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Introduccién

El propésito de la geometrfa no conmutativa es reformular en medida de lo
posible la geometrfa de una variedad en términos de un dlgebra de funciones
definidas en ella, y asf generalizar los resultados al caso de un 4lgebra no
conmutativa. La nocién principal que se pierde cuando pasamos del caso
conmutativo al no conmutativo es la de punto. La geometrfa no conmutativa
€s una geometria sin puntos.

En los dltimos afios €l interés por el estudio de las geometrfas no con-
mutativas (o cudnticas) ha crecido enormemente, tanto en las Matem4ticas
como en la Fisica.

La primera geometrfa no conmutativa en aparecer fue el espacio fase cuan-
tizado de la mecanica cudntica no relativista. De hecho, ya Dirac desde 1926
sabfa de la posibilidad de describir la fisica del espacio-fase en términos de
una versién cudntica del dlgebra de funciones, que ¢l llamo, el dlgebra cudn-
tica, y a la que doté de unas diferenciaciones andlogas a las cldsicas, a las que
llamé también “diferenciaciones cuanticas”. Kl noté que en esta geometrfa
era imposible localizar los “puntos” lo que desde luego quedaba expresado
por el principio de incertidumbre de Heisenberg. M4s tarde, inspirados por
el trabajo de von Neumann , se le dié importancia al aspecto estadistico
de la mecdnica cudntica estudiando el 4dlgebra de observables y en el cual el
concepto de “punto” es reemplazado por el de un estado.

La importancia de las geometrias no conmutativas ha aumentado debide
a que a escalas verdaderamente pequerias la estructura del espacio-tiempo no
puede ser descrita apropiadamente por una variedad diferenciable.

En 1986, A. Connes introdujo toda una teoria matematica para una geo-
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6 INTRODUCCION

metria no conmutativa. Definié objetos equivalentes a las derivadas exterio-
res y generalizé la cohomologia de de Rham para variedades compactas no
conmutativas.

Desde este punto de vista, el conjunto de todas las C*- 4lgebras no con-
mutativas constituye el medio “dual” para la topologfa no conmutativa.

El Teorema de Gel'fand-Naimark (conmutativo)} establece una equivalen-
cia entre la categorfa de espacios Hausdorff (localmente) compactos y tran-
formaciones continuas (y propias) y la categoria de C*-4lgebras conmutativas
y *-homomorfismos. Cualquier C* -dlgebra puede ser realizada como el dlge-
bra de funciones complejas sobre un espacio Hausdorff localmente compacto.
Una C*-4lgebra no conmutativa serd ahora considerada como el 4lgebra de
funciones continuas de algtin “espacio no-conmutativo”. La atencién estard
centrada no en los espacios, que en general no existen, sino en las dlgebras
de funciones.

Asi, en virtud de la dualidad existente entre un espacio M y el slgebra
conmutativa de funciones C (M) sobre él, podemos tratar de reescribir todas
las matematicas que conciernen propiedades de los espacios en un lenguaje
meramente algebrdico. M4s aun, podemos intentar reexpresar todos los con-
ceptos de la geometrfa de una manera que no haga uso explicitamente de la
conmutatividad del &lgebra. Por supuesto, que no serd siempre posible, y
en cualquier caso, no resulta del todo fécil. De esta forma, podriamos pen-
sar que la geometrfa no conmutativa simplemente se trata del estudio de las
dlgebras asociativas no conmutativas. Pero no es asf.

Desde que hablamos de geometrfa se trata de modelar espacios y es
precisamente uno de los conceptos claves sobre el cual estd basada nuestra
intuicién sobre los espacios y sus geometrfas el que desaparece al pasar a
los terrenos no conmutativos. Se trata de la nocién de punfo. Asf pues,
los temas que interesan a la geometria no conmutativa son cudles son las
propiedades de las dlgebras no conmutativas que generalizan las propiedades
de los espacios comunes, aun cuando los “puntos” no existen mas.

Es posible, pues, construir una topologfa no conmutativa, una teoria de
la medida no conmutativa, un célculo diferencial para las dlgebras no con-
mutativas, una teorfa de espacios fibrados, de conexiones y hasta una teorfa
de grupos no conmutativa.

Todos estos elementos forman, hasta aqui, parte de una teorfa mateméti-
ca.

Por otro lado, la Fisica Teérica Moderna ha ido avanzando en este Gltimo
siglo hacia la formulacién de sus teorfas de una manera mé4s matemdética,



simétrica y compacta. En este marco, tenemos las teorias de norma, que
se inspiran en la teorfa del electromagnetismo, y obtienen las ecuaciones de
campo de una manera bella y simétrica, a partir de la geometrfa del problema.

Las teorfas de norma son una de las herramientas teoricas para el desarro-
llo de modelos unificadores de las interacciones de las particulas elementales.
La idea bésica es la simetrfa local es decir, las transformaciones de simetrfa
internas pueden ser realizadas de manera independiente en varios puntos del
espacio-tiempo.

Las teorfas de norma son un ejemplo de la interrelacion entre fisica fun-
damental y geometrfa diferencial. El marco de trabajo adecuado para las
teorfas de norma en geometrfa diferencial son los haces fibrados principales.
El espacio-tiempo fisico juega el papel de la variedad base del haz, mientras
que el grupo estructural se indentifica con el grupo de simetrias internas. Los
campos de norma son las formas de conexién .

Para la obtencién de todas las ecuaciones de campo, es necesario la apli-
cacién del Teorema de Minima accién, el cual nos dice que las soluciones a las
ecuaciones de campo son siempre valores estacionarios del funcional accién,
que se obtiene a partir de la funcién lagrangiana del sistema, como se hace

en la mecdnica cldsica. Para obtener los valores estacionarios es necesario,
pues, el Célculo de Variaciones.

Si las teorfas de norma representan verdaderamente una descripcién de
la naturaleza, entonces serfa de esperarse que estas sean vdlidas también a
escalas muy pequefias, del orden de la escala de Planck. Pero como hemos
dicho la descripcién de una. variedad suave del espacio tiempo no es adecuada.

Una posible conclusién es que la naturaleza no puede ser siempre mo-
delada en geometrfa conmutativa de manera satisfactoria. Es por esto que
ya muchos se han dado a la tarea de formular la Fisica en espacios no con-
mutativos. La geometria no conmutativa extiende el concepto cldsico del
espacio introduciendo el concepto de un espacio cudntico. Existen razones
para creer que la geometrfa no conmutativa es capaz de dar una descripcién
adecuada del espacio-tiempo a escalas del orden de Planck y de reformular
de una manera elegante y natural la teoria cudntica de campos que, hasta la
fecha, est4 llena de profundas inconsistencias.

Asf, resulta natural buscar una generalizacién en geometrfa no conmutati-
va a la teorfa de normas. El marco natural para éstas serdn los haces fibrados
principales cudnticos, donde es posible formular un calculo diferencial y una
teorfa de conexiones.
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Pero cabe preguntarse, qué tanto es posible traducir la ffsica del espacio-
tiempo al lenguaje de la geometrfa no conmutativa. Con la existencia de
haces fibrados cuénticos y de conexiones en ellos, es posible formular una
teoria de norma. Incluso, es posible construir una accién (euclideana). Pero
auin, quedan los problemas hasta ahora infranqueables de la definicién de
un calculo de variaciones apropiado, para poder obtener las ecuaciones de
campo a partir de un equivalente al principio de mfnima accién. Asf, pues,
es imposible hasta este momento obtener, de manera andloga a como se hace
en el caso cldsico, las ecuaciones de campo de un sistema.

Han habido, sin embargo, varios intentos de definir teorfas de norma
en haces principales cudnticos como el trabajo de [B-M] o el de [Du3]. El
problema es atin mayor, dado que existen tantas maneras de definir los haces
principales en geometrfa no conmutativa y tantas maneras de definir una
conexién que los diferentes enfoques pueden diferir grandemente.

El objetivo del presente trabajo no es el de presentar de manera extensa
las matematicas de esta “nueva” geometria, que cada dfa expande m4s sus
fronteras, sino el de estudiarlos de la manera m4s accesible posible, para
de ahi, partir hacia el estudio y la formulacién de las teorfas de norma no
conmutativas y proponer, en la medida de lo posible, caminos alternos para
llegar a las ecuaciones de campo de la fisica en dicha geometrfa.

Para. ello, ha sido necesario estudiar e introducir los conceptos bésicos de
estas construcciones, primero desde el punto de vista clésico, y después en el
no conmutativo.

En el camino, por supuesto, se estudian muchas cosas, toda la geometrfa
diferencial ordinaria, la mec4nica y las teorfas de norma cldsicas.

El trabajo estd organizado como sigue:

En el capftulo uno se dan los conceptos bdsicos de la geometrfa diferencial
ordinaria, comenzando desde las bases. El concepto clave de este capitulo, es
quizas, el de haz fibrado principal, ya que es este objeto geométrico el entorno
natural para las teorfas de norma.

Algunos conceptos mds elaborados y abstractos son dejados de lado por
un momento, y no serdn introducidos sino en el momento justo que vayan
a ser utilizados. De este modo, es importante recalcar, que la geometria
es construida a lo largo de todo el trabajo y su exposicién no se encuentra
restringida al primer capftulo. Esto con fines précticos, ya que la tesis trata
verdaderamente de geometria y de pretender confinarla al primer capitulo,
el trabajo no contendrfa mds que uno sélo.



En el capftulo dos nos enfocamos a la parte fisica del problema, se pre-
sentan los formalismos de la mecénica cldsica en el lenguaje de la geometria
diferencial recién adquirida. Se desarroila la construccién basica para obte-
ner las ecuaciones de campo de un sistema a partir del Principio de Mfnima
Accién y se introducen las teorfas de norma, asf como dos ejemplos, los més
usuales de la ffsica, y que sirvieron de modelo e inspiracién para la construc-
cién de la teorfa general, como la correspondiente a U (1) y a SU (2).

En el capitulo 3 damos una introduccién a los conceptos basicos de la
geometr{a no conmutativa, prestando especial atencién a los grupos cudnticos
y los haces fibrados principales cudnticos y al cédlculo que en ellos puede ser
definido.

Finalmente en el capftulo 4 se preserita un resumen de los dos métodos
principales mediante los cuales se pueden construir modelos para teorfas de
campo en geometrfa no conmutativa. En primer lugar, presentamos el méto-
do de Durdevich, el cual se basa en la analogfa con el caso conmutativo y
se distingue por su elegancia y exactitud. Luego, presento los fundamentos
de la teorfa espectral de Connes, donde el desarrollo es un poco histérico, en
el sentido de que se van desarrollando nuevos conceptos para solucionar los
problemas que van apareciendo en cada etapa del desarrollo. En este capitulo
mi intencién no es dar todos los detalles necesarios para construir teorfas de
campo, $ino més bien, presentar un panorama general y las definiciones més
importantes.

Se incluyen al final del trabajo varios apéndices cuyo objetivo, excepto por
el primero, es ahondar un poco en temas que la autora considera interesantes
en sf, pero que de haber sido incluidos en el cuerpo de la presente tesis,
hubieran representado una digresién innecesaria, a veces, y daiiina para la
continuidad del texto, que es de por sf, por lo amplio y variado del tema, un
poco dificil de seguir.

Asf pues, el primer apéndice es una breve introduccién a la mecénica clési-
ca dirigida principalmente a aquellos que no poseen muchos conocimientos
sobre el tema, pues el tratamiento es bastante elemental. Ahf se introduce
el principio de mfnima accién y el formalismo que nos lleva a cobtener las
ecuaciones de campo a partir de él. También se explica brevemente el caso
en que se trata de un campo.

Los otros apéndices son de caricter suplementario, al tratar temas que se
ven “de pasada” en el desarrollo del texto, pero que tienen una vida propia
y son relevantes.

Asf, la autora espera aportar con este trabajo una visién general del
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problema, que despierte el interés del lector, quién puede consultar las fuentes
bibliogréficas sobre el tema, en particular las mencionadas al final de la obra.
Estos textos son de nivel muy variado, desde el introductorio y didactico

hasta los artfculos de investigacién.
Quiero hacer notar, que esta rama de las Matematicas (y de la Fisica) es

alin muy joven y cada dfa hay nuevos avances en el tema.
Karla Dfaz Ordaz Avila

Ciudad Universitaria, México, D.F.
Mayo 2000



Capitulo 1

Elementos de Geometria
Diferencial

En la actualidad, para hacer fisica necesitamos manejar espacios (o espacio-
tiempos) més generales que R”. Sin embargo los espacios que aparecen con
mayor frecuencia en los problemas de fndole fisica son aquellos que se "pa-
recen” localmente a R™, pero que quizéds globalmente tienen una estructura
més complicada.

El concepto de variedad generaliza el concepto de superficie o de curva en
R", la representacidon paramétrica de éstas utiliza la existencia de un homeo-
morfismo de un conjunto abierto de la superficie a R*. Una representacién
paramétrica recibe el nombre de carta, o sistema coordenado.

El concepto de variedad diferenciable generaliza el concepto de superficie
diferenciable en R", es decir, una superficie que tiene un plano tangente defi-
nido en cada punto. M4s adelante, definiremos los vectores tangentes a una
variedad de tal manera que no dependan de ningtin sistema de coordenadas
en particular. Esto es de particular importancia, ya que es un principio bési-
co de la Fisica, el hecho de que las leyes de ésta no dependen del sistema de
referencia considerado.

Asf pues, la intencién de este capitulo es la de presentar los elementos geo-
métricos que son necesarios para las formulaciones de las teorfas de norma
que vamos a desarrollar en capitulos posteriores, asi como también familiari-
zarse con los conceptos que se generalizardn a la Geometrfa no conmutativa.

Por el resto del presente trabajo, nos enfocaremos sélamente a objetos de
dimensién finita (es decir variedades y grupos) y utilizaremos la convencién

11



12 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

de suma de Finstein (suma sobre fndices repetidos} a menos que se indique
lo contrario.

1.1 Variedades Diferenciables

1.1.1 Definicién: Una variedad (topolégica) es un espacio topol6gico del
tipo Hausdorff' tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a
R".

Una carta (U, ¢) de una variedad X es un conjunto abierto U de X,
llamado el dominio de la carta, junto con un homeomorfismo ¢ : U — V de
U sobre un conjunto abierto V' de R".

Las coordenadas (z!,...,z") de la imagen de ¢(z) € R*, del punto z €
U C X reciben el nombre de coordenadas de z en la carta (U, ), o
bien coordenadas locales de z. A la carta(U, @) se le conoce también como
sistema de coordenadas locales.

Un atlas de clase C* en una variedad X es una coleccién de cartas
{(Ua, o)} de X tales que los dominios {U,} cubren a X y los homeomor-
fismos satisfacen una condicién de compatibilidad, es decir, las funciones
de transijcién:

Pao ¥yt pp(UaNUs) = ¢a(Ua N Up)

son funciones bien definidas de abiertos de R" en R" de clase C*.

Lo anterior, dicho en otras palabras, equivale a que cuando (z') y (¥')
son ambas coordenadas de z, en las cartas (Ua, p,) ¥ (Up, ¥g), la funcién
©a 05" estd dada en w,(Us N Ug) por n funciones reales de clase C*.

Dos atlas de clase C* {(Ua,9,)} ¥ {(Ux,¥x)} son equivalentes si y
solo si su uni6n es nuevamente un atlas de clase C*.

Una variedad topolégica X junto con una clase de equivalencia de atlas
de clase C* forman una estructura en X, decimos entonces que X es una
C*—variedad.

1Un espacio topolégico X es del tipo Hausdorff si para cada x # y ambos en X, existen
dos abiertos I/ y V en la topologfa de X talesque z e U,y e V y UNV es vacla.
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Una variedad diferenciable es una variedad tal que sus mapeos de tran-
sicién de abiertos de R" en R" son diferenciables. El término de variedad
suave se refiere a variedades C*.

Ademsds en lo sucesivo, consideraremos variedades paracompactas?, que
es una condicién topoldgica que cumplen todas las variedades, salvo casos
excepcionales.

Ahora definiremos los conceptos de funciones definidas sobre una varie-
dad.

Una funcién (real) en una variedad X es una regla que asigna un valor
(real) a cada punto en X. La funcién es diferenciable en una carta en z si
la funcién f o ! es diferenciable en ¢ (z) como funcién en R™.

Un tipo de funcién de especial importancia para nosotros son las curvas
sobre una variedad. Una curva es una funcién (diferenciable)® de un abierto
de R! a la variedad X, es decir, asocia a cada punto de un intervalo abierto
dado en R! (que es un numero real, digamos A) un punto en X. Claramente
tenemos una curva con parametro A.

Todas las nociones de parametrizacién y reparametrizacién se extienden
al dominio de curvas en variedades.

Ademsds, sean X, Y dos espacios. Sea f :X — Y , g una funciénen Y .

fr(g):z— (go f)(z) =9g(f(z)).” recibe el nombre pull-back.

1.1.1 Campos vectoriales

Aunque todos tenemos una visién mds o menos intuitiva de lo que se entiende
por un vector (al que representamos comunmente con una flechita) y un cam-
po vectorial (que puede ser visualizado por un campo de tales “flechitas”) es
necesario dar una definicién formal. La clave para hacerlo es tomar en cuenta
que dado un campo de flechas (es decir, una regla que asigna a cada punto

2Un espacio Hausdorff X es paracompacto si cada cubierta {U;} tiene un refinamiento
localmente finito.

({V:} es un refinamiento de {U;} si {V;} es una cubierta y para cada V] existe un U; tal
que V; C U;).

(Una cubierta U es Lf. si para cada punto z € X existe una vecindad N que tiene
interseccién no vacfa tan sélo con un niimero finito de elementos de if).

4 Por funcién diferenciable damos a entender, dnicamente, que las coordenadas del punto
imagen {z*(}),i=1,...n} son funciones diferenciables de .
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de una variedad un vector), uno puede diferenciar cualquier funcién en la
direccién de éstas, pudiendo calcular, de esta manera la derivada direccional
de una funcién f en la direccién de un vector .

Primeramente definiremos el concepto de vector tangente.

Considérese una curva que pasa a través del punto p en X, descrita por
las ecuaciones {z' = z*(A\),i =1, ..n}.
Adems4s, considerese también la func16n diferenciable f(z',...,z") que abre-
viaremos f(z') en X. En cada punto de la curva, f tiene un valor, asi a lo
largo de la curva existe una funcién diferenciable g(A) que asigna el valor de
f en el punto cuyo parametro es A, de la siguiente manera:

g(A) = f(2'(A),....z"(A)) = flz*(}))

Diferenciando y usando la regla de la cadena tenemos:

dz' 0g
dX oz’

Y como esto es cierto para cualquier funcién g, podemos escribir:

d dz* 8 ‘
'Up = 5 =2 '&1‘5}—: (11)

Notemos que desde el punto de vista ordinario de la geometr{a euclideana,

du’
dX

tangente a la curva z*()), pues {dz'} son desplazamientos infinitesimales a
lo largo de la curva. Puesto que una vez fijado A, una curva tiene un tdnico

uno dirfa que el conjunto de niimeros { son las componentes de un vector

pardmetro, a cada curva corresponde un tnico conjunto { } de mimeros

que son considerados las componentes del vector tangente a la curva, es decir,
cada curva tiene un tnico vector tangente en cada punto.

Por el contrario, es claro que, cada vector puede ser tangente a una infini-
dad de curvas diferentes pasando por un mismo punto p, ya que hay muchas
curvas que son tangentes las unas a las otras, mds formalmente que tienen
el mismo germen? ( i.e. existe una vecindad del punto p donde las funciones

*La clase de equivalencia de las funciones diferenciables en x € X que coinciden en
una vecindad de = es llamado germen de f.
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coinciden) y por ende tienen el mismo vector tangente, o bien, porque la mis-
ma trayectoria puede ser reparametrizada de manera diferente, dando como
resultado otra curva, que posee el mismo vector tangente que la original. Asi
que un vector caracteriza en realidad a toda una clase de equivalencia de
funciones (la relacién de equivalencia es, en este caso, ser tangentes entre si,
en el punto p). De aqui, parece 16gico definir:

1.1.2 lera. Definicién de vector tangente: Una clase de equivalencia de

curvas tangentes en el punto z en X es llamada un vector tangente
vz en .

Esta definicién es la mds intuitiva. Daremos otra definicién, m4s abs-
tracta, y que se refiere a la propiedad que tienen los vectores de diferenciar
aquello que se les pone “en frente”.

1.1.3 2nda. Definicién de vector tangente: Un vector tangente v; a
una variedad diferenciable X en el punto z es una funcién lineal del
espacio de funciones C(X) a R, definida en alguna vecindad de z € X,
en donde es diferenciable, y que satisface la regla de Leibniz:

vz(fg) = f(z)vz(g) + g(z)vz(f)

Nétese que las propiedades de linealidad y de la regla de Leibniz, implican
que v, {cte} = 0.

Lo anterior nos lleva a definir un concepto mas abstracto que nos serd de
utilidad posteriormente:

Una funcién lineal que satisface la regla de Leibniz recibe el nombre de
derivacién.

Veremos qué es lo que motiva la segunda definicién y la deduciremos de
la primera definicién, exponiendo asi su equivalencia.

Se sigue de la definicién 1.1.2 que v.(f) es la derivada direccional de f
en la direccién de v,. Ademds, de la ecuacién ( 1.1) es facil observar que las

derivadas direccionales, como v, = Edi’ forman un espacio vectorial en z.°

%La cerradura bajo combinaciones lineales es la inica de las condiciones para ser espacio
vectorial que el espacio de derivadas no satisface trivialmente. Sin embargo, como se ha
sefialado se sigue facilmente de la ecuacién (1.1).
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En cada sistema coordenado exiten curvas que son de alguna manera
“especiales” o privilegiadas, éstas son las lineas coordenadas mismas (ver-
sién generalizada de nuestros viejos conocidos los “ejes” coordenados). Las
derivaciones a lo largo de ellas son claramente 3% 2, y la ecuacién (1.1) nos
muestra que cada vector tangente i puede ser expresado como combinacién
lineal de estas derivadas tan particulares. De aquf se sigue que {7 } forman
una base para el espacio vectorial (ya que son, evidentemente, linealmente
independientes).

Directamente de (1.1) notamos que entonces, una derivacién d% tiene

como componentes en esta base a { } que son los “vectores tangentes”

definidos de la manera natural, lo cual nos lleva a la conclusién de que el
espacio de los vectores tangentes a una variedad X en el punto z y el espacio
de todas las derivadas a lo largo de las curvas en z estdn en correspondencia
uno a uno. Esto justifica la decisién de los matematicos de decir que & es el
vector tangente a la curva z*()), que es precisamente la definicién 1.1.3, de
manera menos abstracta.® Este punto de vista representa ciertas ventajas,
la primera que no hace referencia a desplazamientos de ninguna fndole, esto
nos llevarfa a impresiciones, pues, en principio, una variedad no tiene una
relacién de distancia definida (no toda variedad tiene una métrica definida).
En segundo lugar, no hace referencia a ningiin sistema de coordenadas, y fi-
nalmente, desde el punto de vista fisico, tiene sentido pues una derivada es un
“tipo” de movimiento a lo largo de una curva, que es lo que conceptualmente
un vector tangente genera.

Cabe hacer notar, que en una variedad abstracta sélo tiene sentido su-
mar vectores que se encuentren “basados” en el mismo punto, ya que no
conocemos la manera de “relacionar” vectores correspondientes a dos puntos
diferentes (en R™ lo podemos hacer transportando paralelamente un vector a
donde “empieza” dquel con el que lo queremos sumar, pero en una variedad,
en principio, no tenemos una “receta” que nos diga de qué forma podemos
transportar paralelamente un vector, esto se verd mas adelante y es lo que
motiva la introduccién del concepto de coneridn).

En realidad los vectores no estdn en X sino en el espacio tangente a
X en z, al que llamamos T, X .

Como en el caso de R™, el espacio tangente puede ser considerado como
una aproximacion lineal a X localmente. 7, X es utilizado para definir pro-

bes decir, este resultado nos da el derecho de definir el vector tangente a la curva como
una derivacién.
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piedades diferenciales de objetos en una vecindad de z independientemente
de las coordenadas locales, es decir, “modela” la variedad X en el punto z.
Generalmente, en fisica, el espacio tangente reemplaza a la variedad X lo-
calmente, es decir en un punto dado, lo que se conoce como linearizacién
local.

Si X es una variedad de dimension n, T, X es isomorfo a R".

Ahora consideremos el conjunto de todos los espacios tangentes a X en
cada punto, esto es zgx T.X . Este conjunto, junto con la propia variedad

X reciben el nombre de haz tangente (esto es tan sélo un caso particular
del concepto de haces fibrados que estudiaremos en la siguiente secci6n)

Para finalizar la presente seccién, sefialamos que por campo vectorial

entenderemos una regla que asigna un vector a cada punto de X. Esta

es una definicién intuitiva, més adelante redefiniremos el concepto con més
rigor matemitico.

1.2 Haces Fibrados

1.2.1 Definicién: Un haz es una triada (E, B, 7) consistente de dos espacios
topolégicos E y B y una funcién suprayectiva = : £ — B. El espacio
E recibe el nombre de espacio total y el espacio B el de base. La
funcién # es conocida como la proyeccién.

Los haces han sido introducidos para generalizar los producto topolégicos,
ya que por ejemplo, la banda de Mdbius no puede ser obtenida como un
preducto topolégico (sin embargo si puede ser considerada como un haz).

S6lo consideraremos los casos en que los espacios topolégicos 7~1(x) para
cada z son homeomorfos a un espacio F;.

n~'(z) recibe el nombre de fibra en z, denotado F;. Si todas las fibras
son homeomorfas entre sf, F, = F,Vz € B, F es conocido como fibra tipica.

Cuando el haz tiene cierta estructura adicional que comprende a un grupo
-de morfismos de F' y una cubierta abierta de B, es llamado un haz fibrado.

Si F es un espacio vectorial y el grupo es lineal, el haz fibrado es nombrado
haz vectorial.

Tenemos la siguiente definicién:
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Figura™1.1: Un haz y su proyeccién sobre la base.
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Figura™1.2: Haz fibrado.

19
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1.2.2 Un haz fibrado (E, B, 7,G) es un haz (E, B, r) junto con una fibra
tipica F', un grupo topolégico G de (homeo)morfismos de F' en si mismo,
y una cubierta abierta {U;,j € J} de B, con J una familia de indices
que cumple las siguientes condiciones:

a) Localmente, el haz es trivial, es decir, es homeomorfo a un producto
topolégico, para ser mds precisos, 771(U;) es homeomorfo al producto topo-
légico U; x F, para toda j € J. El homeomorfismo ¢; : 77 (U;) — U; x F

tiene la forma ¢;(z) = (m(z), %- (z)) donde aj (x) es un homeomorfismo de
F, a F y el es vilido el siguiente diagrama:

E

LIV P
Uj 4-—6" UJ‘ x F
Feanénica

Los conjuntos {U;, i;} reciben el nombre de familia de trivializaciones
locales.

b) Existe una relacién entre los sub-haces triviales, definidos por las tri-
vializaciones en los conjuntos abiertos U; que cubren la base, de la siguiente

A a1
manera. Sea x € U; N U. El homeomorfismo ¢, © ¢;.: FF — F es un

elemento del grupo estructural G para toda z € U; NUy y toda j,k € J.7
Si el grupo G tiene tinicamente un elemento entonces el haz es trivializable.

Esto quiere decir que cuando dos conjuntos abiertos U; y Uy se traslapan,
un punto que pertenezca a su interseccién tendrd dos homeomorfismos de F;
a la fibra tfpica F, como cada homeomorfismo es invertible esto define un
homeomorfismo de la fibra en s{ misma al cual exigimos ser un elemento del

. A
grupo de estructura. La relacién entre @k_m Y ;.00 da la estructura del haz
fibrado.
¢) Los mapeos inducidos g;x(z) : U; N Uy — G dados por = = gjx(z) =

-1
A o . . . . s
®jz © P, son continuos. Reciben el nombre de funciones de transicién,

y satisfacen la siguiente relacién:

gix(Z)gri(z) = gji(x)

"donde estamos identificando al elemento g € G con la transformacién o, : F — F que
es un elemento del grupo de transformaciones {o, : G x X — X, g € G}
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Figura™1.3: T es un morfismo de haces.

Ahora si tenemos dos haces (Ey, By, 71} y (E2, Ba, m2) las funciones entre
ellos que serdn de nuestro interés seran aquellas que preserven la estructura
de haz fibrado i.e. aquellas que mapean fibras en fibras. Estas reciben el
nombre de morfismos de haces.

Un morfismo de haces es una pareja de funciones (F, f) tales que:
F:El—’Eg, fiBl—‘*Bz
y tales que el siguiente diagrama conmuta:

E 5 B

m 1w
Bl_f’ B,

Se dice que un haz fibrado es C*— diferenciable si £, B y la fibra tipica
F son variedades C*— diferenciables,  es una funcion de clase C*, G es un
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grupo de Lie®, y los mapeos de transicion g;, correspondientes a un posible
atlas de B son también de clase C*.

1.2.3 Coordenadas en un haz fibrado:

Como hemos podido notar, en nuestro desarrollo, es importante contar
con coordenadas definidas en una variedad. No todos los sistemas de coorde-
nadas del espacio E visto como variedad son apropiadas para E visto como
haz fibrado, es necesario que el sistema de coordenadas preserve la. estructura
de haz fibrado. Asf, si (E, B, ) es un haz fibrado, donde E y B son varieda-
des de dimensién n + p y n respectivamente, una carta (U, ¢) en E definirad
coordenadas para el fibrado, si la funcién ¢ : U — R**? es un morfismo entre
haces, con R™*? provisto de la estructura natural de haz fibrado (producto
cartesiano) R™*? = R™ x R?.

Con nuestras nuevas herramientas de haces fibrados revisemos el caso
particular del haz tangente, definido en la seccién anterior.

Sea T'(X") el espacio formado de las parejas (z,v,) para toda z en una
variedad diferenciable de dimensién n, X™ y toda v, € T,(X"). Podemos
darle una estructura de haz fibrado (T(X™), X", 7, GL(n,R)) como sigue:

Fibra en z : T,(X")

Fibra tfpica F : R*

Proyeccién 7 : (z,v,) — z

Cubierta de X" : {U; : (U;%;) es un atlas de X"}

Homeomorfismo ; definido como la pareja (w, ¥} omz) con mwe(z,v;) =
v, y ¥}(v.) es la repesentacion de v, en la carta (U;y,), dada por:

w; = (m, Yjom) a7 (U;) = Uj xl]R“
(z,v2) = (=, '»b;('vz))

Grupo estructural G : GL(n, R) el grupo de automorfismos lineales de
R"™ cuya expresién como matrices de n X n no son singulares (determinante
diferente de cero).

Sig v €T(X") = VeR y ¢y, : v; € To{X") — V' € R" son dos
cartas tales que z est4 en la interseccién de sus dominios, entonces €l mapeo
de transicién ¥}, o 5, : R® — R", dado por V' + V, es un elemento de
GL(n, R), (que es, por cierto, un grupo de Lie).

¥Ver apéndice B.
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|
Definimos una seccién transversal de un haz (E, B, 7) como la funcién:

f: B — E, tal que wo f =identidad

Un campo vectorial v en X" es una seccién transversal del haz tangente
T(X™). (Esto resume nuestra definicién anterior, ya que a cada punto z € X"
le asocia un vector tangente v, € T;(X")).

Un campo vectorial sobre una variedad (C*—) diferenciable X" es (C"—)
diferenciable si la funcién v : X® — T(X™) es diferenciable { o de clase
cn).

Asf como hemos definido un vector tangente como una derivacién en el 4l-
gebra de gérmenes, podemos definir un campo vectorial como una derivacién
en el algebra C*(X™) de funciones de clase C* en X*.

v: C*¥(X™) — C*1(X™) dada por v(f) = vf

0 en coordenadas locales

0f (%)

(vf) (@) =52

Decimos que un campo vectorial es invariante bajo el difeomorfismo
f: X — X si fi(z)v, = vy para cada z € X, donde f'(z)v es la imagen
del campo vectorial bajo el difeomorfismo f que estd dada por la siguiente
igualdad entre funciones:

flulg) =v(go f) of 1.

Uno de los conceptos més importantes en el formalismo Hamiltoniano,
es, como veremos més tarde, el haz cotangente, que en la siguiente seccion
introduciremos asf como también otros elementos que nos seran de utilidad
posteriormente.
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1.2.1 Haz Cotangente; vectores covariantes

El espacio T;(X") dual al haz tangente 7..(X™) de una variedad X™ es el
espacio de formas lineales en T,(X™); forma un espacio vectorial de dimensién
n que recibe el nombre de espacio vectorial cotangente a X™ en z.

Los elementos de T;(X™) son llamados vectores covariantes, o co-
vectores (también se conocen como 1-formas diferenciales) mientras que los
elementos de T,.(X™) son llamados vectores contravariantes, vectores tan-
gentes o simplemente vectores. Esto siguiendo la tradicional nomenclatura
encontrada en Fifsica®, mas tarde en el capftulo observaremos que la razén
de esta distincién es la diferente forma de tranformarse bajo un cambio de
coordenadas que cada objeto posee.

Nétese que dada w, € T (X™) y v, € T,(X™) tenemos la operacién:

wr(v) €ER

(conocida como la contraccién'® de v, con w,). Como T**(X™) = T,(X"™)
se tiene que wy (vz) = vz (W) = {We,¥z) .

Aun cuando no existe ningin isomorfismo natural canénico entre un es-
pacio y su dual, dada una base (e, ...,e,) en T, podemos construir su dual
(8,..6™) en T de la siguiente manera:

Sean (v}) las componentes de un vector v, en la base (e;). Estas compo-
nentes constituyen n formas lineales definidas en v,. Asf es natural definir la
forma 6* como:

&(v;) = vt (1.2)
Asf:

8'(e;) = &}

La base dual a la base natural (3% )en T;,a la que designaremos (dz*)
cumple:

9Existen discrepancias en la forma que los matemédticos designan los mismos objetos,
véase [Ba) pdgs 31-34.
19La operacién contraccién puede ser més general, en el contexto de tensores se entiende
como una operacién intrinseca realizada sobre un fndice covariante y uno contravariante,
ver apéndice para mayores detalles.
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(dzi 2\ = §t

! Pt J

(dz') recibe el nombre de base conatural.

El haz cotangente estd formado por (T*(X"), X", w,GL(n,R}) donde
T*(X™) es el espacio formado por las parejas (z,w,) para todaz € X" y
w, € T2(X™). Una seccién transversal en el haz cotangente, es decir, un
campo vectorial cotangente es también conocido como una 1-forma.

Mientras que los vectores contravariantes se transforman segiin la regla
(ex} = a(e;) con a una matriz invertible, los vectores covariantes se tranfor-
man con la regla inversa, i.e. (6°) = a™}(6).

Es facil imaginarse que las 1-formas pueden ser generalizadas. A conti-
nuacién veremos c6émo.

1.2.2 p-formas

Asf como hemos construido el espacio de 1-formas, el cual denotaremos por
Al | definiremos en general las p—formas y sus correspondientes espacios,
como sigue:

Una p-forma es una funcién p-multilineal y antisimétrica, definida en
un espacio tangencial (es decir sobre T(X™) para alguna variedad X" los p
argumentos que toma son vectores). En el lenguaje de tensores una p—forma
se puede definir como un p—tensor covariante totalmente antisimétrico.

El espacio de p—formas de clase C* es un sub-médulo AP(X), sobre el
anillo de funciones C* del mddulo de todos los tensores covariantes de clase
C* sobre X : la suma de dos p—formas es una p—forma, el producto de una
p—forma con una funcién f es una p—forma. Nétese que si la dimensién de la
variedad X es n, una forma de grado p > n es idénticamente cero, ya que las
tinicas componentes diferentes de cero de un tensor totalmente antisimétrico
de grado p son aquellas en las cuales todos los indices son diferentes, lo cual
no puede suceder en el caso p > n.

Definimos una operacién entre una p—forma y una g—forma, que recibe
el nombre de producto exterior, o producto cufa o exterior , como sigue:

A+ (AP(X), A%(X)) — A*3(X)

tal que (a, 8) — a A 8, con a A § definido por:
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(a Aﬂ) (_'Uh ---'Up+q) = E];'f Z (Sigﬂ' 17)11' [a(vlv "'vp)ﬁ(vﬁh UP'HI)] (13)

donde v; € T(X") y 7 es una permutacién de (1,2,...,p + g).

Este producto es bilineal, asociativo y en general no conmuta:

aAf=(-1)B A (1.4)

El conjunto de todos los médulos AP(X) para toda p, junto con el pro-
ducto exterior es llamada dlgebra exterior (o de Grassman) y se denota
A(X).

1.2.3 Derivada exterior

Lo que estamos a punto de definir nos da una buena generalizacién de nues-
tros viejos conocidos el gradiente, la divergencia y el rotacional sobre varie-

dades. \

1.2.4 Definicién: La derivada exterior d mapea una p—forma o de clase
C* en una p + 1-forma do de clase C*~! y que definimos como el
operador que tiene las siguientes propiedades:

1) d es lineal: d (e + 8) = da+df si A es una constante d(Aa) = Ada

2) d(a A B) =da A B+ (—1)Pa AdS, con p =grado de a

3)d>=0

4) Si f es una O-forma (es decir una funcién) df coincide con la diferencial
ordinaria de f.

5) El operador d es local, i.e. si dos formas o y 8 coinciden en un abierto
U entonces da = df en U.

Estas propiedades definen de manera tinica al operador d.

Utilizando las propiedades del operador, calculamos la expresién local
para la derivada de una p—forma o :

& = o, ;,dx“ A ... Adx* donde a;,_,, es una O-forma.

da =d(a;,.;,) Adx" A ... A dx™ por Io que obtenemos la expansién:
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do = 2%t gk & ok A A dxi® (1.5)
oz*

Veamos como este operador resume, en el caso de R3, los operadores
diferenciales usuales en dicho espacio.

La derivada exterior de una 0-forma f es la 1-forma:

df = gﬂidx‘ (1.6)

Observamos que las componentes de d f son las componentes de}l gradiente
de f.

La derivada exterior de una 1-forma a = Adz + Bdy + Cdz es:

do = dAAdz + dB Ady+dC Adz

Utilizando la regla para d de una funcién llegamos:

da=(‘?,f oB)dyAdz+(aA "C)clz/\d:::+("‘B B")dx/\dy (1.7)

Ahora, si consideramos un vector V con componentes (A, B, C), las com-

ponentes de dox con respecto a la base indicada coinciden con las componentes
del rotacional de V =V x V

Finalmente, la derivada de una 2-forma w = PdyAdz + Q dz A
dz+R dz A dy. Tenemos:

dv=dPdyAdz+dQ dzAdz+dR dzx Ady

=g, PdzAdyndz+8,Q dyndzAdz + 3, RdzAdzAdy
con lo que:

dw=(3.P+0,Q+03.R)dzAndyndz (1.8)

que es la divergencia de un vector en R3, disfrazada.

El 4lgebra A(X) junto con el operador diferencial d es un 4lgebra gra-
duada 1.

11Un 4lgebra graduada A es una coleccién de médulos indexados por numeros enteros
P junto con un operador bilineal Ax A — A. Siel operador es un operador diferencial,
debe cumplir la regla de Leibniz “graduada” es decir:

d(wAB) =dwAb+{-1)7%uAds.
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Ya con nuestra herramienta b4sica antes de desarrollar los formalismos
de la mecé4nica, introduciremos el concepto del haces fibrados principales,
ya que este es el marco idéneo para estudiar la geometria de las teorfas de
norma, COImo veremos mas tarde.

1.3 Haces fibrados principales

En los iltimos afios, la importancia de los haces fibrados ha aumentado,
especialmente, por el papel fundamental que tienen las conexiones definidas
sobre haces fibrados principales en el desarrollo de las teorfas de norma de
la fisica tedrica. Es por esto que nos enfocaremos especialmente a su estudio
(definiremos en este contexto muchos conceptos que tienen validez general
en cualquier tipo de haz fibrado) y a la manera en la que éstos conforman la
Geometrta de los Campos de Norma.

1.3.1 Definicién: Un haz fibrado principal (P, X, n, G) es aquel en el cual
la fibra tipica F y el grupo de estructura G son idénticos (difeomorfos),
y en el cual G actia en F mediante la traslacién izquierda'?.

Es decir, es un haz fibrado con dos caracteristicas extras, F ~ G y la
accién de G en Fes la operacién de grupo. Hay varias maneras de llegar a
un hfp a partir de un haz fibrado. Si no se puede establecer un difeomorfismo
entonces simplemente se define que ahora la fibra F = G.

Aunque cada fibra es difeomorfa a la fibra tipica G, el difeomorfismo no .
es canénico, depende de la cubierta {U;} de X y de la eleccién de funciones
¢ :m () - U; xG.

Ahora definiremos un elemento extra, que no forma. parte de la estructura
diferencial de una variedad, sino que da forma y curvatura a ésta. Estamos
hablando de la conexién, que juega un papel muy importante en las teorias
de norma de la ffsica moderna. Existen otros elementos geométricos que
dan mayor estructura, como la forma de volumen y la métrica que también
presentaremos més adelante, (pues éstos tienen un papel fundamental en la
formulacién de la teorfa de norma del electromagnetismo).

2L, G -+ G esté dada por Ly(h} = gh
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1.3.1 Conexién.

En una variedad diferencial no hay una nocién intrinseca de paralelismo, y
como ya hemos dicho s6lo es posible “comparar” vectores que se encuentran
situados en el mismo punto. Una conexidn es una regla que nos indica como
trasportar paralelamente vectores de un punto a otro.

Las conexiones pueden ser definidas como 1-formas valuadas en el dlgebra
de Lie g correspondiente al grupo G que satisfacen ciertas condiciones, sin
embargo, para los desarrollos que haremos posteriormente nos es conveniente
introducir una definicién mds abstracta que nos permita definir la conexién
de manera independiente de cualquier trivializacién local. Estableceremos
mas adelante la equivalencia de ambas definiciones.

Nuestro planteamiento se basa en la separacidn del espacio tangente en
un subespacio “vertical” y uno “horizontal”.

En nuestro desarrollo usaremos ampliamente teorfa de grupos y 4lgebras
de Lie, por lo que haremos un pequeiio resumen de los elementos bésicos.!

Sea G un grupo de Lie de dimensién finita. La accién izquierda L, y
la accién derecha R, estdn definidas por L,h = gh y R,h = hg para g,h €
G. L, induce una funcién L, : T, (G} — Tyn (G) . El conjunto de campos
vectoriales invariante bajo la translacién izquierda junto con el paréntesis de
Lie forman un dlgebra de Lie de G, que denotamos como g. Como cualquier
A € g queda especificado por su valor en el elemento unidad e y viceversa,'*
entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre g ~ T, (G) .

El 4lgebra de Lie g es cerrada bajo el paréntesis de Lie {T,, T3] = f75T
donde T, son los generadores de g . Los f); son llamados constantes de
estructura.

La accién adjunta ad:G — G estd definida por ad,h = ghg™'. La
transformacién tangente de ad, es llamado el “mapeo” adjunto, lo denotamos
Ad, : Ty (G) = Tyng-1 (G) .12

Antes de definir la conexién daremos unas definiciones previas.
Sea u un elemento del haz fibrado principal (P, X, 7,G) y sea G, la fibra
en p = 7 (u) . El subespacio vertical V,P es un subespacio de T, P que es

13Vénse también el apéndice B.
4Dado s € T.G existe un tnico X campo invariante por la izquierda tal que X (e) = sX.
Si hme,  Ady:Te(G)— T. (G).



30 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

tangente a G, en u. Téngase cuidado de no confundir T, P que es el espacio
tangente de P con T,X que es el tangente a X.

Costruyamos V,, P. Tomamnos un elemento A € g. Definimos una curva en
P a través de u utilizando la accién derecha!d:

Rexp(tayu = uexp (tA)

Como 7 (u) = m (uexp (tA)) = p, la curva se encuentra en G,. Definimos el
vector A* € T, P por:

AF S () = S (woxp (14) (19

donde f : P — R es una funcién suave arbitraria. El vector A# es tangente
a Gy en u por lo tanto A* € V,P.

Asf, definimos un vector A¥ para cada punto en P y construimos un
campo vectorial A*, llamado el campo vectorial fundamental generado
por A. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales # : g —V,, P dado por
A — A¥. El subespacio horizontal H,P es el complemento de V,P en
TuP y queda especificado unfvocamente si una conexién es definida en P.

1.3.2 Definicién 1: Sea (P, X,n,G) un haz fibrado principal. Una cone-
xién en (P, X,nw,G) es una separacién dnica del espacio tangente T, P
en el subespacio vertical V,,P y el subespacio horizontal H,P tal que:

1) T,P = H,P ®V,P.

2) Un campo vectorial suave Y en P es separado en los campos Y¥ € H,P
yYYeV,PtalqueY =Y¥ 4+ YV,

3) HyyP = R, H,P parau € P arbitrariay g € G. Obsérvese la siguiente
figura:

La condicién 3) dice que los subespacios horizontales H,P y H,,P en
la misma fibra estdn relacionados por medio del mapeo R, inducido (su
derivada} por la accién derecha . Esto nos indica que un subespacio H,P en
u genera todos los subespacios horizontales en la misma fibra. Esta condicién

16V¢ase apéndice B para la funcién exp.
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;\:l:

Ll B

Figura™1.4: El espacio horizontal H,,P se obtiene a partir de H, P mediante
la accién derecha.



32 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

asegura que si un punto u es transportado paralelamente, también lo sera su
miiltiplo ug, g € G. Obsérvese la figura (1.4).

Nuestra definicién puede ser demasiado abstracta, y no es evidente hasta
este momento que tiene que ver con los potenciales de norma que, después
de todo,son a lo que lo queremos aplicarla. Es conveniente ver la conexién
como una 1-forma w en P con valores en el espacio vectorial g (el algebra de
Lie de G).

Estableceremos ademds la equivalencia de ambas definiciones. La ventaja
de la primera, es decir, donde la conexién estd basada en la separacién del
espacio T, P, es que no depende de ninguna informacién extra, y es mds
geométrica. Sin embargo, el concepto de conexién es mis tangible en la
siguiente definicién [Naj:

1.3.3 Definicién 2: Una 1-forma de conexién w € g®T*P es una pro-
yeccion de T, P en la componente vertical V,P ~ g. Las propiedades
de proyeccién pueden ser resumidas en las siguientes propiedades:

1) w(A*}) = A Aecg.
2) R_;w = Adg—lw
esto es, para Y € T, P:

Rjwug (V) = wig (RpY) = g7 wu (V) g (1.10)

Veamos ahora como esta definicién es equivalente a la anterior.
Definase el subespacio horizontal H,P como el nicleo de w :

HP={Y eT,P:w(Y) =0} (1.11)

Observemos que los espacios horizontales definidos segin (1.11) satisfa-
cen:

R,.H,P = H,,P (1.12)

Razon: Fijamos un punto v € P, y definimos H,P mediante (1.11).
Tomamos Y € H,P y construimos R,.Y € 7,,P. Tenemos, por (1.10):

W(RyY)=Ruw(Y)=g"'w(Y)g=0
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pues w (Y} = 0. Asf, Rgew (Y) € Hy,P.

Ahora, notemos que como R,. es una funcién lineal invertible, cualquier
vector Z € H,,P puede ser expresado como Z = R, (Y') para alguna ¥ €
H.P . por lo tanto H,,P C R, H,P, concluyendo (1.12).

|

De esta manera hemos demostrado que la definicién de 1-forma de cone-
Xioén es equivalente a la de conexién , pues w separa T, P en H,P @V, P de
acuerdo con las condiciones de la definicién 1.3.2.

La 1-forma de conexién w aquf definida es conocida como la conexién
de Ereshmann.

Veamos brevemente la forma local de la 1-forma de conexién.

Si {U:} es una cubierta abierta de X y o, una seccién local definida para
cada U;. Podemos definir la 1-forma en U; asociada a w que toma valores en
el dlgebra de Lie de G como:

w=ojw € gRA' (U7).

De hecho, existe un teorema que nos asegura que dadas una l-forma
diferenciable @ en U un abierto de X que toma valores en g y una seccién

diferenciable f de n~!(U} existe una y sélo una 1-forma de conexién w en
7~1(U) tal que:

ffw=w.

Recordemos que uno de los elementos necesarios en la definicién de haz
fibrado es la condicién de ser localmente triviales. Dada una trivializacién
{U, ¢} del haz P y una conexién w en P existe una tunica familia {@;} de 1-
formas de conexién en la variedad base. Definimos una seccién s; de #~}(U;)
candnicamente asociada con la trivializacién ¢, de la siguiente manera:

8; = ¢;' o Id, donde Id :  + (z,¢), ¢ el elemento identidad de G.

Ahora, definimos @; = s}w que llamamos conexién en la trivializacién
local ¢,.

En las teorfas fisicas de Yang-Mills, las 1-formas de conexién @; son cono-
cidas como potenciales de norma y para respetar la notacién tradicional
utilizada en Fifsica, las denotaremos A; y las trivializaciones como normas
locales. Las @; = A, son multiplos (constantes) de los potenciales vectoriales
tradicionales A.
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1.3.2 Transporte paralelo y derivada covariante

En un haz fibrado principal (P, X, n,G), una conexién nos da una corres-
pondencia entre cualesquiera dos fibras a lo largo de una curva C en X. Por
medio de esta correspondecia, uno puede afirmar que el punto u que perte-
nece a la fibra sobre p, punto por el cual pasa la curva C es transportado

paralelamente de la siguiente forma. Sea C la curva tal que (C) =Cy

tal que sus vectores tangentes en cualquier punto sean horizontales, i.e. que
pertenezcan a H,P. Dada C y un punto u € P solo existe una tal curva C
que recibe el nombre de levantamiento horizontal de la curva C.

De esta, manera, para transportar paralelamente una fibradepap' a
lo largo de C, se toma cada u € 7! (p), se construye el wnico levantamiento
horizontal C de C que tiene como punto inicial u y nos fijamos que lo lleva
au' € 771 (p), donde v’ el punto en C que esta sobre p/.

La conexién nos permite ademds obtener un tipo de derivada direccional,
que conocemos con el nombre de derivada covariante y denotaremos D, y
que es por definicién:

D¢ (W1, ..You1) =dpo (Y}, ..Y) (1.13)

donde ¢ € A™ (P)®V es decir es una r—forma que toma valores en el espacio
vectorial V' que tiene dimensién k, y (Y},...Yr11) € TP y dp es la derivada
exterior en P.

Podemos, as{ mismo, expresar a la derivada covariante de una manera un
poco mas intuitiva como el limite de la diferencia entre un vector v en el punto
z y el vector que resulta de transportarlo paralelamente a lo largo de una
cierta curva C por medio de nuestra conexién, cuando el “desplazamiento” €
a lo largo de C tiende a cero (u representa en este caso el vector tangente a

C):

Vv =lim Yote Z Vs
e—0 €
Ahora que ya estamos dotados de una herramienta matematica mds séli-
da, retomaremos los formalismos de la Fisica desde un punto de vista geo-
métrico. Este es el objetivo de nuestro siguiente capitulo.

I71,a existencia y unicidad quedan garantizadas por el Teorema Fundamental de las
Ecuaciones Diferenciales ordinarias, ya que al ser ¥ un vector tangente a C vector hori-
zontal, por definicién cumple w (Y) = 0 que es una ecuacion diferencial ordinaria.



Capitulo 2

Teorias de Campo

Es casi imposible concebir un problema fisico que no envuelva algiin tipo de
espacio continuo para su realizacion, ya sea el espacio fisico tridimensional, o
el espacio-tiempo de cuatro dimensiones, quizis €l espacio-fase de la mecénica
clésica (o cuéntica) o bien el espacio de estados en equilibrio termodindmico,
los cuales, llegan a tener mas de 4 dimensiones. Todos estos espacios tienen
propiedades geométricas diferentes ( y propiedades fisicas que son asignadas
mediante la teorfa correspondiente) pero tienen una caracterfstica comin, y
es, a saber, que son espacios continuos, en lugar de latices o puntos aislados.

La importancia que la geometrfa diferencial ha alcanzado en los terrenos
de la fisica moderna reside precisamente en que nos da las herramientas para.
estudiar este tipo de espacios. La caracterfstica esencial cormin a todos ellos
estd impresa en el concepto matemadtico de wvariedad diferenciable, que es el
término correcto para nuestros “espacios” antes mencionados.

En este capitulo veremos la manera en que se construyen las teorfas clési-
cas de campo.

En la primera parte veremos el formalismo Lagrangiano y m4s adelante
comenzaremos con la teorfa de norma mis sencilla y que sirvié de inspiracién
para las demds teorfas de norma: el electromagnetismo.

Posteriormente, explicaremos la parte bésica de las teorfas de campo que
consiste en dar una base geométrica para poder determinar la accién, y de
esta manera, aplicando el principio variacional de minima accién, obtener las
ecuaciones de campo.

35
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2.1 Formalismo lagrangiano

La mecénica lagrangiana describe el movimiento de un sistema mec4nico por
medio del espacio de configuracién. El espacio de configuracién de un sistema
mecénico tiene una estructura de variedad diferenciable sobre el cual actia
un grupo que se asocia a la teorfa analizando las simetrfas del sistema.

Los elementos bdsicos de la mecédnica lagrangiana son invariantes bajo
este grupo.

Un sistema mecénico est4 especificado por una variedad {espacio de con-
figuraciones) y una funcién definida sobre su haz tangente (la funcién lagran-
giana).

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas a partir de un principio va-
riacional aplicado a cierta integral conocida como accién. Si es necesario para

el lector familiarizarse con los métodos de la mecdnica clésica y el tratamiento
para campos, véase el apéndice A.

2.1.1 Célculo de Variaciones

Sea «y una curva con parametro t, i.e. y = z(t).[Ar]

Llémamos a 7' una aproximacién de v si 4'(t) = z(t) + h(t) con h una
funcién “pequefia”. Por conveniencia, la escribiremos como v =y + h

En lo que resta de esta seccién trabajaremos con un funcional muy espe-
cial para la fisica, la accidn, y los conceptos serdn introducidos de tal manera
que se adapten a los teoremas del formalismo lagrangiano que se desarrolla-
ran.

_ . d
Sea v = z(t),tp < t < t; una curva en el plano zt, z= d—:: y L = L(a,b,c)
una funcién diferenciable en tres v;ariabl%.
1
Definimos el funcional ®(v) = [ L (z(t), z (t),t) dt
to

2.1.1 Afirmacién: E! funcional ® es diferenciable y su derivada en 7y esté
dada por:

t

D® (y) = F(h) = j [g-ii'- %3_1;] hdt + (%h): (2.1)

to
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Demostracion:
ty

B(y+h)—B(v) = | [L(a:-|-h i+ ht)— L(z,%,) ]dt—
O(W?) = F(h) + R °
oL

donde F(h) =/ [‘;L 2L h] dt y R = O(h?)
/ FE

Integrando F por partes tenemos.

b gL oL oL
f—x—hdt - fhdt(a )dH(ha_m)

10 que concluye la prueba.

Asi, un extremo (o punto estacionario} del funcional $(«y) es una curva v
tal que:

—h+ — h|dt+

aL oL
oz 8z

F(h) = 0 para toda h.

De este modo, tenemos:

2.1.2 Afirmacién 2: Una curva 7 es un extremo del funcional ® defini-
do anteriormente sobre el espacio de curvas que pasan a través de los
puntos z(tg) = zo y z(t,) = 21, si y sdlo si:

E'Eb—g—a—m=0 (2.2)

sobre la curva z(t).

Para probarlo, utilizaremos el siguiente lema:

2.1.3 Lema fundamental del cdlculo de variaciones:

131
Si una funcién continua f(t),to <t < t, satisface [ f(t)h(t)dt =

ty
0 pare cualquier funcién continua h{(t) con h{ty) = h{t:} = 0,
entonces f(t) =0.
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t—d t+d

Figura™2.1: Construccidén de la funcién h.

Prueba del lema:

Supongamos que f no es idénticamente 0, entonces existe t* € {to, t1] tal
que f(t*) > 0.

Como f es continua, existe una vecindad A de t* en donde f(t) > 0.

Tomemos h(t) una funcién continua tal que h(t) = 0 fuerade Ay h(t) > 0
en A, en particular digamos que h{t) = 1 en A, como se muestra en la figura
(2.1).

Entonces, claramente:
13
[ f(&)h(t)dt > d
to

donde d es la longitud del intervalo A. Esto contradice la hipétesis de que
la integral es cero para cualquier funcién h, lo que prueba que f(f) = 0 para
toda t € [tp t1].
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a
Utilizando el lema, probaremos la afirmacién 2.1.2.

Demostracién :
Por la afirmacién 2.1.1 tenemos que

b 9L d OL aL \*
F(h) = i [E - Ea_:t] hdt + (ﬂh)to

donde el 1iltimo término se anula, ya que k(to) = h(t;) = 0.

Entonces si la curva v es un extremo entonces F(h) = 0, para toda funcién
continua h con h(tg) = h(t;) =0
Asf, si h gy oL _ 4oL, tfl (t)h(t)dt = 0 toda
s, si acemosf()—z&-—-aﬂ enemostof) = 0 para to

h. Por el lema 2.1.3 concluimos que f(t) = 0.

Reciprocamente, si f(t) = 0, entonces claramente F(h) = 0, VA tal que
h(te) =h(t1).
[

Estamos listos ya para replantearnos la mecdnica lagrangiana en términos
geométricos.

2.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Todas las afirmaciones hechas en la subseccién anterior son vilidas para cual-
quier funcional diferenciable que posea la forma de @, por lo que es posible
abstraer las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema fisico del cual sur-
gieron, y generar una teorfa matemdtica congruente con dichos elementos.

Como ya hemos dicho, un sistema lagrangiano queda representado por
su espacio de configuraciones, el cual estd formado por las posiciones de las
particulas que forman parte del sistema. Observaremos que este espacio de
configuraciones posee una estructura geométrica de variedad diferenciable, lo
cual nos permite pensar en el lagrangiano como una funcién definida sobre
su haz tangente. Esto dota a nuestra teoria de una independencia de las co-
ordenadas elegidas, asf como facilita la aplicacién a sistemas mds abstractos.

2.1.4 Definicién: La ecuacién:

535 5. =" (2.3)
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recibe el nombre de ecuacién de Euler-Lagrange para el funcional
t
B(y) = / L(z,&,t) dt (2.4)
to
el cual recibe el nombre de accién.

Ahora, por las afirmaciones de la seccién anterior podemos enunciar el
siguiente:

2.1.5 Teorema: La curva v = z(t),t € [tot1] es un extremo del funcional
51

®(v) = [ L(z,x,t)dt sobre el espacio de curvas que unen los puntos
o

(to, zo) y (t1,%1), si y sdlo si la ecuacion de Euler-Lagrange se satisface
a lo largo de 7.

Este es un sistema de n ecuaciones de segundo orden y la solucién depende
en 2n constantes aribitrarias; para fijarlas se utilizan las condiciones iniciales
z(tp) = 2o y z(t;) = z; (recordemos que z representa en este caso un vector
en n dimensiones).

Cabe aclarar que la condicién de que una curva sea extremo de un fun-
cional no depende de la eleccién del sistema de coordenadas.

Ahora senalaremos la equivalencia de las ecuaciones de Newton del mo-
vimiento en un sistema con potencial y las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones de Newton para la dindmica son:

d . ou

donde U es la energia potencial del sistema.

2.1.6 El Principio de Hamiltbn de minima accién nos dice:

El movimienio de un sistema mecdnico descrito por (17) coincide
con la trayectoria que es extremo del funcional
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4

b(y) = £ L(z,z,t)dt

con L =T — U la diferencia entre la energfa cinética y la poten-

cial.
.2
T oL ar . 0L
omoU=URyT=>%Ym 5 tenemos 57 = 9%, m; Ty o
_ou
a’!‘,'
por lo que la ecuacién de Euler-Lagrange (2.3} se convierte:
doL 8L d . U
0= = —m; T; +

T dtdr, or,  dt ar;

estableciendo su equivalencia con (?7).
=

2.1.7 Definicién: En mecanica utilizamos la siguiente terminologfa : L(q, g
,8) =T — U es la funcién lag}'angiana o lagrangiano, ¢; son las co-
ordenadas generalizadas, ¢; son las velocidades generalizadas,

L

a—, = p; son los momentos generalizados, ?ﬁ son las fuerzas

0 g; dg;
2] i

generalizadas, el funcional ¢(v) = [ L (q,Q,t) dt es la accidn, y
to

_‘i_‘?ﬂ _ oL = 0 son las ecuaciones de Euler-Lagrange.

dtdq Oqg

Antes de introducir el formalismo hamiltoniano, es conveniente desarro-
llar, brevemente una herramienta matemdtica, que nos permita obtener la
funcién hamiltoniana de un sistema, conocido su lagrangiano. Esta es la
transformada de Legendre.
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fix)

Figura™2.2: Tranformada de Legendre
2.1.3 Transformaciones de Legendre

La transformada de Legendre es una herramienta muy util ya que lleva fun-
ciones de un espacio vectorial a su espacio dual. Por esta razon es utilizada
en Andlisis y también muy cominmente en Fisica.

2.1.8 Definicién: Sea y = f(z) una funcién convexa, (i.e. f’(z) > 0). La
transformada de Legendre de una funcién f es una nueva funcién
g de una nueva variable p, que se construye de la siguiente manera.

Obsérvese la figura (2.2).

Trazamos la gréfica de f en el plano zy. Sea p un mimero dado y consi-
deremos la linea recta y = px. Tomemos el punto z = z(p) como aquél en el
cual la distancia entre la curva y la recta es la mdxima en la direccién verti-
cal. De esta manera, para cada punto p la funcién pz — f(z) = F(p, z) tiene
un maximo con respecto a z en el punto z(p).
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Ahora definamos:

g9(p} = F(p,z(p)) = pz — f(z) (2.6)
Esta es la transformada de Legendre
El punto z(p) queda definido por una condicién de extremidad, g—i =0,

ie. f(z)=p.
Como f es convexa, si el punto z(p) existe, entonces es tnico.

La transformada de Legendre lleva funciones convexas en funciones con-
vexas.

Ademss es involutiva g2 = 7, ie si f es llevada a h bajo g entonces h serd
llevada a f.

La transformada de Legendre establece relaciones entre las funciones que
son imagen una de la otra bajo ella.

Transformada de Legendre para varias variables

No es diffcil llevar todo este desarrollo al caso en que f es una funcién de
una variable vectorial z = (z;,..., z,,).

La transformada de Legrendre g(p}, con p = (p,....,pn) de f queda defi-
nida, como antes, por las relaciones:!

9(p) = F(p,z(p)) =max F(p,z) (2.7)

con F(p,z) = (p,z) - f(z) yp=4.

2.2 Mecanica Hamiltoniana

La mecanica Hamiltoniana es, en un sentido, més general que la de Lagrange,
ya que nos permite resolver un mayor ntiimero de problemas fisicos; el espacio-
fase es, como veremos, el haz cotangente al espacio de configuracién y el
hamiltoniano es la tranformada de Legendre del lagrangiano.

{a, b} es la notacién utilizada para el producto interior
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El punto de vista hamiltoniano nos permite resolver completamente una
serie de problemas mecdnicos que no dan resultados por otros métodos, y es
por esto que lo desarrollaremos a continuacion.

2.2.1 Ecuaciones de Hamilton

Por medio de la transformada de Legendre podemos convertir un sistema de
n ecuaciones diferenciales de segundo orden, como las ecuaciones de Euler-
Lagrange, en un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden, que tiene ademads propiedades de simetria. Este conjunto recibe el
nombre de sistema Hamiltoniano de ecuaciones.

Consideremos un sistema de ecuaciones de Lagrange. Si p = entonces

las podemos escribir como p= %, con L: R* xR*xR — ]R, la funcién

lagrangiana, que supondremos es convexa con respecto a ¢ .

Por definicién, ec. (2.6), la transformada de Legendre del lagrangiano con
respecto de ¢ es la funcién:

H(p)=pa-L(9) (2.8)
L

en donde ¢ estd expresada en términos de p mediante la férmula p = —,

que depende de g y . La funcién H se conoce como funcién Hamiltoniana, o
hamiltoniano.
La diferencial total del Hamiltoniano dH = 2 dp + a” dq + 5 a” %, dt deberd

ser igual a la derivada de p ¢ —L(q) segin su deﬁmcuﬁn, por lo tanto dH =4
dp — %qu ~ 2Ldt por lo que igualando términos, tenemos:

) OH _ oL oH _ oL
~ ap’ dq  0Oq’ at ot
Ahora, aplicando las ecuaciones de Lagrange P— obtenemos
0H
P Ty (2.9}

que junto con la expresién obtenida anteriormente para g¢:
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_OH

o

constituyen las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.
Con lo anterior hemos demostrado que si la trayectoria g(t) satisface

las ecuaciones de Lagrange entonces (p(t),q(t)) satisface las ecuaciones de

Hamilton e inversamente, por lo tanto el formalismo Hamiltoniano nos da

una manera equivalente de abordar los problemas al Lagrangiano.

q (2.10)

Como hemos dicho, la transformada de Legendre lleva una funcién a su
espacio dual, por lo que es claro que el hamiltoniano H estd definido en
el espacio dual al tangente T(M) de M, donde M es el espacio donde se
desarrolla el sistema, es decir el espacio de configuracién. En términos de
las matemadticas desarrolladas, podemos decir que H tiene su dominio en el
espacio cotangente T* M (el espacio-fase).

Ahora daremos una visién geométrica de la dindmica Hamiltoniana, defi-
niendo la variedad que llamaremos espacio-fase y que tendrd coordenadas
ryq

La mecdnica Hamiltoniana es la geometrfa del espacio fase. El espacio-
fase tiene una estructura de variedad simpléctica.

Un poco de geometrfa simpléctica se desarrolla a continuacién.

2.3 Estructura simpléctica en variedades.

2.3.1 Definicién: Sea X una variedad de dimensién par 2n.

Una forma simpléctica w sobre X es una 2-forma tal que:

1) w es cerrada, Le. dw =10

2) Para cada z € X,w; : T, X x T.X — R es una forma bilineal no
degencrada (la funcion T, X — T2 X dada por v — w(v, -) es un isomorfismo)

Comeo X es una 2n-variedad entonces existen coordenadas (2!, ..., z%, 3!, ..., y™)
larnadas candnicas, alrededor de cada punto, en las cuales la forma simpléc-
tica candnica w tiene la expresion

w =Z dz* A dy’ (2.11)
=1
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Véase el apéndice C para la justificacion de este hecho (Teorema de Dar-
boux).
Estas propiedades se pueden generalizar al caso de dimensién infinita.?

2.3.2 Definicién Un mapeo f : X — X en una variedad X con forma
simpléctica débil w es llamado simpléctico cuando

flw=w (2.12)

donde f* denota la imagen recfproca o ‘pull-back’ de w bajo f.

[ustraremos a continuacion la aparicién de las variadades simplécticas en
la mecénica.

2.3.1 La mecdnica Hamiltoniana y su estructura sim-
pléctica

Sea S un sistema dindmico y V la variedad diferenciable n—dimensional
que representa el espacio de configuraciones de S, es decir cada punto de V
representa uno y sélo uno de los estados del sistema al tiempo ¢ (la dimension
de V es igual al mimero de grados de libertad de S).

Sea £(g;,¢::) su lagrangiano® (que es una funcién en T(V))* con g; las
coordenadas generalizadas. El momento p; estd definido como:

aL

Pi = pr—%

0 (‘Ii,z)

Considérese su haz cotangente T*V que tiene una estructura de varie-
dad diferenciable de dimensién 2n (recuérdese que un punto en T*V es una

?Vease el Apéndice C.
3la notacién indica derivada exterior, que como hemos visto, en este caso, por ser g;

. d . .
una J-forma queda definida como -;:-JI- = fji- Véase el apéndice A para esta convencién.

‘Puede suceder que £ : T(V) x R — R en cuyo caso el lagrangiano depende explicita-
mente del tiempo, algunas modificaciones serfan necesarias hacer a la discusién desarrolla-

da, como definir §: t — (g%(t), Eﬁé_t(ﬁl, t). En esta caso el Hamiltoniano también dependeria
explicitamente del tiempo H : T*V xR - R
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1-forma definida sobre el espacio tangente a V). T*V recibe el nombe de
espacio-fase.

Elegimos {¢:} las coordenadas generalizadas del sistema para describir
puntos en V, y {p;} sus momentos asociados (estos pertenecen a TV ).

Juntos las ¢; y p; forman un sistema de coordenadas locales para los puntos
en T*V.

Podemos definir la funcién Hamiltoniana en T*V como (generalizando la
ec. (2.8) a varias variables):

H(p,q) =pg.— £
De la ecuacién de la dindmica:

4 0L 9%
dt 8(qi:) ()

y de la definicién de p tenemos:

=0

OH _ dp;

i (2.13)
y
el (2.14)

que son conocidas como ecuaciones de Hamilton-Jacobi (en varias varia-
bles).

El espacio-fase T*V tiene una estructura simpléctica natural. En las co-
ordenadas locales mencionadas, la forma simpléctica estd dada por la f6rmula

w=Y_dg' Adp (2.15)
i=]

2.3.3 Afirmacién: Consideremos el caso de un sistema con un solo grado
de libertad, su espacio-fase M tiene coordenadas p y q.
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Definimos la 2-forma w = dg A dp.
Consideremos la curva {gq = f(t),p = g(t)} en la cual M tiene una solu-

. . . . d
cién a las ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Su vector tangente, u = %=

g a .. )
f ,ea—q + g,za), tiene la propiedad

Lyw =0, (2.16)

Demostracidn:
Como dw = 0, por la férmula para la derivada de Lie de una p-forma®:

Lyw =dlw(u)}. (2.17)

Pero como w = dg ® dp — dp ® dgq, tenemos:

w(u) = (dg,u) dp — (dp,u) dg

Por otro lado, como f y g satisfacen las ecuaciones de Hamilton-Jacobi,
tenemos:

w(u) = %gdp+ %—-I:dq =dH

por lo cual d(w(x)) se anula (pues es una segunda derivada) probando la
afirmacién.

[

En este caso u es un campo vectorial Hamiltoniano (porque satisface
la ecuacion (2.16)). Explicaremos a continuacién mds detalladamente este
concepto.

SUtilizando la expresitn para la deriada de Lie £,w = d [w(u)] + (dw)u.
Véase (Sch| pdginas 142 y 143 para la prueba.
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Campos vectoriales Hamiltonianos

2.3.4 Definicion: Un campo vectorial v en una variedad simpléctica (X, w)
es localmente Hamiltoniano si su flujo deja w invariante; esto es:

Law=diw=0 (2.18)

Si diyw no es solamente cerrada, sino ademds es una diferencial exacta
entonces:

iw = —dH (2.19)

Se dice que v es globalmente hamiltoniano y H, determinado hasta
por una constante aditiva, recibe el nombre de Hamiltoniano.

Recfprocamente, si H es una funcién de clase C! dada, con diferencial
dH y w es una forma simpléctica en X, existe un y sélo un campo vec-
torial v determinado por i,w = —dH, ya que el mapeo T.X — T'X,
vz — Wy (v, ) = i, w, s un isomorfismo.®

Nétese que si w es una forma simpléctica débil, dado H, v no existe
necesariamente.

La forma simpléctica w tiene un papel semejante al que la métrica tiene
en variedades Riemannianas, y que es dar un mapeo invertible, 1-1, entre
vectores y 1-formas. Si v es un campo vectorial en una variedad X, definimos
el campo de 1-formas asociado a v como :

7= w(v) (2.20)

donde hemos utilizado una tilde para distinguir la 1-forma del vector v.En
términos de componentes, en la base canénica:

(0); = wiy’

De manera totalmente andloga, dada el campo de 1-formas & existe un vnico
vector & tal que:

a = w(&) (2.21)

6Ver [Ch] pag. 257
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El espacio fase no es simplemente una variedad sino que est4 dotado de
una estructura de espacio vectorial, es decir que es una variedad que puede
ser identificada con su espacio tangente en cada punto. Un espacio vectorial
es su propio espacio tangente, mds aun, entre todos los espacio tangentes
T, existe una identificacién natural, de uno con cualquier otro, asi podemos
hablar de vectores en diferentes T, y compararlos, incluso decir si son iguales
si sus componentes lo son.

Ademds, dado que cada punto en el espacio fase es un vector, podemos
utilizar la forma simpléctica w para definir un producto interior entre los

elementos del espacio-fase. Asf, si yq) = {q?l):P(l)m“ = 1,...,n} Y Yo =

{qf‘z), P@jaa=1,..., n} el producto interno se define como:

w(y), @) =Z (gyP2)a — Qf'g)P(na) (2.22)
El producto interior nos da una manera elegante de definir las cantidades
conservadas asociadas a soluciones de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

Como la forma simpléctica definida por (2.15) no depende de las coorde-
nadas utilizadas para X, es, por lo tanto, una estructura natural en el haz
cotangente T (X).

Finalmente, introduciremos las teorfa de norma, primero la correspon-
diente al electromagnetismo, que se describe en un haz fibrado principal
cuyo espacio base es el espacio de Minkowski y el grupo de estructura es
U (1) . Esta teorfa sirve de modelo para las demds teorfas de norma y ademss
ejemplifica la belleza y elegancia de las teorfas geométricas. En el proceso,
introduciremos también m4s elementos geométricos de validez general. En
la 1ltima seccién del capftulo desarrollaremos la teorfa cldsica general.

2.4 Electromagnetismo

La teorfa fisica que modela los fenémenos electromagnéticos, y unifica dos
fuerzas que en un principio parecfan ser ajenas, la eléctrica y la magnética,
de una forma elegante, es la teorfa de Maxwell.

"Ver Apéndice C, donde se habla de estructuras simplécticas y el teorema de Darboux.
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Esta, en su forma cldsica, describe el comportamiento de los campos
vectoriales eléctrico E y el campo magnético B, definidos a través del espacio,
considerado como R3, y son asi mismo funciones del tiempo.

Los campos eléctrico y magnético dependen de la densidad de carga
eléctrica p que es una funcién que depende del tiempo y de la densidad
de corriente j que es un campo vectorial dependiente del tiempo definido
en el espacio.

En unidades en las cuales la velocidad de la luz es igual a 1, las ecuacio-
nes de Maxwell son:

V.-B = 0 (2.23)
VxE+ % = 0 (2.24)
V-E = p (2.25)

OFE :
VxB- a = 7 (226)

Notemos que las ecuaciones de Maxwell pueden agruparse de manera
natural en dos pares, las primeras dos no dependen de la densidad de carga
ni de corriente, son ecuaciones homogéneas, y el segundo par, que se parece
mucho al primero, solo intercambiando los papeles de B y de E y la aparicién
de un signo negativo, pero que si depende de éstas.

La simetrfa entre ambos pares es més evidente en las ecuaciones de Max-
well en el vacio:

dB

V:B=0, VxE+— =0 (2.27)
V-E=0,VxB—%—f=0 (2.28)

Si empleamos la tranformacién
Bw— E, E— -B
el primer par de ecuaciones es-tranformado en el segundo y viceversa. Esta

simetria es llamada dualidad y es la clave de que exista una teorfa unificada
para ambos campos.
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Nuestro objetivo es reescribir las ecuaciones de Maxwell con las herra-
mientas de la geometrfa diferencial, lo que es conocido como la teorfa de
norma U(1) del electromagnetismo.

Primero, reescribiremos el primer par de ecuaciones de Maxwell, (2.23) y
(2.24) utilizando la derivada exterior.

Como hernos visto antes, la divergencia en R? se puede expresar como la
derivada exterior de una 2-forma. Asi, en lugar de tratar al campo magnético
como un campo vectorial B = (B) B Bj) lo trataremos como una 2-forma

B =B, dyAdz+ B,dzAdz+B, dz Ady

También recordemos que en términos de la derivada exterior, el rotacional
se puede expresar como la derivada exterior de una 1-forma en R3, asi que
tambien en vez de tomar al campo eléctrico como un campo vectorial £ =
(Eh, Es E3) , lo trataremos como la 1-forma

E = E.dz + E,dy + E.dz.

Asf; el primer par de ecuaciones de Maxwell en el caso estético se con-
vierte:

dE=0, dB=0

Ahora, consideremos el caso dependiente del tiempo, los campos eléctrico
y magnético estdn definidos ahora en el espacio-tiempo R*, con las coorde-
nadas candnicas, que denominaremos como (Zo zy Z3 Z3).

Como nuestros campos eléctrico y magnético estdn definidos ahora como
formas, podemos combinar ambos para formar un campo electromagnético
F que es una 2-forma en R* como sigue:

F =B+ EAdzxg (2.29)
que tiene componentes:
1
F= —2—F,wda:" Adx" (2.30)

Esto nos permite escribir a F, que es conocido como el tensor (6 2-forma)
de Faraday, como:
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0 -E, —-E, -E,
| B o B. -B,
Fu=|E _B. ¢ B (2.31)

E. B, -B. 0

En términos del la 2-forma de Faraday, el primer par de ecuaciones de
Maxwell, es decir, las ecuaciones que son homogéneas, se puede escribir de
una manera unificada y elegante como:

dF =0 (2.32)

Para comprobarlo, notemos primero que :
dF =d(B+ EAdzxg)= dB+ dE Adzg

Ahora, separemos el operador d en una parte espacial y la parte temporal,
si w es una forma cualquiera, entonces:

dw = Biwl d:z:" A d:::l + 60&.11 dﬁL‘o A d.’L‘I (233)

donde I varfa sobre fndices muiltiples e i toma los valores 1,2 y 3. Para
facilitar nuestras ecuaciones, denotaremos [Ba):

dsw = 3,~w1 dLL‘i A d:L‘I (234)

con ¢ = 1,2,3 la parte espacial y

dt A 6tw = 60(»‘] dIBD A d(BI (235)

la parte temporal de la derivada exterior.
Asf, tenemos:
dF = dB+ dE Adxg
=dsB+ (dtANBB)+ (dsE +dtANGE)Ndt
=dgB + (8,B +dsE)Adt
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Notemos que el primer término no incluye componente en dt mientras que
el otro si. Asi, nuestra condicién 2.32 es equivalente al par de ecuaciones:

dsB = 0 (2.36)
a4B+dsE = 0 (2.37)

que son las dos primeras ecuaciones de Maxwell, ya que:
dsB = 8B, dz' Adz? Adz’+ 8, B, dz® Adz® Adz'+ 83 B; dzd Adx! Ads®
= (01B; + 8:B, + 0;B;) dx Adx? A dzd

que como vimos en la seccion (1.2.3) sobre la derivada exterior, es la expresion
para la divergencia (ec. 1.8).

dsB=V-B=0

y

dsE = &E, dr’ Adz'+ 8E, d2® Adz'+ 8, E, dz* Adz? +8E, dz® Adz? +
O\ E, dx! Adz® + O, E, dx? A dx?

dsE = (0, Ey— & E,;)dz' Adx? + (0, E, — 03 E, Yz  Adz3 + (K B, — O E,) dz’A
d.’El
que es de acuerdo con la ecuacién (1.7), la expresion para el rotacional de E.

Asf:
dsE=V x E

y la ecuacion (2.37) recupera la forma de la conocida ecuacion de Maxwell
(2.24).

El primer par de ecuaciones de Maxwell no involucra ningin tipo de
medicién de distancias en el espacio-tiempo, son generalmente covariantes
i.e. el pull-back de una solucién bajo cualquier difeomorfismo es otra solucién.
Esto no sucede en el segundo par de las ecuaciones, las ecuaciones (2.25) y
(2.26).

2.4.1 Meétrica y el operador *

Para transformar las otras dos ecuaciones de Maxwell es necesario exigir un
poco més de estructura a la variedad en que modelamos €l electromagnetismo
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ya que éstas requieren para su formulacién de una regla para medir distancias
y tiempos.
Tal estructura diferencial es la métrica.

El tensor métrico g es un campo tensorial de tipo 2-covariante definido
sobre una variedad X, tal que:

1) g es simétrico

2) para cada z € X, la forma bilineal g, es no-degenerada®, es
decir, para w € T g (v,w) = 0 para todo v € T} si y sélo si
w=10. :

Una variedad con una métrica g recibe el nombre de variedad Rieman-
niana.

La métrica dota a la variedad de una riqueza muy grande, por ejemplo,
dada una métrica g existe un isomorfismo de T(X) a T*(X) definido:

v — gv, )

para toda v € T}.

Esta funcién es la que nos permite “subir” y “bajar” los fndices de los
vectores, formas y tensores. Es decir, transforma formas en vectores y vice-
versa.

Si la métrica nos permite medir distancias debe también dotarnos de
una manera de medir volimenes, esto es importante para el desarrollo de
las ecuaciones de Maxwell que haremos mds adelante y en general para la
definicién de la integral, veamos pues la forma de volumen.

Sea X una variedad de dimensién n. Una forma de volumen w se define
como una n— forma que no se anula en ninguna parte. Asi para cada punto
z € X, w; es un elemento de volumen en T (X). Como todas las n— formas

en un punto forman un espacio vectorial unidimensional, definimos la forma
candnica de volumen:

w=dz' Adz® A ... Adz" (2.38)

8La métrica en un espacio vectorial M es una funcién bilineal g : M x M — R simétrica,
positiva y no degenerada.

9 Podemos hacer esta afirmacién ya que estamos connsiderando variedades de dimensién
finita.
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La forma de volumen da una orientacién a la variedad, de esta manera
podemos decidir sin ambigtiedades si una base arbitraria (') del espacio
cotangente T (X) tiene quiralidad derecha o izquierda. Esto lo podemos
hacer expresando la forma ' A ... A " como w por una constante (ya que
hemos dicho que forman un espacio unidirmensional) y dependiendo si la
constante es positiva o negativa podemos determinar si la orientacién es
derecha o izquierda.

En una n—variedad orientable X con métrica g existe una forma de vo-

lumen canénica en X la cual construimos como sigue:
Si g, = g(8,,8,) definimos w = vol = \/|det g, |dz’ Adz® A ... Adz™

Ademss definimos un producto interior { , ) en AZ(X) utilizando el
producto interior en T3 (X), sean & = e, dz®..dz™, f= SBi,..1, 02" . .dz™
entonces:

1 - .
(@, ) = Eaﬁ...i,,ﬁ‘""". (2.39)

Sin embargo, en nuestro esfuerzo por expresar las ecuaciones de Max-
well de manera independiente de las coordenadas, y generalizar la teorfa a
cualquier variedad, la aplicacién de la métrica que utilizaremos m4s directa-
mente es el operador estrella x, que mapea p-formas en (n — p)-formas de

la siguiente manera:
*: AP(X) - A" P(X)

como el dnico mapeo lineal entre estos espacios tal que, para toda w,u €
AP(X),

w A i = vol (w, p) (2.40)

usualmente a x4 lo conocemos como el x—dual de p.

Pero de esta definicién formal no resulta obvio como calcularlo. Derive-
mos una expresién para este operador.

Supongamos que (8',...,6") es una base ortonormal orientada positiva-
mente de 1-formas en alguna carta, i.e. (0*,60) =0siu# vy (8*,60") = e(u)
donde e{u) = £1.

Asi, para cualesquiera fndices 1 < iy, ..., i, < n tenemos:

* (A LLAGP) = A AL (2.41)
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donde {541, ...,%n} €s el conjunto de los indices de 1 a n que no est4n incluidos
en {iy, ..., %} .
El signo + estd dado por:
sign(iy, ..., tp)e(%1)...€(ip)
donde sign(iy, ...,1,) denota el signo de la permutacién (i1y ey ).

Nuestra férmula para el operador «, en el caso particular de R? con la
métrica y orientacién usual, tomando dz, dy y dz como una base de 1-formas,
nos da:

*dz = dy A dz, *xdy = dz A dz, *xdz = dz A dy (2.42)
e inversamente:

dr = x(dy A d2), dy = *(dz A dz), dz = x(dz A dy) (2.43)

Ademds notemos que la O-forma 1 se transforma en la forma de volumen
y viceversa:

*l = (dz! Adz? Adz%),  «(dz* Adz?Adz?) =1.
Finalmente, si utilizamos el sfmbolo de Levi-Civita ' ..paral <i; <

Jpt+1.-d
n, tenemos que para cualquier p—forma w :

1 . ,
W= Fwil"'i’ o AL A 9"’

.

su « — dual es:

1 s
(%) jp1.jn = Hﬁj;;'l:_j,,wil...i,, (2.44)

y si no contamos con una base ortonormal, entonces lo podemos definir, a
partir de la métrica g como!":

.1. 1 i ' -i 3y
(50)jps1..dn = 1912 o Y Wi 580 i (2.45)

10¢;;x el simbolo de Levi-Civita generalizado:

-1si4,j,...k es una permutacién impar de 1, ...n

{ +1si i,7,..-k es una permutacién par de 1,...n
€ij...k =
0 en cualquier otro caso
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2.4.2 El segundo par de ecuaciones de Maxwell

A continuacién utilizaremos el operador * para escribir las ecuaciones (2.25)
y (2.26) en términos de formas diferenciales.

Sean v,w € M con v = v'e;, w = w'e; en el espacio-tiempo. Definimos
la métrica de Minkowski:

(v, w) = —v%w° + vt + v¥w? + 3P (2.46)
Calculando el x-dual de F (ec. 2.31) tenemos:

0 B, B, B
-B, 0 E, -E,
~B, -E, 0 E,
~B, E, —-E, 0

En otras palabras, tomar el dual de F' equivale a hacer la sustitucién:

(*F),, = (2.47)

E,‘ Lo d -"‘B,', B,‘ a4 E,' (248)

que como hemos visto anteriormente es la principal diferencia entre los dos
pares de ecuaciones de Maxwell.

La otra diferencia entre ellos, es que el dltimo par, depende de las densi-
dades de corriente y carga. :

Podemos combinar la densidad de corriente j = jydz! + jodz? + jadx? co
la densidad de carga eléctrica p en un tinico campo vectorial sobre el espacio

de Minkowsky:
J = pdy + j1dx' + jadz? + jadz® (2.49)

y utilizando la métrica, tomamos la 1-forma asociada a este campo vectorial:

J=j— pdt (2.50)
que llamaremos corriente.

Ahora afirmamos que las ecuaciones (2.25) y (2.26) se pueden escribir
como.
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*sd*xF =J (2.51)

Veamos por qué.

Supongamos que la variedad espaciotiempo M es cualquier variedad. En-
tonces el campo electromagnetico F' es una 2-forma mientras que la corriente
J es una 1-forma, ambas sobre M, y como ya hemos visto la primera ecuacién
de Maxwell se escribe dF = 0. Tomamos a M como una variedad Rieman-
niana, orientada , con una métrica g y suponemos que M = Rx X, donde
X es considerado como el "espacio” de tal manera que podamos dividir,
de alguna manera al operador * en su parte temporal y su parte espacial.
Ademés la métrica g se puede escribir como g = —dt? + ¢ donde g es una

métrica Riemanninana en el espacio X.!! Asi, de la ecuacién (2.29) y (2.48),
tenemos!?:

*F =xxE —«xB Adt (2.52)
De aquf, tomando la derivada exterior:

dxF = xxO, EAdt +dx xx E —dx *x BAdt

*dxF' = - E — xxdy *xx EAdt+xxdx xx B (253)
De (2.51) y (2.53), igualando términos, llegamos a:

*xdx *xE = p (254)
—8tE + *xdx *y B = j (255)

que son las expresiones' de (2.25) y (2.26), ya que en el caso del electromag-
netismo *ydenota el operador * en R®.

11

en el caso del espacio de Minkowski, X es simplemente R? con la métrica euclideana.
12

*x es el operador * definido sobre la parte espacial X del espacio-tiempo, definido de
acuerdo con las ecuaciones (2.40) y (2.41).
Y por las ecuaciones (2.42) y (2.43) para el operador » en R3.
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2.4.3 Potencial Electromagnético.

La existencia de un potencial vectorial para las ecuaciones de Maxwell se
sigue de la ecuacién (2.32): como F es una 2-forma cerradal* existe una
1-forma A tal que:

F=dA (2.56)

en alguna vecindad de cualquier punto. Esta 1-forma puede ser transformada,
mediante la métrica en el campo vectorial A.

Es de gran importancia el hecho de que A no est4 completamente deter-
minado, pues A’ = A + df para cualquier funcién arbitraria f es también
una solucién a (2.56). Esta manera de cambiar de un potencial vilido a otro
recibe el nombre de transformacién de norma y nuestra libertad de po-
der escoger A dentro de las transformaciones antes mencionadas constituye
la libertad de norma.

Algunas veces es de utilidad usar la libertad de norma para hacer que
el potencial vectorial satisfaga varias otras condiciones. Elegir una de tales
condiciones es llamado eleccién de una norma.

Consideremos un haz fibrado principal con grupo de estructura U(1), i.e.
el grupo de los niimeros complejos de norma unitaria escritos como z = expia.
Una funcién de transicién de U; N U; en U(1) estd dada por:

gij(z) = expig(z), 95i(z) = exp(—ig(z))

donde z — ¢(z) es una funcién real definida en U; N U;.

El hecho de que U(1) es abeliano simplifica grandemente la geometrfa del
campo de Maxwell, y también simplifica las propiedades de transformacién
de Ay F' bajo transformaciones de norma.

Bajo una transformacién de norma, tenemos:

F— F' =hFh! (2.57)

=F (2.58)

con h = h(z) = expi f(z), f(z) una funcién real de z.

4Ver apéndice D.
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El 4lgebra de Lie de U(1) es simplemente R,!* como F es una 2-forma
real vemos que componente por componente:
0 -E, -E, —E,
E, 0 B, -B .
E -B 0 B v exp(—zf(a:))
v z z
E. B, -B, 0

hF, h™! = expi f(z)

0 —e @) e f@) _gt JOE emi 12) _gi &) gt F(@)
ei f(I)Eze-i f(.‘l'.‘) 0 ei f(::) Bxe—i f(.'l:) _ei f(.':) Bye_i I(I)
e‘. f(.'l:) Eye-i f(z) _ei f(x)Bze_i f(.'l:) 0 ei f(ﬂ:) Bze_i f(x)
ei I(I)Eze"'i _f(:t) ei f(:!:) Bye_': f(:l') _ei f(x) Bze'i f(z} 0
y como
exp(—i f(z))E; = E;exp(—if(z))
y

exp(—i f(x))B: = B;exp(—if(z))
por la naturaleza abeliana del grupo, concluimos la igualdad en (2.58) y
decimos que F' es invariante bajo transformaciones de norma.
Andlogamente para A la tranformacién de norma es como hemos dicho,
tenemos:
A= A+df (2.59)

la cual la podemos ver en términos mis abstractos como el resultado de
efectuar la tranformacion:

A = hAR™' +hdh™! (2.60)
= A+ hdh™! (2.61)

en donde si ponemos h(z} = expi f(z),con f(z) una funcién real de x recu-
peramos (2.59).

Ypues U(n) = {U = GL(n,C) : UU"* = 1} tiene como 4lgebra de Lie el slgebra de las
matrices antihermitianas. Véase el apéndice B sobre grupos de Lie y [Na] pag. 172 para
una idea de la prueba.
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Si el haz fibrado que modela las ecuaciones de Maxwell tiene como ba-
se del fibrado principal U/(1) una variedad plana M como por ejemplo el
espacio-tiempo de Minkowski, que es contraible, el haz es trivial. Pero cuan-
do tratamos de encontrar monopolos magnéticos el uso de esta teorfa nos
lleva a considerar fibrados no-contraibles.

A continuacién, veremos las teorfas de norma de una manera m4s general

2.5 Teorias de Norma: construccién geométri-
ca.

Como hemos visto antes la teorfa de campos se caracteriza por una cantidad
fisica fundamental, que hemos llamado la accién.
La accién es el funcional que tiene la siguiente forma general:

¢ = [ L(z)dz

donde £(z) es el lagrangiano'® correspondiente al campo en cuestién, al que
denotaremos ¢(zx).

Las ecuaciones fundamentales de la teorfa de campos son las ecuaciones de
movimiento. Estas ecuaciones se obtienen a partir de un principio variacional,
del principio de minima accién:

6¢=0

En lo subsecuente, formularemos la teoria de norma en el lenguaje geo-
métrico que hemos desarrollado.

Para poder desarrollar de manera apropiada la teorfa de campos en un
ambiente de geometria, necesitamos utilizar practicamente todos los concep-
tos que hemos venido desarrollando hasta el momento.

Con el fin de que nuestra exposicién sea clara, retomaremos algunos con-
ceptos e introduciremos algunos nuevos que utilizaremos en la formulacién
geométrica de las teorfas de norma.

Las nociones matemdticas de conexién y curvatura son fundamentales
para las teorias de la fisica moderna, a continuacién las veremos de un modo
general, para posteriormente dar dos ejemplos particulares y llevar, en la

185 densidad de Lagrangiano.
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medida de lo posible, la interpretacién de la geometrfa como ecuaciones de
campo a teorfas no conmutativas.

El principio de las teorfas de norma es que los campos deberan ser sec-
ciones del haz fibrado y que las leyes de la fisica deberdn ser ecuaciones
diferenciales tales que si s es una soluci6n, entonces ¢gs lo es también para
cualquier g € G el grupo formado por todas las tranformaciones de norma
posibles. Una ecuacién diferencial de este tipo es llamada norma-invariante.

2.5.1 Curvatura

Sea A =Af(z)dz* la forma de conexién en la base, la cual supondremos que
proviene de una cierta 1-forma w = g~'dg + g7'Ag, como lo hemos hecho
en el capftulo 1, en la seccién sobre conexién, donde las coordenadas locales
en el fibrado principal P = (P, B, n,G) son (z,g),z € B,g € G.'7 Entonces
bajo un cambio de coordenadas del haz fibrado que van de (z,g) a {z',¢")

con z =12’y ¢’ = hg la 1-forma w induce una ley de transformacién para la
conexidn, debida a la invariancia de w:

g 'dg+g'Ag=g""dg' + ¢ 'A'¢ (2.62)

Pero como g’ = hg tenemos:

dg’ = dhg + hdg (2.63)
Asi, el lado derecho de (2.62) se convierte:
g A"t (dhg + hdg) + g7 h ' A'hg (2.64)
por lo que de la ec. {2.62) deducimos:
A=h""dh+h AR (2.65)
O bien:
A’ = hdh™' + hAR™? (2.66)

que es la ley de transformacién de la conexién A. En Fisica recibe el nombre
de ley de transformacién de norma. Asi, vemos que mateméticamente
lo que en fisica es una transformacién de norma mateméaticamente representa

17B 1a variedad que es base del fibrado P.
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un cambio de coordenadas fibradas en un haz fibrado principal. Recordemos
que la conexién A%(z) es llamada, en fisica, potencial de norma.

Como 16 hemos hecho en el capitulo 1, la conexién nos permite definir la
derivada covariante ec. (1.13), con ésta, definiremos el concepto de curvatura
que nos da una medida de la no conmutatividad del trasporte paralelo.

Definimos la 2-forma de curvatura ) como la derivada covariante de
la 1-forma de conexién w:

Q=Dwe A (P)®g (2.67)

La curvatura satisface lo que se conoce como la ecuacién de estructura
de Cartan'® ie. si X,Y € T,P y w es la 1-forma de conexién tal que
) = Dw entonces:

R(X,Y) = dw (X,Y) +[w (X),w (V)] (2.68)
que también se puede escribir como:

Q=dw+wAw (2.69)

Forma local de curvatura en la variedad Base.

En una trivializacién local (U, ¢;) la 2-forma €2 en 77! (U;) est4 representada
por la 2-forma Q; en U; definida a través de la seccion transversal correspon-
diente o; como:
Q=00 (2.70)
En teorfas de norma a $; se le conoce como fuerza del campo en
la norma ¢; y usualmente se le denota por F;.La trivializacién recibe el
normbre de norma. Para que nuestra notacién coincida con la tradicional-
mente usada aquf la denotaremos F (olviddndonos del fndice que denota la
trivializacién utilizada).
Como resultado de la ecuacién de estructura de Cartan y de la conmutati-
vidad del pull-back con la derivada exterior d en la variedad base B tenemos

18Véase [Na) pag. 342 para la prueba.
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que la 2-forma de curvatura se escribe en términos del potencial de norma
@ = A como!”:

F=dA+AAA (2.71)

que puede ser reescrita como:

F —dA + % A, A]. (2.72)

La accién de F sobre vectores X,Y de T'B estd dada por:

F(X,Y)=dA (X,Y)+[A(X),A(Y)] . (2.73)

La expresién en términos de componentes de F en una carta U con coor-
denadas z* se deriva directamente de la ecuacién de estructura, si el potencial
de norma es A =A,(z)dz# con A, € gy F =1F,, dz* A dz* es:

F=0,A, — 8,A, + [A, A). (2.74)

Como F,, y A, son funciones g—valuadas, las podemos expresar en términos
de la base {T;} de g como:

A, =AT, F,=F,T. (2.75)

pv
Ya que la base {T;} satisface la relacién de conmutacién (T}, 73] = f5,T.,%°
podemos escribir la bien conocida expresién:

F2=0,A; - 8,45 + fLALA;. (2.76)

A partir de la forma en que A se transforma tenemos que bajo tranfor-
maciones de norma i.e. un cambio de coordenadas fibradas donde ¢’ = hg,
F se tranforma:

F =hFh™!

9De la ecuacion de Cartan tenemos:
F=0"(dpwt+wAw)=do'w+o'wAo'w=dA+AAA
2 fa son las llamadas constantes de estructura.
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2.5.2 Idéntidades de Bianchi

La curvatura satisface un conjunto de identidades tensoriales de gran impor-
tancia conocidas como las identidades de Bianchi, que son muy conocidas a
los fisicos en el contexto de la relatividad general.

Como w y 2 son funciones g—valuadas, podemos expresarlas en términos
de la base {T;} de g como w = w?T,, =0T, y entonces (2.69) nos da:

Q° = dw” + few Aw® (2.77)

tomando la derivada exterior de la expresién anterior:

dpQ2® = frdpw® Aw® + fw® A dpu. (2.78)
Ahora recordemos que, para un vector horizontal X, w (X) = 0, entonces,
para X,Y, Z € T, P tenemos:
DQUX)Y,Z)=dQ(X" YH, ZH) =0
Asf hemos demostrado:
D=0 (2.79)
que es la conocida identidad de Bianchi.
En nuestro tratamiento local en la base, ésta tendrsd la forma?!:
DF =90
lo que se puede “traducir” en:

dF + AAF —F A A =dF+[A,F] =0 (2.80)
quesesignede F=dA + AAA%

*'Hemos utilizado la misma notacién, abusando un poco, por simplicidad, pero en este
caso la accién de este operador D sobre una p— forma g—valuada 1 en B est4 dada por:

Dn=dn+[An

Nétese que en el caso g = u{1) Dn =dn.
*2veéase [Naj pag. 345.
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2.6 Las Teorfas de Yang-Mills

Ahora retomando el formalismo de Lagrange para encontrar las ecuaciones
de movimiento, veremos el formalismo para una clase particular de teorfas
de norma no-Abelianas.

Recordamos que antes de obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, ne-
cesitamos un lagrangiano, funcién que como hemos visto estd definida en el
haz tangente del espacio de configuraciones.

Uno quiere construir un lagrangiano invariante bajo tranformaciones lo-
cales de norma, la conexién estando definida en haz fibrado principal sobre
el espacio-tiempo cuyo grupo es un grupo de norma. El pull back de la 1-
forma de conexién por una seccién local es un potencial de norma y la
seccién es llamada norma local. El pull back de la curvatura es el campo
de norma.

Inspirados en la teorfa del electromagnetismo, en la cual el potencial
de norma es el potencial vectorial electromagnético, suponemos que en una
teorfa de norma el potencial posee una dindmica propia, es decir, que el
lagrangiano incluye un término de energfa cinética del potencial de norma.
Requerimos que el término de energfa cinética sea independiente de los cam-
pos de materia, invariante bajo tranformaciones de Lorentz y de norma, y
que contenga un término cuadrético en las derivadas del potencial, perc no
de grado mayor. De esta manera queda definido de manera tinica, hasta por
una constante g que determina la constante de acoplamiento. La manera
natural de escribir el término de energfa cinética es —ﬁ; Tt F,, F* con F,,
el pull-back de la forma de curvatura, como antes, pero toma valores en la
representacién adjunta del 4lgebra de Lie del grupo de norma y no en el
dlgebra abstracta. Por convencién, los fisicos dejan fuera el factor g por lo

que el lagrangiano de una teorfa de norma®® con grupo, digamos, U(n) esta
dado por:

238i quisieramos trabajar con una teorfa cuyo grupo sea G un grupo de Lie arbitrario
entonces, reemplazamos la traza de la ecuacién anterior por la forma de Killing de G} 1.e.
Tr(F,. F**) es sustituida por:

Ly F2, Fomv (2.81)

donde I, es el tensor metrico de la forma bilineal de Killing, a,b = 1,...,d con d la
dimensién de g el slgebra de Lie correspondiente a G y F;, son las componentes de F,,
relativas a una base de g.
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L=~ i- Tx(F,, F*) (2.82)
Normalmente consideraremos £g = 0.

El ejemplo més sencillo es, entonces, la teorfa del electromagnetismo, que
hemos visto de manera amplia anteriormente. Pero, volvamos brevemente a
este ejemplo, aborddndolo desde una manera mas geométrica.

Supéndremos el espacio base M como un espacio de Minkowski 4-dimensional.
Como esta teorfa se encuentra modelada por U (1) que es abeliano, dejare-
mos de lado los indices del grupo y pondremos las constantes de estructura
S = 0. Hemos visto también que el haz fibrado correspondiente es trivial, i.e.

P =R*x U (1) y que por lo tanto una sola trivializacién local es requerida.
El potencial de norma es en este caso:

A = A dz* (2.83)

" Nuestro potencial de norma A difiere del potencial vectorial usual A
por i que es un factor del dlgebra de Lie A, = iA,. El campo de fuerza F es
F = dA que en componentes se expresa como:

) a
Fuv=3—%Av = E:A" =Avu— Auy (2.84)
donde en la iltima igualdad hemos utilizado la convencién de los fisicos (ver
apéndice A), para simplificar la escritura.

De (2.71) vemos que F satisface la identidad de Bianchi:

DF=dF =dAAA+AAdA=FAA+AAF=0  (285)

En componentes tenemos:
pr,A + FAp,u + Fu.\,p = (.

Si identificamos F),, con las componentes del tensor de Faraday (jque hemos
llamado igual!) visto anteriormente, el campo eléctrico E tiene componentes
E; = Fjp y el campo magnético B, B; = %e,-ijjk, por lo que la idéntidad de
Bianchi, ec. (2.85) representa las dos primeras ecuaciones de Maxwell (2.27).
Estas ecuaciones son geométricas mds que dindmicas . Para obtener las
ecuaciones de la dindmica es necesario recurrir a un principio variacional, es
decir al principio de mfnima accién y a las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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La accién de Maxwell ®y(;) es un funcional de A y estd dado por:

1
Py = ~1 /m F F¥dis (2.86)

Al realizar la variacién de ®y(;) con respecto de A, obtenemos las ecuacién
de movimiento:

O F* =0 (2.87)
que se reduce al segundo par de ecuaciones de Maxwell en el vacfo, ec. (2.28).

n

Veamos un ultimo ejemplo.

Ahora eligimos G = SU(2) # y M la variedad en la cual est4 definido
F,, serd considerada como 4-dimensional.

El haz fibrado que describe la teorfa de norma correspondiente es (R*, SU(2))
como R* es un haz trivial s6lo hay un potencial de norma, que serd propor-
cional a los generadores del dlgebra de Lie su(2) que estd formada por las

z T+ 1y
T—ty -z )
con z,¥, z € Rde las que las matrices de Pauli forman una base:

01 0 i 1 0
1=\1r o0 )0 TVl ) T o0 21

iA = i(zo, + Yo, + z03)

matrices con traza igual a 0 y antihermitianas 2 {{A} =

Ahora, para tener la normalizacion estdndar de las constantes de estruc-

o
tura tomaremos la base como T, = 2—?, de esta manera tenemos:
i

[TOH Tﬂ] = €apy Ly

El potencial de norma asociado a SU(2) es:

A=AST,dz (2.88)

24Esta representa la teorfa de las interacciones fuertes, sugerida por Yang y Mills, en
analogfa con la teorfa del electromagnetismo de Weyl, resulté ser fisicamente inadmisible,
pero abrié el camino al principio de norma y al de simetrias ocultas, que es hoy en dia
base para entender y construir una teorfa de la unificacién de las fuerzas fundamentales.
%5 Para una idea de la prueba constltese [Na}.
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La curvatura estard dada por:

F=dA+AAA= %Fwdm" Adz¥ (2.89)

donde
Fu = 0,A, —0,A, + Ay, A= F:VTQ (2.90}
F:, = 0,Ava — 0, Apua + €apy AugAuy (2.91)

La idéntidad de Bianchi queda escrita como:
DF =dF +{A,F]=0 (2.92)

El lagrangiano del sistema, que viene dado proporcional a la traza de
F,.,F*, nos permite calcular la accién:

@0 =7 [ Te(FuF™) (2.99)
4 Jum

El sfmbolo de permutacién €,,., puede ser utilizado para definir el dual
de F,,, que es la 2-forma *F,, %:

*va = %Epuf\oFaﬁ (294)

La accién se puede escribir méds convenientemente en términos de las dos
formas F y «F como :

By = — fM Tr (F A +F) (2.95)

Al variar con respecto de A, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL oL

0= %54, ~ a4z

= —GgFP* + fLAGFPe = —DyFPe (2.96)

por lo tanto:

26gye coincide con el operador estrella x definido anteriormente.
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D,F* =0 (2.97)

Es posible demostrar que esta es la expresién en coordenadas del pull

back de Dx 1= 0, por lo que en muchos textos de fisica encontraremos la
expresion:

D«F =0 (2.98)

Estas ecuaciones tienen que ser resueltas para una conexién A despues de
haber dado condiciones de frontera apropiadas. Sin embargo al ser ecuaciones
diferenciales parciales no lineales acopladas que contienen términos cuadrati-
cos y ciibicos de A no es posible resolverlas por ningiin metodo elemental. Es
claro que en el caso de que el campo sea auto-dual o anti-auto-dual x2 = £,

las ecuaciones de campo ecs. (2.98) se satisfacen automdticamente gracias a
la identidad de Bianchi.?’

?TLas soluciones a la ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente la teoria SU{2) que
son autoduales, o anti-autoduales reciben el nombre de instantones.
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Capitulo 3

Geometria no conmutativa

La geometrfa no conmutativa estd basada la observacién (contenida en el
Teorema de Gel'fand-Naimark ) de la existencia de una equivalencia entre
la categorfa de espacios topolégicos compactos y sus funciones continuas y
la categorfa de C*—4dlgebras y sus *—homomorfismos. En lugar de trabajar
con los puntos en un espacio o una variedad M podemos trabajar de manera
equivalente con el dlgebra de funciones C (M) en M y construir un concepto
dual al concepto de distancia en esta 4lgebra (Connes).

En esta formulacién algebraica no necesitamos suponer que el 4lgebra es
conmutativa. En geometrfa no conmutativa, muchos objetos llevan el adje-
tivo “cudntico”, esta terminologfa ha sido adoptada de la fisica. El proceso
de cuantizacién convierte un dlgebra conmutativa de observables de un siste-
ma clésico en un 4dlgebra no conmutativade representaciones irreducibles de
operadores compactos sobre un espacio de Hilbert.

Primeramente, veremos la formulacién de la geometrfa diferencial ordina-
ria de tal manera que se pueda generalizar, dentro de lo posible, al caso no
conmutativo. La definicién de campos vectoriales y formas diferenciales que
introduciremos har4 evidente la dependencia directa de éstas del dlgebra de
funciones de una variedad.

En la tltima seccién del capitulo generalizaremos la idea de haz fibrado
principal, para el caso no conmutativo (segin {Du2}}, lo que nos permitird
de formular teorfas de norma en dichas geometrfas.

3.1 Algebras

73
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Debido a que necesitaremos “traducir” nuestra geometrfa diferencial al len-
guaje de las 4lgebras, a continuacién presentaremos los elementos principales
que vamos a necesitar.

En lo que resta, cualquier dlgebra A serd sobre el campo de los complejos
C. Esto significa que A es un espacio vectorial sobre C, de tal forma que
objetos como aa+8bcon a,b € A, a, 3 € C, tienen sentido y pertenecen a A.
Existe, tammbién un producto A x A — A : (a,b) — ab que es distributivo
con respecto a la adicién:

a(b+c) = ab+ ac, (a+bc=ac+bc, Va,bceA (3.1)
En general, el producto no es conmutativo:
ab # ba

Supondremos que A tiene una unidad I, a menos que se indique lo con-
tario.

3.1.1 (C*-—4&lgebras

El slgebra A es una x—4lgebra si admite una involucién * : 4 — A anti-
lineal, es decir:
involutividad: a** = a,
antilinearidad  (ab)” = b*a”,

(ea + Bb)” = @a* + Bb* para cualquier a,b € Ay o,8 € C
donde la barra denota la conjugacién compleja usual.

Un dlgebra normada A es un 4lgebra con una norma || - || : A =R que
cumple ||fgll < ||fllllgll, Vf, g € A. La topologfa definida por la norma
recibe el nombre de topologia uniforme. Un dlgebra de Banach es un
dlgebra A con norma que es completa con respecto a la topologfa uniforme.
Una *— Algebra de Banach es una *—4lgebra normada completa y tal que:

la*ll = llall,  Vae A.

Una C*—4lgebra A es una *x—4lgebra de Banach cuya norma satisface
la siguiente condicién adicional:

la*al = [la|®, Vaec A (3.2)
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El slgebra conmutativa C (M) de funciones continuas sobre un espacio
Hausdorff M es una C*—4lgebra con * la conjugacién compleja y la norma
dada por la norma del supremo: |jf|l., =sup |f (z)|.

zeM

Otro ejemplo lo constituye el dlgebra no conmutativa B (H) de opera-
dores acotados sobre un espacio de Hilbert H de dimensién infinita, con
la involucién * dada por el adjunto y la norma por el operador norma:
|1B]| = sup {||Bx|l : x € 1, ||x|l < 1}.

Un subespacio Z (propio, cerrado bajo la norma) del 4lgebra A es un
ideal izquierdo (respectivamente derecho) si a € A y b € I implica que
ab € T (respectivamente ba € I). El ideal Z (izquierdo, derecho o de ambos
lados) es llamado maximal si no existe otro ideal del mismo tipo en el cual
T esté contenido. Un ideal es automsticamente un 4lgebra. Si el dlgebra A
tiene una involucién, un ideal que contiene el * de cada elemento es llamado
*— ideal y es automaticamente un ideal de ambos lados. Una C*—4lgebra
A es simple si no tiene ideales de ambos lados no triviales.

Un elemento a € A es llamado autoadjunto o hermitiano si ¢ = a*.

Un *— morfismo entre dos C*—4dlgebras A y B es un C—mapeo lineal
m : A — B que satisface las condiciones siguientes:

w{ab) = =w{(a)w(b), (3.3)
m(a*) = w(a)’, VabeA (3.4)

Es decir, que respeta la estructura de dlgebra y la involucién.

Una representacién de una C*-3lgebra A es una pareja (H,7) donde
H es un espacio de Hilbert y 7 un *—morfismo de A a B(H), con B(H) la
C*—4lgebra de operadores acotados en H. Se dice que es fiel si el micleo de
7 es igual a cero. Ademds dos representaciones 7 y 7' son equivalentes si
existe un operador unitario U tal que #' = U~ 'n(f)U para cada f € A. El
isomorfismo entre 7(.A) y n’(.A) recibe el nombre de isomorfismo espacial
o equivalencia unitaria.

3.2 Variedades diferenciales

Sea V una variedad real suave, compacta orientada y sin frontera de dimen-
sién m y denominemos C (V') al dlgebra conmutativa y asociativa de funciones
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reales suaves' en V. Las operaciones de suma y producto entre dos funciones,
elementos de C(V) quedan definidos por:

(f +9)(z) = f(z) + g(x)
(f9)(z) = f(z)g(x)

Las propiedades asociativas conmutativas y distributivas se siguen de sus
correspondientes en R.

Este tipo de variedades pueden ser encajadas? en un espacio euclideano
de dimension n suficientemente grande. La variedad V' queda definida por las
n — m relaciones en las coordenadas euclideanas z* y el dlgebra C(V) puede
ser considerada como el cociente del dlgebra de funciones suaves de R™ entre
el ideal generado por dichas relaciones.?

Sea X un campo vectorial suave en V, el espacio vectorial X' (V) formado
por tales campos es un C(V)—médulo izquierdo, es decir, si f € C(V) v
X € X entonces fX € X(V).4

Sea e; = J; la base natural de los vectores en el espacio R" en el cual
estamos encanjando la variedad. El C (R*) —m6dulo X'(R"™) de los campos
vectoriales suaves en R™ es un médulo libre de rango n. Es decir, puede ser
identificado como la suma de n copias de C (R") :

X(R™) =§ C (R™) (3.5)

Lo anterior en particular nos dice que cada elemento X € X' (V) se puede
escribir como una combinacién lineal de elementos de la base X = X'e; con

los X* € C(V).

Si existe un marco e,, 1 < @ < m, en V; X(V) es un médulo de rango
m y se dice que la variedad V' es paralelizable. En general, un marco sélo
puede ser definido de manera local sobre V.

1C (V) = C*™ (V) si la variedad tiene una estructura diferencial o C (V) = C° (V) si
solo es estructura topoldgica.

%del término en inglés embedding que denomina a una funcién diferenciable f : Y —
X" si la dim(im{ f(Y 7)) = rank f = ¢ para cada y € Y7 y es inyectivo.

3Un ideal de un 4lgebra es una subdlgebra que es cerrada bajo multiplicacién por un
elemento del dlgebra.

irecordemos que un médulo es un espacio vectorial sobre el cual actua una accién de
un dlgebra.
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Definimos el paréntesis de Lie [X,Y] de dos elementos X,Y € X(R")
como:

[X,Y]f = (XY = YX) f = (X'e;Y? - V'e.X7) e;f (3.6)

[X,Y] es a su vez elemento de X(R"). Si V es una subvariedad de R" el
paréntesis de Lie de dos elementos de X (V') es también elemento de X (V).
Si V es paralelizable podemos escribir de manera local:

(€q, €] = C:,ﬁe‘r _ (3.7)
donde las funciones de estructura C7 4 son elementos de C(V).

Recordemos que los campos vectoriales pueden ser definidos como de-
rivaciones (definicién 1.1.2), en este nuevo enfoque, como derivaciones del
dlgebra C(V), es decir, una tranformacién lineal de C(V) en sf misma que
satisface la regla de Leibniz

X(fg)=(Xflg+ fXg

Esto nos permite identificar A'(V) con las derivaciones Der (C(V)) del
dlgebra C(V) :

X(V) = Der (C(V))

Ademés esta identificacién nos permitird generalizar la nocién de campo
vectorial al caso no conmutativo.

Los elementos hermitianos no forman una subdlgebra, ya que en general
si f,g € C(V) son hermitianos (fg)* = g* f*.

Con este enfoque, en lugar de trabajar con las variedades diferenciales,
trabajamos con el dlgebra de funciones suaves sobre ellas, lo que maés tarde
nos permitird formular el caso no conmutativo. La justificacién se encuentra
en el siguiente teorema.

3.2.1 Teorema de Gel’fand-Naimark

Cuando uno tiene un espacio V uno sabe construir el dlgebra de funciones
-sobre M con valores reales o complejos. Como ya hemos dicho esta dlgebra
es conmuatativa. Si nuestro espacio V' tiene estructura topoldgica podemos
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construir C? (V) el dlgebra de las funciones continuas, y si tiene una estructu-
ra diferencial podemos construir C* (V) el 4lgebra de funciones difereciables.

Sin embargo, es posible invertir los papeles, es decir, es posible partir de
un dlgebra conmutativa A y construir un espacio V' tal que A se identifique
como el dlgebra de funciones sobre V. Precisemos c6mo [Cq].

Tomamos un algebra A de Banach, llamamos caracter de A a todo
homomorfismo ¢ no nulo de A en los complejos, es decir, ¢ es un funcional
. *— lineal multiplicativo : ¢(ab) = ¢(a) ¢ (b) . El conjunto V de todos los
caracteres de A recibe el nombre de espectro de .A.(que, ventajosamente
denotaremos V).

Ahora, supongamos que €l dlgebra A es conmutativa. La trasformacién
de Gelfand es la aplicacién F de A en el dlgebra conmutativa C* (V) que
a f € Aasocia f € C°(V), definida para todo caracter z € V de A, por:

f@)=z(f) (3.8)

No lo demostaremos aqui, pero F es un homomorfismo de 4algebras de
Banach conmutativas.
Asf, podemos enunciar (sin demostrar) el:

4.2.1 Teorema de Gelfand : Cuando A es una C*—dlgebra conmutativa,
la transformacion de Gelfand entre A y el dlgebra C° (V) de funciones
continuas sobre el espectro de A es un isomorfismo isométrico.

Este teorema nos hace pensar que en la geometrfa es ‘equivalente’ trabajar
en un espacio o variedad, o trabajar en un 4lgebra conmutativa.

Un dlgebra no conmutativa no puede ser considerada como un dlgebra de
funciones (en valores reales o complejos) sobre un espacio, ya que el dlgebra
serfa conmutativa. Mds adelante veremos que la geometrfa no conmutativa
consistird en re-escribir las propiedades geométricas de las variedades en el
lenguaje de dlgebras, tratando de “borrar” tanto como sea posible el adjetivo
“conmutativo”. Haciendo esto, creamos una nueva geometrfa, la gue corres-
ponde a las dlgebras no conmutativas. Las variedades no conmutativos, sin
embargo, no existen.

Desde el punto de vista préactico, como el de la Fisica, es commin describir
nuestro espacio desde el punto de vista de la geometrfa con “puntos”, en
lugar de ,fgﬂcion_es ey:ugp,alge‘;nté? perc como hemos visto los dos puntos de
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vista son equivalentes y uno puede pasar de uno al otro mediante la férmula
fz)=z(f).

Por el momento, no nos adentraremos demasiado en la estructura di-
ferencial de nuestros espacios conmutativos, vistos desde el punto de vista
algebrafco, solo mencionaremos de manera breve que una forma diferen-
cial o de orden p es una funcién p—lineal completamente antisimétrica de
X (V) a C(V). El conjunto de las p-formas en C(V') se denota® como 0 (V)
y es un C(V)—-bimédulo, es decir, para g € C (V):

(ga) (Xy,..., Xp) = (ag) (X1, ..., Xp) = g(a (X, ..., X}))

Llamaremos *(V) a la unién de los 7 (V) para toda p.

El producto exterior y la derivada exterior quedan definidas exactamente
como en las ecs. (1.3) y (1.5).

En general y como hemos visto para los conceptos de derivacién y campo
vectorial, todos los conceptos que definimos en una variedad en los capitulos
anteriores siguen siendo validos con este enfoque.

Ahora tratemos el caso no conmutativo.

3.3 Formulacion no conmutativa

En la seccién previa hemos dicho que es posible formular gran parte de la
geometrfa diferencial ordinaria de una variedad en términos de un 4lgebra de
funciones suaves definidas sobre ella.

En el marco de la geometrfa no conmutativa, partimos de cualquier dlge-
bra asociativa 4, que suponemos por simplicidad que tiene unidad, pero no
necesariamente conmutativa. A va a “reemplazar” en nuestra construccién
a C (V), es decir, de alguna manera reemplaza también a la variedad V, y
queremos asociar a A un 4lgebra diferencial graduada §2, que coincida con A
en grado cero. Por analogfa con la construccién que se hace del Célculo de
de Rham, en el caso conmutativo, haremos que los elementos de {2 tomen el
lugar de las formas diferenciales “cudnticas”.

Pese a la similitud con la que construimos estas geometrfas no conmuta-
tivas, existen grandes diferencias con la geometrfa diferencial ordiaria, como

Sreservaremos AP (V) para el cdlculo de de Rham que es el que hemos definido

anteriormente. Eﬂﬂ TESiS Eaﬂ EEBE
SALR OF LA BIBLWTECA
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ya hemos mencionado, el concepto de punto pierde sentido. El conjunto de
las derivaciones no es ya un médulo sobre el dlgebra, existen diferentes tipos
. de formas diferenciales, por lo cual la definicién de un calculo no es tinica, y
no hay una definicién satisfactoria para muchos de los elementos bésicos con
los que hemos trabajado, como es el caso de la curvatura para conexiones
lineales.

Sin embargo, la importancia de estas geometrfas para la fisica reside en el
hecho de que las teorfas de campo pueden ser estudiadas en ellas de manera
més natural.

3.4 Estructura diferencial

El conjunto de todas las derivaciones de un 4lgebra A es isomorfo al espacio de
todos los campos vectoriales de una variedad V. Una derivacién X definida
en términos del conmutador por X;¢ = [f, ] recibe el nombre de derivacién
interna®, a una que esté definida de cualquier otra manera le llamaremos
derivacién externa. La regla de Leibniz para las derivaciones internas es
equivalente a la idéntidad de Jacobi para el conmutador.

Todas las 4lgebras no conmutativas tienen derivaciones. Si el 4lgebra
tiene una involucién entonces definimos una derivacién real, como en el caso
conmutativo:

X f=(Xf) (3.9)

Una derivacién real lieva un elemento hermitiano en otro elemento her-
mitiano.

Sabemos que en el caso conmutativo, dada una variedad V podemos
construir (como lo hicimos en el capftulo 1) un 4lgebra diferencial graduada
A (V) tal que a primer orden A' (V) = C* (V). En el caso no conmutativo,
partimos de un 4lgebra asociativa no conmutativa A que como hemos dicho,
reemplaza al dlgebra C* (V) (es decir, “filoséficamente” a la propia variedad
V). Uno puede asociar un slgebra diferencial graduada Q que coincida con
A en grado 0. Los elementos de esta algebra tomaran el papel de formas
diferenciales. Existen muchas posibilidades de obtener dicha 4lgebra, cada
posibilidad define un cdlculo diferencial sobre el dlgebra A.

Sinspirada en la definicién de la derivada de Lie.
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Sin embargo, existe una posibilidad mds general que las otras, en el sen-
tido que las demds se pueden obtener de ésta, mediante la imposicién de
ciertas relaciones suplementarias. Esta dlgebra recibe el nombre de cédlculo
de formas universales.

3.4.1 Ca&lculo universal

Veremos la cosntruccién del cdlculo universal explicitamente en términos de
productos tensoriales {Cq).’

Sea A un élgebra asociativa y m : A®@ A — A el producto de A. Defini-
mos 84 = A.

Tomemos a,b € A y escribimos:

b=1®b—b®1 (3.10)

Asf, 6b aparece como un tipo de diferencia discreta (diferencial de Karoubi).
Mis generalmente hacemos:

abb=a®b—ab®1 (3.11)

Sea ' A el espacio vectorial generado por los elementos de A — A del
tipo abb. Seam: A@ A — A, m(a®b) = ab. Notese que a@b—~ab®1
pertenece al nicleo del operador de multiplicacién m(a ® b — ab® 1) = ab—
abl = 0. M4s generalmente, es claro que los elementosde ker (m} (que es un
submédulo de A @ A) son combinaciones lineales de elementos de este tipo.
Es decir:

Q' A =ker (m) (3.12)

Con esto, § : A — QLA
Entonces, para obtener formas de grados mayores, definimos:

VA=A NA (3.13)

y en general:

7Se vera la construccién de este cdlculo mediante simbolos y relaciones cuando constr-
yamos el célculo diferencial de Connes (Véase [Laj).
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PA=DAQUVAD,4..04NA (3.14)

Notamos que (0 A estd contenida en la (p + 1) —ésima potencia tensorial
de A, remarcamos que el producto tensorial se toma sobre A y por eso el
subindice en el signo de producto.

La multiplicacién y la estructura de bimddulo estd dada por {Laj:

(W1 ®a - BAWp ) Wpt1 B4 .. DAWptg) 1= W1 A - DA Wpetq,

a(w) @4 ... ®AwWp):= (aw1) B4 ... @4 Wp,

(Wi ®a ... Qawp)a :=w) B4 ... ®4 (wpa), Vw; € Q1 A,a € A

La diferencial § de cualquier w = }_a;(1® b; — b; ® 1) € Q' A estd dada
por:

fw=) (1®a,~-a;®1)R4(1®b; —b; Q1)

y puede ser extendida usando la regla de Leinbiz con respecto al producto
®.a4 a todo PA.

Este, como hemos dicho es el cdlculo diferencial m4s general, en el sentido
de que de él de pueden obtener los dem4s. Més adelante veremos el cdlculo
de formas diferenciales de Connes y a continuacién, veremos brevemente el
cdlculo de Woronowics [Wo.

Célculo de Woronowics.

Sea A un ilgebra asociativa. A? = {g€ AR A, mg=0},yéb=1®
b — b® 1 la diferencial de Karoubi. Sea I' un cdlculo diferencial de primer
orden sobre A, (es decir, posee una diferencial 6 : A —T y esta generado
linealmente por elementos de la forma adb con a,b € A), sea 7 : A2 = T el
epimorfismo canénico:

* (Z a® b,:) =Y audby (3.15)

Definimos d =m0 é:

da=7(1®a~a®l)=1da (3.16)

ysea N = {(Ja, ®@ bx) € A% : 3 ardb, = 0} el micleoc de . Tenemos
I'=A%/N.
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Para construir el célculo diferencial exterior de Woronowics de mayor
orden, necesitamos considerar el dlgebra tensorial del cadlculo de primer orden
(en analogfa conm el cdlculo universal) y antisimetrizar (ya que nos gustarfs
que las formas diferenciales sean, como en el caso cldsico antisimétricas).

Tomamos el dlgebra tensorial sobre I™:

re=>%" ere (3.17)
k>0
donde I'®* = IF'SAl'®4...04T.
Definimos una operacién antisimetrizadora A, : I'®* — I'®" por:
An= ) (-1)7I, (3.18)
pEP(n)

donde una expresién tfpica de un elemento de I, es

id®..0idQr ®id®...®id

i=1 veces n— (j+2) veces

y o trenza los elementos j y j + 1 de p®n.
Llamemos S™ al niicleo de la operacién de antisimetrizacién y definimos:

[~ = r&k/gn (3.19)

Entonces el dlgebra diferencial graduada que define nuestro célculo queda
dada por:

=3 e (3.20)

k>0

Otro tipo de cédlculo diferencial es el de Connes, que veremos posterior-
mente.

3.5 Algebras Topolégicas

Es comiin, para ayudarnos a adquirir una intuicién de la geomrtrfa no conmu-
tativa, ilustrar, tanto como se pueda, el formalismo con ejemplos de macédnica
cudntica y de teorfa cudntica de campos. Los observables de ambas teorfas
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son elementos autoadjuntos de un dlgebra con involucién. Supondremos, por
simplicidad, que el dlgebra es un dlgebra de Banach. La norma definird una
topologfa en A8

En el lfmite cldsico ¢l 4lgebra de observables es conmutativa. Sia w— a"
es la involuci6n, entonces supondremos que:

laa*|| = ||a)*, Vaec A (3.21)

es decir, es una C*—4lgebra.

Para ver que sucede, tomamos el dlgebra C°(V) de funciones continuas
sobre un espacio compacto V.(Si bien que ésta es conmutativa, es sélo para
darnos una idea y tener una mejor intuicién). La norma de un elemento
f € C%V) puede ser definida como:

171l =sup £ (z) (322

Ademss a cada f € C°(V) asociamos el operador f definido por f : g —
fg para g € C®(V) arbitraria. Podemos escribir:

7 || =su 10l - ol < 13 (3.23)

El dual A* de una C*— dlgebra A es el espacio de todas los funcionales
lineales definidos en .A. La norma para un elemento w € A* estd definida:

| wil =sup {lw(a)| : llell <1} (3.24)
aEA

Un funcional lineal es positivo siw(aa*) > 0 para toda e € A. Un estado
es un funcional lineal positivo con norma unitaria. El conjunto {2 de todos
los estados es un conjunto convexo.

Los elementos extremos de un conjunto convexo son aquellos que no
pueden ser descompuestos como suma convexa de otros dos elementos en
el conjunto. Si w es un elemento extremo del conjunto de estados recibe
el nombre de estado puro. De cualquier otra forma w es llamado estado
mixto.

Si el slgebra es A = C%(V) entonces un estado es equivalente a una me-
dida de probabilidad en V' y podemos escribir:

8Una sucesién de elementos a; tiende a cero si y solo si [|ai|| — 0. Como la falta de
conmutatividad se debe a los efectos cudnticos tenemos |jab — be|| # 0.
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wulf) = [ fdu

Un estado es puro si y solamente si es una medida de Dirac concentrada
en un punto £ € V, en cuyo caso podemos escribir:

wu (f) = f(2)

Los estados puros pueden ser identificados con los puntos de V' y podemos
decir que A es un dlgebra de funciones en el espacio de estados puros. El
espacio puede ser dotado de una topologia con respecto a la cual las funciones
son continuas. Cada medida en V convierte a C°(V) en un espacio de Hilbert
con producto interior:

(9,h) = [ Ghdu

Sea A es una C* — dlgebra general de operadores en un espacio de Hilbert
H . Cada vector unitario ¢ € H define un estado wy, mediante la férmula:

wy(a) = (¥, ay)) (3.25)
El vector ¥ es un vector de estado

Un estado més general es un estado normal, el cual puede ser expresado
como:

wy(a) = T'r(pa)

La matriz de densidad p es un operador acotado positivo en H con
traza unitaria. El estado w, es un estado puro si y sélo si p es un proyector
de rango 1.

El slgebra B(H) de todos los operadores acotados de un espacio de Hilbert
H es una C*— dlgebra no conmutativa e inversamente toda C*— 4lgebra
puede ser realizada como una sub-dlgebra cerrada de B(H) para alguin H.

De hecho B(H) es una C" -dlgebra con un estado dado por (3.25). El
teorema GNS (Gelfand-Naimark-Segal), afirma que, reciprocamente,
cualquier C* -dlgebra A con un estado w puede ser considerada como una
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subdigebra cerrada de B(H) para alguna H. La prueba envuelve la construc-
cién explicite de H a partir de A usando w. (Véase [La] apéndice B)

Se puede demostrar que una C* -algebra puede ser considerada como un
dlgebra de funciones sobre sus estados puros. Sea V un espacio de estados
puros de una C* -lgebra no conmutativa .A. Entonces, aunque A y C°(V)
no son isomorfos como &lgebras, podemos definir una inclusién de A a un
espacio vectorial en C°(V') mediante la funcién @ — f, con f, definida como
falw) = w(a). Ast, un estado puro es una generalizacion natural en el caso
no conmutativo de un punto.

3.6 Grupos Cudanticos
Podrfamos pensar que si vamos a hacer un espacio no conmutativo entonces

deberiamos de igual manera poder “extender” el concepto de grupo al caso
no conmutativo.

Sea A(m,1) un algebra asociativa sobre los mimero complejos, con pro-
ducto asociativo m :

AR AD A
y una unidad i:
CHA
Solamente si A es conmutativa m resulta ser un homomorfismo entre dlge-

bras. Designemos por I la transformacién identidad. Definimos m ® [ y
I ® m mediante los mapeos.

(ARA)B®A™ A0A, AD(ARA) T A4
De esta manera la ley asociativa se puede escribir como:
mo(I®@m)=mo(m®I)

Como ¢ es la unidad podemos escribir la siguiente relacién:
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mo(I®@i)=mo(i®I)=1

Una codlgebra A (A, ) sobre los numeros complejos es un espacio vec-
torial con coproducto coasociativo A

AL A9 A
y counidad ¢ :

ASC

Definimos la funcién r de transposicién de A ® A en sf mismo como sigue:
T{a®b)=b®a

Una bidlgebra A (m,i, A, ¢) sobre los mimeros complejos es un espacio
vectorial que es, a la vez, un dlgebra y una codlgebra, tal que se cumplen las
condiciones de compatibilidad:

Aom = (m@m)(id®7Qid)(A®A), eom=mo (¢ ® {3.26)
Aoi = i®1, €oi=1idc (3.27}

Estas condiciones se satisfacen con facilidad si A es un 4lgebra de funcio-
nes suaves sobre un grupo.

Un 4lgebra de Hopf A(m,i,A,¢) es una bidlgebra con una funcién
antipodal, i.e. una funcién lineal:

AS A
de A en s misma, que satisface las siguientes relaciones:
(A®I)oA (I®A)o A (3.28)

(I®e)oA (e@NoA=1 (3.29)
mo(I®S)oA = mo(S®I)oA=io0¢ (3.30)

I
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Podemos pensar entonces que un dlgebra de Hopf es una generalizacién
no conmutativa del dlgebra de funciones regulares en un grupo. El axioma
3.28 expresa la asociatividad de la multiplicacién, el axioma 3.29 asegura la
existencia de unidad en el grupo y el axioma 3.30 la existencia de inversos,
todas escritas de manera “dual”.

Las 4lgebras de Hopf asociadas con el dlgebra de matrices T = (t;;)tales
que

At;) = ta @ty (3.31)
e(t;) = 6y (3.32)

las entradas t;; son no conmutativas y satisfacen la ecuacién de Yang-Baxter
cudntica RT\T, = T>T| R se conocen con el nombre de grupos cudnticos

R recibe el nombre de matriz fundamental (det R /40).

Como ejemplo, veamos la versién cudntica del grupo G = SL(2,C). ((Ma]

y {Mo])
Adoptaremos una notacién matricial por conveniencia. Asf pues, consi-

deremos los R}, como matrices de n? x n? agrupando los fndices en i, 5 y k, I.
Definimos las matrices de n? x n?, 7y y T, como:

T=T®I, T,=I®T (3.33)

ie:

TR =8, TR =8

rs r-sl rs

Tenemos (T172)P7 = t?® 12 y como r = 5 = 2 la ecuacién de Yang-Baxter

se puede escribir como una ecuacién para matrices de n? x n? :

RT\T, = TLT\R (3.34)

Si introducimos las matrices e;; de n x n que tienen un 1 en el i—ésimo
renglén y la j—ésima columna y ceros en el resto de las entradas. La ec. (77)
se puede escribir como una ecuacion matricial, de n? x n?:

R =Z €y @D €4 (335)
47
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para cada numero complejo g # 0 definimos la matriz:
Rq =q'z € @ et Z e ®e;; + (q - q_l) Z e ® ej; (336)

i#] i>j

El determinante:

det o(a}) =) (—q)aly...a% (3.37)

o

estd en el centro de A gracias a las relaciones (3.34), la suma se hace sobre
todas las permutaciones o y |o{ es la longitud de la permutacién.
Pero como estamos considando GL,(2,C) y podemos escribir:

e=(22)

Si reordenamos los indices (11,12,21,22) = (1,2,3,4) podemos escribir
la matriz R, como matriz de 4 x 4 :

R, =

Las relaciones de conmutacién se siguen de la ec. (3.34):

ab = qba, ac = gca, bc = cb (3.38)
bd = qdb, ed=gqde, ad-da=(g—q')be (3.39)

De (3.37) podemos obeservar que el determinante estarg dado por:
det ,T = det,(t;) = ad — gbc

y por los axiomas de la antfpoda esta estard dada por:

3(T)=S(t;)=( ¢ “’_lb)

—-gc a
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Hasta aquf, nuestras geometrias no estin dotadas de un concepto de dis-
tancia y sabemos como derivar pero no integrar.

A continuacién presentaremos la geometrfa no conmutativa & la Connes,
donde se dualiza el concepto de distancia y se dota de una estructura extra,
que nos permite integrar.

3.7 Calculo espectral

En esta seccién presentaremos la generalizacién no conmutativa del célculo
integral en una variedad. [La]

Recordemos que en el cdlculo diferencial ordinario se busca construir la
integral, de tal manera, que los infinitesimales de orden mayor que 1 puedan
ser “dejados de lado” a la hora de aproximar a la integral mediante las sumas
(de Riemann, por ejemplo).” Sin embargo, en esta construccién se utiliza
fuertemente el concepto de punto, por lo que en la geometrfa no conmutativa

9La variable f () (tipicamente el incremento Ax) es un infinitesimal si tiende a cero,
ie. si Ve € RY, los valores subsecuentes de f(z) cumplen que |f,{z)| < ¢ todos los
valores posteriores también serdn menores, i.e. |fatp(Z)| < €. Esto nos dice que podemos
encontrar una n tal que f, sea menor que cualquier nimero positivo.Si para 0 < ¢ < 00 ;

[
@<= (3.40)

Decimos que « > 0 es el orden del infinitesimal. Las variables que tienden a 0 de igual
manera en como lo hace f(x) tienen el mismo orden que f(x).

Veamos como “desechamos” en la teorfa de integracidn los infinitesimales de érdenes
superiores,

Sea g (z) € C* [a,b] . Aproximaremos la integral como el limite de las sumas de las dreas
de pequefios rectdngulos con base Az (una subdivisién regular del intervalo [a, b} en n par-
tes iguales) y a.ltura g (£;) {con &; un elemento en el subintervalo [a + (i — 1) Ax,a + iAx],

coni=1..n) fg(:r)dm-—- lim Eg(f)A:c

Es claro que A:-: as{ deﬁmdo es un 1nﬁmte51mal Pero ;qué tan acertada es nuestra apro-
ximacién? Supongamos que aproximamos e} area debajo de la curva para cada subinterva-
lo, denotada AU es igual (exactamente) a AU = g (£;) Az + afz. Supongamos entonces

que la correccién no es mayor que una constante K por {Az)® entonces: |aAz| < K (Az)?,
con K la misma constante para todos los subintervalos (y de hecho todos los métodos de di-

visién). Entonces: f g{z)dr = Z g(&) Azt Z oAz y nuestra primera aproximacién es-

i=] i=1
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no podemos imitar tal procedimiento. Es necesario entonces recurrir a otros
conceptos. Veamos cuéles.

Consideremos el espacio de Hilbert H de dimensién infinita y sea T un
operador en H. Decimos que T es compacto en H si puede ser aproximado
en norma por operadores de rango finito. Una condicién equivalente para
caracterizar a los operadores compactos es la siguiente:

si ¥e > 0,3 un subespacio de dimensién finita
H’ C H: ”Tl'H’-L u <E (341)

Esta condicién nos dice que los operadores compactos son "pequenos” en
cierto sentido, pues el nmimero real £ se puede hacer tan pequeno como se
quiera y la norma del operador T serd siempre aun m&s pequeria que € en
el complemento ortogonal de H’ ; de esta manera, los operadores compactos
juegan un papel de infinitesimales.

3.7.1 Infinitesimales

Para poder realizar la exposicién de la teorfa de infinitesimales segin Con-
nes, necesitamos enunciar algunos hechos de los operadores compactos (nos
referiremos a M. Reed, B. Simons Fourier Analysis, Self-Adjointness (Acade-
mic Press 1975) y B. Simon Trace ideals and their applications (Cambridge
University Press, 1979) para los detalles y las pruebas).

Sea ‘H un espacio de Hilbert, el dlgebra de operadores compactos sobre
él, serd denotada por KC(H). El dlgebra de operadores acotados serd B(H).1°

n

Y alzx
i=1

Asi nuestro error en la aproximacién es del orden de Axz,que al ser un infinitesimal tiende
af.

Podemos decir, que en la aproximacién AU = g{£) Az debemos incluir todos los tér-
minos del orden de Az y dejar de lado los de érdenes superiores {como (Aa:)2 (Az)?
o términos cruzados comoe AzrAy, si es el caso). Es decir, no tomamos en cuenta a los
infinitesimales de orden mayor que 1.

10Sean X y Y espacios normados. T': D (T) € X — Y un operador lineal es acotado si
existe un nimero real c tal que ¥z € D{T) :

ITXI < cll=l-

b n
tard acotada por: |[g(z)}dz— 3 g(&)Az| =
a i=1

< Y K(Az)® = K (b—a) Axz.
i=1
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Si A es cualquier 4lgebra , el conjunto resolvente r (a) de un elemento
a € A es el subconjunto de mimeros complejos dado por:

r(a) = {X € Cla — Al es invertible} .

Para cualquier A € r (a), el inverso (a — Al) ™" recibe el nombre de resol-
vente de a en A. El complemento de r (a) es el espectro o (a) de a.

4,2.1 Proposicién: Sea T un operador compacto en M. Entonces su espec-
tro o (T) es un conjunto discreto que no tiene puntos lfmites excepto

quizds A = 0. Mds aun, cualquier A € o (T) diferente de 0 es un valor
propio de multiplicidad finita.

En general, sin embargo, un operador compacto no necesariamente admite
valores propios.

4.2.2 Proposicién: Sea T un operador compacto autoadjunto en H. En-
tonces existe una base ortonormal completa {¢,},..n, Para H tal que
T (¢,) = And, ¥ A — 0 conforme n — oo.

4.2.3 Proposicién:Sea T un operador compacto en H. Entonces liene una
expansién uniformemente convergente (en norma).

T=3" M (DUIS,) (.l

n>0

donde U representa una tranformacidn unitaria del eigenvector |¢,) .

Puesto que esta expansién es convergente se puede interpretar como una
manera de aproximar al operador compacto 7' mediante operadores de rango
finito (i.e. matrices finitas) a pesar de que H es de dimension infinita.

Ahora definimos en ‘H los infinitesimales como sigue:

4.2.4 Definicién: Los infinitesimales de orden o« son todos aquellos
operadores T' € K(H) tales que para o € R* :
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M(T) = O(n®),  cuandon — oo, (3.42)
ie. 30 < C <ootal quer,(T)<Cn™%, Vn>1

Hemos visto entonces que el caracter de infinitesimales de los operadores
se basa en el comportamiento de los valores propios de los operadores com-
pactos en M. El tamafio del infinitesimal T € K(H) estd determinado por la
forma en que la sucesién {A, (T)},_, ., decae.

Sin entrar en muchos detalles debido a una propiedad sub-multiplicativa
de los operadores compactos el orden de los infinitesimales se comporta bien,

es decir,
T; es de orden a; = T\T: es de orden oy + os.

Aunque a primera vista este concepto parece no tener relacién alguna. con
el cdlculo estdndar, en analogfa con el cdlculo diferencial ordinario, construi-
remos ahora una operacién que nos permita eliminar todos los infinitesimales
de orden o > 1y asi obtener el concepto de integral.

3.7.2 La traza de Dixmier

Un primer intento para definir la integral se podrfa hacer mediante la traza de
un operador compacto trT = )" A, (T'), sin embargo esta traza contiene en su
dominio infinitesimales de orden a > 1 (la traza de operadores infinitesimales
de orden mayor que 1 no se anula) y ademés no todos los infinitesimales de
orden menor a 1 estdn contenidos en su dominio pues para infinitesimales de
orden 1, la suma diverge de manera logarftmica (véase [La] psgina 75 para
mayor detalle) : '

N-1
T A (T) < ClnN.

n=0

Asf, observando los problemas que la traza regular presenta, podemos
construir una nueva traza, de tal manera que los infinitesimales de orden 1
estdn en su dominio, pero los infinitesimales de orden mayor a 1 tienen traza
nula, y eliminando las divergencias :

La solucién a este problema es la traza de Dixmier



N

9 CAPITULO 3. GEOMETRIA NO CONMUTATIVA

trp (T) = lim — Y A (T) (3.43)
que tiene las siguientes propiedades:

1. trp(T) 2 0siT 0.

2. trp(T) =051 T esdeorden a > 1.

3.trp (uTh + po 1) = py trp () +patrp (T) T\, T; € K(H).
4. trp(BT) = trp (TB), VB e B(H).

La propiedad 2. nos muestra que realmente la traza de Dixmier cumple con
la condicién impuesta para poder “integrar”.!!

A continuacién ilustraremos los ingredientes introducidos por Connes pa-
ra la construccién de un célculo diferencial para dlgebras no conmutativas.
Estos ingredientes fueron resultado de la dualizacidn del concepto de dis-
tancia a geometrfa no conmutativa. Discutamos pues a continuacién, como
A.Connes dualiza el concepto de distancia.

3.7.3 Aspecto métrico

Sabemos que en el caso de una variedad Riemannian M, la distancia geodésica
estd dada por [Ro:

d, (z,y) = inf{ longitud de las curvas 4 que van de z a y} (3.45)
v

L a relacién directa de la traza de Dixmier con la integral fue demostrada por A. Connes
[Col, quien probé la igualdad:

trp (T) = Respy (T) := f tra_, (T)dp (3.44)
S=M

con el residuo de Wodzicki Resps (T). Aqui M es una variedad Riemanniana compacta

de dimensién n, S*M es la co-esfera "M = {(z, ) e T*M : ||fl| =1} Cc T*M, dues la

medida asociada con la métrica correspondiente y 7., (T} es el simbolo principal de T,

o . alml

es decir, si T esde rangonie. T:i= ¥, Am(.r)—é—a;-;;, entonces o, (I') = Y. Am(z)fm
T Imign |mij=n

donde f = Y fmdz™ es un elemento del espacio cotangente T*. Por lo tanto o, (T) es

una funcién matricial en T M.
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dicha longitud determinada por la métrica.

De acuerdo con el Teorema de Gel’fand-Naimark, si denotamos por A al
dlgebra C* (M) de funciones suaves sobre ella, .A tiene una representacién
en ‘H un espacio de Hilbert , la ecuacién anterior puede ser dualizada de la
siguiente manera. Sea:

de) s { @) - F0): € A |<1} (3.46)

donde ds es el elemento de linea dado por la estructura Riemanniana.

Para medir distancias en un “espacio no conmutativo” X generalizamos
(3.46) especificando una estructura métrica en X, definimos una “unidad
de longitud” mediante un operador en H. Asi, al final es posible dar un
equivalente al concepto de distancia en términos de un operador autoadjunto
D (véase [Ro] para ver como se obtiene) como:

‘ df

d(¢,x) =sup{¢(a) ~ x(a) : a € A,||[D,qa]]| <1} (3.47)
asi, las estructura geométrica estd contenida en el operador D por lo que es

natural y resulta mds facil hacer la descripcion de dicha geometrfa, pensar

que los ingredientes bdsicos para tener una geometria no conmutativa son
(A, M, D).
De aquf, Connes parte hacia la construccién del triple espectral.

3.7.4 'Triple espectral

El cdlculo espectral de Connes se construye a partir del llamado triple es-
pectral (A, H, D) donde A es un 4lgebra involutiva de operadores acotados

en " y D es un operador autoadjunto (D = D*) que cumple las siguientes
condiciones:

1. El resolvente de D : (D —A)"', A € C\R es un operador
compacto en M.

2. [D,a] = Da — oD € B(H), Va € A.

Cabe hacer notar que el dlgebra A puede ser conmutativa o no conmuta-
tiva.

Debido a las suposiciones de la definicién del triple espectral, el operador
autoadjunto D tiene un espectro real, es decir el conjunto de sus valores
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propios {A,} es discreto ¥ cada valor propio tiene multiplicidad finita. Més
aun |A,| — oo conforme . — oo pues (D — A)"! es compacto por lo que sus
valores caracterfsticos convergen a 0 (y |An| = An (|D]) — o0).

El triple canénico en una variedad

El ejemplo bésico de un triple espectral es el caso particular en el que A es
el slgebra de funciones spaves complejas sobre una variedad Riemanniana
espinorial (M, g), H es el espacio de Hilbert asociado (H = L?(M,S)) y D
es el operador de Dirac asociado con la conexién de Levi-Civita (w = w,dz*)
compatible con la métrica g.

Este caso particular recibe el nombre de triple espectral (canénico)
Riemanniano.

Cabe mencionar, que de alguna manera, el operador de Dirac definido
sobre H contiene casi toda la informacién geométrica relacionada con la va-
riedad Riemanniana M. Esto explica la importancia de este operador en la
construccién geométrica de modelos para teorfas de campo.

Ademaés el operador de Dirac D posee un espectro discreto y real {A,} C
R, y puesto que el resolvente (D — A)~" es compacto en H, entonces:

Ao (D =271 — 0y Au{{D]) — o0 cuando n — oo.

Asf vemos que serd necesario tomar el operador |[D|™" en la definicién de
integral, en lugar de tomar |D|. Por otra parte, el comportamiento de los
eigenvalores del operador D nos permite definir el concepto de dimensién:

4.2.5 Definicién: Sea (.4, M, D) un triple espectral Riemanniano. Se dice
que la dimensién del triple esn > 0si |[D|™! es infinitesimal de orden

1 . - . ..
- 8 decir, |D|™" es infinitesimal de orden 1.

En un triple espectral Riemanniano de dimensién n definimos ahora la
medida de Riemann (o integral) de la siguiente manera:

f a = c(n)trp (a|D|™), Vae A (3.48)
M

donde ¢ (n) es una constante determinada por el comportamiento asintético
de los eigenvalores del operador |D| :
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1
c(n)m’

m —+ O

An (IDI7") <

esta operacién de integral satisface las relaciones:

Jab= [ ba, Va,be A
faa* >0, Va € A.

La definicién de integral (3.48) es adecuada en el siguiente sentido. Pues-
to que a es una funcién (compleja) suave en M, también acttia como un
operador multiplicativo en H, es decir: (ah)(z) = a(z) h(z), Ya € A,
h € H. Ademds a es un operador acotado en H (vease la condicién 2 del
triple espectral). Entonces, el objetivo del operador |D|™™ en la definicién
(3.48) es hacer que el operador acotado a pase a ser un operador compacto
e infinitesimal de orden 1. De esta manera tiene sentido aplicar la operacién
de la traza de Dixmier sobre el operador a|D|™", y el operador {D|™" es el
‘andlogo del elemento de volumen de la variedad M.

Es posible definir una medida (integral) e inclusive una funcién de distan-
cia en un triple espectral (A, M, D') en general, de manera andloga a como
se ha hecho para el triplete canénico, solo requerimos que el operador D’
contenga toda la informacién acerca de los infinitesimales de H para que al
igual que el operador de Dirac, nos permita poder aplicar la traza de Dixmier
a cualquier a € A. Sin embargo, fue demostrado por Connes que el operador
unitario més general definido sobre todo H que cumple esta condicién es el
operador de Dirac.

Es importante mencionar que es posible regresar {modulo una constante)
de (3.48) a la integral correspondiente en el célculo ordinario utulizando la
relacién entre la traza de Dixmier y el residuo de Wodzicki'?. Es decir, en
el lfmite del célculo ordinario la definicién (3.48) nos lleva a la integral de
Riemann usual.

Ahora démos una estrcutura diferencial.

3.7.5 Calculo diferencial en un Triple Espectral

Sea A un élgebra asociativa con unidad (por simplicidad). Ya sabemos como
construir el dlgebra de formas universales £2 (A) de manera tensorial, veamos
como se hace de mediante sfmbolos y relaciones [La).

2que es la unica traza que en el dlgebra de operadores pseudodiferenciales coincide con
la traza de Dixmier.
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Para construir un dlgebra diferencial graduada comenzamos por definir
el dlgebra de grado 0 como:

MPA=A

El 4lgebra de 1-formas se define mediante el operador é que actia sobre
cualquier elemento de 4 y satisface las relaciones:

8 (ab) = (6a)b + a(bb)
§ (aa + (b) = aba + B6b, a,feC.

Esta tltima condicién es tan sélo la regla de Leibniz para 6 : A — Q! (A).

De la primera condicién deducimos que 8 (1) = 0, que implica a su vez
6(C)=0.
Asf, un elemento cualquiera de Q.4 es una suma finita de la forma

w=) abb, a,becA (3.49)

Este proceso se puede continuar obteniendo asf el espacio ¥ como:
0P = g!‘...ﬂ’
7 veces

con el producto de dos 1-formas definido:

(aoéal)(boébl) L= 0.0(60.1 )bo&h (350)
= apb(arbp)bb; — apa,6bodb;. (3.51)

Asi, los elementos de QA son combinaciones lineales de monomios de la
forma:

w == agbabas...bay, ar € A (3.52)

En el caso de un triple espectral (A, H, D), construimos un célculo di-
ferecial en el a partir del dlgebra universal 2.A .

Sea w € 2(A) de la forma w = apba,ba;,...8a, a la cual le asociaremos el
operador:
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7 (w) = ag[D, a1}[D, a3]...[ D, ay], a; € A (3.53)

esta aplicacidn es una representacidn de Q(.A) a B(H). Esto de deriva del
hecho de que la derivacién del 4lgebra d est4 representada por {D,-].
Asf, podriamos pensar en definir las formas como la imagen # (Q.A) .

Sin embargo, d es tal que d® = 0 mientras que [D,-] no tiene esta pro-
piedad, por lo tanto la representacién 7 no es entre dlgebras diferenciales.
Esto significa que la representacién tiene el problema de que si w € P Aes
tal que m (w) = 0 no necesariamente implica 7 (dw) = 0. Por esta razén, es
necesario!® “quitarle” al 4lgebra 0.4 aquellas formas que tienen este “mal
comportamiento” i.e. w(w) = 0 mientras = (6w) # 0. A estas formas se les
llama formas basura.

Podemos pensar que T es una proyeccién del cdlculo de formas universales
al cdlculo de Connes.

Ciélculo de formas diferenciales de Connes

Podemos deshacernos de estas formas basura y construir un dlgebra diferen-
cial verdadera y hacer 7 un homomorfismo de 4lgebras diferenciales.[Cq|
Sea K el micleo de #, lo podemos escribir como K =& J§ con J§ =

P
{w € ¥A: 7 (w) = 0}. Es un ideal de Q2 (.A), pues 7 es una representacién
de 4lgebras, pero no es, en general, un ideal diferencial: 6K £ K. Por esta
razén definimos:
J =K+ 6K, (3.54)

que es por construccién un ideal diferecial graduado de Q.A.
El 4lgebra de formas diferenciales de Connes se define entonces
COmo:

QcA=0A/J ~7(QA) /7 (6p). (3.55)
la cual resulta ser graduada y el espacio de p—formas esta dado por:

QBA =P AP,

Es de gran importancia eliminar tales formas pues, por gjemplo podrfamos tener una
conexidn 0 que jtenga curvatura diferente de 0!
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Como J es un ideal diferecial, la diferencial exterior d define una diferen-
cial en QcA:

d : QLA-QHA (3.56)
dw] : = [bw] (3.57)
con w € A y [w] la clase correspondiente en QF.A.
Asf, sin entrar muchc en detalles veamos como es la forma general de
[La):
e O-formas

Como A es una subdlbegra de B(H), tenemos JN’A = KNA =
{0}. Por lo tanto, 1%.A ~ A.

e l-formas

Tenemos JNQ'A = KNQTA+KNQPA = KNQLA. Por lo tanto
QLA ~ 7 (QA) y sus elementos tienen las forma siguiente:

wi =Y aj[D,a]], dl€A (3.58)
3

e 2-formas

Tenemos J N2A = K NQ2A+K N QLA Por lo tanto Q%4 ~
7 (Q2A) /7 (6 (K NQLA)) vy asi los elementos de Q%A son clases
de elemento de la forma siguiente:

we = Zag [D, a{] [D,a.';] , af € A. (3.59)
j

mdédulo el bimédulo de operadores:
{T,[D.H] [D.¥] :ed  5,6[D4]=0}.

¢ p-formas
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Los elementos de OF..A son clases de elemento de la forma siguien-
te:

wp=> aj[D,a])[D,d}}..[D,a]], decA  (3.60)
J

mé6dulo el bimédule de operadores:

{L;[D.8)] .. [D.b_) ¥ € A 5,8, [D,b]] . [D,b,] =0}.

Hemos visto ya las herramientas de la geometrfa no conmutativa de Con-
nes que necesitaremos en el préximo capftulo para formular teorfas de norma
a la Connes.

Existen, como veremos, varios enfoques, por lo que veremos a continua-
ci6n el formalismo de haces fibrados principales cusnticos que nos permitird
enunciar una teorfa de norma de manera muy semejante a como se hace en
el caso clésico.

3.8 Haces fibrados principales cudnticos.

Ya hemos definido, para el caso de la geometria diferencial el concepto de
haz fibrado, y en particular el de haz fibrado principal.

La clave para encontrar la versién “cudntica” o no conmutativa de es-
tos, estd en tomar el enfoque de los haces como dlgebras de funciones de
ciertas variedades. Es decir, trataremos de generalizar el caso de la geome-
trfa diferencial ordinaria donde tenfamos que un haz fibrado era la quinteta
(E, B, F,G, ), en la cual existe una proyeccién 7 de E a B, una fibra F' y
un grupo G que actia sobre P.

Como hemos visto la geometria no conmutativa estd basada en la simple
idea de que, en lugar de trabajar con un espacio o variedad M o con el dlgebra
de funciones C (M) en M, trabajamos equivalentemente con un 4lgebra no
conmutativa B, que pensamos como el dlgebra de funciones de un espacio
(no existente) que Hlamamos espacio cuéntico.

Asi, un haz fibrado no conmutativo es cualquier quinteta (£, B, F,G, 7)
con F, B C £ algebras donde cualquiera de ellas puede ser considerada no
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conmutativa y un grupo G' que actua sobre £. Es decir, existen varias maneras
de hacer un haz fibrado cudntico, por gjemplo, la base B puede permanecer
una variedad clésica, mientras que la fibra F o el grupo son cuénticos.

Hemos visto que los haces fibrados principales tienen especial importancia
para las Teorfas de Norma, por lo que nos dedicaremos a definir estos con
mds precisién.

En lo que resta de esta seccién, trabajaremos con grupos cudnticos ma-
triciales!4 compactos.

La notacién que utilizaremos es la siguiente:

G es un grupo cuéntico de matrices, A denota la x— dlgebra de “funciones
polinomiales” sobre G. La estructura de grupo en G queda determinada
por el coproducto A : A — A® A, la counidad ¢ : A —C y el antipodo
S : A— A Asf, el resultado de aplicar n — 1 veces el coproducto a un
elemento a € A se escribirs simboélicamente como oV ® ... ® at™. La accién
adjunta de G en s{ mismo, ad: A — A ® A estd dada por:

ad (a) = a® ® S(a)a'® (3.61)

Si M es una variedad suave denotaremos C (M) la *—4dlgebra de funciones
suaves compleja, y C.(M) la *—4lgebra de funciones suaves con soporte
compacto.

Daremos dos definiciones de haz fibrado principal cudntico, en el entendi-
do de que la segunda es mds general que la primera, pero tan solo para ilustrar
que uno de los elementos del hfpc puede permenecer “cldsico” mientras que
otros elementos son los que aportan la no conmutatividad.

Esta primera definicién es “semicldsica” pues los grupos de estructura
seran considerados objetos cudnticos, mientras que los espacios bases son
variedades suaves clgsicas.

3.7.1 Definicién: Un haz fibrado principal cudntico (hfpc) con una
variedad suave M como base, es una tripleta P = (B,i, F') donde B es
una. *—4lgebra (con unidad), i : C (M) — B una funcién lineal unitaria
y F: B — B® A una transformacién lineal tal que para cada z € M
existe un conjunto abierto U C M que contiene a z y un homomorfismo

' Supondremos que los grupos con los que estamos trabajando aceptan una representa-
cién matricial, ya que este sucede en la mayorfa de los casos y simplifica los célculos.
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my : B - C(U) ® A tal que las siguientes propiedades se satisfacen
[Dul}:

myi(f) = (flu)®1, para cada f € C (M) (3.62)

Sig i(p) b con ¢ € C,. (V)
entonces 7y (g) 0 = ¢g=0 (3.63)
[dRA)my = (ry®id)F =y (B)2C.(U)® A (3.64)

Esta definicién surge de la geometrfa diferencial cldsica. La funcién ¢ :
C (M) -+ B se puede interpretar como la proyeccién “dual” del haz fibrado
P a su base M y la funcién F como una accién derecha “dual” de G en
P, algunas veces recibe el nombre de coaccién (porque como hemos visto,
va en el sentido “contrario”). Los my pueden ser considerados como las
trivializaciones locales “duales” del haz.

Una trivializacién local de P es una pareja (U, 7y) donde U C M es
un conjunto abierto no vacfo y ny : B —=C (U) @ A es un *—homomorfismo
que cumple las condiciones de la definicién anterior.

Ahora daremos una definicién de hfpc mas general!®, la variedad de la
base, los grupos de estructura y por ende los haces fibrados principales co-
rrespondientes serdn considerados como cudnticos.

Esta definicién traduce al lenguaje de la geometrfa no conmutativa la
idea cldsica de que un haz fibrado principal es un espacio en el cual actia el
grupo de estructura de manera libre por la derecha, tal que la variedad base
es difeomorfa al espacio de las érbitas.

Considérese un espacio cudntico M, formalmente representado por una

*—4lgebra con unidad V, los elementos de V, geométricamente tienen el papel
de “funciones” adecuadas en este espacio.

3.7.2 Definicién: (Segin [Du2]) Un haz fibrado principal cudntico
(hfpc) sobre M es una tripleta P = (B, i, F) donde B es una *—4lgebra
(con unidad),i: V — By F : B— B® A son *—homomorfismos tales
que:

5en realidad, hay tantas maneras de construir un hfpc que no existe hasta la fecha una
definicién tinica para ellos.
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t : V — Besinyectivoy
b € i(V)& F(b)=b@1(3.65)
(dRA)F = (Foid)F, (3.66)
id = (id®e)F (3.67)
Existe una transformacién lineal X : BB -B® A
definida por X (¢®b) = g¢F(b) (3.68)

Esta definicién adem4s de generalizar la anterior a donde todos los ob-
jetos pueden ser considerados como cudnticos, tiene cierta resemblanza con
la de la geometria diferencial cldsica. Los elementos de B son interpretables
como funciones sobre el espacio cudntico P.La funcién F juega el papel de
una accién derecha “dual” de G en P. La funcién i : V — B se puede inter-
pretar como la proyeccién “dual” del haz fibrado P a su base M, la primera
condicién nos estd diciendo, entonces, que M puede ser identificado con el
“aspacio de 6rbitas” de la accién F.

Asi mismo, los elementos en V pueden ser identificados por sus imdgenes
eni(V)C B.

La condicién (3.68) es la version cudntica del requerimiento clédsico de que
la accién de G en P sea libre (por eso la necesidad de que sea supra).

Ahora, veamos cosas relacionadas al célculo diferencial en un hfpc para
después dar unos ejemplos.

3.8.1 Estructura diferencial

Como antes, dejemos que G denote un grupo cuéntico matricial, A4 una *—
dlgebra de funciones polinomiales en G y A, e y § el coproducto, la counidad
y el antfpodo respectivamente. Sea I’ un cdlculo diferencial de primer orden
sobre G, (es decir, posee una diferencial d : A —T" y esta generado linealmente

por elementos de la forma adb con a,b € A), Definimos el dlgebra tensorial
sobre I

r®=>%" ersk (3.69)

k>0
donde I'®* =T @ T ®@4...04 ysea:

=3 e (3.70)

k>0
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la envolvente diferencial universal de I' que se obtiene a partir de I'® facto-
rizando a través del ideal S* C I'® generado por los elementos de la forma
Q = 3, da; ® 4 db;, donde a;, b; € A que satisfacen Y, a.db; = 0.

Supongamos que I' es bicovariante y denotemos la accién izquierda de
GenTpor Ly, Lp : T'— A®T y la accién derecha de G en I" por Ry,
Rr:T'— AQ®T. Sea I';,,, €l espacio de elementos invariantes por la izquierda
de I (una especie de “dual” del slgebra de Lie de G) y sea 7 : 4 =T, la
proyeccién canénica dada por 7 (a) = S (alV) da®.

['iny posee una estructura natural de A—médulo derecho, que denotare-
mos por o. Explicitamente:

m{a)ob=mn[(a—e(a)l)b] (3.71)
para cualquier a, b € A.
El espacio T';,, es invariante también por la derecha y la restriccién de la

accién adjunta (ec. 3.61) a I[';,, denotada por @ : Iy = Ciny ® A quedard
caracterizada por:

wr = (7 @ id)ad (3.72)

y puede ser interpretada como la accién adjunta de G en [yp,.

Designemos mediante I'S_ y I'A  las subslgebras de elementos invariantes
por la izquierda de I'® y I'* respectivamente.

La x—4lgebra diferencial graduada 2 (P) que representa el cdlculo dife-
rencial en P serd construida (siguiendo [Du2]) a partir de un *—cédlculo de
primer orden I' que consideraremos bicovariante. Consideremos el espacio
vectorial graduado ver (P) = B® I'},, donde la graduacién es inducida por
| (AN

Los elementos de ver (P) pueden ser interpretados como formas diferen-
ciales verticales en el haz. En [Du2] (lema 3.2) se prueba que la estructura

diferencial en ver (P) estd dada por las siguientes relaciones!®:

%5 dada por la ec. (3.71) puede ser extendida a I',;®, dando a éstos una estructura de
A—modulos derechos:

la = e{a)l (3.73)
@noa = (Poa)(noa) (3.74)

para todo 9,7 € T5® yac A
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(@®n) (b®Y) = quk®(n°ak)9
b9 = Zb“ 9 o al)

d,(b® V)

i

Zbk®1r(ak)19+b®d19
k

donde F(b) = Ek by ® ax.

Ahora, definimos un célculo diferencial completo sobre el haz fibrado
P como la *—4dlgebra diferencial graduada 2 (P) que cumple las siguientes
propiedades:

i. como 4lgebra diferencial  (P) es generada. por B = Q°(P) . En el caso
en que la base es una variedad y tenemos trivializaciones, para cada triviali-
zacion (U, my) de P existe un tinico homomorfismo de 4lgebras diferenciales
que extiende a my; 7)) : Q(P) — Q(P) @AM

ii. La funcién F : B — B ® A se puede extender a un homomorfismo de
algebras diferenciales graduadas (imitando el mapeo pull-back):

F:Q(P) - Q(P)&I"

donde el sfmbolo ® es usado para denotar el producto tensorial graduado
de slgebras diferenciales graduadas. La funcién F' queda determinada de
manera tnica. M4s aun, podemos extender F' a un *—homomorfismo de
Q(P) - Q(P)® A como F' = (id®I)F donde Il : T" - A esla
proyeccién. F” puede ser entendido como una accién derecha de G sobre
Q(P).

Los elementos de Q ( P) juegan el papel de formas diferenciales en P.

Sea m, : 2(P) — ver (P) la proyeccion correspondiente (que respete el

grado).
Definimos hot { P) como la x—subdlgebra graduada de Q (P):

hot (P) = F 1 (Q(P)® A). (3.75)

17También la funcién i : C(M) -+ B de la definicién de hfpc con base una variedad
suave admite una extensién natural i* : Q (P} — €2 {P), que puede ser interpretado como
el pull-back de las formas diferenciales de M a P.
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Sus elementos son llamados formas horizontales. Es decir, en forma lo-
cal una forma w € Q(P) es horizontal si'® =)} (w) € Q(U) ® A para cada
trivializacién local (U, #y) .

El slgebra hot (P) es invariante bajo la accién derecha de G , es decir:

F” (hor (P)) = hot (P) ® A. (3.76)
Es claro que hot® (P) = B.

Estamos listos para definir la nocién de conexién para hipc y la de cur-

vatura cudntica, lo haremos siguiendo lo expuesto en expuesto por [Dul] y
[Du2).

3.8.2 Conexién en hipc.

Sean V un espacio vectorial y v : V — V ® A una representacién de G en V.
Ahora, sea 9 (v, P) el espacio de todas las funciones lineales » : V —
Q2 (P) que hacen que el siguiente diagrama conmute:

v q(p)

vl | FN
VRA—QP)RA
w@id

El espacio ¥ (v, P) tiene una estructura de 4lgebra graduada 3 (v, P) =

Y @y*. Los elementos de 1* se pueden interpretar como k—formas (pseu-
k>0

dotensoriales) en P con valores en el espacio dual V*. ¢ (v, P} es cerrado con
respecto a d : 2 (P) — Q(P).

Llamemos 7 (v, P) el subespacio graduado de formas que tienen valores en
hor {P) . Si el espacio V tiene una involucién * antilineal, entonces la formula:

¢ (9) = (F) (3.77)

nos da *— involuciones naturales en ¢ (v, P) y 7 (v, P}.
Para los propésitos del resto de este trabajo, (inclusive la construeccién de
teorfas de norma en hfpc) nos interesa el caso en que V =T, y v = @.

Bad i Q(P) - Q(P)® " extiende a 7.
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Definicién: Una conexién en P es una trasformacién hermitiana w €

¥ (P) tal que:

Tw(d) =119 (3.78)

para cada 9 € [y, 7

La condicién anterior es la versién cudntica del requerimento cldsico de
que las conexiones (entendidas como 1-formas valuadas en el dlgebra de Lie
de G) mapean campos vectoriales fundamentales en sus generadores.

Todo haz fibrado principal cudntico P admite al menos una conexién.

Si la base del fibrado cudntico es una variedad suave (i.e.tenemos trivia-

lizaciones) en términos locales, las conexiones tienen la siguiente representa-
cién:

mpw(9) = (A ®id)w (9) + 1y ® 7, (3.79)

donde AY : [y, — 2 (P) es una transformacién lineal hermitiana con valores
1-formas, que juega el papel del potencial de norma.

Definimos una funcién 6 : Tipy — Tiny ® Tiny tal que si 6 (§) = 2 DA
entonces 6 (9*) = 2(192 Q(IL)* y d = 219 192, Una tra.nsformamén que

cumple con estas cond1c10nes recibe el nombre de diferencial encajada.
Sea mgq la multiplicacién en 2 (P).Entonces, para cualesquiera dos trans-

formaciones ¢,n € iy, con valores 2 (P) definimos (p,n) : [in, — Q(P)
por:

{e,m =ma(e®n)é (3.80)

Por construccién 1 (P) es cerrada bajo esta operaci6én.!?
Asi, la curvatura 2, de una conexién w puede ser definida como:

Q, = dw — {(w,w) (3.82)

198i 0,17 € T'iny son dos transformaciones con valores en un dlgebra arbitraria O defini-
mos {p, ¥} : iny — O dada por:

(e ) = Z(P (P)Y(S). (3.81)
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que corresponde a la ecuacién de estructura de la teorfa cldsica. Es claro que
la curvatura dependera explicitamente de la diferencial encajada 6.

Localmente (de nuevo, suponiendo que tenemos trivializaciones) y en tér-
minos de los correspondientes potenciales de norma tenemos:

w3, (9) = (FV @ id) w (9), (3.83)
donde FY =dAY — (AY, AY) .

Proyeccién horizontal y derivada covariante.?

Sin entrar en los detalles técnicos de la construccién, brevemente, mencio-
naremos que, como en el caso cldsico, teniendo una conexién w en un hipc
podemos definir la proyeccién horizontal y por lo tanto, a la derivada cova-
riante como la parte horizontal de d.

Asf, para cada w € con(P) 2, sea h, : Q(P) — hor(P) una funcién
lineal que “proyecta” Q (P} en hor (P) de manera suprayectiva. Esta funcién
recibe el nombre de proyector horizontal asociado a w.

Sea D, : 2(P) — Q(P) la trasformacién lineal definida como la compo-

siciéon:
D,=h,d (3.84)

D, recibe el nombre de derivada covariante asociada a w.
Tanto h, como D, son mapeos “horizontales”.

Finalmente senalamos que como en el caso cldsico, la curvatura también
puede ser definida por:

Q= Dw (3.85)

Ahora sf, ya tenemos todo para poder abordar las teorfas de norma en
geometria no conmutativa.

20Para un tratamiento formal asi como todos los detalles técnicos, véase [Du2].
2le] espacio de todas las conexiones en P.
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Capitulo 4

Teorias de Campo en geometria
no conmutativa.

En los capftulos anteriores hemos visto que para construir una teorfa de
campos desde el punto de vista geométrico se necesitan dos ingredientes
principales.

En primer lugar debemos contar con el elemento geométrico que consiste
en un hfp, cuyo espacio base es, en general, el espacio de Minkowski. Si
adem4s contamos con una conexién, podemos inmediatamente proponer un
funcional llamado accién que constituye la parte central de la teorfa.

En segundo lugar, es necesario aplicar el principio de minima accién al
funcional obtenido como hemos dicho anteriormente, para as{ encontrar las
ecuaciones de campo que gobiernan todos los fenémenos a describir con dicha
teorfa. Recordemos que el principio de mfnima accién equivale a calcular la
derivada variacional con respecto a los campos que integran la teorfa.

Mediante el esquema anterior se han logrado obtener las teorfas de norma
que describen tres de las cuatro interacciones existentes en la naturaleza: elec-
tromagnética, débil y fuerte. Esto nos muestra el éxito del método descrito.
Sin embargo, la Gravitacion presenta problemas al tratar de ser considerada

como una teorfa de norma, por lo que requiere un tratamiento especial (que
no veremos en este trabajo).

Existen varios diferentes enfoques en la comstruccién de las teorfas de
norma en hfpc uno de los primeros fue dado por [B-M] pero este enfoque no
es tan general como los otros dos que presentaremos, ya que los conceptos

111
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bésicos del formalismo s6lo pueden ser construidos en casos muy especiales,
en haces con calculo universal y algunas otras propiedades extras. Debido a
su poco alcance, no expondremos este formalismo aqud.

Trataremos dos enfoques diferentes, el primero una construccién muy
elegante, utilizando las herrarientas matemdticas presentadas en (3.8.2) y el
segundo el creado por A. Cornes.

En este segundo enfoque, para describir la parte “cudntica” de la teorfa,
se introducen operadores que reemplazan a los campos propios de la teorfa.
Aqul, el desarrollo pierde su elegancia geométrica y matemética, ya que para
calcular los observables de fenémenos fisicos concretos es necesario deshacer-
se de las asf llamadas “divergencias” que en general predicen valores infinitos
para los observables. Las divergencias se eliminan con el método de renor-
malizacién , un método que a pesar de su gran éxito a nivel experimental
no deja de ser poco elegante y hasta cierto punto artesanal. Serfa un gran
triunfo para la fisica tedrica si se pudieran establecer teorias de campo que no
requieran de la renormalizacion. Es aquf donde se pretende que la geometria
no conmutativa entre a jugar un papel importante.

En base a las ideas presentadas en los capftulos anteriores sobre el prin-
cipio de mfnima accién y la geometrfa de hfp, en este capftulo trataremos de
ver los problemas que aparecen cuando se intenta repetir el mismo esquema
en el marco de la geometrfa no conmutativa descrita en el capftulo anterior.

4.1 Teorfas de Norma (Primer enfoque)

El primer enfoque a las teorfas de norma generaliza de manera natural la
situacion clésica, es decir tambien construye una accién y “postula” las so-
luciones que son estacionaras con respecto a ésta. Todo esto se hace en el
marco de los haces fibrados principales cudnticos segun fueron descritos en el
capitulo anterior (segiin M. Durdevich ([Du2] y {Du3]), a quién tambien se le
debe el desarrollo que a contirmacion se presenta). Los campos de norma, co-
mo en el caso cldsico quedan representados geométricamente por conexiones
en P el haz fibrado principal cudntico correspondiente.

Tomaremos también el célculo que fue construido en la seccién 3.8.2, sin
embargo en el presente trabajo sélo trataremos el desarrollo cuando el haz
fibrado cudntico tiene como base una variedad suave M que jugard el
papel del espacio-tiempo, y G serd un grupo cudntico matricial (el grupo de
estructura del haz) representando el grupo de simetrias locales del sistema.
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Supondremos ademds que M es orientada y (pseudo)Riemanniana.

Las propiedades dindmicas de la teorfa de norma serdn determinadas
después de fijar un Lagrangiano apropiado. En analogfa con el caso cldsi-
co, consideraremos tinicamente aquellos que son funciones cuadréticas de la
forma de curvatura.

Designemos por « el operador de Hodge en A (M) . Puede ser extendido
de manera tnica a una funcién lineal + : hor (P) — hot (P) tal que:

*[i" (@) b] = i fx ()] b. (4.1)

cona € A(M) y b€ Bei" como en la nota al pie de pagina seccién (3.8.1).

Como hemos dicho, “copiando” lo que sucede en el caso clésico, los cam-
pos de norma serdn representados por las formas de conexién w en P.

Para estudiar la dindmica del sistema, es necesario definir un lagrangiano.
Resulta natural considerar lagrangianos que son funciones cuadriticas de la
curvatura ,,. Como hemos visto, la curvatura £, depende, ademds de en
la conexidn w, de la eleccién de la diferencial encajada & : Iypy — Dipp ®
[iny. Como consecuencia, las propiedades dindmicas de la teorfa de norma
correspondiente son fuertemente influenciadas por §. En el caso clésico, esto
no sucede, pues la curvatura es §— invariante.

Consideremos una funcién L : ¢on (P) — hot (P) dada por:

L(w)= Z_jﬂu (e:) * [ (2], (4.2)

donde los elementos e; forman un sistema ortonormal en Ty, y la barra

denota la conjugacién en [y,,. L resulta independiente de la eleccién de dicho
sistema ortonormal.

L toma valores en 2" (M) con n la dimensién de M. En términos de
trivializaciones locales tenemos:

7 (L (w)) = ): FU(e)« [FY (@) ®1. (4.3)

L serd interpretado como nuestro lagrangiano.
En términos de las representaciones locales los puntos estacionarios de la
accién correspondiente @ (w) = f, L(w) estan dados por:

dx FU (&) ~ % Y (¢ -d¥) A% Pl @) =0 @4

u
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donde los mimeros df quedan determinados por:

) 1 g
6[81;) = -—Edee{ ®8j. (45)
ij
Las ecuaciones (4.4} cotresponden a las ecuaciones cldsicas de movimien-
. ai*-d}’)
to de Yang-Mills. Los nimeros ~-———*juegan el papel de constantes de

estructura del dlgebra de Lie de G.

Si el espacio [, es de dimensién infinita surgen dificultades técnicas
relacionadas con la convergencia de la suma en las ecs. (4.2)-(4.5). En
este caso es necesario restringir las posibles conexiones w de tal manera que
éstas tengan componentes que decaen suficientemente rdpido en un sentido
apropiado. Esta es la principal dificultad de este método.

Existe un trabajo por el mismo autor en donde con herramientas més
“pesadas” se generaliza al caso de un hfpc general.

Otro problema de este enfoque es la falta de un “lfimite” cldsico adecuado,
por lo que no podemos coraparar con las teorfas ya existentes.

Ahora veamos un enfoque diferente pero que por la manera en la que se

construye da resultados que se pueden interpretar desde el punto de vista de
la Ffsica.

4.2 'Teorias de Norma segiin Connes

Veamos el primer ingrediente para construir una teorfa de campo.

4.2.1 La accién

En términos generales podemos decir que la accién de una teorfa de cam-
pos contiene dos elementos esenciales. Por un lado, la funcién lagrangiana
representa el campo a describir. En el capftulo anterior vimos que dada
una conexion en geometria no conmutativa es posible construir la curvatura
correspondiente de manera andloga a como se hace en geometria cldsica. En-
tonces, parece obvio que podemos postular una funcién lagrangiana del tipo
Yang-Mills (que va como el cuadrado de la curvatura local) como:
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1
L=~ FuF™ (4.6)

El segundo elemento necesario para construir la accién es la integracion,
es donde el elemento de volumen juega el papel de medida. Sin embargo,
este elemento de volumen estd construido en base al concepto de punto que
ahora hemos perdido en la transicién hacia la geometrfa no conmutativa. Una
propuesta para solucionar esto, fue hecha por Connes [Co] y est4 basada como
hemos visto, en una nueva teorfa de infinitesimales y en el cdlculo espectral
que consiste en una generalizacién no conmutativa, del cdlculo estdndar usado
en variedades diferenciales. Con todas estas herramientas es posible definir:

Accién de Yang-Mills

De lo anterior, resulta claro que debemos definir la accién de Yang-Mills
como:

b= / \F = c(n)trp (FI2|D|™) (47)

En esta ultima férmula hemos omitido la constante de proporcionalidad para
el Lagrangiano de Yang-Mills, pues de todas maneras puede ser absorbida en
la definicién de la constante ¢ (n).

Es necesario tener en cuenta que la 2-forma de curvatura F debe estar
bien definida. En el capftulo anterior, hemos visto como se puede introducir
un célculo universal en el triple espectral, para que las formas esten bien
definidas.

De este modo, la 2-forma de curvatura F € QZ.A est4 bien definida y
puede ser utilizada en la definicién de accién (ec. 4.7).

Cabe mencionar que en todo el desarrolio anterior hemos partido de la
existencia de una variedad Riemanniana M, suposicién que resulta ser nece-
saria para la construccién del triplete espectral.

La accién (4.7) hereda por lo tanto, la estructura geométrica de M. Dada
la naturaleza Riemanniana de M, localmente la estructura geométrica es
Euclideana.

Esto es algo desafortunado, ya que como hemos dicho nuestro objeti-
vo es formular teorfas de campo que deben ser invariantes con respecto a
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cambios de marcos de referencia, en particular, y para que verdaderamente
reflejen la naturaleza, deberdn sujetarse a la relatividad especial, es decir,
deber4n ser invariantes con respecto a transformacines de Lorentz (o Poin-
caré). La estructura euclideana de M no permite que las teorias construidas
con el formalismo anterior posean dicha invariancia. Serfa necesario partir
de una variedad pseudoriemanniana que localmente heredara la estructura
pseudoeuclideana de la relatividad especial.

No obstante, ha sido demostrado (A.Connes) que el uso de una variedad
pseudoriemanniana trae consigo una serie de problemas técnicos que hasta
ahora no se han podido ser resueltos. Este es uno de los problemas centrales
en el estudio de modelos para teorfas de campo en geometrfa no conmutativa.

Asf pues, creemos que el problema del cardcter euclideano de la geometria
no conmutativa debe ser un fema central para futuras investigaciones.

4.3 Las Ecuaciones de Campo

Ya hemos mencionado que las teorfas de campo se basan por una parte en
la accién como elemento de partida y por otra parte el segundo elemento
es el principio de mfnima accién que nos lleva a las ecuaciones de campo.
En la seccién anterior explicamos como se puede construir una accién en un
triplete espectral, por lo menos en el caso Riemanniano.

Hemos visto que el principio de mfnima accién nos dice que la accién
& tiene como extremos a las soluciones del sistema &® = 0, si los campos
cumplen con las condiciones adecuadas en la frontera de integracién. Esta
derivada variacional se calcula con respecto a los potenciales o variables di-
ndmicas que determinan el campo a describir y asf se obtienen las ecuaciones
de campo.

Al tratar de repetir este procedimiento en geometrfa no conmutativa sur-
gen varios problemas.

Sea w la conexién mediante la cual definimos la accién (4.7). Para poder
formular un principio variacional adecuadamente, la variable dinamica w debe
satisfacer ciertas condiciones en la frontera. Pero el concepto de frontera estd
directamente vinculado al concepto de punto que como hemos visto, no tiene
sentido en el contexto de la geometria no conmutativa.

De aqui que, imponer condiciones de frontera sobre w implicarfa tener,
primero, que generalizar el concepto de frontera al caso no conmutativo.
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Una solucién elegante a este problema, consiste en cambiar las variables
dindmicas de los campos. Veamos como:

Sean g,, la métrica Riemanniana asociada con la variedad espinorial M
y ¢(x) la funcién que representa el campo a describir. El operador de
Dirac correspondiente tiene la forma D = v* (9, + w,), donde ¥* (z) son
las matrices que satisfacen v*v* +v*v* = —g", y w,, es la conexién de Levi-
Civita asociada con la métrica g,,. Como ya habfamos argumentado antes,
el operador de Dirac posee un espectro discreto D1, = A,90,, n=0,1,2,...
y las funciones propias {,} forman un sistema completo. Localmente la
ecuacion para los eigenvalores se puede escribir como:

Dy, = vl (8 + wunc?™¥) ¥ = Aty (4.8)

con e siendo la tetrada local:

ehegn™ = ¢, 1 =diag (+1,+1,..),

tantas veces como dim M.

De la ecuacion (4.8) resulta claro que los eigenvalores A, dependen ex-
plicitamente de la métrica g,,, es decir, los eigenvalores A, heredan las pro-
piedades geométricas de M. (Es asf que decimos que el operador de Dirac
contiene la informacién geométrica del espacio).

Por otra parte, es posible expresar los campos ¢ (z) en términos de las
componentes de la base formada por {¢,,} :

$(z) = ant, (2) (4.9)
n>0

Originalmente, las variables dindmicas de los campos a describir eran Guv Y
#(z). La ecuacién (4.9) nos muestra que, una vez conocidas las funciones
propias del operador D, la funcién ¢ (z) puede ser determinada completa-
mente mediante los coeficientes a, de la expansién. Esto quiere decir, que
conocer a,, es equivalente a conocer ¢ (z) y podemos utilizar a,, como variable

dindmica del campo a describir.
Ademds, en lugar de la métrica g,, podemos utilizar los valores propios
An del operador de Dirac, puesto que como vimos, éstos iiltimos contienen
las caracterfsticas geométricas de g,,. Asf, tenemos un nuevo sistemas de
variables dindmicas conformado por {A,, a.} y es posible demostrar que este
nuevo sistema es en realidad equivalente a {g,. (z),¢(z)}. De esta manera,
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podemos resolver, de manera indirecta, el problema de conocer los valores de
las variables dindmicas en la frontera.

Una vez conocidas las variables dindmicas, es necesario aplicar el principio
de minima accién y encontrar los valores estacionarios de la accién para asf
encontrar las ecuaciones de campo. Aquf, nos encontramos con un nuevo
problema, y es la derivada variacional.

Podemos escribir el pricipio de minima accidén, diciendo que las derivadas
variacionales de la forma:

&P o®
0 =

generan las ecuaciones de campo correspondientes. Sin embargo, un pro-
blema surge de inmediato, del hecho de que la derivada variacional en su
forma estdndar contiene variaciones con respecto a las variables dindmicas
{9u, ¢} ¥ a sus derivadas {g,..r, ¢ ,}. Es, entonces, necesario expresar a és-
tas tltimas también en términos de {A,,a,}. Esto no es posible realizarlo
de manera tinica, debido a que, primeramente, diferentes campos {g,., ¢}
y {9).,¢'} pueden tener el mismo espectro {A,,a,} (simetrfa espectral) y,
en segundo lugar, €l conjunto de valores propios {A,} (y consecuentemente
el conjunto {a.}) no es linealmente independiente. En otras palabras, su-
poniendo que las variaciones (4.10) puedan ser definidas correctamente en
el contexto de la geometr{a no conmutativa, generarfan una gran cantidad
de ecuaciones de campo y no hay forma de seleccionar las correctas, por lo
menos tedricamente.

El problema de la dependecia lineal de los {A,} implica que existen re-
laciones entre diferentes A, lo que significa que una teorfa de campo basada
en las variables dindmicas {A,} es obligatoriamente una teorfa con constric-
ciones. Esto es un tema que aun no ha sido investigado en la geometria no
conmutativa.

Debido a estos problemas, los modelos desarrollados hasta hoy usando el
método de Connes han tenido que reducir la generalidad, ya sea postulando
ecuaciones de campo andlogas a las que se tienen en el caso cldsico o bien
eliminando la no conmutatividad para derivar las ecuaciones de campo me-
diante un principio variacional estdndar (C. Rovelli y G. Landi en {L-R} o
A.Connes en [Co2]). Debido a esta simplificacién, los modelos asi construidos
presentan graves incongruencias con su interpretacién fisica!

5o, =0 (4.10)

!como las relaciones imposibles entre las masas de los fermiones y los bosones y la



4.3. LAS ECUACIONES DE CAMPO : 119

En términos generales, podemos afirmar que actualemente no se cuenta
con un método eficiente que abarque todos los casos para derivar las ecuacio-
nes de campo de una manera satisfactoria, y congruente con la Naturaleza.
Esto es ante todo un problema altamente técnico, si se desea seguir imple-
mentando el principio de minima accién en geometrfa no conmutativa. De
lo contrario serd necesario inventar un nuevo método para obtener las ecua-
ciones de campo sin utilizar dicho principio variacional.

Ante esto, creemos que es conveniente mencionar algunas vias alternas
que podrian dar informacién a partir de la accién dada.

Como hemos visto tanto en el formalismo de Connes como en el de Dur-
devich es posible definir la curvatura en un hfpc. Como la curvatura satisface
las condiciones necesarias para construir la accién, tambien debe satisfacer
las ecuaciones de Bianchi:

D=0 (4.11)

donde D, es la derivada covariante correspondiente a la conexién w y £ es
la curvatura. Esta identidad como vimos anteriormente, en teorfas de Yang-
Mills corresponde a la parte geométrica (i.e. estdtica) de las ecuaciones de
campo. En el caso de la teorfa de la gravitacién (4.11) implica una ley de
conservacién para el campo de materia que genera al campo gravitacional.

Este es un ejemplo sencillo en el que una identidad geométrica corres-
ponde a una parte de las ecuaciones de campo. Con esto en mente, resulta
natural exigir que en geometrfa no conmutativa la relacién (4.11) se pueda
interpretar como ecuacién de campo.

Otra posibilidad la ofrece el Teorema de Noether, el cual afirma que si
clésicamente existe una trasformacién infinitesimal con respecto a la cual la
accidn es invariante, entonces existen cantidades conservadas que son prime-
ras integrales de las ecuaciones de campo. Existen casos cldsicos, con alta
simetrfas, en las que las primeras integrales permiten integrar completamen-
te las ecuaciones de campo o, de manera equivalente, es posible derivar las
ecuaciones de campo a partir de las primeras integrales. Como consecuencia
de estas observaciones, creemos que un tema interesante a investigar en el
futuro serfa lo relacionado con las simetrias de la accién. En particular, los

prediccién de partfculas fermiduicas en el modelo estdndar de las tecrias de Yang-Mills
sin sentido fisico, o la existencia de un término cosmolégico dominante y contrario a las
cbservaciones en los modelos gravitacionales..
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modelos ¢ no lineales que en el caso cldsico son totalmente integrables y se
pueden construir sobre un hfp de manera anéloga a las teorfas de Yang-Mills.



Capitulo 5

Conclusiones Finales

El objetivo de este trabajo es el estudic de la formulacién en de teorfas de
campo en geometria no conmutativa.

Para ello, fue necesario comenzar estudiando los conceptos de geometrfa
diferencial necesarios para entender la construccién geométrica de las teorfas
de norma.

Esto resulté también titil en el sentido de que se puede intentar hacer un
paralelismo entre todos estos conceptos cldsicos y aquellos que se construyen
en el campo de la geometrfa no conmutativa, después de todo, el objetivo de
&sta es el de extender la geometrfa ordinaria.

Para construir teorfas de campo no conmutativas s necesario primero
estudiar la construccién de teorfas de campo en geometria diferencial ordi-
naria, ya que como hemos visto, en gran medida, los modelos que intentan
generalizar dichas teorfas a geometria no conmutativa lo hacen estableciendo
analogfas con la teorfa cldsica. As{ mismo, fue necesario estudiar el segundo
ingrediente, es decir la geometrfa no conmutativa. Esta es en realidad més
que un ingrediente, sino que es en ella misma una gran herramienta y una
nueva rama de las matemadticas contemporaneas.

Hasta aqui, el presente trabajo ya representa un compendio, bastante
extenso, y espero, claro, de las teorfas cldsicas y la geometrfa no conmutativa.

El verdadero problema surgié cuando comencé a estudiar los modelos de
teorfas de norma en geometrfa no conmutativa, ya que muy pronto todos los
conceptos adquiridos y expuestos con anterioridad se tornan insuficientes y
a cada paso se requieren nuevos conocimientos, en la mayorfa de los casos
bastantes elevados de fisica y matemadticas.

Para abordar dichos modelos de las teorfas de norma en geometrfa no

121



122 CAPITULO 5. CONCLUSIONES FINALES

conmutativa hubiera sido necesario, quizas duplicar el tamano de la presente
tesis, asf como, obviamente el tiempo de elaboracién. Ademds debo senalar,
que el tema se encuentra en la frontera de la teorfa actual, por lo que en estos
momentos cientos de matematicos y fisicos tedricos se encuentran traba_]ando
en él, y es diffcil mantenerse al tanto de los avances.

Por esto, y para mantener la presente tesis dentro de los Hmites de lo
razonable para una tesis de licenciatura, decidimos limitarnos a presentar los
modelos mds sobresalientes de una manera mds bien expositiva y destacando
solo los aspectos m4s importantes, en lugar de ahondar en los aspectos mds
técnicos (que a veces suelen ser més bien obscuros) y dar una idea general
de los métodos para construir el formalismo de teorfas de norma.

Se estudiaron dos enfoques, basicamente distintos.

En primer lugar, la construccion de Durdevich que tiene ciertas ventajas,
como la gran analogfa con el caso conmutativo, la posibilidad de obtener
las ecuaciones de campo en base a un principio variacional y su elegancia
matemdtica. Las desventaja de este método es la dificultad técnica que
existe para realizar los cdlculos cuando se quiere llevar a un caso especifico,
asf como también la falta de una comparacién con el caso cldsico, es decir, los
modelos de teorfas de campo asf construidos no tienen una manera de pasar
al Ifmite cldsico, por lo que es imposible decir si concuerdan con la realidad
fisica.

El segundo enfoque, ¢l de Connes, fue construido de tal manera que se
recupere la fisica que hay detras del modelo, ya que se trabaja con operadores
y la accién se construye a partir del operador de Dirac que como hemos visto
contiene toda la informacién geométrica. Dicho operador de Dirac juega un
papel fundamental ya que las variables dindmicas son definidas a partir de
los valores propios de éste y sus funciones propias correspondientes. Pero
este enfoque tiene también grandes desventajas, como hemos dicho antes, la
principal quizas que el espacio estd dotado de una estructura Euclideana,
que no retrata al espacio-tiempo fisico, ademds de que también presenta
problemas técnicos (la definicién apropiada de un cdlculo de variaciones).

Es por esto, que de manera muy breve, se proponen dos opciones para
futuras investigaciones (que esperamos poder desarrollar en un futuro ).

Investigar las identidades de Bianchi, ya que, al menos en el caso cldsico
estas nos dan la mitad de las ecuaciones de movimiento, y por ende es natural
esperar un comportamiento similar en el caso no conmutativo e investigar el
Teorema de Noether en geometrfa no conmutativa para obtener mis infor-
macién acerca de las simetrfas del sistema y de c¢émo dichas invariancias nos
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pueden ayudar a encontrar las ecuaciones de campo. También una posibili-
dad es investigar los modelos ¢ no lineales en un ambiente de geometrfa no
conmutativa.

Esperamos que estas opciones, y més, nos lleven en un futuro a lo que
serd la formulacién de Teorfas de Campo en geometria no conmutativa, que

representen de una manera natural los fenémenos cuénticos y serdn un gran
avance en la Fisica Matemadtica actual.
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Apéndice A
Mecanica Clasica

La formulacién newtoniana no resulta ser la més eficiente en la resolucién
de todos los sistemas mecdnicos. Con el propdsito de encontrar métodos
mds generales y sencillos se desarrollaron varios formalismos, equivalentes en
teorfa, pero que en el andlisis y la solucién de problemas més extensos, no
tienen el mismo alcance.

Tal es el caso de los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano.

La ventaja de estos, es que son independientes de las coordenadas elegidas
para definir el sistema, que es uno de los principios bdsicos de la ffsica. Nos
basaremos en [Go).

A.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange y Princi-
pio de Hamilton

El estudio de la evolucién de un sistema newtoniano envuelve la consideracién
de su estado instantdneo y de pequenos desplazamientos virtuales alrededor
de este, es decir, involucra un “principio diferencial”.

En el formalismo lagrangiano, esto se representa por medio de ecuaciones
diferenciales de segundo orden, que sin embargo reflejan un comportamiento
global del sistema, pues provienen de un “principio integral”, el principio de
Hamilton.

Un principio que considere el movimiento completo del sistema entre los
tiempos ¢; y ¢» y las pequefias variaciones virtuales alrededor de la trayectoria
real consitituye un “principio integral”.

125



126 APENDICE A. MECANICA CLASICA

El “Principio de Mfnima Accién” nos permite obtener las ecuaciones
de movimiento en cualquier sistema de coordenadas.

Demos pues, una primera version de este principio, para mas adelante
enunciarlo para sistemas abstractos.

A.1 Principio de mfnima accién para sistemas monogénicos' :E!

7]
funcional & = fh Ldt tiene un valor estacionario para la trayectoria
correcta del mowvimiento en donde L = T — V la diferencia entre la
" energla cinética y potencial.

La nocién de valor estacionario para una integral de lfnea corresponde en
la teorfa ordinaria de funciones a que la primera derivada se anule.

Primeramente expodremos, de una forma casi intuitiva, algunas definicio-
nes y técnicas del célculo de variaciones, aunque ya en el texto son abordadas
de manera més formal.

Célculo de Variaciones

A.2 Definicién: Sea f(y,¥,z) un funcional definido en una curva y = y(x)
entre x; y z2 y ¥= gﬁ

Se dice que un funcional f es diferenciable si f(y +7) ~ f(y) =F+ R
donde F' depende linealmente de n, que es, a su vez, una funcién arbitraria
de z que se anula en los extremos de la curva y y R(n,¥) = O(7°), en el
sentido que para || < ¢ y |%;1| < € ,entonces tenemos |R| < €. La parte
lineal del incremento, i.e. F(n) recibe el nombre de diferencial.

Si el funcional es diferenciable, se puede probar que su diferencial es tinica.

La diferencial de un funcional es también llamada variacién y n es llamada
la variacién de la curva.

Deseamos encontrar una trayectoria y(z) tal que la integral de linea &
L]

de la funcién f, con ¢ = fo f(y,¥.)dz tenga un valor estacionario. Sélo

1

un sitema monogénico es aquel en donde todas las fuerzas son derivadas de un putencial
escalar general que depende de (g;, 9;.t).
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Figura™A.1: La variacién de la trayectoria y (x) con extremos fijos
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consideraremos las trayectorias con variacién para las cuales y(z,) = i,

y(x2) = y2,es decir que tienen los mismos puntos iniciales y finales que la
curva original.

Una familia de curvas variadas se denotard por y(z, o), con y(z,0) la
trayectoria original y « un pardmetro infinitesimal.

Si seleccionamos cualquier funcién 7 (z) que se anuleen z =z, y £ = 2
entonces una familia posible de curvas (con la forma requerida) estd dada
por:

y(z,a) = y(z,0) + an (z)
donde y y n € C2[z,, 7] y no singulares.

La condicién para obtener un punto estacionario es

dd
da a=0(

Esto es:
2. (g ao.uel.
donde gi gz = 0.
peo [ 2L S [ S B
2

T
asi que integrando por partes tenemos:

g@m_”]iﬂ%
dyla dz 9 y O

£

Como todas las curvas variacién que estamos considerando pasan a través

de los puntos (21 31) y (z2,¥2), la derivada parcial de y con respecto a a en
T,y T2 debe anularse. Tenemos:

af I (of d 0\,
da da
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La condicién para un valor estacionario es equivalente a:
T2

8f d & Oy .
| (o z55) (52) ta =0

Il

g—g es arbitraria excepto por condiciones de continuidad y puntos finales por
lo que es posible aplicar el Lema Fundamental del Célculo de Variaciones?,
que probamos en la seccién 2.1.1 y que nos permite asegurar que esto es
cierto solamente en el caso en que:

(L-220) . "

que es la llamada ecuacién de Euler-Lagrange.?
Para simplificar nuestras expresiones, introducimos la siguiente notacién:

Jy _ dJ _

Asj, la afirmacién de que ® tenga un valor estacionario puede ser escrita
€omo:

T(of da _
M)_/ (ay dmay)6ydx_0

pidiendo que y (z) satisfaga la ecuacién (A.1).

T2
’Lema: Si [ M(z)n{z)dz = 0 para toda funcién 7(r) arbitraria, continua hasta la
I
segunda derivada, entonces Af(x) debe anularse idénticamente en el intervalo () xa).
4Las ecuaciones de Euler-Lagrange pueden ser introducidas en la mec4nica cldsica sin la
utilizacién del principio de minma accién, directamente de generalizaciones de las ecuacio-
nes de Newton. Veremos més adelante que ambos conjuntos de ecuaciones son equivalentes,

en el sentido en que dan las mismas soluciones para la dindmica de un sistema.
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Con estas técnicas que hemos introducido, de manera muy intuitiva, se
pueden obtener las ecuaciones de Euler-Lagrage, cuando el tiempo ¢ toma
el papel de z , las coordenadas generalizadas el lugar de y y el lagrangiano
del sistema es la funcién conformando el funcional integral &, que se conoce
como accion.

Retomando e! principio de Hamilton, la solucién al problema dindmico
de dicho sistema sera, como se ha dicho, cuando la trayectoria sea valor
estacionario de &, es decir, cuando la variacién de ® ( que puede ser entendida
hasta. este punto como el cambio sobre la superficie del movimiento) sea igual
a cero:

tz
68 =6 [, Ldt=0

Esto quiere decir que el movimiento de un sistema mecénico coincide con
los valores extremos del funcional &.

Hasta el momento, nada hemos especificado sobre el sistema que se ana-
liza. Las técnicas que se han mencionado nos sirven para analizar sistemas
mecanicos con hasta una cantidad numerable de grados de libertad. Esto
limita la aplicacién del método desarrollado a sisternas mds generales, en
particular, a los llamados campos. Sin embargo, no es dfficil modificar los
argumentos precedentes para poder atacar sistemas continuos.

A continuacién, generalizaremos el principio de mfnima accién a sistemas
continuos y campos.

A.2 Formulacién Lagrangiana para Campos

El método més directo para realizar dicha generalizacién es aproximarse a los
sistemas continuos mediante uno discreto, es decir, que contiene particulas
distribuidas no de manera continua y examinar los cambios que resultard
necesario realizar a las ecuaciones que describen dicho movimiento cuando el
limite continuo es alcanzado.
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A.2.1 La transicién de un sistema discreto a uno con-
tinuo

Aplicaremos el procedimiento mencionado a una cuerda infinitamente exten-
sa que sufre pequenas vibraciones longitudinales. El sistema discreto que nos
servird para aproximar dicha cuerda es una cadena de particulas puntuales,
todas con la misma masa m y espaciadas una distancia a. Se encuentran
adem4s conectadas por resortes sin masa todos iguales, con una constante de
restitucién k (lo que nos proporcionara un equivalente discreto a un potencial
continuo uniforme).
Obsérvese la figura A.1

[
R

aé

I
a1
I

3
+

figura A.1 Sistema discreto de masas iguales conectadas por resortes, como
aproximacién a la cuerda eldstica (continua}.

Las particulas estardn restringidas a moverse sélo en la direccién en la
que se extiende la cadena.

Este sistema discreto se puede abordar con las técnicas usuales. Asf
denotemos el desplazamiento de la i-ésima partfcula desde su posicién de
equilibrio por 7;, la energia cinética del sisterna se escribe:

-2
T=%Zmni



132 APENDICE A. MECANICA CLASICA

mientras que su energfa potencial corresponde simplemente a la suma de las
energias potenciales de cada resorte resultantes las compresiones o elonga-
ciones de éstos. Asf:

Con estos datos ya podemos construir el Lagrangiano del sistema:
.2
L=T-V= % Z [ma; —k(niy — 7:)]

Ahora como lo que queremos es poder tomar el lfmite cuando la separacién
en equilibrio entre las partfculas tiende a cero, es necesario introducir a en
dicha ecuacién

Hacemos:

L=

[T

Zi: a [% n —ka("ifﬂi)Q] =Y al;

i

Con lo cual, las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan:

%"73 —ka (’7:‘4-12—7?;) +ka (7?:' —Th'—l) -0 (A.2)

a a?

Cuando a — 0, ™ se convierte en p la masa por unidad de longitud,

es decir, una dmidac(il de masa, y ka en el Mddulo de Young de la cuerda
continua?.

Asf mismo, al pasar del sistema discreto al continuo el indice i que indica
la particula puntual en la que nos encontramos, a lo largo de la cadena, se
convierte en la posicién que varia continuamente, i.e. es una coordenada
de posicién, a la que llamaremos z, asi en lugar de la variable 7, tendre-

- T4

mos 77(x). Mds aun, la cantidad g—’il-&-—— que aparece en L; se convierte en

1La derivacién de como ke tiende al modulo de Young no es obvia y requiere de algunos
cédlculos.
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n(z + a) — n(z)

lo cual obviamente tiende a -—’1 cuando a tiende a cero. (a

toma el pa.pel de dz). Finalmente la suma se transfroma en una integral
sobre z, con esto el Lagrangiano para el sistema continuo se escribe como:

L= %/ (p. =Y (g)z) dz (A.3)

Cuando a — 0 los dos dltimos términos de la ec. (A.2) se convierten en

in—1(@). (&),

lo que define una segunda derivada de 7.
Asi las ecuaciones de movimiento para la cuerda eldstica son:

d"'n dn
7 Yoz dx?

que es la famosa ecuacién de onda en una dimensién con velocidad de pro-

pagaciéon v = %

=0

De este modo, el ejemplo desarrollado, nos ilustra la manera en que po-
demos pasar de un sistema discreto a un continuo. Cabe hacer notar que la
coordenada espacial z, es solamente una coordenada que describe la posicién
a lo largo de la cuerda que forma el sistema y no una coordenada generaliza-
da. Asi como , en el caso discreto, para cada valor de ¢ existe una coordenada
generalizada 7,, para cada valor de z corresponde un valor de la coordenada
n(z).

La ecuacién (A.3) muestra al lagrangiano como una integral sobre z, cla-
ramente esto puede ser generalizado, en el caso de tres dimensiones, mediante
la definicién de una funcién de densidad lagrangiana, de tal manera:

L= [[[ £ dedydz

£ es la densidad de lagrangiano y es ésta, y no el lagrangiano mismo, que
es méas utilizada para describir el movimiento de un sistema.

Ahora, ya estamos listos para introducir, con mas generalidad, el forma-
lismo lagrangiano para sistemas continuos, y desprendernos asi de nuestro
ejemplo.
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A.2.2 Formulacién Lagrangiana para sistemas conti-
nuos

La funcién densidad lagrangiana , para cualquier sistema continuo en una
dimensién, en general aparecerd de la siguiente forma:

£=2(ngd. 4=

El lagrangiano total, es como hemos dicho antes la integral de £ sobre el
rango de z definido para el sistema.

El Pricipio de Hamilton para dicho lagrangiano toma la forma:
8¢ =6 [[ Ldzdt =

Comprobaremos que las ecuaciones de movimiento para un sistema con-
tinuo (como las obtenidas en la seccién anterior) son derivables directamente
de la variacién de la doble integral de £. Las variables z y ¢ no son afec-
tadas por la variacién, ni indirectamente ni en los limites de integracién; la
variacién se lleva a cabo solamente en 7 y sus derivadas. La variacion serd
considerada nula en los puntos finales ¢y y ¢, asi como también en z; y x5.

Paralelamente a los métodos introducidos en la seccién anterior, podemos
tomar una familia de curvas variadas:

mz,t; @) = n(z,t;0) + o((z, t).
donde 7n(z,t;0) es la curva que satisface el Principio de Hamilton y { es

cualquier funcién "decente” que se anule en los puntos finales.
¢ como funcién de a tiene una derivada:

gL on 4L 4 [dy oL 8 [(dn
//{817301 3%8a(dﬁ)+a 8a( )}ddt

Mediante integracion por partes en z y t ; y teniendo en cuenta que la

variacién de 71 es igual a cero en los limites de integracién, se tienen las
siguientes relaciones:
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2 tz
0L 0 [dn aL \ on
Ma( Naew- [ 2 (aﬂ)aadt
ty

2 Iz
oe 8 (dn\ , [ d [og) an
9% 5a (d) dz = - / = (aﬂ) 2%

I1

. . d¢
sustituyendo en nuestra expresién para 7 © igualando a 0, obtenemos el
principio de Hamilton de la forma siguiente:

[T{5-4(5) - £ ()} (). memo

y ahora por el lema fundamental dada la naturaleza arbitraria de las curvas
variadas es necesario que la expresién entre llaves sea idénticamente cero:

1(6_2)+g(6_£)_6_8_
dt \ g% dzx aj_;l n

Esta iltima expresién nos da la ecuacién del movimiento que se deriva
del principio de Hamilton.

Aun es necesario hacer una generalizacién mds, para tratar sistemas en
tres coordenadas. Nétese que el Principio de Hamilton no hace distincién
alguna entre las variables espaciales y temporales; ambas deberdn ser tratadas
como variables independientes. No hay variacién alguna de las cantidades
del campo en los lfmites de integracién en ningiin caso.

Es matemdticamente conveniente pensar en este espacio 4-dimensional
con coordenadas zg=¢, 1, =, T =y y 3 = 2.

Ademds como el campo puede tener varias componentes, éstas serdn de-
notadas por 7, (daremos a este fndice la condicién de generalidad més amplia



136 APENDICE A. MECANICA CLASICA

posible, en ocasiones puede representar un sélo fndice que toma varios valores
asi como también p puede representar indices muiltiples).

La derivacién de alguna de las componentes del campo con respecto de
una coordenada z, se representara por el subindice v separado del subindice
p por una coma. Cuando s6lo existe una componente del campo, un espacio
en blanco antecede a la coma. Esta notacién serd utilizada por el resto
del capftulo, cuando sea conveniente, con fines de simplificar la escritura.
También la convencién de suma sobre {ndices repetidos serd asumida. En
caso contrario, asf lo indicaremos. Utilizaremos la convencién en la cual
indices con letras romanas representardn coordenadas espaciales, i.e. pueden
tomar los valores 1, 2 y 3; mientras que los cardcteres griegos correrdn de 0
a 3.

d

Notacién: 7,, = ng'

Asi, la forma mds general que la densidad lagrangiana puede tomar es:

L= L (05500 2)
Por lo que el lagrangiano total es:

L= {£(dz,)

El Principio de Hamilton se expresa como la integral sobre una regién
en nuestro espacio 4-dimensional:

5@:5/3(@,‘):0

donde la variacién de las 77, se anula en la superficie 5 que delimita la region
de integracién.

Para obtener las ecuaciones de Euler-Langrange procederemos como an-
tes. Construimos una familia de funciones “variadas” con un pardmetro
a,que se reducen a n,(z,) conforme el pardmetro o tiende a cero. Esto se
logra afadiendo a 7, el producto o, donde ¢, (z,) son funciones arbitrarias
adecuadas, que se anulan en la superficie S.

Tenemos:
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6<b—0@%2—0

«
Calculando directamente,

1P WG > on,,

( / aL T oL o, iz,
do on,0a 0On,, Oa
Integrando por partes:

@_/ g d (8L @np ] 9L 9, 4 )
do on, dz, \0n,, dz, Bnpuaa *

donde la iltima integral se anula cuando a — 0, pues puede ser trans-
formada, por medio del Teorema de la Divergencia en cuatro dimensiones,
en una integral sobre la superficie S (que limita la regién de integracién
en 4-dimensiones). Esta integral de superficie se anula , a su vez, porque la
variacién de 7, en la vecindad del campo adecuado es cero sobre la superficie.

Asf la dltima expresidn, en el limite a — 0 se reduce a:

(@) [ 2@ w

Nuevamente, dada la naturaleza arbitraria de la variacién para cada n, es
necesario que la cantidad entre corchetes se anule para cada componente,
para que las soluciones satisfagan el Prinicipio de Hamilton. Asi:

d oL B oL _0
dz, \dn,, Onp_

que es la expresion buscada para las ecuaciones de Euler-Lagrange. Esto re-
presenta un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales para las cantidades
del campo, con tantas ecuaciones como diferentes valores de p haya.
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Apéndice B

Grupos y Algebras de Lie

Existen muchos textos sobre la teoria de grupos de Lie y se recomienda al
lector que desee aprender mds sobre el tema consultar, por ejemplo [Wa]. El
propésito de este apéndice es apenas el de dar las bases, para mantencr la
obra tan "autocontenida” como sea posible.

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G que posee estructura de
grupo y cuyas operaciones de grupo (producto e inverso) son diferenciables:

(@ - :GxG—=G, (gug)r—a ¢
(it) ! : G - G, gr— g}

El elemento unidad del grupo de Lie se denota e. La dimensién del grupo
de Lie G queda definida por su dimensién como variedad.

Resulta que la estructura de grupo estd casi siempre completamente de-
terminada por su comportamiento cerca de la identidad.

Si G es un grupo de Lie, definimos el dlgebra de Lie correspondiente,
denotada g, como el espacio tangente a G en e. Es un espacio vectorial con
la misma dimensién que G.

Aunque no lo probaremos aqui, es importante hacer notar que todo grupo
de Lie G tiene una funcién exponencial definida:

exp:g— G
determinada univocamente por las propiedades:
1. exp(0) es el elemento identidad en G

2. exp(sz)exp (tz) = exp ({s +t)z),

139
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d
3. 5 &P (tz) im0 ==

Con estas propiedades y el teorema de la funcién inversa se puede probar
que exp mapea cualquier abierto que contenga a 0 € g suficientemente pe-
querno en un abierto que contiene a e la identidad en G. Se sigue que cualquier
elemento de la componente de la identidad de G es el producto de elementos
de la forma exp (z). Esto nos es util para calcular el dlgebra de Lie de un
cierto grupo G.

Hemos definido el 4lgebra de Lie como el espacio tangente a la identi-
dad, pero un grupo de Lie es tan simétrico que cada espacio tangente luce
exactamente como todos los demas. Veamo sen que sentido.

Dado un elemento g de G un grupo de Lie, existe una funcién L, de G en G
dada por h — gh, llamada multiplicacién izquierda por g, como tiene
inversa , es decir, multliplicar por la izquierda por g~! es un difeomorfismo,
esto significa que podemos "empujar” cualquier campo vectorial sobre G
usando L, :

(Ly)s : Vect (G) — Vect (G)

Decimos que el campo vectorial v en G es invariante por la izquierda
si (Lg).v = v, para toda g € G. Como (L,). es lineal,ls campos vectoriales
invariantes por la izquierda forman un subespacio vectorial de Vect (G), més
aun, es una subdlgebra vectorial (i.e. un subespacio cerrado bajo el paréntesis
de Lie).

Lo impresionante de esto, es que el espacio de los campos vectoriales
invariantes por la izquierda en G es isomorfo al dlgebra de Lie g. Veeamos
esto.

Dado un vector v; € g, (un vector tangente a e € G) podemos obtener
un campo vectorial invariante por la izquierda como sigue:

Vg = (Lg)tvl
Afirmamos que el campo vectorial asi definido es invariante por la izquierda.
Necesitamos demostrar que para cada g € G tenemos (L,).v = v, es decir,

que para cualquier h € G,

(Lg)evn = ULk
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que es lo mismo que

(Lg)evh = vgn

Para probarlo, usamos la definicién de v :

(Lg)evn = (Lg)u(Ln)utn
(Lth)ﬂ);
(Lgh)*'”l

vgh

De manera inversa, podemos tomar cualquier campo vectorial v invariante
por la izquierda , tomar su valor en e y obtener un vector en g. Asi, podemos
establecer un isomorfismo entre el espacio de los campos invariantes por la
izquierda y g.

En muchas ocasiones lo anterior es utilizado para dar una nueva definicién
de 4lgebra de Lie, como el espacio de los campos vectoriales invariantes por
la izquierda.
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Apéndice C

Geometria simpléctica

En el capftulo 2 hemos visto brevemente algo sobre geometrfa simpléctica y
la estructura natural del formalismo hamiltoniano. En el presente apéndice
trataremos més a profunidad estos temas, asi como el Teorema de Darboux y
veremos como se puede generalizar el formalismo a variedades de dimensién
infinita.

C.1 Campos hamiltonianos

Hemos visto que los campos Hamiltonianos son aquellos campos u definidos
en una variedad simpléctica (X,w) tales que:
Lyw=0 (C.1)

Podemos construir un campo hamiltoniano asociado a una funcién H {el
hamiltoniano) tomando la 1-forma diferencial dH sobre X y de esta manera
tenemos en cada punto z € X un vector tangente a X y podemos obtener
mediante la funcion I : T*X, — TX, (el isomorfismo que asocia a cada
vector una l-forma we (n) = w(n,§), Vn € TX,, utilizando la forma
simpléctica w) un campo vectorial /dH en X. Si la funcién H es la funcién
hamiltoniana entonces IdH es el campo hamiltoniano.

Sea u un campo vectorial correspondiente a H (el Hamiltoniano) como
iyw = —dH. Este da lugar a un grupo de difeomorfismos g* : X -~ X :

&log'z = u(2) (C:2)

El grupo g'recibe el nombre de flujo hamiltoniano, con hamiltoniano H.

143
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Como consecuencia de la definicién de campos hamiltonianos tenemos el
siguiente teorema:

C.1 Teorema: Un flujo hamiltoniano preserva la estructura simpléctica:

() w=w (C.3)
(véase [Ar] para una prueba del teorema).

Ademds, se dice que cualquier difeomorfismo f de X es simpléctico o
simplectomorfismo si deja invariante la forma simpléctica w.

flw=w (C.4)
Tenemos un ultimo teorema acerca de los campos hamiltonianos:

C.2 Teorema: El conjunto de campos hamiltonianios es una subélgebra
de Lie del dlgebra de Lie del conjunto de campos vectoriales.

Desmostracidn:

Si v, y v son campos hamiltonianos, (v, v;} es también hamiltoniano, ya
que £y, wiw = [£y;, £o,]w. Las otras propiedades se verifican facilmente.

En la mecdnica hamiltoniana las llamadas trasformaciones canénicas jue-

gan un papel muy importante, veamoslas en el contexto de una variedad
simpléctica arbitraria.

C.1.1 Invariantes integrales

Sea ¢ : X — X wuna funcién diferenciable.
Decimos que una k-forma w es un invariante integral de la funcién g si
las integrales de w en cualquier k-cadena c y su imagen bajo g son las misma:

gcw = fcw

C.3 Teorema: La forma w que da la estructura simpléctica a X es un
invariante integral del flujo hamiltoniano.



C.2. ESPACIOS VECTORIALES SIMPLECTICOS 145

Esto solo reformula en nuestros nuevos términos el teorema anterior.
De hecho, si consideramos las potencias exteriores de w:

2

w =wAuw, w®

=wAwAw,...
todas las formas asi definidas serdn invariantes integrales del flujo hamilto-
niano.

Asi, definimos un elemento de volumen w", con lo que el flujo hamilto-
nianao preservard €l volumen, obteniendose asi el Teorema de Liouville como
un corolario.

C.1.2 Transformaciones canénicas

Decimos que una funcién § : R** — R?" es una transformacién canénica
si tiene a w la forma simpléctica como un invariante integral.

Las formas w?,...,w" son invariantes integrales de cada transformacién
candénica. Por lo tanto, bajo una tranformacién canénica la suma de las 4dreas
orientadas de las proyecciones sobre los planos coordenados es preservada. De
manera particular, las transformaciones candnicas preservan el volumen.

C.2 Espacios vectoriales simplécticos

Sabemos que la estructura euclideana en un espacio vectorial est4 dada por
una forma bilineal simétrica, y la estructura simpléctica estd dada por una
forma skew. La geometrfa de un espacio simpléctico aunque diferente de la
de una espaico euclideano, tiene con éste algunas similitudes.

Tomaremos como modelo de nuestro espacio vectorial de dimensién par
a R,

Definimos una estructura simpléctica lineal en R*" como una 2-forma.
bilineal skew no degenerada. A esta forma le daremos el nombre de producto
escalar antisimétrico y lo denotaremos como [£,n] = — [n,£]. El espacio
R? junto con la estructura simpléctica [ , ]es llamado espacio vectorial
simpléctico.

Veamos un ejemplo, en R*" sea (py, ..., Pn, a1, .--Gn) las coordenadas y w
la 2-forma w = p; A q; + ...pn A g,. Como esta forma es no degenerada y
skew simétrica, podemos formar el producto escalar antisimétrico con ella:

€l =w(én).
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Asf, el espacio R?* con coordenadas (py, ..., p,, q1, ...gn) tiene una estructura
simpléctica. Esta estructura recibe el nombre de estructura simpléctica
estdndar.

Con la estructura estandar, el producto skew escalar de dos vectores repre-
senta la suma de las areas orientadas del paralelogramo (£,7) en los n planos
coordenados (p;, ¢;) .

Dos vectores £,7 son llamados ortogonales antisimétricos si su producto es-
calar antisimétrico es igual a 0.

C.2.1 Bases simplécticas

Asi, como en el caso euclideano, a partir del producto escalar podemos elegir
una base distinguida, de manera que los vectores en ella sean ortonormales
entre si, podemos en el caso simpléctico de la misma manera introducir una
base que es ortonormal referente a la estructura simpléctica estandar, somo
a continuacién:

C.4 Definicién: Una base simpléctica es un conjunto de 2n vectores
€p;+ €+ i = l..n cuyos productos escalares tienen la forma:

[eper €p;] = [epir €q;] = leqreq,] =0, fep, el =1 (C.5)

Todos los espacios simplécticos poseen una base, de hecho podemos tomar

cualquier vector diferente de cero como el primer vector de la base (véase
[Ar]).

Antes de ver brevemente como se generalizan estos conceptos al caso de
dimensién infinita probaremos el teorema de Darboux.

C.3 Teorema de Darboux

El teorema de Darboux es el que nos garantiza que cada variedad simpléctica
tienes coordenadas locales (py, ..., pn,q1, ...qn) en las cuales la estructura sim-
pléctica puede ser escrita de la manera mas sencilla posible w = Y dp: Adg;.
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C.3.1 Coordenadas simplécticas

Recordemos que en la definicién de una variedad existen unas condiciones de
compatibilidad entre las cartas que conforman un atlas. Las funciones ¢ 1%-
que van de una carta a otra.

Definimos un atlas simpléctico en una variedad X de dimensién 2n si la
forma simpléctica estandard w = >_dp; Adg; es introducida en el espacio de
coordenadas R?** = {(py, ..., Pn, Q1,.-.¢z)) ¥ la manera de pasar de una carta
a otra es realizada por una transformacién canénica @] ;.

Cada variedad simpléctica tiene un atlas simpléctico, esto queda expre-
sado en el siguiente teorema:

C.3.2 Teorema de Darboux

Sea w una 2-forma diferencial cerrada no degenerada en una vecindad de
un punto x en el espacio R?™. Entonces en alguna vecindad de x podemos

escoger un ststema de coordenadas (p, ..., Pn,q1,---Gn)tal que la forma tiene
n

la forma esténdar: w =) dp; Adg; .

Veamos la construccién 1de estas coordenadas.

Para la primera coordenada p; tomamos cualquier funcién lineal no cons-
tante y por simplicidad suponemos que p; (z) = 0. Definimos P, = Idp, x
Asf, P, es el campo hamiltonianao correspondiente a la funcién p;. Como
P, (z) # 0 podemos trazar un hiperplano N por = que no contenga al vector
P, 1 (.’L‘) .

Consideremos el flujo hamiltoniano P} correspondientes a la funcién ha-
miltoniana p,. Considerdmos el tiempo ¢ necesario para ir de y € N al punto
z = P{(y) bajo la accién de P! como funcién de z. Por los teoremas usua-
les de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias, la funcién estd bien
definida y es diferenciable en una vecindad del punto z € R?". Llamemos a
esta funcién ¢,. Nétese que ¢ = 0 en N y que su derivada en la direccién
del campo P, es igual a 1. El paréntesis de Poisson de las funciones p, y
qicontrufdas es igual a 1 :

[QhPI] = 1.

Asi, la construccién para el caso n = 1 estd concluida. Sea n > 1.
Supongamos que el Terema de Darboux es vilido para R?*~2. Consideremos
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Figura™C.1: Construccién de las coordenadas simplécticas
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el conjunto M dado por las ecuaciones p; = ¢, = 0. Las diferenciales dp,, dq,
son linealemente independientes en z ya que w (Idp,ldq) = [q1, ;1] = 1.
Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita el conjunto M es una
variedad de dimensién 2n — 2 en una vecindad de z.

Ahora, dado que la forma simpléctica w es no degenerada en T M., pode-
mos afirmar el siguiente lema:

C.5 Lema :Le estructura simpléctica w en R*" induce una estructura sim-
pléctica en una vecindad del punto x en M.

Probemos el lema. Consideremos el espacio vectorial simpléctico TR?" ;
los vectores P, (), h (z) correspondientes a los campos hamiltonianos de las
funciones p; y q; pertenecen a TR?". Sea { € TM,. Las derivadasdep, y q; en
la direccién de £ son iguales a 0, lo que significa que dp; (§) = w (£, 1) =0
y dgi (§) = w(€,Q1) = 0.Asi, TM, es el complemento skew-ortogonal de
P (z) y @1 (z) y esto determida que w es no degenerada en TM.

Ahora, continuemos con la construccion de nuestras coordenadas. Por
medio de la hip6tesis de induccién, sabemos que hay coordenadas simpléc-
ticas en una vecindad del punto = en la variedad simpléctica (M, w|y). Las
designaremos p;,¢; (i =2,...,n). Extendemos las funciones ps,...,¢, & una
vecindad de z en R?" a continuacién: cada punto z en una vecindad de z en
R?" puede ser escrito univocamente en la forma z = PiQiwconw e My sy
t son mimeros pequenos. Fijamos los valores de las coordenadas ps, ..., g, en
z igual a sus valores en el punto w (véase la figura C.1 ). Asf las 2n funciones
P1y s Prs 1, -, @n fOrman un sistema local de coordenadas en una vecindad
de z en R?.

Para finalizar la prueba del teorema de Darboux, veremos que las coor-
denadas asf construidas son, en verdad, simplécticas.

Designemos P! y Q! los flujos hamiltonianos con funciones hamiltonia-
nas p; ¥ ¢; y P; y Q: los campos vectoriales correspondientes. Calculemos
los paréntesis de Poisson de las funciones p,...,Pn,q1,...;gn. Y& vimos que
[ 71, 1] = 1 por lo tanto concluimos que los flujos P} y Qjconmutan, i.e.
PiQ] = QiF.

De la definicién de las py, ..., ¢, observamos que cada una de estas fun-
ciones es invariante con respecto de los flujos P} y @%. Asi, el paréntesis de
Poisson de p; ¥ ¢, con las demds 2n — 2 funciones p;,¢: (¢ > 1) es igual a
0. Por lo tanto, la funcién P{Q? conmuta con todos los otros 2n — 2 flujos

PlyQi (i>1).
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Esto implica, que P{@Q} deja invariantes cada uno de los 2n — 2 campos
P,y Q: (i > 1), es decir, los deja fijos. Entonces P{Q}} preserva la estructura
simpléctica w ya que los fluyjos P} y @} son hamiltonianos, por lo que, los
valores de la 2-forma w en los vectores de cualquiera de los 2n — 2 campos
P,y Q; (i > 1) son los mismos en los puntos z = P{@Q5 (w) e R*™ y w € M.
Pero estos valores son iguales al parénteis de Poisson de las p; y ¢, asf los
paréntesis de Poisson de cualesqueira dos de las 2n — 2 funciones coordenadas
Pi,¢ (i > 1) en los puntos z y w serdn iguales.

Como las funciones p, y q; son primeras integrales de cada uno de los
2n — 2 flujos P} y Q3 (i > 1), entonces cada uno de los 2n — 2 campos P; y
Q: (i > 1) son tangentes a la variedad de nivel p, = ¢; = 0. Pero esta variedad
es M , por lo tanto los 2n — 2 campos P; y @; (¢ > 1) son tangentes a M.
Como consecuencia, estos campos son hamiltonianos en la variedad simpléc-
tica (M,w|ar), Iss funciones hamiltonianas correspondientes son pi|as, gifar
(i > 1). Por lo tanto, en el espacio total (R*,w), el paréntesis de Poisson de
cualesquiera dos de las 2n — 2 coordenadas p; y ¢; (i > 1) considerado en M
es €l mismo que el paréntesis de Poisson de éstas en la variedad simpléctica
(M ‘leM )

Ahora, por nuestra hipétesis de induccidn, las 2n — 2 coordenadas p;|ar y
&|m (i > 1) en M son simplécticas, por lo que, en el espacio total (R*",w),
el paréntesis de Poisson de las coordenadas p; y ¢; construfdas, tienen los
valores estdndar:

[pi, 2j] = [pig;] = lai,4;] =0, pi,g] =1

Los paréntesis de Poisson de las coordenadas p; y ¢; en R?* tienen la misma

forma si hacemos w = }_dp; A dg;; pero una forma bilineal cualquiera es
determindad por sus valores en los pares de vectores de la base. Asi, los
paréntesis de Poisson de las funciones coordenadas determinan la forma de
w de manera tnica. Por lo tanto w tiene la forma:

y el teorema de Darboux queda probado.
=

La teorfa se puede generalizar al caso de dimensién infinita como sigue:
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C.4 Variedades simplécticas de dimensién
infinita

C.6 Definicién: Sea X una variedad modelada sobre E un espacio de
Banach, T* X su haz cotangente y 7 : T*X — X la proyeccién canénica.
La 1-forma canénica 8 en T* X estd definida por

Bz (w) = p(n'w) (C.6)

conz € X,peToX yw€ Tpn(T*X) y 7' es la funcién derivada de m, .i.e.
7 T(T*X) — T(X).

En una carta donde (z,p) € E x E*,w = (V, P) € E x E* la férmula queda :
Ozm (V. P) = p(V)

Si E es de dimensién finita, en coordenadas naturales tenemos:
= Ep,-da:i

Consideremos la 2- forma cerrada exacta en T°X , w = df
En una carta:

Wiz p((V1,P1), Vo, Pr)) = P(V2) — P2(W1)

si E es real, w = Y_ dp; A dz

C.7 Teorema (sin demostracién):

1) La forma w es una forma simpléctica débil en T*X , llamada
candnica

2) Es una forma simpléctica en T*X si E es reflexivo.
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Apéndice D
Homologia y Cohomologia

A partir de la teorfa de integracién y del Teorema de Stokes se desprenden
importantes teorfas como la de Homologfa y Cohomologfa.

Definimos un p-simplejo como un subconjunto de R™ definido en tér-
minos de p + 1 puntos linealmente independientes. Esta definicién es una
generalizacién, a dimensiones mayores 0 menores del concepto de un tridn-
gulo (2-simplejo) en términos de tres puntos linealmente independientes. Un
p-rectdngulo P en RP es un subconjunto de R? naturalmente orientado
definido por:

a' <zt <V, i=1,..,p

La frontera 0P de un rectdngulo P en R? es la unién de los 2p rectdn-
gulos en RP~! definidos por las caras z* = a* y z° = b del rectdngulo P;
las p — 1 coordenadas de un punto en una de esas caras son (z!, ..., %, ...2%)
cona’ <2/ < ¥, j=1,..4,..,p. (el "sombrero” en el indice implica que es
omitido). La frontera también se puede definir para simplejos.

Dado que los rectdngulos son los elementos fundamentales para definir ca-
denas y formular una teorfa de integracién, podemos extender el concepto de
frontera a cualquier cadena, como la union de las fronteras de los rectdngulos
que la forman menos las intersecciones de éstas.

El teorema de Stokes nos dice:

Jedw = foow

lo que también se puede escribir de manera simbélica como:

153
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(C,dw) = (8C, w)

No probaremos aquf el teorema de Stokes, sino que lo utilizaremos como
punto de partida para construir la teorfa de Cohomologfa y homologfa.

Dada la forma simétrica del teorema de Stokes y puesto que d? = 0
tenemos que 8% = 0. De hecho:

(8°C,w) = (8C,dw) = (C,d*w) =0

Estas igualdades nos dan aun una idea més grande de las similitudes entre
las formas y las cadenas y entre los operadores de derivacién y de frontera.
Tanto el conjunto de formas A (X) como el de cadenas finitas C (X)
en una variedad X tienen estructura de espacios vectoriales graduados con
operador diferencial:
A(X) [C(X)] es una coleccion de espacios vectoriales A? (X) [Cp (X))
sobre R, y tiene un operador de coborde [borde] tal que :
coborded: A(X) = A(X), dAPCAPY, d?=0
borde 8:C(X) - C(X), 0C,C Cp, 8% =0.

Una forma w tal que dw = 0 recibe el nombre de cociclo (forma cerra-
Una cadena finita C tal que 8C = 0 recibe el nombre de ciclo.

Una forma w tal que w = df recibe el nombre de coborde (cofrontera
o forma exacta).

Una cadena finita C tal que C = 8B recibe el nombre de borde (fron-
tera).

Noétese que :

w=d¢ =>dw=0perodw=0 S w=df
C=08B=8C=0perodC =04 C=0B

Sea ZP[Z,] el espacio vectorial de los cociclos [ciclos] de grado [dimensién]
p, sea BP[B,) el espacio vectorial de los cobordes [bordes] de grado [dimensi6n]
p.Como d® =0, B? C 2P,y como &* =0, B, C Z,.

El espacio H? = ZP/BP? es el espacio de p—cohomologia de X. Los
elementos de H? (X} son conjuntos equivalentes de cociclos. Dos cocliclos
pertenecen al mismo conjunto equivalente, o son homologos si y sélo si
difieren por un coborde, i.e. w ~ wqy © wy — wp = db.
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Andlogamente H, = Z,/B, es el espacio de p—homologia de X. Dos
ciclos son homdélogos (es decir, pertenecen a la misma clase de homologfa)
si y s6lo si difieren por un borde.

La dimensién del grupo de p—cohomologfa [u homologfa] es llamado el
nimero de Betti 4”[b,] de X.
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