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Introduccion

fiste trabajo tiene como ohjetivo estudiar las variables aleatorias Normales-Series
de Potencias Infinitamente Divisibles (NSPID), que pueden ser interpretadas como
variables aleatorias normales con media cero y varianza 2, con sigma a si vez una
variable aleatoria con distribucién Serie de Potencias Infinitamente Divisible. Este
rstudio incluira las semejanzas y diferencias de este tipo de distribuciones con la
distribucion normal, ¥ en general el estudio se realizara mediante la obtencion y
estudio de sus funciones caracteristica, de distribucion y generadora de momentos,
asi como tambien de sus momentos.

El Primer Capitulo es sobre conceptos preliminares, su objetive es establecer
notacion y recordar conceptos basicos de probabilidad, en este capitulo tambien
«e hablard de la distribucién normal, ya que esta distribucion es la base, junto
con las distribuciones infinitamnete divisibles, del presente trabajo. En el Segundo
Capitulo se presentan distribuciones sobre los enteros, en particular distribuciones
Senes de Potencias Infinitamente Divisibles y se mostrardan algunos ejemplos, esto
con la intencion de tener todas las herramientas necesarias para el desarrollo del
objetive principal de este trabajo. Finalmente relacionaremos todos estos resulta-
dos en el Tercer Capitulo, para estudiar csta mezcla de distribuciones normales y
distribuciones Series de Potencias Infinitamente Divisibles y hacer una comparacién
ke alpunos ejemplos de NSPID, con la distribucién normal.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este Capftulo con algunos conceptos preliminares de probabilidad, después
se recuerdan aspectos de la distribucién normal, dentro de los cuales se encuentran
funciones de distribucién y densidad, funciones generadora de momentos y carac-
teristica, asi como sus momentos.

Estas herramientas de trabajo se desarrollan con el propésito de utilizarlas en
la mezcla de distribuciones normal con Series de Potencias Infinitamente Divisibles,

las cuales se trataran en el Capitulo 3.

1.1 Funciones generadora de momentos y carac-
teristica

La funcién caracteristica es una de las herramientas principales en la teoria analiti-
ca de probabilidad. En esta seccién se definirdn funcién caracteristica y funcién
generadora de momentos y se presentardn sus principales propiedades. Primero se
haran algunas observaciones generales.

Aunque las variables alcatorias (v.a.) toman valores reales, la teoria de funciones
¢aracteristicas requiere variables aleatorias que tomen valores complejos. Muchas
definiciones v propiedades que envuelven variables aleatorias pueden ser extendidas
al caso complejo. Por cjemplo, la esperanza de una variable aleatoria compleja
X -+ 1Y que existe si las esperanza E [X| y E|Y] existen, y en este caso se define
EIX +:Y] = E[X]+iE[Y]

Definicion 1 La esperanza de la variable aleatoria ¢ es la lamada *funcion
caracteristica” de la variable aleatorie X. (t es un parametro veal. ). Si Fx (x) es
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la funcion de distribucion de lo variable X, entonces su funcidn caracteristica es:
ox (0= [ e=drx(o) (@)

Del hecho de que |e“‘m| = 1 para todos los valores reales de t, se sigue que la
integral (77) existe para todas las funciones de distribucién, asi, se puede definir
1ina funcién caracteristica para cada una de las variables aleatorias.

La funcién caracteristica tiene dos grandes ventajas sobre la generadora de mo-
mentos. Primero @x (¢) es finita para todas las variables aleatorias X y todos los
ntimeros reales t. Segundo, 1a funcién de distribucién de X y la funcién de densidad
de X, si esta existe, se pueden obtener de vy (t) por medio de una “frmula de
inversién”.

Ia Formula de Inversion y El Teorema de Unicidad

Hemos visto que la funcién caracteristica de una variable aleatoria X puede
obtenerse siempre a partir de su funcién de distribucién; es importente que el teore-
1ma reciproco tambien es valido: una funcién de distribucién queda completamente
determinada por su funcién caracteristica. A continuacién se muestran algunos
resultados gue nos relacionan estas dos funciones.

Teorema 2 Lema 8 : Sean ¢y (i} v Fx(z) le funeion caracteristica y de dis-
trbucton de una veriahble aleatoria X respectiwomente. 51 xy y %o son punios de

continuidad de lo funcidn Fx(x), entonces

c eitu:] ___eitq;2

1 .
Fx(z2) — Fx(z1) = 5~ lim wx (t)dt.

we—oo f it

(Demostracion en Gnedenko, Theory of probability pag. 237).

Teorema 4 (Teorema de Unicidad) : Una funcidn de distribucion esta completa-
mente determinada por su funcién carecterisiica.

Dem Del teorema anterior, se sigue inmediatamente que la férmula

i C ity _ itE
Fx(z) = — lim limf L,—e—qox (t)dt

T y— oo c—oo f it

e5 aplicable a cada punto de continuidad de Fx (), donde el limite en y es evaluado
en puntos de continuidad de la funcion Fx (x}.

Teorema 5 : 5 fa funcidn caracteristica @y (t) es sumable (Lebesgue integrable)
sobre la tecta real, entonces la funcion de distribucion Fyx(z) correspondiente es

continua, su dervada fx(x) es confinua, ¥

Jx () = B () = 5= [ e (0.
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(Demostracion en Gnedenko, Theory of probability pag. 277).

Teorema 6 : 5t
E=& Hé+. &,

donde cada término es independiente de la suma de los anteriores, entonces lo
funcién caracteristica de la variable £ es igual ol producto de las funciones carac-

teristicas de los sumandos.
Dem :

il

(€,+€,+ -+E,, )}

e (t) = E[

= E[e
E[ e HE T HE 1) giEL ]
E[

€, +E,+ - +s,_.)] e+

A AT A
= g, (e, (£) 0 (1)
Definicion 7 Sea X una variable aleatoria. S: k > 1, al nimero E [Xk} se

le Hlama el k-ésimo momento de X, y a I [(X - E[X])k] se le llama el k-ésimo

romnento central | estos son defimdos solo cuendo E [X] es finita.

Definicién 8 La funcidn generadora de momentos, My (£}, de una varwable aleato-
ria X ,si esta exste (es decir, st es finita) se define para todos los valores de t como

My (t)=F [etx] = /e"’IdF (x).

Llamamos a My (t) la funcién generadora de momentos porque todos ios mo-
mentos de X; cuando estos existen, pueden obtenerse a partir de las derivada del
orden correspondiente de My (t) y evaluando en t = 0. La n-ésima derivada de
My (1), si esta existe, estd dada por

M () = E[x ], n>1,
esto implica que

MM Oy =E[X"], n>0.
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Cuando My (t) existe en el Intervalo [¢| < T, para algin T' > 0, entonces E [X7]
es el coeficiente de t7/7! en el desarrollo de Taylor de Mx () :

e
Mx (t) =1+ SE[X].
r>1
La relacion entre ¢ (£), la funcién caracteristica de la variable aleatoria X, y

My (). la funcién generadora de momentos de esta misma variable aleatoria X

esta dada por
My (t) = px (—2t).

Una propiedad importante de la funcién generadora de momentos es que la
funcién generadora de momentos de una suma de variables aleatorias independientes
es igual al producto de sus funciones generadoras de momentos.

1.2 La distribucién normal

Decimos que X es una variable aleatoria normal, o que tienc una distribucidén nor-
mal. con parametros o y o2 si la funcion de distribucion de X est4 dada por

® 1 (e—m?
D 3::/ e =2 dt, —co < x < co.
x () |

Y lo denoctaremos como X ~ N (p,0%) .
Camo esta densidad es absolutamente continua (con respecto a la medida de

Lebesgue) existe su funcidn de densidad que es la siguiente

My () = ——=ct 2, —oo < & < 00

esta funcién de densidad tiene forma de campana y es simétrica con respecto a p,
comne se muestra en la siguiente gréfica de la funcion de densidad de una distribucion

(0. 1)
O (x) = = exp (_sz)
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Para verificar que ¢y {x) es una funcién de densidad, mostraremos que
00

o 1 tr—m?
f oy (x)dz = / et dz =1,

o 210 J oo

Haciendo el cambio de variable y = ($;“) , obtenemos

1 e (s —)? d 1 oo w?
e 2l dx= e 7 dy,
27('0'./. 2T [oo Y

—o0

asique lo que debemos mostrar es

o 2
3w
f e dy = Vor.
——0

oot
Pura esto, sea T = [ e” z dy, entonces

Uz+,2)

Y S SN et e ()
[© = e Idy e ZTdx = e 7 dydz.
[e.o] — —cO

oo -
Ahora evaluaremos esta doble integral haciendo un cambio de variable a coordenadas
polares. csto es. haclendo @ = rcosf, y = rsend, y dydx = rdfdr se tiene

[e%] 2n L oo 4
] f e T rdfdr = 2n f re Tdr
0 Jo 0

-2
—27e” 7 |7= 27,

12

I

Por lo tanto I = +/27.
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Enseguida se mostrard que los pardmetros u y o2 de una variable aleatoria
normal representan su media y su varianza. En efecto,

EX]= ! f ve 5 da.

2ma

Eseribiendo x como {z — p) + i tenemos

1

[ (€ e T do  pe
T — e ¢ du
27w # 'u\f 2?1'0‘

haciendo y = = — u en la primera integral se tiene:

o0 2
E{X) = f e U5t g

1 oo Uz (e8]
ElX] = / e 2ldy + ,u/ S (z) dx,
—co —oa

2mer

donde f (z) es la funcién de densidad de la normal Por simetria, la primera integral

©5 cero, asi
oo
:,u/ flz)dr = g
—2Q

Ahora verificaremos que o2 es la varianza de X

Var(X) = B[(X - )] = \f1_0 ]m (@ )2e o do

substituyendo y = E;—‘“) obtenemos

0'2 & 2
Var X} = #—f vie” Tdy

V2T o

Integrando por partes

0,2 —y? o u?
Var [X} - — [gyeT ;‘iooo +[ *zdyJ

1.3 Normal Estandar

Distribucién de Y=aX+4-4
Un hecho importante acerca de estas variables aleatorias es que si X tiene dis-
tiibucién normal con pardmetros ;i y 02, entonces Y = oX + § tienc distribucién
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normal con pardmetros 5+ ap ¥ 2?2, Para probar esto, supongamos que o > 0
(ta demostracién cuando a < 0 es similar). Ahora, ®y, la funcién de distribucién
de la variable aleatoria Y, estd dada por

By (a) = P{Y <a}=P{aX+8<a}
_ P{Xg“aﬁ}zqax(a;ﬁ),

derivando obtenemos la funcién de densidad de ¥

. 1. (a- 1 —B—ow)’
oy (a) = afx (a O’ﬁ) " Vrao P {_{a 2(0:0)3[“) }

lo que muestra que Y tiene distribucién normal con media f+ o y varianza o

Normal Estdndar

Una aplicacién importante del resultado anterior es que si X tiene distribucion
normal con pardmetros £ y 02, entonces Z = X—;"f tiene distribucién normal con
pardmetros 0 y 1. A este tipo de variables aleatorias se les llama Normal Estdndar.
Se acostumbra denotar la funcién de distribucién de las variables aleatorias Normal

Estandar simplemente por ® (z) . Esto es,

1 o

2,2

o

teniendo la siguente grifica

0.8

0.6

-4 2 ¢ 2 4

1Y

()= [ A exXp (_th) dt
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Valores de la funcién para z > 0 se obtienen de tablas y para z < 0 se tiene la

siguiente relacion:
&(—z)=1—P(z), —00 <z < 00, {1.1)
esta rpopiedad es debido a la simetrfa de la funcién de densidad. Otra propiedad

es que la funcién de distribucién de cualquier variable aleatoria X ~ N (,LL,O’Q) se
puede calcular en términos de la funcién de distribucién de la variable aleatoria

normal estandar ® :

bx(z) = P(X<2)=Plu+oZ<a)
P(Z<’C;“>—¢)(‘TJ‘“).

De la misma forma, st a < b entonces

P(a§X<b)—@(g-§£>—<I>(a_‘u>.

T

1l

Otra propiedad de la funcién de densidad de la Normal Estdndar cs que es
simétrica, esto es, una funcién f de densidad es llamada simétrica si f (—z) =
f(#) Wz, v una variable aleatoria es llamada simétrica si X y —X tienen la misma
funcion de distribucion. Estos dos resultados estdn estrechamente relacionados por

el siguwente teorema.

Teorema 9 Sea X una varieble aleatoria con f.d.d. f. Entonces f ¢s simétrica 51
y solo st X es une variable aleatoria stimétrica.

La ecuacién (1.1) se deriva de la simetrfa de la variable aleatoria normal estdndar,
va que, st Z ~ N {0,1) entonces

Pl-Z <z|=P[Z < 1]
= 1-PlZ < —za|=P[Z <2
= 1-®(—2)=P(x).

La funcién generadora de momentos A (t} de una variable aleatoria Z que tiene
distribucién normal con pardmetros 0 y 1 es
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I « tz ’Qd
= ete Tdr
\IZW/_.OO

i [‘x’ { :L’2—2t:z:}dr
= — EXp § ————— > ds
Vor o F 2

T (z—t)° #|
= -\/—2_;/ exp{——z———i-a}da,

) 2
T dp=1e?.

Mz(t) = E[e”] =

s
= e 2

\fz?

Para obtener la funcién generadora de momentos de cualquier variable aleato-
ria norntal usaremos e] hecho de que X = p + ¢Z tiene distribucién normal con
pardmetros x4 y a2 , asi esta funcién estd dada por

Mx(t) = E [et,‘(] —E [et(#+oz)] _E [e"“"e“’z]
¥
= e"E [et"z] = e My (to) = et 5

a?i?

I'n general si X ~ N (0,0?%) entonces

E[X* = 0Osin=2k—-1, k&N (1.2)
2 (2k)!
E{X" = E[Xz"]:%c%cl—}—sin:%,kel\l.

Asi, la funcién caracterfstica de X, si X ~ IV (0,0’2) es

ox () = E[e] :E{Z LMW

n!
n=0

ng [Xn] " st iZkE [XQA‘] t2k

- ZET_:Z (2Kk)!

n=0 : k=0

2 42k 2k 52k (9] oo ( z‘z)k
D T

k=
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Y en general, si X ~ N (g, 0%) entonces ¥ = X —p~ N (0,0?) , ¥ se tiene

ox (1) E[¢¥]=E [efww)]

3 o2
ey (t) =ee” 2, —o0 <t < oo

A continuacién se presenta la gréfica de la funcion caracterfstica de la variable
aleatoria Normal Estdndar

-4 -2 0 2 4
_té
wx (t) = exp (7)

1.4 Distribuciones Infinitamente Divisibles

Por mucho tiempo, el problema central en la teoria de probabilidad fue el descubrir
bajo que condiciones distribucioens de sumas de variables aleatorias independientes
convergian a la distribucion normal.

Al mismo tiempo que la solucion a este problema clasico estaba siendo concluida,
fue creada v desarrollada una nueva teoria en distribuciones limite de sumas de vari-
ables aleatorias independientes, estrechamnete relacionada con la teoria de procesos
estocasticos. ta primer pregunta fue que distribuciones, aparte de la distribucion
normal, pueden ser limites de sumas de variables aleatorias independientes, tas dis-
tribuciones infinitamnete divisibles surgen como solucion a esta pregunta.

Distribuciones infinitamnete divisibles ¥y sus propiedades fundamen-
tales

Definicion 10 Una variable aleatorio X, con funcidn de distribucion Fy , y funcion
caracteristica - es llamade mfinitamnete dunsible si, para todo nidmero notural n,
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X es la suma de n variables aleatorias independientes X,,Xq,..., X, identicamnete
cistribuides (dependiendo esta distribucidn de n), es decir

X=X\ +Xo+..+ X,

it
o cquivalentemente px = (wx,) -

{la notacion X =9 Y significa que las variables aleatorias X y Y tienen la misma
dhistribucion, es decir, Fx(z) = Fy(z), = € R)
Fn el siguiente capitulo se define la convolucién de dos variables aleatorias y

veremos que la definicion anterior es equivalente a Fy = Fx, *--- * Fx,..

En los ultimos aiios se a visto que la distribuciones Infinitamente divisibles
juegan un papel muy importante en diversos problemas de la teoria de probabilidad.
En particular, la clase de distribuciones lfmite de sumas de variables aleatorias
coincide con la clase de distribuciones Infinitamente divisibles, este resultado se

mucstra en el siguiente teorema.

Teorema 11 Una varable aleatorio X es el limate de sumas Xon = 3 gy Yok 51 Y
solo ;1 X es infinttamnete divisible.

(Demostracion en Shiryayev, Probability pag. 335).
Propiedades
La funcien caractenstica de una distribucién Infinitamente divisible nunca se

annla.
La funcién de distribucion de una suma de variables aleatorias independientes

Tufinitamente divisibles es Infinitamente divisible.

La distribucién limite (en el sentido de convergencia debil *) de una sucesién de
funciones de distribucién Infinitamente divisibles es Infinitamente divisible.

~Una sucesién de funciones no decrecientes

Fi(z), Fa(z), ..., Falz), -

convergen debilmente a una funcién F{x} si cuando n — co converge a F(z) en
cada uno de sus puntos de continuidad, y asuminos que Fj,(—o0) =0
Por ejemplo, la funcién de densidad normal es Infinftamnete Divisible; en efecto

13L a2t

7T L n n
ox () = e = (e 5E) — (px, ()

donde gy, (t) esla funcién caracterfstica de una variable aleatoria normal ( %)
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Distribuciones sobre los
enteros

ILas distribuciones Series de Potencias Infinitamnente Divisibles (SPID) se abordan
via funciones generatrices de probabilidad, por lo cual, en la primera parte de este
capitulo se trata la funcién generatriz de probabilidad de distribuciones sobre los
enteros en general. Posteriormente se muestran algunos resultados titiles para el
ostudio de distribuciones SPID, como son El Teorema de la Continuidad y el teorema
ue relaciona las funciones generatiices de probabilidad Infinitamente Divisible y
Poisson Compuesta. Se incluyen secciones sobre la distribucion Poisson y Binomial
Negativa, ya que, al ser distribuciones SPID se utilizan en los ejemplos de Normales
Soeries de Potencias Infinitamnete Divisibles (NSPID) del capitulo 3. Finalmente se
presentan las distribuciones SPID y algunos ejemplos de estas.

2.1 Funcién generatriz de probabilidad

Las variables aleatorias discretas gue toman solo los valores 0,1,2, .. son de es-
pecial importancia, ya que una gran cantidad de fenomenos presentan este tipo
de distribuciones. Una herrenuenta dtil en el estudic de estas variables es la fun-
¢i6n generatriz de probabilidad. Primero trataremos las funciones generatrices en

general v algunas de sus propiedades.
Sea ag, @j. ... una sucesion de nimeros reales, utilizando estos como coeficientes,

podemos formar un polinomio o una serle de potencias en algin intervalo w:
Alu)=ao +au +a® + - +apu’ + -
si esta serie converge en alglin intervalo abierto que contenga a u, entonces A (u) es

lamada la funcidn generatriz de la sucesion {a,}.

14
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Propiedades iitiles de esta funcidn:

I. Convergencia. Si A (u) converge para alguna ug # 0, entonces A (u) converge
para toda |u} < |up|. El supremo R de los ndemros = tales que A (u) converge para
toda |u] < r es llamado el radio de convergencia de la serie.

II. Diferenciacion. Si A (u) converge para |u| < ft, entonces en cada punto v del
mterior del radio de convergencia, es decir |u| < R, A {(u) tiene derivadas de todos
los ordenes. Estas derivadas se representan por las series obtenidas al derivar A (u)
término por término, y tienen el mismo radio de convergencia K.

IIT. Umcidad. Si dos series de potencias convergen a la misma suma

o [e5)
a,u’ = 5 bt

i=0 i=0

para todo punto en un intervalo [u| < r, entonces @, = b, Vi € {0,1,2,...}; asi s
dos sucesiones {a,}, {b;} tienen la misma funcién generatriz, entonces son idénticas.

IV. Multiplicacién. Supongamos que Y a1 y 3 byu' convergen a A{u} y B {u)
para toda lu] < r. Definimos

¢ = agh, +a1by-1 +asb,_ o+ - +azby; 1=0,1,2,...

entonces . c,u’ converge a A (u) B (u} para todo Ju| < r. La sucesion {c,} es
llamada la convolucidn de las sucesiones {a;} y {6} . La funcién generatriz de {e,}
es igual al producto de las funciones generatrices de {a;} y {b.}.

Si X es una variable aleatoria discreta que toma valores enteros no negativos y
pe=P(X=2);,z=012,..

la funcién generatriz de la sucesion {p.} es lamada la funcidn generotriz de proba-
bilidad de X y se denota por G

G {s) = szsz =F [SX].

La scric G (s) es convergente para s = I, ya que G(1) = 307 jp. = 1, y esto
implica que es convergente para todo [s] < 1.
También trabajaremos con la funcién generatriz de la sucesidn {¢} donde

qI:P(X>.'E), I:0:1:23-"
asl

Gk = Pkl + Pry2 T Pry3t+- k>0
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v la funcién generatriz de la sucesion {g.} se denota por
o
Q)= 3 0™
=0

Los coeficientes de (J (s) son menores que uno; esto implica que (s} converge al
nienos en el intervalo ablerto —1 < s < 1, es decir

oo (e o]
Q)= aus” < ) 8" <00, si|s| <1
=0 z=0
Un teorema que nos relaciona estas dos funciones generatrices es el siguiente
Teorema 12 Para —1 < s <1
§) = ———+
Qls) = —

Dem: El coeficiente de s™ en (1 — s} Q(s) es gn —gn-1 = (Pny1 +Png2+- ) —
(o * Pugr +- )= pacuandon > 1,y g0 = 1 - po cuande n = 0, asf

(1*5)Q(5)=q072pn3":1—po—ans”:1—G(s)

n=1 n=1
=~ Q(s) = }—I%S—) (2.1)

[ ]
Ahora examinaremos la derivada

G'(s) = Zﬁ:pIsI*1 (2.2)
=1
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la serie converge al menos para —~1 < s <1, ya que para s € [0,1) se tiene

Z zpss” ! (2.3)
z=1

= ™M SO +

G’ (s)

!

pgsl+pgsl+

2 2 2
p3s” +p3s” +p3st +

3 3 3 3
Pas” + pas” Fpas” + eSS+

qo5" +fi'131 +QZ52+'-'

=
(el )
= S e = Qls) < oo
=0
Y sis € (—1,0) se tiene
-0 < AQ(_S) < ﬁzﬂ:pz |S|$_l < Zmpzsmml (24)
z=1 x=]

(=)
< > ape st = Q(—s) <0
z=1

Para s — 1 el lado derecho de {2.2) se reduce a 3 .o, ap> = E[X]. Cuando esta
esperanza exista, la derivada G (s) serd. continua en el intervalo —1 < s < 1. Si
5.2 ap: diverge, entonces G’ (s) — oo cuando s — 1. En este caso diremos que
X tiene esperanza infinita y lo denotaremos por G’ (1) = E}X] = co. Aplicando el
Teorema de valor medio en el numerador de {2.1), podemos ver que Q (s) = G’ (7}
donde ¢ es un punto entre s y 1, es decir

1-G(s) GQ)-Gls)

_ AT e
s = s G' (o), con o€ (s,1)

Q{s)

si hacemos s — 1 entonces o — 1 = G {@) tiene ¢l mismo limite que Q) (s).
Por otro lado, por {2.3) se tiene para s € (0, 1)

G} <> s = Q)
w==0

con igualdad cuando s = 1. Por lo tanto, como ambas funciones son mondtonas
entonces G (s} y @ (s) tienen el mismo lmite finito o infinito que denotaremos por

(1) o Q(1).

Esto nos conduce al siguiente resultado:
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Teorema 13 La esperanza E [X] satisface la relacidn
EX]=) 2p.=> a (2.5)
2=l k=D

o en férminos de funciones generalrices
EX]=6"(1)=2(1). (2.6)

Derivando la ecuacion (2.2) y por la relacién G'{(s) = Q(s) — {1 -5)Q'(s)
hallamos de la misma forma

EX{X-1)]=) a(z-1)p,=G"(1)=2Q"(1). (2.7)

Para obtener la varianza de X solo tenemos que sumar E [X]— E? [X] a (2.7) ya que
Var (X) = E[X (X - 1)]+ E[X]— E#[X], lo gue nos conduce al siguiente teorema

Teorema 14 La varianza de X satisface la relacidn

Var(X) = G"(1)+ ¢ (1) - (G (1))? (2.8)
2Q' (1) + Q1) + Q% (1)

En case de varienza wmfinita G (1) — oo cuando s — 1,

Las relaciones (2.6) y (2.8) frecuentemente nos proporcionan una forma sencilla

de caleular la esperanza y la varianza.

Ahora regresaremos a una de las propiedades antes mencionadas de las funciones
seneratrices, la convolucion, pero con la interpretacién en términos de v.a’s., el caso
de funciones generatrices de probabilidades, este métedo es 1til para el estudio de
sumas de variable aleatoria independientes.

Si una variable aleatoria X toma sélo valores enteros no negativos, entonces s es
una nueva variable aleatoria bien definida, y la funcién generatriz de probabilidades
de X puede ser escrita de forma compacta como F [sx] .81 X y Y son va's.
mdependientes entonces también lo son s* y Y, asi

E[*TY]) = E[s¥] E[s"]

X

es decir, la fg.p. de la variable aleatoria X + ¥ es el producto de las f.g.p’s. de X
vY.
Se dard otra prueba de este importante resultado que servird para generalizarlo.
Si X v Y son variables aleatorias independientes que toman valores enteros no
negativos con distribuciones de probabilidades P{X = j} = o, y P{Y =3} = b,.
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Fl evento (X = 3, Y = k) tiene probabilidad a,b. La suma 5 = X +Y es una
nueva variable aleatoria, y el evento S = r es fa unién de los eventos mutuamente

excluyentes
(X=0Y=r).(X=1LY=r-1), .. ,(X=0Y=0)
asi la distribucién ¢, = P {§ = r} estd dada por
ey = aoby + a1l + aobr_o + - - +a,_1b1 +arbo (2.9)

la operacion (2.9), de las sucesiones {ax} y {bx} da como resultado una nueva
sucesién {cx}, que es Hamada la convolucién de las sucesiones {ax} v {hx} ¥ se

denota
{ex} = {ax} = {be}- (2.10)
Estos resultados los podemos resumir en el siguiente teorema

Teorema 15 Si {ax} v {bx} son sucesiones con funciones generatrices A(s) y
B{s), y {cx} es su convolucion entonces la funcion generatriz C'(s) = 3 cxs® es el
producto

C(s)=A(s)B(s) (2.11)

S§1 X y Y son varwables aleatorias mmdependientes que toman vaelores enteros no
negatwos con funciones generatrices A(s) y B (s), entonces su sumae X +Y tene
funcidn generatriz A{s) B (s).

Este teorema tiene una generalizacién para el caso de una suma de n vari-
ables aleatorias independientes X, Xa,... , X, con funciones generatrices A, (s},
Ag(s). .., Ap(s), lasuma § = X, + Xp + - + X, tiene funcién generatriz
A; (5) A2 (5) - A (s).

En el caso especial en que las X,’s tienen la misma distribucién de probabilidad
{a} la notacién para la distribucién de probabilidad de S es {ax}"", llamada la
convolucién n-ésima de la sucesién {ay}. Asi

[ox )™ = {an} * {ax} {2x)® = {an}” = {ar},. .
en general
{ag)™ = {ax )"0« {ax) (2.12)

en palabras, {a;}"" es la sucesion de nimeros con funcién generatriz A" (s} . En par-
. 1« 0= . e .
ticular {ax}" ™ = {ax}, y {ox} ~ se define como la sucesién cuya funcion generatriz
es A9 (s) = 1, esto es, la sucesion (1,0,0,0,.. ).

Hay que notar que la convolucién es una operacién conmutativa y asociativa,
exdctamente como la suma de variable aleatoria



Capitulo 2. Distribuciones sobre los enteros 20

2.2 Funcién generadora de momentos

%) X es una v.a discreta con range £ C N, funcién de densidad f, y r es un entero
no negativo, cl r-éstmo momento de X se define como

my = E[X7]= > " f(v)

zc L

si la serie converge absolutamente.
Y su funcién generadora de momentos se define como

My (u) = B[] = ) e** f(x).
zeL

Considerando que la suma converge en algin intervalo |u| < 7, v > 0, la i-ésima
derivada de My (u) con respecto a u es

i d 3
M (u) = E[EEHX] = E[X "]

Evaluando en u = () tenemos

MY (0) = BIXT) =m,

que es el i-ésimo momento de X. El desarrollo en serie de Taylor de Mx (u) alrede-
dor de u =0 es
u? ut
J’l’f,\((u] = 1+m1u+7112§+---+m;,—|+--'
H .

De esta forma My (u) es la funcién generatriz de la sucesion {2 }, que es la funcién
generatriz exponencial de la sucesién de momentos {m;}.

Cuande X toma sélo valores enteros no negativos, sus funciones generadora de
momentos y generatriz de probabilidad estdn relacionadas de la siguienfe manera

My (v) = Gx (e"); (2.13)

Gx (1) = Mx (logu).

Asi como G'x determina de manera dnica la distnibucién de X, esto también es
clerto para AMx.
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2.3 La distribucion Poisson

Una variable aleatoria X que toma los valores de 0,1,2,..., se dice que es una
variable aleatoria Poisson con pardmetro A si para alguna A > 0, si su funcién de

densidad es

v se denota X ~ Powsson{}).
Por definicién su funcién generatriz de probabilidades estd dada por

Gx(u) = Zaxuz = iuze_’\}\’:/:g!
=0

foce)
e Z (uA)® Jzl = e Pett = el
x=0

1

Utilizando las relaciones (2.6) y (2.8) obtenemos su esperanza y varianza,

E[X] = G’ (1) = ae*v D=t =

G (1) + Gy (1) — (G (1)
_ A2'3,\(11_1) + )\e/\(u—l) o (I\e)x{tz-l))2:| |u=1 = A

Var (X)

Su funcién gencradora de momentos, por la relacion (2.13) es
My (t) = Gx (') = A1)

v por la definicién de funcion caracteristica se tiene:

o2
E [eitz\’} _ Zeztme—k)‘x/g;]

=0

il

¥ (¢)

oo
A1
= e (e*A) fal =eRe
=0

= exp{A(e” -1)}
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2.4 La distribucién binomial negativa

Una variable aleatoria X que toma los valores de 0,1,2,..., se dice que es una
variable aleatoria binomial negativa con pardmetros ky p, ke Ny 0 < p <1, sisu
funcién de densidad es

flxy=P{X =x}= (k+z_‘_1)pkq”, z=0,1,2,...

donde ¢ = 1 — p, v se denota X ~ BinNeg{k,p)
El caso particular de la variable aleatoria W con distribucién binomial negativa

con pardmetros 1 y p es conocido como variable aleatoria geométrica con pardmetro

p. v se denota W~ Geo(p).
Asi si W Geo (pr) se tiene

PW=w=pg", w=0,1.2,...

dondeg=1-—p.
(Observamos que

oo (0]

i d ;

E{W] = E:EPQ :PQE @G’
i=0 1=0

d d (1
= pig ;q ~rag (I—(J = q/p.

Para calcular la varianza de W primero se calcula la esperanza de W (W — 1)
utilizando el mismo método que en el primer momento

[s.0] . [ee] dg
EW(W-1)] = > i(i-1)pg = pq2zd_qui
i=0 1=()

o d? =, d2( 1 ) 2q
= p's= ) =5 — =
dg? = dg? \1-¢q; p?

Asi
VarlW| = E[W W —1)]+E[W]— E*[W]
2 ¢ ¢ ¢

-

P p P p

Su funcién generatriz de probabilidad es

[si < 1.

o . D lgq
G {8) = S = = N
w(s) ?ZOP(Q) T—g5 1-gs’
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Para calcular su funcién generadora de momentos utilizamos la relacién (2.13)

1-—¢q
1—get

.!‘Vf]v (t GW (e )

v por la definicién se calcula su funcidn caracteristica

] ww, . w l_q
L (t) :E[B HV] = Zet pg = GH" (ett) - 1 _qezt'

S1Y —~ BinNeg (k,p), entonces Y se puede escribir como ¥V = Ef:] W; donde las
1, son v.a's. independientes y W, « Geo(p), ¥i € {1,2,... ,k}. Asi, utilizando
propiedades de la esperanza y de la varianza de una suma de v.a’s. independientes,

se tiene:

E[Y]=) E[W]=—

VarlY] = Zk: VarlW] = =

Utilizando las propiedades de la convolucién se puede calcular facilmente la
funcién generatriz de ¥ como el producto de las funciones generatrices de las W,
(por ser las Wirs v.a’s. independientes):

Gy (s) = HGW (s) = (l_qs)k_

Por la relacion {2.13), su funcidn generadora de momentos estd. dada por

My(s)=Gv(es)ﬁ( “’)k

1 - qef

v su funcidn caracteristica por

or (0= Gy () = ({2 )

I— qezt
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2.5 Distribuciones Series de Potencias

Una distribucién es llamada distribucién Serie de Potencias (SP) si su funcién de
densidad puede ser escrita de la forma

PX—a =% a0, 050

7(0)’
donde a, > 0 y n(8) = >_o2,0.0%. Al pardmetro 8 se le llama el pardmetro
potencia de la distribucion y 71 () es la funcidn de series.

Las distribuciones Series de Potencias incluye muchas de las distribuciones disc-
retas mas conocidas. Entre las méds comunes estdn. binomial, Poisson, binomial
negativa y logarftmica, asi como sus correspondientes distribuciones multivariadas.
También la suma de n v.a’s. mutuamente independientes cada una con distribu-
1611 SP, tiene una distribucién de la misma clase con funcidn de series (n(0))". La
funcién generatriz de probabilidades de una distribucién SP es

Algunos ejemplos de distribuciones SP y sus funciones de series:

Binomial @ =01+8",neN
Poisson n(0) =¢’

Binomial Negativa 7 {8} ={1-8) " k>0
Logaritmica n{@)=-In(1 -8

Un teorema de gran utilidad para demostrar posteriormente relaciones entre la
distribucién Poisson Compuesta y las distribuciones Infinitamente Divisibles es el

sigmente,

Teorema 16 (TEOREMA DE LA CONTINUIDAD). Supongemos gue, para todo
n fijo. la sucesion ap .05 n, - €5 una distribucion de probabihdades, es decir

o0
Q. n >0, Zak,n =1
k=0

Para que exista el limite

ap = hm ap,
n—oa

para tode k > Q, es necesario y suficiente que existe el limite
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[e0)
As)= lim Zak,nsk
k=0

para cada s en el intervalo abierto (0,1). En ambos casos, se cumple que

A(s) = aps®.
k=0

Dem: Sea A, (s) = E:O:O g ns*
1}Supongamos ay = liMp. oo Gk ¥ definamos A (s) = 5 yojars®. Puesto que
lagn —ax| <1, tenemos que para toda 0 < s < 1

o oG
[An () — Als)) = D> (akn —a)s®| <D laxn — okl s
k=0 k=0
r—1 s
lag n —ar| + .
k=0 -

[

1

st escogemos r tan grande que 87 < € (1 — 5}, el miembro derecho serd menor que Ze
para toda n suficientemente grande, ya que ax = lim, .o agn - Por consiguiente,
el miembro de la izquierda puede hacerse tan pegueno como se guiera y, de esta
1manera se cumple

oo
Als) = nlil};o Zak,nsk.
k=0

ii)Supongamos A (s) = limy,_,co 3 pep @&,n8". Es claro que A (s) varfa monéton-
amente con sy, asi, existe A (0) como limite de A (s) cuando s — 0. Luego

An (U) = apn < Au (5) < ag,» + . i -

para toda 0 < s < 1, ya que Ap (s} = agn + 2 opey ak,nsk ¥ a5 < 1.Iisto implica
que cuando n — oc todos los valores limites de ap,, estdn entre A(s) y A (s} — 7.
Si hacemos s — 0, vemos que apn — A{0) y, por lo tanto, ax = lim,—eo @rn se
cumple cuando & = (0. Esta argumentacién se extiende para toda k. En realidad,

para 0 < s < 1,
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A la izquerda tenemos una serie de potencias con coeficientes no negativos, y esta
expresién es analoga a A (s) = limp o S o GknSt. Siargumentamos como antes,
encontramos primero, que existe la derivada 4’ (0) y, a continuacion, que arn —
A’ (0). Por induccién, obtenemos a; = lim, e @k, para toda k.

|

Desafortunadamente, este teorema es de aplicacidn limitada, puesto que las for-
mas limite de las distribuciones discretas son en general distribuciones continuas
(por ejemplo, la distribucién normal aparece como forma limite de la distribucién

binomial).

2.6 Distribuciones Series de Potencias Infinitamente
Divisibles

En esta seccién, para tratar las distribuciones Series de Potencias que son Infini-
tamente Divisibles se intoducird primero la distribucién Poisson Compuesta, que

como se vera mas adelante, estdan estrechamente ligadas.

Una parte importante de la Teoria de Probabilidad esta relacionada con sumas
(e vanables aleatonias independientes, y en algunas ocasiones el nimerc de términos
es el si una variable aleatoria Consideraremos aquf tal situacion para el caso especial
de variables aleatorias sobre enteros no negativos como preparacion para el estudio
de variables aleatorias Infinitamente Divisibles.

Sea { X} una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
comiin P {X, = j} = f; y funcién generatriz f (s) = 5 f;57. Sea Sy la suma

Sy=X1+Xo+ -+ Xpn

donde el nimero N de términos es una variable aleatoria independiente de las X
Sea P {N = n} = g, la distribucién de N y g(s) = | ga8" su funcién generatriz.
La distribucién h, de S, se obtiene de la férmula fundamental de probabilidad
comddiclonal

hy=P{Sxy =4} => P{N=n}P{Xi+ X2+ +X,=j}. (2.14)

n=0

Si N toma solo un nimero finito de valores, la variable aleatoria Sy esta definida
en un espacio muestral de finitas X, En otro caso, la definicidn probabilfstica de
Sy como suma mnvolucra un espacio muestral de una sucesién infinita de {Xg},
pero para niestros propésitos tomaremos la distribucion (2.14) como definicién de
la variable S en el espacio muestral con puntos 0,1,2,. ..

Para un n fijo la distribucién X7 + X2 + -+ + X, estd dada por la convolucién
n-ésima de {f,} consigo misma, y asi (2.14) puede ser escrita de forma compacta
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COITG
{hj} = Zgn {fj}n*' (2.15)
n=0

Esta formula se puede simplificar usando funciones generatrices. La funcién gen-
eratriz de {f,}"" es (f(s))", utilizando la relacion (2.15) obtenemos la funcién
generatriz de probabilidades de Sy

h(s) = ihjsj = g f"(s). (2.16)
i=0 =0

El lado derecho es la serie de potencias de g (5) evaluadaen f {s); quees g {(f (s));
r5to nos conduce al siguiente teorema-

Teorema 17 Le funcidn generatriz de lo suma Sy = X; + Xo+---+ Xy esia
composicion de funciones g (f {s))

Dem: Por definicién se tiene
E [ [N =n] = f*(s)

asl

Els)=E[E[s* N =n]]=> gf () =g (f (s))-

n=0

[

Entre las sumas saleatorias Sy = X + X2 + --- + Xy, una de las de mayor
unportancia es aquella en la cual N tiene una distribucion de Poisson. Denotaremos
la esperanza de N por M. Silas X, tienen la misma distribucidén {f,}, entonces Sy
tiene la distribucién Poisson compuesta

(b}, =e z G0 (Y (2.17)

1
yurd n

Recordemos que {f,}"” es la convolucién n-éshna de la sucesion { f;} (ec 2.12), con
{uncién generatriz

he (5) = em M), (2.18)

Como N tiene una distribucién Poisson, al particionar el intervalo sobre el cual
estd definida la distribucién en dos intervalos ajenos, sus contribuciones a Sy son
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estocdsticamente independientes. En términos de funciones generatrices (ec 2.18)

significa
B (8) = e (8) by (5) . {2.19)

Cada funcién generatriz Poisson Compuesta (2.18) satisface {ec 2.19). Una familia
de funciones generatrices de probabilidad k;, que satisfacen (ec 2.19) es necesaria-

mente de la forma (2.18).
La definicién y el teorema. siguiente se refieren realmente a las distribuciones de

probabilidad sobre los enteros 0,1,... , pero, por sencillez, se formulan en términos
de las funciones generatrices de probabilidades correspondientes.

Definicién 18 Teorema 19 Sea X una wvaricble aleatoria discreta con funcidn
generalriz de probabilidad h, entonces X es Infimstamente diwisible si y solo st para
fodo entero positive n, la n-ésime raiz V'h es también una funcidn generatriz de
probabilidades. A este tipo de funcidn generatriz de probabilidad h, se le llama
Infimitamente Divisible.

Dem Sea X una variable aleatoria discreta, y supongamos que X es Infinita-
mente divisible, entonces para toda n € N, X =? X; 4+ -.- + X,, donde las X
son variables aleatorias independientes identicamente distribuidas (i.i.d.), si &, es
la funcion generatriz de probabilidades de las X%, por el Teorema (2.11} se tiene

h(s) = (ha(s))"

Ahora. supongamos que para todo entero positivo 7, la n-ésima raiz /h es también
una funcién generatriz de probabilidades. Sean X;,..., X, variables aleatorias
r1d con funcién generatriz de probabilidades /h, entonces por el Teorema (2.11)
la funcién generatriz de la suma X; + X5 + - -+ X, es h y esto implica que
X=X+ -+ X,

Teorema 20 Las dnwcas funciones generatrices de probabilidad ID son aquellas que
hienen la forma-

his) = g AHAf(s)

stendo {f;} distribucion de probabilidades sobre 0,1,2,... y f(8) su correspondiente
funcién generatriz de probabilidad.

En adelante a f (s) le lamaremos le funcidn ezponente de h{s).

Dem: Sea h(s) = 3 hzs*, v supongamos que ¥h es una funcién generatriz
de probabilidades para toda n 2z 1. FEntonces, hg > 0, pues de no ser asi, el
término absoluto (coeficiente de s°) de la serie de potencias en /A seria nulo, lo
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cual implicarfa que g = hy =- - =h,, 1 =0. Por lo tanto resulta que {/h(s) — 1

cuando 1 — oo, para toda 0 < s <1, de este modo

log {/E(s) /R = log [L+ (/A (&) /o = 1)| ~ /A5 /ho — 1 (220)

donde el signo ~ indica que la razén de los dos miembros tiende a la unidad.
Combinando esta relacién con su caso particular en que s = 1, obtenemos (como

(=1

log it (s) — logho _ log Yhis)/ha Vb — ¥Ry (2.91)
—log fp log ¥/1/hg 1 — W '

El miembro derecho de (2.21) es una serie de potencias con coeficientes positivos:

Y/ (s) = /o _ Yoregaxs® — Ry
1- T N 1— ho
ap — Vho + 3 pe ars”
1— t/ho

k3
, como hg = ag

g
Zl— c/h_osk,

k=1

v para s = 1 vemos que esos coeficientes suman la unidad:

V(1) = Vho iﬁ—i'/h—oil
1- vhe  1— ¢he

De este modo el miembro derecho de (2.21) representa una funcién generatriz
de probabilidades para toda n, y el miembro izquierdo es el limite de una sucesidén
e funciones generatrices de probahilidades. Por el tecrema 16, esto implica que el
niiembro izguierdo de (2.21) es la funcidén generatriz de una sucesién no negativa
{f.}. Al tomar s = 1, vemos que > f; = 1. Esto quiere decit que k es de la forma
P A M) con A = — log ho.A

Asl. si una variable aleatoria X es SPID con f.g.p. h(s) = e ** () se puede
expresar como la suma de n variables aleatorias independientes identicamente dis-
tribuidas SPID, ¥Yn € N X = >, X;, donde cada X, tiene f.g.p. dada por
(h (s))'—l' = e~ wt%/6) v también como la suma aleatoria N de variables aleato-

rias independientes identicamente distribuidas X = Z:\;l £,, donde N tiene una
distribucién Poisson con pardmetro A, y €, tiene f.g.p. f(s), es decir, v.a.

N

Ko = Z§J
1=1
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. . . .. - . A .
donde N’ tiene una distribucién Poisson con pardmetro =, y §; tiene fg.p. f (s).
Notemos que la vnica diferencia entre las v.a’s X, » ¥ la variable aleatoria X es

el parametro.
Una ohservacion importante es que, si X es una variable aleatoria SPID entonces

P{X =0} = hp > 0, ya que su funcién generatriz de probabilidades es de la forma
his) = e M)y hg = h(0) = e MO = ¢=*+2o, como A > 0 se tiene 0 <
emh < e < ],

A partir del teorema 20 obtenemos el siguiente criterio:

Proposicién 21 Una funcidén b es una funcién generatriz de probabilidades Infini-
famente Divisible si, y solo s1, h(1) =11y

h

log 5) = Zaksk, donde a; > 0, Zak = ) < co.
k=1

(%)

S1 se cumple esto, en realidad es suficiente hacer fi = ap/A para reducir h o la
forma candnica b (5) = e~ M)y esto se conwmerte en lo funcién generatriz de lo

distribucion Poisson Compuesta, con t = 1.

Fs importante notar que al aplicar este criterio obtenemos una f.g.p. f(s) de
uana variable aleatoria ¥ tal que P[Y = 0] = 0. Esta funcidn no es dnica, podemos
encentrar una Lg.p. fi (s) y Ay > 0 tal que

hs) =e M TMlils)

La relacion que existe cntre la variable aleatoria Y7 la cual tiene f.g.p. f1(s) v la
variable aleatoria ¥ con L.g.p. f(s) es la siguiente:

Pli=ylYi#£0]=P[Y =9, y=0,1,2..

La funcién f (s) que obtenemos de aplicar el criterio es de la forma f (s) = 5o bes
abiora hagamos

oo

fi(s)= Zakb‘k

k=

donde

A
ag € (0,1}, M = , ax = bp (1 —ap), k€N,
1700

b
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De esta forma se obtiene

[&s]
A A MfA() = At dao A D aks”
k=1

= A+ Y b (l—ag)st

k=1

—A+ 2 {1 —ag) Z bksk

k=1

= SA+HAD st ==X+ 01(9),
k=1

es decir,

h(s) = e M) = oA INAG),

Por esta razon, como veremos mas adelante, la funcién exponente de la f.g.p. de una
variable aleatoria Poisson, que es ID, puede ser tanto una f.g.p. correspondiente a
una variable aleatoria degenerada en 1 o a una variable aleatoria Bernoulli.

Estos resultados los podemos resumir en el siguiente teorema

Teorema 22 Sea h(s) una funcidn generalriz de probabildad Infinitamente Dh-

visible.  §1 emisten funciones generatrices de probobilidad f(s) y g(s) tales que
h(s) = e MM = gmataals) con o y A positivas, entonces

PlY =ylY £#0]=P[W =y|W #0], vy eN
donde f{s) y g(s) son las f.g.p. de lasv.a’s Y y W respectivamente.
Dem: Sea f, = P[Y = y| y gu» = P[W = w], entonces como h (s) = e~ ATAs) =
¢mrtenls) ge tiene

A+ Af(s) =—a+ag(s)
—L 4+ af(s)=—1+g(s)
—y+yfls)=—-1+g(s)
g{s)=~f(s)+1—+~
Y068t = Yopeo vhest 1.

Por la propiedad de unicidad de las funciones generatrices se tiene

$ 44y

go="vfo+1—7
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gy = 7fy: YW EN,

asy

PW =
PIW =y|W #0] = P{W;‘ég}——_l%go
Gy fy _ P[Y:y]

y(1-fo) 1-fo P #0
= Py =ylY #0],Vye N
u
Ejemplos
A continuacién analizaremos las funciones generatrices de probabilidades g (¢) de
algunas distribuciones comunes, con €l fin de ver si son o no Infinitamente Divisibles.

Ejemplo 1 Sea Y una variable aleatoria con distribucién binomial con pardmetros
n v p (Y ~ Bin(n.p)), entonces su funcién generatriz de probabilidades es

Gy(s)={ps+1—p)"

n(0s) (1+0s)" 1+8s\" 0
w(8) = - - d -2
Gy () =T = aror Tro) »donder=1_3

Por la proposicion 21, Gy (s) es una f.g.p. Infinitamente Divisible (ID) siy
solo si

Gy (s)
log G (0) Af(s)

donde f(s) es una f.g.p. y A > 0. Pero

Gy (s) s)

n(# n
log log ——= = log (1 + fs
Gy T @ Tt
oo k
= nlog(l+8s)= nZ(~1)k+1 %Sk
k=1
- Zaksk con ay < 0si k par.
k=1

Asi (log ?: E;g) /A no puede representar una f.g.p. Por lo tanto una vanable aleato-

ria binomial no es Infinitamente Divisible.
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Fiemplo 2 En el caso en que Y sea una variable aleatoria con distribucién Poisson
con parametro 8 (Y ~ Poisson(8)}, por el teorema 20 claramente se ve que
Y esID

Gy (s) = e70%9s,

Ejemplo 3 La funcién generatriz de probabilidades de una variable aleatoria ¥ con
distribucién Binomial negativa con pardmetros k y p (Y ~ BinNeg(k,p)}, es:

k —k
? I —gs
= = k>0 g=1— 2.22
Gy (s) (1(18) (1~q) , . q p (2.22)

Utilizando nuevamente la proposicién 21:

Af (s) = log g: g(‘g

v desarrollando se obtiene

Gy (s) 7 (gs) —k
0 = log——L =log(l —¢s = —klog(l —gs
_ - oG (—qS)! (_1)1.+1 B o k(f .
= k;wu—%i _; ; ]
= /\Zaisi
i=1
con
oo kqi q1
= — ==kl 1 - F g = —————r,
A ; 5 n(l=a)ye =gy

Asi, (log g: ES;) /A representa una f.g.p. correspondiente a la distribucién logarit-

mica. Por lo tanto, las v a's. binomial negativa son Infinitamente Divisibles.

Otra forma de estudiar las distribuciones Series de Potencias Infinitamente Divis-
ibles es por medio de la funcidén exponente f (s). Tenemos que e~**+*f{8) representa
una funcion generatriz de probabilidades Infinitamente Divisible si y solo si f (s) es
una fg.p. vy A > 0.

Asi, para una Lg.p. f(s) = 5 po; fes® y para una A > 0, si hacemos G (s) =
Yoo gks® = e MM 0G) entonces (F(s) es una f.g.p. ID. Podemos obtener los
valores g, en término de los f; de la siguiente manera:

G(g) = e_’\'f"\f(s) = e—’\‘f"\):.‘kx—,:n fus® — e—*‘“fveif?’:n ’\fk‘sk_
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Por otra parte

= oo - (E cxs®)’
P eZL='C*s Z k= 1

[vel 1 oo n—1i
SR e
k=1 n=2 k=1
P d
E PP I IESTESREE
implica que
L k=0
(1,- — - k—2 k- i—1 1 E
" %Z Cl.‘\.+3|2 Z CiCyCh—i—y T '~ +chvk=152:"'
i=1 i=1 _;u.:
Asi
g0 = 8—4\+/\f(;

e 22 k-1 32 k—2k—1 AR .
gs.-:ff>+f” )‘f.l‘l'—z.fzﬂ k+ E E ffgfk:3+ +Ff1

para k=1,2,.

Otra forma de obterier esta relacién es la siguiente, al ser ¥ una variable aleatoria
SPID conf.g.p. e —3+Af(s) ge puede expresar como la suma aleatorla N de variables
aleatorias independientes tdentlcamente distribuidas Y = Y. ¥ £,, donde N tiene
ana distribucion Poisson con media A y £, ticne fg.p. f(s ) Asi, utilizando la
relacion {2.12), la distribucidn g, de Y es:

_)\ Z fy rz* ) (223)

n=0

Ejemplos

Utilizando lo anterior, tomaremos como funcién exponente f (s) algunas de las
fg.p. més comines y deduciremos cual es la distribucion de la variable aleatoria
cuva f.g.p. es G(s) = g~ 2f(s) Este método nos provee de una forma de obtener
distribuciones Series de Potencias Infinitamente Divisibles, y nos da una idea de la

miinidad de distribuciones de este tipo.
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Ejemplo 4 Sea f (s) la f.g.p. de una variable aleatoria degenerada en n (n € N), si
hacemos Gy (s) = e *+*{) | obtenemos:

(e k=0
gk = e (%), k=cn, coneeN

c!

que es la funcién de densidad de una variable aleatoria nY donde Y se dis-
tribuye Poisson con redia A.

Ejemplo 5 Tomemos como f (s) la f.g.p. de una variable aleatoria hipergeométrica
con pardmetros (m + n,n, t), esto es

G2
'ﬁ“"‘“ sik= 0 ].
fi=1¢ ()
0, en otro caso.
St hacemos Gy (s) = e~ **15) entonces,

go = *AJ“\( )/( )

¥

g =€

(1)
_’\+)\{"',"" () ( GGG (") ( .,.)
) (A ( +n) + 2 1; (u+-) + A (ulrcn) )pa‘ra‘
keM(nota: (1) =0sineZ)

n
Ejemplo 6 Sea f(s) la f.g.p. de una variable aleatoria Bernoulli con media p, es
decir.
F(s)=(1—p)+ps.
Hagamos

Gy (S) — E-—/\-}-)\f(s) — ef/\+/\(1~p+ps) — e—rptAps

s decir, Gy (s) es la f.g.p. dec una variable aleatoria Poisson con media Ap.

Ejemplo 7 Si f(s) es la f.g.p. de una variable aleatoria binomial con parametros
(n,p} y hacemos Gy (s) = e *** ) entonces Gy (s) es la fg.p. de una
variable aleatoria Y tal que

o

P(Y:y):g = Ze"’\’\_J(ﬂ"7>g)yq’zJ"y y:01
i :]‘! y ] yohyoton -

Fj=m
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donde m = min {k € N : nk > y}. En efecto,

e MHAS{s) — e—A+A(q+ps)”

Gy (s)
O 2k nk
_ A 94‘P3) A A (g +ps)
= Z =e? Y
k=0
© AF2E ik
_ —)\ 1 nk 2
- g ( ) o9
o nk
_ 7,\22 () v k- — gl
k=0 i=0
Ejemplo 8 Sea f(s) la f.g.p. de una variable aleatoria Uy 2, n) esto es
1 — gntl
f(s)#‘n(l—fs)-’ -l<s<l

si hacemos Gy (s) = e~ **M () desarrollando se obtiene

Gy (s) = e M) 272 S

k k
1_gn¥l oo 3& [1os™3!
()\ n(ls—s) ) — A (n(f—s) )

k=0 k=0
e ()t
= Y (ks + 487
k=0

de modo que g, es el coeficiente de s¥

Ejemplo 9 Cuando f(s) es la f.g.p. de una variable aleatoria Polsson con media
1. v hacemos Gy (s) = e () entonces se tiene que:

Gy (s) = o= MAT(S) L g AdAe
g (e” k20 ake— (k)
e (Aemrtenym At
- Z I Z Te

k=0
Ao~ (tpk) ¢ 0
_ ZZ (les)

k=0 1=0
)‘-‘»e—()\+,u.k) (,U,}x)

ZZ khl

k=0 =0
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Y= oo Ae— ) gy
a2l
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esdecir. Gy {s) eslafg.p. deunavariable aleatoria Y tal que g, =

Ejemplo 10 Sea f(s) la fg.p. de una variable aleatoria Binomial Negativa con

pardametros r y p. esto es

fls)= (1j}qs)r: —00 < § < .

Ahora si hacemos Gy (s) = e~/ () desarrollando se obtiene

Gy, (8) = e M) e MR

de modo que g, es el coeficiente de s¥.

En cf caso particular en que r = 1 (i.e., f (s} eslafg.p. de una variable aleatoria
Geométrica con pardmetro p. la funcidn tiene la siguiente forma

Y k u—k_ vy
(kgl)pq 8

o ¥ gk v
SN e

I
o
3
'MS
=
g

Gy, (s)

CHTOIRCeS



Capitulo 3

Distribuciones Normal-Series
de Potencias Infinitamente
Divisibles

En este capitulo se estudian las distribuciones Normales-Series de Potencias Infinita-
mente Divisibles {(NSPID), que se pueden interpretar como distribuciones normales
con media cero y varianza Y2, donde Y es una variable aleatoria que tiene una
distribucian Serie de Pofencias Infinitamente Divisible (SPID), es decir, como dis-
tribuciones normales con varlanza aleatoria.

En las primeras secciones se calculan las funciones caracteristica, de distribucién
v generadora de momentos de las distribuciones NSPID, utilizando los resultados
obtenidos en los capitulos 1 y 2.

Posteriormente se presentan algunos ejemplos de distribuciones NSPID, gréficas
de sus funciones de distribucién y caracteristica, compardndolas con las correspon-
dientes a la distribucién Normal Estdndar.

Otra interpretacién de estas distribuciones es la siguiente: Sea Y una variable
aleatoria SPID, v sea Z una variable aleatoria independiente de ¥ que se distribuye
N(0.1). Si hacemos X = VY Z, entonces X es una variable aleatoria Normal-Seric
de Potencias Infinitamente Divisible.

Observemos que la distribucién de X dado ¥ =y es N (0,y)

Al ser ¥ una variable aleatoria SPID su f.g.p. la podemos escribir como Gy (s) =
e~ M) con A > 0y f(s) una fg.p. Se denotard como W a la variable aleatoria

con f.g.p. f(s).

38
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3.1 Funcién caracteristica

Para calcular la funcién caracteristica de X utilizaremos esperanza condicional:
px (8) = B[] = E[E [ Y]],

v como la distribucién de X dado Y =y es N (0,y) se tiene
Ee*lY =y] = e__fj"i, y=0,12 ..

Por lo tanto

vy (t) = E[E' [e’tx |Y]] =K [eit':YJ —E[(e 2 )YJ

- o (+F) = ()

Esto nos conduce al siguiente resultado

Proposicién 23 55 X = Y Z, donde ¥V es una varable aleatoria SPID con fap
™M)y 7 una variable aleatorie normal esténdar, entonces la funcidn carac-

ferisfica de X estd deda por

-)\+,\f(e%{)
wx (=€ :

Observemos que este tipo de funciones caracteristicas son Infinttamente divisi-
bles, esto implica que X se puede expresar como la suma de n variables aleatorias
independientes identicamente distribuidas X; ,, ¥n € N. Por otra parte, la raiz
n-ésima de la fg.p. de X ((pi (t)) , 5€ puede interpretar como la funcidn carac-
teristica de una variable aleatoria normal con media 0 y varianza Y2, donde Y, es
una variable aleatoria con una distribucién igual a la que tienen las n v.aii. Y,
tales que Y = 3" ¥, . Es decir, st descomponemos a ¥ en la suma de n vari-
ables aleatorias independientes identicamente distribuidas, tomamos una variable
aleatoria cualgumera de estas y la multiplicamos por una variable aleatoria Normal
Estandar obtenemos una variable aleatoria con la misma distribucién que si primero
multiplicamos la variable aleatoria ¥ con una Normal Estiandar, esta nueva vari-
able aleatoria la descomponemos en la suma de 7 variables aleatorias independientes
identicamente distribuidas y tomainos una variable aleatoria cualquiera de estas.
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3.2 Funcién de distribucion
Como la fgp. de Y es Gy (s) = e MM =577 1 g,8%, y

P § C /\4’1— f }""‘
gy =€ nl { v
n=0

como se vio en (34), donde {f,}"” es la convolucién n-ésima de la suce-
sion {f,}, se tiene:

Fx(z) = Y _P(X<zlY=y)P(Y =y)

y=0
= Y P(X <ol =y)or

y=0

= P(X<zlY=0)g+ )y P(X<zlY =y)gy
y=1
G+ e P(X <Y =y)gy, siz20
- Sy P(X <zlY =y)gy, siz <

. 90+Ei19}’¢y($)a5i$20
N Doyt Gy Py (), 22 <0

donde @, (z) es la funcién de distribucién de una variable aleatoria
N(0.y).

Ahora observemos que F () se puede expresar como la suma de dos
medidas, una que es absolutamente continua con respecto a A y otra
que es mutuamente singular con respecto a A, donde A es la medida de
Lebesgue en R. {(Teorema de descomposicién de Lebesgue).

Fy (7’) = Zqu’y ('L) + 900 (T) 3

y=1
donde

v _J 0, az<0
(I)O(ﬂ')_{ 1, six>0

con gp > 0.
Observemos gue estamos hablando, entonces, de distribuciones que
tienen una discontinuidad en cero y son continuas en otros lados, y el
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“tamano” de la discontinuidad de Fx (2} depende de gy. El “tamafio”
de la discontinuidad tiende a cero cuando gy — 0, y como gp = e Ao,
entonces gp — G cuando A — ooy fo < L

De lo anterior se tiene el siguiente resultado

Proposicién 24 Si X = VY Z, donde Y es una varwable aleatoria SPID con f.g.p.
e~ AN y 7 una variable aleatoria normal estdndar, entonces la funcidn de dis-
trebucicn de X puede ser expresada como la suma de una parte que es absolutamente
continua y otra que es discreta. De hecho se tiene que

Egy () + go®o (=},

donde

0, stz <0
@0($)={ 1, stz >0

y @, (z) es le funcidn de distribucion de una varwable aleatoria N (0,y) (90 > 0, ya
que Y es variable aleatoria ID).

La expresién final obtenida a continuacidn es 1til para graficar la funcién de
distribucidn de X

g+ 2 gy ®y (z}, siz =0

Fee) = { o
S gv®y (), st <0
\ y—=1i

fores i
g+ > gy [ ﬁe—“/%dt, siz>0
y=1 —0oo

o0 x 1 2
Ssov [ me*t 2vdt siz <0
y=1 —00

‘e oo T _ 2 @ . «
Sy I  oTe gt et ZO%{fy}"" ,siz >0
oo n=

g1 V2TY

= o T .2 o .
Y f e Tdte™ 3 A {f, siz <0
\ y=1—c0 ¥ n=0
T 00 0 o2
e” Mo f N S L e e AR dE stz >0
— oo y=1n=0 y
1

¥ 277ye“i_ *’\’\ F{fy}dt, siz <0
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3.3 Funcion generadora de momentos

Calcularemos la funcién generadora de momentos de X utilizando
también esperanza condicional

Mx () =E[*] = E[E[¥|V]].

Como
E[thfyzi«'/] 281’;_2‘ 3 y:01112)"'
¥
'\Jl N
‘)\ Z {fy n ,
entonces
>
Mx{t) = E[E[*|Y]]= ZE [ XY =y] gy
=0
IS TED SINTACES 55 ek TR E)
y=0 71—0 y=0 n=0
Si definimos h(s) = 307 €7 215" = e *e? = e M | entonces por

las relaciones (2.15) y (2.16) se tiene

[ee) (o)

DI TR = )= b ) =
y=0n

=0 =0

Por lo tanto la funcién generadora de momentes de X tiene la siguiente
expresion

(S

[4

TR S I O]
y=0n=0

Estos resultados los podemos resumir en la siguiente proposicién

Proposicién 25 S5i X = Y Z, donde ¥ es una variable aleatoria SPID con f.g.p.
™M) o 7 wna variable aleatoria normal estindar, entonces la funcidn gener-
adora de momentos de X estd dada por

My (1) = e—,\+)\f(e%) |
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3.4 Momentos

Fn esta seccién se analizan los momentos de la variable aleatoria X. La esperanza

estd dada por
E[X]|=E [\/?Z] -E [\/37] E[Z]=0

va que la esperanza de Z es cero.
Calcularemos el segundo momento para encontrar la varianza de X

E{X* =E [(\/}72)2} — ElY|E[2}] = E[Y],

luego
Var [X] = E|{X?| = E[Y]
En general se tiene lo sigujente
Proposicién 26 Los momentos de una variable aleatoria X = \/?Z, donde Y es

una varable alegtoria SPID con f.g.p. e MM o 7 una variable aleatoria normal

esténdar, estdan dades por

E [Xz“_l] =0, sine N

2n)!
E[Xx®] = %E [Y"], sine N

En cfecto, al ser X una variable aleatoria simétrica, sus momentos impares son

CeTo
2n—1 n
E[X2"—’] r_E{(ﬁZ) } :E{%]E[ZQ"*I] =0, connelN

1 sus momentos pares se pueden expresar como

E[X*] =E [(\/}72)2"} _ g e[z = EEy, conne N

~ 2nnl
debido a la ec (1.2) del Capitulo 1.

Iuterpretacion
Conto Z «~ N (0,1), Z y Y son variable aleatoria independientes y X = VYZ,

entonces la distribucién de X dado ¥ =y, (Z,) . es normal con pardmetros (0,y).
Asi Z, se distribuye N (0,y} con varianza cercana a E[Y], de ahi que la varianza

de XY es B [Y].
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Por otro lado, Z,, independientemente del valor de y, tiene media cero y es
simétrica, por esto X tiene media cero y es simétrica.

Una pregunta de interés es saber que tan parecidas son las distribuciones normal
v las Normal-Series de Potencias Infinitamente Divisibles. Enseguida analizaremos
s1 una variable aleatoria X que tiene una distribucién NSPID, puede tener sus cuatro
primeros momentos iguales a los de la distribucién N {0,1). Si asf fuera entonces

E[X]=0, E[X?]=E[Y|E[Z*| =E[Y]=1

E(X% =0, E[XY =E[Y*| E[2*] =3E[V?] =3

esto se cumple siy solosi E[Y] =1y Var (Y) =0, donde Y es la variable aleatoria
SPID asociada a la distribucién de la desviacién estdndar de X, i.e. Y seria una
variable aleatoria degenerada en 1, y este tipo de variables aleatorias no son SPID.

Qbservamos gue, una variable aleatoria NSPID « lo mds tiene sus tres primeros
momentos iguales a los de la variable aleatoria N (0,1}, y para esto es suficiente

que EY]=1

3.5 Ejemplos
Normal-Poisson

Sean Z —~ N(0.1) y Y « Powsson {A) variables aleatorias independientes, 2 la

variable aleatoria X = \/}7 Z se le lama Normal-Poisson.
Como ¥ ~ Poisson{)) su funcién generatniz de probabilidad es

Gy (s} = =t
es deair f{s) = s.

Utilizando las proposiciones 23 y 25 obtenidas en la Seccidn anterior, se tiene
que las funciones caracteristica y generadora de momentos de la variable alcatoria

X son

wx (£} = exp [)\(e"{-" — 1)} , —00 <t < oo

T
My () = exp [A(ev - 1)]  —co <t < oo

& csperanza y la varianza de X estdn dadas por

E[X] =0
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Var [ X]=Af'(1)=E[Y] =X\

Por la proposicién 24, la funcién de distribucion de X es

—A AV H-
i f_ z-w T OXP ( ) dizy, siz <0
o> a s

Yo 2_mexp( )a’t , siz > 0.

A continuacién se hace una comparacién de graficas de funciones de distribucién
Normal-Poisson cuando A — o0; esto con el fin de ver graficamente como la funcién
de distribucién de una Normal-Poisson tiende a una funcién de distribucidén continua
cuando X — oc ¥ fp < 1. Los pardmetros usados son A =1,2,3 y 4

Fy(z)=

EN

Si se hace lo mismo pero ahora graficando las funciones caracterfstica, utilizando

los mismos pardmetros, se obtiene

B : .
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Ahora se hace una comparacién de las grdficas de las funciones de distribu-
¢ién y caracterfstica de una variable aleatoria NSPID} y una Normal Estdndar, en
el caso particular en que Z « N (0,1), ¥ ~ Poisson{l) son variables aleatorias
independientes y X = VY Z.

Funciones caracteristicas

\
i
fogi
/
i
FA TN
/‘ ‘ a
© 04 \\ o
02
a0 T 0 2 )

Px (1) = exp [1(e=% —1)]

Funciones de distribucion

S ey — 15780 T H —t? 1 - | S
Fx ("‘) =ec Eu:l -0 oro exp (W) (lt; + J;—Iie 1y 5C L

Observemos que la asintota horizontal de la funcién caracteristica de la Normal-
Poisson es la recta horizontal y = e™! y el tamafio de la discontinuidad de la
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funcién de distribucién de la Normal-Poisson es e~!, o sea que dependen solo de la
probabilidad de que la variable aleatoria ¥ tome el valor de cero.

Normal-Binomial Negativa

Sean Z y Y v.a independientes Z «~ N (0,1), Y « BinNeg (k,p) , y sea X =
VY Z. A la variable aleatoria X se le llama Normal-Binomial Negativa.
Utilizando resultados obtenidos anteriormente calculamos la funcién caracteris-

tica de la variable aleatoria X:

k
R 1 -
ey () =Gy le” 7 | = -—iz— , —o0 <t < oo,
¥x .
1—ge 7

sus primeros momentos y su varianza

E[X]=0. E[X*| = E{Y] = g/p, E(X?] =0

kq (1 +kq)>

ExY=E[ZE[Y?] =3(Var[Y]+ E*[Y]) =3 ( 2

Var[X) = E[Y) = ¢/p,

v por tiltimo su funcién de distribucién:

Fylz) = ZP(X<7:|Y:y)P(Y:y)
2 k%‘y—l . II 1
= —t% /2y k oy k
Z/ = dt( v )pg+2p+2p

L ey F+y—1\ , lz] » 1,
— pEg¥dt + —p* + —pF
‘/_m; \/27rye Y P 92" 2p

A continuacién se grafican funciones de distribucién de variables aleatorias Normal-
Binomial Negativas haciendolas tender a una funcién continua. Como el tamafio
de la discontinuidad de la funcién Fy {z) tiende a cero cuando A — ooy fo < 1,y
como A= —klIn(1 —g); A — 0o cuando k — c0 6 p — 0, primero haremos k =1y

variarefos p:
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Si ahora fijamos p = % y variamos & obtenemos las siguientes graficas de las
funciones de distribucién



Capitulo 3. Distribuciones Normal-Series de Potencias Infinitamente Divisibles 49

v de las funciones caracteristicas

Observemos que son muy distintas las praficas tanto de las funciones de dis-
tribucion como de las caracteristicas si hacemos tender la discontinuidad de Fiy ()
a cero haciendop - 06k — ¢

Al igual que en el caso de la Normal-Poisson, daremos dos casos particulares
de Normal-Binomial Negativas para comparar las grificas de sus funciones carac-

teristica y de distribucién con las correspondientes a las de la distribucién Normal

Estandar.
Para el caso en el que X es Normal-Geométrica, es decir, Z v N (0,1) , Y v
Geo{1/2), Z y Y v.a independientes y X = /¥ Z, las grdficas son las siguientes:

funciones caracteristicas
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roh—

oy () = —
1—-ze™2

Y funciones de distribucién

@) = [ Dyt e () (3) e+ B+ 5

Yelcasoenelque Z «~ N (0,1}, Y « BinNeg (5.5/6), Z y Y v.a independientes
y X = vYz , las grdficas correspondientes son las siguientes:

funciones caracteristicas
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A
FAERN
(r y
£08;
7 )
/,' 06 “,
Vs N
- T g B
‘ 02
L N AY
’ : N
27 0 2 ‘ T4
. 5
wy (t) = (_1"”:'7_7)
1—38 2
Y funciones de distribucién
1- e
/
03/’
0.6:"3
‘
04
S
R x 10 1 — 2 {2y fy+4y (51D 1YY laf r5y3 1 545
Fx(x) = 2 2 o= “f y(yy )(8) (6) de+ 5 () +3(3)
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Comentarios Finales

En base a los resultados del Capitulo 3 se tienen las siguientes observaciones gue
muestran las similitudes y contrastes entre la distribucién normal y las distribu-
ciones Normales-Series de Potencias Infinitamente Divisibles,

Similitudes

Ambas distribuciones son simétricas, esto implica que tienen media cero, son
Infinitamente Divisibles y asignan probabilidad pequefia a las colas.

Tambien es posible que coincidan en sus tres primeros momentos.

Diferencias

La medida de distrubucién de las variables aleatorias NSPID no es absoluta-
mente continua con respecto a al medida de Lebesgue, por lo tanto no tienen den-
stedad: su funcién de distribucidn es discontinua en cero.

Debido a esta discontinuidad, la medida de distribucién de una variable aleatoria
NSPID sobre intervalos pequefios alreredor del cero toma valores mayores que la
medida de distribucién de una variable aleatoria normal con media cero e igual
varianza.

Una variable aleatoria normal y una variable aleatoria NSPII} a lo mas coinciden
ot slis tres primeros momentos.

5i X es una variable aleatoria NSPID, ésta puede ser interpretada como X =
VY Z, donde Y es una variable aleatoria SPID, con funcién generatriz de probabil-
wdad Gy (s) = e M)y 7 es una variable aleatoria normal esténdar.

Debido a que la funcién de distribucién Fx () de la variable aleatoria X (NSPID)
tiende a una funcién continua cuando P [Y = 0] = go — 0, y a que presenta simil-
itudes con las variables aleatorias normal, estas pueden ser dtiles en estudios de
putencia de pruebas de bondad de ajuste y robusticidad.
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