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Capitulo 1

Introduccién

Un concepto muy natural en mateméaticas es el de promedio. Desde las matemdticas
elementales se estudia el promedio aritmético de dos nimeros x y y que se define como
It Otro promedio conocido es el promedio geométrico de dos nimeros positivos z y y

que se define como /zy.

Estas nociones pueden ser extendidas de varias maneras. El promedio aritmético se
puede extender a cualquier conjunto donde tenga sentido hablar de suma y de divisién

entre 2, como por ejemplo los espacios vectoriales.

Para un espacio topolégico X, la manera natural es definir un promedio como una

funcién continua m : X % X — X que tenga las siguientes propiedades:

a) m{z,z} = z para toda z € X.

b) m(z,y) = m(y, z) para cualesquiera z,y € X (simétrica).

Esta extensi6n ha sido particularmente til para estudiar propiedades de los continuos.
Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo. Un subcontinue de un espacio es

un subconjunto no vacfo de ese espacio que cumple con ser métrico compacto y conexo.

Los promedios empezaron siendo estudiados en el [0, 1] con un enfoque més general

por A.N. Kolmogoroff [11]. quien describi6 la forma estructural de estas funciones. Trece
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afios mas tarde. G. Aumann probé que la circunferencia y, méds en general, la esfera de
dimension k. con k > 1. no admite promedios y que toda dendrita admite promedios [1].

K. Borsuk probé que si un continuo localmente conexo no es unicoherente, entonces
contiene una curva cerrada simple como retracto del continuo. Como cada retracto de
un continuo que admite un promedio, también admite un promedio y por el resuitado de
Aumann. la curva cerrada simple no admite un promedio. tenemos un resultado de K.
Sigmon (13] que dice que si un continuo localmente conexo admite un promedio entonces
es unicoherente. Y como los continues localmente conexos y unicoherentes son justamente
las dendritas. y todas las dendritas admiten un promedio, Sigmon muestra también que
un continue localmente conexo de dimensidén 1 admite un promedio si y sélo si es una

dendrita,

Casi todos los resultados acerca de promedios estdn relacionados con espacios local-
mente conexos. Poeo se sabe de los que no lo son. P. Bacon (3] generalizé el resultado de
Sigmon. probando que un continuo que admite un promedio debe de ser unicoherente.
Ademés mostré que el continuo sen(1). el cual es un continuo acfclico de dimensién 1,
no admite promedios en [2]. J. Franks (sin publicar) define un promedio para el solenoi-
de diddico. siendo éste el primer ejemplo de un continuo indescomponible de dimensién
1 que admite promedios. M. Bell y 8. Watson en (4] dieron un criterio para saber si
un continuo no admite promedios y dan un dendroide que no admite promedios. Este
¢riterio fue generalizado por Kawamura y Tymchatyn en [14] para clases més gencrales
de continuos. Reclentemente J.J. Charatonik. W.J. Charatonik, K. Omiljanowski y J.R.

Prajs en [6] dan un ejemplo de un dendroide suave que no admite promedios.

En ia literatura se han cambiado las caracterfsticas de los espacios para ver si ad-
miten promedios o no, en esta tesis lo que se hace es anexar distintas caracterfsticas
al promedio y mostrar los resultados. Como preambulo. en el segundo capftulo de esta
tesis hablaremos de tres familias de funciones: las funciones monétonas, las funciones

abiertas y las funciones confluentes. Veremos también que las funciones monétonas y las



funciones abiertas, son funciones confluentes, Luego definiremos lo que es C(X), F3(X)
v volveremos a enunciar [o que es un promedio. Se demostrard que es equivalente que un
continuo admita un promedio, a que exista una funcién continua de F5(X) a X. tal que
a los eonjuntos de un sélo punto los envie a su Unico elemento. Ademds si €l promedio
pertenece a alguna de las tres clases antes mencionadas, esta funcién también. Se men-
cionaré un promedio para el intervalo y una idea del por qué la circunferencia no admite
un promedio. Después. se demostrard €l criterio de Bell y Watson. ademas de mostrar
algunos ejemplos de continuos que no admiten promedios usando este criterio. Todo esto
nos sirve para contextualizar el trabajo en esta tesis. Lo que sigue ahora es trabajar con

los conceptos de promedio, funcién mondtona. funcién abierta y funcién confluente.

En el tercer capitulo nos centraremos en promedios monétonos. tratando de mostrar
cuales continuos admiten promedios monétonos y cusles no. Veremos que toda dendrita
admite un promedio monétono, Después mostraremos que el abanico arménico, que es
un dendroide que admite promedios. no admite promedios monétonos. Se verd que las

n-celdas y el soleniode diddico sf admiten promedios monétonos y abiertos.

El cuarto capitulo trata de promedios ablertos. Se muestra un criterio para saber si
un conc admite un promedio abierto. Como consecuencia de este criterio sale otro criterio
més y. después se demuestra que el abanico de Cantor y los n-odos admiten promedios
abiertos. Algo natural seria preguntarse si el abanico arménico admite un promedio
abierto -dado los resultados anteriores-. La respuesta es que no admite promedios abiertos
y se mostrar4 la razon de la respuesta. El ultimo ejeraplo es ver que el continuo con la
forma de la letra H mayuscula admite un promedio abierto. Parecerfa ficil demostrar
este hecho. pero la realidad es que en la prueba se utilizan técnicas no tan sencillas y por

cllo resulta interesante.

Finalmente el tltimo capitulo trata de promedios confluentes, donde se ve que a pesar
de que el abanico arménico no admite ni promedios mondtonos ni promedios abiertos, st

admite promedios confluentes.



Capitulo 2

Promedios y funciones

Primero veamos tres definiciones de tres clases de funciones, Sean X y Y espacios

topolégicos.

Definicién 1 Una funcidn suprayectiva f : X — Y es mondtona si pare todo y € Y se

tiene que el conjunto f~H(y) es conexo en X.

Definicién 2 Une funcidn f: X — Y es abierta si para todo abierto U de X se tiene
que f(U) es un conjunto abierto de Y.

Definicion 8 Una funcidn f: X — Y es confluente st para todo subcontinuo B de Y y
para toda componente K de f~'(B) en X se hiene que f{K} = B.

Teorema 4 Toda funcién mondtona de un espacio métrico compacto a otro es confluen-

te.



Demostracién. Sean X y Y espacios métricos compactos ¥y f : X — Y una fun-
cién mondtona. Para demostrar que f es confluente, basta con mostrar que para todo
subcontinuo B de Y se tiene que f~'(B) es un subcontinuo de X.

Dado que f es continua, el conjunto f~'(B) es cerrado.

Supongamos que f~!(B) no es conexo, entonces existen dos conjuntos cerrados ajenos
y no vaclos H y K tales que f~'(B) = HUK. Sean L y M definidos como sigue:
L= f(H)y M= f(K). Como H # 0. entonces L # @, de la misma manera, como
K # 0. M # (. Notemos también que como H y K son cerrados y f es una funcién
continua entre compactos, L y M son cerrados.

Lo que se busca ahora es mostrar que los conjuntos L y M son una separacién de B.

Primero notemos que B = f(fY{B) = f(HIUf(K)=LUM. Asique B=LUM.

Sea £ € L N M. entonces el conjunto f~!(z) intersecta tanto a H como a K y
fYz) € f7Y(B) = HUK. Esto nos da una contradiccién porque HNf~{z) y KN f~H{x)
forman una separacién de f~!(z). que es conexo. En conclusién LN M = Q.

Concluyendo. construimos una separacioén para B. lo cual es una contradiceién. Por

tanto f'{B) es conexo. y entonces continuo. M
¥

Usaremos el siguiente teorema cuya prueba puede ser encontrada en Teorema 5.2,

p.72 de [12]

Teorema 5 (del Cable Cortado) Sean X un espacio métrico compacto, A y B ce-
rrados de X. Si ningtin subconjunto conexo de X intersecta simultdneamente ¢ A y o
B entonces X se puede escribir de la swguente forma X = H UK donde H y K son

subcompuntos cerrados y ajenos de X que cumplen con AC H y B C K.

Lema 6 Sean X yY espucios topoldgecos y f 1 X — Y una funcidn abierte. 51 Z es un

subconjunto de Y, entonces f |f—l(z) : f7UZ) = Z es una funcidn abierta.



Demostracién. Sean g = f 1f"(2} y V un abierto de f7'(Z). Entonces, existe un
abierto U de X tal que V = U N f7(Z) y de esto dltimo se sigue que g{V') = f(V} =

F(U/Y N Z. En conclusién, como f es una funcién abierta, g{V'} es un abierto de Zl

Teorema 7 (G. T. Whyburn) Toda funcidn abierta de un espacio métrico compacto

a otro espacio métrico compacto es confluente.

Dermostracién. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X -+ Y una funcién
abierta. Supongamos que f no es confluente. Entonces existen un subcontinuo B de Y’
v una componente K de f~'(B) tal que f(K) # B. Como f(K) C B entonces existe
p € B—f(K). dedonde f~'(p) C f~(B)—K. Dado que K es una componente de fFH(B),
no existe un subconjunto conexo de f~'(B) que intersecte a K y a f~'(p) -si existiera
tal conexo. al unirle X, formaria un conexo de f~!(B) que contendria propiamente a
K. que es una componente. esto serfa absurdo-. Entonces aplicando el Teorema del
Cable Cortado (Teorema 5) tomando como espacio a f~!(B), tenemos que existen dos
subconyuntos H y I cerrados y ajenos de f~'(B) y, como FUB) es cerrado en X, son
cerrados en X que cumplen con que f~'(B) = HUL, K ¢ Hy f~'(b} C L. Dado que
X y Y son compactos. f(H) es un subconjunto cerrado y no vacfo en Y. Dado que A
v L forman una disconexién de f~'(B). H es un abierto de f~'(B) y, por el Lema 6,
f(H) es abierto en B. Como H N f~'(p) = 8, p ¢ f(#). Resumiendo, hemos construido
un conjunto cerrado, abierto y no vacio f(H) que estd contenido propiamente en B,

contradiciendo la conexidad de B.IR

Sea X un continuo. A contfnuacién definiremos dos conjuntos a los cuales nos referi-

remos después.

Definicién 8 Se denote como C{X) al conjuntoe de todos los subcontinuos de X. Fs

decir:
C(X) = {A C X : A es un subcontinuo de X}
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Definicién 9 Se denote como Fa{X) al conjunto de subcongjuntos no vacios de X que

tienen a lo més dos elementos. Es decir:
F(X)={AC X : A tiene a lo m4s dos elementos y A # @}

A estos dos espacios los consideraremos con la métrica de Hausdorff, con la que
resultan ser espacios topoldégicos. Para mds informacién acerca de esta métrica ver el

capftulo I. pp. 3-29, en {10].

Definicién 10 Une funcidn m : X x X — X es un promedio si cumple con estas

condrciones:

- m es continua,

- ?T'L(.’E, y) = m(y: I)

- m{z,z) = .
El siguiente teorema nos sera de utilidad y su demostracion se puede encontrar en [7].

Teorema 11 Seen X, Y y Z espacios topoldgices, f 1 X — Y una wdentificacién, y
g: X — Z una funcion continua. Entonces, si g es constante en cada fibra FHz) con
2 €Y (es decir, cualquier par de puntos z,y C f'(2) se tiene que g(z) = g(y}), tenemos
que existe una funcion continue h:Y — Z tal que h=go 7L Ademds si g es abierta

entonces h también lo es.

f
X =Y
lg /R

zZ

Usualmente a este teorema se le llama el Teorema de la Transgresion.



Sean el espacio topologico Fp(X '} como en la Definicién 9, con la topologia definida

por la métrica de Hausdorff y p: X x X — F3(X) la funcién dada por p(z,y) = {z,y}.
Lema 12 La funcidn p es continua y abierta (y por tanto es una identificacion).

Demostracién., Sean {(z,,y.)}3, una sucesién convergente en X x X y (z,y} el
punto a donde converge. Esto implica que z, — £ ¥ g, — ¥. Por la forma en que se define
la métrica de Hausdorff en F3(X) se sigue que p(za,¥n) = {zn,yn} — {z.¥} = pla,7),
lo que demuestra que p es continua.

Ahora tomemos un abierto basico U x ¥V de X x X tal que U y V son abiertos de
X. Scald = {{z,y} € B(X) {4} CUUV {0} NU £By {o,y} NV £8}. Porel
Teorema 1.2, p. 3 en [10] y dado que los elementos de F3[X') son conjuntos cerrados, el
conjunto I{ es abierto. Entonces para demostrar que p es abierta bastaria con ver que
pUx V) =U. Sea {z,y} € p(Ux V). entonces (z,y) € UxV o (y,z) € UxV. Sisucede
que (z.y) € U x V entonces se cumple con que z € I y y € V', se sigue que ¢,y € YUV,
e {z,y}NU yye {z,y}NV y, en este caso {z,y} C . Sily,z) € U xV tenemos que
yelUyzeV.sesigiequez,yc UUV, y € {z,4}NU y 2 € {z,y} NV. En conclusién
{x.y} C U. Por otro lado. si {z,y} € U. entonces por construccién, {z,y} C U UV,
[, ) NU # 8y {z,y} NV # B. Para demostrar que {x,y} € p(U x V), es suficiente
mostrar quez e Uyy e V,oquey € Uyz € V. Supongamos que z ¢ U yy & V.
Como {z,y} NI/ # § tenemos que y € U, y similarmente, como {z,y} NV # § se obtiene
que € V. Finalmente concluimos que & C p(U x V). De lo anterior se sigue que

L7 VY =1{ y. por tanto. que p es abierta.ll

Dado un subconjunto cerrade D de X x X denotaremos como D™ = {{z,y) : (y,z) €

D} y diremos que D es simétrico si D = DL

Lema 13 Sean A un continuo de F3(X) y Z = p~!(A), entonces Z tiene a lo mds 2
componentes y en el caso en gque tiene exactamente 2 componentes, cada una de ellas es

sumétrica a le otra (en X x X ).

10



Demostracién. Supongamos, por el contrario. que Z tiene al menos 3 componentes,
entonces existen subconjuntos cerrados y ajenos H, K y L de X x X tales que Z =
H UK U L. Notemos que si a cada pareja ordenada (z,y) le asoclamos su simétrico
(y. 7). esta asociacién resulta ser un homeomorfismo. También notemos que (z,y) € Z si
v sl si (y,z) € Z pues p{z,y) = p(y,2). Demaneraque Z=Z"'= HTUK UL,
Ya que H es abierto y cerrado en Z, H™' también resulta ser abierto y cerrado en Z.
Entonces HUH ! es cerrado y abierto en Z y, en consecuencia. Z — (HUH ™) es abierto
y cerrado en Z y adernds es simétrico.

Si Z - (HUH™) # 0 entonces llamamos M = p(HUH ')y N =p(Z ~(HUH™)).
En conclusién M y N son cerrados. abiertos y no vacfos de A -por ser p continua y abierta
entre compactos-, lo cual contradice la conexidad de A. Notemos que lo mismo sucederia
si hubieramos tomado en vez de H, los conjuntos K y L.

Tenernos entonees que % — (HUH ) = Z -~ (KUK ) =0y Z—(LUL ') =8
Entonces Z = HUH ! = KUK™! = LUL™'y por esto iltimo KUL € H~!, HUL C K1
y HUK ¢ L. Sea (z,y} € L, por la primera contencién (z,y) € H™!, entonces
(y.x) € H y. por ser ajenos H y K, (y,z) ¢ K implicando entonees que (z,y) ¢ K"
contradiciendo que H U L ¢ K1, Por tanto Z tiene a lo mds 2 componentes.

Supongamos ahora que Z tiene dos componentes P y €.

Si PN P! # @, entonces P U P! es un conexo de Z y se sigue que P = P!,
Si tomamos {z,y} € Q. tenemos (z,y) ¢ P. se sigue que {y,x) ¢ P™' y finalmente
(y,z) € Q. Asique P = P!y @ = Q'. Otra vez, al tomar las imigenes de P y Q
bajo la funcién p, p(P) y p{@) son dos cerrados y abiertos de A, contradiciendo que A
€5 CONexo.

Entonces PN P~ = . Por ser  la otra componente P~' C . Similarmente,

Q'CP. Asique QC P~!. Portanto @ =P 'l

Teorema 14 El continuo X admute un promedio si y sélo si existe una funcidn n :

F2(X) — X tal que n es continue y n{{z}) = = pare toda x € X. Ademds el promedio
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es abierto {mondtone o confluente) si y solo st n es una funcidn abierte (mondtona o

confluente, nzspectz'vamente).

Demostracién. Supongamos que X admite un promedio m : X x X — X. Tomemos
la funcién p : X x X — F(X) definida como en el Lema 12, Entonces p es continua
v abierta. Para continuar, aplicaremos e! Teorema de la Transgresién (Teorema 11),
entonces faltaria ver que m es constante en las fibras de p.

Sea {2,y} € F2(X) y fijemonos en su imagen inversa bajo p. Notemos que p~t({z, y}) =
{{z,y).(y.2)}. Dado que m es un promedio m(z,y) = m(y,x). Entonces aplicando el
Teorema de la Transgresién n = mop~™! : F3(X) — X es una funcién bien definida y
continua

Fijémonos en {z} € Fz(X). Por como estd definida la p tenemos que {(x,2)} =
p M{{z}} y luego m(z, ) = z. Entonces n{{z}) = z.

5i ademds m es un promedio abierto, n es una funcién abierta.

Supongarnos que m es un promedio mondtono. Sean z € X y A = m~!(z), entonces

A es un subcontinuo de X x X. Tenemos entonces el siguiente diagrama:

P
AxX — FQ(X)
lm / n

X

Como el diagrama conmuta. tenemos que A = p~t {n! (z)). Como A es un continuo

p(A) = »~'(z) es un conexo, y por tanto r €5 mondtona.

En [5] (propiedad IV, p.214) se demuestra que si la composicién de dos funciones
¢s confluente, entonces la segunda es confluente. En este caso tendriamos que si m es
confluente entonces. corno m = n.o p. n es confluente,

Supongamos ahora que existe una funcién n : F(X) — X tal que n{{z}) = =z.
Constrairemos entonces un promedio para X . Otra vez tomemos la funcidén p : X x X —

F2{X) definida como en el Lema 12.
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Definamos m : X x X — X como m{z,y) = no p(z,y}. Tenemos nuevamente el

mismeo diagrama:

P
XxX — F(X)
Ilm s on

X

Sea (z,y) € X x X. entonces m(z,y) = n{{z,y}) = n{{y,z}) = m(y,z). Asiquem
es una funcidn simétrica.

Sea « € X, entonces m{x, ) = n({z}) =z

Como la composicién de funciones continuas es continua. m lo es. Asi que m es un
promedio.

5i ademds n fuera abierta entonces, como p también lo es, m seria abierta. Igualmente
si n fuera confluente entonces, como m serfa composicién de dos funciones confluentes,
= también seria confivente. Ver (5] (propledad IIL p.214).

Supongamos que n es monétona pero m no. Entonces existe g € X tal que si llamamos
Z = m~Yg). Z es disconexo. Sea A = p{Z), como m = n o p tenemos que n{A} = q y
luego A € n71(g). Sea {x,y} € n"*(g), tenemos que n{{z,y}) = ¢. entonces m(z,y) = g,
(r,y) € Zy {z,9} = plz,y) € p(Z) = A. Entonces 4 =n""(qg) y. por scr n monétona,
A e5 up subcontinue de F3(X). Usando el Lema 13 tenemos que £ tiene a lo mds
2 componentes y cada una de ellas es simétrica a la otra. Como estamos suponiendo
que Z es disconexo. Z tiene exactamente dos componentes distintas pero simétricas que
denotaremos como # y M. Ahora, por el hecho de que m{g,9) = ¢. (4,¢) € £. Dado
que este punto y su simétrico son el mismo. tenemos que (g,¢) € H N H™! lo cudl es
absurdo por que las componentes son ajenas.

Con esto queda demostrado el teorema. M
Ahora vereros algunos ejemplos de continucs que admiten promedios y otros gue no.

Ejemplo 15 El wntervale [ = (0,1] edmite un promedio.
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En el intervalo podemos definir una funcién m : I x I — I dada por m(s, ) = &t
Esta funcién estd bien definida ya que m le asigna a cada dos puntos en 7, el punto medio
entre ellos -que también estd en I-.

Es facil ver que esta funcidn es continua. Como la suma conmuta en /. tenemos que
m{s.t) = m(t.s). Si evaluamos m(s, s} tenemos que m(s,s) = 32 = % = 5. Por tanto

m es un promedio para I.[J

A lo largo de esta tesis mostraremos otros continuos que admiten promedios.

Ejemplo 16 La circunferencia no admate promedios.

Ne vamos a dar una prueba formal de este hecho, tan sélo mostraremos una idea
de como demostrarlo. Para ello necesitamos un modelo para el hiperespacio F3(S!),
denotando a la circunferencia unitaria como S!, El modelo para este hiperespacio es
una banda de Moeebius (Ejercicio 1.26. p. 9 de [10]) y podemos ver que a Fi(5') le
corresponde justo la orilla de la banda, la cual forma una circunferencia.

Supongamos que S! admitiera un promedio, entonces por el Teorema 14 habria una
funcién continua - F3(S') — S' tal que la imagen bajo n de cualquier conjunto singular
o> justamente el tnico elemento de ese conjunto. En términos topoldgicos, existiria una
retraccién de la Banda de Moebius a su orilla. Ahora daremos una idea de porqué esto
no es posible.

[.a demostracién formal requiere de herramientas como el grupo fundamental. Aquf
dlo daremos una idea geométrica. Imaginemos una banda de Moebius y un cilindro que
usa esta banda como cinturén (ver Figura 2-1). Notemos que la orilla de la banda le dd
dos vueltas al cilindro. mientras que si trazamos una linea longitudinal por el centro de la
banda. formando una circunferencia. ésta sélo le darfa una vuelta. Ahora si existiera tal
funcién. tendriamos que mandar esa lfnea longitudinal continzamente a la orilla, siempre
respetando que esa lfnea te d4 una vuelta. Pero la circunferencia de la orilla se completa
hasta la segunda vuelta, y puesto que no podemos romper la ifnea longitudinal, no hay

forma de lograrlo. Para mas informacién al respecto consultar (2] y [3].00
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Figura™2-1: El cilindro y la banda de Moebius.
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Ahora presentaremos un criterio para saber si un continuo no admite promedios. Este
es ¢l criterio de Bell y Watson presentado en [4].
Denotaremos al producto [0, 1] x [0, 1} como T'. La diagonal de I' la denotaremos por

A. Para demostrar este criterio necesitaremos algunos resultados previos.

Definicién 17 Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos
propios A y B de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es conezo. Un continuo

es hereditaramente unicoherente si cuclquier subcontinue es unicoherente.

Lema 18 $i Y es un espacio localmente conezo y Z es una componente de un subcon-

junte W de Y entonces Fry(Z) C Fry(W).

Demostracion. Sea ¢ € Fry(Z) y supongamos que existe un abierto I/ de Y tal
que # € U © W. Dado que ¥ es localmente conexo. existe un abierto conexo V' de Y,
que cumple con z € V y V ¢ U, Asf que V ¢ W. Como Z y V' son conexos y dado
que # € Fry(Z) NV, tenemos que Z UV es un conexo contenido en W, que contiene
a Z. Como Z es una componente de W, V C Z. Esto contradice el hecho de que
r € Fry(Z). Por tanto U N{Y — W} # B. Esto muestra que « € Y — W. Por otra parte
re Fry(Z) C Z C W. Por tanto x € Fry(W).R

Lema 19 St m : T — [0,1] es un promedio, entonces eziste un continuo K contenido
en T — m~H{0,1}) el cual wmtersecte @ A y que wmtersecta también al conjunto €' =

(0.1} x [0, 1) U ([8,1] x {0,1}).

Demostracion, Sean A =m™(0) y B = m~'(1). Entonces A y B son cerrados, no
vacios y ajenos. Sean I/ y V' abiertos de T tales que TNV =9.AcUyBCV. Sean
W la componente de U que contiene a (0,0) y Z la componente de I' — W que contiene
a (1,1). Entonces. por el Ejercicio 76.31 en [10). I — Z es conexo. El cuadrado admite
promedios (Ejemplo 32). por tanto, es unicoherente (por lo demostrado por ¥K.Sigmon
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en [13}) y. entonces, Frp{Z) = F=Z' N Z es conexo. Definamos K = Fre(Z). Del
Lema 18 concluimos que Fre(Z) ¢ Fro(T — W) = Fre(W) C Frpe(U). Entonces
K cT —m({0,1}) -porque ACU, BCV. KNU =8y KNV = §-. Dado que
{0.0) ¢ Z y (1,1} € Z. cualguier subconjunto conexo de T que contenga a (0,0) y a (1,1}

intersecta a . Por tanto A y C intersectan a /B

Definicién 20 Sean X un continuo y d una métrica para X. Una funcidn continua f
entre dos subespacios de X se dice que es una funcidn e-cercana a o identidad st para

foda x en el dominio de f, d(z, f{z)) <e.

En toda la tesis denotaremos a los arcos por sus puntos extremos. es decir. el arco
que tiene como puntos extremos a los puntos a y b lo denotamos como ab. 5i se da el
caso de que a y b fueran iguales. ab denota al conjunto de un solo punto {a}. Notemos

que dado dos puntos pueden existir muchos arcos que los tengan como extremos.

Definicion 21 Una sucesion de arcos {a.bn}52, se dice que converge fuertemente o un
arco ab st para toda € > 0, existe N > 1 tal que para cade n > N, emste une funcidn

c-cercana a la identrdad b : ab — anb, tal que h(a) = an y (D) = by.

Lema 22 Sean X un continuo ym : X x X — X un promedio. Supongamos que
N contiene un arco A = ob y dos sucesiones de arcos {anca}il, ¥ {anen}il, ambas
convergiendo fuerternente e b, y siendo el espacio X tal que cuelquier subcontinuo que
contenga a ¢, y & €, cOniene o an. Entonces para coada subcontinuo K de A x A tal que

Knflr,z) z€ A} #0 y KN ({a} x A) # 8, se ticne que Krnm Ya)#0.

Demostracién. Sea d una métrica para X. Consideraremos al espacio X x X con

la siguiente métrica:

ol((u,v), (z,y)) = max{d(u, z),d(v, z)}h
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Para probar el lema supongamos, por el contrario, que existe un subcontinuo K de
Ax Aypuntos py g€ A tales que {(p,p),(e,q)} C K y K es ajenoa m~!(a). Sea
K'={(y,r) € AxA: (z,y) € K}. Aslque K1 es un subeontinue de Ax Ay, como m
¢s una funcion simétrica. K~1Nm-1(a) = 0. Sea H = KUK, Como (p,p) € KNK™*
y dado que K y J ' son subcontinuos,  es un subcontinuo simétrico de X x X y
a ¢ m{H}

Sea ¢ > O tal que Ba.(e) Nm{H) = §. Por la continuidad uniforme de m, existe
§ < ¢ tal que p((u,v), (2,9)) < 26. implica que d{m(u,v), m(z,y)) < &. Escojamos n. = 1
v dos funciones §-cercanas a la identidad h : ab — auc, Y k : ab — a,b,. tales que
hia) = a, = k(a). h{b} = c, ¥ k(b) = en.

Sea B = {(h()h(y) : () € H}U {(k(),2(1)) : (2,9) € H} U {(k(a), k() :
(x.y) € H}.

Notemos que cada uno de los elementos de la unién son continuos -ya que son imagenes
continuas de H-. El primero y el segundo tienen a {#(a), A(g)) = (2, h{g)) = (k(a), h(2)),
el segundo y el tercero tienen al punto (k(q), h(a)} = (k(g),an) = (k{g), E{a)). Asi que
B es un subcontinuo de X x X.

Como m es un promedio. h(p) = m{h(p), h(p)) € m(B) y k(p) = m(k(p),k(p)) €
w{B). Sea C = m(B) U h(p)ea U k(p)en. donde h{p)c, (respectivamente. k(p)e,) es el
subarco de anc, (respectivamente, de a,e,) que une a h{p) con c, (respectivamente. a
k(p) con e,,). Entonces C' es un subcontinuo de X conteniendo & ¢, y e,. Por hipétesis,

u, € . Esto implica gue a, € m(B).

il

Sea z € B tal que a, = m(z). Veremos el caso cuando z es de la forma z
(k(z}. h(y}). con (z,y) € H. siendo los otros casos similares a éste.

Como d(z, k(z)) < § y d{y,k(y)) < 8. por como se eligi6 la §, dimiz,y), a.) =
d(m(z.y), m(z)) < &. Dado que d(a,a,) = d{a, k(a)) < & <&, d(a, m(z,y)) < de,an) +
d(an, miz,y)) < 2. Asf que m(z,y) € m(H) N By(a). Esto contradice la eleccién de
el
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Teorema 23 (M. Bell y 8. Watson) Sea X un continue. Supongamos que X con-
trene un arco A = ob y cuntro sucesiones de arcos {0,c, 13, {anen}y, {fabn}ol, ¥
{gabn }Z, cada una convergiendo fuertemente o A, y X es tal gque pora cade n, cade
subcontinuo que contenga a ¢, ¥ ¢ e, contiene o a, ¥ cada subcontinuo que contenge a

fn ¥ @ gn contiene a b,. Entonces X no admite promedios.

Demostracién. Supongamos que existe un promedio m : X x X — X. Como 4 es
un retracto abscluto {es decir que para cualquier continuo que contenga a A existe una
retraccion del continue en A). sear : X — A una retraccién. Llamemos M = {rom) [axa.
Entonces M : A x A — A es un promedio en A. Por el Lema 19 existe un subcontinuo
K de Ax Atal que KN M~ ({a,b}) =8 KN {(z,z) : z € X} # 8 y cumple con una de
tas sigmentes condiciones K N ({a,b} x A) # 8 o KN {A x {a,b}} # 8. No importando
cual de éstas se cumpla. el continuo K satisface las condiciones del lema anterior, ya
sca tomando la pareja de sucesiones {an.c.}3, ¥ {@nen},, 0 la pareja {fub )32, ¥
{g.b.}% . segiin sea el caso. y entonces K NM'(a} 3 ® o K N M '(b) # § llegando
asf a una contradiccién. ya que partimos de que K N M~1{{a,b}) = 0. Esto termina la

demostracién del teorema. il

Veamos algunos ejemplos que ilustran cémo se puede determinar, mediante éste feo-

rema. si un continuo no admite promedios.

Fijémonos primero en la Figura 2-2. Este continuo se construye tomando la cerradura
de la curva Se”(i)' En la figura tenemos algunos puntos importantes. Los puntos a y
h son los extremos del arco limite. al cual denotamos por A, es decir A = ab. Otros
puntos ah{ marcados son las sucesiones {a.}%, ¥ {b.}°2, que convergen a o y a b,
repectivamente. Ahora notemos que {n0,:}22,, {anbu1}2s, {atn}in, ¥ {butnia}on

son cuatro sucesiones de arcos que convergen fuertemente a A. También se cumple que

cualquier subcontinuo que contenga a b,—; ¥ b, contiene a a, para toda n > 2y si un
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Figura™2-2: La curva sen(l).

subcontinue contiene a a, ¥ a,4; contiene a b, para toda n. Entonces, por el Teorema
23. este continuo no admite promedios.
Este ejemplo fue el primer continuo que no contiene curvas cerradas simples, de

dimensién uno para cual s¢ mostrd que no habfa promedios [2].

Otro continuo que no admite promedios es el doble abanico {conocido también como la
doble escoba) mostrado en la Figura 2-3. Otra vez tenemos un arco A, donde sus puntos
extremos son a y b. Las cuatro sucesiones de arcos que convergen fuertemente a 4 son
{abin 1}y {abn}32y. {baga1}72, ¥ {baza}ox,. Cualquier subcontinuo que contenga a
by 1 v & by, debe de contener a a, y cualquier subcontinuo que contenga a azn-1 ¥ G2a
contiene a b, Entonces. por el Teorema 23. éste continuo no admite promedios.

Este es un ejemplo de un dendrioide (ver la Definicién 24) que no admite promedios.
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Figura™2-3: El doble abanico.
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Capitulo 3

Promedios Mondtonos

Definicién 24 Un confinuo se dice que es un dendroide st es hereditariamente unicohe-

renfe (ver Defimcidn 17) y arco-conezo.

En la Figura 3-1 se muestran algunos ejemplos de dendroides, los cuales serdn usados
mds tarde. El primero (A) es el mds sencillo. un arco. El segundo (B) es un continuo
que es homeomorfo a Ja letra "H" mayuscula. El continuo con ia letra (C) es llamado
F_. El abanico arméuico (D) es otro ejemplo y por itimo, el abanico de Cantor (E).
Una circunferencia es un continuo que no es un dendroide, es mds. se puede ver facil-
mente que un continuo que contenga una curva cerrada simple no es un dendroide. ya
que no cumplirfa con la unicoherencia hereditaria, pues una curva cerrada simple no es

unicoherente.

Loema 25 Todo dendroide es unicemente arco-conexo. (Es dectr, para cualesquiera dos

punios del dendmide, existe un Unico arce que los une),

Demostracién. Supongamos que existen dos puntes distintos a y & para los cuales
hay dos arcos a ¥ 3 que unen a estos dos puntos. Se tiene que a y b estdn en a1 3. Estos

dos arcos son subcontinuos del dendroide y. por la unicoherencia del mismo, N 3 es un
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(A). El arco (B). La “H” maytscula

(C). El continuo F, (D). El abanico arménico

(E). El abanico de Cantor

Figura™3-1: Algunos dendroides
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subcontinuo tanto del espacio, como de los arcos o y #. Como todos los subcontinuos no
degenerados de un arco son arcos y, a1 J es un subcontinuo de « y de [, que contiene
a ey ab. tenemos entonces que @ N J es un arco contenido tanto en « como en 3, que

tiene a ambos puntos o ¥ 5. Entonces a=a NG = £.0

Definicién 26 Sia y b son puntos de un dendrowde X, entonces denotaremos como ab

al imeo arco que tiene como extremos a los puntos a y b,

Definicién 27 Una dendrite es un dendroide localmente conexo.

De la Figura 3 el arco (A), el continuo homeomorfo a la letra *H” (B), y el £, (C)
son dendritas, porque los tres son localmente conexos, El abanico armdnico (D) y el de

Cantor (E) son dendroides que no son dendritas.

Recordemos que denotamos como C'(X) al conjunto de todos los subcontinuos del
espacio X (Definicién 8) y considerando una métrica particular {métrica de Hausdorff)

resulta ser un espacio topoldgico.

Lema 28 Si X es una dendmte y 6 {an}; v {ba}ie, son sucesiones en X tales que
=l n=k

a - ayb, - b, se trene que ab, — ab en C(X).

Demostracién. Supongamos que {a,.b,}5, no converge al arco ab, entonces existe
una £ > 0 y existe una subsucesién de {a,b,}22, tal que todos sus elementos distan de
ab (con respecto a la métrica de Hausdorfl) en por lo menos £, De esa sucesién podemos
extraer una subsucesién convergente a un elemento A € C'(X). Entonces la distancia de
- a abes por lo menos e. En particular A # ab. Para no mansjar subindices, supongamos
directamente que axb, — A.

Obtendremos una contradiccién mostrando gue A = ab.

Como a, — a y b, — b tenemos que a,b € A y por ser X un hereditariamente

unicoherente tenemos que ab C A. Estas dos tiltimas afirmaciones se demuestran en [9].
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Sea N.(ab) = {z & X : d(z,y) < € para alguna y € ab}.

Lo que falta es ver que para toda € > 0, se cumple que A C N.(ab). Esto es suficiente
para demostrar que A C ab. Tomamos las vecindades de radio € con centro en a y otra con
centro en b, Como el espacio X es localmente conexo, tenemos que existen vecindades
Uy V de a y b respectivamente, tales que U y V son conexos, U ¢ U € B.(a) y
' ¢ V C B.{b). Denotemos por B =U UabUV. B es un continuo y. por construceion,
B C N.(ab). Dado que a, — ay b, — b. existe un entero positivo N que cumple con
que para toda n > N, a, pertenece a U y b, a2 V. Como los puntos a, y b, estin en B
paran > N. estdn en a,b, N B. que por la unicoherencia hereditaria del espacio X, es un
arco. dado que es un subcontinuo del arco a,.b,. y que une a los extremos a,, y b, pero
entonces tenemos que a,b, = a.b, M B. es decir a.b, C B, entonces como a,b, converge

a Ay B es cerrado, se concluye que A C B C N.{ab). Por tanto A = ab. Como dijimos

antes. esta contradiccién prueba el lema H

Notemos que si consideramos una de las sucesiones como constante. por ejemplo
a, — a para toda n, el lema nos dice que la funcién o @ X' — C(X) definida por

a(p) = ap es una funcién continua.

Definicién 20 Dado un continue X, una funcidn de Whitney pare C(X) es una funcidn
g C(X) — [0,1] tal quer

- i es continua

-p({z}y=0paratedaz € X.

-1 (A) < p(B). si A es un subcontinuo propio de B, y 4, B € C(X).

-p{X)=1.

Un ¢jernplo de una funcién de Whitney para C([0, 1]). tomando al [0, 1] con la métrica
usual. es la funcion longitud -a cada subcontinuo del arco se le asocia su longitud-.
Claramente la funcién es continua, los conjuntos de un sélo punto (intervalos cerrados
degenerados) tienen longitud cero, si un arco estd contenido en otro su longitud serd

menor v la longitud del espacic [0, 1] es 1.
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No en todos los espacios, la funcién didmetro resulta ser de Whitney para C(X}. Sin
embargo. se sabe que. dado un espacio compacto. existe una funcién de Whitney para

C'(X} (Teorema 13.4, p. 107 [10]).

Teorema 30 i X es una dendrita entonces X admite promedios mondtones.

Demostracion. Sea g una funcién de Whitney para C(X).
Sean a y b € X. Consideremos la funcién g : ab — R dada por g(p) = p{ap) - p(bp).
Para demostrar que g es continua, tomemos una sucesion [pn12, en ab tal que p, — p.

Por et Lema 28 tenemos que ap, — ap y bp, — bp y. entonces, por la continuidad de la

.
9(pn} = plaps) — u(bpn) — pap) — p(bp) = g(p).

Por tanto g es continua.

Notemos que g(a)} = p(aa) — p(ab) = —p{ab). luego g(e) < 0. De la misma manera
resulta que g(b) > 0. Veamos que g es estrictamente creciente, con respecto al orden
natural del arco ab. Sean p y ¢ puntos en ab tales que el arco ap estd contenido propia-
rente en ap. entonces u (ap) < u(ep’) y como de la suposicién se obtiene también que
—yt(bp) < —p (by'). tenemos que g{p) < g(p'). Por ser g ura funcién continua, existe un
punto g € ob tal que g{g) = 0 y, dado que g es estrictamente creciente, este punto g es
tnico. Definamos m(a, b) = g. Por lo dicho anteriormente, 7 estd bien definida.

Sea a £ X y supongamos que m{a,a) = g. Sabemos por la definicién de m que ¢ es
un punto del conjunto aa. pero éste es justamente {a} y de aquf que m{a,a) = a.

Sean e y b € X. m{a,b) = p y m(b,e} = g. El punto p es el tinico en el arco ab tal
que p(ap) — p(bp) = 0 y, por consecuencia, p{ap) = (bp). Por otro lado g cumple con
que 1#{bg) — p(ag) = 0 y. de eso, se obtiene que pu(bg) = p(ag), por tanto p =q.

Para demostrar que m es un promedio falta ver que m es una funcién continua.

Sean {a,}>°, v {ba}>, sucesiones en X tales que ¢, — @ y que b, — b. Entonces

(an.bn) — (a,b). Necesitamos probar que m(as, b} — m(a, b}.
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Supongamos que m{ay,b,) — g para alguna ¢ € X. Tenemos entonces que, por el
Lema 28. anm(an, by) — og, bam(an, by) — bg y dado que m{on, by) € anb, ¥ anh, —
ab. resulta que g € ab [9]. Por la definicién de m, obtenemos que u{anm(an,bn)) =
it (byn(an, by)) para toda n > 1. Esto implica que p{ag) = u(bg) y, otra vez por la
definicion de m. se tiene que m{a, b} = q.

Por tanto m es continua y, entonces. un promedio.

Finalmente demostraremos que m es monétona.

Sean p € X y a,b€ X tales que m(a,b) = p. Para demostrar que m™'(p) es conexo,
es suficiente mostrar que existe un subconjunto conexo de m ™! (p) que contiene a (a, b} y
a (p.p). porque si cualesguiera dos elementos de ™" (p) se pueden conectar mediantc un
conexo dentro de m~'(p) a (p, p) entonces. también se pueden conectar esos dos puntos
entre si. impicando asi. la conexidad de m™(p).

Por definicién p € ab y u(ap) = u(bp). Definamos o . ap — [0, u{ap)] por o(z) =
(pz)

Ahora demostraremos que o{p) = 0. #{a) = pap). ¢ es inyectiva y es continua. Lo
primero es porque o(p) = p(pp) = p({p}) = 0. Claramente. o(a) = p(ap). La funcién o
e» inyectiva. ya que si o(z) = o(y). como p es punto extremo de los arcos ap. px. py ¥
.y € ap. entonces pr C py o py C pa. Pero. como o(x) = o(y). sale que p(px) = p{py)
y de esto se deduce que pr = py. Por tanto © = y. Notemos que & es continua, ya que
¢s la composicion de la funcidn a definida después de la demostracion del Lema 28, que
¢s continua. seguida de la funcién de Whitney p que también lo cs.

Definamos ~ : bp — [0, u{bp)] por v(z) = pu(pz). Entonces. por un procedimiento
similar al anterior v es inyectiva. ¥{p) = 0, ¥(b) = u(bp) y, es continua. Como pu(ap) =
1:1(bp) porque m(a, b) = p, podemos suponer que 7 est4 definida en el arco [0, il ap)].

Sea ¢ : [0, p(ap)] — X = X, dada por la regla ¢(2) = (#71(¢),7"(t})). La funcién ¢
estd bien definida. porque tanto o como - son biyecciones. Veremos que ¢(0) = (p, p),
o(plap)) = {a,b) ¥ que es continua. Con esto tendremos que ¢ ([0, #(ap}]) es un conexo

que une a (p, p) con (a,b).
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La primera afirmacién resulta como consecuenciz de la definicion,
$(0) = (¢710),77(0)) = (p, p), ya que o(p) =0 y ¥(p} = 0.
Similarmente.

#(e(ap)) = (e {u(ap)), v~ (u(ap))) = (a,b), porque o(e) = u(op) y
¥(b) = 1£(bp) = p(ap).

Ya que ¢ y + son biyecciones continuas con dominio compacto, tenemos que son
homeomorfismos. De manera que ¢! y v~! son continuas y, por tanto, ¢ es continua.

Por ultimo falta ver que el conexo ¢ {[0, z(ap}]) estd contenido en m~i(p). Sea t €
(0, p{ap)]. resultan las siguientes igualdades p{pe=t(£)) = a(c™Ht)) =t = y(v ' (£)) =
u(m H{t)). Por como definimos el promedio m(g(t}} = m (o' (£}, '(¢)) = p y entonces
para toda f € {0, u(ap)] se obtiene que ¢(2) € m~(p).

Por tanto m es un promedio monétono. M

Recordemos uno de los continuos ya mencionados antes, €l abanico armdnico (Figura
3-2). Este continuo se construye de la siguente manera. dada n € NU{0}, sea P, el
conjunto {te, € R? . ¢t € [0,1]}. donde e = (1,0} y &, = (1,%) si » > 1. Fl abenico
armdnico que lo denotaremos como A, es el siguiente conjunto A = | J72, P, El origen en
R? lo denotaremos como .

Este continuo s admite promedios, como veremos en el Capituio 5.

Ejemplo 31 El abanico armdnico no admute promedios mondtonos.

Supongamos que existe un promedio monétono m: A x A — A,
Como m es una funcion continua, existe § > Otalque § < L ysi|lp—z||,jlg — yll < &,
entonees {|m(p, g) — m(z,y)}| < 5. Escojamos un entero positivo N tal que |lex -~ egff <

5. Entonces & > #
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e,=(L1)

e,=(1,1/2)

e,=(1,1/3)
e,=(1,1/n)

e,=(1,0)

Figura™3-2: El abanico arménico.
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Sea py = mien,ep). Como ey = m{ep,ep), por la forma en que escogimos a &,
1
flpo — eoll < 5-

Definamos ¢ : A — PLU R U ... U Py dada por;

&) P sipe BLURAU..UPNy_1.
p ==
tey, sip=te, para algunan € {0,N,N+1,..},

También sea v : A — Py U Py ... U Py_y definida segin la siguiente regla:

p. sSipe BUPU...UPy,,
Yip) =
teg, sip=te, paraalgunan€ {O,N,N+1,..}.

Lo siguiente es demostrar que ¢ v 7 son retracciones y que ||p — o{p)i|, [|p — ¥ (p)|| < &
para toda p € A.

Merncionaré por qué ¢ es una retraccién y por qué fjp — ¢(p){| < & para toda p € A.
Para o sirve un argurgento similar.

Notemos primero que ¢ estd definida en dos cerrados cuya interseccién es justo el
conjunto {#}. La funcion es continua ya que en el primer cerrado es la identidad, en el
segundo se puede ver como la composicién de la proyeccidn natural al eje z de R? y la
parametrizacion patural del arco Py. ¥ en # las dos definiciones coinciden. Entonces ¢
es una retraccién. ya que ¢ restringida al conjunto Py U Py U... U Px es la identidad.

Sea p & PLUP U ..U Py, como en ese conjunto ¢ es la identidad, se cumple que
lip - o(p)ll < &

Sip=te, € P,oonn e {O,N,N+1,..}. Entonces si ¢(p} = ten, tenemos que
lo-ol=5-t<h-L<k<s

Sea € = m™'(p%). Por hipétesis, C es un subcontinuo de A x A tal que (en,€0) ¥
{po.po) €C.

Definamos:

D = {m(¢(p),¢(q)) € A: (p,q) € CYU {m (${p).v(g)) € A: (p,g) € C}VU
{m (H(p),¥(q)) € A: (nq) €C}

30




Probaremos que T es conexo. Para hacerlo, necesitaremos mostrar que C contiene un
punto de la forma (€, ) o uno de la forma (g, ) para alguna ¢ € A. Supongamos que no
hay puntos de la forma (8, q) en C. Sea C; la proyeccién de C en la primera coordenada.
Entonces ex y po € C1. 8 & C1 y C; es conexo. Ya que 8 ¢ C, el conjunto C, debe de
estar contenido en Py — {#}. En particular, pg € Py — {6}. Sea Cy la proyeccién de
C en la segunda coordenada. Entonces C; es un conjunto conexo de A que contiene a
eo ¥ & po. Como py € Py — {#}. debe ocurrir que 6 € C,. Esto completa la prueba
de que C contiene un punto tal que una de sus coordenadas es #. Supongamos que C
contiene un punto de la forma {8, g), entonces m{f, q) = po = m(q, 0}. asi que (g,8) ests
también contenido en C. Notemos que D es unidn de tres conjuntos conexos. Como
m ($(q), #(8)) = m (¢{g), 8} = m($(g),¥(F)). et primer conjunto intersecta al segundo.
Igual. m((8),%(q)) = m(0,¥(q)) = m (¥(6},4(q)). el segundo intersecta al tercero.

Con esto se demuestra que D es un conjunto conexo de A.

Dado un punto {p,¥) € C, |lp — ¢(p)l| ¥ ly — ¢{y)l} < &, entonces
oo — m ($(p), s} = lfm(p,y) — m ($(p), SN < 3-

Como [jpg — egl| < §. concluimos que ||m (#(p), ¢(y}) — eofl < 1.
Luego m {¢{p), #ly)) # 8 para cada {p,y) € C. Siguiendo el mismo argumento se
muestra que 8 ¢ D,

Notemos que
ex = mien,ex) = m(glen), (eo)) € Dy &0 = mleo, e0) = m(Ylen), (o)) € D.

Entonces. por la conexidad de D, se sigue que § € D. siendo esto una contradiccién,

que viene del hecho de suponer de que A admite vn promedio monétono.[]

Dado que e abanico armdnico no admite promedios mondtonos siendo un ejemplo
de dendroide que no es una dendrita y, como todas las dendritas admiten promedios

mondtonos. cabe entonces hacerse la siguiente pregunta.
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Pregunta ;Si X es un dendroide que admite promedios monétonos entonces, es X una

dendrita?

Ejemplo 32 Toda n-celde admite un promedio mondtono y abierto.

Sea X =[0,1)™
Definamos m : X x X — X por

m(Iv y) = (nlin{"rl’yl}l min{ﬁz,yz}, ---amin{xn.; yn})

Donde z = (21,13, ....,2n} ¥ ¥ = (1, ¥2, -, ¥n). De la definicién de la funcidén es claro
que m e5 un promedio.

Primero veremos que rn es monétona. Para lograrlo, tomamos un punto z € X y un
punto {z,y) € m~!(z). Basta con encontrar un conexo en m~!(z) tal que contenga a
(. yyya{z.z). Sean z = (21,22, ...y Zn). T = (71, %2, .., Tn) Y ¥ = (Y1, U2, .-, Un), BOLEOS
que z, = min{z,, y} para toda 7. Definamos los siguientes conjuntos en X

A=Ay x Az x .. x Ap. donde A; = {z,}siz, <y, 0 A, ={z,z]siy, < 2,

B=DB xBy;x..x B, donde B, ={y} siv. <z, 0By =[z;, 1] sl 2, <.

Los conjuntos A, y B, son no vacfos ya que contienen a z; y 3,. respectivamente.

Sean {u, v} € A x B. u, {a 1-sima coordenada de v y v; la -ésima coordenada de
i. Para toda 1 se cumple que u;,», > z,. Notemos que si #, > z entonces tenemos que
t, # z,. Como z, = min{z;,y,} se tiene que 3, = z y, de esto, v; = z. De la misma
manera si ¥ > z, entonces u; = z;. Por estas tiltimas dos observaciones:

m{u,v) = (min{uy, v }, min{ug, vp}, ..., min{u,, vn}) = (21, 22, ..., 2n)

Esto implica que 4 x B ¢ m™1{2).

Cormno tanto A como B sonconexosen X,z € A, y€ By z € AN B entonces A x B
es un conexo de m™'(z), (z,¥),{(z, %} € A x B. Esto termina. con la prueba de que m es

mondétona.
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Finalmente mostraremos que m es ablerta. Sean I/ y V abiertos de X, dado que
U % V forma un bésico de X x X basta con mostrar que m(I/ x V) es abierto en X.

Sea z = (21,72, %n) tal que z € m(U x V). Existen puntos = = (1, @2y ey )
y ¥ = (Y, %2, ¥n) de X ¢que cumplen con z = m(z,y). Sean {U}l, ¥ {Vi}r, dos
colecciones de conjuntos abiertos en el [0,1] tales que, si U = Uy x Uz x ... X U, y
=V, xVax..x Vyentonees, ce V. ye V. U'cUyV CV.

Tomemos un entero positive k < n.

-5 zx = Zx y @& < Y. Entonces existe un abierto W de [0, 1] tal que 2 € Wi ¥y
W, € Uy N{—oc, 3} El abierto U N {—20, ;) no es vacfo ya que z; estd en éL.

- si sucede que 2z = 1, = Y. definimos Wi, = U NV,

-8z = Y ¥y yk < Tr. Entonces existe un abierto W de [0, 1] tal que 2 € Wy ¥
W, € Vi N{—oc,zs). El abierto Vi N (—oc,zi) no es vaco ya que g, estd en &l

Definimos W = W x Wa % ... x W,. Dado que para toda & < n. W, es un abierto
de [0, 1] que contiene a z;. entonces W es abierto de X tal que z ¢ W. S6lo nos faltarfa
demostrar que W C m{lJ x V) para concluir que m es abierta.

Sea w = {w,,ws, ... wp) € W. Lo siguiente es construir dos puntos u y v que perte-
nezean a X y tales que (u,v) € U x V y que m(w,v) = w.

Sea un entero positivo & tal que k& < n,

-5l zp = Zp ¥ 2k < Y entonces definimos up = we ¥ Ve = Yk Entonces v, € V.
como u. € W, se tiene que u; € Uy, y dado que en este caso Wy C Uy N (—oo,uk),
min{ug, Ve } = g = Wh

- 51 zp = 1 = yr entonces definimos u, = v = w;. Tenemos que wug, ¥ € Wy, se
sigue de esto viltimo que ug, v € Uy NV, y ademds min{ug, U} = U = v = Wy

-8l 2 = yk ¥ Yk < Z entonces definimos ux = T y vy = wx. Entonces w € Uy,
como 1, € W, se tiene que v, € Vi y dado que en este caso Wi C Vi N (—o00, zy),
min{ug. T} = Up = Wi

Sean u = (u;, %9, w0 Un) Y U = {¥1, %2, ..., V). Por lo demostrado en et pdrrafo anterior,

para todo entero positivo k < n tenemos que uy € Uy, v € Vi ¥y min{u, vs} = W
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Entonces u € U. v € V y m{u,v) = w. Por tanto m es una funcion abierta y con esto

terminamos la construccion de un promedio monétono y abierto para una n-celda.l]

El primer eiemplo de un continuo que No €3 arco-conexo y que admite un promedio
fue dado por John Franks. El ejemplo es el solenoide diddico.

Recordemos que el solenoide diddico estd definido como un Ifmite inverso de la cir-
cunferencia unitaria en los complejos, usando solamente como funcién de ligadura, la
funcion que a cada complejo lo envfa a su cuadrado. Es decir, S = lim{Xn, fu}, donde
cada X, = S (S es la circunferencia unitaria en el plano complejo), para cada nn > 1
y cada z € S'. f(2) = 2° y considerando a este espacio metido en S x 8 x ... con
Ja siguente métrica d(z,y) = 3 oy Ji’«‘z%yl‘i. Para més informacién acerca de qué es un

limite inverso y cosas relacionadas con este tema, ver el Capitulo II de [12).

Ejemplo 33 El solenoide diddico admite un promedio mondtone y abierto.

E| promedio definido por J. Franks sirve para esto. Definimos m(z,y) = (Talfa, 23Y3s - )

donde z = (z1,T2, ...}, ¥ = (y1,%2.---) ¥ Zih es el producto en los complejos de z; ¥ ;.

Para ver que m estd bien definida tomemos m(z,y) = (z2y2, T3Ys, ---)» Como z,
y y estdn en S'. el producto wiy; estd también. Para ver que miz,y) € 5, faltarfa
\er que para toda . fa{Tas2¥niz) = Tap¥sir. Sea 7oun entero positivo, entonces
Folznsatingn) = (Zar2¥nez)? = (Tne2l(Uns2) = falZasz) falUnsz) = Tnpi¥ns dado que
ry€S.

Veremos ahora que esta funcién m es un promedio.

Dado que S es un grupo topologico (en particular el multiplicar las coordenadas y
recorrerlas un espacio es una funcién continua), es claro que m es continua. El producto

de complejos es conmutative entonces
m{z,y) = (T2, Tays, -..) = (Y222, Y373, ..) = m(y, ).

Por iltimo,
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miz. x) = {raTa, 233, -.) = ((72)°, (@3)%s ) = (i (@2), fa(&s) s} = (122 ) = =

Ahora mostrarernos que m es mondtona. Sean z y y € 5, p = m{xz,y) y C Ia
componente de m~}(p) que contiene a (x,y). Para probar que m~!(p) es un conjunto
conexo. es suficiente mostrar que (p,p) € C. dande como resultado que C = mYp)

por ser {z,y) un punto cualquiera en m~(p). Para llegar a eso, demostraremos que

(p.p) e,

Seane > 0y N > 1 tales que 5= < €. Supongamos © = (1, Tz, ) ¥ = (41, Y25 ---)
y p = {pt,p2,...)- Paracadan > 1, parametrizamos x, = e{t,) ¥ #a = €($s), donde
e R 5 S es la funcién exponencial dada por e(t} = cos(t) + isen(t). Entonces, por
como se define m., p, = € (fati + Sng1)-

Dado que (Zni1yn+1)® = (zn41)" (Ww+1)? = zayn y por las propiedades de la funcién

exponencial. se tiene que

e (2 {twar + snrn)) = (e (b + swa))’ = (pw) =

(ZnirYn1)? = Enyn = pnor = eltw + SN).

Esto implica que existe un entero k tal que 2 (tyn + sns1) =ty + sy + 2wk,
Llamemos r = 47 4 7k

Definames @ : [0,1] — S x S, por o(x) = (o1(u), o2{u)). donde

o {u) =
(e (2N~ (tn +ur)) e (2772 (tw +ur)), e (b +ur) elty +uf) eltmrz +ug), )

M

O'g(ﬂ) =

(e (2¥" (s — ur)),e (2872 (sy — ur)) e (s —ur),e(sner — ug)ie(snez — ug),...).

Lo que sigue es mostrar algunas propiedades.

-y (1), o2 (1) € § para cada u € [0, 1}.
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Solo mostraré que oy{u) € S, la otra demostracién es igual. Todas las coordenadas
son elernentos del cfrculo unitaric en el plano complejo, ya que asf se define la funcién
exponencial. Sea 1 < i < N y fijémonos en la i-ésima. coordenada, ésta es de la siguiente
forma: e(2¥*(ty + ur)). Ahora veremos que al aplicar la funci6n f(z) = 2* nos da la
(: — 1)-ésima coordenada.

Fle(@¥ = (ty+ur))) = (e(2¥ 7 (tn+ur)))? = (2N ity tur)) = (2Nt Fur)).

Ahora tomemos 2 > N. Notemos que ahora la i-ésima coordenada es de la forma
e(t, + uzEr ). que 2l aplicar fa funcién nos da:

Flelt, + ugtm)) = (elt + ugtn))? = eQ@te(ugion) = (elt)Velugehmn) =
{v)?e(uz=t=) = #1e(ugtiw) = et,-1)e(ugtw) = e(tin + Ug=tzw )

Con esto terminamos de demostrar que oy{z) € § para toda » € {0,1].

-a; y o son continuas y, por tanto, ¢ también.

Es claro. ya que cada entrada es una composicién de funciones continuas de u,

-7(0) = (Is y)'

Evaluamos ¢, ¥ o2 en 0.

a1 (0) = (e 2V (tn)) e 2V 2 () oy e (En)  eltnan)s eltnsz) )
=(e(t),e(ta), . e(tn), 6(*N+1),"3(t~+2), )
= (21, 225 o TN ENHL ENGZs ) =T
a2(0) = (e (27~ (sw)} e (2V2 (sw)} 1 e lsn) e(sngr) (e}, )
= (e(s1},e(s2),.e{sn),elsn1)s elsmez)s )
= (Y1 Yzs o YN UNFL YN 2, ) =

Entonces o(0) = (o1(0),52(0)) = (z,¥).
-a(u) € m~'{p) para cada u € [0, 1].
m{o(u)) = m(o1(u}, o2(x))

= (e (2% {tw + 5n)) s e (tn + SN} € (twas + Swa) s eltnez + svaz), )
= (e(tz + s2), e (tn + sn) € (Evgr + svi1) v e(tviz + SN42) -or)
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= (pls <y PN—1L PNy DN+ ) =P

-x{l) e C.
Claramente, ya que la imagen del [0, 1] bajo ¢ describe un trayectoria y como (z,%)

es uno de los extremos, tenemos que o({0,1]) C C.
Ahora. dado que tomamos una £ cualquiera, si vemos que d{oy(1), p),d(ma{l},p) <¢

habremos terminado.

Notemos que ty + 7 =in+ iﬁf—;—’ﬁ + 7wk = 55"—';—53 4 Tk = tpy1 -+ Sn+1. Entonces

e(ty +71) =e(tys1 T Snr1) =PN Y
e(2(tn +71)) = € (2 {ty + sws1)) = Pty 62V HEw + 7)) =
e (2 (tvp + sn+1)) = pr.

Esto implica que d{o{1),p) < €.

Ahora. vearnos que sy — 7 = sy — 2 —nk = dsy — k= tyan t+ S — 2k

Entonces

e(sy — ) = € (tygr + Sna1 — 27k) = eltwr + SN41) =PNY
e(2{sy — 7)) =e(2 (tnal +5841)) = PN-13 -
e(2¥ sy —r))=¢ (2"4 (tner + .s,V+1)) =p.

Esto implica que d{o2(1),p) < €.

Con esto completanos la demostracion de que (p,p) € %%, Por tanto, m es

monotona.

Ahora veremos que m es una funcién ablerta,

Consideremos el homeomorfismo de corrimiento; £ : § — S definido por
h(.‘L‘ll Ta,T3, ) = (ﬁg,Is, )

Entonces la funcién h x h: § x § — § x § dada por (h x h){z,y) = (h{z), hly))

es un homeomorfismo. Por otro lado, consideremos el producto (z,y) — (#1300, Talay )
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como una funcién de $ x S en S, donde = = (21, %2, ...} ¥ ¥ = (%1, ¥z, --). Dado que S es
un grupo topolégico (ver [12] Ejercicio 2..16 p.25) este producto es una funcién abierta..
Con grupo topolégico me refiero a un grupo al que se le define una topologfa, resultando
la funcién que a cada elemento le asigna su inverso y la operacién del grupo funciones
continuas. Corno m es la composicién de k x h con el producto descrito anteriormente,

concluimos que m es una funcién abierta.Cl
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Capitulo 4

Promedios Abiertos

Teorema 34 Sea Y un espacio compacto métrico (no necesariamente conexo)que admite
un promedio abierfo M : YV xY — Y tal gue, pare cada y € ¥, la funcidn parcial
M y): Y = Y es supmyectiva. Denotemos como X ol cone sobre Y y sea v el vértice
de X. Entonces X admate un promedio abierto m tal que m{z,y) = v st y sdlo 5o 2 = v

oy=r.
DPemostracidn. Definiremos m: X x X — X como
m((z, 5), (1, 1)) = (M(z,y), max{s, t}).

Claramente m es una funcién continua, ya que las dos coordenadas son funciones
continuas. Entonces veremos que m es un promedio.

Como M es simétrica y sacar el maximo de dos mimeros reales también lo es, m es
simétrica. Notemos que m((z, s}, (2,8)) = (M(z, z), max{s, s}) = (z,s}). Por tanto. m
es un promedio.

Ahora. demostraremos que m es abierta. Sea W un abierto bésico no vacfo de X x X.
En el caso de que W = (U x (a,b)) x (V x {c,e)) donde I/ y V son abiertos de ¥, 0 <
e<b<ly0<e<d< ], tenemos que m(W} = (M(U x V) x (max{a, c}, max{h, e})).
que es un abierto de X (por ser M(U x V) un abierto de ¥, y (max{e, c}, max{b,e})
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Figura™4-1: Ei continuo Z.

un intervalo abierto de [0,1]). Los casos en los cuales W es de alguna de las siguientes
formas W = (U x [0,b)} x (V x (¢,e)), W = (U x (a,5)) x (V x [0,€)) 0 W = (U x
{0.h)) x (V x [0,e)) son similares. Finalmente. en el caso que W es de la forma W =
(Y % (o,1]) x (V x {c,e)), mostraremos que m(W) = ¥ x (max{a,c},1). Tomemos un
clemento (z,s) € ¥ x (max{e,c},1]. Escojamos un nimero t € (c,s) tal que ¢t < e y
fijemos un elemento # € V. Por hipétesis, existe y € Y tal que M(y, v) = z. Entonces
{(z.5) = m((y, ), (v, 1)) € m(W). Esto prueba que ¥ x (max{a,c}, 1] € m(W). La otra

inclusidn es clara. Por tanto m es un promedio abierto.l

Notemos que si m{{x, s),(y,t)) = v, tenemos que s = 1 0 # = 1 y eso implica que

{r.8) =vo(yt)=uv
Corolario 35 Sean Y y X como el teorema anterior. Sea Z un continuo (ver Figure

4-1) tal que Z = X U ax, donde o es un arco, a N X = {v} y v es un punto extremo de

o, Entonces Z admite un promedio abierto.
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Demostracién. Sean o : [0,1] — o un homeomorfismo tal que #(0) = v y m :
X x X — X un promedio abierto con las propiedades mencionadas en el teorema anterior.

Definamos n: Z x Z — & por:

m(z, w) st (z,w)e X x X.

w size X yweEa
n(z,w) =

z sizeayweX.

o(max{s,t}) siz=o(s) y w=o(t) para algunas s, € [0,1].
Demostraremos que 7 €s un promedio abierto.

Para demostrar que n es continua veremos que, dado que la funcién esté definida en
cuatro conjuntos. la funcién coincide en las intersecciones de ellos. Siz € X yw = v
entonces m(z,w) = w. Entonces tenemos que las primeras tres definiciones coinciden. Si
z=1ywe€ a mz,w) =w, ya que w estd mds alejado de v que z. Esto demuestra que

las dltirnas tres definiciones coinciden.

Ahora verernos que n es un promedic. Es muy fdcil ver que n es simétrica, ya que
la primera y la cuarta partes son simétricas, mientras que la segunda es la simétrica de
la tercera. Para ver que dado z € Z, n(z,2) = # nos fijaremos en dos casos: si z € X
entonces n(z, 2) = m{z,z) = z y 8 z € . n{z,2) = o(max{s, s}} = z con z = o{s). Por
tanto n es un promedio.

Finalmente mostraremos que » es una funcion abierta. Tomemos U y V abiertos
bésicos de Z. En el caso de que U,V C X, n{U x V) = m(U x V) es un abierto. Si
U,V C a entonces estos abiertos se pueden ver como U/ = o{(a,b)) y V = o((c,e}).
En este caso n(U x V) = o((max{e,c},max{b,e})) y éste es un abierto de Z. En
los casos en que uno esté totalmente contenido en a y otro no. por ejemplo U C a
y VN X # @ podemos ver a U como o((a,b)) y fijarnos en la interseccion de V' con
a. Si es vacia entonces n{U/ x V) = U. Si no lo es entonces V Na = o([(0,¢)), ¥
n{U x V) = o({a, max{b,e})). Sélo falta ver cuando v € U, V. En éste caso, n{U x V) =
m({UNX)x (VNX)U{Una)u(V Na). El primer conjunto de esta union resulta
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de tomar todos los posibles promedios de puntos que estdn tanto en los abiertos como
en X. el segundo y el tercero resultan cuando se toma todos los posibles promedios con
un punto en a. Esto es un abierto en Z ya que consta de un abierto en X que contiene
a . unido con un abierto en o que también contiere a v. Por tanto m es un promedio

abierto para Z.l

Corolario 36 El cono sobre el congunto de Cantor admite un promedio abierto.

Demostracién. Sea C el conjunto de Cantor. Recordemos que C puede ser visto
como el producto topolégico {0,1,2} x {0,1,2} x .... donde cada espacio {0, 1,2} tiene

la topologfa discreta. consideremos la operacion de grupo en C dada por:
(T, 22, )} C (Y1, y2, ) = (21 Bayn, 22 B3 12, ...); donde @3 es la suma médulo 3.

El conjunto ' con esta operacion y con la topologfa producto, es un grupo topolégico.
En €. definimos M(z,y} = z7' © y . Notemos que si z = (z1, T2, ...) entonces tenemos

que

z7! = {(—z1(mod 3}, —2,(mod 3), ...).

Ahora veremos que M cumple con las hipétesis del Teorema, 34.

Para mostrar que M es simétrica. s6lo hay que notar que el conjunto {0,1,2} con la
operacidn ©; es un grupo abeliano. Ahora demostraremos que M (x,z) = = para toda
r € . Seax = (1, z;,...), entonces es suficiente con demostar que para cualquier ndice
b (2.} @3 (2)"" = x,. Haremos todos los casos posibles.

- si 2, = 0, entonces (:::l)_l D3 (a:‘)"l =0@30=0=z;.

- si z, = 1. entonces (9:,)"l D3 (z,)_1 =2@32=1=uz.

- sl z, = 2, entonces (3:1)_[ @3 (z) ' =1D;1=2= z,.

En conclusién, M{z,z) = z.

Para aplicar el Teorema 34 sélo falta ver que la funcién parcial M {Ly): Y - Y

es suprayectiva para toda y € Y. Sean z = (2),3,.) yy = (%1, 2, ...) puntos de ¥
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entonces lo que necesitamos demostrar es que existe un punto z en ¥ tal que M(z,y) = =.

Definamos z = 27! © y~!. Entonees
M(z,y) = (z7'oy ™) oy = (@7 oly) oy = 20y0yT! = 20 (yoy ) = <.

Esto demuestra que funcién parcial M {(Ly) : ¥ — Y es suprayectiva. Por tanto
podemos aplicar en Teorema 34 y definir un promedio abierto para €l cono sobre el

cojunto de Cantor.l

Corolario 37 Sea A,, = {1,2,...,n}, con la topologia discreta. Entonces el cono sobre

An (tonocido también como n-ode simple) admite un promedio abierto.

Demostracién. Por el Corolario 35, es suficiente probar este resultado para cuando
n es impar. Supongamos, entonces, que n es impar. Definamos M : 4, x A, — A, por:
e, si 7+ 5 es par.

M(r, s} =
(™242), sl r + 5 es impar.

Donde, para un nimero positivo k, el simbolo (k), representa el tnico elemento en
{1.2,...,n} que es congruente a k médulo n.

Como A, tiene la topologia discreta, A, x A, también la tiene. asi que M es una
funcién continua.

Ahora veremos que la funcion parcial M(_, s) : A, — A, es inyectiva, y como estamos
enviando un conjunto finitc en sf mismo, tendremos una funcién suprayectiva. Sean
r ' € A, tales que » 5 v/, Revisemos todos los casos posibles.

- si 7+ sy ' + s son pares, entonces T2 # % ¥, en conclusion. M(r, s) # M2, 5).

-sir+sy 1+ s son impares, entonces M2 o BAEAS y oomg |Bizts _ mirie]
%1 <, %"‘" y E—t‘ziﬁ no podrfan ser congruentes modulo n salvo que fueran iguales,
como esto no ocurre. M(r, s) # M(v, s).

-sir+sespary r +sesimpar entonces r # ' y ¥ = (n+ 1), y de esto

T o (“*“:‘!—'*1) Entonces M(r, s) # M(7, s).

n
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-5i T+ esimpar y r'+s es par entonces 7 # ' y 7 = (n+r), y de esto (SHE) £ L2,
Entonces M(r, 5} # M(7, 3).

Por tanto A es inyectiva y, en consecuencia, suprayectiva.

Ahora demostraremos que M cumple con las condiciones de un promedio.

Dado que 7 y s juegan papeles simétricos en la definicién de M, entonces M lo es.

Ahora. sea 7 € A,. Como 7+ siempre es par, entonces tenemos que M{r, ) = ¥ =
r. Entonces se cumplen las hipétesis del Teorema 34, y por tanto, el n-odo admite un

promedio abierto. B

OBSERVACION. Sea A, como en el Corolario 37. Mostraremos que si n es par,
entonces es imposible definir una funcién continua M : A, x A, — A, con las propiedades
del Teorema 34. Supongamos, por el contrario, que existe tal funcién M. Consideremos
¢l conjunto B = {(r,s) € An X An : M(r,s) = 1} = M~(1). Por suposicién, para cada
¥ € Ap. la funcién parcial M(r, ) : A, — A, es suprayectiva (y por lo anterior inyectiva}.
Existe entonces un dnico elemento s, € A, tal que M{r,s.) = 1. Ademds, si r # 1, se
tiene que r # s,. Se puede entonces agrupar a los elementos de B — {(1,1)} en pares,
(2.72). (r2.2). etc. Esto implica que el mimero de elementos de B es impar. Por otro
lado B = {(1,1),{2,72}, ., {n,7s)}. Entonces B tiene un niimerc par de elementos, Esta

contradiccion prueba la afirmacidn.

Ejemnplo 38 El abanico armdnico no admite promedios ebiertos.

Recordernos que el abanico arménico es el conjunto en R? que denotamos como A y
tal que A = [ J, P, donde cada P, es ¢} conjunto {te, € R* : t € [0, 1]}, en = (1, %) si
n > 1yep=(1,0). Al origen le seguiremos llamando 6.

Supongamos que existe un promedio abierto m : A x A — A, Obtendremos una

contradiecién demostrando una serie de afirmaciones.

Afirmacion 1. Si p,q ¢ B entonces m(p, g} # 0.
Para demostrar la Afirmacién 1, supongamos que existen p,q ¢ Py y tales que

m(p,q) = . Como p,q ¢ Py, existen vecindades cerradas localmente conexas U y V
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de p y g respectivamente. Entonces m(U x V') es una vecindad cerrada, localmente cone-
xa de 8 en A. Esto es imposible ya que ninguna vecindad de & en A es localmente conexa

en todos sus puntos. Esto prueba la Afirmacién 1.1

Afirmacion 2. Si existen n > 1 y un punto p € F, — {8} tal que m(p, 8) 5 @ entonces
m{P, x A) C Pa.

Por la continuidad de m, existen dos vecindades abiertas y arco-conexas U y V., dep y
8, respectivamente. tales que § & m(L/ x V). Entonces m(U x V') es una vecindad abierta
y conexa de m(p,#). Esto implica que m{p,8) ¢ P,. Sea k > 1 tal que m(p,8) € P
Entonces m(U x V)Y C P,. Para cada r > 1, fijemos un punto g € PNV — {8}, y luego.
m{p,q) € P — {#}. Por la Afirmacién 1, m{{P, — {#}} x (P, — {#})} es un subconjunto
conexo de A— {8} que intersecta a P,—{8}. Por consecuencia m({P,—{0})x(P.—{8})) C
P, — {6} para cada r > 1. Se sigue por continuidad que m(P, x 4) C P.. Dado que
en = m{en, €,) € m{P, x A) N (P, — {#}) concluimos que k. =n y m(P, x A) C P,.H

Afirmacién 3. Existe a lo mds un entero positivo &V para el cual existe un punto
p € Py — {0} tal que m(p, 8) # 6.

Supongamos que no, que hay dos enteros positivos diferentes N y M para los cuales
existen dos puntos p € Py — {6} y ¢ € Pay — {6} tales que m{p,8) # 6 # m(q,6). Por la
Afirmacion 2. m(Py x A) C Pv y m{Py x A) C Pyy. Entonces m(en,ep) € Py NPy =
{#}. Esto contradice la Afirmacién 1 y completa la prueba de la Afirmacién 3.8

Definamos K = {n > 1 : existe un punto p € P, — {8} tal que m(p,6} # 6}. Por
la Afirmacién 3. K consta a lo mds de un elemento. Denotemos como N al conjunto de
todos tos enteros positivos. Definamos J =N — K.

Sea do = R U (| J{Paine J}).

Afirmacién 4. Si n € J entonces Ay C m(Ag x Pu).

Para probar la Afirmacién 4 es suficiente probar que si » € J U {0}, entonces P, C
m{Ap x P,). dado que Ay = LJ{Pﬂ ine JU{0}}.
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Empecernos suponiendo que 7 € J. Comon € J, 8 = m(f, e,.) € m(Ax(P,~{0})).Ya
que m es abierta, existe un punto ¢ € (P — {#}) N m(A x (P, — {6}}). Supongamos
que g == m(u,p), donde p € P, — {#}. Siu ¢ Ap entonces existe un entero positivo N
como en la Afirmacién 3 (con N ¢ J) y u € Py. Por la Afirmacién 2, m(Py x A) C Py.
Entonces g = m{u,p) € Py {P. — {8}) = 0, que es una contradiccién. Esto prueba que
u € P,. para alguna s € J U {0}. Dado que n € J, m{p,f) = # # ¢. Ademds tenemos
que u # 6.

- si & = 0 entonces existen vecindades abiertas U y V de los puntos uw y p, respec-
tivamente. tates que m(U x V) C P — {8} N m(A x (P, — {6})) y U C Ag. Tomemos
un punto o' € U — Py yseaqd = m(u,p) € P — {8} nm(A x (P, — {8})). Siv' & Ap
entonces existe un entero positivo N como en la Afirmacién 3 (con N ¢ J) y o/ € Pn.
Por la Afirmacién 2, m{Py x A) C Py. Entonces ¢ = m{x/,p) € Py N (P — {6}) = D,
que es una contradiccién. Esto prueba que »' € Py, para alguna s' € J.

-en e} caso en que 5 > 0, definimos v’ =u. ¢ =qy s= 35"

En cualquier caso. ¢ € J, v’ € Py — {8} y ¢ =m(x',p) € P, — {#}.

Supongamos que F. Q m(P, % Py). Notemos que m(F, x Py) N P. es un subcontinuo
de P, que contiene a ¢ y a 8 = m(p,8). Sea ty = max{t € [0,1] : te, € m(P, x Pu)}.
Entonces 0 < t < 1. Sean z € P, y y € P tales que m(z,y) = #pe. # 6. Dado que
n.s € J.r #80 #y. Tenemos entonces que m (P, — {#}) x (P — {#})) es una vecindad
de tge.. De lo tltimo sale que existe t > tp tal que te, € m ((P, — {8}) x (Py — {6})).
Esto es una contradiccién por la forma como escogimos #y y prueba que P. C m(P, X
P Ccm{Agx PYysire J.

Solo falta ver que Py € m(Ag X P,). Sea p € Py. Existe una sucesion {ps}res on Ag
tal que pr € A y pr — p. Por lo que acabamos de demostrar p, € m(Ag X Py). Como
m{ Ay x P,) es un compacto -Ag y P, lo son y m es continua-, tenemos que p € m{Agx Py},
Por tanto Py C m(Ag x Pn).

Esto completa la demostracién de la Afirmacion 4.1

Afirmacién 5. Sip€ Ay — By y ¢ € Fy entonces mfp, g) € F.
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Supongamos que la Afirmacién 5 no es cierta, es decir, que existenp € Ag—-Poyge Py
tates que m(p,q) ¢ Pp. Existe. entonces, n € N tal que mip,q) € P, —{9}. Seas e J
tal que p € P, — {#}. Sea V una vecindad abierta de g tal que m({p} x V) C P, — {8}
Sea M € N tal que, para cada k > M, existe un punto g € PNV — {6}.

Sea k > N. por la Afirmacién 1, el conjunto m ((P, — {#}) x (Px — {6}}) es un sub-
conjunto conexo de A — {8} que contiene a m(p,qx) € Pu — {#}. Esto implica que este
conjunto estd contenido en P, — {#}. Por la continuidad de m podemos concluir que
m(P, x (PaU Py U Py U C By

Dado & < N, por la Afirmacién 1. m(p, ex) # 6. Entonces existe me € NU {0} tal
que m{p,ex) € P, — {8}. El conjunto m ((P, — {8}} x (P — {#})} es un subconjunto
conexo de A — {#} y contiene a m(p,er) € P, — {6} Esto implica que este conjunto
estd contenido en P,, — {#}. Por ser m continua, se tiene que m(Fs X Fi} C Py,

Por la Afirmacion 4, Ag € m(Ps x A) C Py, U ..U P, U P,. Esto es una

contradiceién que finaliza con la prueba de la Afirmacién 5.8

Afirmacién 6. Si p € 4y y g € P, entonces m(p, q) € P.
Por la Afirmacién 5. faltarfa solamente probarlo para el casoenquep € Fy. Sip € A
entonces existe una sucesion {p,}°%,tal que pn — P Y Pa € An. Por la Afirmacion 5.

mip,.q) € Fy. dado que Py es compacto y m es continua m(p, g) € Fo. M

Ahora sf. estamos listos para obtener la contradiccién final.

Sea ng € J tal que n € J para toda n > ng.

Dado n > mg. por la Afirmacién 4, existen puntos p, € Ap ¥ ¢n € B, tales que
Coa = (P> Gn) Sean {Pa, 152y ¥ {2, }32; dos subsucesiones de {pa};Z; ¥ {gu}ily tales
que {pn, }2., converge a un punto p ¥ {gs, }i2, converge a un punto g, entonces p € Ap
yee R

Notemos que m(p, g} = €y,. Sin embargo, por la Afirmacién 6, m{p,q) € Py Esta
contradiccién completa la demostracién de que el abanico arménico no admite promedios

abiertos.[]
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Lema 39 Sean f + X — Y una funcidn entre continuos y En, Ey, ..., En subconjun-
tos cerrados de X tales que f|g, : E. — Y es suprayective y abierte para todo Ei, y
Flx_we) - X — (UE:) =Y es abierta. Entonces f es abierte.

Demostracién. Sea U un abierto de X. Entonces U = (UNE)U{UNE}U...U(UN
E)UU — (U E:)). Fijémonos ahora en que f(U) = f(UNEH)UFIUNE)U ... JAUN
E.) U f(U — (LJE.)). Notemos que para todo E., el conjunto f(U/ N E,) es un abierto de
Y. dado que f restringida a E, es suprayectiva y abierta, y U N E, es un abierto relativo
a E,. Ahora. el conjunto U — ({J E.) es un abierto tanto de X como de X — (LJ £), dado
que este uitimo conjunto es abierto en X y, como la funcién restringida a X — (L E,) es
abierta. ¢l conjunto f(U — {{J E.}) es abierto de Y. Concluimos, entonces, que flU) es
abierto en Y. ya que se puede escribir como una unién finita de abiertos en Y. Por tanto

f es abierta

Dados puntos p1, Pz, ..., pn de R? denotamos por pipg...pn 2 la poligonal pips U paps U

.. Upn_ 1w donde cada p;p;;1 representa el segmento de recta que tiene como extremos

a1 YA,

Ejemplo 40 El continuo Z, con la forma de la letra "H” maniscula, cuyo dibujo aparece

en la Figure 4-2, admite un promedio abierto.

La descripei6n analitica de Z es la siguienter Z = LU L U Ly U Ly U Ly, donde
L = (=1,0)(1,0). Ly = (~1,0}(~1,2). Lz = (~1,0)(—1,-2), Lz = (1,0)(1,2) y Ly =
(1,041, =2).

Para demostrar que Z admite un promedio abierto, vamos a utilizar el continuo
llamado Lagos de Wada. Para hacer mds poética y sencilla a la descripcién de este
continuo empecemos tomando una isla cuadrada con 2 lagos redondos en su interior, uno
tiene el agua azul y el otro agua verde.

Entre los tiempos t =0y ¢ = zl, excavamos un canal desde el océano que distribuya

agua hacia el interior de la isla. de tal manera que cualguier punto de la isla quede a una
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('1s2‘) T * (1!2‘)

L, L,
(-1,0) L (1,0

L, L,
('L"Z) b J' (1,'2)

Figura~4-2: Ei continuo Z. con la forma de la letra “"H” mayuscula.
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Océano

Figura™4-3: La isla en el tiempo ¢ = ;.

distancia de a lo mds una unidad del agua salada (Figura 4-3). Vamos a suponer que a
medida que el canal avanza, éste se hace cada vez mds angosto.

Entre los tiempos ¢ = % yt= g excavamos un canal empezando en el lago de agua
azul y de marera que todo punto de la isla se encuentre a distancia de a lo mds § del
agua azul y. como siempre, culdando que a medida que avanzamos el canal se hace més
angosto.

Entre t = % yt= % excavamos otro canal, empezando ahora desde el lago verde y de
tal manera que todo punto de lo que sobre de la isla diste del agua verde menos de 45.

Esto completa un ciclo de canales excavados, pues ya hicimos un canal de agua salada,

otro de agua azul y otro de agua verde.
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Lo que se trata es de hacer una sucesién infinita de estos ciclos. En cada ciclo se
prolonga primero el canal ya hecho de agua salada. después el de agua azul y al ultimo el
de agua verde. siempre cuidando que los canales se hagan cada vez mds angostos y que
ios puntos de o que sobra de isla estén cada vez mds cercanos de los tres tipos de agua.
Asf. por ejemplo. en el periodo de tiempo ¢ = 3 y ¢ = {2 se prolonga el canal de agua
salada hasta que todo punto del restante de la isla esté a distancia a lo mds ; del agua
salada.

Para ser mas precisos pensemos que el cuadrado en el que se hicieron canales es el
[0, 1)%[0,1]. Denotemos al conjunto de puntos que ocupa el agua salada (respectivamente,
agua azul y agua verde). sin su frontera. por I/} (respectivamente, Uy y U;). Entonces

los conjuntos Uy, Uz ¥ Us son abiertos del cuadrado [0,1) x [0, 1.

Al continuo ¥ = ([0,1] x [0,1]) — (U1 U U, U Us) se le llama Lagos de Wada (p. 143
en 18}).

F's facil convencerse de que. efectivamente. ¥ es un continuo pues. por su construceién,
©s una interseccion anidada de los continuos que representan a lo que va quedando de isla
después de cada excavacién. Antes de construir un promedio abierto para Z. veremos
cémo se usa Y para definir una funcién abierta y continua del [0, 1] x {0, 1] en un triodo

(0 3-0do) simple T' (recordemos que en el Corolario 37 hablamos de n-odos simples).

Notemos que por la forma como fueron construidos Uy, Uz y Us tenemos que [0, 1} x
[0,1} = (U, Ul UTs).

Si usted lector cree que estamos dando muchas vueltas nada més para definir una
funcién abierta y continua ¢ : [0,1) x [0,1] — T. haga, para empezar, sus propios
intentos. Observe que si dibuja ¢ '(p), donde p es el punto de ramificacién del triodo
T. en el cuadrado {0,1] x [0,1] y si también dibuja ¢ HP). ¢ YP) v ¢ (P3), donde
Pi. P, y P; son los segmentos que componen a T' pero sin el punto p. entonces &P,
6~Y P2} y ¢ '(Py) son abiertos de [0,1] x [0,1] ¥ ¢™'(p) es un compacto. Dado un punto
: € ¢~ '(p) y un abierto cualquiera U de [0,1] x {0, 1] que contenga a z, #(U) debe ser
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un abierto que contiene a p. De manera que ¢(U)} intersecta tanto a P, P y a Ps.
Esto irplica que U debe de intersectar a ¢ (Py), ¢ (P2) y a ¢7'(P3). Como U es un
abierto cualquiera que contiene a z, ¥ z es un punto cualquiera de ¢ '{p), obtenemos
que todo punto de ¢~ (p), debe de estar en la cerradura de cada uno de los tres abiertos
& YP). ¢ YP) y ¢ (Ps). Por esta razén en el cuadrado [0,1] x [0, 1], ¢ (p) debe
ser un conjunto *flaco”, en el sentido de que no contiene totalmente a ninguna vecindad
de ninguno de sus puntos. y estd rodeado por todas partes de puntos de cada uno de
los abiertos ¢~ (P). ¢ (P2) y ¢~ '(P3). Noternos que el continuo Lagos de Wada, que
llamamos Y, curple con las condiciones que debe tener ¢~'(p), siendo U; = ¢~ (P,) para
cada 2 =1,2,3.

A continuacién definiremos la funcién abierta y continua ¢ : [0,1] x [0,1] — T, ya
antes mencionada.

Para ayudarnos a entender la funcion, supondremos que T es el siguiente triodo en

23,
T={te,: 0<t<ler=1,23}

Donde ey = (1,0,0), e2 = (0,1,0) y 3 = (0,0,1).
Definimos ¢ : [0,1) x [0,1] — T por:

{0,0,0). sipeV.
d{p,Y)e,, sipe U

Donde d{p,Y) = min{|lp — y| : v € Y'}. Esto tiene sentido ya que ¥ es compacto y
entonces se alcanza el miimo. De ahi que ¢ estd bien definida.

Para demostrar que ¢ es continua. tomemos una sucesién {p.}oe, en el cuadrado
{0. 11 x [0. 1] tal que converja a p.

Si p estuviera en algin U; entonces, a partir de algiin mimero natural N, los puntos
pa pertenecen al abierto U;. Al fijarnos en sus imdgenes ¢(p.) = d(pa, Y)e, convergen a

d(p. Y)e, = &(p). por ser la funcién g(p) = d(p,Y’) una funcién continua.
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Fn el caso de que p pertenezca a Y, entonces p es un punto de la frontera de cada
una de los abiertos /.. Ahora veamos la sucesién, si hay una subsucesion convergente de
puntos en alguna U,. entonces su distancia a ¥, tiende a ser cero -ya que converge a p- y,
por consecuencia. las imdgenes de esta subsucesién convergen a (0,0,0). 5i no hay una
subsucesién convergente de puntos en alguna U;, existe una en Y y, como allf la funcién
es constante, 1as imdgenes también convergen a (0,0,0). Entonces en cualquiera de los

dos casos, hay una subsucesién que converge a ¢(p) = (0,0,0). Por tanto ¢ es continua.

S6lo falta mostrar que la funcién ¢ es abierta en su imagen, Sean V' un abierto de
[0,1] x [0,1] y p € $(V). Sea también P, = {te,: 0 <t < 1},

Supongamos que p € P para alguna . De esto tltimo tenemos que p € ¢(U,). es
decir. existe g € U, tal que ¢(g) = p. En los términos que usamos en la construccién de
los canales. ¢ estd en uno de ellos. Sea § < € < ﬂqa‘—yl tal que. si W es la bola abierta
de radio £ con centro en g¢. W C V N U,. Como W es conexo en [0,1] x [0, 1]. su imagen
es un conexo que no contiene a (0,0,0) y los tnicos conexos que cumplen eso son los
segmentos. de donde ¢(W) es un segmento que contiene 2 p. Dado que el canal abierto
[’. va haciéndose cada vez més angosto. no existe ni un minime. ni un méximo locales. que
sean absolutos. para la funcién g(z) = d(z,Y). Por tanto ¢(W) es un intervalo abierto
contenido en P, y en consecuencia es un abierto en T'. ademés cumple con ¢{W) C ¢(V).
En realidad demostramos que ¢ |, s una funcién abierta. no importando cual U,.

En el caso de que p = {0,0,0), tenemos que existe g € ¥ tal que ¢(g) = p. Sea ahora
£ > 0. donde si W es la bola abierta de radio £ con centro en g, W C V. De la densidad
de los abiertos U;. podemos elegir tres puntos wy, € UyNW. wa € UpNW y wy € UsNW.
Entonces ¢(w,) # (0,0,0) para i = 1,2 y 3. Para cada ¢ € {1,2,3}, el segmento qu,
est4 contenido en W, asf que ¢{qw,) es un conexo que tiene a # = (0,0,0) y & un punto
en el conjunto te; — {#}. De manera que ¢(W} contiene a una subintervalo abiertc no
degenerado de te,. Entonces, p = ¢(g) esta en el interior de (W) C ¢(V). Y por tanto,

@ es una funcisn abierta.

53



v

Figura™4-4: Los pentdgonos E, y Ey.

Observemos que si llamamos ¥, a la parte de la frontera de [0, 1] x [0,1] en R? que

no pertenece a U/y (que es el canal de agua salada}. es decir:

Yo = Free([0,1] x [0,1)} — T

Se tiene que ¥y C ¥ y por tanto ¢(¥p) = {(0,0,0)}.

Fijémonos en el conjunto [—2,2] x {—1,1] en R% Definimos en él los conjuntos
M o= (-1, -D{(-2,-1)(-2,1{-1, 1) y Mz = (1, -1)(2, -1)(2,1)(1,1). Sean E, (respec-
tivamente, E,) el pentdgono que resulta de tomar la envolvente convexa de M; U{(0,0)}
(respectivamente, M, U {(0,0}}).

Observemos a £, notemos que este conjunto es homeomorfo a [0, 1] x [0,1], que a su

vez es homeomorfo a [—2,—1] x [—1,1]. En este dltimo conjunto podemos construir los
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Lagos de Wada de manera que el canal de agua salada empiece en el segmento {—1} X
[~1.—1]. También lo podernos construir de manera que ¢l punto {—1,0) sea el punto de
U, donde la funcién f(g) = d(q,Y) alcanza su méximo. Ademds podemos pedir que 2
medida que g viaja de (-1,1) a (—1,0) en el segmento (-1, 1) (—1,0), f sea estrictamente
creciente y que cuando viaja de (—1,0} al (—1,—1) en el segmento (—-1,0)(-1,-1). f
spa estrictamente decreciente.,

Con esto podemos definir una funcién suprayectiva y abierta ¢* : [--2, —1] % [~1,1] —
T, € Z. donde Ty = Ly U Ly U (—1,0)(0,0). Esta funcién se construye de manera similar
a la funcion abierta y continua que dimos de [0,1] x {0,1) a 7. Podemos pedir que
ot (Af) = {{-1,0}}.

Observemos que, con la definicién de ¢, nuestra funcién ¢° no tendrfa como imagen
a Ty. si no a un subtriodo de él, sin embargo. componiendo con un alargamiento del
subtriodo. ya podemos suponer que la imagen de ¢° si es igual a T;. Notemos también
que pedimos que ¢ (M) = {(~1,0)} y que ¢” se comporta como f en el segmento
(-1,1)(—1,—1). es decir. podemos pedir que ¢*((—-1,1)(—1,~1}) = {—1,010,0) y que
a medida que viajamos de {—1,1) a (~1,0) en el segmento (~1,1)(~1,0), la primera
coordenada de ¢* crece estrictamente y. a medida que viajamos de (—1,0) a (—1,-1}
en el segmento (—1,0)(—1, —1). la primera coordenada de ¢* decrece estrictamente. De
manera que ¢ |(_1 1-10} ¥ ¢° |(_l,g)(_1,_l) son homeomorfismos.

Sea h : E; — [-2,—1] x [~1,1] un homeomorfismo tal que h sy : My — My es
la identidad y dada p € (~1,1)(0,0) se tiene que A(p) = (¢" l{_l‘l)(“w))#l ((m1(p),0))
donde 7, : R? — R es la proyeccién en la primera coordenada.

Dada p € (—1,—1)(0,0) pediremos que A(p) = (¢* I(—l‘O)(—l,—-l))_l ((m1(p), 0)).

Definimos ¢, : &1 — T\ dada por ¢, = ¢* o h. Como ¢, es composicién de funciones
abiertas y continuas. tenemos que ¢, es también abierta y continua.

Ahora veremos algunas propiedades de la ¢,. La imagen de M; bajo ¢, es el punto
{{~1,0)}. ya que. en My, la funcién A es un homeomorfismo, y ¢*(M)) = {(-1,0)}.
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Tomermos un punto p € (—1, —1}(0, 0}, entonces tenemos que

0i(p) = 9" (h(p)) = 6" (8" [Lor-1.-0) ™" ((mi(p), 0))-

Por ser ¢* en el conjunto (—1,0)(—1, —1) un hormeomorfismo, obtenemos

& (p) = ({(mi(p), 0}).

Es decir. ¢, coincide en este conjunto con la proyeccién natural.

De igual manera, si p € (0,0)(—1, 1} entonces
10) =4 (ko)) = " (4" [crncim) ™ (m),0) = ((mp), 0)):

Similarmente se puede construir una funcién abierta ¢, : Ey — Tp donde Tz =
L:j L L_; v (0,0)(1,0) con las propiedades de que ¢2(M2) = {(1,0)} Y (f)z |(1,...1)(g’0)(1‘1) :
{1,—1){0.0)(1, 1} — (0,0}(1,0) es la proyeccion natural.

Sea E el rectangulo [-2,2] x [-1,1].

Definimos @4 : £ — Z por:

¢y (z,y) si(zy) € By
dolr,y) = { dylx,y) si(2,y) € Ea.
(z,0) si (z,¥) ¢ E U E,.

Comprobaremos algunas propiedades de ¢,.

- ¢, es continua.

Supongamos que (z,y) € E — (B, U Ez) N (EL U Ez). Entonces (z,y) pertenece a
atguna de las poligonales (—1, 1}(0,0)(—1,—1) o (1, ~1){0,0}(1,1). Por la forma en que
se escogieron ¢y ¥ ¢q. ¢,{(z,y) (dependiendo en cudl poligonal se encuentra (x,y)) es la
proyeccion natural al segmento (-—-1,0}(1,0) es decir é,{z,y) = (,0). Por lo anterior
o |FEUE, © Ja funcién que a un punto (z,¥) le asigna el punto (z,0). Por tanto ¢, es
una funcién continua en cada uno de los cerrados Ey U By ¥ m ¥, entonces,

@y es continua,
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¢ €5 suprayectiva.

Recordemos que ¢, : E; — 7} es una funcién abierta, de manera que ¢,(E\} es
un abierto, compacto y no vacio en el conexo T, asf que ¢ (Ey) = T). Similarmente

¢a(E2) =Ty, Y como Z = Ty UT} concluimos que ¢ es sobre.

-, €s abierta.

Notemos que ¢ |g,us, s ablerta y &g |g_(zum) P E— (BE1UE3) — (—1,1) x {0} es
la restriccion de una funcién abierta (que es la proyeccién natural) a un abierto. asf que
i |g,( E\Es) es abierta, Aplicando el Lema 39, concluimos que ¢ es abierta.

-go(Mi} = ¢ (M) = {(-1,0)}.

“bo(Ma) = 8,(My) = {(1,0)}

B lcryx -1ty ¢ [—1,1] % {—I, 1} — (—1,0)(1,0) es la proyeccién natural.

Esto ditimo es consecuencia de que [—1,1] x {~1,1} C E — (E\ U Ey).

Estamos listos para dar un promedio abierto para Z. Vamos a definirm : Zx 2 — Z
considerande 12 casos.

(1) si p,q € L entonces definimos m{p, q) =

{2) si p,q € L;. para alguna 2 € {1,2,3, 4}. entonces definimos m{p, ¢) como el punto
de {p. g} que esté mds cercano al gje X.

(3)si p e Ly y g € I, entonces definimos un homeomorfismo h; : L x Ly — E con
las siguientes propiedades:

- b {{(-1.0),(~1,0}}) = (-2,0).

- hi{Lyx {{~1,00}) = (=2,0)(=2,1)(-1 )

- A ({(-1,2)} % (-1,0)(=1,-1}) = (1,1

-h ({(-1,2)} x (-1, -1)(=1,=2) = (1, )( ){2 0).

- ((-1,2)(-1,1) x {{-1,-2)}) = (2,0}(2, - 1}(1, - 1}.

- b ((-1,10(-1,0) x {(~1,-2)}) = (1,-1){—1,-1).

- b ({(=1,0)} x L2) = (=1, ~1)(~2,-1)(~2,0).

Donde todos ios arcos son enviados en forma proporcional usando ia longitud de arco.
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Ahora definimos m(p, ¢) = ¢, (hi(p, 9))-
{(4) si p€ L3y q € L4 entonces definimos m(p, q) = ¢g (—m(—g,—»)).

(5)si p€ Ly q € Ly entonces definimos un homeomorfismo hy : L x Iy — F) con las

siguientes propiedades:

las

- hp ((—1,0),(=1,0)} = (-1, ~-1).
- ha ({1, U}XLl) (—1,—1)(=2,~1}(-2,0).
- by (L x {(=1,2)}) = (=2,0){-2,1)(- 1, 1).
- hy ({(1,0)} x L1)} = (=1, 1){0,0).
(L % {(=1,0)}) = (~1,~1)(0,0).
Donde todos los arcos son enviados en forma proporcional usando la longitud de arco.
Ahora definimos m(p, ¢) = ¢, (ha{p, 0))-
(6) si p€ Ly ¢=(q1,q2) € Lo entonces definimos m(p,q) = ¢y {ha(®: (a1, ~%))).
(7)sip€ Ly q=1{q,a) € Ly entonces definimos m(p,q) = —¢1 (he(p, (~a1 @)))-
(8) si p€ L y q € Ly entonces definimos m(p, g) = —¢; (halp, —q)).
(9) si p € Ly y g € L3 entonces definimos un homeomorfismo hg : L) x Ly — E con
siguientes propiedades:
- hg (1.0}, (1,0)) = (0, ~1).
- Ry ({(~1,0}} x Lg) = (0, -1)(1, —1).
hs ((=1,0)(=1,1} x {(1,2)}) = (1, =1)(2, -1 (2, 1)(1, 1).

- ke ((=1,1)(-1,2) x {(1,2)}) = ( 1)(0,1).

- hs ({(~1,2)} x (1,2)(L,1)) = (0, 1)(=1,1).
- hs ({{(-1,2)} x (1,1)(1,0)) = ( 1)(=2,1)(-2, - 1)(-1,—1)-
- hy (Ly x {(1,00}) = (-1, -1)(0,~1).
Donde todos los arcos son enviados en forma proporcional usando la longitud de arco.
Ahora definimos m(p, g) = ¢o (ha(p, g})-
(10) sip € Ly ¥ ¢ = (g1, &) € Lq entonces definimos m(p, q) = ¢y (hs(p, (@1, —a2)))-

(11) si p = (p1,2) € L2 y g € L3 entonces definimos m(p, ¢) = ¢ (ha{(p1, —12), 7))-
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(12)sip = (p1,p2) € L2 Y g = (@, @) € L4 entonces definimos m(p, ¢} = @ (ha((p1, —p2), (q1, — @2

Por simetrfa. m puede ser extendida a todo Z x Z,

Ahora verificaremos que m cumple con las propiedades que deseamos:

- m est4 bien definida y es continua.

En rcalidad lo que hay que comprobar aquf. es que la funcién m coincide en las
intersecciénes de los cerrados en los que se define (ya que en todos ellos m es continua).
Yoy a mostrar unos casos tipicos. los restantes se pueden demostrar de manera andloga.

Empecemos con el caso (1), este es cuando p,g € L. Puede coincidir con los casos
(5) v (6. cuando p € L y g = (—1,0) (de aqui en adelante voy a suponer un orden,
ya que por simetrfa el otro es igual). En el (1) el promedio corre desde (—1,0) (cuando
¢ = (—1,0)) hasta (0,0) (cuando g = (1,0)). En los casos (5) y (6) se define la funcién hy
y !a imagen bajo esta funcién, del conjunto Lx {(—1,0)} es el segmento (—1,—~1)(0,0);
que a su vez. al aplicar la funcién ¢, (que en ese segmento es la proyeccién natural
al eje X). va a dar proporcionalmente a (—1,0}(0,0). En (7) y (8) la interseccién es
cuando p € L y g = {1,0). En (1) el promedio recorre de (0,0) a (1,0}. En los otros
dos. tomamos hg(L % {(—1,0)}) = (~1, ~1}(0,0) (recordemos gue hay que cambiarle el
signo a la primera coordenada) y luego hay que aplicarle ¢,. dando como resultado el
recorrido proporcional del segmento (0, 0){1,0). El demostrar que coinciden (1) con (2) es
trivial. por como estdn definidas. Siguiendo con el caso (1}, coincide con (3) sélo cuando
p=g={-1,0). en (1) m{p,q) = (~1,0) y. en {3), m(p, @) = ¢y (A1 ((-1.0),{-1,0))) =
0y((=2.0)) = (—1,0). Para el (4) se hace de manera similar. Los casos (9), (10), (11)
v (12) tienen interseccién con el (1) sélo cuando p = (—1,0) y ¢ = (1,0), en (1}, vale
m{p, q) = (0,0). mientras que en los otros casos m(p, q) = ¢y(0, —~1), que es justamente
el punto (0,0).

Para el caso (2). cuando p,g € L,. la interseccién con el caso (3) es cuando p € Iy
v g = {—1,0). En el primero tenemos que m (L; x {{—1,0)}) = {(~1,0)}, y en el (3),
h(Lyx {{(~1,0)}) = {=2,0)(—2,1){—1,1) y como éstos son puntos de M, la funcién
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¥y los manda al punto (—1,0). Es decir. m{Ly x {{(~1,0)}) = {(—1,0)}. El caso (4) es
igual. Para el caso (5), su intersecci6n es la misma que tiene con el (1), como (1) y (5)
coinciden y. también (1) v (2). la funcién coincide en los casos (2) ¥ (5). Para los casos
(6). (7) v {8) el procedimiento es el mismo.

El caso (3) es cuando p € L, y g € Ly. Con el caso (5) la interseccibn es p € Ly y
g = (—1,0). Como acabamos de ver anteriormente. en el caso (3) m (Ly x {(—1,0)}) =
{(--1.0)}. y en el (8) he (L x {(=1,00}) = ha ({(=1,0)} x Ly} = (-1, 1)(~2,1)(~2,0).
como también son puntos de M;. ¢, los manda al (—1,0). Con el caso (6) es casi la
misma demostracién.

Cuando p € L y g € L; se aplica el caso (5). Dado que la interseccién con (6). es la
misma que con (1} y ya se demostré que coinciden, (5} y (6) también lo hacen. Con los
casos {7} y (8). la interseccion es cuando p = (1,0) y ¢ = (—1,0}. En el caso (5). como
fip.g) = (0,0) y ¢, {0,0) = {0,0). m(p,q) = (0,0). En los otros dos hay que tener un
poco de cuidado por el orden en que elegimos p y g. Como p € Ly y ¢ € L, entonces
no aplicamos exactamente los casos (7} y (8), sino sus simétricos. Entonces m(p,q) =
miq.p) = ¢y (g ((—1,0), (~{1},0)) = ~4(~1,0) = —(1,0) = (1,0). Con los casos (9)
3 (10}, laintersecciénes p = (1,0) y ¢ € Ly. Parael (5). ha {{(1,0)} x L;} = (-1,1)(0,0)
que bajo @, va a dar a (—1,0)(0,0), entonces m ({(1,0}} x Ly} = (—1,0){0,0}. Para el
(3) y el {10). hay que fijarnos en que el que se encuentra en Lj es p = (1,0), entonces
hy(Ly = {{1,0)}) = (=1, —1){0,—1) y. bajo ¢y. va a dar al segrento {—1,0)(C,0).

Finalmente veremos el caso {8), que es cuando p € L} y g € L3. La interseccién con
(10) es cuando p € L; y g = (1,0). Como habrad notado, ya usamos en el parrafo anterior
que (9) y (10} coinciden. y es cierto, ya que la unica diferencia entre estos dos casos es
que al punto que estd en Ly, que en este momento es g = (1,0). se le cambia de signo a
la segunda coordenada antes de aplicarle h3; como ésta es cero, las imdgenes coinciden.
Con {11} la demostracidn es igual, s6lo que ahora p = (—~1,0) y ¢ € Lz. Con (12} la
interseccién es cuando p = (—1,0) y ¢ = (1,0} y, como los casos sélo difieren en que en

{12). primero se le cambia de signo a las segundas coordenadas de los puntos y, en la
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interseccion las dos son cero, entonces coinciden también,
Es fcil -si se fienen las hojas suficientes- analizar el resto de los casos, ya que no
difieren mucho de los aquf vistos, Nos permitiremos entonces concluir con que m es

continua. M

- m es simétrica.

Por construccién. lo es.

-m{p,p) = p.

Primero supongamos que p € L. Dado que los casos coinciden tomaré el caso (1),
entonces m(p, p) = g,f =p.

Si sucede que p € L; para alguna 7 € {1,2,3,4}, usaremos el caso (2), m(p,p) es
Justamente p. ya que no hay otre punto para ver cudl estd mds cerca del eje X.H

- m es abierta.

Para demostrar que m es abierta, usaremos el Lema 39. Los conjuntos L; x L, con
1.7 € {1,2.3,4} son cerrados de Z x Z. La funcién m restringida a elos es suprayectiva
¥ abierta. por ser una composicién de un homeomorfismo, ya sea by ¢ A3, y una funcién
suprayectiva y abierta ¢y,

A continuacién mostraremos que m restringida a (L — {{—1,0),(1,0)}) x L; (y su
simétrico) es abierta.,

Primero supongamos ¢z = 1. los demds casos son muy parecidos. Entonces aplicaremos
ta definicién (5) del promedio. Sean p € L — {{—-1,0),{1,0)} y ¢ € L. Secan I/ y
V' vecindades pequeiias en esos conjuntos de p ¥ ¢ respectivamente. Entonces bajo hy,
U x V va a dar 2 un abierto del pentdgono E) que no contiene a (0,0}, ya que el 1inico par
de puntos que van a dar bajo hp al {0,0) son (—1,0} y (1,0). Notemos que ¢, restringida
a E\ — {(0,0}} es abierta. ya que la imagen de cualquier bésieo en este conjunto nos va a
dar a un intervalo abierto en alguna L, con ¢ = 1,2 (si es que estd totalmente contenido
en los canales de agua azul o verde), o a una vecindad ablerta del (—1,0} (st es que
intersecta a los tres canales) o intervalo abierto en el segmento (-1,0){0,0) (si es que

estd totalmente contenido en el agua salada). Entonces m(If x V') es un abierto de Z.H
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Por tanto m es un promedio abierto para el continuo Z.01

Pregunta jEs posible definir un promedio abierto mds simple para el continuo Z del
Ejemplo 407

Por ejemplo. jes posible definir un promedio abierto m para Z. tal que cada fibra

m~!{z) sea localmente conexa (o descomponible)?

Pregunta ;Cada drbol admite un promedio abierto?

Pregunta ;Existe una dendrita X que no sea un arbol y que admita un promedio

abierto?
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Capitulo 5
Promedios Confluentes

Ejemplo 41 El ebanico armdmco admite un promedio confluente.

Recordemos el continuo al cual llamamos el abanico armdénico. Es el subconjunto
de R?. al cual denotamos como A4, tal que A = [ J2, P,, donde cada P, es el conjunto

{te, e R*:te[0,1)} en=(1,2)sin>1yer=(1,0)

Definamos M : (WU {0}) x (NU {0}) — (N U {0}) por:
M k) = max{n, k} sin kel
0 sin=00k=0
Entonces definimos ahora m : A x A — A como m(te,, se;) = minft, stensn i)

Veremos que. efectivamente. m es un promedio confluente.

Primero probaremos que m es continua.

Sean £ > 0 y T = fge,,, ¥ = Spei, puntos de A. Dividiremos la demostracién en tres
casos:

- supongamos que ng = 0. Definimos § = 5. Sean z = fe, y w = se, tales que
fz—alf <8y lw—yll <8 ro=min{ty, se}, r = min{t, s}, j = M(n, k). Notemos que
te, — teg es la proyeccidn en eje Y del vector z — z. Por tanto ||z — 2| > ||[te, — teol]. En

consecuencia.
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lle — eall = § llten — teoll <tz — 2] < $6 < 6.

Como {|en — eoll = |le, — eoll entonees |le; — eof| < 6.

Dado que ey — fgep es la proyeccon del vector z — = en el eje X, tenemos también
que |t — tol = |t — o} lleol] = llteo — toeoll < [z —zl| < 6. De igual manera se puede
dernostrar que |s — gg] < 4.

Sirg =ty y r =t se tendrfa que |r — ro} = |t ~ fo| < 6. De igual manera sirg=spy
r = 5. tendrfamos que |r — rg| = |¢ — 50| < 6.

Supongamos que 1o = sp y 7 = t. Por como definimos = y p, tenemos que pueden
suceder dos cosas: que s este entre so y . en cuyo caso |rg — 7} < |so — sl < 8. o quety
este entre sp y ¢ y tendrfamos que |ro — 7| < {tg —t| < 8.

Notemos que si rp = fo ¥ 7 = §. pOT un argumento como el anterior, |ro — v] < 6.
Demostramos entonces que. no importando los valores de ry y 7. e cumple que |rg — 7| <
6. Para probar esto. no usamos el hecho de que ng = 0, que es algo importante ya que lo
vamos a utilizar después.

Entonces m(x,y) = roeo y m(z,w) = re;.

m(z,y) — m{z,w)| = llroeo = re, || < liroeo — reoll + llreo - eyl =

lro — i lleolt + Il lleo — &l < [ro — 7] + lleo — el < 6+ 8 =€

- si tenemos que kg = 0. como m es simétrica -mds abajo decimos cudl es la razon-.
el caso es muy similar al anterior.

- supongamos que mp, ko # 0. Usaremos la misma notacién que el primer caso.
Entonces. como P, — Py ¥ Py, — Pa son abiertos de A. existe do > 0 tal que para cada
par de puntos z,w € A que cumplan que ||z — x| < 8o ¥ [jw— y!| < 8o, se tiene por
conclusion que los puntos z y w son de la forma z = ten, y w = sex,. cont, s € [0, 1]. En
particular. esto significa que z,.2 € Pn, ¥ que y,w € Py, Sea jo = Mng, ko).

Sean § = min{e, 8o} ¥ 2w € A tales que ||z —z|| < 8y |lw-—-yll < 6 Entonces
r.z € Poyy,w € P, Por como se constriyd la funcién m, m{z,y),m(z,w) € Py

En el primer caso se demostré que |rg — 7| < &, no importando los valores de ng y ko, lo
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linico que se uso es que z y w distan de = y y, respectivamente, en menos de §. Entonces
la siguiente desigualdad se cumple.
miz,y) — m{z,w)|| = ||roeasinp) — resnp ]| < tro— 7 e < lre =+ < 6 <&

Por tanto la funcién m es continua.

Lo que sigue es ver que m €5 un promedio,

Es claro que m es simétrica ya que las funciones involucradas con ella lo son. Sea
te, € A. Calculando, m(te,, ten) = min{¢, t}eas(nn) = ten. Por tanto m es un promedio.

Para finalizar demostraremos que m es confluente.

Sea K un subcontinuo de A y consideremos los siguientes casos:

- Supongamos primero que 6 ¢ K. Existe un entero positivo L tal que K c p.—{6}.
Entonces existen %5, ¢ € (0, 1) tales que K = {tey 1 tp <t < t1}. Sean p,g € A tales
que m(p,q) € K. Notemos que p # 8 # g. Existen enteros positivos J y J' tales que
p € Py y g € Py. Dado que m{p,q} € K. tenemos que si p = tey y g = t'ey entonces
se curnple que N = M(J,J') y que t,¥ € [to, t1]. Fijémonos en los siguientes continuos
F={tey i to<t<t}yF={tep:tg<t<t}

Para terminar la demostracién de este caso faltaria ver que m{F x F') = K.

Sea a € m(F x F'). entonces a = sepqyJ = Sen. donde &y < s <t y. por tanto,
m(F x F)C K.

Sea o € K. entonces a = sey donde ty < s < t;. Sean b= se; y ¥ = sey, entonces
be Fyt e F. Tenemos que m(b¥) = min{s, s}ersqu) = sexy = @, y por tanto
m{F x F') =K.

-Supongamos ahora que € K. Demostraremos que para cada par de puntos p,g € A
tales que m{p,q) € K, existen dos conexos Z y Z' tales que p,6 € Z,gbeZy
m(Z % Z') C K. Sabemos que existen enteros n.y k talesque i,k >0, pE Py g€ F.
Entonces podemos escribir p = ten y ¢ = fe cont, ' € [0,1]. Sean Z = {se,:0< <t}
y Z' = {se; : 0 < s < ¥}. Por construccién p,6 € Z y q,0 € Z'.

Sean w € Z y z € Z'. Entonces estos puntos son de la forma w = se, y z = s'es

conh < s<ty0<s <¢?. Definamos u = min{t, '} y v = min{s,s'}. Entonces
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1 < u y. en consecuencia. m(w, z) estd en Pu(n k) entre ¢ y m{p,g). Dado que la tinica
forma de conectar # y m(p,q) en A es pasando por todos les puntos intermedios entre

cllos dos. tenemos que m{w, z) € K. Por tanto m(Z x Z') C K. Y con esto termina la

demostracién de que m es confluente.(3

Pregunta ;Existe un continuo que admita un promedio. pero que no admita promedios

confluentes?
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