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INTRODUCCION

El presente trabajo es aportar un material'didéctico de doble
propésito, por un lado, se trata de presentar, en forma mas
accesible para el estudiénte, el primér tema del tercer curso
semestral del CCH, "Solucidén numérica de Sistemas &e ecuaciones
lineales” y,-pof otro, hacer del conocimiento del profesor que
puede apoyar su curso con un material hecho ex profeso. ElL
objetive de dicha unidad tematica es que el alumno aprenda
diverscs métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineaies,
por lo gque en su contenido se encuentran 1los métodos de
eliminacién, matrices y el de determinantes, temas estos

tltimes muy nuevos para el alumno.

Para obtener un mejor trabajo cuyo disefioc didactico apoye a la
ensefianza y aprendizaje de las matrices, tomamos en cuenta 1o
- siguientes:

¢ Programa de la materia.

¢ Corrientes Pedagdgicas.

¢ Conocimientos extacurriculares.

¢ Disefio Didactico y experiencia docente
Cada uno de estos aspectos conforman un capitulo y permiten

darle forma y sentido a todo el material didactico. De ello

hablaremos a continuacién

El capitulo 1 se refiere a los contenidos y los objetivos del
tema planteados en el Plan de Estudios Actualizado (PEA) del

CCH. En este espacio hay comentarios sobre la contradiccién de

i



estos dos elementos con respecto al poco tiempo establecido en

1os programas del PEA.

El segundo capitulo sefiala las crientaciones pedagégicas y se
refiere al cémo abordar el tema desde 1la perspectiva del
constructivisme o, desde el punto de vista de las orientaciones
del aprendi;aje por descubrimiento; © también, la manera cdémo
se pueden aprbvechar los principios pedagdgicos expuestos por
la corriente de la resolucién de problemas. Asimismo, contempla
cuestiones de tipo practico para el disefic didactico y sefiala
~la estructura del presente material instructivo para gque

realmente se puedan conseguir aprendizajes significativos.

En el capitulb 3, comentamos varios de los conocimientos gque
estdn relacionados <con el tema, sin qgque estos estén
necesariamente . desarrollados en el material =@ instructivo
dirigido a 1los estudiantes —pues no estéan contenidos en el
programa—; su mencidén aqui obedece a la intencibén de ayudar al
profesor a ampliar su visidén sobre el tema y contribuir a su
vez, a que el estudiante también obtenga una mejor panoramica
de 1la unidad que estudia. Entre . estos conocimientos
relacionados, comentamos, por ejemplo, algunos aspectos
histéricos, asi como variantes de 1los métodos tratados v
cuestiones relacionadas con la interpretacidén geométrica de

sistemas de ecuaciones lineales.

.El capitulo cuarto sefiala, por una parte, los problemas gque
puede tener el estudiante con este tema al abordarle por
primera vez y, por otra, muestra las caracteristicas que tiene
el matérial didactico para propiciar que el alumno logre un

buen aprendizaje.
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Todos los elementos anteriores son el soporte tebrico y técnico
del material didactico que proponemos. Explican al profesor 1la
orientacién y los principios de composicién didactico-
pedagbdgica de la parte que va dirigida expresamente al
estudiantado, dando al maestro una orientacién mas completa dei
nivel de ensefianza que aborda. Creemos que estos primeros
cuatro capitulos son suficientes para que el profesor comprenda

cémo se logra la comunicacién entre el material y el alumno.

El capitulo 5 es nuestra propuesta didactica para el
aprendizaje de la Resolucidén de Sistemas de Ecuaciones Lineales
con los métodos de Eliminacién, Gauss; Géuss—Jordan y el de
'Determinantes, . Cabe hacer notar que el fofmato cambia, ‘pueé
ahora nos estamos dirigiendo al alumno;'se prlantean preguntas,
fichas de trabajo y otras actividades para que pueda adquirir
nuevos conocimientos al irlas realizando. Este Capitulo es la
parte sustantiva de la tesis y nuestra aportacién al trébajo en

el aula con respectoc a este tema

»

Listamos aqui los elementos mas destécables del material:

¢ La mayoria‘de los conocimientos estan contextualizados.

¢ Las fichas de trabajo permiten que el trabajo sea la
mayor fuente de conocimiento para el estudiante.

¢ Con problemas cotidianos nos acercamos a conocimientos y.
métodos de resolucidén de sistemas de ecuaciones.

¢ Tiene invitaciones al alumno para que obtenga y redacte
sus propias conclusiones.

Es esta ultima parte, un seguﬁdo trabajo que no termina aqui,
pues con su uso en‘el aula, seri un mate#ial que afio con afio se
transforme en una mejor guia para avyudar a las nuevas
generaciones de jévenes a comenzar el aprendizaje del tema gque

‘antafic sé6lc se abordaba en el nivel superior de enseiflanza.



1. LAS MATRICES EN LOS PROGRAMAS DEL CCH

El esfudio de las matrices en 1los nuevos programas, aparece en el
‘programa de Matematicas  IIT Algebra y Geometria Analitica como
primer tema, seﬁalando‘que es un tema avanzado de algebra y por
ello no se dard mucha profundidad a éste, se utiliza para dar una
nueva dimensidén al estudio de los sistemas de _ecuacioﬁes

lineales.

1.1 Objetivos y Contenidos a ensefiar en el Pian de
Estudios Actualizado (PEA)

i

Los objetivos generales referidos a este tema sefialan:

"- Avanzar hacia la apropiacién permanente de 1los
procedimientos para operar con operaciones algebraicas y
sus aplicaciones en la solucidn de ‘ecuaciones vy

problemas.

- Continuar con el aprendizaje del &lgebra mediante el
estudio de las socluciones numéricas de los sistemas de

ecuaciones lineales...™

La unidad 1 titulada, Scluciones Numéricas de los Sistemas de
Fcuaciones Lineales de este programa nos da el siguiente

contenido:

= El método de eliminaciones sucesivas: solucidén de
sistemas escalonados, sistemas equivalentes Yy

reduccién de un sistema a otro escalonado equivalente.

= Matriz de coeficientes vy matriz aumentada de un

sistema, operaciones. elementales con los renglones de

' Programas del CCH de Matemiticas IN y IV, p. 4.



una matriz y el método de Gauss- Jordan.

= Regla de Cramer vy determinantes, comparacién del

método de Gauss-Jordan y la regla de Cramer.

El propdésito de este trébajo es desarrollar dé forma didactica

esta unidad.

El objetivo particular " la introduccién de sistemas de nxn Yy su

w2

solucidn... por los métodos ya sefialados y como objetivos

especificos.

" Al finalizar esta unidad, los alumnos:

- Sabrén plantear y resolver problemas que conduzcan

a sistemas de ecuaciones lineales.

- Utilizaran los métodos de eliminaciones sucesivas y
Gauss Jordan para resolver y decidir segin el caso,
si el sistema de ecuaciones tiene una, infinitas o

ninguna solucién.

- Compararan el método de Gauss-Jordan con la regla
de Cramer contando el numero de multiplicaciones

necesarias para aplicar cada método."™®

Conviene hacer la observacidn, gue en este primer acercamiento no
se trata el &algebra de las matrices, pues solamente se utiliza

como herramienta.

No es sino hasta pasado un semestre que se vuelve a tocar el tema
de las matrices pero ahora desde  un punto de vista mas tedrico,
pues en Matematicas IV en la unidad 1, Matrices y modelos

Matematicos, como su nombre lo indica la intencidn es:

% Programas p.5.
* Programas p.5.



"...el uso de las matrices como instrumeﬁtos Gtiles para
modelar diversas situaciones donde interviene el concepto
de sistemé, y como generalizacién de alguﬂos tépicos
‘relativos a la solucién de sistemas de ecuaciones

lineales ..."™

‘Por ello es comprensible, que se planteen como objetivos

generales:

"- La apropiacidén permanente de los procedimientos para
operar con expresiones algebraicas y sus aplicaciones en

la solucidn de ecuaciones y problemas...

- Enriquecer las ideas de modelo matematico ... a partir
de la introduccién de 1las matrices como una forma de

describir ciertas situaciones y operar con ellas,.."

Los contenidos de esta unidad son:

- Los arreglos rectangulares de numeros (matrices) como
modelos de algunas situaciones: La matriz de Insumo-

- Produccidn, etc.

-~ Introduccién a las operaciones con matrices.: suma Yy
resta; multiplicacién por un escalar y producto de dos

matrices.

- La matriz identidad y la inversa de una matriz; el

métode de Gauss—-Jordan para invertir una matriz.

' Cabe hacer notar que en 1los dos programas ambos temas tienen
un caracter introductorio, pues sdélo asignan 10 horas para
cada unidad y por ejemplo en el programa de .mateméticas v
. incluye oracionés como estas: "...La ©practica de 1los

procedimientos para operar con matrices permanecerd ligada al

* Programas p.p.13-14.



_ tratamiento de ejemplos, sin que su adquisicién permanente sea

né

un objetivo ‘exigible. ¢ lo gue nos plantean los objetivos

especificos:

"- Conoceré&n numerosas-aplicaciones de las matrices.

- Practicaran 1las cperaciones de suma, resta,

multiplicécién por un escalar y producto de matrices.

- Estard en contacto con la idea de inversa de una
matriz y utilizard el método de Gauss-Jordan para

calcularla.™’

‘1.2-Comentarios y observaciones

El haber incluido el tema de las matrices en los nuevos
programas es un aciertp, pues ‘ademds de plantear una nueva
visién de las matematicas nos permite hablar de una forma de
agrupar y trabajar con datos para organizar  informacidn, tan
importante en estos tiempos. Sin embargo el tiempo asignado a
este tema es muy poco {10 hrs. en cada semestre) para todo lo
qué se pretende enseflar. Por ejemplo en el tercer semestre se
pretende que el alumno utilice los métodos ya sefialados en
sistemas de mm, asi como plantear y resolver -problemas vy
comparar los métodos. Siendo que comc es un tema totalmente
nueve para el alumno requiere de un mayor tiempo de
asimilacién, ademas de que entre mas grande sea el sistema mas
operaciones tienen lo aumenta las posibilidades de equivocarse

aln mas.

: Programas p. p. 13-14.
7ngmmmpli_
Programas p. 15.




Alguien podria decir que se leddé mas tiempo, pues el ndmero
de horas ﬁor semestre es de 80, pero basta echar un vistazo a
los temas que se ﬁieneﬁ que cubrir, para darse cuenta de la
insuficiencia de tiempo, por ejemplo, en el tercer semestre

- que estamos hablando:

. So0lucién numérica de sistemas de ecuacicnes lineales. -

-

Algebra de los nimeros complejos.

Ecuaciones de grado superior. a dos.
Graficacién de funciones.

. Bcuacién cartesiana de la recta.

.

Ecuacién cartesiana de la circunferencia y la parabola.

~l oy s W N
.

. Sistemas de coordenadas no rectangulares.

Son temas que por si mismos requieren un tratamiento especial

y también una buena cantidad de tiempo.

Y si se pretenden alcanzar los objetivos también se necesita
tiempo, ademss de materiales didacticos adecuados que no
existen. Es por ello que nos impusimos la tarea de elaborar un
material adecuado al desarrollo del téma “Solucién numérica de
sistemas de ecuaciones 1lineales”, para poder hacer més
eficienteé los tiempos disponibles sin perdet de wvista ni al

alumno ni a los objetivos.



2. MARCO TEORICO

2.1 CORRIENTES PEDAGOGICAS QUE ORIENTAN ESTE
TRABAJO

Como el proceso de enseflanza-aprendizaje es muy complejo vy
existén varias formas de. abordar los temas a enseflar, no es
posible comprometernos con una sola corriente pedagdgica, ya gue
las orientaciones de este trabajo coinciden con varias de ellas.
Nos sucede_lo que dicen Gutiérrez y otros con respecto al-disefio

'didécfico y la planeéciéd pedagdgica, lo citamos aqui:

"Burkhardt considera gque el conductismo, constructivismo
y teorias de desarrcllo gque aungque proponen estructuras
para comprender los fenfmenos, no son completos en su
dominio limitado, vy por tanto, deben ser usados a
sabiendas de que se'presentan sin mecanismos establecidos

para su integracién fiable en modo predictivo™®.

Hay que tener claro que en este proceso intervienen el alumno,
los contenidos y el profesor. Los medios que se emplean para que
el primero logre apropiarse de los contenidos deben considerar o©
asumir diferentes papeles, segiin la modalidad gque el profesor
.haya planeado con base en las orientaciones de la pedagogia, la
psicologia, 1la didactica y las teorias del aprendizaje en las
que fundamenta su. trabajo de ensefianza, buscando optimizar

contenidos, objetivos y tiempo.

8 Gutierrez et al, 1991, p. 111.



Dada la variedad de corrientes para el aprendizaje, trataremos

de centrar nuestra atencién en las que consideramos las mas

importantes y las que utilizamos para la elaboracién del

material didéctico que proponemos. No obstante esta variedad,

hay convergencias® como las gue siguen:

Un estudiante motivado aprende mejor que el gue no
lo esta. '
el

Aﬁrender ‘motivado por el éxito es preferible‘la

aprender motivado por el fracaso.

La participacién activa es preferible a la

recepcidn pasiva.

Se aprende con mas disponibilidad 'cuando__el

material y las tareas son significativas...

En el material propuesto atendemos estas recomendaciones de la

siguiente manera:

Usando problemas cercanos a su realidad.

‘Introduciendo fichas de _trabajo y preguntas en el

desarrolloc del material, lo gue permite una interaccién y

un compromiso'més fuerte de parte del alumno.

Las actividades tienen un grado de dificultad adecuado

para evitar el fracaso.

Son puntos en los que también estamos de acuerdo asi como en

otros que seflalaremos con detalle mas adelante.

® Gutiérrez, et al, Op. Cit,” p 76, (en Lankford, 1969, 24° Yearbook NCTM , p.406).



2.1.1. Bl Constructivismo

Se dice que'la ensefianza impartida con esta orientacién logra
aprendizaljes mas duiaderos, pues los alumncs construyen su
propio conocimiento. $in embargo, el términc puede prestarse a
diversas interpretaciohes, como ocurrié en . un seminario en
Espafia, del cual comenta Gémez;Granell y Coll (1994) que tanto
se hablaba de constructivismo, inclusive se daba como marco de
referencia de todo, que varios de los participantes terminaron
por confundirse y no tener claro . cuales son las ideas
principales que - estan presentes en - un aprendizaije
constuctivista; seflalaron, ademéas, qué "No hay que hablar tanto
de constructivismo, sino de propuestas concretas para mejorar la

practica en el aula...™?,

Dejemos claro, que la concepcién constructivista se organiza en

torno a tres ideas fundamentales:

1. E1 alumnc es el responsable altime de su propic proceso de
aprendizaje. £l es quien construye (o se construye) los
conocimientos de su grupo cultural. Es realmente activo

incluso cuando escucha ¢ lee la exposiciédn de los otros.

2. La actividad mental constructiva del alumno se aplica a
contenidqs que ya poseen un grado.diverso de elaboracién. Esto
significa que el estudiante no tiene que descubrir ¢ inventar .
el conocimiento; en buena medida, encontrard cierta parte de
los contenidos curricuiares ya elaborados y definidos en su
mente y su.tarea cohsistiré en reestructurarlos para hacerlos

significativos, es decir, para apropiarselos.



3. La funcidén del docente es conectar los prbéesos de
conétiuccién del alumno con el saber colectivo culturalmente
organizado... no se limitar& a crear 1las condiciones éptimas
para que el alumno despliegue una actividad constructivista,
sino que ademas su labor debe extenderse a orientar vy guiar,

explicita y deliberadamente, dicha actividad.!

- E1 constructivismo dicen Diaz Barriga Yy colaboradores,
»...postula la existencia y prevalencia de procesos activos en
la cohstruccién del conocimiento: habia de un sujeto cogﬁitiﬁo
aportante, gue claramente ©rebasa a través de su 1labor

constructiva lo que le ofrece su entorno"?.

Esta construccién se hace a partir de conocimientos previos, .que
el profesor o el material deben tener presentes, para lograr que
el alumno establezca esa conexidn y pueda.involucrarSe mejor con
la situacién presentada, para 1la construccidn propia de su

conocimiento.

El material didactico que:proponemos hace del alumno el actor
principal, pues es €1 quien desarfolla las actividades,
‘partiende de cosas conocidas, por ejemplo én el capitulo 1,
Método de Eliminacién (pero manejado de diferente forma), con
preguntas y fichas'de trabajo para lograr que el estudiante use
las ecuaciones equivalentes y las combinaciones lineales({ sin’
gue sepa que lo estd haciendo} para resolver un sistema
contextualizado. Posteriormente llegar. a ‘usar los. métodos

matriciales.

0 ¢ Gomez-Granell y C. Coll, (1994), pp 8-10.
" D. Peralta, (1998), p, 69 .



Se pretende que el alumno use y "consfruya“ operaciones en los
sistemas y después los formalice, dandole los nombres que se

usan en la literatura (matriz, combinacién lineal, etc.}).

Este camino debe propiciar en el alumno aprendizajes
significativos, entendidos éstos, como la existencia de vinculos
no arbitrarios y substanciales entre el material a aprender vy
los conocimientos previos. Si el estudiante consigue hacer esto,
segin Coll "...si lo integra en su estructura cognoséitiva, serd
capaz de atribuirle unos significados, de construirse una

representacién o modelo mental del mismo"!3.

Las condicioﬁes que debe de cumplir el aprendizaje, para que sea
significativo segin lo sefiala Coll son:  a) Que en primer lugar
el contenido debe ser potencialmente significativo, tanto desde
el punto de wvista de su . estructura interna, llamada
significatividad 1dégica, lo cunal exige que el material de
aprendizaje sea relevante y tenga una organizacién clara; y b)
Que: tenga la posibilidad de asimilarlo, lo que se conoce Como
significatividad psicolégica, que requiere la existencia, en la
estructura cognoscitiva del alumno, de elementos pertinentes vy
relacionables con el material de aprendizaje. En segundo lugar;
el alumno debe tener una disposicidn faﬁorable para aprender
signifﬁcativamente; es decir, debe estar motivado para

relacionar el nuevo material de aprendizaje con lo que ya sabet.

2 iaz Barriga et al 1998, p. 14.

B¢ Coll, (1990) p. 443.

' Coli, Op. Cit, p. 444. |
‘ 10



Esa motivacién la manejamos a partir de problemas cotidianos,
que involucren por ejemplo, fotocopias, tortas, boletos para el
cine etc. planteando situaciones en -las que se podria involucrar

el estudiante.

Estas condiciones son necesarias para construir nuevos
significados, no sélo por motivacidén, sino porgue el alumno 1lo
necesita para lograr un cambioc en loé esquemas -de conocimiento a
partir de 1la introduccién de nuevos elementos y una’
reestructuracién de su saber actual. El estudiante obtiene,
dentro de este proceso de;aprendizaje, ventajas como el poder
relacionar los conocimientos Y recordarlos con mayor facilidad,
modificaciones en su actitud frente .al aprendiiaje y sus
momentos dificiles; capacidad para visualizar sus perspectivas

y mejorar sus expectativas.

Respecto de la planeacidén de una ensefianza orientada al logro de
aprendizajes significativos, Solé sefilala - como una ventaja méé,
la posibilidad de entender y comprender, mé&s profundamente, una

situacién de ensefianza, €1 afirma que:

"la perspectiva del aprendizaje significativo contribuye,
ma&s que a precisar la etioclogia. de los desajustes, a
‘comprender lo gue ocurre en la situacidén de ensefianza, y
puede por tanto ofrecer pistas para modificarla en el
sentido de dar respuesta a las necesidades que presenta

un alumno en particular"'®,

51, Solé, (1990), p. 67.
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De mode que, si un profesor identifica dificultades de
aprendizaje ~en un alumno, ‘puede proponer alternativas para
subsanarlas. Y el material puede_ ayudar a hacer mas eficiente el
trabajo en el aula, 'ya" que permite atender a los alumnos que

tengan mas dificultades mientras los demas estan trabajando.

2.1.2 Aprendizaje por descubrimiento

Puede haber diferentes puntos de vista de cémo entender un
aprendizaje y cudl de ellos pueda ser el mejor, los enfoques
modernos al respecto concuerdan en gue - los estudiantes pueden
mejorar si tienen la posibilidad de manipular, trabajar y. hacer
cosas nuevas, diferentes o conocidas, con eso que el profesor
‘quiere que aprenda. “En este enfoque no se presentan de entrada
los conceptos y principios esenciales, sino que se estimula ai
estudiante para gque los busque .‘y encuentre por si mismo, es la
actividad intelectual y fisica humana el método”®. E1l alumno
descubrirad el condcimiento a partir de preguntas vy actividades
que le permitan ‘conformar - su aprendizaje. El papel entonces, del
profesér o del material didactico serd el de dirigir y apovar
estas actividades y en caso de desvios, seflalar alternativas

para volver al camino correcto.

' M. Fregoso, siguiendo a Bruner, 1995, p. 23.
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Por ejemplo, el_aluﬁho descubre que los sistemas de ecuaciones
se pueden resolver usando los coeficientes, llegando a descubrir
las matrices. Y lo gue se puede hacer con las ecuaciones del
sistema es muy parecido al manejo con los renglones de la

matriz.

Katona realizé una investigacién para evaluar estos
procedimientos y Logrofioc menciona algunas de las conclusiones

obtenidas en el trabajo de Katona:

" a) Los aprendizajes significativos peérduraban méas
tiempo en la memoria (cuantitativo) vy son(sic) mas
facilmente transferibles a nuevas 'situaciones

(cualitativo), que los memoristicos.

b) Los alumnos y alumnas que habian descubierto por si mismos
las reglas y las habian expresade en sus propios términos,
tenian mayor facilidad para reconstruir las soluciones

después de un espacio amplio de tiempo™'’.

El material didactico, aqui propuesto, pretende contextualizar
algunas situaciohes, procedimiéntos y conceptos, para que el
alumno logre un aprendizaje significativo de la resolucién de
sistemas de ecuaciones a partir de una situacidn resﬁelta por
los diferentes métodos (de matrices y determinantes). Con una
édecuada interpretacién de los resultados obtenidos. Adem&s para
facilitar ese descubrimiento en el material se plantean-
preguntas como: ;Qué fue lo que hiciste con los renglones de la
matriz,' para obtener matrices equivalentes? o ¢Cémo obtener

sistemas de ecuaciones egquivalentes?

'7 | ogrofio, (1995), p. 13. ,
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Si hablamos de. aprendizaje por descubrimiénto,‘ tenemos que
referirnos. a la teoria ausbeliaha, seflalando primero sobre lo
gque significa aprender dentro de esta corriente. Diaz Barriga lo
explica asi: "Ausubel como otros cognitivistas, postula gue el
aprendizaje implica una reeétructuracién activa de las
percepciones, ideas, conceptos y esquemas que el aprendiz posee

en su estructura cognitiva™'®

. De esta manera, la actividad es
la piedra éngular del aprendizaje y el ser perisante requiere
procesar, organizar, analizar y aplicar informacidén a conceptos
o procedimientos nuevos, mediante un proceso de'trénsferencia.
Para aplicar la_transferehcia de conocimientos en la elaboracién
del material, tomamos la sugerencia de Gutiérrez R. vy
colaboradores: "... se disefla la secuencia de instrucciones
-desgomponiendo lo qué se vislumbra comc una destreza compleja en
paftes subordinadas para Jjerarquizar - la pfesentacién,"para

graduarla en orden de dificultad"®.

De modo que, por ejemplo, prestambs'mucha atenéién a la notaciédn
de matricés; las operaciones, 1a dimensién, el significado de
una matriz triangular. Cada-"una con su tratado especial, su
ficha de trabajo y sus preguntas gue permitan entender Y

utilizar cabalmente de lo que se trata.

'® Dlaz Barriga, (1998), p.18.
'® Gutiérrez, Op. Cit. P. 67. -
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2.1.3 Resolucidédn de Problemas.

Para darle un contexto a 1los nuevos conocimientos matematicos,
los intreoducimos a partir de problemas, empleandc los principios
que plahtea Polya®® (1965), de las cuatro fases que permiten

resolver un problema:

1. Comprender el problema. Saber cudl es la incodgnita, los datos

y si son suficientes y no contradictorios.

2. Concebir un plan. Pensar por analogia en problemas similares
que tengan la misma incdgnita, gque sean mas sencillos © mas
generales y que ya se hayan resuelto. Es decir basarse en la

experiencia y en conocimientos previos para elaborar un plan.

3. Ejecucién del Plan. Saber a grosso modo 1o gque sSe tiene que
hacer, ejecutar cada uno de los pasos y sobre todo verificar

que sean correctos.

4.'Visién Retrospectiva. No consiste solamente en. la sustitucién
de los valores de las incégnitas, sino ademas si estas
cumplen las condiciones del problema y si ‘el método empleado
se puede usar en otros problemas y sobre todo convencer al

alumno de que ha hecho las cosas bien.

Cabe aclarar gue en el material‘estos‘pasos no estan sefialados,
pero en mucho se conserva el espiritu que nos muestra Polya, que
es cuestionar lo més que se pueda, para que el alumno construya‘
0 descubra su propio conocimiento vy - esté capacitado para

emplearlo en otras situaciones.
N

2 polya (1965).
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_Po;: ejemplo, en el problema 6 del capitulo_ 1, se planteén
observaciones vy breguntas que le permiten entenderlo. Como el
problema es el balanceo de _una' diéta, se pide que suponga la
cantidad de alimento A (50 gr} vy gque obtenga el porcentaj_e
(20%),. y asi, con casos particulares para el alimento A y para
el alimento B y la suma, gue le 'permitan establecer 1la ecua_ciérlai

respectiva.

Dado‘que Polya sélo se refirié a las incégnitas in abstracto,
hemos -conside:ado el manejo de las unidades de medida como un
elemento adicional gue incluimos en el material, la unidad de
medida es atributo, tanto de las incognitas como de los datos.
Pietzcsh se refiere a estos elementos como referentes gque pueden
ayudar a comp:;ender mejor el problema y dice al respecto: "lLa
mayoria de los datos presentadds en el problema. son cantidades
de magnitud, que pueden representarse en forma de numeros y
unidades de medida.... Por ello debe hacerse un _analisis
adicional sobre las unidades de" medida correspondientes de las | '

cantidades"?!,

En el’ problen{a 1 "x” y. “w” es el precio unitario de cada
fbtocopia VR cada - amplificacién ($) respectivamente,.
identificacién’ que permite wuna mejor -comprensién de las
incégnitas y la relacién que tienen con 1los datos y demas

cuestiones que se plantean.

21 Pietzsch, et al. 1982, p. 73.
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Si el alumno tiene claro en qué unidades se mide la incégnita,
podrd relacionarlo mejor con los datos y las condiciones del
problema y, ademés, la solucidén tendra mas sentido para é1 si

sabe 1o se que busca.

No hay que perder de vista que .lo que pretendemos ensefiar son
los métodos de matrices y determinantes para rescolver sistemas
de ecuacicones, y por ello damos prioridad al procedimiento

algoritmico sin descuidar los demas aspectos.

Varios problemas gque planteamos en el material se resuelven
conjuntamente con el estudiante. Para evitar diversas
interpretaciones, tanto del problema como del procedimiento,

hemos hecho caso a Campos, quien expone: .

"Al realizar diversos estudios sobre eétrategias de resolucién
de problemas de estudiantes de bachillerato he notado que no
todos los alumnos interpretan el .enunciado de wun . problema
propuesto ‘de la misma manera....El problema es que cada

interpretacién genera una estrategia de resolucién"?.

Al resolver los problemas de manera conjunta, no sélo evitamos
las interpretaciones erréneas, sino ademds propiciamos que el
alumno logre adquirir los conocimientos gue sSe pretenden

enseflar.

2 H. Campos, 1999, p.51.
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2.2. Elementos Didacticos para el desarrollo del
Material | |

Con base en las consideraciones anteriores de las diferentes
orientaciones sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje y dando
priofidad al logro de aprendizajes significativos, proponemos
este material, que considera ademas algunas ideas adicionales de
diversos autores para.poder conseguir este tipo de apropiacién
del conocimiento matematico. Por ejemplo, Aebli sugiere

orientar al estudiante como sigue:

". Sefialar lo esencial mediante suscintos comentarios.

- Dividir en partes - las totalidades éomplejas Yy

denominarlas. : .

- Que vaya diciéndose a si mismo agquello que ha de ir

haciendo cuando realice la secuencia"?®,

Al hacer esta-divisién, en el material sé utilizan mas de 7
paginas para desarrollar y dar contexto al método de Gauss.
También los elementos importantes los enmarcamos y son el

resultado de varias actividades previas.

La pretensidén es involucrar al alumno, para gque logre asimilar o
construir su conocimiento. Sabiendo. de antemano que él1 es el
Gnico que puede hacerlo, "nadie puede aprender por otro". Para

‘propiciar que el estudiante trabaje en ello, es necesario dotar

P H. Aebli, 1995, p.6.
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al contenido a estudiar de un significado adecuado para quien lo
trabaja, como lo sefiala Bruer: "La unica forma de hacer gque 1las
matematicas tengan significado es relacionando en la enseflanza
los conocimientos conceptuales con las habilidades

procesuales"?,

Para dar confianza. al alumno partimos de procedimientos
conccidos, por éjemplq, el método de suma o resta para obtener
otros procedimientos (el de matrices) vy al mismo tiempo
explicarlos a partir de deducciones e introducir la simbologia
adecuada (con base en fichas de trabajo). Ademds pretendemos gque
el alumno interiorice estos procedimientos, para lograrlo,

consideramos las etapas que sefiala Aebli:

" Primera etapa al terminar 1la actividad se realiza una
consideracidén retrospectiva de la tarea. '

2 % E1l alumno imagina el curso de la acciénf

3% é1 debe ser capaz de reproducir las acciones"™®’,

El manejo de la codificacién simbdélica mostrard que el alumno

intericriza y por tanto también automatiza el proceso.

La accién v la préctica haran que el alumno aprenda resolviendo
preguntas, llenando espacioé en blanco y tratando de escribir
con sus palabras el prbcedimiento que él ya ha hecho, propicia

ademas que el estudiante se :ormule preguntas.

24 3. Bruer, 1995, p.100.
B H, Aebli, p.175.
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Usamos la motivacién con preguntas para buscar que el estudiante
recuerde conocimiehtos utiles, .despertar en él, intenciones
correctas que le permitan reorganizar sus conocimientes y'<jar
cabida a los nuevos para poderlos aplicar en los momentos

adecuadoes.

2.3 Disefio del Material Didactico

La intencién de realizar un material que ensefie cémo resolver
sistemas de ecuaciones con matrices y determinantes,‘éurgié de
la necesidad de cubrir este tema de'forma édécuada para que el
alumno lo pueda asimilar, tomando en consideracién dos cosas:
una es'la completa novedad del tema para él y la otra proviene
de los datos gque la UNESCO apérta acerca de las formas mas

frecuentes que los humanos utilizamos para aprender:

" Las personas asimilan el 90% de todos los conocimientos
sobre material impreso. Adem&s, el 70% de las personas
pertenecen al tipo del'apréndizaje visual —otros tipbs son
el auditivo y el motor—, 'va dque estas asimilan mejor el

saber <<a través de la vista>> que <<a través del oido>> o
n26 '

mediante la escritura al dictar

% Ver Pietzsch et af 1982, p.237.
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Con la éyuda del material el alumno podrad construir, expliéar,
deducir vy ejercitar, en este nivel éscolar, lo referente a

matrices y determinantes para resolver sistemas de ecuaciones,

Para la introduccién de algunos contenidos matemdticos en el
material, se plantean aigunas situaciones o problemas que
permiten contextualizarlos y acercarlos a los estudiénteé. Se da
énfasis a 1los conocimientos claves gque permiten una mejor
comprensidén de los temas, por ejemplo, las ecuaciones
~equivalentes que en la escuela cubana estén contenidas en el 9°
grado?n estas ecuaciones se enseflan explicitamente después.~de
haber revisado algunos métodos de resolucién (sin haberlas
comentado en principio}, més adelante se sefialan actividades que
reafirman 1la existencia vy aplicacién de 1las ecuaciones
equivalentes. La escuela espafiola también las utiliza para
desarrollar los conceptos de matrices y determinantes®®. Una vez
que logramos hacer que el estudiante sepa qué es un ecuacidn
equivalente, pretendemos que haga conciencia de que las

ecuaciones representan las condiciones del problema tratado.

El alumno puede identificar las ecuaciones como condiciones del
problema y de entre variés de ellas, elegir cuales permiten
encontrar la solucién. El método de eliminacién por suma o resta
lleva al estudiante, . a partir de deducciones, al método de
matrices (Gaués y Gauss-Jordan) con la aplicacién de " una
transferencia de 1la obtencidén de sistemas equivalentes, a 1la
obtencidén de matrices equivalentes, deduciendo asi, las reglas

para operar con los renglones de una matriz.

# pietzsch, p p. 6568 ,
* Ver Lobrefia ef. al. 1995, cap. 3.
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Con respecto a los determinantes, la linea que se sigue en el
‘material, es la de responder a dos cuestiones, la primera
‘responde ‘a la posibilidad de resolver un sistema de ecuaciones
usando sélo . 1os coeficiéntes (como el método de Gauss)y la.
segunda cuestidén atiende al procedimiento paré trabajar con
dichos coeficientes del sistema,-lmediante la aplicacién del
' método de Gauss, y deducir el procedimiento para encontrar la

solucién general en cualguier sistema de ecuaciones.

La estructura que dimos al material es dinamica, pues se mezcla
informacién, con ejercicios conducidos ' y conectados con
preguntas que el alumno tiene que responder. Los procedimientos
se adquieren sobre la marcha, pues estd dosificado entre
preguntas, ejercicios y comentarios. En diversas oéasiones, con
ia intencién de llegaﬁ al nivel de analisis y sintesis de 1lo
aprendido, ‘pedimos al alumno que describa con sus propias
palabras los procedimientos, pues creemos importante ' esta
actividad para un mejor aprendizaje, como lo seflala el Grupo
Azarquiel: "Hablar y decir lo que se.ve es un esfuerzo siempre
‘productive, dentro y fuera de las matemiticas y obliga a una

cierta organizacién de ideas"?®.

El material contesta vy .detalla,'los procedimientds después de
haberle preguntédo al estudiante su versién al respecto, esto es
asi para lograr dos -dosas, una es la lectura activa del
estudiante y la otra, es que el propio alumno pueda contrastar
sus respuestas con las que se dan, todo esto hace. que se

- obtengan las siguientes ventajas:

# Grupo Azarquiel, 1993, p. 37. :
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1. El estudiante puede verificar sus respuestas.

2. El1 material deja completamente explicados 1los
procedimientos que pregunta.l |

3. El profesor en su clase podfé atender mejor los
ejercicics de 'abspraccién Yy sintesis tan
importantes en la construccion y apropiacién del

conocimiento.

4. Brindar una atencidén personalizada a los alumnos

con dificultades o deficiencias.

Las posibles contradicciones matematicas que pudieran
presentarse' (cuando el sistema no tiene solucién o tiene una
infinidad) también son abordados con preguntas gue permiten un
anadlisis de parte: del estudiante, a estos sistemas de

ecuaciones que llamamos casos especiales.

Para atender. la fase de automatizacién, que ayuda al estudiante
a utilizar la memoria en otras habilidades, al final de cada

seccidn damos .ejercicios y algunos problemas.

Finalmente, nos referimos a los métodos de resolucién indicando
los problemas que se pueden resolver con ellos, la magnitud que
puedeh llegar a tener las matrices y los determinantes que
modelen las situaciones que representan y hacemos mencidn, de
los recursoes computacionales que facilitan el trabajo de calculo

con estos arreglos algebraicos.
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3. ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS SOBRE MATRICES Y
DETERMINANTES

3.1 Aspectos Histoéricos

No cabe duda que la historia de ‘los determinantes y de las .
matrices tienen mucho en comdn y podemos decir que virtualmente
una dio origen a la otra. Aunque los origenes de las matrices se
‘encuentran en China, en documentos que se conocen- como “ El arte
matemadtico en nueve secciones (Zhui Suan Shu, s III a. C. )%,

donde se resuelve un sistema de ecuaciones con un método

matricial por ejemplo:

1 2 33\x
3x+2y+z=39 2 3 21|y
2x+3y+z=34 3 1 11z
x+2y+3z=26 2% 34 39

Al transformarla se obtiene una matriz triangular que se puede
resolver facilmente, sin embargo su desarrollo tuvo que esperar
mﬁcho tiempo. En 1693, retomando la resolucién de los sistemas de
ecuaciones, Leibniz describe en una carta una notacién que
ayudaria mucho al desarrcllo de los determinantes usando nuimeros

para indicar las filas y las columnas®! de la siguiente forma:

10+11x+12y =0 ' I, +1,x+1,y=0
20+2ix+22y=0 O bien ‘ 20+21x+22y=0
30+31x+32y=0 " 3,+#3,x+3,y=0

0 Cita de Lobrafia et. Al (1995) p. 25. T .
% Ver Boyer, Ch. p p. 508, 509. o | :



"Que hoy en dia lo escribimos:
ay+b,x+c,y=0
a,+b,x+c,,y=0
Gy +b,x+cy,y=0

Interesado en el analisis infinitesimal, no continud
desarrollando estas ideas vy - fue Maclaurin®? (172'9), guien
redescubrié el método de determinantes para ‘resolver sistemas
lineales de 2, 3 y 4 incégnitas v, posterlormente, fue Bézolut
(1779). en su tratado ' titulado Théorie generale des - équations
algébriques quien aportd un sistema de r_eglas para ~resolver
sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas, muy parecido.
‘a la Régla de '\Cramer y que usd en la bﬁsqueda de una cqndicién
necesaria para’ qué dos ecuaciones polinémicés de grado n tengan
solucién. No cabe duda que éste y muchos mads problemas pudieron
resolverse con los determinantes, por ejemplo Maclaurih intentaba
determinar la ecuacidén de una cénica que pasa por 5 puntos;
Cayley®® los utiliza para escribir las ecuaciones de la recta y

el plano como se muestra ensegquida:

x y z 1
1x Y 1 X4 y1l Z4 1 =0
x ¥, =0 X, Y, Z, 1]~
X, ¥y 1 : Xy Y5 z; 1

Que si desarrollamos, por ejemplo el primer determinante:

x(ys - J’2)_ y(x, - -iz_)"' (xd’z "'sz’1)= 0

2 Ver Lobraina et al. p. 33
Boyerp 583.
¥ obrafia p. 40




1

0 bien'ya despejada “y

‘ y___[y'l "yz)x_‘_xiyz — XY
Xy — X3 X, X,

Tenemos la ecuacidn de la recta en su forma mas usual.

.

La teoria de 1los determinantes se simplificd vy se establecid
definitivamente con los trabajos de Cauchy en 1812%, ¢l forma el

producto de n numeros a,d, ..,4a,por todas las diferencias posibles

entre 2 de ellos, es decir:

a, -a, "'an(az -a;Xas —01)"'(0,."01103 ‘021‘34 -az)---(a,, "az)"‘(an "an-l) .

Define el determinante correspondiente, como la expresién que se
obtiene al cambiar el exponente por un segundeo subindice (& se
convierte en as), en el resultado anterior tendremos una expresién

como la siguiente:

S(= ay ap~ a), donde S se refiere al conjunto de permutaciones en
los subindices y = significa si es par o impar la permutacién
correspondiente, los ordena en un determinante con una

disposicidén cuadrada.

a,; 4 Q3 ... 4y,
ay ap dy .. @
a; 4, 4; .. 4,

¥ Boyer p.p.. 641 y642.
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Con una notacién mas moderna se tiene gque el determinante se

denota y se puede obtener, como:
A]= Z oes e(o )016(1)026(2)---- Aus(n)

en donde la misma notacién sefiala s, como el conjunto de todas
las permutaciones de {1, 2,...,n} v &lo)=1si o es . par y

elo)=-1 .5 o es impar.

‘Con todos estos trabajos realizados con determinantes, fue
Cayley quien trabajé las matrices y les didé forma para poder

_usarlas y comentaba al respecto®®:

“ Desde luego que no llegué al concepto de matriz a través
de 1los cuaternios: fue directamente a partir de los
determinantes; o bien como un modo conveniente de expresar

las ecuaciones,

x'=ax + by

y'=cx+aja"

Con una estructura algebraica las matrices, por asi decirlo,
tuvieron vida propia y hoy en dia, esta teoria tiene diversas
aplicaciones en estadistica, la teoria de juegos, los modelos de

desarrollo, entre otros.

% En BELL (1949) p.215.



3.2 Otros conocimientos sobre el tema que pueden
abordarse

3.2.1 Cémo escalonar matrices.

Dada la vastedad de los temas, creemos conveniente establecer los
conocimientos minimos necesarios para poder dar adecuadamente la
resolucién de sistemas de ecuaciones por los métodos de matriées'
1% determinantes. Si consideramos el tiempoc gue se le asigna al

tema, este es corto (sélo 10 horas), entonces lo utilizarembs
para plantar la semilla del conocimiento con el material que
proponemgs el cual tendréd gque ser abonado con otros saberes
matematicos que ayudaran a tener‘mejores frutos.

En el material se habla del Método de Gauss para escalonar

matrices éon peldafiocs de tamafio 1, pero en general, el meétedo
consiste en escalonar la matriz (conh peldaiios no necésariamente
de tamafio 1). En la obra de Swokowski®’, se seflala como primer
paso localizar la primera columna que tenga elementos distintos
de cerc y mas adelante localizar la siguiente columna gque
contenga elementos distintos de cero; consideraciones que en‘el
material paré ensefiar el tema no aparecen como ejercicios a
desarrollér {sélo meﬁcionado en los casos especiales), pero
dependiendo del grupo, cabria mencionarse e inclusive mostrar
algunoé ejemplos donde los escalones sean mas grandes. ' _
Para escalonar una matriz es necesario usar los llamados
multiplicadores gaussianos”, gue son los nameros por los que hay
que multiplicar al renglén para después obtener los ceros en la

columna respectiva, por ejemplo, para la primera columna:

wh
N
2
|
-
2
i
8

37 SWOKOWSKI p. 545.
% ALMEIDA.P. y FRANCO, J p. 77.



Que nos daria una matriz escalonada donde las entradas de 1la
diagonal no necesariamente -son unos. En general 1; representa la
cantidad por la que multiplicamos la ecuacién j para sustraerla
‘de‘la ecuacidén i y asi producir un cero en la entrada (ij), en el
material transformamos a@y=1 y luego el renglén j (Rh)lolcambiamos
por —agﬂ%);ﬁg, que simplifica la explicacién. Se le llama pivote,
al ntmero empleado para transformar en cero las entradas que
estén‘ en la misma columna; los términos multiplicadores

gaussianos y pivote no se usa en el material con objeto de no

saturar al alumnc con demasiados nombres.

3.2.2 Cantidad de operaciones que se hacen en el Método de Gauss
y en Determinantes. ' 4

Para poder comparar la eficiencia de los métodos, es necesario
revisar la cantidad de operaciones gque se tienen gue hacer, tanto
en el método de determinantes como en el de matrices. Un buen
ejercicio seria gue el alumno contara la cantidad de operaciones
~ para sistemas de 2x2 y 3x3. En general, la cantidad de

operaciones usando los determinantes® en un sistema de nxn es:

(n+l)m! (n-1) multiplicaciones
n divisiones
("*-1) n! + n total.
Por ejemploi

Si n= 3 las operaciones son 51.
Si n= 4 las operaciones son 360.

Si mn= 10 las operaciones son 358 657 210.

39AUMHDAyFANCO,p75JQT



Y con el método de Gauss seria:

—§—+ n* - 3 productos
n? n
—_——t — divisiones
2 2

n? 3n* Sn

3 + > - 5 total

Para n= 3 son 20 operaciones, para m= 4 son 42 operaciones y

para n=10 son 348 250 operaciones.

Conociendo esto podemos elegir el método éptimo sobre todo para n
grande. Esto es bueno que lo sepa el profesor, pero no cénsidero
pertinente el discutirlo con el grupo, si acaso plantear como
ejercicio gque los alumnos cuenten las operaciones que se tienen
que realizar en un sistema de 3x3, con el método de Gauss y con

" el de Determinantes y compararlos,

3.2.3. Equivalencia entre la representacién de sistemas de

ecuaciones y matrices

Una‘cuéstién que puede surgir es: ;la representacién con matrices
es equivélente al sistema de ecuaéiones?, pregunta gque se puede
dejar ﬁara el 4 semestre o bien adelantarse y comentar un poco la
multiplicacién de matrices y el uso de vectores .

Sea A una matriz de 2x2, X y C como:

oo w) =) el



El sistema de ecuaciocnes se puede obtener de la siguiente manera:
AX=C

Y explicar paso a paso el proceso de la multiplicacién de

matrices, para que observen lo gue se obtiene:

a,x+by ¢

a,x+b,y Cs

Sefialando que para que 2 matrices sean iguales, tienen que ser
iguales la entrada # de una de las matrices con la entrada § de
la otra matriz, es decir, lo que ellos conocen como un sistema de

ecuaciones:

I

ajx +byy = c;.

ax + by = ¢

Esta construccidén puede ser mds productiva en el cuarto semestre.

'3.2.4. Interpretacién Geométrica.

3.2.4.1. Ecuaciones equivalentes y funciones lineales

4

En el primer semestre ya se trabajd la interpretacidn geométrica
de un sistema de ecuaciocnes de 2x2 y también se usaron funciones
lineales, por ello en el material se plantean preguntas de
" interpretacién geométrica, sin haberlo trabajado aun. '

.Cuando se pregunta la interpretacidén geométrica de las ecuaciones
equivalentes, se espera que el alumno piense en rectas o en una
recta que representa a las 2 ecuaciones y ademas se plantea la
ficha 1.4, para que lo pueda descubrir. Como ellds ya han wvisto
funciones liﬁeales cabria preguntarse, la_relaéién entre fix) con
2f(x) o iﬂk},'§ si representan la misma recta, como en el caso de

las ecuaciones equivalentes.
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Discusidén que sSe puede dar después de resuelta la ficha del

material y si

actividad parecida a la ficha 1.4,

Por ejemplo,

graficar:

el grupo muestra interés.

Puede plantearse una

pero ahora referida a graficar

en el mismo plano cartesiano fix), 2f(x). (-L)fix), ¢ 3f(x)

flx) = -2x + 2
2f(x) = -4x + 4
3f(x) = 6x + 6
-D)f(x) = 2x -2
x /&) 2ftx) | 3f® | ~)f &)
0 2 4 6 2
! 0 0 0
2 2 -4 -6
3 -4 -8 -12 4
fx) =
\\\6 A 2fx)
\ //' 3
<7 — Six)
T~ \ o
2 N _,J’,
! ,/'
-1 P L1 2
P \\\
"'2' \\ .
/" N
-4 o
N "~
-5 | e
N -
%
\'\

2x + 2

-4dx + 4
bx + 6

Df() = 2x - 2

se plantean las siguientes funciones para tabular y

————
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La grafica, las tablas y las reglas de correspondencia para cada

funcién ayudaran para que se descubran relaciones como:

a) son rectas gque pasan por el mismo punto en el eje x (raiz

de las funciones)
b) Tienen diferente inclinacién.

c) La inclinacién de la recta cambia de izquierda a derecha

o viceversa, si se multiplica por un valer negativo.

d} La relacidn de las ecuaciones con sus equivalentes es muy
diferente a la de estas funciones debido a que 2ffx} es

otra funcién que podemos llamar hfx) =2f(x).

Este analisis permite revisar algunas de las diferencias entre

una ecuacidén y uvna funciédn.
3.2.4.2 Representacidn en 3 dimensiones

Es bueno estar preparados para contestar preguntas scbre la
representacién de sistemas de 3x3 con sus casos posibles (los
casos especiales del material). Cuando la solucidén es dGnica,

tenemos la interseccidédn de 3 planos en un solo punto.
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Las que no tienen solucién®® donde las posibilidades son:

3

a) Los 3 blanos son paralelos (no hay interseccién posible).

b) Dos ecuaciones representan el mismo plano y el tercero es

paralelo.

c} Dos planos paralelos y la interseccidén con el tercero es

una recta, formando rectas paralelas.

d) No hay planos paralelos, pero dos de ellos, se cortan en

una recta paralela el tercero.

(a) (b)

Dos ecuaciones

A < 7
<z 7 L e
Z 7

NN
il

* En Leithold, p. 319.
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O bien las gue tilenen una infinidad de soluciones, gue pueden

ser:
e) Las tres ecuaciones son equivalentes, en cuyo caso representan
el mismo plano.

f) La interseccidén de los tres planos es una recta, dgue son

ecuaciones linealmente dependientes.

g) Dos rectas representan el mismo plano, y la interseccidn con

el tercero es también una recta.

(e) (g)

(f)

G

=

v

Tres ecuaciones Dos ecuaciones
representan el \\ representan este plano

mismo planc.

Todos estos elementos y la posibilidad de sefialar algunas
aplicaciones, permitiran atender al estudiante y darle una visidén
de lo que son y como usar las matrices en algunos problemas sin
perder de vista que en el slguiente semestre se tratara el

dlgebra de matrices y modelos matematicos.
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4. DISENO DIDACTICO

4.1. Consideracioneé del Material

Para la realizacidén del material qUe proponemos agui, contamos
con la experiencia de haber dado este tema. en las primeras QOS
ocasiones desde. que se implantaron los nuevos programas en el CCH
lo cual nos permitidé identificar  diversos. problemas que los

alumnos presentaban, entre los mids significativos estén:
- Las traduccicnes del lenguaje comun al ienguaje
algebraico. '
- Habilidades para seguir y entender un procedimiento.

- Opéraciones aritméticas ‘elementales y manejo de algunas

propiedades como los inversos.

- Establecer conexiones entre los sistemas de ecuaciones y

las matrices o los determinantes.

- Entender y manejar la estructura simbdlica.

Ademds de los problemas que estén relacionados explicitamente con

los sistemas de ecuaciones como son®l:
~ Interpretar la solucidn como el valor de una incdgnita.

- Identificar la dependencia o independencia de la

informacién.

- Saber lo que significa resolver un sistema.

4 Referencias de este tipo de problemas en diversos articulos y fibros que pueden ser consultados en la
obra de ALONSO et al. 1993 op. cit.. ' ‘
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Un segundo elemento a considerar, fue el preguntar a los alumncs
que ya habian revisado el tema, que dudas tenian sobre las
matrices y qué deseaban conocer sobre ellas, las demandas que mas

se repitieron son:

Cémo las podriamos utilizar?

(ol

Cual es el método mas eficiente?

[T

¢ Para qué sirven en el futuro?

cPor qué son tan laboriosas?

Con respecto a los determinantes:

¢Qué son?

En ambos temas (matrices y determinantes) un comentario repetido
fue el gue se deberia dedicar mas tiempo a su estudio vy

entendimiento.

Un' tercer elemento a considerar, obv1amente son los programas Yy
1o que se pretende ensefiar junto con sus objetivos, los cuales ya
‘tratamos en el‘ primer capitulo, mencionando que el tercer
objetivo especifico no se trabaja mucho en este material® vy
consiste en comparar el método de Gauss-Jordan con la Regla de

K

Cramer.

* Por falta de tiempo para cubririo en ef aula.
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4.2 Caracteristicas y Propiedades del Material.

Consideramos que las principales caracteristicas del material de
enseflanza para los estudiantes del bachillerato gue se inician

con este tema son:

a} Presenta el  contenido matematico -de manera
contextualizada utilizando situaciones de lo cotidiano.
El material pretende llenar de significado lo gue es una
ecuacidén o un sistema de ecuacicnes, dentro de un

contexto cercano a los estudiantes.

b) Presenta en forma gradual la simbolizacidén con las
situaciones propuestas, de manera qué'las X's y lasAy’s
no sean s6lo 1letras, sino elementos que estan
‘relacionados con otros y gue pueden tener diferentes
valores y unidades de medida. Las estructuras simbélicas
complejas, como lo son las matrices y los determinantes,
se introducen paulatinamente a través de
cuestionamientos Y actividades de traduccidén - e
interpretacién para que el alumno logre integrarlos en

su estructura cognitiva.

c) Propone actividades para que €l estudiante aprenda con
base ‘en su trabajo y esfuerzo, ademé&s evita sobrecargar

la memoria con cosas que no usara frecuentemente®?.

d) Promueve, mediante  sugerencias de  trabajo, la

interaccién estudiante-estudiante y estudiante-profesor.

e) Estéd orientado a lograr la independencia en el éétudio,
ya que los ejemplos estéan completamente desarrolladgs y

contiene las respuestas a los ejercicios.

“2 La saturacion de elementos no prioritarios es uno de los problemas sefialado por Kline p. 80.



f) Promueve el trabajo individualizado y de grupo a través

de actividades propuestas para tales fines.

g) El disefio didactico de la obra tiene varios momentos

* donde invita a los estudiantes a qﬁe elaboren sus
propias conclusiones sobre el tema, aun cuande el
material, por ser una obra completa, ya las contiene.

Los procedimientos se establecen con base en una deduccidén, con
elementos o procesos que los alumnos ya manejan, por ejemplo, el
método de Gauss lo obtenemos con el método de eliminacién de

suma o resta.

El disefio didactico-pedagégico de la obra atiende a las
sugerencias de Kemp, quien’ séﬁala que es importante proponer
actividades que ayﬁden 'a los estudiantes a estructurar sus
experiencias de aprendizaje”, por lo que el material de
enseflanza contempla los detalles necesarios para lograr una cabal
comprensidén del tema, lo-que contribuye a una mejor autoestima,
pues el alumno esta aprendiendo casi de'maneré-independiente y €l

puede valorar sus aprendizajes.

Una caracteristica muy importante es considerar al estudiante
comd el actor principal de su aprendizaje. Al estudiar el
material ejecutandc acciones como contestar preguntas, resolver

fichas, 1llenar espacios vy . ejercicios, el alumno puede ir
aprendiendo los diferentes métodos, nomenclatura y aplicaciones

de los temas tratados.

© Cfr. KEMP p.79




Con el empleo de este material se puede (dependiendo del uso que
se le dé) establecer una interaccidén entre estudiantes y también
entre estudiantes y profesor; pues, puede‘haber preguntas que le
cuesten trabajo al alumno y comentarlas con sus cdmpaﬂeros o su
maestro; incluso se plantean actividades para desarrollar en
pareja y para comparér resultados. El1 profescr puede intervenir
para prefundizar o comentar cuestiones que no estan en el
material (como ya sefialamos), brindando asi un conocimiento mas

general o profundo scobre el tema.

La invitacidén al alumno a elaborar sus conclusiones © a describir
el procedimiento que él ya usd, le permitird atender un proceso
de sintesis, donde podrid describir o escribir sus conclusiones
con palabras o de forma simbdlica. Si el profesor da énfasis a |

esta actividad el estudiante podrd obtener una mejor formacidn.

4.3. Problemas en el aprendizaje que atiende el
Material.

La contextualizacién ayuda mucho a'que el alumno- pueda entender

la traduccién de un problema al lenguaje algebraico y saber

interpretar la solucidén e identificar, si ésta es coherente con

los planteamientos.

La simbologia wva surgiendo, en general, de manera natural y por
ello es mas facil de aprender, pues también se diseflaron

actividades encaminadas_a este logro.



Si el alumno hace conciencia hasta dénde quiere llegar, de los
pasos que puede dar y de cdémo proceder, puede entonces asimilar

mejor los métodos que se desarrollan en el texto.

‘Para evitar o disminuir los errores aritméticos de los alumnos,

se plantean actividades como:

a) Completar y llenar espacios, donde se tienen que .hacer
operaciones, mostrando 1los resultados un poco mas
adelante, para que puedan compararlos.

b) Se plantea un trabajo en equipo' (por parejas) donde
planteen las operaciones a realizar, las efectien de
manera individual y entre ellos las comparen.

Para entender el porqué de las operaciones con los renglones de
una matriz, se hacen explicitas las conexiones entre sistemas de
ecuaciones vy .matiices y toca al alumno; con base en sus
conocimientos: previqs sobre el tema, ir deduciendo las
operaciones qde se pueden hacer con 1los renglcones; dé esta manera

se pretende lograr el consiguiente aprendizaje significativo,
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5. MATERIAL DIDATICO

Para emplearse en el curso de Algebra y Geometria en 1la primera

unidad cuyo titulo es:

SOLUCION - NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES
' LINEALES |

La forma del discurso cambia complétamente en esta parte, pues.
ahora'nos di;igimos al alumno para que €l trabaje y éprenda con
base en las actividédes, preguntas vy ejercicios que se le
proponen en el material didactico. Este capitulo abarca la

propuesta didactica en su totalidad.

5.1 PRESENTACION DEL MATERIAL
La fihalidad de este material es que trabajes con él para
aprender procedimientos que resuelven sistemas de ecuaciones.
lineales con varias incégnitas. Aprenderas:
a) El Método de Eliminacién.
b) El Método de Gauss.
c} El de Gauss—Jprdan.

d) El método de Determinantes.

Con objeto de mostrarte un mayor significado sobre estos
métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, te
mostramos aguili al menos una aplicacién para resolver algunos

preblemas.

42



Este escrito pretende entablar - un diélogb contigb
involucrandote con preguntas y actividades que te permitan
aprender la notacién, los conceptos y los procedimientos. La

parte del dialogo que te correéponde la escribirds en el texto.

Tiene un formato para la interaccidén alumno-texto, pues se
entremezclan preguntas, actividades y desarrollo de problemas
gue te dan la oportunidad de aprender con base en lz acciédn,

ihacer para aprender!

Las preguntas y las fichas de trabajo te dan la oportunidad de
descubrir como funciona un método, cédmo usar una notacién o
como comprender un concepto y los ejercicios te sirven para

reafirmar el método que aprendiste.

Para que puedas sacar el mayor provecho, atiende

convenientemente a las instrucciones de uso.

43
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5.1.1 Cémo usar el Material

Aigo‘que te puéde permitir aprender muchas cosas es que siempre.
te hagas preguntas y con base'en ellas tengas actividades que
te permitan contestarlas, para gque, con la‘_accién, logres a
ﬁejores apreﬁdizajes. Instrucciones para hacer mas efectivo

este material:

- Ten a la mano papel y lapiz, para usarlos en

cualquier momento.

- Lee el material en secuencia, contesta las preguntas
en el orden gue se presentan, resuelve las fichas y
los ejercicios junto con un compafiero, para que

' paedan comentar y comparar. ;Resuelve todo!

- Muchas de las ‘respuestas estan en el propio texto

para que tengas la oportunidad de cbmparar.

- Los conceptos y métodos estdn entremezclados con
preguntas y fichas de trabajo, es importante que

- hagas un resumen de cada parte,

- Contesta todo lo que se te pide y si no lo tienes

claro, consulta con tu profesor.

- Trata de resolver toda una seccién, sin gue pase
mucho tiempo, para gque conectes los conceptos -y

_ procedimientos involucrados.



5.2. @ﬂETKHDC>lIE ELIMINACION

5.2.1 Ecuaciones equivalentes

Veamos como una situacién cotidiana proporciona elementos para
transformarla en un planteamiento cuyas condiciones dan las
ecuaciones de un sistema y para resolverlo usamos el concepto

de ecuaciones equivalentes.

Problema

Karla sacé 10 fotocopias y 4 amplificaciones de un libro qué
necesitaba para exponér en ‘Historia, si pagd $9.80. ;Cuanto

pagaria por las siguientes combinaciones?

i. 20 fotocopias y 8 amplificaciones

+ii. 40 fotocopias y 16 amplificaciones

$
$
iii. 100 fotocopias Yy 40 amplificaciones §
iv. 5 fotocopias vy 2 amplificaciones ! $

$

V. 15 fotocopias y 6 amplificaciones

Estas diferentes compras puedes representarlas como ecuaciones
si tomas en cuenta lo que comprdé Karla.

Por ejemplo:

X -» es el precio de cada fotocopia en pescs (§)

y - es el precio de cada amplificacidén (S).
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Ficha 1.1

‘a) Escribe en tu cuaderno las expresiones anteriores en
forma de ecuacidén, toma en cuenta que lo gue pagd Karla
estd dado asi:

10 por el costo , 4 por el costo

de cada - mMaS ge cada ampl. = pago total

foteocopia

lox + 4y =9-80 e o o w (A)

b) Cémo 'son 1las  ecuaciones: que obtuviste en las 5
preguntas con respecto a la ecuacién (A)?

‘c) :Cémo obtienes esas ecuaciones a paftir de (A)?2

d) ¢Cémo "~ interpretas la | ecuacidn (&)

geométricamente?’

Este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones equivalentes, pues
todas tienen las mismas soluciones. Por ejemplo, si cada uno de

los términos de la ecuacidn {(A) se multiplica por 5 se obfiene:'

I

5(9.80)
49.00

5(10x) + 5(4y)
k - 50x+ 20y

' En el contexto quiere decir que si' ti sacas 50 copias y 20

amplificaciones pagaras $

‘aPodria:sabef el precio de 10 fotocopias y © amplificaciones?

- ¢Por quéz

¢Qué ocurre si tomas dos de estas ecuaciones y pretendes

y
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cQué ‘ocurre  si tomas dos de estas ecuaciones y pretendes

reésolver el sistema?

Intenta resolver ese sistema y comenta lo que obtienes con tu

compafierc y con tu profesor.

Si concluyes' que no- es poSible obtener el precio de 1las
-fotoéopias y de las amplificaciones, Teé correcto, falta
informgcién,;afortunadamente, Juan‘él amigo de Karla comprdé en
el mismo establecimiento 5 copias y 3 amplificaciones que le

costaron $ 6.10.

Ficha 1.2

a) Uti;iza los.datos de' Juan, para obtener lo que se'pagé por:

i

lb fotocopias y 6 amplificaciones $ .

El doble de la segunda compra.

15 fotodopias vy 9 amplificaciones‘ $ .

_ El: _ de la compra;

56 fotocopias.y 30 amplificaciones §_ .
El1 = = de la‘compra;

35 fo£odopias y 21 ;mplificaciénes 5 i
: El' de la compra.
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b) Escribe las expresiones anteriores como ecuaciones.

Estarés[ de acuerdo que cada una de ellas es una ecuacién
equivalente a la ecuacién que surge de la compra de Juan, y que

i

ésta es:

5+ 3y = 6.10....(B)

y con la otra ecuacidn, generada por la compra de Karla:

10x+ 4y = 9.80....(A) N

generamos un sistema de ecuaciones lineales, donde una no es un
miltiplo de la otra, que tienen -una solucidén en comun, la cual
representa el costo de una copia 'y una amplificacién, en este

caso. Sin resolverlo contesta el siguiente inciso.



r

" @) Llena los espaéios vacios utilizando los datos de ambas

-ecuacione?.
precio ‘ ecuacién
15 copiaé y 7 ampl.' $___*__ x+ y =
5hCopiés_y i ampl. $__ | X+ y =
26 coéias y 10 ampl. $__ x+ y =
25 copia; y 11 ampl. $_. X+ .y = .

Habré% notado, que para obtener las ecuaciones, has tenido que
sumarl(%) con {B) o‘realizado alguna otra combinacidn con sus
ecuacioﬁes equivalentes. Por ejemplo, 1la Gltima prégunta se
resuelve haciendo la combinacidn:

t

'2(A) + (B)-(Ei doble de la ecuacién (A) mas la ecuacién (B)).

20x+ 8y

= 19.60 ....(2(A))
S5¢t+ 3y = 6.10 ....(B)
25x+ 11y = 25.70 ....(2(A) + (B])

A esto se le llama ~una combinacidén 1ih§a1 de (A) ¥ (3),
obteniendo otra ecuacién que tiene la misma solucién gque las

ecuaciones (A) vy (B).

Con otro ejemplo te quedarda mas claro:
2(A) + (3)(B), multiplicar por 2 cada uno de los términos
de la ecuacién (A) y sumarlo término a término con el triple de

cada uno de los términos de la ecuacién (B) .



" 20x+ 8y = 19.60 ....(2(A5)

15x+ 9y = 18.30 ....(3(B)

. . 35x+ 17y= 37.90 ....(2(A) + 3(B))

fbdemés'pladtear que.cualquier combinacién lineal de (A) y (B)
se obtiene asi: ' |

kl (a) +‘l:2 (B) com k, y k, nimeros reales. ° |
Si k1h= 0 d’kg = 0 (sb6lo una ée hace cero) entogces podemos
decirjque7(BJ y (A) son una combinacién lineal y;'lo es también

cualquier otra ecuacién equivalente de(B) o de (A).

NOTA: Si tienes dudas sobre ésto, pregunta

i - | a tu profesor.

Un tercer ejémplb es la, combinacién lineal:
[%)(A) + (=2) (B)

-
multiplicamos la ecuacién (A) por_(%) y multiplicamos por -2 la

ecuacién (B) y las sumamos término a término, como se escribe a
continuacién: .

| v 2.5x+y

i

i

2.45 ... (1)(A))
. | i

-10x- 6y e {(~2(B))

i

I
._l
N
N
o

=7.50x - 5y = -9.75 ....([%](A) - 2(8))



Revisa los 3 ejemplos de combinaciones lineales y contesta la

siguieﬁte pregunta:

;Qué se obtiene .cuandc se hace una combinacién lineal de 2

ecuaciones? ' ' .

Ficha 1.3

Realiza lo gue se te pide. Para 1las interpretaciones
geométricas no es necesarico que hagas 1la grafica, sélo piensa

en lo que la expresidn algebraica puede representar.

a)aCémo.interpretarias geométricamente a la ecuacidén (B)
5x+3y=6.107

b) ¢Cémo interpretarias geométricamente a las ecuaciones

equivalentes de(B)?

¢c) Como interpretarias geométricamente a la ecuacidn
2(A) + (B)? ¢Es de nuevo una ecuacidén equivalente? ipor

qué?
d) Obtener las siguientes combinaciones lineales.

i) (A) + 3(B) .

ii) (A) - (B)

iii) 2(A) + 3(B)
iv)y ({1/2)(A) + 2(B)
v) (A) - 2(B)

:Cual de ellas te sirve para obtener lo que vale cada fotocopia
y cada amplificacién? Si hiciste bien las operaciones notaras

que en el inciso (v) se obtiene.
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-2y = -2.40

al despejar "y" tenemos:

y="20 (v = s1.20 |

Esto es lo que cuesta cada amplificacién. aCuénto cuesta cada

fotocopia?

La manera de obtenerlo es sustituir el valor de "y " que aparecé
en la ‘ecuacibn (A) o en 1la (B) o inclusive en cualquier

‘combinacién lineal de ella, agui 1lo hacemos en (A).

- I0x + 4y = 9.80
- 10x+ 4(1.20) = 9.80
'10x= 9.80 - 4.80
5
10

[‘x=$0.50 ]

Verifica que el costo de cadavfdtocopia es de $0.50 y de cada

=

amplificacién $1.20 puedes revisar por ejemplo en la ecuacidédn
(B) y en la (A) + 2(B), pues se tiene que cumplir en cualquier

ecuacién equivalente o combinacién lineal.

Haz un resumen de el método y los conceptos que descubriste,
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5.2.2 Interpretacidén Geométrica

Para entender mejor qgta interpretacidn resuelve la ficha 1.4
donde se te plantean preguntas y actividades para- que

verifiques graficamente tu respuesta.

Ficha 1.4

Contesta la pregunta y realiza la actividad siguiente que te
permitird corroborar un respuesta. Con la finalidad de
facilitarte el trabajo te proponemes el siguilente sistema de

ecuaciones:

~-x+2y=2....(L)
2x— y=5....(M)

a) :Qué representa geométricamente en el plano coordenado
cada una de las ecuaciones (L) vy (M)?. Escoge la opcidén que

consideres correcta. -

i} un punto (xy) ii) una parabola - iii} una recta

iv) una curva v) ninguna de las anteriores
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. - Obtén los valores de y” en la ecuacién (L) v (M), para los:
valores de x = 6, 1, 2 y 3 en la tabla que sigue. Grafica
con distintos colores la grafica de (L) y de (M), seflala

claramente cada una de ellas y compara tu respuesta.

(L) ¥

M) y

b) Con. respecto a la . ecuacién (L), :cémo es la grafica de
ecuaciones equivalentes, por ejemplo, 2 (L) y 3(L)?. Escoge
una opciédn.

i) rectas que se intersectan ii) la misma recta
iii) rectas paralelas iv) rectas perpendiculares

v) ninguna de las anteriores



- En el mismo plano, grafica' la ecuacién ~2x+4y=4 2(L), que

es equivalente a 1la ecuacién (L), traza con un color

diferente y verifica tu respuesta en la pregunta anterior.

c) La combinacién lineal 3(L) + (M), :;cémo es, graficamente,

con respecto a las otras dos rectas (L) y {(M)?2:

i) Resulta ser paralela . ii) Resulta ser perpendicular
iii) Pasan por un mismo punto iv) Resulta ser la misma recta

v) Ninguna de las anteriores

- Traza (con otro color) la grafica de la combinacién lineal

3(Ly + (M), es decir, -x+'5y = II en el mismo plano.

Verifica la respuesta que emitiste en la pregunta anterior.
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d) Escribe tus conclusiones sobre lo que observaste en las tres

preguntas anteriores:




5.2.3 Resumen del Método

Trabajamos un sistema de ecuaciones, con €l Método de Suma o
resta, también conocido como de Eliminacién, que consiste en
obtener varios sistemas e'qui_valentes del primero, de manera que
en el ultimo sistema el valor de una de las incdgnitas esté
explicito, en esta ocaéién fue.la “y”. Usandoe como conocimiento

clave las ecuaciones equivalentes.

El sistema'del que partimos fue:

10x+ 4y = 9.80....(A)
x4+ 3y = 6€.10....(B)

Lo primero que hicimos fue obtener sistemas equivalentes donde
una de las incégnitas quedara con coeficientes simétricos:

3 10x+ 4y
-10x~ &y

 Luego, sumamos las dos ecuaciones (combinacién lineal) en el

i

9.80....(A)
-12.20....(-2(B) )

sistema equivalente y la sustituimos por la 2* ecuacién en el
sistema original, para tener una ecuacidén con una incdgnita,

con lo que obtuvimos:

10x+ 4y = 9.80.... (&)
-2y = ~2.40....{(A) + [-2](B))

Con lo que obtuvimos un sistema equivalente més sencillo, pues

) - - 4 L} *
en una de las ecuaciones aparece s8dlo una incégnita .

* Si ol sistema tuviera mas incégnitas, éstas se irian eliminando de algunas ecuaciones mediante e
mismo procedimiento de utilizar combinaciones lineales, hasta obtener una sistema equlvalente que
tuviera una ecuacién con una incognita.
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2y

Con el wvalor de "y " conocido, es facil encontrar el de “x7,
sustituyendo el dato en alguna de las ecuaciones del sistema.

Conviene sefilalar que la solucidn x = 50.50; v = 51.20 es
solucidn de cualquier sistema equivalente, compruébalo
algebraicamente en tu cuaderno, por ejemplo, con el sistema (A)

y -2(B).

10x + 4y =  9.80 (A)
-10x - 6y = -12.20 -2(B)

Graficamente se ve asi:

(10x+4y=980 (A) ] .

10x - 6y =-1220 -2(B)
x 0 0.98 2y =-2.40.......(A) + (-2)(B)
v 2.45 0 /
P 0 1 1.22
(B) v 2.03 | 0.37 0
-2(B) v 2.03 | 0.37 0
(A)+(-2)(B) v 1.2 1.2 1.2
2E) P ¥
SR
N
N
N\
\ ‘
\R(“-*Ss 12 (A)+ (D(B)
1
\\\
AN
\
\
\
1 ;\ \\ X
B
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Conclusiones:

% Cada una de las ecuaciones lineales en el sistema

' representa una recta.

o

‘..

La solucidn es el punto de interseccién de las

_rectas, cuando el sistema es consistente. -

\/
Lo

.La‘represehtacién grafica de ecuaciones equivalentes

corresponde a 1a misma recta.

.,
0‘0

Cuando  las ecuaciones del sistema resultan
equivalentes, hay infinidad de socluciones porque son
la misma recta.

-

% Una combinacién -lineal de ambas ecuaciones, nos da

una recta que pasa por el punto solucidn.

Problema 2

Varios estudiantes del CCH fueron a hacer  la tarea de
Matematicas a casa de Pedro y de pasada compraron 3 refrescos y
4 tortas, pagando en total $72. A las 5 de la tarde todavia no
terminabaﬁ y se compraron otro:-refresco y 2 tortas mas en el
-mismo'lugar, pagando $32. aCuénto-dinero'necesitan_para comprar

una torta y un refresco mas?

Como este es un problema parecido al anterior, esperamos que lo

intentes en tu cuadernc, antes de ver cédmo lo resolvemos.:
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Asigna “x”y "y " a las incdgnitas del problema y sefiala en gue

unidades se miden.

X es precio de caaa refresco (§).

Escribe ta. lo que representa "y "

y _ ().

Plantea un ecuacién con la primera compra y otra con la

segunda compra.
3x+ 4y = 72 ....{(C)
x+ 2y = 32 ....{D)
Recuerda cual es la pregunta.

x+y = .

Nuestro sistema es el (C) y (D), si escribimos el siguiente

. sistema:

x+ 2y = 32 ....(D)
3x+ 4y = 72 ....(C)
¢ El sistema ‘es equivalente al anterior? . ¢Por qué?

Entonces, un sistema de ecuaciones es eguivalente a otro,
si se intercambian las ecuaciones.




Recuerda gue otra forma de obtener sistemas equivalentes es
cambiar las ecuaciones por sus equivalentes, revisa cémo, pues

lo emplearemos ahora.

“0x- 4y = =64 ....(-2(D))
3x+ 4y =72 ..., {C)

' 0 también cambiando uha ecuacién por la combinacién lineal
-2(D) + (C). |

x+ 2y =32 ....(D)
x =8 ....(=2(D) + (c))

Es .un buen ejercicio describir la regla que se usdé en cada’
caso. ' ‘ ' S
En el dltimo sistema ya tenemos el valor de uno de los

productos. ;Cudl es? y scuanto cuesta?

Obtén ahora el precio de cada torta, sustituyendo el valor de

“x”en la ecuacién (D).

Comprueba que el pfecio unitario de los refrescos es de $8 y el
de las tortas es de $12, sustituyendo en (C) y contesta la

pregunta del problema.

x+y = .

Haz un resumen de la forma de .obtener sistemas de ecuaciones
equivalentes y seflala la diferencia entre estos y las

‘ecuaciones equivalentes.
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5.2.4 Como obtener sistemas de ecuaciones

equivalentes.
1. Se intercambian las ecuaciones.
2. Se cambia una ecuacion por la ecuacidén multiplicada

*

por un numero distinto de cero.

:Por qué tiene que ser distinto de cero?

cPuede ser un numero racional?

3. Se cambia una ecuacién por una de sus combinaciones

lineales.

Ejercicios 1.1

Resuelve los siguientes problemas:

1. Un grﬁpo de estudiantes fue al cine que esté en el Centro
Cultural Universitario, 5 de ellos se quedaron de ver a la
entrada poniendo como condicidén que el dltimo en llegar,
pagaria las entradas de los demds. Juan llegé al final vy
tuvo que pagar $76, tomando en cuenta que 3 de sus amigos
llevaban credencial y les Vhicieron- descuenﬁo.' Para
desquitarse los retd a regresar la semana siguiente, con la
misma condicidén. A la semana siguiente a Tofio le tocd pagar
$68 pues uno de ellos olviddé su credencial y s6lo a 4 les

hicieron descuento.

a) Si todos hubieran 1llevado la credencial, :cuanto
pagaria el Ultimo en llegar?

v Bb) :De cudnto es el descuento con credencial?

‘ Multiplicar una ecuacién por un nimero, implica multiplicar cada unc de los
términos por ese nimero.
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2. Mario invité a su nbvia:‘al cine. y compré  una :bolsa: de
palomitas paﬁa'Cada uno, pagando. por los boletos y las bolsas
de palomitas . en total $100. En Qt;a ocaéién como aeé . muy
"disparador™, .le dijo a su“novia-qué'invipara a una amiga, pero
la amiga. 1llevé un amigc Ys . pensando en qﬁe no lé iba a
alcanzar, 3619 bompréIB bolsas de palomitas y todos los boletos‘

pagando en total $185. Contesta :

~.a) Si hubiera ido sélo ;cuanto hubiera~pagado?
b) :Cuéanto hubiera gastado si compra palomitas para cada
' uno? i | o '

¢) ¢Cuédnto cuesta la entrada al cine?

~

3. Maria compré en el correo 18 timbres postales de-$1.20 y de
$2.50. Si pagd " $29.40 Aacuéntos timbres bompré' de cada.

denominacién?

4. Unos alumnos de bachillerato montaron una obra de teatro, a
los 150 asistentes se les pidié una cuota de recﬁperacién de
. $15, si eran estudiantes y de $20 al piblico en general. Si

recaudaron $2 675, ccuantos estudiantes ésistierbn?

5. Inventa un problema cercano a tu realidad que se resuelva

.como’ los anteriores. Sugerencia:

* Piensa en una situaciéﬁ'problemética.
- ® Asigna el wvalor - que' quieres que . tengan tus
incégnitaé . | ' |
* Plantea dos condiciones que seran las ecuacibnes con

tus dos incégnitas.
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6. En un.experimentb se van a mantener algunos animales bajo
una dieta estricta. Cada animal wva a recibir, éntre otras
cosas, 20 gramos de proteinas y 3 gr. de graéas. Los técnicos
del iaboratorio pueden comprar dos tipos de alimento el A y el

B cuyas composiciones se muestran en la tabla.

Alimentos §:\ B
Proteinas (%) 20 10
Grasas (%) 1 2

¢Cuantos gramos de cada alimento deben mezclarse para obtener

la dieta correcta de un sélo animal?”

" * Problema modificado del BARNET p.525.



5.3. MATRICES

Como te habras dado cuenta, el préblema 6 es diferente a los
anterioreé, el reSoiverlo aqui servira de pretexto para
aprender otra forma de resolver los sistemas de. ecﬁacibﬁes.
Atiende a las-observéciones que te hacemos, ellas te daran la
pauta para entender el cémo y el por qué del método. La
intencién es que aprandas otro proced;m;ento

Si resolviste.el-problema, varias de las cosas gue mencionamos

te serviran para comprobar que lo hiciste bien.
Las ‘incdgnitas son:
x es la cantidad de alimento A (gr.)
y eé la cantidad de alimento B (gr.).

En base a la-tabla:

“Alimentos

A B
Proteinas(%) 20 ~ 10
1 3

Grasas(%)

OCbservacidén 1 la tabla:seﬂala el porcentaje de proteinas y de .
grasas que contiene cada porcién de alimentos, por ejemplo, si.
tenemos 30 gr. del alimento A, ¢cuantas proteinas contiene? Las

proteinas que contiené son 20% de 50 gr. y se calcula asi:

20 (50 gr.) = 10 gr.
100



Ficha 1.5

Calcula:
a) Para 80 gr.' de alimento A,. se tienen gr. de
proteinas.
b} Con la misma cantidad se tienen gr. de grasas, VY
con 50 gr. se tienen gr. de grasas.
e¢) Con 40 gr. del alimento . B, _sé obtienen - gr, de
proteinas y gr. de grasas.- '

d) Si usamos 80 gr. del alimento A y 40 gr. de B la

cantidad de proteinas en los 120 gr. es de:

100 © '+ 100
gr.deproteinas | gr.deproteimas  __ . gr. de proteinas de ambos ”
del alimento A del alimente B ~  alimentos

e) Para la misma cantidad usada de los dos tipos de

alimento, la cantidad de gramos de grasas es .a
) . {mayer/menor)
la de gramos de proteinas

y se obtiene asi:

50 (80)+i% (40)= gr.

Por tanto, si queremos 20 gr. de pfoteinas de una mezcla de los'

2 alimentbs, lo planteamos asi:

20 10

i—da-x+-lb~6~y=20(gr.) ............ F) -



Analogamente si se requieren sélo 6 gr. de grasas.

o 130 Y= 6(gr) e G)

Observacion 2. Los coeficiente de “x” y- de "y " son los valores
que vya se tenian organizados .en ‘una tabla, (salvo que estan
divididos entre 100 por ser porcentajes) que podriamos llamar
matriz de informaciéﬁ y la podemos;escribir como:

¥

20 10

100 100]
13
100 100 .

Obtengamos un sistema equivalente mas sencillo, multiplicando

la ecﬁacién F'por 10 (10F) vy la thof 100, hazlo y veamos si

2x+ y =200 ... (10F)
x+ 3y = 300 ... (100G)

La matriz de informacién ahora es:

B

Donde la prlmera columna son los coeficientes de “x” y la

coincidimos.

segunda columna son 1los coeficientes. de “¥7.

Pues bien a ésta se 1le 11ama la'matriz del sistemh, para teher i
todos los elementos del sistema, se le agrega a la derecha la

columna de términos independientes.
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2)

Esta matriz es la Matriz aumentada del sistema.

2 1 200

1 3 300 ) : .
Dejaremos hasta aqui, la resolucién de este problema el cual
retomaremos en el'siguienté apartado. Por ahora, es necesario
que te familiarices con la notacidén matricial, para ello
dafemdsz algunas observaciones, ejemplos y ejercicios. que te

ayudarédn a entender el procedimiento para resolver sistemas de

ecuaciones por el método de matrices.

.Observacién 3 Para escribir la matriz aumentada a partir del

sistema, se necesita que esté ordenado de esta forma. Del lado
izquierdo del signo "="‘estén sélc los términos con literal vy
del lado derecho los términos independientes vy los términos
seﬁejantes eétén uho abajo del otro. Por "ejemplo traduzcémos

sistemas de ecuaciones a matrices aumentadas.

1) 2x- 3y =5
2y = 3 + 4x

1

prime;d ordenemos para luego traducir -
2= 3y =5 2 -3 s
1) -4x+ 2y = 3 —4 2 3
2x- 4y + z= -1
2y = 6 + 4%
2y+ 3z =0 :



Primero ordenamos ~ para luego traducir

2x— 4y + z= -1 (2 -4 1 -1
-4x+ 2y = 6 "~ )]-4 2 0 6

2y +3z= 0 0 2 3 0

-

Ficha 1.6

1.Escribe la matriz aumentada de los siguientes sistemas

a)3x+ 4y = ‘ b)|5x~ 3y + 2z= 3
Jl2x- 3y = : : z=
_ : _ o 3x + 3z=" 5

~J

x+ 2y - z= -4

Y

c) fdx+ y ~ 2z=3 d) [4x+ 2y - 3z+ w = 10
-y + 2z=1 2x + 3z~ w= 6
z= ‘ . y + 7z =11
' ‘ -3y 4+ w=~1
e)| x = 3
y = -2
z =15

2.: De cudles sistemas es mas facil obtener la solucién?‘

Notaras que la matriz aumentada del sistema (€) es:

x y !
4 t -2 3
0 - 1
0 1 3
La solucién la podemoé obtener a. parti:_: de z = 3, aplicando una

sustitucién en reversa o regresiva, es. decir, sustituir valores

conocidos de regreso en eCuaciOnes anteriores.
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Esto gracias a que la matriz esta escalonada, .es decir tiene ceros
abajo de la diagonal principal (diagonal que comienza en el elemento
ubicado en la esquina superior izquierda)}, formando escalones con

estos ceros de esta forma:

TI_I
00

Siempre es mucho mas facil dar la solucién si la matriz aumentada -

estd escrita como la (e)

+t 0 O 3
0O 1 0 -2
‘ 0 0 1 5

pues la solucidén se lee directamente:

x= 3, y =-2, .z= 5,

A esa sele llama una matriz diagonal, pues tiene unos en la diagonal

y ceros arriba y bajo de la diagonal. | - _ w

Cbservacién 4. ‘Paré resolver un- sistema de ecuaciones usando las
matrices, nuestro objetivo seria cbtener una matriz equivalente a una
escalonada o una diagonal. Si es una escalconada es el Método de Gauss

y si es diagonal es el Método de Gauss-Jordan.

Obgservacién 5. Si el sistema. de ecuaciones tiene muchas incdgnitas,
utilizandoe 1la notacidén de matrices la escritura se simplifica y

veremos que también el trabajo.

Volviendo al problema, con el método de eliminacidén gue ya conoces
junto y con la traduccién a matrices de los sistemas equivalentes,

descubriras lo que se puede hacer con los renglones de una matriz.



5.4, METODO DE GAUSS

- 5.4.1 Cpho‘deducirlo.
Recordemos lo que teniamos del problema;de la dleta de los
‘anlmales que, dejamos pendlente. La dleta debe contener 20 gr.

de protelnas 'y 3 gr. de grasas.entre otras_cosas. Hay dos

- tipos de alimentos con las siguientes composiciones:

Alimentos A B -
| Protefnas (8) | 20 | 10
o | Grasas (%) | 2

Se trata de hallar 1la mezcla de allmentos que’ contenga 20 gr

de protelnas y 3 gr. de grasas.

Hablamos llegado hasta representarlo con un  sistema de

- ecuaciones y su matriz aumentada;
o {2x'+ ¥ =200 (2 1 20
e x+3y=2300 - o 1 3 s )

Nece51tamos transformar la matrlz aumentada en una matrlz

escalonada para hallar 1as soluciones. Revisa con mucho _
cuidado la siguiente tabla y trata de resolverlo, antes de
revisar la siguiente columna, asi descubriras la fdrma de

obtener matrices equivalentes.

+
.-

[l



Aqui te mostramos paso  por paso las operaciones que se hicieron con los sistemas de
ecuaciones equivalentes para obtener matrices equivalentes. Lee las dos primeras columnas
y relacidénalas con las otras dos columnas.

Sistemas equivalentes
2x +y = 200 (F)
x +3y = 300 (G) .

X+ 3y= 300 (G)
2X+ y= 200 (F)

-2x - 6y= -600
2x+ y= 200

x+ 3y=300.
- 5y= -400

X+ 3y= 300
y= -80

Operaciones con renglones

Matrices equivalentes -

QOperaciones con
rencglones

Intercambio de
ecuaciones

)

C.ambiamos (G) por
{(-2) (G).

Usamos (G) y la 22
ecuaciédn la cambiamos -
por -2(G) + (F)

La 2% ecuacidn la cambiamos
por (-1/5)por esa ecuacién

2 1 200
1 3 300

1 3_300
2 1 200

(2 -6 60
2 1 200

1 3 300
0 -5 40

1 3 300
01 8/

Intercambio de renglones

Cambiamos el anterior R, por (-2)Ry

Cambio de R; por (-1/2)R, y cambio
de Rypor-2R, + R,

(siempre nos referimos a los

" renglones de la matriz anterior)

Cambio de anterior R, por (-
1/5)R>



La ultima matriz estéd escalonada y ya estid explicito el wvalor

de y= 80, si usamos una sustitucién regresiva tenemos:

x+ 3(80) = 300
x= 300 - 240

x= 60 gr.

La solucién es-entonces:

60 gr. del alimento y

80 gr. .

‘Comprueba que si x:; 60 gr Q yf=\80 gr entonces son la .

~solucidn del sistema:

.{2“ y= 200 (F)
- Lx+ 3y= 300 (G)

Sustituye los wvalores en (F)

Sustituye los valcres en (G)

En ambas debes obtener identidades.

¢Qué fue lo que hicimos con los renglones de la matriz,

para obtener matrices equivalentes?

Antes de continuar leyendo discute 1la pregunta con tu‘

compaiiero y contesten.
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5.4.2 En qué consiste el método

El método de Gauss bara resolver sistemas de ecuaciones
emplea 1la matriz aumentada del sistema.,_ y va obteniendo
matrices equivalentes, hasta conseguir una matriz escalonada.
Ya con el valor de una incégnita se aplica una sustitucidn

regresiva para obtener los valores de las otras incégnitas.
Para obtener matrices equivalentes se puede:

1. Intercambiar renglones, R € Py'i.}fj.

Donde ia doble flecha (€™) significa, que el renglén i ésimo se

cambia por el renglén j-ésimo y viceversa.

2. Cambiar un renglén por el renglén multiplicédo por un

namero distinto de cero, es decir:
R; € kRj con k ¥ 0.

La punta de la flecha indica en donde se pone el renglén

- modificado. En este caso en el renglén i ésimo se cambia por

ese rengldédn multiplicado por “k”.

3. Cambiar un renglén por una combinacién lineal de ese
rengldén con otro, es decir la suma ‘del renglén con otro
multiplicado por un numero diferente de cero, denotado

Como:
R;¢ R + kRi k% 0.

En el renglédn i-ésimo se pone la combinacidén lineal.
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Aplica el método .de Gauss.paré resolver el sistema de

ecuaciones de la siguiente ficha.

Ficha 2.1

a) Te dejamos -algunos espacios para que los llenes con
_ base en la operacidén que sugerimos:
Nota: Cuando nos referimos a R; © a Rp 0 a cualguier Rj nos

estamos refiriendo al rénglén de la matriz inmediata anterior.

1

{3x+ dy= -8 : _ (3 4‘ _8]

ARG GRS R
(1 2 -3 N _Rl(;-)RZ.
SR .
(-3 _ o€ (.-"3)‘R1'
3 4 —8]
(1 2 _ - € (-1/3R
-2 _J € (-3)Ry + Ry

(1 2 -3 | a |
o . € (-1/2)R;

*FIR; es de la matriz
inmediata anterior,
es decir1 2 -3.
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El sistema equivalente resultante es:

x+ 2y = -3
Cy= -1/2.

b} Aplica la sustitucidédn regresiva y obtén el wvalor de x

x=

c) Comprueba en el sistema original y en cualguier otro
equivalente de las matrices obtenidas que la solucién

del sistema es x= =2, y= -1/2.

Ficha 2.2

Aqui te daremos los pasos para resolver un sistema, tu
junto coﬁ otro compafiero iran obteniendo las 'matriges
solicitadas e irén comparando‘sus resultados, los cuales
deben coincidir inclusive con los valores que ya estan.

Revisa tus operaciones en caso contrario.
a) Obtén la matriz aumentada.

SISTEMA Matriz aumentada Queremos obtener
al final.
{4x+ 2y= 16 -

2x— 4y= -2 | R 1ca
Rz C 1 b

&bycnmmmﬁ‘
reales RE
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Obten las matrlces equivalentes, para consegulr 2. una. matrlz

equlvalente y escalonada.

b) Completa las matrlces, en Base a las operaciones:

/

4 2 16)
. ' € (1/2)R;

( 1, -2 J R (-") R,
[ : | . - .f e ( 4)R1
- U4 2 16
- 1 -2 -1 (e
L - . | !
. N e -4) R1+ R, l
1' -2 <1 Obtenemos 1 en el 2°
. renglon 28 columna.
(1/10)R2
c) ¢Cuanto valen: RS ‘f' 3 |
a = . é - - .-

d). Usando la‘sustitucién regresiva, obtén los valores:
x = i y.."-..

e) Comprueba la solucidn en el sistema.

S
“ry



Ejercicio 2.1.

Resuelve los sigulientes sistemas, trabajando como antes,
con un  compafieroc y propongan, entre ustedes, las

operaciones por hacer con los renglones.

1) 2)

2x+ 3y= -8 3x+ 2y= 4
x- 2y= 10 2x+ 4y= 16
3) : 4)

dx+ 8y= -4 2x+ 3y= 2
3x+ 2y= .5 -3x+ 4y= =20

'5)

dx~ 2y= 4 ‘
3x= 3 + y Sugerencia: escribela primerc en orden.

El método delGauss lo usaremos para resolver sistemas de -
ecuaciones con mis de 2 incégnitas, por ejemplo, un
sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas y le llamaremos
de 3x3 (3 por 3), con su matriz aumentada de 3 renglones

vy 4 columnas.

Para que te familiarices con esta notacién te proponemos

la siguiente ficha.



Ficha 2.3

a) Completa la .informacidén: acerca de un sistema de

ecuaciones:.

1) Uno de 4x4 tiene __ ecuaciones y incégnitas.

(con 4 fenglénes ¥ 5 columnas en la matriz aumentada)

2) Uno de 3x5 tiene __ ecuaciones y - incégnitas.

{con 3 renglones y 6 columnas en la matfiz aumentada)

3) Uno de 6x5 tiene _ ecuaciones y " incégnitas.

{con __ renglones y _  columnas en la ‘ }

Con rélacién a las matrices, si el sistemé es de 2x2, la
'matriz aumentada tiene __ renglones y __ columnas. En el caso
de las columnas se aumenta una mas, pues es la columna que
contiene .a los términos independientes en el sistema de

ecuaciones.

b) Si tenemos ahora, los renglones y las columnas de'una_

matriz aumentada, di la dimensién del sistema de

ecuaciones:
‘1) 2 rengloneé y 3 columnas el sistema es de X .
'2) 5 renglones y 6 ‘columnas el sistema es de x .
3) 6 renglones y 7 columnas el sisﬁema es de X .

CESTA TESIS KO DEBE:
SAIM BE LA BIBUBTECA



Problema'3

Maria, Pedro y Luis fueron al establecimiento de “Copias'y
Copias”. Maria pidid 10 copias, 4 amplificaciones y 3
acetatos;. Pedrc pidid 5 copias[ 2 amplificaciones vy 1
acetato; Lﬁis 1 copia y 3 acetatos; pagaron $19, $8 y $9.60
respectivamente. Desafortunadamente a Pedro olvidé sacar 2

copias y 3 acetatos:

a) ¢Cudnto dinero necesita Pedro, para las
- copias y los acetatos?

b) }:Cuénto cuesta cada amplificacidén?

" NOTA: Usaremos aqui el método de Gauss para resolvei
el problema. Con el objeto de gue aprendas mas,
plantearemos pregﬁntas en las que td, -—antes de-
avanzar en la lectura del ‘téxto—, intentaras

enbontrar la respuesta por ti mismo.

:Cudles son las incégnitas?

x es el precio de cada copia ($)
y es el precio de cada amplificacién ($)

z es el precio de cada acetato ($)

:Qué ecuaciones representan la compra de Maria, Pedro y Luis?

10x + 4y + 3z = 19 (compra de Maria)
5x+2y+ z = 8 (compré‘de Pedro)
x + 3z = 960 (compra de Luis)

Resolveremos ahora un sistema de 3x3, es decir 3 ecuaciones y
3 incédgnitas y la matriz aumentada es de 3 renglones  con 4

columnas.
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Matriz aumentada

10 4 3 19
5 2 1 8
1 0 3 960

El objetivo es obtener un matriz escalonada como esta: "

1 a b ¢
0 1d e

001 f

En ésb precisamenté consiste el ﬁétOdo fdé Gauss, en “ir
obteniendo matrices equivalentes hasta .conseguir una matriz
escalonada. Si bien las operaciones son con los rengiones las
transformacioﬁes van a ser sobre. las' columnas. Por ello,
- trabajaremos por columnas, comenzando pdr la primera (de

izquierda a derecha).

Queremos 1 .en. el elemento del ‘primer renglén primera
columna. ;T4 que harias?, haz las operaciones en tu cuaderno
para ver si coincidimos.

Intercambiamos renglones:

Ry €2 R3 (1 0 3 . 960}
5 2 1 8
10 4 3 19

Ahora queremos la primera columna asi
1?2 72 7

0
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" Es decir, queremos ceros abajo de ese 1. Plantea

tus

operaciones para ello y observa cémo queda la . matriz

completa.
Cambiamos el R, por (-3)R; + Ré y R, por (~10)R, + R,

Lo hacemos por separado para no confundirnos.

-5 0 =15 =48 {(=3)R,
5 2 1 8 | R,
C 2 -14 -40,  (SSIR 4+ R
Y
EsteAes el nuevo
: renglén 2.

Ahora obtengamos el nuevo Rz, con:

-10 0  -30 -96 (=10)R;
10 4 3 19 R, .
O ¢ =21 -71, (=10)R, + R,
v '
R3

- La matriz equivalente que resulta es:

(10 3 980}
‘ 0 2 —-14 - 40 (——(-5)R.1 + R2
0 4 -27 -77 J<10OR 4Ry

Transformemos ahora la segunda columna para tenerla como

la matriz siquiente:

1 {a| _ __

Asi deseamos que
0 1 — — guede la columna
¢ (0} __ L

en



Primerc transformemos en 1 al elemento del segundo rengléh

' segunda columna‘multiplicandq el Ry por % que'es el inverso

multiplicativo de 2.

El inverso multiplicativo
de 2 es ¥ por ese himero
se multiplica R; para-
tener un 1 aqui. .

!
De modo que obtenemos:

10 3 960
0 1 -7 -20| € (1/2)Rp
0 4 -27 -77

~ :Qué harias para que quede un cero en el 3% renglén, 22 columna?. Veamos

el nimero que estd en esa entrada (4), su simétrico (-4) lo usamos para -

multiplicar a Ry, para hacer el siguiente cambio R3€(-4)Ry + R3

0 -4 28 80..(-4)Ry
0 4 =27 -77....R3
"1 3 (-4)Rp + Rz

10 3 960
0 1-7 -20 |
00 1 . 3] €(-4)Ry +R3

Finalmente como ya tenemos un 1 en el tercer renglén tercera

columna, hemos conseguimos una matriz escalonada equivalente.

Con base en esta matriz escribe el sistema resultante.

Revisa si coincidimos:

)
.4

x+ Oy+ 3z= 9.60
Coy- Tz= =20
z=" 3



b

Sustituye “z” en la ecuacidén 2, luego sustituye a "y "y “z” en

la ecuacién 1 (sustitucidén regresiva). Se obtiene:

[ x= 0.60, ¥y=1 y z=3 ]

Comprobamos en la ecuacidén 1 original:

10 (0.60) + 4 (1)+ 3 (3) = 19
6 +4+9=19

Comprueba que también nos da una identidad en la ecuacidén 2 y

en la 3.

Ya resolvimos el sistema de ecuaciones, pero todavia no
terminamos el problema, revisa las preguntas que se plantean

en el problema.
Las respuestas a las 2 preguntas son:
a) Pedro necesita $10.20 para sacar las copias que le faltan.

b) Cada amplificacidén cuesta $1.00.

Antes. de escribir el resumen del método, conviene revisar
‘cuadl es la notacién de los elementos de ‘una matriz .en
general, para una matriz de nxm (“n por hf). Es decir n
renglénes y m columnas. A cada una de las entradas o
elementos de la matriz (celdas} se les denota por: -

(a

y) con i=12,..,n j=12..,m

Donde i indica el renglén y j la columna. En todos los casos

(ay) es un numero real.



En términos. generales, la
nxm se denota como sigue:

-(?u. ap 43

azy 4z 4axy;

kanl ay)

- Por. ejemplo,  si hablamos

representacién de una matriz de

Am
Aym

Aom J

de la entrada a;; nos estamos

refiriendo a el elemento que estd en el 20 renglén, 5%

columna.

¢

Ficha 2.4

‘Usa la informacién anterior y contesta lo que se te pide.

a). Llena los espacios en blanco.

1. a;
2. ag
3. a,
4. ag

5. El
'6. E1

7. E1l

8. E1

estd en
estd en
estd en

estd en

elemento del
elemento del
elemento del

elemento del

renglén y columna.

renglén y - ‘columna.
renglén y columna:
renglén y - columna.

4° renglén, 2°2 columna es
5° renglén, 6* columna es ' .
1er renglén, 22 columna es

3T renglén, 32 columna es .
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¢) Cuando resolvimos el sistema de ecuaciones con 1la
matriz aumentada equivalente de 3x4, los elementos de
la diagonal donde gquedaron unos son precisamente de

la forma g;, es decir estd en el i-ésimo rengldn y la

, Y cada uno de estos elementos
pertenecen a la diagonal principal. La matriz
equivalente gque da la solucién en los sistemas de

ecuaciones, tiene 1's en la diagonal principal, es

decir que a; = 1 para cualguier valor de i.

d) Indicar el tamafio de las sigdientes matrices.

1) B 2)

1-4 1 2 1 60 1}

l10-63 0 s

3 _ . 4) fo 1 3)

w 0 2 1

10 6 1 9

4 0 0 1

l\1 2 9}

e) Escribe el camino a seguir para obtener una matriz

escalonada.



5.4. 3 Reglas para obtener una matriz escalonada
{En resumen) :

Escribiremos las reglas para la matriz:

fa“ 012 a1z .. .. Ay Y
ay ap a4y . . Gy
\Qn1 Q2 - - - Onm)

1. Se trabaja con la primera columna a la izquierda y Sse
usan las operaciones por rengldn adecuadas, para que en

la celda a;; quede un 1, ‘esto es a;,; = 1

2. para obtener ceros debajo de ese 1, se multiplica Ri
por cada simétrico de . los elementos de esa columna, es
decir (), con i =2, 3,... (~a@z, -a3; ,- aq , etc.) de manera
que al sumarlos con el renglén correspondlente (R;) se

obtengan ceros abajo del 1.
(Rj) &= (aj7) (R]) + (R;)

3. No tomar en cuenta el primer renglén y se trabaja con
la segunda columna, haciendo las transformacicnes para

que ay, = 1.

4. Se héqe_lo anéidgp que en ei pasoc 2,'pero ghora con Ry
y («a3) con i =3, ;,.;. és-decir: 7
. Ry fag) (Ba) + (R)

5. No considerar ni el primero, ni el segundo rengldmn.
Hacer con la tercera columna lo analogo qué en el paso

2 Y asi sucesivamente, de manera gque Jlos escalones

quedan de la 51gu1ente forma.



1
0l 1
0 q.1
00 01 .

Ya que se obtuvo la matriz escalonada, se usa
sustitucién regresiva para encontrar la solucién

sistema de ecuaciones.

Nota importante: En la mayoria de las
matrices que se escalonen en este material,
se obtendran escalones de tamafio uno.

Ejercicios 2.2

a .

la
al

Resuelve junto con un compafilero los siguientes sistemas de

ecuaciones utilizando el método de Gauss. Primero propongan

las operaciones, luego resuelvan por separado y después

comparen.

1) . - 2)

| 2x- 3y+ 4z= -4 3x+ 2p+ 2z= 3
3x- 3y+ 6z= -3 x+ 3y+ 2z= 3
x4+ 2y=- 2z= 1 | 3y~ 2z= 10
3) ‘ 4)
2x+ y- 2z= 7 x+ 2y+ 2z= 6
2x+ 2y+ 3z= 0 ~ 3y+ 2z= 3
3x~ 3y+ 6z= -21 o ex+ 4y- 2z= -6

Las soluciones a estos ejercicios se encuentran al final.



' 5.5. ﬁé'ropo_DE GAUSS-JORDAN
5.5.1 Aplicacién del Método
S; la siguienﬁe.métriz.representa un sistema de ecuaciones.
| Jd
N

La solucién al sistema es:.

x= 3, y=2 y - z=-~1.
A esta matrlz le podemos llamar matr;z diagonalizada, pues

tiene unos ‘en la dlagonal pr1nc1pal ceros abajo y arriba de

ésta.

Nuestro objetivo al resolver un 31stema de ecuac1ones sera,
obtener ia matriz diagonalizada.

-Ejemplo:

Nuestro sistema A Matriz aumentada
2x+"4y + 62 =4
3x- 4y + 2z = 19
x—- 2y + 3z = 10

Los pésos -SOn muy parecidos a los anteriores, de hecho los

pasos 1y 2 son idénticos. Para el paso 1 hacemos: R; €2 Rj

N 3 10 Al R; se multiplica por los simétricos .

. , ] de donde sefialan las flechas:
3 4 2 19 " -3 6 -9 -30 (-3R;)
: ) ., =2 4 -6 -20 (-2R:)
2_- 4 6 4 Esto nos servird para obtener los

caros.
Queremcs ceros en esas entradas

Haz las operaciones por separado y compara tus resultados.
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Con cada renglén resultante de -3R; y -2R;, gque vya se
escribieron arriba, se utilizan para sumarlo con el renglén

correspondiente, como sigue:

1 -2 - 3 10

f‘- 0 2 -7 -1t (" (-“3}R1+(R2
0. 8 0 -16 )€ (-2)R; + R3

. y
Para transformameos en un 1 en 2° renglién, 22 columna
multiplicamos R, por el inverso ‘multiplicative de esa
entrada, y lo ponemos en es mismo rengldn, es decir:

R, € (1/2)R,.

1 -2 3 10

o 1 F -3
0 8 0 -16

El renglén 2 lo usamos para poner ceros arriba y debajo de

ese az; =-1. Es la diferencia con el Método de Gauss pues se

guieren ceros también arriba del 1.

Escribiremos sé6lo el renglén resultante de la multiplicacién
" de el simétrico de a2 y de ap , a ti te sugerimos verificar

las operaciones de la suma del renglén correspondiente.

0 2 =7 =11 es (2Rz) vy

0 -8 28 44 es (~8Rz)

o

En este caso en R, € 2Rz + Ri y en Rs €& -8R, + R

1 0 -4 -1 <« 2R, + R;
0 1 -3 -%
0o 0o 28 28] € -8Rz + Rs

L_Necesitmos un 1 aqui



Para ello se hace &ei%g

10 -4 -t
o 1 - -3
o 0 1 1

Necesitamos:
0 0 4 4 (4R3)

00 w2 7/2 (7/2)R3

Obten@mos cercs arriba del 1 con Ry € (7/2)R3 + Ry ¥y

Ry € 4R3 + Rl;

1 0 o
1 0
0

La solucién es:

3 &« .(7/2I)R3+ Ry
~2] € 4R3 + R,
] C

[ x= 3, -y = -2 y z= 1. _J

Comprueba en el sistema original.

Ejercicio 3.1

Resuelve los ejercicios de la ficha anterior con el método de

Gauss-Jordan y estos otros también.

(1)

2x+ 3y - 2z= 2
x+ y - z =2
3x- 2y + z=8

{2).

- x+ 2y - 2z = ~1

6x- 3y + 3z= 9
ii:c--'y + 2z= 8



5.5.2. CASOS ESPECIALES

Al resclver un sistema de ecuaciones usando el método de
matrices, podemos llegar a obtener una matriz diagonalizada
gue represente el sistema de ecuaciones como:

T 0 0 3 x+0y+0z=3
0.1 0 4 Ox+ y+0z=4
o 0 0 -2 _ O0x+0y+0z=-2

De_fofma simplificada tenemos las siguientes identidades,
x=3 y=4 0=2-2
Esto (Gltima no puede ser posible, al llegar a esta

contradiccién se dice que el sistema es inconsistente y no

tiene solucidn.

Existen otras posibilidades que te encontrards en la

siguiente ficha.
Ficha 3.1

a) Escribe para cada matriz el sistema de ecuaciones
correspondiente, analizalas y anota como seria la
solucidn. :

- ’ . Cbservaciones scbre la
Matriz Sistema de ecmaciones “golucién del sistema”

A) .
(1 0 4
0 0 3
B)
100 -4 .
0 0 O
0 2 0©



Observaciones sobre la

Matriz Sistema de ecuaciones . wsolucién del sist .
C)
1.0 0 -1
0 1 0 3
0 0 0 o
D)
(1t 0 8
"o 0-0
E ‘
~). L (10 0y
0 1 0
100 4
F) 0 0 0 -1
0 0 0 O
b) i) :Puedes decir cudles sistemas tienen solucién?
ii) ;Qué puedes decir de los sistemas (C) v (D)?
iii);Tienen Solucién?
' {si/no)
En los incisos (C) por éjemplo, te  encuentras con una
expresién renglén asi: : '
Ox+0y+0z=20
. iv)Para que valores de x”, “y" y *“z” tiene solucién



Cuando .se obtengan expresiones donde no hay ninguna
contradiccién se dice que el sistema es cohsistente Yy en este
caso tiene una infinidad de soluciones, pues cualquier par o
terna de valores en una de las ecuaciones resuelve también a

las otras. -

A este tipo de matrices (o sistemas) puedes 1llegar si el
sistema tiene ecuaciones equivalehtes entre si, por ejemplo

del ejercicio de las fotocopias tomemos comc sistema:

10x+ 4y = $9.80 10 fotocopias y 4 ampliaciones

20x+ 8y

$19.60 20 fotocopias y 8 ampliaciones

t

Si lo consideramos un sistema, tiene wuna infinidad de

soluciones, algunas de ellas son:

x= $0.18, y $2; x= $0.40,y = $1.45 6 inclusive

0 ( que no tiene gque ver con la reaiidad).

x=.30.98, y

c) Compruébalo en las 2 ecuaciones.

d) gCuél es la solucidén del inciso (E).

Este 1ltimo es un sistema congsistente y tiene solucidn uGnica.

e} El sistema (F) es consistente r por lo tanto
. Si/no : Si/no
tiene solucién.. -



Ficha 3.2

a) Traducir a un sistema de ecuaciones las siguientes

matrices aumentadas e indicar si tienen solucién.

121 0 | (2 6 4 -8
1. {010 2 2. |039 18
001 -3 : 000 0
5 (3 -25). ' . (-1 -2 -4 0 -2
S o o 4 4. |o o 0 0 ©
L0 2 0 5 2

b) De los sistemas antericores, dar una solucidn en 1los
sistemas consistentes.
¢) Decir si tienen solucién los siguientes sistemas .de

ecuaciones y cuales son:

D (2x+3y= 6 ) (x-4y=0
4x+6y=12 =0
| x+4y+ z=-1 _ | |
3 Oy+0z=3 4) 4x-6y=12
2y-4z =6 4x-6y=-6

d) Inventar algunos ejemplos de sistemas con una

infinidad de soluciones o de sistemas inconsistentes.

Los sistemas de ecuaciones permiten'resolver problemas que
pueden presentarse, principalmente cuando tenemos que decidir
lo m&s adecuado respecto a ciertas condiciones dadas. Por
ejemplé, pfoblemas para una dieta balanceada, la cantidad de

incégnitas dependerd de los nufrientes que se quieran

' controlar(‘proteinas, azucares, calcio, hierro ,etc.) y la

cantidad de ecuaciones dependerd de las condiciones que
pongamos © gque Se necesite poner a las relaciones entre

ellas.



Problema 4.°

- ’ -~

Se tienen 3 soluciones de cierto acide. La primera contiene -
4cido al 10%, la segunda al 30% y la tercera al 50%.Un
quimico desea emplear las 3 para obtener 50 litros de una
solucidén que contenga 32% de acido. Si desea usar el doble de
la solucién al 50% que de la de 30%, ;cuantos litros debe

usar de cada solucidn?

' 5Cuélés son las incédgnitas y en gqué unidades se miden?

Si x es la cantidad de solucién al 10% (litros),
y es la cantidad de solucién al 30% (£) y

.z es la cantidad de solucién al 50% (7).

1* condicién, desea 50 ¢ con las 3 soluciones. Revisa las
unidades en cada caso.

x+y + z= 50
2% condicién, que eéos.SO / estén al 32% (litros por %).

0.10x+ 0.30y + 0.50z = 50(0.32)

javcondicién, usara el doble de la solucién al 50% Iz).que la
de30% (y). '

z =2y
El sistema es:

x+ Ty + z =50
0.1x+ 0.3y + 0.5z = 16

- 2y + z= 0 Nota: Acomodamos las incégnitas.
Escribimos la matriz aumentada y usamos el método de Gauss-
Jordan ‘para resolver el sistema. S6lo indicamos | las
operaciones, como ejercicio anota las operaciones a la

izquierda.-

© " Swokowski p. 552,




1 1 1 50}
! 01 .03 05 16] « (10)R

0 -1 18] «(1/5)R,

1 0 0 23) « R, + R
0 1 0 9| « (-2)R, + R
0 0.1 18,

Es decir que se neqesitan' 23 /Zde la solucién al 10%, 9 £ de

la solucién al 30% y 18 / de la del 50%..comprueba en las 3

ecuaciones del principio.



Ejercicio 3.2

Resuelve los siguientes problemas:

1.

Un proveedor de jardineria tiene 3 tipos de fertilizantes
para pasto: F1, Fo y F3 cuyés contenidos de nitrdgeno son
40%, 30% y 10% réspectivamente. Le hacen uﬁ pedido de 300
Kg. de fertilizante con un contenido de nitrégeno al 20%.

La?mezcla debe contener 60 Kg. mas del tipo F3 que del

tipo Fo - ¢Cuantos kilogramos debe usar de cada tipo?

Un platerc tiene 2 aleaciones, una con 35% de plata y la
otra con 60%. ;Cuanto de cada una debe fundir y combinar

pafa obtener 100gr. de aleacidn que contenga 40% de plata?

Una nutridéloga ordena .una dieta especial usando 3
alimentos‘ basicos. La dieta incluira pregisamente 340
unidades de_caléio, 180 de hierro y 220 de ﬁitamina A. El1
nameroc de. unidadés por onza de cada 1ingrediente en
especial y para cada uno de los alimentos se indica en la
tabia. |

Unidades por onza

1
4

ALIMENTO A ALIMENTO B ALIMENTO C

CALCIO - . 30 i0 20

HIERRO. 10 10 20

VITAMINA A

10

30

20

;Cuantas onzas de cada alimento se deben usar para satisfacer

los requisitos dietéticos?




5.6. METODO DE. DETERMINANTES

5.6.1 Deduccién del Método. -
Dado 'un sistema de ecuac‘ion‘és- de 2x2 escrito en forma
general: ' ' |

d1x+ b]y = C;

aix+ by = ¢ Con a;, az by, bz, ¢; y cznimeros reales.

¢Habréd alguna férmula péra saber 1la
-solucién, también de manera general?

i

l
'

Usemos el método de Gauss para resclverlo.

a b
ay by

Obtengémos 1 en la entrada g, cambiando Ry por (1/a4))R,

1 b oa
4 g
b, ¢,

2

Queremos cero aqui; con R; ¢« —aR; +Ry

noooa
. T |
0 albz"azbl a,c, —a,c,

o / a, a,
_ ‘ .al

Ponemos 1 en a; con (——‘—-——————]Rz
ayb, — aby

1




1 B a

a . aq
a,c.,—a,C
1 1€2 — 426
0 a,b,—a,b,

Observa gque ordenamos alfabéticamente las expresiones para

mejor identificacidédn. La matriz escalonada nos da el sistema:

C
x+dy=-—"21
a) a,
_ 06 4G
b, —ayb,

Para obtener el valor de xsustituimos a "y" y despejamos:

b [ ac, —ay L a
al alb2 _azbl al

Elegimos el comin divisor y hacemos las operaciones.

= alblcz + a,bC, + albzcl qebx/
) (albz azbl)

Simplificamos y factorizamos a; en el numerador, tenemos:

bzcl b,

ale 7 ab,
' a,c, — a,c
Y con =1z 21
ab, — ayb

Observa que las solucién estd en términos de los coeficientes

de “x”y de "y", ademds de los términos independientes
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Ficha 4.1

Contesta las siguientes preguntas:

1. :Qué tienen en comin estas expresiones?
2. ;Ya te fijaste en los denominadores?

3. Efectivamente 1los denominadores son . iguales, y ademas

aparece a; y @ que son los coeficientes de . Y b1y b que

son los coeficientes de ]

4.; Puede ser cero ajb; - abs? ~-. ¢(Por qué?

(si/no)

Quiere decir entonces que los coeficientes de las incégnitas
determinan los valores de.éstas. B

Observa ‘la matriz del. sistema

N a b
4 - b,

Es uné matriz con 2 rénglones y 2 columnas (2x2) vy cuando

ol
3

coincide el numero de renglones con el nimero de columnas se
le llama matriz cuadrada. . : y ¥

5. A partir de esta matriz cuadrada de 2x2, ;cémo obtienes

esta ekpresién (a; by - a2b;)? ' .

A estd expresién que representa el denominador del valor de
las incoégnitas se le llama el determinante del sistema, y se.
encuentra a partir -de la matriz .del sistema (matriz

cuadrada}, se denota entre barras y se opera asi. El producto
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de la diagonal principal menos el producto de la otra

diagonal.
a lq , :
=aby —ayby
o By = A2

6. Observa las expresiones bgqébwz Yy ay—axe; de .los
" numeradores que aparecen en los despejes de “x7 y "y .
cPodrias encontrar un determinante que te de cada una de las

expresiones?

Al primero se le conoce como determinante con respecto de “x”
&8 il

y se denota como Ax y el segundo es el determinante de y
Ay . ' .

[T} ]

En este caso, es mas facil encontrar el determinante de “y
Ay .

Veamos si coincidimos, el Ay se encuentra cambiando en el

determinante del sistema la columna de coeficientes de 'y” por
1 . .

los términos independientes y haciendo 1las operaciones

correspondientes.

coeficientes de términos
lasx's independientes

| a ¢
Ay=| =410y — GG
612 CH /

El Ax se encuentra cambiando en el A la columna de

coeficientes de “x” por los términos independientes.

Nota: El orden en el que se escriban las columpas es importante.
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.
-

Por lo tanto la sclucién al sistema de ecuaciones es

Ax A
X=—— =-—-'y—
A A
Esta ‘es la Regla de Cramer para 2 ecuaciones con 2
incégnitas. - o ' |
. Bjemplo 1
1
2%+ y.= 4
- 2y = 3x-5

. Primero ordenamos el sistema y después calculamos los

determinantes.

I
o~

2x+ ¥
-3x~- 2y = -5

Los determinantes son:

A=‘ 2 1 *:2(—'2)—(-3)(1)=—4+3‘= —.'1

-3 -2

a términos independientes

ci:gy

-Ax—‘_: _; ‘:4(-2)~(-5j(1)=—3+5=73-_ |
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. ‘ columna términos independientes
Ay= _:; —|=2(-5)-(~3)4)=-10+12=2

La solucidén la encontramos al dividir con cada uno de 1los
determinantes relativos a las  incognitas entre el

determinante del sistema, esto es:

Ax -3
=—-—-=—=3 m—
A" x=3
Ay -2
=" = =-2 = .
y==r=T7 y=-2

Es la solucidén del sistema, compruébalo.

Ficha 4.2
a) Llena 1los espacios en 1los determinantes del siguiente
sisterpa.

3x+ 2y = 2

2x- 4y = =20

Por comodidad denotaremos €. de xa los coeficientes de “x”;

c dey a los de "W, c de z a los de “z" y t. i. a los

términos independientes.
Cocficientes  Coeficientes
de x /dey
3=|= —|-30-00-
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Coeﬁuemes

= z( )-Oe=__

Coeﬁdemes

N 2
N -3()-G)()-

Si hiciste bien las operaciones, obtuviste:

-

CA=-16; Ax=32; Ay =64

b) Usa la Regla de Cramer para obtener la solucién
sistema. '

b

c) Compruéba en las 2 ecuaciones que la solucién es:

l

de:IL
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Ejercicios 4.1

Resuelve los siguientes sistemas por el método de
determinantes.

1y _ : 2

3x- 4y = -10 2x~- 4y = -14
12x+ 3y = ’ 3x- 5y 1

- 3)

3x- 2y =0
9x= 5 - 4y

‘Los determinantes que wutilizaste tienen 2 renglones y 2

[
H
[

columnas son de 2x2, o mejor conocido como determinantes de
orden 2.

Cuande tenemos un sistema de . ecuaciones . de- 3x3, el

determinante del sistema se obtiene‘, por ejemplo:

-x+ 3y + 2z = -4 3 2
éx-i- 2y - 2z = 3
3x- 4y = 3 3-4 0

Es un determinante de orden 3, que proviene de una matriz
cuadrada de 3x3.

En este caso, a parte de el determinante del sistema, _tenemos
que obtener otros tres determinantes correspondientes a cada
una de las incégnitas y se procede en la misma forma que los

anteriores. _Cambiando la . columna de coeficientes de 1la
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“incognita (del determinante buscado) por 1la columna " de

términos independientes.

Por ejemplo.

t. i.  c. dgy c.
~ N Y
-4 3 2
Ax={ 3 2 =2
| . 5 -4 0
Ayuda:a lienar lés espacios.
1 i‘c. de x | t. i c. de z
N oV Y
-4 |
5 __|
c. de x o
. o 3 ﬁ__; _ :
Az=, 2
- -4

Estarés de acuerdo que ahora nuestro problema es ehcontrar el
valor de un determinante de orden 3. Ekisten varias maneras
de calcularlo, mostraremos aqﬁi una de ellas en la que se
calcula el valor del determinante mediante el “Desarrollo por

Menores”, forma que revisaremos en la siguiente seccién.
q

107



5.6.2 Desarrollo por Menores

Cada una de las entradas de un determinante tiene asociado un
menor, es decir, un determinante con un renglédn y una columna
menos, en el ejemplo tenemos un determinante de orden 3 (3

renglones y 3 columnas) un menor sera de orden 2.

Si tenemos un determinante 4x4, un menor serd de orden .

En un determinante de orden 5, un menor seria de orden .

Para desarrollar un determinante por menores se puede hacer

*

respectc a cualquier rengldn, pero para evitar confusicnes
lo haremos respecto al primer rengldn, tomando en cuenta el

determinante escrito en su forma general.

El determinante menor asociado a la entrada a; , se obtiene

gquitando el rengldén 1 y la columna 1, es decir:

4 an

a;,;, 434

El determinante menor asociado a aj;; se obtienen quitando-el
renglén 1 y la columna . Escribe cudl es el determinante

menor que resulta.

El menor™ asociado a a;3 se obtiene guitando el renglén __ y la

columna . Escribe cuil es.

-

También los pedemos desarrollar respecto a cualquier columna.
Para abreviar, en ocasiones se llama simplemente “el menor” al determinante menor.
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En general, el menor asociado a la entrada aj, se obtiene al .

quitar el rengldén i-ésimo y la columna

Veamos® cémo es el desarrollo:

Cada entrada del primer renglén va a multiplicarse por
Su menor asoc:.ado Y estas mult1pl:.cac1ones sSe relacionan con

suma 0 resta de manera alternada, comenzando por la suma. .

a1 g2 413
ayy 4y dy3)\=4ap
a3 a3z a3

a2 4923 az1 923 l021 ax

+a
1031 a3

ap ass

a31 ds3

' jCuidado con el signo!

Reducimos nuestro problema de calcular un determinante de
orden 3 1nvolucrando los sencillos calculos de tres

determlnantes de orden 2

"Evaluemos el determinante del sistema anterior por menores.

-1 3 2

Ai= ~1 2 -2|= 1)’ ‘ ‘ (3)f ‘ ‘“;_i’_
13-4 0
=—1[0—8].-3[0—(-'—6)]+2[4-—6] |
= 8-18-4
Al'= -14

e profesor puede mencionar después, el patron del tablero de ajedrez o los cofactores si lo
considera pertinente. ,
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Ficha 4.3

a) En el célculo de Axr completa lo gue falta.

2

-4 3
3 2 -2 +2
5 -4

¥

i i o

Ax =

0

-0~ _1-3[__~(10)]+2[-12-__]
=3-___-#

Ax = -42

b) En el calculo de Ay completa lo que falta.

-1 -4 2 -
Ay=|-1 3 -2 =(-1)i— —‘~(—4)l +2 —'
305 0 T T _ | —
=-1[__~C10)]+4[__-(-6)f+2[__~_ ]
=-10 + - 28 |
. Ay= ~14

c) Hazlo ahora para el determinante de z.

-1 3 -4 - o -
' 2 3 -1 -1 2
mej-r 2 3% O — O
3 -4 5 —
= (-1)[ 1-31 1- 41
= =22 + 42 + é

Az = 28
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Apliguemos la Regla de Cramer para encontrar los valores de

las incégnitas, realicemos los siguientes cocientes:

L Ax -42
A -4 —
_Ay 14
J’—A,—_ -
Az
-—-____===...2
T,

Es decir:

( 3, v =1, 1= 2 ]

Comprueba en el sistema que dichos valores son la solucidn.

Ejercicios 4.2

I. Calcula el valor de los siguientes determinantes:

3 -4 -3 1

) -2 3 2 2y |-1

1 -2 -2| =2

II..Resuelve'los siguientes
1)
. 3x- 4y:~ 3z= 1
~2x+ 3y + 2z=.-1
x— 2y - 2z= -2

i
H .

2) |3x+ y - 2z
x- 2y =

-4 -3 13

3720 . 3) |-2

-2 -2§ !

-4 1

3 -1
-2 -2

sistemas de ecuaciones.

Ojo: Revisa 1los determinantes

de este sistema,
hallar 1a soluaidén.

isalos

- del inciso I, y compara con los

para
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~2x  + dz= =2
IXI. Resuelve el primer sistema de ecuaciones del inciso II

por el método de Gauss Vv cuenta las multiplicaciones que
tienes que hacer con este método y compara con la cantidad de
multiﬁlicaciones qﬁe se hacen con el nimero de operaciones
gue se realizan por el método de determinantes. ¢(En cual de

los métodos se hacen menos operaciones?

IV. Escribe los elementos que faltan y el desarrollo por
menores del determinante de orden 4. Recuerda gue se van

alternando las operacicnes (+ - + - ...}.

a, a, a3 4ay

Wy Ayp Gy Ay

V. Si tienes el siguiente sistema de ecuaciones,

X- 2y + z- w =2
| =2x+ 3y + z+ 2w =3
' 2y - 32+ w=1

x + z+ w =3

1) :Por.cual método lo resolverias?

2) aPor'qué?

Este tipo de ecuaciones se pueden presentar en problemas de -
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quimiéa, economia, negocios, sociolbgia, en pﬁescripciones de
dieta; etc., inclusiﬁe‘en muchas ocasiones el signo de = se
cambia por alguno de desigualdad. Son prpblemas de. toma de .
decisiones donde aparecen ciertas .variables (cantidad de
alimento, precio de articulo, cantidad de soluble, etc.) que
se necesitan combinar y que también necesitan cumplir ciertas
condiéiones,-variables Yy condiciones forman.cada una de éstas‘
ecuaciones (o inecuaciones), obteniendo el sistema cuya
solucién’ pérmitiré tomar la mejor decisién. Entre mas
incégnitas y condiciones se tengan, més_grénde‘es el sistema.
Obviamente que. viviendo en un mundo llenc de tecnologia, las
computaderas o calculadoras g:aficadoras pueden hacer el
trabaijoc de resolver sistemas de ecuaciones o inecuaciones muy

grandes de manera mas rapida y eficiente.
. [ . .

Puedes ayudarte de la tecnologia para resolverllds sistemas
de ectaciones, de hecho ti tarea mds importante, cuando fe enfrentes a un’
problema, es identificar las variables y las condiciones para traducirlas al lenguaje
andwakm,pkvﬂar'unsmumuzqueJnaideLas&umﬁén,obmna'hmrnmukadqspwrim

método eficiente ¢ interpretarlos j elegit la mejor decisién.
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RESULTADOS A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 1.1

1. a) $60 pagaria con 5 alumnos con_credencial.

b) 40% de descuento.

2.a) $50 con todo y palomitas

b) $200.
c) $35

3. 12 timbres de $1.20 y 6 de $2.50.

4. 65 estudiantes asistieron.

Ejercicio 2.1
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Ejercicio 3.1

1. x=2, y=-2, z=-2.

-1, v=2, z = 3.

N
n
t

Ejercicio 3.2

1.30 Kg del fertilizante F;, 105 Kg del fertilizante F, y 165 Kg.
del Fs. | |
]

'2.80 gr de la ';aleac'ién con 35%. vy 20 gr de la aleacién con 60%.

3. 8 onzas del alimento A, 2 onzas del B y 4 onzas del C.

'

Ejercicio 4.1

1. x=-2, y= 1.

I
I

2. x.= 37, y = 22.

I

3. x=1/3, y = 1/2.

Ejercicio 4.2

I.
1. A= -1
2. Ax = -2.
3. Ay = -3
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II. 1.x=2,y=-1,z=,3."
9 -18 2
2_ =—, =—, 2= —.
*=5 Y75 5

III. Con el método dé Gauss se hacen 22 operaciones, con la regla

de Cramer (método por determinantes), se hacen 27 operaciones.

Los elementos gue faltan son:

Iv.
Ay, 853, Ay, U3, Ay, €N este orden.
v.1l Por matrices con el método de Gauss vy la solucidn es:
x = 2, y=2, 7 z=1, w= (.
v.2 Es mas eficiente. :
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_ CONCLUSIONES
( ‘
Desarrollar - un ‘MaterialA Didactico que -cumpliefa con las
ekpectativas del programa de Matemadticas del CCH del tércer
semesﬁre, fue un -trébajo 'dificil, va quel la pretensién fué
cumplir con  los elementos que.Ase plantean en el siguiente

parrafo del programa:”

1

Las actividades en clase deberédn propiciar la solucién de
problemas, buscahdoA gque 1los coﬁoéimientos‘ mateméticos
adquieran sentido para los alumnos,: y se desarrolle. la .
cépacidad de trabajo personél, lo mismo que  sus aptitudes
para la investigacién, la bﬁsqueda de conjeturas, Yy 'lar
comunicacidén de su pensamiento, tahtc» en  forma 'oral como
éscrita.” ' '
e | .
Atendiendo esta visidn, tuvimos_qﬁe dejar de lado el tiempo gque
.propone el.piograma,'pueS'lo horas’ son insuficientes para un
aprendizéje‘qon estos objetivos, sobre_todo.cuando el tema es-

nuevo para el alumno.'-

Cor .

El,\material'.logra, en distintos momentos,: que el . alumno
construya su propico conocimiento gracias a.tener un contexto
que le .pérmite explicar vconceptos como . “ecuaciones
‘equivalentes” o “combinaciones lineales” o también{ descubrir
las 0péraciones que sé pueden realizar con los renglones de una
matriz . para obteher matrices equivalentes.;En otro momento el
estudiante logra la mecanizacién y toma. conciencia de los
errores gque Sse pueden,cometer en este tema as;mismo, consigue'

comprender la interpretacidén de situaciones, pues el foco de
- i

* programas p. 4.
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atencién esté en la representacién matemdtica de fendmenos y

~situaciones.

Si bien el material es un esfuerzo importante péra que el
alumnc logre aprendizajes independientes, el. trabajo del
profesor es oriéntar y cuestionar al estudiante para gue avance
lo mas réapido que pueda,'el mentor, sobre todo, ha de poner
énfasis én los resumenes y conclusiones que wvayan obteniendo
sus pupilos con la finalidad de gue se logren cénocimientos mas
s6lidos y puedan usarse dichos conocimientos mas adelante, por

ejemplo, en el cuarto semestre.

Se necesita enfatizar, sobre todo al principio, el papel del
estudiante y el del profesor, el primerg va a lograr, con base
en su trabajc, apropiarse de varios conocimientos y algoritmos
y- el segundo, debe'orientar, dar preguntas y actividades para
facilitar esa apropiacién. Por ejemplo, ei maestro ha de

planear discusiones grupales para analizar los resﬁmenés y
proponer actividades que permitan pensamientos mas profundos

que extiendan los conceptos que se estén tratando.

Sobre la interpretacién geométrica gueda mucho por decir, pues
en el programa de la materia no esta contemplada la apreciaciédn
visual-grafica, en este punto se puede profundizar sélo si hay

tiempo y disposicidédn del grupo.

Con respecto a la implementacién del material, en la aplicacién
de la primera versién del material didactico™, se detectaron
varias fallas, tanto de la misma instrumentacidédn practica en el

aula como de contenido, por ejemplo:

-k

De hecho, se trataba del borrador de este.trabajo de apovo a la docencia.
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¢ Los “saltos” que el alumno tenia que dar para obtener

el conocimiento, en ocasiones eran muy grandes.

¢ las actividades no eran del todo explicitas.

¢ Se plahtearon preguntas de interpretacién geométrica
sin que se hubiera tratado antes o se hubiera dado al

menos un ejemplo.

Con las observaciones, correcciones y.opinioﬁes de sinodales.y
compafieros que aplicaron la obra en su claée, ésta crecié.y se
enriquecid, esperando que en esta Gltima versién se.reflejen
todas estas cosas y hayan devenido en una obra_renovada que
esté m?s llena de virtudes vy véntajas, para,que'él alumno logre
el mayor provecho, pues es este el propdésito para el gque fue

hecha.

El material .ccnsigue que, con base_én el trabajo del alumno,
éste dlscuta, conjeture y concluya 'aspectos matematicos que
debe aprender Ademas los problemas de aprendizaje senalados en
el capitulo 4 (de traduccidén, de interpretacién, aritméticos o
inclusive de visualizar la ¢onexién entre_conceptds) se reduqen
b desaparecen en funcidn dei trabajo'realizado por los propios

estudiantes.
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