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Introduccion

La contemplacidn de la naturaleza, el anhelo de poseerla, los rumbos que
han tomado las necesidades del hombre, la satisfaccion de estas necesidades y
el placer de tener respuestas, fueron motivos para crear a las diversas ciencias.
Las matematicas son fruto de estas inquietudes, ellas resuelven y respaldan
con bastante efectividad ciertos cuestionamientos. La herramienta de la cual
se sirven las matematicas traduce hechos de interés a cierto lenguaje, donde
estos hechos son reinterpretados bajo estos nuevos términos. Asf, el mode-
lo matemdtico de un fenémeno es una descripcion, para su implementacion
necesita al fendmeno, los cuestionamientos a su respecto, un sistema bajo el
cual analizar y conexiones logicas entre el hecho real y el implementado de
forma artificial.

A los modelos matemaéticos se les ha clasificado en deterministas o es-
tocdsticos. Independientemente de ello, al modelo se le juzga por su utilidad
y ésta, a su vez, es determinada por la facilidad con la que responde a la
necesidad planteada. Asi, una misma situacidon puede tener dos o mas for-
mas de plantearse dependiendo de la agudeza del observador en su bisqueda
de detalles dtiles y de su creatividad.

Un modelo estocdstico predice un conjunto de posibles respuestas, basan-
dose en las probabilidades de ciertos aspectos involucrados en la formulacién
del sistema artificial.

El objetivo general de este trabajo es encontrar el tiempo requerido (e-
xacto o aproximado), en el cual un proceso llega y permanece con ciertas
caracteristicas conocidas y/o deseables. La busqueda de este tiempo se ve
motivada por lo prictico que resultaria el realizar cualquier proceso sin tener-
lo que vigilar exhaustivamente, sino sélo a partir del tiempo en que se incluye
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vi INTRODUCCION

la caracteristica deseada; ademds, existe mayor interés si se agrega que no
depender4 este tiempo de condiciones iniciales.

En concreto la incognita a resolver de esta tesis es: encontrar la n*, a
partir de la cual una cadena de Markov se encuentre lo mds cerca posible
del estado estacionario (estado de equilibrio); o dicho de otro modo que la
distribucién estacionaria y la distribucién de la cadena de Markov al tiempo
n* guarden una distancia {distancia de variacién total) lo més insignificante
posible. En muchos casos esta distancia no puede ser medida; cuando asi
sucede, el acoplamiento puede jugar un papel muy importante, pues ésta es
una técnica que permite hacer la comparacién entre medidas de probabilidad
construyendo en un mismo espacio muestral lo necesario, donde sus distribu-
ciones de probabilidad son las medidas de probabilidad a comparar. La tarea
del acoplamiento consiste en definir una cota superior para la diferencia e-
xistente entre la distribucién al tiempo n* y la distribucién estacionaria.

La probabilidad y la estadistica han utilizado este método como herra-
mienta en diversos estudios de donde se han creado diferentes variantes del
método de acuerdo a su fin, entre los que se encuentran: acoplamiento de
Ornstein, acoplamiento Mineka, acoplamiento simple, acoplamiento débil,
acoplamiento de procesos regenerativos, entre otros. (Ver Lindvall(1992)
para mayores detalles). El método de acoplamiento se inicio en 1938 con la
publicacién del trabajo de Doeblin, desde entonces varios autores han con-
tribuido con sus aportaciones; de entre ellos mencionamos Griffeath (1975),
Goldstein (1979), Aldous (1983) y a Lindvall (1992). En éste dltimo se cuen-
ta con una recopilacién de la técnica de acoplamiento, se recomicnda esta
referencia como una fuente de resultados y trabajos hasta hoy expuestos so-
bre la técnica de acoplamiento.

El ejemplo que se planteard como aplicacién del acoplamiento considera
un arreglo con N > 1 registros, donde cada uno de ellos puede ser solicitado
independientemente de los demds, con cierta distribucién de probabilidad.
Después de satisfacer la solicitud, este registro es regresado y colocado al
inicio del arreglo, es decir, en la primera posicién de la izquierda. Esta forma
de reacomodo define varias posibilidades en las que se encuentra el arreglo.
Y la pregunta a contestar es: jen qué tiempo dos arreglos que actdan bajo el
mismo esquema (distribuidos como ya se menciond) tendrén el mismo orden
en sus registros?
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Como se pudo apreciar, las herramientas clave para este trabajo son las
siguientes: cadenas de Markov, acoplamiento, distancia de variacién y la
forma de solucién del problema del coleccionador de cupones; en conjunto
daran lugar a resultados muy interesantes.

e El primer capitulo introduce el entorno de las cadenas de Markov. Inicia
desde la definicién de un proceso estocéstico hasta la correspondiente
a cadena de Markov continua, pasando por la de cadena de Markov
discreta, cadena de Markov reversible y algunas particularidades itiles
de las mismas. Es decir, este capitulo es de conceptos preliminares.

o Fl segundo capitulo expone la técnica de acoplamiento para cadenas
de Markov vy los conceptos de distancia y tiempo de convergencia para
cadenas de Markov, agregando un breve apartado de convergencia ex-
ponencial.

e El tercer capitulo muestra una aplicacién de lo estudiado en los ante-
riores capitulos a un esquema de estructura de datos con ciertas parti-
cularidades utilizando a el problema. del coleccionador de cupones para
averiguar la n* a partir de la cual la cadena de Markov disefiada para
esta aplicacién se encuentra en el estado estacionario. Finalmente, se
muestran resultados de lo més interesante y concluyente para todo el
trabajo.

e El capitulo cuatro es compuesto por comentarios en relacién a varios
puntos a lo largo de la tesis.

o El capitulo cinco informa sobre resultados de probabilidad aplicados en
ciertas secciones del trabajo.



Capitulo 1

Introduccion a Cadenas de
Markov

“Hay series ideales de acontecimientos que corren paralelos a los reales.
Rara vez coinciden, por lo general, los hombres y las circunstancias modifi-
can la serie ideal perfecia y sus consecuencias son por lo tanto igualmente
imperfectas ... 7

Novalis.

1.1 Introduccion

Este capitulo tiene a bien ser tomado como una introduccién al tema de
esta tesis: las cadenas de Markov.

La estructura de este primer capitulo llevara definiciones basicas en pro-
babilidad, conceptos, condiciones y teoremas de cadenas de Markov que ase-
guran la convergencia de éstas al estado estacionario. Todo ello con el fin de
establecer una buena exposicidn de capitulos posteriores, planteando de esta
forma una linea de trabajo que va de lo general a lo particular. Es importante
mencionar que se considera sélo los temas que guardan una relacién directa
con el tdpico que da titulo a este material. Si se desea profundizar en el tema
se sugiere en primera instancia la consulta de la bibliografia.

Definicién 1.1.1. Cualquier hecho creado y observado cuidadosamente de
tal forma que puede ser recreado bajo las mismas condiciones es llamado

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION A CADENAS DE MARKOV

experimento; cuando este experimento es reproducido en varias ocasiones
y obtiene diversas respuestas es del tipo aleatorio.

Definicién 1.1.2. El conjunto de todos los posibles resultados de un ezpe-
rimento es llamado espacto muestral. El espacio muestral serd denotado
por el simbolo 2.

Por ejemplo,
? = {w : w = diferentes cartas de un mazo de 52},
de otro modo,
N ={w:w=u=,1=1,2,3...52}, donde ; = i-ésima carta.

La realizacién del experimento tiene varias posibles respuestas que son
medidas por e} siguiente concepto.

Definicién 1.1.3. Sea §2 espacio muestral y A; C {Z. Se dice que P es una
medida de probabilidad sobre 2,cuando es un operador que mapea una
coleccién de elementos de 2 a [0, 1}, satisfaciendo

e P(A;) > 0 para todo A; C 12,
e P(@)=0.

e Para Ay, A, ... subconjuntos de (2 tales que A;NA; =0, pam todati # j
se tiene que P(J; 4;) = >, P(A:).

Definicién 1.1.4. Una clase § # 0 de subconjuntos de {2 es una o-algebra
sobre I si

1. Nef.

2. S1A€F, entonces A°€ §.

8. Para Ay, A,, ... € § ezisten entonces | o, An € §-

Observacién: Una medida de probabilidad sobre § hace ¢l mapeo de ¥

a [0,1], tal que P(2) = 1. Ademds de que P(U,2,) = P(A;), para
una secuencia 4, € §,n > 1, donde los elementos son aJenos
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Definicién 1.1.5. Si (2 es un espacio muestral finito o infinito numerable, §
es la o—algebra sobre § y P es una medida de probabilidad sobre 12, entonces
(2,5, P) es llamado espacio de probabilidad.

Definicién 1.1.6. Para §2 espacio muestral y § una o-algebra de §2, en-
tonces (£2,F) es llamado un espacio medible.

Definicion 1.1.7. Sea (12, F, P) espacio de probabilidad, 2 = {w),ws, ... ,wk},
§ o—algebra sobre £2, P medide de probabilidad sobre § y A C §2. La pro-
babilidad del evento A, P(A) es definida como

k
P(A) = ZP(mi).

En particular P(w;) = p;. FEl conjunto vacio es definido con probabilidad
cero.

Definicién 1.1.8. Para 2 =R, le o—algebra de Borel sobre R, indicada
por B(R) es la menor o—algebra generada por todos los conjuntos abiertos
de R.

Definicién 1.1.9. Sean (2 y £2' dos espacios muestrales y § y §' las respec-
tivas o—algebras, f : 12 — (¥, para cada A C 2. Sea f~'(A) ={we 2:
f(w) € A} la inversa de f. Entonces una transformacion medible de (2, F)
a (2,F) st f7UF) € & Si (2,F) = (R,B(R)), entonces f es llamada
simplemente medible en (12,F).

El espacio de probabilidad (12, P) contiene todo lo necesario para el
andlisis del experimento. Para tender un lazo en el lenguaje entre quienes
tratan con mayor familiaridad con el ambiente del experimento y los que
no, ademdas de sumar a ello un mayor enfasis en ¢l estudio de caracteristicas
especificas de los resultados, se realiza un mapeo de {2 a los reales, definiendo:

Definicién 1.1.10. Sea (£2,F) y (R, B(R)) dos espacios medibles. Una va-
rigble aleatoria es un mapeo X : 2 — R, tal que para alguna A € B(R),
X-Y(A)eF.

Si X es una variable aleatoria sobre (12, §, P). La medida de probabilidad
de X, Py sobre B(R) es

Py (A) = P{w|X{w) € A}.
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Definicion 1.1.11. La funcidn de distribucién de une variable aleatoria X
es la funcidn F = Fy que va de los R a [0,1] dada por

F(X)=P{ulX(w) <z}z€R

Observacién: Estos conceptos son elementales en la teoria de la proba-
bilidad pueden ser encontrados, por ejemplo, en Bosq {1996) y Ash {1972).

Definicién 1.1.12. Un proceso estocdstico es una familia de variables
aleatorias X = {X,,t € T}, donde T es el conjunto indice y X, € S para
todo t € T, donde S es el espacio de estados 6 espacio donde le variable
aleatoria X, es definida.

Se puede clasificar a los procesos estocdsticos de acuerdo a la.s carac-
teristicas de T y S. Estos son discretos o continuos.

Si el conjunto de indices T es numerable infinito, entonces X = {X, :
t € T} indica un proceso estocdstico con pardmetro discreto 6 sucesién es-
tocastica & proceso estocdstico a tiempo discreto. Si T es un intervalo, aco-
tado o no, X = {X, : ¢t € T} indica un proceso estocistico con parametro
continuo 6 proceso estocastico a tiempo continuo. El espacio de estados S
puede ser infinito (numerable o no) o finito. Su expresién tal vez sea uni-
dimensional, bidimensional 6 n-dimensional. Debido a la clasificacién de los
anteriores conjuntos se tiene que los procesos estocdsticos pueden ser:

Espacio de estados
Tiempo || finito infinito numerable | infinito no numerable
discreto I x X X
continuo || x X X

Algunos tipos usuales de procesos estocdsticos importantes de mencionar
son:

1. Cadenas (Procesos) de Markov: Son sucesiones (procesos) estocdsticas,
donde dado el presente, su comportamiento futuro y pasado son inde-
pendientes.

2. Procesos Bernoulli: X = {X, :n = 1,2,..} con § = {0,1}, X, n =
1,2, ... variables aleatorias independientes y con la misma distribucién

PX,=1)=p=1-P(X, =0), para toda n=1,2,...
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3. Procesos con incrementos independientes: Es un proceso estocdstico X =
{X;:t e T}, tal que, para toda n y para todo &, <ty <#3 <..<is €
T, Xi, — Xty Xt — X1y - - -2 X¢, = Xt,_, son independientes.

R}

4. Procesos con incrementos estacionarios: Es un proceso estocdstico X =
{X.,t € T}, tal que para t,5 € T con t < s, la distribucién de X, — X,
depende sélo de 5 — £, esto es que la distribucion de los cambios entre
los valores de dos variables depende de la distancia que guardan entre
ellas.

5. Procesos de Conteo: Es un proceso X = {X;t € T} que representa
el mimero de ocurrencias de eventos al tiempo t y satisface X; > 0,
X, €Z,si s <tentonces X, < X,. Para s <t, X, — X, es el nimero
de eventos ocurridos en (s, t].

6. Martingalas: Es un proceso {X, : n > 1}, tal que E[|X,|] < co para toda
n y E[Xns1|l X1, Xn] = Xn, donde E(X) representa la esperanza
de X y E(X|Y) es la esperanza condicional de X dado Y, para X,Y
variables aleatorias en un mismo espacio de estados.

1.1.1 Cadenas de Markov

Las siguientes secciones introducirdn al lector a la teoria bisica de las
cadenas de Markov. Se espera que con estos conceptos se otorguen algunas
de las herramientas necesarias para abordar el problema de estimacion del
tiempo de convergencia para el estado estacionario de una cadena de Markov.

Primeramente nuestra atencién se fijara en las cadenas de Markov a tiem-
po discreto, posteriormente seran presentados algunos resultados respecto al
caso continuo.

A continuacién se definira formalmente lo que es un proceso y una cadena
de Markov, donde T es discreto o continuo.

Definicién 1.1.13. El proceso estocdstico X = {X;,t € T} con espacio
de estados S es llamado proceso de Markov, si cumple la propiedad de
Markov, es decir, para algunas t,s € T cont < s, la distribucidn condicional
de X, dado X,, es la misma que la distribucidn condicional de X, dado
{ Xy, u < t}. Formalmente, pare z,,u<t yACS,

P(X, € AlXu =Ty, ¥ < t) = P(X, € Ang = .’E;) (11)
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Cuando S es fintto o infinito numerable, el proceso es llamado cadena de
Markov.

Definicién 1.1.14. Una cadena de Markov de orden r es aquel proceso
estocdstico X = {X,,t € T} con espacio de estados S, finito o numerable,
donde el valor de la cadena en el tiempo t depende de ezactamente de los r

estados anteriores, es decit, para t) < tp < - < t, € T, 11,...2z, € §,
ACSyr<n,
P(X., € AlXy, =11, .. Xty = tni) (1.2)

= P(th € AIth—l = ?:,-,_..l, '”’th—r = in-—r)

1.2 Cadenas de Markov a tiempo discreto

Sean algunos ejemplos:

1. Considere un sistema en el cual dos piezas de equipo idénticas son insta-
ladas en paralelo. Estas piezas de equipo acttian independientemente
una de la otra y en un dia tienen una disponibilidad & € {0,1]. De
inicio se encuentran en buenas condiciones. Sea el interés en el niimero
de piezas de equipo que falla durante n dias, siendo méds especificos,
sea Xp,n > 0, el nimero de piezas de equipo que no estd en bucnas
condiciones al principio del n-ésimo dia, de donde X,; = 0,1, 2.

Este proceso tiene un espacio de estados S = {0, 1,2} finito y T dis-
creto. :

En este ejemplo, se ha observado que la prediccidén del estado de la
pieza en el tiempo futuro, depende solamente del estado de la picza ac-
tualmente. Cualquier dato del pasado no aporta informacién adicional.

2. Sea supuesto un sitio de taxis, donde los clientes llegan a formarse
a una fila para solicitar el servicio y abordar la unidad. Cada taxi
llega de mancra independiente de acuerdo con un intervalo de tiempo
exponencialmente distribuido. Cada cliente es atendido por periodo.
Sea supuesto que los clientes arriban a la fila independientemente y de
acuerdo a un intervalo de tiempo exponencialmente distribuido. Sea
X, el nimero de clientes esperando en fila al inicio del periodo n.
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Este proceso X, = {X,,n > 0} tiene un espacio de estados numerable y
usando Y, para denotar el nimero de nuevos clientes arribando durante
el n-ésimo periodo, se tiene:

Xo—1+Y, siX,2>1
Xpp1 = .
Yn, 51 Xn=0

Al igual que en el caso anterior, para determinar el mimero de clientes
esperando en }a fila se debe saber cuéntos han llegado justo en el mo-
mento anterior y/o cudntos se tenian esperando en la fila. De manera
formal, se dice que dado Y, sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, cuando se buscan las probabili-
dades de transicién a un paso se formula lo siguiente:

. P(Xn+1 =j|Xn:0)=P(Yn '_—j):
P(X,,_H=j|Xn=i#0)=P(Yn=j—i+l)

para toda n > 0. Por lo que es un claro ejemplo de cadena de Markov
a tiempo discreto.

Definicién 1.2.1. Una cadena de Markov X = {X,,n > 0} con espacio de
estados S (finito o numerable) es llamade cadena de Markov a tiempo
discreto, si el conjunto de tiempo T es discreto, es decir, T = {0,1,2,...},
poara todan >0 ety,...,0, € S.

Observaciones:
A lo largo de esta tesis...

1. se trabajara con espacios de estados finitos o numerables y con cade-
nas de Markov de primer orden, a menos que se mencione algin otro
tratamiento.

9. al leer el término “estados” se hace alusién a las posibles respuestas de
los eventos que puede tomar cada fase de nuestro proceso.

3. la distribucién inicial de una cadena de Markov discreta X = {X,, :
n=0,1,...} con espacio de estados S serd notada de la siguiente forma

P(Xp = j) = m(5)- (1.3)
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Una probabilidad de transicion es la probabilidad de trasladarse de un
estado a otro en un unico paso, pudiendo conservar cierta dependencia con
respecto al tiempo donde ocurre el cambio.

Definicién 1.2.2. Sea X ={X,:n=0,1,...} una cadena de Markov con
espacio de estados S. Sea definido la probabilidad de transicién a un
paso como

PO = P(Xpgy =5 | X =1)

leyendo esto como la probabilidad de estar en el estado j en el tiempo n -+ 1
dado que en el tiempo n se estd en el estado 1, para todo 1,5 € S.

Definicién 1.2.3. Sea X = {X, : n =0,1,2...} cadena de Markov, con
espacio de estados 8, definimos a la probabilidad de transicién ¢ m
pasos,

PP = P(Xogm — G| X = i),

¥

Esto es, la probabilidad de estar en ese estado j al tiempo n+ m dado que
en el tiempo n se estd en el estado 1.

Definicién 1.2.4. La cadena de Markov X = {X,:n=0,1,...} con espa-
cio de estados S, es una cadena de Markov homogénea en el tiempo;
$i tiene como propiedad caracteristica que su probabilided de transicidn sea
independiente del tiempo, dicho de ofro modo, donde ocurre el cambio de
estado solo depende del nimero de pasos necesario para ir de un estado al
otro, es decir,

P = P(Xopm = 3 | Xo = §) = P

para todai, j € 5. Fn el caso de m =1 se liene que P,(;"“H)

P;.

es indicade por

Cuando se trabaja con cadenas de Markov a tiempo discreto, es decir,
cuando T es discreto se puede entender su movimiento en el tiempo como el
numero de pasos que se realizan. Asi entonces se estaria de acuerdo al decir
que si se trabaja con una cadena de Markov homogénea, nuestras probabili-
dades de transicién dependen sélo del niimero de pasos y no del tiempo del
cual parten.
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Un arreglo matricial puede contener informacién que caracteriza la na-
turaleza de una cadena de Markov de forma que se tuviera un resumen de
ella.

Definicién 1.2.5. Serd llamada matriz de transicidn 6 matriz de pro-
babilidades de transicidn al arreglo matricial que contenga las probabi-
lidades de transicion como elementos. Asi, se tendrd que de la cadena de
Markov X = {X, : n = 0,1,...} con espacio de estados S, la matriz de
transicidén a un paso serd

P = (P'(-l))mes-

17

Y la matriz de transicion de n pasos serd

P = (P)ijes,

note que,

0< PP <1

y que
SR -1
jES

Observacién: Una matriz de transicién a un paso con espacio de estados
S =1{0,1,2,...,i} es de la siguiente forma:

POO Pﬂ] P02 POS POi
PIO Pll P12 P13 Pli
Po Pa Po Ps ... P

Tal que, Py es Ia probabilidad de transicidn a un paso, pasando del estado
0 al estado 0, siguiendo asi, la P es la probabilidad de transicién 2 un paso,
pasando del estado i al estado 3 y asi se sigue.

Dada la naturaleza de las cadenas de Markov es posible obtener una
férmula recursiva para las probabilidades de transicién en m > 2 pasos. Esto
se obtiene utilizando el siguiente teorema:
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Teorema 1.2.6. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
Sea P la matriz de transicion de { X, : n=0,1,2,...}, una cadena de Markov
homogénea con espacio de estados S, entonces:

(n} _ {r} p{n—r}
I:)ijn - Z 1pi.’c }Dk(:_;1
kes

pral<r<n,n>1ly

o _ 1, Si‘i=j
Py’ = R
{0, 511 7.

Demostracidn. Sear >0 yn>1
P(Xn=17, Xo=1)

m PXpn=3, X, =k, Xp=1)
kezs P{Xy =1
@) L P =k, Xo =4)
= F An = Xr =k f Xg=1 -
kez; ( 7l 0 =1) P(Xo = 1)
DN Pu=j|X. =k, Xo=0)P(X, =k | Xo = 1)
kES
DS P, =X, =K)P(X, =k | Xo=1)
keS
(4) r n—r
25 ey
keS
{1). Ley de probabilidad total.
(2). Def. de probabilidad condicional.
(3). Proptedad de Markov.
(4). Def. de probabilidad de transicién. O

Observacién: Por el teorema 1.2.6 y por las propiedades de multipli-
cacidn entre matrices se puede escribir, para S finito,

Pl = pn

donde P" es la n-ésima potencia de P.
La demostracién de este hecho es por induccién. Sea indicado por Pl el
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ij—ésimo elemento de la matriz P*. De este modo para n = 2, por el
teorema 1.2.6 se tiene que, para § finito.

I-’i(f) = Z Py Py W P7, entonces P& = p?,
kES
(1). Por definicién de multiplicacién de matrices.
Suponga vilido para n = k, es decir,
(k) _ pk
Py =P

y se demostrard que la igualdad es vdlida para n = &k + 1. De este modo

1) 2
el & Eﬁkp,ff) @ > PuPf = PEH
kes kes

entonces P(*+1) = pk+l y [a igualdad vale para todon > 2. Paran =1, la
igualdad es trivial.

(1). Por el teorema 1.2.6.

(2). Definicién de multiplicacién de matrices.

Notas:
1. Se hace la diferencia en la notacién P* y P{?), donde la primera es la matriz
P --- P, mientras que la segunda es una matriz de transicién a z pasos.

2. Se puede calcular 7,(-) = P(X, = -) usando las siguientes férmulas

recursivas.

Lema 1.2.7. Sea mp(+) = P(Xo =) y ma(-) = P(Xn. =-). Entonces

(i) (k)= Ljes WO(J')P}:)

o equivalentemente

(ii). m.(k)= Zjes Wn—l(j)PJ'k
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Demostracion. (i).

Ta(k) = P(Xa = k) = D P(Xa =k, Xo = j) (1.5)
jES
=Y P(X, = kjXo = j)mo()
JES
= Z’To(j)Pj(E)

jes

Ta(k) = P(Xn = k) =) P(Xn =k Xoo1=3) (1.6)
JES
= Z P(Xn = kan—l zj)wﬂ-—l(j)
JjESs
= Zﬂn-l(j)ij

JES

1.2.1 Clasificacién de estados

Me era tmposible explicar la razén de esa diferencia, salvo que supusiera
que los objetos destrozados eran los que habian sido completamente absorbidos,
mientras que los otros hebian penectrado en el remolino en un periodo mds
adelantado de la marea, o bien, para luego ser absorbidos, que no habian al-
canzado a tocar el fondo del virtice antes del cambio del flujo y del reflujo,
segin fuera el momento.

Edgar Allan Poe, El descenso al Maelstrom.

Hasta ahora ya se tiene una breve semblanza de la probabilidad de que la
cadena se encuentre en un estado dado un cierto nimero finito de pasos. Pero
iqué pasard, cudndo n — co?, ;jcémo serd estd probabilidad de transicion?,
iimportara de dénde parte?, ;cudl es el comportamiento de cada estado? Los
siguientes conceptos ayudaran a responder estas preguntas.

Sea X = {X,:n=0,1,...} una cadena de Markov e, j € S dos estados
cualesquiera.
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Definicién 1.2.8. Un estado j es accesible desde el estado i, si para al-
qunan > 0, P,-(j“) > 0.
Es decir, un estado j es accesible desde el estado 7, cuando partiendo del

estado ¢ puede llegar al estado j, después de un niimero n de pasos.

Definicién 1.2.9. Se dice que dos estados i y j se comunican, cuando
i es accesible desde j y viceversa. La notacidn a usar es i «— j { % se

comunica con j). Equivalentemente ezisten n, m > 0, tal que, P,-(;') >0y
P >0
ji :
Proposicién 1.2.10. El concepto de comunicacion es una relacion de equi-
valencia. Es decir, para i,j, k € S, valen las siguientes propiedades.
1. Reflezividad. ¢ « 1.
2. Simetrfa. Sii+— j, entonces j > 1.
3. Transitividad. Sii«— j y j +— k, entonces i «+— k.

Demostracion. 1. i +—+ 1, note que dado que la cadena esta en estado 1,
entonces para n = 0 se tiene R-(io) = 1, entonces i +— 1.

2. Por definicién de comunicacién, que dado ¢ «— j , tal que, P,-(j") >

0, Pj(:") > 0 existen n, m> 0 y por tanto j «— <.

3. Si i « j entonces por definicién de comunicacién existen n,m 2 0,
tal que, Pi(j") > 0, P}{“’ > 0y si j «— k, entonces existen n,,m; 2 0,
tal que, P,S?’) >0, PJ-(,:"‘) > 0, se desean n*,m* > 0, tal que, P,S:" )50
y P‘-(,f ) > 0. Sea n* = n+m,, entonces por las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov se tiene que,

P = S PR
ies
Por otro lado, P,-(j“)P},:" 1) 5 0, entonces
P = 3 R 2 PR >
1S

para ciertas n, m; > 0. De manera andloga se demuestra que P,S:" 750
param' =m+n;.
O
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Al existir estas relaciones de equivalencia, se tendrin clases de equivalen-
cia, donde los estados en una clase de equivalencia se comunican entre si, Un
espacio de estados puede tener una o mds clases de equivalencia dependiendo
de cémo los estados se relacionan entre si.

Definicién 1.2.11. Se dice que una cadena ¢s irreducible, si la relacion
de equivalencia dadae por la proposicidn 1.2.10 produce una y sélo una clase
de equivalencia.

Para la clasificacién de los estados de una cadena de Markov se deben
saber algunos datos a cerca de ellos. Se preguntardn cosas como por ejemplo,
jcudntas veces la cadena de Markov regresa a un estado especifico?,... por lo
que se introduce en nuestro tema el concepto de periodo.

Definicién 1.2.12. Sea P una matriz de transicidn de una cadena de Markov
X ={Xn:n=0,1,...} con espacio de estados S. El estado i € S es lla-
mado periédico de periodo d(i), si

d(3) = med{n : P > 0}

Si d(i) = 1, entonces es llamado aperiddico. Es decir, d(i) es el valor tal
que Pl-(,-“) = 0 para toda n # d(i),2d(3),... y d(i) es el mayor nimero con
esta propiedad. Si Pi(,-") = 0 para toda n > 1, entonces ne hay regreso o ese
estado.

Nota: med indica mdzimo comiin divisor.

Se expondran posteriormente los conceptos de irreductibilidad y aperio-
dicidad, los cuales tendrin un lugar de importancia para el estudio de con-
vergencia al estado de equilibrio para una cadena de Markov X.

Uniendo las propiedades de las clases de equivalencia y las de periodici-
dad, se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 1.2.13. Sean 1,7 € S, dos estados de una cadenc de Markov
deserita X. Sii «— j, implica d(i) = d(j). FEs decir, el periodo es una
propiedad de clase.

Demostracién. Dado que por hipétesis i «+— j entonces por definicion, exis-
ten n,m> 0, tal que P,-(J-“) >0y I:’J-(:") > 0, por lo que Pi(;‘)Pj(:") > 0. Ahora,
tome N = n + m; entonces por el teorema 1.2.6

P > PP > 0.
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Sea una w > 1, tal que P(‘”) > 0, entonces de las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov, se tiene que P(N+w) > P(")P(w)P(m) > 0.

Sea d(2), el periodo de estado i, entonces por la definicién de periodo y
dado que P(N) >0y P(N+w) > 0, se tiene que d(z} divide Ny N +w. Por
esta razén divide a todo w tal que PJ(;" ) > 0. Por tanto, d{i) divide a d(5).

Usando un argumento andlogo para el periodo de j, se tiene que d(j) divide
d(7). De este modo d(i) = d(j). 0

Con el periodo se sabe en cuintos pasos la cadena tiene probabilidad
positiva de regresar al estado de dénde partid, también se puede saber cuando
regresa, por ejemplo, cuando lo hace por primera vez.

A seguir, se tendran dos definiciones que auxiliardn a identificar cuando
una cadena de Markov es recurrente o transiente.

Definicién 1.2.14. Sea X = {X, : n = 0,1,...} una cedena de Markov
con espacio de estados S. Sea considerado al estado 1 € S fijo, entonces sea
definido la probabilidad de regresar por primera vez al estado i en
el n-éstmo paso (n > 1), dado que se partird del estado i al tiempo
inicial por:

A =p{X, =i X, £iv=1,2,... ,n—1] Xo =1},

¥ la probabilidad de regresar al estado j en el n-ésimo paso dado
que se partird del estado i

P =P{X,=§X.#45v=12,...,n-1]| Xg=1}.

En particular, cuandon =1 :

f=P{X, =1 Xo=i} = P,
) = P{X, = 4| Xo =i} = Py,

mientras que cuande n = 0, serd definido

f(o) 1, 511 = j
g 0, sii#j.
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Definicién 1.2.15. La probabilidad de que partiendo del estado i se
llegue al estado j en algun tiempo n > 1 es definida por,

oo

fij = Z ,'(;)

n=1

Observacién: Note que se puede escribir:

n

{n) _E: (k} pln-k)

Pij = fij ij nzl
k=0

para todai,j € S.

El espacio de estados estara clasificado en diversos subconjuntos; aunque
puede ser un tnico conjunto si la cadena es irreducible. El tipo de la cadena
de Markov dependerd de la caracteristica que tienen los estados contenidos
en su espacio de estados.

La clasificacién se hara de forma variada (en el caso irreducible). Por
tanto, se ofrece una clasificacién preliminar para los estados de una cadena
de Markov discreta. (Se dice preliminar, por que las siguientes caracteristicas
no son las tnicas, agregando que el caso préximo (i) puede mostrar subdivi-
siones, como se estudiard adelante).

Definicidn 1.2.16. Sea S el espacio de estados de X la cadena de Markov
deserita y j € S, entonces

i. Un estado j es recurrente, st fj; = 1.
ii. Un estado j es transiente, st f;; < 1.

Se entenderd por estado recurrente, dquel del que se estd seguro de que
al partir de ese estado dado de la cadena, regresara a €l mismo en algin paso
futuro. Cuando no se tiene esa certeza, el estado serd uno del tipo transiente.

Teorema 1.2.17. Sea X una cadena de Markov con S el espacio de estados
ei€ S. Entonces un estado i es transiente si y sélo s

(i). Y, P <co.
n=]1
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Un estado i es recurrente si y solo st
oo
(i). Y P =oo.
n=1

Demostrecién. Se demostrardn ambas afirmaciones al mismo tiempo. Si el
estado i es recurrente, entonces con probabilidad 1 la cadena X retornard al
estado i, de donde partird nuevamente y retornard a i, una y otra vez. De
donde, se establece que el nimero de visitas al estado ¢ es infinito y por tanto
que su esperanza también.

El estado i es recurrente si y solo si,

E(ndmero de visitas que X hace a i|Xo =) = 00

Sean i € S, un estado transiente ¢ Y la variable aleatoria que registra el
niimero de veces que la cadena X regresa a i antes de dejar de hacerlo dado
que partié de i. Por definicién (1.2.15) se tiene que la probabilidad de que
X regrese a i dado que partié de i es f;;. De este modo se tiene que Y tiene
distribucién geométrica con probabilidad de éxito {1 — f3).

P(Y::n) = ::(1 —f,—,—),nZO

1
=g
De este modo
1
1— fi

si y sélo si fi; < 1. Por tanto 7 es transiente si y sélo si

ElY]= < 00,

E(nimero de visitas que X hace a ¢ X, = ) < o0.

Se define la siguiente variable aleatoria indicadora

1, si X, =1,
In=
0, en otro caso,
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por lo que 3 > I, es el nimero de visitas a ¢ y de este modo

ZIﬂlko —3 = iE I 'Xg =1] — ZPI(ITI),
n=0 n=0

de donde si el estado 7 es recurrente la suma es 0o y si 7 es transiente la suma
es finita. 0

Corolario 1.2.18. 8ij es recurrente e i < j, entonces i es recurrente, es
decir, recurrencia es una propiedad de clase.

Demostracion. Como i +— j, entonces por definicién de comunicacién exis-
ten n,m > 0, tal que P(") >0, PJ,m ) > 0. Ademis si j es recurrente se tiene
por el teorema 1.2.17,

oo

S R o

n=1]

Sea s 2 0, enlonces por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (teorema,
1.2.6) y siguiendo la demostracién de la proposicién 1.2.10,

(s+m+n) (r) p(3) p(m}
P 2 P PPy

Sumando sobre s y tomando en cuenta que j es recurrente.
+m+n) (r) (3) pim
Yo, By 2 Py (X By) Iy

Jl

dado que P(“) P(m) > 0 y que j es recurrente se tiene que 3 PEF™ = o
y por tanto z €s recurrente. a

Observacién: Una consecuencia del teorema 1.2.17 y del corolario 1.2.18
es que el ser estado transiente también es una propiedad de clase. De este
modo, se tiene que los estados que se comunican tienen la misma clasificacién.

Definicién 1.2.19. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov
X. Sea C una clase de equivalencia en S (inducida por el concepto de co-
municacion, definicion 1.2.9). Se dice que C es una clase cerrada, st es
imposible trasladarse afuera de ells, es decir que, P, =0, paratodo j € C y
kécC.

Se tiene el siguiente teorema para una clase de estados recurrentes. Un
resuitado equivalente es vdlido para la clase de estados transientes.
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Proposicién 1.2.20. Sea C una clase de equivalencia en 5. Si C es una
clase de estados recurrentes, entonces es una clase cerrada.

Demostracion. Sea C una clase de estados recurrentes. Tomei € Cy j ¢ C.
Dado que j ¢ C, entonces 7 y j no se comunican, Suponga que existe k > 1,
tal que R(J-) > 0 y dado que j ¢ C, entonces PJ(:' ) = 0 para todo n > 1 (caso
contrario i +— j y 7 estaria en C). De este modo, si se inicia en i jamas
se regresa a t. Esto es absurdo dado que i es recurrente. Entonces P,-(f) =0
para todo k > 1, por lo que C es cerrada. O

La clasificaciéon de estado recurrente se puede hacer mas fina ain. Para
mostrar ésto se define:

Definicién 1.2.21. Sea X una cadena de Markov discreta con espacio de
estados S. Sea i un estado recurrente. Serd llamado tiempo medio de
recurrencia al estado i a la esperanza del niimero de pasos a dar hasta el
primer retorno a i, es decir, para

R; = min{n > 1|X, =t}

se tiene B[Ri| Xo = i) = 50, nf{. El tiempo medio de retorno a i serd
denotado por ;.

Por lo pronto, se vera cémo utilizarlo para la clasificacién de los estados
de una cadena de Markov discreta.

Una muestra de la utilidad de este concepto la puede dar el teorema
siguiente, que se enuncia sin presentar la demostracidén.

Teorema 1.2.22. Sea consideradea X = {X,,n = 0,1,...} unce cadena de
Markov recurrente, irreducible y aperiddica. Dado Xy = i, entonces

; ) _ 1 e 1
llmn_}oo }Dﬁ = T-ﬂ_f,(,"_) = ;—:

n=0

Nota: Este teorema puede ser consultado en libros de procesos es-
tocdsticos, se recomiendan en la bibliografia a Karlin, Ross 6 Feller en sus
respectivos capitulos de cadenas de Markov y/o teoremas limite.

Sean entonces los siguientes criterios de clasificacién de estados.

Definicidn 1.2.23. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S.
Tome i € S y sea p; el tiempo medio de retorno a i, entonces
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i. el estado i es recurrente positivo, si p; = E{R;| Xp = 1] < 0.
ii. y el estado i es nulo recurrente si p; = co.

Definicién 1.2.24. La distribucidn estacionaria de una cadena de
Markov con mairiz de transicion P y espacio de estados S es una coleccion
de nimeros {n(),i € S} que satisface

(i) 20,  FZom(i) =1
m(j} = L2 (@Py 7=0,1,2, ...

Teorema 1.2.25. Sea C una clase recurrente positiva, aperiddica, con es-
tados 1 = 0,1,2,.... Entonces existen nimeros w(0),w(1), ..., estrictamente
positivos, tales que,

limpac0 P = 7(5)

Ejes F;=1
independiente del valor inicial i y (7(1),...,7(4),...) es determinada por el
conjunto de ecuaciones
m(i) > 0, (i) =1

m(j) = 2o m(§)Py, 3 =0,1,2, ..

Nota: Este teorema puede ser consultado en libros de procesos es-
tocdsticos, se recomiendan en la bibliografia a Karlin, Ross 6 Feller en sus
respectivos capitulos de cadenas de Markov y/o teoremas limite.

Ohbservaciones:
(i). Note que para una cadena de Markov X con todos los estados recurrentes
positivos y aperiddicos, entonces se tiene que X cuenta con una distribucién
limite, es decir, si 7,7 € S espacio de estados y si Pi(;‘) es la probabilidad en
n pasos para X, entonces el limite
: (n)
Jim, P

existe y es estrictamente positivo y no depende del estado inicial 7. Es exacta-
mente en el estudio de este limite que se estard interesado. Es deseable saber
cuando se puede parar una cadena de Markov de modo que su distribucién
es “muy cercana” (a ser especificado posteriormente} de su distribucién en
equilibrio (o distribucién limite).
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(ii). Note que si la cadena X es irreducible, entonces C es inica y si es una
clase recurrente positiva y aperiddica, entonces existe una unica distribucién
limite y esta coincide con la distribuci6n estacionaria de la cadena X.

(iii). Las ecuaciones de la definicién 1.2.24 son también conocidas como
ecuaciones de balance total.

(iv). Saber el tipo de los estados capacitard para determinar si una cadena
de Markov converge al equilibrio donde la distribucién limite es estrictamente
positiva para todo t € S.

Proposicién 1.2.26. Sea X = {X,, : n =0,1,...} una cadena de Markov
con espacio de estados S, matriz de trensicién P = (Pi;)ijes, distribucion
estacionarie m(-) y distribucidn inicial mo(-). Si la distribucidn de probabi-
lidad inicial es la distribucidn estacionaria de X, entonces X,, tendrd la
misma distribucion para todan > 0

Demostracién. Se utilizard induccién matemadtica. Sea j € §, entonces para
n=1

m(G) =Y P(Xo = ))P(X1 = j} Xo =1)

1ES
2
=3 m(i)Py 2 3 w(i)Py = n(j)
€S i€s

(1). Por hipétesis se tiene mo(¢) = 7(%), para toda i € 3.
{2). Definicién de distribucién estacionaria.

Se ha supuesto que el resultado es valido para n — 1, es decir m,_1 (i} =
(i), para todo i € S y se va a demostrar que el resultado vale para n.

m(d) = D P(Xa = j1 Xne1 = 7 (i)
i€s
= 3" Pymacili)
i€s
& Y Pym(3)
i€s
2) .
2 7(5)
(1). Hipétesis de induccion.
(2). Por definicién de distribucién estacionaria. (def. 1.2.24) a

——
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De esta demostracién se puede establecer el siguiente corolario, t

Corolario 1.2.27. Sea X = {X,: n =0,1,...} una cadena de Markouv con
espacio de estados S y distribucidn estacionaria n(-). Si el estado inicial
Xo es seleccionado de acuerde a la distribucién estacionaria, entonces la
distribucion de probabilidad conjunta (X,_1,X,) es dada por

P(Xn =1, Xn—l = 'l) = W(E)R
Demostracion. Tome i € S, por hipétesis del corolario se tiene que

mo(1) = P(Xo =1) = n(d)

Entonces se tiene que para todo:,7 € S

—

P(Xy =4, Xn_1 =1) 2 P(Xp = j|Xno1 = )P(Xn_y = 9)

= P(X,, = j|Xno1 = 1)n—1(7) ('“‘1) W(Z)PU
(]

(1). Por condicionalidad.
{2}). Por la proposicién 1.2.26 y definicién de probabilidad de transicién 1.2.2.

Se puede ahora empezar a tomar un rumbo mads especifico en las carac-
teristicas de las cadenas de Markov en las cuales se estd interesado. De este
modo es definido:

Definicién 1.2.28. Sea nombrada cadena de Markov ergddica a lo
cadena de Markov X irreducible con espacio de estados S, cuyos estados son
recurrentes positivos y aperiddicos.

Observaciones: Es deseable hacer un resumen de algunos puntos que
seran de importancia al analizar la convergencia al equilibrio para una cadena
de Markov.

1. Una distribucién limite es #(j) = limpoo0 P,-g-“) y ésta es independiente
de la distribucién inicial. Nuestro interés serd estimar el tiempo n* de
modo que para n > n*, @,(-) y 7(-) son muy préximas {en el sentido
considerado en el siguiente capitulo). Note que decir que m(-) y (")
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son muy proximas es lo mismo que decir que Pg‘) es muy proxima de
7(+), dado que por el lema 1.2.7,

(i) =Y P& molk)

keS

se toma el iimite de esta expresién y como existe lim,_,, Pi(~") entonces se

J ¥
tiene que

lim ma(5) = Y m(j)mo(k) = x(5)

n—o0
kes

2. La distribucidn estacionaria satisfacera el sistema

o0

(i) 20,y _w(i) = L,x(j) = D _w(i)Py,

ies i=0
para j = 0,1, ... e inversamente cada solucién es una distribucién esta-
cionaria de la cadena de Markov.

3. Cuando existe una distribucién limite, ésta es siempre una distribucién
estacionaria.

4. Pero, una distribucién estacionaria no siempre es una distribucién limite.
Por ejemplo, para la cadena de Markov periddica siguiente, cuya P es

01
P=(3 o)
se afirma que

(n par) __ 10 (n impar} __ 01
P ‘(0 1)' P “(1 0)

por lo que el limite de la matriz de transicién no existe. Para n par y
n impar se puede decirn = 2m yn=2m+ 1, m = 0,1,..., respec-
tivamente. Se demostrara que P®™ y Pm+1) tienen la forma arriba
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presentada. La demostracién sera hecha por induccién. De este modo,
se divide en dos casos, param =0,1,...
(). n=2m y (ii). n=2m+1, m=0,1,...

(i). n=2m.
Para m = 0 es trivial dado que por definicién

10
0
P (5 )

Sea valido para m = k, es decir para n = 2k. De este modo

10
(26) =
P= (s 9)

Se démostrard que la expresidn es valida para m = k +1, es decir para
n = 2(k + 1). Note que,

(2tnt+1)) _ plansd) U pmypay — (1 0 (1 0y _ (1 ©
P =F = PP 0 1/\0 1 01

(1). Por el teorema 1.2.6 de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y
la observacién correspondiente.

(ii). Para n impar la demostracién es similar.

Note que
lim P(Z“) =1 y lim P(2 " =0, cuando j #1i
n—oo n—00
lim PP =0 y lim P{""Y =1, cuando j # i
n—o0 t =00

P(Qn) P[2n+l)

De este modo, se tiene que limp,_ # limy 00 para todo

iy para todo j # 7, limu e P(z") # liMp 00 P(2n+”. Por lo que se
concluye diciendo que no existe la distribucién llmlte

lim P( )

=00
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Note que IT = (3, 1) es la distribucién estacionaria para la cadena de

Markov con matriz de transicidn P, dado que e} sistema de ecuaciones
7P = 7 es dado por,

#(2) =w(l) {(1.7)
(1) ==(2) (1.8)
(1) +n(2) =1 (1.9)

Despejando de la ecuacién (1.9), se tiene que 3 ;.o 7(i) =1
m(2) = 1—n(1}
y sustituyendo en las ecuaciones (1.7) ¢ (1.8) resulta que
(1) = 1 —n(1)
y por tanto
(1) = % = 7(2)

por lo cual IT = (m(1), 7(2)) = (1, ;) cumple con las condiciones de una
distribucién estacionaria.

5. Una cadena de Markov X = {X,,n 2 0} se dice estacionaria, si
las distribuciones de las variables aleatorias X, son idénticas para todo
n>0

1.3 Cadenas a Tiempo Reversible

Considere la siguiente situacién: suponga tener un proceso de produccién
automatizada de cierto objeto; si se dejase a las mdquinas trabajando a solas
durante cierto perfodo y al tiempo que se retornase, sea observado que los
articulos tienen cierto defecto, que se va agravando en cada objeto que va
después de este, de tal forma que el tltimo esta bastante alejado del prototipo.
La primera reaccién es averiguar a partir de qué momento empezd todo el
problema. La informacién que tienes es lo que pasa en el presente y lo que
te interesa es la probabilidad de ocurrencia de cierto evento pasado.

e e
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Las preguntas son entorices: jqué puedo saber de mi pasado, a partir de
mi presente?, ;bajo cudles condiciones?

En los fenémenos de modelado utilizando cadena de Markov a tiempo
reversible el interés es el mismo. Algunas veces es mas ficil entender lo
que pasa en el presente analizando las diversas situaciones del pasado que
pudieran dar origen a lo que ocurre, de tal modo que surge la siguiente
definicién:

Definicién 1.3.1. Sea X = {X,,n = 0,1,2,...} una cadena de Markov
estacionaria con espacio de estados S, con Py,i,j € S su probabilidad de
transicién de un paso yn(j),7 € S, su probabilidad estacionaria. Sea definida
la cadena reversa en el tiempo con respecto a P;; como la cadena
X*={X::n=0,1,2,...} con espacio de estados S y matriz de transicién
Pt = (Iji}),"jes, dada por

)
P = 0 (1.10)

Observacion: La cadena X* con matriz de transicién P* tiene distribu-
cién estacionaria {n(t),1 € S}. Para observar esto note que,

Y r(@)P; = Zﬂ(i)w_srjgﬁ

€S €S

= w(j)Py

S

= W(j)ZPji

€S

ycomo d . o Pi=1

> w(i)Py = w(j).

€S

Definicién 1.3.2. Cuando Py; = P} para toda i,j € S, la cadena de
Markov X se dice que es reversible en el tiempo con respecto a su
distribucion estacionaria w.
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Proposicién 1.3.3. Una cadena de Markov X con espacio de estados S,
malriz de transicion P y distribucidn estacionaria . es reversible con respecto
a7, 8y sdlo si,

®(3)Psi = m(i)P;.

Nota: Este resultado puede ser encontrado en varios libros. Se sugiere
a Ross en el capitulo de cadenas de Markov.

Observaciones:
(1). La proposicién 1.3.3 dice que una cadena de Markov reversible es tal
que €l proceso se mueve con la misma velocidad, tantosi vadeia jode
a i en el tiempo, para todo ¢,j € S.

Proposicién 1.3.4. Si la cadena de Markov X es reversible con respecto a
una distribucton v, entonces v es la distribucidn estacionaria de X.

Demostracién. Sea S el espacio de estados de X y suponga que X es re-
versible con respecto a v. Entonces por la proposicién 1.3.3

v(§) Py = v(i) Py,

Ahora, sumando con respecto a todo j € S se tiene que,

D v()P =Y v(i)Py =v(i) Y Py = v(i)

JES Jj€S JES

y dado que v es una distribucidn, entonces ). ¢ v(i) = 1. Entonces por la
definicion 1.2.24, se tiene que v es la distribucién estacionaria de X. O

1.4 Cadenas de Markov a tiempo continuo

Entre los diversos procesos estocdsticos existe uno cuya particularidad
reside en la introduccién del concepto de periodos aleatorios de tiempo entre
la realizacién de cambios de estado. Para su definicién se necesita de algunos
otros conceptos que seran presentados lineas abajo.
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Definicién 1.4.1. Sea X = {X,,t > 0} un proceso estocdstico a tiempo con-
tinuo, con espacio de estados S = {0,1,2,...}. El proceso X es un proceso
Semi-Markov si cade vez que entra al estado 1 € S

e el prozimo estado serd j con probabilidad Pyj,j € S, 3 e Fij = 1.

o dado que el prozimo estado serd j € S, el tiempo gastado en i antes de
cambiar e J tiene distribucidn F;.

Observacién: Se debe hacer notar que en el concepto de proceso Semi-
Markov, para hacer cualquier tipo de prediccidn se tiene necesidad del periodo
de tiempo gastado en cada estado.

Con lo anterior y con ayuda de lo revisado en las cadenas de Markov a
tiempo discreto, se abordara este tema con mayor soltura.

Sea un proceso estocastico T, en particular T’ = [0, 00} y su conjunto de
valores S finito o infinito numerable.

Definicién 1.4.2. Serd llamada cadena de Markov a tiempo continuo
al proceso X = {X; : t € [0,00}}, tal que para todo 5,t > 0 e 4,j,Ty € S,
0 <u < s, se tiene

P(Xepa = | Xo = 6, Xy = 5,0 S u < 8) = P(Xops = jl Xy = i) = Py(s,t),
y st

Py(s,t) = Py(t), i, €5, t>20
entonces X es homogénea en el tiempo.

De este modo es respetada la independencia entre los estados pasados y
los estados futuros, dado los estados presentes.

Una cadena de Markov de tiempo continuo también puede ser definida
de la siguiente forma:

Definicién 1.4.3. Una cadena de Markouv de tiempo continuo X =
{X,:te[0,00}} es un proceso semi-Markov, tal que

1. dado que la cadena X entra en el estado i € S, el prézimo estado serd
§ € 8,7 # i con probabilidad P;;, donde )., Py =1.
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2. F; es una distribucidn ezponencial con pardmetro v;, es decir para 7;
el tiempo gastado en i antes de pasar a j # 1, se tiene

P(1; > t) = exp(—w;t).

Observacion: Un estado i tal que v; == oo es llamado estado instdntaneo,
pues el abandono del estado es inmediato. Si el estado es tal que ; = 0,
entonces ¢ es absorbente.

Al introducir una medida de tiempo, se puede saber la rapidez de tran-
sicién de un estado a otro, que es de lo cual se encargan las tasas. Asf pues
la tasa de transicién es la rapidez con la que pasa de un estado a cualquier
otro diferente.

Definicion 1.4.4. Sea X = {X, : t € [0,00)} una cadena de Markov con-
tinua como en la definicion 1.4.3. De este modo parai,j € S,i # j se tiene
que la tasa de transicion de i a j, es definida por

¢i; = viFy;. (1.11)

Observacién: Note que por la definicién de tasa de transicién de ¢ a j,
i # j y la definicién de cadena de Markov continua, se tiene que

Z%‘ = ZViPij = Vizpij =y
J#i J#i J#
Algunos ejemplos de cadena de Markov continua son los siguientes:

1. Procesos de nacimiento y muerte

Un proceso de nacimiento y muerte es una manera de describir el nimero
de individuos con los que cuenta una poblacién. Este mecanismo serd descrito
por una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados S =
{0,1,...} para la cual la tasa de transicién para i,j € S, # j serd

Q5 = 0,

siempre que |z — 7] > 1.

Esta 1ltima condicién permitira un sélo nacimiento o una sola muerte a
cada periodo de tiempo considerado. Las tasas de transicién serin renom-
bradas de la siguiente manera g¢;;,; = J;, tasa de nacimiento; ¢;;_, = p;,
tasa de muerte. Cuando i =0,

H =0.
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Para §' = {0,1,..., N} se tiene que agregar la condicién Ay = 0.
Dado que v; = Z#i gi; ¥y que ¢;; = 0 para j # ¢ — 1,7 + 1, se obtiene que,
vi=y; + A, cont >0

Para determinar nuestras probabilidades de transicién se ha tomado,

@; = Pjv;,  para todai # ;.

Entonces

qij
P, =4
17 U"

Para este caso, con ¢ € S, se tiene

it Ay .
P- . = 2 = = -
ii+1 v /\i T ) 1 0,1,2,
Gii—1 Hi .
P =2 — =
$,i-1 i )\i + " con 2 0, ].,

Observacién: Existen...

1. algunas variantes de este proceso, donde la muerte y ¢l nacimiento son

actividades que incrementan o decrementan el nimero de algiin objeto
de estudio o activan/desactivan cierta actividad.

Sea un sistema M/M/s, es decir un sistema donde se actiia segiin la
notacién usada: la primera letra M representa el tiempo entre llegadas
de clientes que es distribuido exponencialmente, la segunda letra M
representa la distribucién del servicio dado, que también es exponencial
y s es el nimero de filas del sistema.

Los tiempos entre llecgadas son expouencialmente distribuidos con me-
dia §. Cada cliente que llegue al sisterna serd atendido si se encuentra
un servidor disponible; en caso de que no lo haya, se forma una fila de
espera. Bl servicio es sucesivo. Se considera que el servicio y la llega-
da de clientes es mutuamente independiente. Los tiempos sucesivos de
servicio son variables aleatorias exponenciales con media ‘—1‘ Sea X, al
nimero de ocupantes del sistema al tiempo ¢. El proceso {X,,¢ > 0},
tendra la siguiente regla de correspondencia en relacion a sus dindmicas
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de “nacimiento” (entrada al sistema) y “muerte” (salida al sistema}.
Sea 1,,n > 1 la tasa de “muerte”, si existen n individuos en el sistema.
Entonces para
ng sil<n<s
T = .
sp sin>s

Sea A, la tasa de “nacimiento” si existen n individuos en el sistema.
Entonces A, = A,n >0

2. MODELO LINEAL DE CRECIMIENTO CON INMIGRACION.

En este modelo interviene un factor externo, la inmigracién. Suponga
que cada individuo genera otro con tasa A y que muere con tasa p.
Sea 6 la tasa de inmigracién. Nacimiento, muerte e inmigracién son
independientes para cada individuo y a los eventos pasados y futuros.
Si se tienen n > 0 individuos en la poblacién, entonces la tasa de
nacimiento serd A, = ni+#6, considerando como nacimiento todo lo que
le de entrada a uno ¢ mas miembros a la poblacién. Si se tienenn > 1
individuos en la poblacidn, entonces la tasa de muerte serd g, = nu,
pues cada individuo cuenta con esa tasa individual 4 de muerte.

3. PROCESO DE NACIMIENTO PURO.
Un proceso de nacimiento puro es un proceso donde sélo ocurren “na-
cimientos”, es decirque i, =0, paratodan>1y A, >0, n > 0.

1.4.1 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.

Recordando las probabilidades de transicién en una cadena de Markov a
tiempo continuo, se tiene

Pij(t) = P(Xi-i-s = JI X, = i) (1'12)

Si se desea averiguar algo acerca de la posicién de nuestros estados en el
futuro, se puede aprovechar la propiedad de Markov. Se enuncian las ecua-
ciones de Chapman-Kolmogorov correspondientes a las cadenas de Markov
continuas.
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Proposicién 1.4.5. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
Para toda 5,t,1,7 € S.

Pij{t +s) ZP:I: (£) Pr;(s) (1.13)
kes

Demostracidn. La demostracién es similar a 1a presentada en el caso discreto,
por lo que se omite. a

Observe que en ¢l caso discreto para el cdlculo de la probabilidad de transi-
¢idn en n pasos se utilizan las ecuaciones de Champman-Kolmogorov 1.2.6 de
manera recursiva. Para el caso continuo, al usar las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov se necesita de la probabilidad de transicidon expresada reciente-
mente en la ecuacién (1.12). Para calcular estas probabilidades se utilizan
las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov y para su presentacion se recurre
con fines practicos al siguiente lema.

Lema 1.4.6. Parai,j € S se tiene:

1. limgg Llfl‘—"(ﬂ = v, tasa de retirada i.

2. limy.,g M = gi;, 1 F# 3, tasa de transicidn de i a j.

Teorema 1.4.7. ECUACIONES BACKWARD KOLMOGOROYV.

Sea X = {X,;:t € [0,00)} una cadena de Markov con espacio de estados
S y matriz de transicién P(t) = (P;;(t))ijes. Entonces para todat,j € S y
t>0.

Pli(t) = Z qixPej(t) — viPy(t)

k#ikeS

Demostracidn. Se divide la demostracién en dos partes. En la primera, se
cuenta con S espacio de estados finito y en la segunda S con espacio de esta-
dos infinito numerable. Suponga S finito. Por las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov de la proposicién 1.4.5 , se puede expresar,

Py(t+h) = Pa(h)Py(t).
keS
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De esta igualdad se tiene que

Pt +h) = Pa(h)Py(t) + ) Pu(h)Pej(t)
k#i

= Py(h)Py(t) + Z Pu(h) Pe;(t) + Py (t) — Py(t).
ki

Agrupando los términos convenientemente, resulta que

Pyt + Ry = Py(t)[Pulh) — 1]+ D Pul(h)Pi{t) + Py4(t)
ki

¥ por lo tanto,

Pj(t+h) — Py(t) = Y Pu(h)Pej(t) — (1 = Pu(h)) Py (2).
ki

Dividiendo entre k, se obtiene,

P;{t + k) — Fy(t) _ Pik(h)P (1) — (1_—_PL(hDP(t)
A kz#; ki h ]

Finalmente, haciendo h — 0 y usando el lema 1.4.6 y la definicién de derivada
se tiene que

Py(t) = quPy(t) — viPy(t)
ki

Tome ahora S infinito numerable. En este caso se tiene que analizar la
expresion

. Py (h

lim —'-,i—)ij(t)

R0 pery h

en dos casos por separado. Se tiene que demostrar que

lim Z P (h) Pi(t) = ZQikij(t).

h—0 pory h ki
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Note que por definicién de limite se tiene que

lim inf a < hm e < limsup a,. (1.14)
h-20 -0 h-+0

Si el limy,_,p @, existe, entonces

lim mf a, = llm ap = limsup a,.
h=0

De este modo, si se demuestra que
(2). lim inf Z Pulh )2 Y quPiy(t)
k£ k#i
Y que

- Pix(h)
(43). lim sup ; — Des(t) < gq,-kij(t)

entonces usando la ecuacién (1.14) con ap = 3, ; i’;l@Pk,-(t), se obtiene que

3 g Pas(t) <11mz Palh) pt) < 3 aanPustt)

k#i k#i

y el resultado se sigue.

(i). Tome a M € S fijo y arbitrario, entonces

Z it Pi; (t) —hmmf Z ‘k(h PkJ

kpik<pM kA k<M

tk(h)
h

<limi Pt
_hmlnf . k,?( )
ki
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dado que M es arbitrario, la expresién vale para todo M. De este modo,

hm 1nfz ‘k(h)Pk_, Z ik Pi; (1)

ki k#Ei k<M

(ii). Tome ahora M € S, arbitrario tal que M > i. Entonces

) FPi(h . Py(h . Pu(h
Amsupz kh( )ij(t) W ,lll_I,I}JSUP z kh( )ij(t) + iﬂsup Z Kl )Pk_,-(t)
i kfik<M k2M
(2) (h
llm sup Z ff Pyj(t) + llm sup Z ‘kh )
ki k< M k>M
(3) 1. Py(h) B
= J{1_:{(1)511}) E A Pk,(t) + llm sup [ (1 Z: P h))]
kfik<M
2 (R) . 1
= hm sup Z kh.( Py (t) + ’II% sup [h( — Py(h) ~ Z Pl h))]
k#Ei k<M k#i k<M
4 Z lim su ka(h)P . . 1—-Pa(h) . Pu(h)
= p %i(t) + lim sup ————= Z lim sup ——=
kgipam 0 h=0 h kgigem P h
@ > Pyt +v— D
keti k<M ki k<M

(1). Dividiendo la suma en & > M y k < M. Noteque M >iyk > M,
entonces k > ¢ y obviamente k 3 i.

(2). Py(t) < 1.
(3). ZkZM Pu(h)=1- Zk«:M Pi(h).
(4). Con suma finita cabe la posibilidad de intercambiar la suma y el limite.

{5). Lema 1.4.6.
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De esta forma se tiene que para toda M > i vale

. Pi(h)
E.r(’) sup Z = Pii(t) Z ik Pt} +vi — Z Gix

k#i k:;ﬁl. k<M kti k<M

tomando el limite cuando M tiende a infinito, se obtiene

llmsupz Pu(h) Py;(t) < Z girPi;(t) + v; — z Qi

h-s0 £ ki keS ki keS
6
@ Z Gix Pej () + vi — v;
ki kES
Py (R
limsup Z : ij(t) <Y quPy(t)
h=0 4t ki

(6). vi =3 s s %

De esta forma (i), (ii) y de la ecuacién (1.14), sigue que

lim 3 PR = 3 auPity

ki ki

y por lo tanto

: Py(t+h) — Pyt
P;(t) = lim i1 f)a yt) _ Z gix Pii(t) — viPy(t)
ki keS
con lo que queda la demostracion terminada. a

Teorema 1.4.8. ECUACIONES FORWARD KOLMOGOROV.
Pare toda t,j yt >0

P(t) = 3 s Pi(t)aks — v Py (2)-
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Demostracion. La demostracién aunque similar adhiere otros supuestos mas
a los expuestos en la demostracién anterior para establecer su validez.

Nota:Para una mayor informacién consultar Parzen, Feller, Karlin, Ross.
i a

Una aplicacién sencilla del teorema 1.4.7 (6 teorema 1.4.8), es el célculo
de P;;(t) cuando la cadena de Markov X = {X, : t € [0, 00}} tiene solamente
dos estados, es decir § = {0,1}. De este forma, se considera una cadena
de Markov a tiempo continuo, con S = {0,1}. El tiempo que pasa en cada
estado antes de hacer una transicién se distribuye exponencialmente de la
siguiente manera. Si se encuentra en 0, se permanece en 0 por un espacio de
tiempo exponencialmente distribuido con pardmetro A antes de cambiarnos
a 1. Sise estd en 1, se permenece en 1 por un espacio de tiempo exponencial-
mente distribuido con pardmetro 7 antes de ir a 0. Por tanto, estableciendo
las ecuaciones Forward Kolmogorov, se tiene para i,j € S.

Pi(t) = Pa(t)ge; — viPy(2)
k#i
Pyo(t) = Poy(t)quo — voFoo(t)
= Py (t)n — APslt)
Py (t) + Poo(t) = 1
— n(1 = Pu(t)) - APool?)
=1 — (7 + A) Poolt)

De donde resulta el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

=n — (14 A)Poo(t)
A= {n+A)Pult)

(a).  Poolt)
b). Pt

Las ecuaciones (a) y (b) pueden ser resueltas con una técnica muy sencilla.
Se verd como resolver la ecuacién (a). Para la ecuacién (b) el proceso es
similar con las cambios necesarios,



38 CAPITULO 1. INTRODUCCION A CADENAS DE MARKOV

Pog(t) + (0 + A)Pro(t) = n
exp ({7 + A)t) (P (t) + (n + ) Poo(t)) =nexp(A + n)t

%(Poo(t) exp((n + A)t)) =nexp((A + n)t)

fo d%(Poo(S) exp{(n+ A)s))ds = /0 nexp((A +n)s)ds

n i
t t — = [ —
Poo(t) exp((n + A)t) - 1 7+ 1 oP((n+ ) m——
__n_ A _
Py(t) = r]+)\+n+)\exl)( (m + A)¢)
De manera aniloga se tiene
A 1
Paty= 2 -
n(t) n+,\+n+,\exP( {n+ X))

y basindose en que
Pm(t) = ]. - P]l(t)
For(t) = 1 — Py(t)

se obtienen las expresiones para P;(t}, 1,5 € {0,1}.

1.4.2 Probabilidades limite para una cadena de Markov
continua

Algunas notaciones necesarias son:

(). Sea II; la distribucién de tiempo que una cadena de Markov continua
gasta en 7 antes de hacer una transicién por §; su media.

(ii). Sea T}; el tiempo entre transiciones sucesivas al estado .

Definicién 1.4.9. Sea Z > 0, una variable aleatoria. Se dice que Z es
“attice”, si existe d > 0, tal que 3 oo P(Z = nd) = 1. Es decir, Z es
lattice st toma solamnente valores mailtiplos de d, para alguna d > 0. La d
mds grande que cumple lo anterior corresponde con d(Z), periodo de Z.
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Definicién 1.4.10. Sea X, una variable aleatoria que registra el estado vi-
sitado, en el n-ésimo cambio de estado, por el proceso de Markov X = { X, :
t > 0}. Entonces X' = {X!,n =0,1,...} es una cadena de Markov con
espacio de estados S y matriz de transicion P = (Py),1,7 € § y X' es
llamada cadena de Markov antidada en X.

Observacién: Note que si X' es una cadena de Markov irreducible y X
es una cadena de Markov anidada en X', entonces X es irreducible.

Se enuncia el siguiente teorema sin presentar la demostracién porque in-
volucraria conceptos que no serian utilizados en lo restante de esta tesis.

Teorema 1.4.11. Sea X = {X, :t € [0,00)} una cadena Markov continue
trreducthle, con espacio de estados S, T;; con una distribucidn no-lattice, es
decir, X es aperiddica y X' = {X.,n > 0} la cadena de Markov anidada
recurrente positiva y con distribucidn estacionaria w(i),t € S, entonces

. . . . w (i)#i

P(i) = lim P(X; =1i|Xpy = j) = m=——— 1.15
( ) troo ( ¢ | 0 ) ZjeSW(J)#j ( )

independiente del estado inicial.

Nota: El resultado se encuentra en libros de procesos estocdsticos. Se
sugiere Ross, contenido en los capitulos: cadenas de Markov y cadenas de
Markov a tiempo continuo.

Observacién: Note que bajo las condiciones del teorema 1.4.11 se tiene
que la distribucion limite para X = {X, : t > 0} existe y es dada por la
ecuacién (1.15).

Proposicién 1.4.12. Sea X = {X, : t € [0,00)}, una cadena de Markov
continua satisfaciendo las condiciones del teorema 1.4.11. Entonces el limite

lim P(X; = j| X, = 1)
t—o00
eziste y es tal que

lim Py(t) = P(j),j € S
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con

m(7)
P(j)==—-5Jj€S,
Zies_.,(‘-l

donde w(-) es la dnica solucién no negativa de
7(j) = Z?r(i)P,-,—, Zw(i) = 1.
i€s i€S
Demostracidn. Es una aplicacion directa del teorema 1.4.11, dado que

=)
P(j) = 5
>
Una cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso Semi-Markov con
Fij(t) = 1 — exp(—wu;t); de este modo, y; en el teorema 1.4.11 es tal que

1 .
p'l'='_17'€S
,

y el resultado se sigue. O

Observacién: Note que de la proposicién 1.4.12 y de la definicién de
tasa de transicién 1.4.4 se tiene que P(i),? € S es la solucién del siguiente
sistema de ecuaciones

viP() =3 P@)ay
Z: P(j)=1.

La interpretacién de las ecuaciones (1.16) es la siguiente. La expresién
v;P(j) corresponde a la tasa a la cual el proceso sale de j y Z'.# P(i)q;;
representa a la tasa a la cual el proceso entra en j. Entonces las ecuaciones
dicen que la tasa con que el proceso deja un estado es la misma con la cual
entra en este mismo. De este modo ellas son el equivalente a las ecuaciones
de balance total para el caso de cadenas de Markov discretas.

(1.16)
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Definicion 1.4.13. Cuando una cadena de Markov a tiempo continuo es
irreducible y P(§) > 0, para tode j € S, se dice que es ergddica.

Ejemplo: Proceso de nacimiento y muerte.
Sea X = {X,:t € [0,00)} un proceso de nacimiento y muerte. Se tiene que
la tasa de salida de un estado es equivalente a la tasa de entrada al estado.
Por tanto, se considera el siguiente sistema,

A P(0) =mP(1)
M P(n) + A P(n) = P+ 1)+ A1 Poy, conn > 1.

La solucion de este sistema es dada por,

P(m) = 2202 Np(g) p g
Mfp-1°"

Esto se demuestra por induccién

AeP(0) =mP(1)

1.17
1P(2) + MP(n) =t Pr+ 1) + A Pla—1) O
para n = 1, se tiene de las ecuaciones (1.17)
Ao Ao
P(1) = — P(0), P(2)= P(0
(1) 171() (2) 7?1772()
suponga que sea valido para k < n, es decir
AgAL - Agoy
P(k) = ——P(0
(&) 12 Tk (©)
{1.18)

y se desmostrara la validez para k + 1. De las ecuaciones anteriores (1.17)
conn=§k
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M Pk + 1) + A1 Plk — 1) = (A + ne) P(k)

(Ax + m) Ak-1 1p

Plk+1) = P(k) — Plk-1)
k41 MTh+1
A+ Ao Ape A1 A0 Ape .
(é) kT Tk Ao k lP(O) Ak-1 A0 k QP(O.
Me+1 T 7T Tes1 Mo " The—1
_ Mt Ao A P(0) - Ao )‘k—zf\k-l P(0)
Me+r Tk Wit el Tt
Ag- o Ap— 1P(0)
T e ——— + —
MM Dent [ e ""]
At Ao P(O)A
=X
e Teqr
Ag et Apo
Pl +1) = 2 M=1he pq)

e e+

(1). Por la ecuacién {1.18). Sea que por la hipétesis de induccién p{-) tienc
quc satisfacer

> Pn)=1,

n=0

es decir,

[= <]

> P(n)+P(0) =

n=1
entonces

P(0) +Z Anz2dnct pogy
n=1 -1k

P(0) (1+Z_“_£'L2_/\‘_‘1)—1

n=1 TinTin—1 L}

= (14 £ Attty

n=1
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Y
P(n) = An—1An—2 - XAp (1 4 i An-1Ap—2" " A0)“
TMim-1-"""T nel Mafe—1-"""
paran > 1.

Para que las probabilidades limites sean estrictamente positivas se debe
de cumplir como condicién que

oo

Z ’\n—l)‘n--il Tt ’\0
—_— < 0.
Miln-1"""M

n=1



Capitulo 2

Acoplamiento y cadenas de
Markov

“The proper business of probabilists is calculating probabilities. Often
exact calculations are tedious or impostble, so we resort to approzimation.”

D. Aldous.
Probability approzimations via the Poisson Clumping Heuristic.

2.1 Introduccién

Este capitulo tiene como objetivo exponer el uso de la técnica de aco-
plamiento para estimar el tiempo de llegada al estado estacionario de una
cadena de Markov ergédica. Este tiempo para llegar al estado estacionario,
tiempo de corte.

El tiempo de corte para una cadena de Markov ergédica es el tiempo
n*, tal que, para n > n* se tiene a P(X, = -) distribucién muy cerca de la
distribucién estacionaria 7(-), de modo que se puede considerar que la cadena
se encuentra en el estado estacionario y usar las distribuciones para obtener
informacidn sobre el fenémeno modelado por esta(s) cadena(s) de Markov.

La distancia de variacién total y la distancia de separacién total
seran definidos en la siguiente seccién siendo los medios utilizados para medir
la diferencia entre P(X,) y 7.

El acoplamiento tiene un gran campo de accién. En las siguientes paginas,
el acoplamiento para cadenas de Markov obtendra una cota superior para la

45
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distancia de separacion total y la distancia de variacién total con ello se es-
timara el tiempo n* que hace a esta cota suficientemente pequenia. Entre di-
versos métodos semejantes en objetivo al acoplamiento se pueden mencionar
tiempos fuertes uniformes, andlisis de Fourier y ordenamiento estocdstico.

Serdn presentados los resultados para una cadena de Markov del tipo
discreto, aclarando que resultados semejantes valen para una cadena del tipo
continuo bajo caracteristicas particulares.

2.2 Distancia entre distribuciones

El trabajo a realizar establece de manera natural algiin concepto que
otorgue un .pardmetro que establezca “cercania” o “lejania” entre dos dis-
tribuciones cualesquiera. En nuestra posicién es inmediato pensar en medir la
distancia entre distribuciones a usar: la distribucién de la cadena de Markov
al tiempo n (6 ¢) y la distribucién de equilibrio (o estacionaria). Esto explica
la existencia de este apartado.

2.2.1 Distancia de variacidén total

La distancia de variacién total ayudar4 a medir la distancia que separa dos
distribuciones de probabilidad definidas sobre un mismo espacio de estados
de un espacio comtin de probabilidad.

Definicién 2.2.1. Sea S un espacio de estados, A C S y Qi1 = 1,2 dis-
tribuciones cualesquiera sobre S. Entonces se llama distancia de variacidn
total a

d(Ql,Qz) = ”Ql - Qz”
= 3( 106 - @ul0))

€8

Y max |Q,(A) — Qa(A)].

ACS
(1) Ver referencia en Aldous y Diaconis (1986)

Dado que la definicién 2.2.1 es aplicable a dos distribuciones cualesquiera,
se puede reformular esta definicién a un caso con ciertas caracteristicas es-
pecificas.
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Definicién 2.2.2. Sea P, una matriz de transicidn ergddica de una cadena
de Markov X = {X,:n=10,1,2,...} con S espacio de estados. Sea ip un
estado inicial cualquiera y 7 la distribucidn estacionarie dnica. Sea indicado
por Py (X,) la distribucion al tiempo n de X dado que X, = iy, es decir,
P (Xn = j) = P(X, = j|Xo = ip), entonces la distancia de veriacidn
total entre la distribucion ol tiempo n(6 t) y la distribucidn estacionaria es:

di(n) = | Py (Xs) — 7|

Sea definida ademds,
d(n) = ma'xioes{dio(n)}

Observaciones:

1. Suponga que inicialmente los estados en el espacio en el cual se trabaja,
tienen igual probabilidad, es decir, el espacio es equiprobable, se puede
asegurar que,

d;, (t) = d(t), para todo iy € S,

pues no hay dependencia explicita sobre el estado del cual parte la
cadena X. Haciendo referencia a las distribuciones estacionarias, se
tenia que Pj;(n) — w(j), cuando n — co. De este modo

diy(n) = |Pyp(X,) — 7| = 0, cuando n — oo
es decir d(n) — 0, cuando n — oo.

2. Note que de la definicién de d(n} se da naturalmente que 0 < d(n) < 1,
asumiendo que d(n) > (. Ahora se tiene que por definicién:

Z 1PS) — n (i)

:eS
1)1 n :
< D IPR1+ DI @)]
€S IES

(2

‘_,

1.

(1). Por la desigualdad del tridngulo |a + b] < |a] + 1] y del hecho que
las funciones de probabllldad son positivas.

(2). Del hecho que Z:es g =1Y Diesm(i) = 1.
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3. Se tiene también que d(n) es una métrica. Esta afirmacién es ficilmente
demostrada dado que para cualesquiera Q; y Q, en un mismo espacio
de estados.

i. d{Q1, Q2) = d(Q2,Q4), dado que,
Q1 (4) — Q2(AN = (-1)[Q2(4) — Qu(A)]|l = |Q2(4) - @, (4)]|

il. d(@1,Q2) =0, siy sélo si Q,(A) = Q,(A) para todo A C S, es decir, si
y solo si @; = @

iii.

dQ1, Q) = 5 3 1Qi6) - Qu(i)

)
2ZIQ1 ~ Qu(i) + Q2(4) — Qs
€S
< 2371010 — Q] +12:) - @56l
1&.5‘
—Zt@ (3} — Q)] + 5 Z|Q2 (2) - Qs(i))
i€S 1€S

=d(Q:, Q2) + d(Q2,Q3)

para toda Q,,7 = 1,2, 3 definidas en el mismo espacio de estados.

(1). Desigualdad del tridngulo |a + b] < |a] + |b]

Se establece en el capitulo 1, en la seccién de cadenas a tiempo reversible,
en la definicién 1.3.2, que cuando P; = P}, para toda i,j € S, la cadena
de Markov X se dicc reversible en el tiempo con respecto a su distribucién
estacionaria w.

La relacion de este hecho con la distancia de variacién total queda ex-

puesta en el siguiente lema.

Lema 2.2.3. Sea d(n),(d*(n)) la distancia de variacidn total para una cade-
na de Markov X reversible en el tiempo, (para su cadena de Markov reversa
X*). Entonces

d{n) = d'(n)
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Demostracidn. Sea S el espacio de estados de X = {X,, :n = 0,1, ...} y sean

P = (H(J-")).- jesy PV = (P‘-}(")),- jes, las matrices de transicién de n pasos

para X y su cadena reversa X"

din) =3[P —n) =3 |P{M - a] = d'(n)

JES jEs
De donde se establece que si la cadena de Markov es reversible, basta analizar

una cota superior, ya sea para d(n) 6 para d*(n). (I

2.2.2 Distancia de separaciéon total

Definicion 2.2.4. Sean @y, Q@ dos distribuciones de probabilidad cualesquiera
en un espacio de estados S. Serd llamada distancia de separacion total a:

S(le Qz) = MaXeg (1 - a‘;%;%)
Observaciones:
i. Note que 0 < 5(Q,,Q2) < 1.

ii. También se tiene que s(Q), ) no es una métrica. Esto se verifica al

notar que
5(@1,Qa) = max(1 - 21
no siempre es igual
(@0 Q) = max(1 - 20)

para (; y @, probabilidades en un mismo espacio de estados S.

Andlogamente a la definicién de distancia de variacién total (2.2.1), se
puede particularizar dando la siguiente definicién.

Definicién 2.2.5. Sea P una matriz de transicidn ergddica de una cadena
de Markov, con S espacio de estados. Sea iy un estado inicial cuglquiera y
7 la distribucidn estacionaria tinica. Sea P, (X,), la distribucion al tiempo
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n de X dado que Xy = ip. Sean Q, = P, ,(X,) y Q2 = =, se tiene que la
distancia de separacidn total es:

También se define:
distancia mdxime de separacidn por,
P
s"(n) = maXiyes 5ip{n) = maXiyes (1 - 7(‘})—)

Observacidén:
1. Cuando se tiene un espacio en el cual todos los estados cuentan con la mis-
ma probabilidad no se depende del estado inicial, por tanto s*(n) = s;,(n),
para todo iy € S.

2. Cuando se tiene una cadena de Markov a tiempo continuo las defini-
ciones de distancia de variacién y separacién total son las mismas, solamente
la notacién cambia de s;,(n) a 5;,(t), s(n) a s(t) y de di(n) a dig(¢), d(n) a

d(t). Dado que en las aplicaciones se va a tener una cadena discreta, se usara
la notacidén para tiempo discreto.

Proposicién 2.2.6. Para algunas Qy, Q, distribuciones en un mismo espa-
cto de estados S, sucede que,

d(Q1,Q2) < (@1, Q2)
Demostracidn. Sea S el espacio de estados. Defina
B={ie5:Q:%) < Q(i)}
entonces el complemento de B es

Be={ie 5:Q.(1) > @01)}.
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De este modo, se escribe

w1

d(@1,Q2) = Z |@Q1(2) — @20)
IES
—Ein (6) ~ Qa(3)] + 5 Z 1Q1(5) ~ Q:(3)|
i€B IEB
= [ Q:6) - @) + T (@0 - @)
icB H
@l [Z(Qg(z - Q) + Y (1 - &) - (1- Q0))]
ieB ieR
= 5[ @) - i) + Y@at) - 1)
ich ieB
= (@) - Qi)
€8
S o @)
—galew)
Qi(k)
<> @0pa (- )
Qu(k)
= ey ( Q2(k) )ZQz(l)
(3) (k)
< max (1 - Qz(k))
= 5(Q1,Q2)

(1). Definicién de d(Q:, @2)-

(2). Dado que P(A¢) = 1 - P{A) para A un subconjunto del espacio de
estados donde P esta definida.

(3)- Dado que },.p Q1(3) < 1. 0O
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2.3 Tiempo aleatorio y tiempo de paro

Al hablar de acoplamiento se verd que un concepto fundamental sera el
tiempo de acoplamiento, es decir, el tiempo que tarda para acoplar los proce-
s0s que se estaran estudiando. Es de interés que este tiempo de acoplamiento
sea finito. También se estudiard que este tiempo de acoplamiento es una va-
riable aleatoria que cumple con ciertas propiedades. Son exactamente estas
propiedades que se estudiardn en esta seccién.

Definicién 2.3.1. La variable aleatoria T con wvalores en {0,1,2,...,00},
es un tiempo aleatorio con respecto a {Y,}, si para cade n = 0,1,..., el
evento {T = n} es determinado por {Yp, Y1,...,Ys}, es decir, conociendo
el conjunto de observaciones Y;,Y),...,Y,, se indica si existe la igualdad
T=mn ono.

Esto significa que la funcidn indicadora del evento {T = n} es una funcién
de Y5, Yy, ..., Y,.

Sera nombrado un tiempo de paro a iquel en el que se decide que una
actividad se detenga. Se evaluard ese tiempo en conjuncién a los intereses
buscados.

Definicién 2.3.2. 5i T es tiempo aleatorio con respecto a alguna sucesion
de variables aleatorias {Y,} y P(T < o0} = 1, entonces T es un tiempo de
paro.

Observacién:
1. Una forma de notacién de los tiempos de paro utilizada es la siguiente:

1, siT=n

Itr=ny = Itr=n)(Yo, ... Ya) = {0 siT # n.

Con esto se determina {T" > n} ,{T > n} ,{T < n} ,{T < n}. Por
ejemplo,

Iirgny = Z Ier=iy(Yo, ..., Ya)

k=0

firsny) =1 — Iir<n)

2. Algunos ejemplos de tiempos de paro son los siguientes:
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(i). El tiempo constante, T = k, para toda (Yq,...,Ys)

0, sin#k

ler=m (Y, Ya) = {1 sin=k

(ii). La primera vez que el proceso ingresa a un subconjunto
T(A) = min{n|Y, € A}

0, en otro caso

Iiray=n)(Yo, ..., Yo) = {1 SV €A

Propiedades: Algunas de las propiedades de los tiempos de paro son,
i. Si Sy T son tiempos de paro, entonces S+ T es un tiempo de paro dado
que Jis4r=n) = 2 pp dis=t)[(T=n—k)-

ii. El més pequefio de dos tiempos de paro S,T denotado como SAT =
min{S, T}, es un tiempo de paro, dado que fisarsn) = fis>n)l(Ton)-

iii. El mas grande de dos tiempos de paro, conservando la notacién SVT =
max{S, T}, es un tiempo de paro, dado que I(svr<a) = L(s<n)f(7<n)-

Las consideraciones hechas desde el principio de esta seccién permiten definir:

Definicién 2.3.3. Sean X = (X,,,n 2 0) y X' = (X},n > 0) dos procesos
cualesguiera en un mismo espacio de probabilidad. Un liempo de paro, T es
llamado tiempo de acoplamiento si,

T =inf{n: X} = X,}.

Este concepto abre paso a la siguiente seccion.

2.4 Método de acoplamiento

Lo que se estudia en esta seccion es el caso de acoplamiento entre cadenas
de Markov. La importancia del acoplamiento reside en que es uno de los
métodos de mayor uso dentro del campo de la probabilidad. (Con el fin de
estudiar otros ejemplos de aplicacién, referirse a Lindvall (1992)).
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El método de acoplamiento consiste en la construccién de un espacio de
probabilidad bidimensional con base en dos espacios de probabilidad unidi-
mensionales.

La técnica de acoplamiento nace con Doeblin (1938). En la década de
los 70’s hubo un gran avance en los resultados de acoplamiento en el tema
de cadenas de Markov. Desde esta época varios trabajos (tedricos y apli-
cados) fueron desarrollados con esta técnica, por ejemplo, Griffeath (1975),
Thorrisson (1986), Diaconis (1992), entre otros. Se mostrars inicialmente la
definicién de acoplamiento entre dos versiones de una cadena de Markov con
espacio de estados S y matriz de transicién P. De este modo se tiene:

Definicién 2.4.1. Sea X = {X,,n > 0} un proceso de Markov con espacio
de estados S y matriz de transicion P. Se fija iy,1y € S estados, X' es la
version del proceso X dado que Xy = iy y X? es lo versidn del proceso X
dado que Xy = 1;. Se construye un proceso

(XLXH)={{X,X)H:n=0,1,2,...}

de dimensidn £ y sea T = inf{njX]} = X?}.
Note que, X} = X2 en {n > T}. Elproceso (X', X?) es llamado acoplamien-
to y T es el tiempo de acoplamiento.

Observaciones:
1. Note que para cada n = 0,1, ... se tiene que X! se distribuye como X,

con la cadena empezando en ¢; y X2 se distribuye como X, con esta cadena
empezando en ;.

Se muestra a continuacién un resultado que serd fundamental dentro de
la aplicacién del acoplamiento para acotar superiormente la distancia de
variacién total. El mismo resultado es vilido para s(n).

Teorema 2.4.2. Sean X' ={X!:n=0,1,..} y X*={X2:n=0,1,...},
procesos estocdsticos y sus distribuciones de probabilidad respectivas Q;,i =
1,2, entonces para (X', X?) un acoplamiento entre los dos procesos

d(n) < P(X}# X2).
Dadas (}y, Q2 es posible construir (X1, X?), tal que,
d(n) = P(X} # X?)
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Demostracién. Se demostrard solamente la desigualdad de acoplamiento.
Para demostrar la igualdad, se tendria que utilizar técnicas que van mis
alla de alcance de esta tesis, se sugiere para la consulta de esta demostracién
Thorisson y Griffeath.

Por definicién se tiene que
d(Q1,Q2) = max|Qi(X; € 4) - Qx(X] € 4)|
Tome A C § arbitrario, entonces se divide en dos casos:
(1)-Q1( X, € 4) > Qu( X} € A)
|Qi(Xa € 4) — Qx(X7 € A)| = Qu(X) = 7) — QX2 =)

=P(X, = j, Xy = X3) + P(X; = j, Xa # X7)
—P(X3 =35,X; = X}) - P(X} = j, X, # X})
QP(X! =5,X} # X2) - P(X2 =5, X} # X2)
SP(X;=4,Xa # X3)
=P(X, = j|Xq # XD P(X,; # X3)
<P(X, # X;)

(1). Pues (X', X?) es un acoplamiento.

(i) Q1 (X} € A) < Q,(X? € A). Andlogo al procedimiento anterior. [J

Corolario 2.4.3. Sean X! = {X!,n > 0} y X% = {X2,n > 0}, procesos
estocdsticos, con espacio de estades S y Q5,1 = 1,2 sus distribuciones de
probabilidad respectivas. Si T es el tiempo de acoplamiento y (X', X?) es un
acoplamiento, enlonces

d(n) < P(T > n).
Demostracidn. Del teorema 2.4.2 se obtiene que
d(n) < P(X, # X7)

Dado que (X', X?) es un acoplamiento y T es el tiempo de acoplamiento, por
la definicién de tiempo de acoplamiento se tiene que X! # X2 paran < T
{en otro caso se tendria X! = X?2). De este modo la relacién entre eventos

{Xa# X3} S {n<T}
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vale. De alli,
PX}#£# X)) <Pn<T)
y el resultado sigue. O

Al hacer la notacién de (X!, X?) se estard implicitamente considerando un
acoplamiento entre los procesos X! y X2, Para X = (X,,n > 0), un proceso
estocdstico con espacio de estados S, Pi(X, € ) la distribucién de probabili-
dad del proceso X, al tiempo n dado que X que inicia en el estado i. Usando
la notacidén p;;(n) y p(n) para indicar,

Pij(n) = ”R(Xu € ) h P.i(Xn € )"

p(n) = max pij(n).

Con esta notacién se tiene que en el siguiente lema en el punto (iii) se de-
muestra que la distancia de variacién total es decreciente en el tiempo.

Lema 2.4.4. Sca X = {X,, : n=10,1,...} una cadena de Markov. Usando
la definicidn 2.2.2 y las de p;;(n), p(n) arribe presentadas, se tiene que:

(1). p(n) < 2d(n).
(i). p es submultiplicativo, p(n + m) < p(n)p(m).
(iii). d(n) es decreciente.

Demostracidén. (i). Sean

pij{n) = [[F{X, € ) — Fi(Xn € )|

Sumando y sustrayendo 7(-) y usando la desigualdad del tridngulo, se tiene

pij(n) = |[P(Xn € ) — w(:} + [7(-) — Pi(Xn € )]l
S NPiXn € ) —a(H + | Pi(Xn € ) = 7 (-)]I-
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Tomando el mdximo sobre i,j € S
max pig(0) < max {(A(Xa € ) = TN+ IP(Xn € ) = x(DI} 2:)

Dado que para dos funciones f, g definidas en un mismo dominio D y tales
que f(z),g(z) > 0, para toda z € D, se tiene que por la ecuacién (2.1}

max|f(z) + g(z)] = max f(z) + max g(z),
entonces por definicion de d;(n} y d{n) y definicidén de p(t) se tiene que
pln) < 2d(n)
como se queria demostrar.
(ii). Usando el teorema 2.4.2, se fija 1,, 12, m, n. Se construye un acoplamien-

to (XL, X2), tal que

P(th e ) =P(Xm c |Xo = 11)

Y
P(X2 € )=P(Xn €| Xo=12)
y tal que
pai(m) =P (X5, # X7).
Sean

Aj = {Xpn =3, X7 =3}

X2

construya (X} ), tal que en los conjuntos A; se tiene que

m+nttmin
(@) Xpgn = X4
(). P(Xpin € 14;) = Pi(Xn € ).
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y en los conjuntos A;x, k # j, se tiene ,
(c). P(X,
(d). P(X;
(). P(X,
Por la definicién de p(n) se tiene que el punto {e) equivale

( m-l-n +n|AJ k) pj. ) < p(n’)‘
Por construccién del acoplamiento (X!, X?) se tiene que

m+n € 'IAJ'JC) = PJ'(XH € )
+n € {Ajx) = P(Xn € )
tn F X inlAjk) = pi(n)

m
nt

( m+n ) ( mtn € IXO—T'I)
( m-{-n ) ( mtn € IXO—IZ)

de donde
piliz(m +n) =HP=1( m+n € ) u Xm+n € )Il

<“ P(X—m+n 7‘1" Xm+n)

para j fija

2 ZZP( mtn 7 m+n|AJ w)P(XL =35, X2 =k)

FES kfj
= Zzpj,k(t)P(Xrln =7, X5 =k)
J'ES k#j
PO D P(X) =35, X% = k)
JES k#j

= p(n)P(X}, # X2)

0)
= p(n)pii, (m)

< p(n) max pi,i; (m)
= p(m)p(n).

(1). Desigualdad de acoplamiento.
(2). Usando probabilidad condicional en Aj.

(3) p(t) < maxjx p;i(t) = p(2).
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(4). De la construccién del acoplamiento.

(iii). Use el acoplamiento construido en el punto (i}, pero ahora con
P(XZ € ') = n(-) distribucién estacionaria de la cadena de Markov y toman-
do

P(Xp # X3) = diy(m)
en lugar de
P(Xp # X7) = piyip(m).

Se tiene que p;,i,(m + n) = d;, (m + n).
Por lo tanto, sigue que

dll (m+n) < P( m+n m-l-n) < p(n)P Xl :)é X2) (n)dn(m) < dt (m)

(1). Por el inciso (ii).
(2). Por p(n) < 1. O

A continuacién se expone como utilizar el método de acoplamiento
para acotar superiormente la distancia de vanacmn total en el caso
de cadenas de Markov ergddicas.

Sea X = (X;,n > 0), una cadena de Markov con espacio de estados S =
{0,1,2...}, P su matriz de transicién aperiddica, irreducible y recurrente
positiva. Bajo estas condiciones se tiene por la observacién de la pagina 22
que X se aproxima al estado estacionario cuando n — oo, es decir,

P(X,=7)=3ics wo(z)P( ™  r(4) cuando, n — co

donde 7(-) es distribucién estacioraria tinica de X, P™ es la matriz en el
n—ésimo paso y mp la distribucién inicial de X .

Definicién 2.4.5. Acoplamiento para cadenas de Markov.

Sea P matriz de transicion sobre el espacio de estados S y 7 distribucién
estacionaria. Considere dos versiones de la cadena en S descrita por P, es
decir, tome X = {X,:n=10,1,2,..} y X' = {X,,n=0,1,2...} tales que

e X ={X,:n=0,1,2,.} es la version con matriz de transicién P y
v(-) como distribucidn inicial, es decir, P(Xy =1i) = v(i),i € S.
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e X' = {X,', :n=0,1,2,..} es la versién con mairiz de trensicion P
e inicialmente distribuida de acuerdo con w, es decir, P(Xo = i) =

w(i),1 € S.
o Considere T un tiempo de paro, T = inf{n : X, = X!} y defina

Xn, sin<T,
X, sin>T.

X" =

n

(2.2)

Entonces {(X,,X.) : n > 0} es el acoplamiento construido y T es tiempo de
acoplamiento. Note que X = X, para toda'n > T.

Observacion: Por definicién la distancia de variacién total es:
d(n) = Tngl(A) - Q2(4)]
Se toma solamente {4 (A) ~ Q2(A)|, tomdndo los elementos del acoplamiento

|@1(A4) — Q2(A4)] = |P(X, € A) — w(A)]
= |P(X, € A} - P(X, € A)|

=|P(X, € AT >n)+ P(X, € AT <n)
—P(X. € AT >n)-P(X, € AT <n)
@ (P(X, € A,T > n) — P(X, € A,T > n)|

Si P(X, € A,T >n) - P(X, € A, T >n) >0, entonces

(1)..|P(X, € A,T>n) - P(X.€ A, T>n)|=P(Xpo€ A4, T >n)~ P(X, € A,T >

Si P(X, € A,T >n)— P(X, € A, T >n) <0, entonces

(2)..|P(X, € AT >n)—P(X,€AT>n)=~-P(X,€ AT >n)+P(X, € AT:>
De (1)

P(X,€c AT>n)-PX,c AT>n) < P(Xo€ AT >n)
= P(X, € AT > n)P(T > n)
< P(T > n).
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De (2) se obtiene bajo el proceso el mismo resultado
~P(X, € A, T>n)+P(X, € A,T>n) < P(T >n).
Por lo tanto,
IP(X, € 4) - 7(A)| < P(T > n)
tomando el maximo

TgyP(Xn € A) —n(A)| < max P(T>n)

por lo que se concluye
d(n) < P(T > n).

(a). Para T < n sucede que P(X, € A,T < n) = P(X, € A, T < n) segin
lo definido en el acoplamiento.

De este modo, por la definicién de distancia de variacion total, se tiene que
[IP(X,) — =|| < P(T > n) recuperando asi el resultado dado en el corolario
2.4.3

Observacién: El tiempo de acoplamiento T es quien otorga la pauta
el poder analizar en qué tiempo se da la estacionaridad por medio de la
desigualdad de acoplamiento. Entonces cuando T es finito el acoplamiento
es considerado un éxito y basta buscar el valor de n* que hace que la cola de
la distribucién de T sea “muy pequeia”.

2.5 Convergencia exponencial

Considere una cadena de Markov irreducible con espacio de estados S
finito, probabilidades de transicion P, 4, 7 € Sy probabilidades de transicién
en n pasos P,-g-'"').

En esta seccién se va a demostrar que: para una cadena ergéddica, la
convergencia al estado estacionario es exponencial. En el capitulo siguiente
se estudiard que en ciertos casos la convergencia es en realidad doblemente
exponencial. La convergencia exponencial sigue la teoria cldsica de Perron-

Frobenius donde se tiene que para alguna constante C' (no dependiente del
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tiempo) y A el valor propio con mayor valor absoluto de la matriz de tran-
sicién P, la distancia de variacién total d(n) se comporta como CA® para
n suficientemente grande. (Vea Aldous {1983)). Se estudiard ésto con mas
detalle en el préximo capitulo. El siguiente resultado sera utilizado para
demostrar la convergencia exponencial.

Proposicién 2.5.1. Si una cadena de Markov es ergod:ca con S espacio de
estados finito, entonces existen n y € > 0, tal que P ) > €, para tode 1,7 y
n > ng.

Demostracion. La demostracién es inmediata, pues dado que la cadena es
ergodica, entonces existen 7(i),i € S, tales que, 7(z) > 0, paratodai € Sy
im, e P( n = 7(7) > 0. Como el limite es estrictamente positivo, entonces

debe existir np, tal que P( Nse>0 paratodai,j € 5y n > ne. |

Teorema 2.5.2. 5t X = {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de Markov
ergddica con espacio de estados S = {1,2,..., M}, matriz de transicién P y
distribucidn estacionaric 7 (def. 1.2.2{), entonces

1P —w(i) < (1 — a)F*
donde v = Me2,

Demostracion. Se usard el acoplamiento para demostrar el resultado. De
este modo sean X' = {X,,n =0,1,...} y X" = {X.,n = 0,1,...} dos
versiones independientes de la cadena X donde la distribucién inicial de X’
es

1, siz=1
! ?
wiz) = P(X,=z) = ) ,
0, siz#i
y la distribucién inicial X es la distribucion esiacionaria 7, es decir,

P(X, =1) = (i), para toda i € 5.

Defina T = min{n: X, = X, }
y Ae = {Xpn # Xuwl Xy # Xy, - - !X(k—l)N # X(.rc..l)N}
con k=1,2,..5y Ay = {Xy # Xy}
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Si T > mN, entonces Xy # Xy, Xon 7 Xonr- o+ » Xonw 7 Xoun ¥ 5€
tiene,
P(T > mN) < P(A))P(Az|A))P(Az]lA24;) - P(Ap]Amor - .- AY)
= P(Xy # Xy)P(Xon # Xon| Xy # Xy) -+
o 'P(XmN ‘_fé XmNIX(m—l)N # X(m-l)N1 L aXN # XN)
Por la proposicidn 2.5.1 se tiene que la probabilidad de que la cadena este en
j al tiempo NNV es de por 1o menos g, no importando el estado presente. Por
tanto, dado que las cadenas son independientes la probabilidad de que las
dos cadenas se encuentren en j al tiempo N seria €2. La probabilidad de que

se encuentren en el mismo estado S es Me? siendo M constante. Por tanto,
la probabilidad de no encontrarse en esa situacién seria 1 — Me?.

De este modo
P(T > mN) < (1 - Me®)™
donde m es un nlimero entero cualquiera. Tome a = Me?, de manera que
(1-MeH)™ =(1-a)™

Sers definida X = {X,,n > 0} cadena de Markov con probabilidad de
transicién F;;, cuyo estado inicial es elegido de acuerdo a su probabilidad
estacionaria, tal que

. X, sin<T
X' sin>T.

Note que (X, X") es un acoplamiento y T el tiempo de acoplamiento. De
este modo,

IPS —a()l < P(T>n) < (1 - a)F!

Por tanto, X converge exponencialmente al estado estacionario. 4d




Capitulo 3

Aplicacién a un problema de
estructura de datos

"Bl destino es el que baraja las cartas, pero nosotros somos los que juge-
mos.”

William Shakespeare.

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior se estudia el uso del acoplamiento para cadenas de
Markov, para acotar la distancia entre la distribucidn de transicién en n pasos
(o al tiempo t} de una cadena de Markov de la distribucién estacionaria. En
este capitulo se expondri la aplicacién del método de acoplamiento en
un esquema de auto-organizacién, llamado “Movimiento al frente”.
Este tipo de sistemas aparecen en problemas relacionados con estructuras de
datos en el drea de computo.

Seran presentados el esquema y una forma alternativa de ser visto, bajo
el punto de vista de barajeo de cartas. La estrecha relacién que guarda este
problema con el del “Coleccionador de cupones” se explicara con su de-
bida oportunidad. )

Si el lector desea saber mas profundamente sobre el tema es recomendable
consultar Lindvall {1992}.

65
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3.2 Esquema de auto-organizacion:
movimiento al frente

Un esquema de auto-organizacion se caracteriza por que el mismo dicta
su estructura de modo interno, es decir, cualquier cambio sufrido se debe
a la forma que interactia la coleccién de sus partes. Su estudio describe
reglas generales de comportamiento, que ayudan a predecir los cambios en
su estructura y a estudiar otros sistemas que exhiben cualidades similares o
que pueden ser reducidos a éstas.

La descripcidon del siguiente esquema de auto-organizacién mostrard su
comportamiento dentro de una de las situaciones donde puede presentarse
en realidad; haciendo notar que le hace falta ser preciso en algunos puntos
que seran retomados cuando se concrete el modelo:

Suponga que se conoce a un lector que cuenta con su propia y enorme
biblioteca. El mantiene ordenados sus libros en estantes de forma que puede
reconocer a cada uno verificando sélo el lomo del libro. Mantiene como regla
que no lee mas de un libro a un tiempo, por lo que hasta que termina de
leerlo inicia otro. La seleccion de temas de lectura no se ve influenciada por
pinglin pardmetro exterior a su propio criterio, ni siquiera por la 1ltima lec-
tura realizada. Libro terminado, libro que es inmediatamente puesto en el
extremo izquierdo de su librero. Todos los libros tienen la oportunidad de
ser elegidos y no comprard ninguno mis hasta que haya leido todos los que
posee. Cuando decide cual libro va a leer éste es inmediatamente buscado de
izquierda a derecha, estante por estante.

Ahora de manera formal:

Suponiendo contar con N objetos, (N > 2), cada uno de los cuales contara
con una etiqueta, por lo que sea definido un conjunto S que represente a estas
etiquetas, es decir, § = {1,2,... ,N}. La probabilidad de pedir ei objeto
con etiqueta 7 serd p; > 0,4 = 1,2,... ,N con ) ... p = 1. Es importante
mencionar que el caso donde el espacio es equiprobable, es decir, p; = -137,
para todo i € 5, serd estudiado mds adelante.

Considere que estos objetos estdn almacenados en un estante. Entonces
se puede indicar al arreglo de los objetos por un vector N—dimensional

(1:1,1:2,. . ,‘J';N), donde i, € 5, k=1,2, ... N ey —',é ij para j -‘/: k.
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El conjunto de todos los arreglos posibles es el conjunto Sy, conjunto de todas
las diferentes permutaciones' de los ¥ elementos de S. Sera identificado cada
elemento que pertenece a Sy, como el vector de permutacién (arreglo) 4.

Se considera que s6lo un pedido es hecho cada vez y siempre después que
el pedido anterior es regresado al arreglo. En la medida que los objetos son
solicitados y regresados al arreglo se formara una sucesién de arreglos. Ca-
da paso de un arreglo a otro sera dictado por el siguiente objeto solicitado,
cuando éste regresa serd colocado en la posicién que se encuentra en el ex-
tremo izquierdo del arreglo. Los objetos que se encuentran a la izquierda del
objeto demandado son recorridos un sitio a la derecha y los que se hallaban
a la derecha se quedan alli. Es claro que cuando el objeto se encuentra en la
posicién final extrema izquierda no se reacomoda ningiin objeto.

La bisqueda de cada demanda es hecha de manera lineal, es decir, si el
objeto se encuentra en la posicién 2 < m < N, las posiciones 1 < k< m—1
son obligatoriamente revisadas.

De esta forma, se identifican dos sucesiones: la de las demandas de ob-
jetos y la de la forma en que se disponen estos en el arreglo después de ser
modificados por las demandas (esquema de organizacién). Sean estas suce-
siones R={R, :n=1,2...} y X ={X,:n=0,1,2,...}, sucesién de
demandas y sucesién de arreglos respectivamente. Para el caso considerado,
la sucesién Markov es una sucesién de demandas independiente, es decir,
solicitudes sucesivas son independientes. Las sucesiones R y X tendrdn una
distribucién estacionaria que serd indicada por u(-) y 7(-) y espacio de estados
S y S respectivamente. Para ver que la sucesion X Markov es estacionaria
basta notar que el dltimo objeto pedido se encuentra en la posicién més a la
izquierda del arreglo y que la probabilidad del préximo arreglo (futuro) sélo
depende del arreglo en el presente.

Dadoé que la solicitud de los objetos es independiente, puede suceder que
se solicita el objeto con etiqueta j y en las siguientes ocasiones se repita la
peticién. En seguida, se dard un ejemplo de como funciona el algoritmo de
mover al frente y por lo tanto, como evolucionard R y X.

Ejemplo: Sea N = 8 y suponga que originalmente se tiene un arreglo
inicial, X,

ArregloinicialX(,:B[3’2|5|7|8l4]6—|

! Permutacién: nimero de diferentes formas en que los N objetos pueden ser selecciona-
dos y colocados en N distintas posiciones
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Solicitud: R, =5
X,=[5]1[3]2][7]8]4]6]

- , -
Solicitud: R; =4
X,=[4[5][1]3]2][7]8]6]
—
Solicitud: R; =8
Xo=[B[4[511[3]2]7]6]
-
Solicitud: By =1
X,=[1]8T4]5]3[2]|7]6]
.._}

Solicitud: Ry = 2
Xs=[2]1][8]4]5]3]7]6]
Y asi se continua de acuerdo a la sucesién de solicitudes y el esquema de
organizacién.

3.3 Barajeos

Uno de los temas recurrentes en probabilidad es el dedicado a los juegos
de azar. En muchas de las ocasiones se entendieron conceptos con ayuda de
dados, cartas y fichas de domin6. Ahora, el barajeo funcionard como otra
opci6n para entender el esquema de organizacién de “Movimiento al frente”,
dado que este es aplicado a cualquier tipo de objeto.

Un paguete de N cartas es barajado repetidas veces. Dependiendo del
barajeo utilizado, esta accién puede ser modelada con una cadena de Markov.
Cada vez que se ileva a cabo la mezcla, cada carta tendrd una posicién dentro
de las N posibles. Es decir, si se introduce un orden en cuanto a posicién, la
primera puede tener N cartas, en la segunda posicion se pueden poner N —1
cartas, en la tercera N — 2 cartas, siguiendo asi en la dltima posicion queda
s6lo una carta, de esta forma N! es el nimero de posibles arreglos que puede
tener un mazo de cartas.
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posiciones || posibilidades
1 N cartas

2 N —1 cartas

3 N — 2 cartas

4 N — 3 cartas
. cartas
N 1 carta

Algunos métodos de barajeo son:

“Top to random”: La carta de la cispide es tomada y colocada en forma
aleatoria dentro del paquete.

“Random to top”: Una carta es elegida de forma aleatoria y puesta en la
P g ¥p
cuspide.

“Random transposition”: Dos cartas son elegidas aleatoriamente y trans-
puestas entre si.

“Top to random, bottom to random™: Se toma la carta de la ciispide,
colocdndola aleatoriamente en el paquete v después se toma la del final,
colocdndola también aleatoriamente en cualquier posicién del paquete.

“Riffle”: Lo mas usual corresponde a cortar el paquete de cartas por la
mitad y sus componentes son intercalados entre si de forma aleatoria.

El barajeo “Random to top” a simple vista es el proceso inverso al barajeo
“Top to random”, pues segun la descripcidn el tomar una carta de la cispide
e introducirla aleatoriamente es el movimiento inverso a tomar una carta
aleatoriamente y colocarla en la cuspide.

El barajeo “Random to top”, cuenta con N cartas etiquetadas 1,2,... | N.
Cada carta es tomada de forma independiente y la carta con etiqueta i tiene
la probabilidad p; > 0 de ser seleccionada donde Z:‘;l pi=1

De la descripcion del método “Random to top”, se tiene esquemadticamente
para N = 8, lo siguiente,
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etiquetas

1

2

3

Disposicién original del mazo de cartas: 4

o

6

7

3

..-..}
toma carta 2 toma carta 1 toma carta 3 toma, carta 8
carlas cartas cartas cartas

2 1 3 8
1 2 1 3
3 5 3 5 2 5 1
4 4 4 2
5 5 5 4
i 6 6 6 5
7 7 7 6
8 8 8 7

Note que el barajeo es idéntico al esquema de organizacién de movimien-
to al frente, pues este puede observarse usando el vector de permutaciones
transpuesto.

Las analogias serdn el tener una cadena de solicitudes R = {R, : n > 1}
que en este caso son las cartas tomadas. Una sucesién de arreglos X = { X, :
n > 0}, que es la disposicién de las cartas después de cada barajeo, tomando
una de las N! permutaciones posibles. Por lo que los espacios de estados
para cada una de las sucesiones serdn S y Sy respectivamente.

Notas:

¢ La distribucion estacicnaria serd obtenida en la siguiente seccidn.

o Con ayuda del lema de distancia de variacidn total 2.2.3 para procesos
reversibles se puede estimar el tiempo n*, tal que después de n* bara-
jeos, se tiene el mazo de cartas cerca del estado de equilibrio. Para
demostrar los resultados se usard el método de acoplamiento para ca-
denas de Markov.
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¢ La estimacién de n* puede realizarse utilizando otras técnicas.

3.4 Distribuciones estacionarias

Recordando los elementos a utilizar para construir un acoplamiento, se
tiene: las cadenas a acoplar, el tiempo de acoplamiento y las distribuciones
estacionarias. Primero se demostrard que las cadenas Ry X obtenidas cuan-
do los objetos son tomados independientemente son del tipo ergddico y por
tanto, tienen una distribucién limite. Se dard una expresién para las dis-
tribuciones estacionarias u y .

Proposicion 3.4.1. Se establece que
u(k) =puk €S (3.1)

es la distribucidn estacionaria pera la sucesidn de demandas independientes
R={R,:n=12,...}. También se tiene que R es une sucesién Markov
reversible en el tiempo.

Demostracién. Por la definicién de cadena reversible (1.3.1) y por la proposi-
cién 1.3.3 basta mostrar que

u(k)Pe; = u(j)Pj, para toda k,j€ S (3.2)

Y que Zkes u(k) =1,
con u(k) = pr y Py las probabilidades de transicién de la cadena R.

Dado que R es una sucesion independiente se tiene que Fj; = p; para
todo 4,7 € 5. De este modo se tiene que

u(k)Py; = pkpj = pipe = w(§)F;
Y oresulk) = Zlepk =1y el resultado se sigue. a

Teorema 3.4.2. La distribucidn estacionarie w(-) de la sucesidn de arreglos
de objetos X = {X,, :n=0,1,2,...}, cuando eziste, es igual a

N

Lo . . Di;
?T(l[,'lg,'t:;,...,'EN)zu(zl)H :

- (3.3)
i=2 Z:}-v:; Pi,
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para (i), 12,13, .. ,in) € Sy, st y solo si la sucesién de demandas R = {R,, :
n=0,1,2,...} es una sucesion de Markov con probabilidades de transicién
P, distribucion estecionaria u(-}, que satisfacen para i,k € S,i # k

w(k)(1 — Pex)pi = u(@)(1 — px) P (3.4)
dOﬂdepi,i= 1:2:--‘ :N; P> 0 y Zg_-lpl' =1.

La formulacién y prueba de este resultado se encuentra en Rodrigues
(1995). A titulo de ilustracién, se hard la demostracién del teorema 3.4.2
para el caso N = 3.

Demostracién: Considere N = 3. De esto, se cuentan con tres objetos
cualesquiera cuyas etiquetas seran i,,%,,7; y el conjunto de permutaciones
SN = {(ily i2: i3)1 (ilai3) i2): (i‘ls ih i3)a (2.‘2: i3, il)‘l (i3$ i?a il): (i3; 'ih 2'2)}

Seatp = (i1,1,13) y A = {(41,143,%2), (42, %1, %), (2, 73, 1), (3, %2, 11 ), (43, %1, %2) }
y ¢ cualduier elemento en A. Las probabilidades de transicién a un paso
para llegar al vector 1 serdn Pyy = P, Pypy = Pyi,, cony € Ay Oen
cualquier otro caso.

P demanda(s)
(ilui:hi‘Z) i’lsil
(13,11, %2) 13,11
(43,%2,%1) i3, 11
(32,11, %3) 1
(i2,13,%1) t1
(i1, 12,13) 4

La lectura de esta tabla puede ser seguida como el siguiente ejemplo: Se
partird del vector ¥’ = (71, 13,42) se demanda i; por lo que por el esquema
de movimiento al frente se genera el arreglo (is,1;,13), luego entonces se
solicita i;, resultando ¢ = (i;,12,73). Entonces como se puede observar con
el esquema de movimiento al frente, las probabilidades de transicidn a un
paso son las tres iltimas, pues con la demanda del objeto de etiqueta %) cn
seguida, se consigue pasar del vector v a ¥ y del vector ¢’ a 9.

El método usado en la demostracidn es el siguiente: se supone que existe
#(-} y por tanto satisface la ecuacién de balance total

() = Pyym(h) + Y Pyyr(d) (3.5)

V'EA
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Y ow(y) =1 (3.6)
V'ESN
De la ecuacién (3.5) se genera,
(Y1 — Pyy) = Z:'p'eA Pyym(y')

y sustituyendo los valores de las probabilidades de transicién, se sigue

“('J’)( - 1111 Pi:"l Zﬂ'(d}’)

eA

Tin,i2,85)(1 = P} = P [Wliz, i, i) + iz, i, )

Atendiendo al hecho de la existencia de 7(-) y tomando en cuenta que es
de la forma dada en la ecuacién anterior, se tiene que

(1 — B, i )w(i, 42, 43) = Py [W(lg,ll,‘t:; + x( ‘tz,'l.;g.,tl)]
‘m[ (32) x o + o + u(iy) % P_i.TPi,]
- Sl
= P;‘,ilu(iz)
Entonces

(1 - El,il)ﬂ(ili i2, ""3) = PiZilu(iz)
¥y por tanto
Hzilu(iz)
1- }Dl'lfl
_ Pyiu{iy) x Pis

1 - Rlil pi:;

W(i;, 2'2, i3) =
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De este modo

.. . Pi; Dig
(31, 82, 13) = u(fy) X ,
’) 1-pi  l-pi—py

si y solo si

Pl'zl'lu(i2) — pizu(il)
1- })l'lt'l 1- bi, '

0 equivalentemente si y solo si

thu(i?)(l - pt'l) = u(il)piz(l - Pi1i1)
que corresponde a la condicién del teorema 3.4.2
Pyu(i}(1 — p} = u(k)p; (1 — Pis),

y que es la condicién que pide el teorema. Ademds, falta 2esy TW) =1
con N =3.

E m(P) = m(dy, ia,73) + w4, ta, 12) + 7(i2, %1, 13) + w3z, £3,4;)
PpeSN
+ (i3, 92, 01) + 7(2a, 4y, i2).

Sustituyendo la expresidn de o se tiene

. Di Pi bi D
> w() = (i) [ o xSy T 2
Vs Pio Py Pix Pia TP, DPia
by s« & + DPis % 2!_!_
Piy TPy P Pia+Pi,  Pi
ol T e B
Dty T Piy Pig Pia T Py Pi

+u('i2) [
+ll(?:3

factorizando y agrupando, se sigue
WESNK kes

dado que u(-) es la distribucién estacionaria de R.
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Corolario 3.4.3. La distribucidn estacionaria n(-) de la sucesidn de arreglos
de objetos X = {X, : n = 0,1,2,...} con R una sucesién independiente,
eziste y es dada por

N

.. ; Di;
(i, 92, .- L IN) = Py, _T!"—' (3.7)
31;[2 Zr:j pir
para todo (3),12,... ,ix) € Sn.
Demostracion. Para R una sucesién independiente se tiene que Py = pi, 1,k €
S y por la proposicién 3.4.1 se tiene que ug = pi, k € S. De este modo se ha
observado que la condicién del teorema 3.4.2 es satisfecha dado que para R
una sucesién de demandas independientes se tiene que

u(k)(1 — Py) = pe(l — po)pi = (1 — pe)pe = u(i}(1 — pe) Pa. (3.8)
O

Observacién: Cuando el espacio es equiprobable, las probabilidades de
transicion son definidas por:

Py=p=r (39)
paratodat,j € S. Puesto que la posicién que guarda cada objeto no depende
del sitio del cual proviene; luego, la probabilidad de estar en una posicién j
debe de cumplir que p; = p;, para toda i, j € S, Zjes Py, por lo cual, p; = ﬁ,
donde N es el mimero total de estados de S.

i1 L
rrx ¥
yryx ¥
N N N N
11 1 1
N N N N

Con estas probabilidades de transicién, se ha definido una matriz de tran-
sicién que es ergddica dado que es aperiédica (pues Py; = % para todo i € S),
irreducible (P;; # 0 para todo 1,57 € § ) y tiene espacio de estados finito
(entonces es recurrente y por la forma de la matriz de transicién se nota
que es recurrente positiva). Asi se tiene que la cadena X es irreducible y
aperiodica con espacio de estados finito. De este modo todos sus estados
son recurrentes positivos. Por tanto, la sucesidn de arreglos es ergédica y la
distribucién limite existe.
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3.5 Acoplamiento

En la seccidn anterior, se ha establecido las dos distribuciones estaciona-
rias para nuestras cadenas. Ahora, se va a aplicar el método de acoplamiento
para estimar el tiempo que tarda la cadena X en llegar al estado de equilibrio.

Se sabe que (ver Aldous 1983) para dos versiones independientes de una
misma cadena de Markov ergddica, que son puestas a evolucionar indepen-
dientemente existe un tiempo T tal que ellas se encuentran en el mismo
estado. Pero lo interesante es hacerlas evolucionar conjuntamente de modo
que se pueda analizar el tiempo de acoplamiento T'. Esto se debe a que, al
acotar la distancia de variacién total por la cola de la distribucién del tiempo
de acoplamiento, se necesita tener informacién suficiente con el fin de estu-
diar el comportamiento de esta distribucién, para poder estimar el tiempo
n* tal que P(T > n*) sea “muy pequefia” para T grande.

En esta seccién, se va definir el acoplamiento que se utiliza durante lo
restante de este capitulo.

Definicién 3.5.1. i. Sean X = {X, :n ~=0,1,2,...} ¥ X = {X; =
0,1,2,...} dos versiones de la sucesién de permutaciones.

il. Sean w(:) y P;y(Xn = ) sus distribuciones iniciales, respectivas, donde
7(-) es la distribucidn estacionaria.

iii. Sea R = {Ry : n > 0}, la sucesidn de demandas.

iv. Sea T definido por T = min{n: {R,,... ,R,} = S}. Este serd el tiempo
de acoplamiento, estudiando la razén adelante.

El acoplamiento serd construido entre las dos sucesiones de permutaciones
que comparten el espacio de estados Sy pues son quienes sufren el cambio
directo cuando se le aplica el esquema de organizacion 6 barajeo. Ademads
son ellas quienes descubren la cantidad de tiempo que tarda para llegar al
cquilibrio. Note gue el tiempo de acoplamiento se basa en las solicitudes
{R, : n > 0}, de todos los diferentes objetos que forman S. De hecho, si
se busca una igualdad entre las cadenas X y X' en este tiempo, el lograrla
depende de involucrar a todo objeto del espacio de estados en la tarea de ser
acomodado y ser regresado utilizando el algoritmo de movimiento al frente.
Se hace la observacién de que T no es el tiempo éptimo, pues puede lograrse
la igualdad entre arreglos con mas prontitud, pero el tiempo T definido aqui
es posible de analizar.
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En si el porque funciona este acoplamiento queda explicado por medio de
la aplicacion del esquema de movimiento hacia al frente en conjunto por la
aplicacién de la sucesién de demandas (o la visién alternativa del barajeo).
Pues no importando como se inician las sucesiones X = {X,:n=10,1,2,... }
y X "= {X; :n=0,1,2,...}, eventualmente se tendrd el mismo arreglo.

Se explicara el acoplamiento que se usara primero por medio de un ejem-
plo y después formalmente. De este modo con N = 4, iniciando con dos
distintos arreglos y aplicando lo ya descrito.

solicitud | pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.4
1 2 4 3

Primer arreglo original X, =

solicitud || pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.4
2 4 1 3

Segundo arreglo original X, =

-Primer arreglo en la primera solicitud
solicitud | pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.4
3 3 1 2 4
Segundo arreglo en Ia primera solicitud
solicitud )| pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.4
3 3 2 4 1
Primer arreglo en la segunda solicitud
solicitud || pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos4
1 1 3 2 4
Segundo arreglo en la segunda solicitud
solicitud || pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.4d
! 1 3 2 4
Primer arreglo en la tercera solicitud
solicitud | pos.l | pos.2 | pos.3 | pos.4
2 2 1 3 4
Segundo arreglo en la tercera solicitud
solicitud || pos.1 | pos.2 | pos.3 | pos.d
2 2 1 3 4
Primer arreglo en la cuarta solicitud
solicitud || pos.l | pos.2 | pos.3 | pos.4
4 4 2 1 3
Segundo arreglo en la cuarta solicitud
solicitud | pos.l | pos.2 | pos.3 | pos.4
4 4 2 1 3




78 CAPITULO 3. UN PROBLEMA DE ESTRUCTURA DE DATOS

Ahora, se iniciard la descripcion del acoplamiento a usar. Tome las dos
cadenas X y X"y aplique a ellas-a’ mlsma.;ucesxon de demandas R, Note
que después de.que el primer pedido es regresado al arreglo, los dos arreglos
coincidirian en la primera coordenada (pues es en esta posicién que el objeto
es regresado y dado que se usa la misma demanda para ambos arreglos,
el objeto que esta en la primera posicién es el mismo en ambos arreglos).
Después que la segunda demanda es regresada al arreglo tendrd que X y
X' coinciden en las dos posiciones de la izquierda (si el objeto demandado
es diferente del primero) o coinciden solamente en la primera posicién (si el
objeto demandado es el mismo que el primero). Prosiguiendo de este modo,
es decir, usando la misma sucesién de demandas para X y X', hasta que
todos los objetos hayan sido demandados por lo menos una vez. Note que
después que se demanda cada objeto por lo menos una vez, se tiene que el
arreglo X es el mismo que X' y proseguird de este modo. Asi , que el tiempo
T, definido en (ii) arriba, es el tiempo de acoplamiento. (Ver Aldous (1983)
¥ Rodrigues {1995))

3.6 El coleccionador de cupones

Se enunciard, ahora, el problema del coleccionador de cupones.

En su momento, se verd c6mo este problema se relaciona con el tiempo
de acoplamiento T. Existen varias versiones de este problema y en Boneh y
Hofri se puede encontrar una lista de aplicaciones de este problema incluyen-
do un ejemplo en lingiiistica. La descripcién hecha aquf es la m4s sencilla.

Se tiene una caja con N pelotas, éstas se encontrarin etiquetadas de 1
hasta N. El evento consiste en meter la mano a la caja, sacar una pelota,
anotar la etiqueta en una lista y regresar la pelota a la caja. De este modo
se tiene un muestreo con reemplazo; considerando un éxito cada vez que se
saca (y se anota) una pelota que no ha sido elegida anteriormente. ;cual es el
numero de veces (V) que se mete la mano hasta que cada una de las pelotas
haya sido tomada (anotada) al menos una vez?

Para el presente estudio, se va a considerar el caso donde las pelotas son
muestreadas independientemente y tienen distribucién uniforme, es decir,
una pelota tiene probabilidad % de ser retirada, independientemente de su
etiqueta. Esta suposicidn serd considerada el resto de este capitulo,

Cuando se juegue ocurrird que las probabilidades de tener éxito estaran
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definidas por:

A TESS RD- mu
e la primera vez que m ‘ u mm

a mano obtendris el primer éxito N, dado
que de N posibilidades puedes elegir N objetos atin no demandados.

el segundo éxito sucederd con probabilidad =1 pues se tienen N ~ 1
pelotas distintas a las anotadas entre las N.

e Se prosigue de este modo, teniendo que el k-ésimo éxito suceders con
probabilidad 2=£ y

o ¢| N-ésimo éxito sucederd con probabilidad #, pues se tiene solamente
una pelota diferente de las anotadas a la lista entre las N pelotas,

Sea definido lo siguiente V;,i = 0,...,/N — 1, la variable aleatoria que
representa el nimero de total de ocasiones en las que se debe realizar el
evento para que se pase de tener i anotaciones a ¢ + 1 anotaciones con la
probabilidad de éxito ya descrita. De este modo, Vo = 1 pues como no se
ha extraido alguna bola, la primera extraccién indica la primera anotacién.
V1 es el nimero de estracciones que se dan de la primera anotacién para
obtener la segunda anotacién. Se debe recordar que las pelotas anotadas son
extracciones que no se han hecho anteriormente.

Como se habia acordado, V es el nimero total de ocasiones que realizas
el evento para obtener N distintas anotaciones. De este modo se tiene que
se puede escribir V del siguiente modo.

VeVo+ Vi Vot +Vh

Por tanto, el nimero esperado de ocasiones a realizar el evento es:
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R
] . % '.-1_

E[V] E[Vo 4+ Vv, + Vg + + VN—ll

para N muy grande se puede aproximar 21—1 N —; por In{N}, entonces

E[V] = NInN + O(N).

donde X = significa que X es aproximadamente y O(N) es una funcién
tal que

lim —O(N) =

N—o0

donde ¢ cs una constante.

3.7 Resultados Principales

En este apartado se reunen algunos los resultados que son logrados ba-
sindose en la técnica de acoplamicnto para estimar el tiempo de corte para
la cadena de Markov X = {X, : n = 0,1,2,...} que registra los arreglos
de los objetos. Se asume que las demandas son independientes y que p; =
1€ {1,2,..,N} =S. Los resultados son itiles para una N muy grande y
son los siguientes.
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Lema 3.7.1. §i la sucesién de solicitudes R = {R, : n = 0,1,2,..} es
independiente y el espacio de objetos solicitados es equiprobable (es decir,
pi = 3,1 € {1,2,...,N} = §), entonces el tiempo de acoplamiento T es tal
que

T se distribuye como V,

donde V es el tiempo hasta gque cada uno de los objetos haya sido solicitado
ol menos une vez en el problema del coleccionador de cupones con N objetos
de la urna.

Demostracion. Sea R = {R, : n = 0,1,2,...} la sucesién de solicitudes.
Defina S;,i = 0,1,2,... seran los tiempos aleatorios, tales que registran los
tiempos en los cuales objetos no previamente solicitados son demandados.
De este modo,

0, para: =10
Si=4¢1, parai=1
inf{j:j7>8-1,R;¢{R,... ,Rj_1}}, parai=2,... N
(3.10)

Serd definida T; = S; — S;_;, con ¢ = 1,..., N, como la variable que

registra el niimero de solicitudes hechas entre la demanda de i — 1 e 7 objetos
no previamente solicitados. Bajo esta definicién se tiene que P(T}; = S, —
So=1)=1,parai=2,...,N.
De forma general, la probabilidad de que el nimero de solicitudes entre el
tiempo que se tiene ¢ — 1 objetos registrados e ¢. Para T; = j, se debe tomar
en las primeras (7 —1) extracciones alguno de los ¢ — 1 objetos que hayan sido
previamente seleccionados y en la j—ésima extraccion se debe tomar uno de
los objetos N — {z — 1} que no han sido demandados. Dado que se tienen
objetos uniformemente seleccionados, se tiene que:

. N —(i—1)\(G-Y Nm(i—l))
P(T‘_J)“(l— N ) ( N
conj=1,2,...

Entonces el tiempo de acoplamiento que es definido como el tiempo de
espera hasta haber solicitado todos y cada uno de los objetos, al menos una

vez, puede ser reexpresado en los siguientes términos:

T=N+L+T+---+Tn
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donde, T; se distribuye como U;.;, coni=1,2,... ,N. Ui_, es el niimero de
eventos requeridos entre las ocasiones donde de i — 1 objetos e i objetos no
previamente elegidos son tomados dentro del problema del coleccionador de
cupones. O

A seguir serdn presentados algunos lemas que seran utilizados en la de-
mostracion de los teoremas relacionados con la tasa de convergencia al estado
estacionario para cadena de arreglos X.

Dentro del problema del coleccionador de cupones, sea Wy(m) el tiempo
de espera para que por primera vez se tengan anotadas N — m distintas
pelotas de un total de N pelotas, con N >m y m > 0.

Entonces Wy (0) es el tiempo de espera para que se obtengan N pelotas
anotadas y donde su total es de N pelotas distintas.

Lema 3.7.2. (Csorgs,(1993))
Jim P(Wy(0) < NInN + Nz) = Go(z) = ™
—0
con —o0 < T < 00.

Lema 3.7.3. Sea V, el ntimero de repeticiones requeridas para que cada una
de las pelotas sea tomada, ol menos en una ocasidn, entonces

PV>NInN +eN)<e™®
parac> 0, N > 1.

Demostracion. Sea m = NIn N + cN. Para todo objeto i = 1,2, ..., N, sea
A; : objeto rotulado 1 no elegido dentro de las primeras m demandas.

Entonces



3.7. RESULTADOQS PRINCIPALES 83

Analizando el comportamiento de (1 - !-{,-)m por separado se tiene lo siguiente,

(-3 E (D)

= ,Z:; (—Wl)! (m T!z')l,,'l
G

(1). Expansién binomial.

(2). mim—1)-- - (m—i+1) <m-m---m=m.
Ahora, note que Y oy (%) }, =),

Por tanto,

(1 — i)m < e(_m)

N

entonces
N(l - %)m < Ne(:ﬁ'f’"').

Tomando m = NIn N +c¢N, donde ¢ > 0 es una constante. En relacién a NV,
se tiene
—-m —NInN-cN

_ -1 _
i I =lnN ¢
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y por tanto,

N(l B -IIV)NI“N+CN < o

de donde sigue que

1\ (Nln N+eN)
P(V>NlnN+cN)5N(1—ﬁ) <e"

como se queria demostrar. O

Teorema 3.7.4. Si la sucesién de solicitudes R = {R, : n =10,1,2,...}
es independiente y los objetos son solicitados uniformemente, es decir, p; =
#,i =1,2,..., entonces la distancia de variacidn total es tal que

1. d(NInN +¢cN) <e°parac>0.

2 limsupy_ o d{NInN +cN) <1-e7", para toda c.

8. Sicy — oo cuando N — oo, entonces limyeod(NIn N —cyN) =1.
Demostracion. Sean m = NInN +¢N y m' = NIn N — Ncy, entonces

1. Por la desigualdad de acoplamiento se tiene que para T el tiempo de
acoplamiento

d(n) < P(T > n)

para toda n, entonces es valido para n = m . Por el lema 3.7.1, T se
distribuye como V del problema del coleccionador de cupones y por el
lema 3.7.3 se sigue que

PT>m)=PNV>m)<c™"
y de este modo se concluye que

d(NIn N +cN) <e™.

2. Por el lema 3.7.2 se sabe que para el problema del coleccionador de
cupones

lim P(Wy(0) < NInN +cN)=e*"

N-roo
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Por la definicién de Wy (0) y V (Lemas 3.7.2 y 3.7.3) se asume, que son
lo mismo, de donde, se concluye que

-c

lim PW< NInN+cN)=¢"°
N—=o0
por tanto,

lim P(V> NInN+cN)=1— lim P(V< NInN +cN)
N-ooa Now

e~e

=1-e"

Por la desigualdad de acoplamiento (corolario 2.4.3) y del lema 3.7.2 sigue
que

-~

d(m) < P(¥ > m).

Por tanto,

-

llrgosupd(NlnN+cN) <l-e7°

como se queria demostrar.

3. Considere ahora m’ con ¢y — oo cuando N — oc. Se fija un j arbi-
trario en § = {1,2,...,N} y sea B; C Sy quien sefiale al conjunto
de todas las permutaciones (arreglos) que conserven el orden relativo
original de los j objetos que se cuentan en el extremo derecho de la
permutacién (arreglo}.

Una de las formas de encontrar el limite inferior para la distancia de
variacion total consiste en tomar un conjunto B adecuado y por la
definicién de distancia de variacidn total 2.2.1 se tiene

d(n) > |P(X, € B) — 7(B)| > P(Xn € B) — n(B)

Sea B = B; definido arriba. Se tienen j! formas de preservar el or-
den relativo de esos j objetos y como los arreglos son equiprobables
(corolario 3.4.3), entonces 7(B;) = %, de donde

d(n) > P(X, € B;) - % (3.11)
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Sea S!(V i+ ¢l tiempo, dentro del problema del coleccionador de cupones
con N cupones, donde N — j 4+ 1 cupones han sido elegidos al menos
una vez. Por tanto, j — 1 cupones no han sido elegidos, por lo que
conservan su orden relativo.

Por definicién de Bj;, se puede deducir que en este conjunto se incluye
a cierto nimero de arreglos donde j — 1 conservan su orden relativo en
el extremo derecho, entonces se tiene la siguiente relacién entre eventos

{8§2: >m'YC {X,s € B}

y por tanto,
P(X, € Bj) > P(S3",,, > m) (3.12)

Es 1til recordar los conceptos definidos para T; y {S;,i = 0,1,2,...}
en el lema 3.7.1. Se sabe que T; = S5; — S;_1,¢ = 1,2,..., N, entonces
se reescribe S, =) " | T;, ocurriendo que

N—j+1

ElSW;, 1= 3 BIT)= NinN+O(N)
i=1
N—j+1
Var[S{2, 1= > VarlTi} = O(N?).

i=1

Note que
P(S{,11 S NInN = Ney) € P(SY,,, < NIn N + O(N) — New).
Por tanto,
P(S{Y; 4 = NInN — O(N) < — Ney) (3.13)
< P(S{Y 1~ (NInN) = O(N) < =Ney)
+P(S{0. 1~ (NIn N) ~ O(N)) > Ney)

w P(|$§;‘”J+l — (NnN) — O(N)| > New)
= P(IS§211 = BISS2,1)l 2 New)

@ Var(S§2,1)

= TN
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(1). Por definicién {z| > rsiysolosiz< —~rdz >r.
{2). Usando la desigualdad de Chebyshev.
Note que

in Var(Sh';,))  O(N?)

N-roo N202 - Nchzv =0

y por tanto, tomando el limite superior en la ecuacién (3.13) se tiene
que

. N
hlrl_rﬂoS“pP(Sl(V-’iH —NInN-O(N)< -Ney) <0
Dado que una funcién de distribucién de probabilidad se encuentra entre 0
y 1, sigue que
. N
lim P(SYY.., S NInN — Ney + O(N)) =
de donde, se tiene que

Jim P(SYY.. > NInN = Ney + O(N))
z1—ﬂ;ijgop(sﬁv”’,+, < NInN — Ney + O(N)) = 1.

Por la ecuacién (3.12) sigue que:
P(X,s € By) 2 P(Sy2j >m) =1

ademds por la ecuacién (3.11) se tiene que,
P(X, € B,) - % < d(m).

Tomando j suficientemente grande, tal que % se aproxime a 0, sigue
que

1 < P(Xnwn_new + O(N) € B;) — }- < d(NInN — Ney)
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Entonces limp_,o inf d(NIn N — Ncy) = 1y como d{m') € [0, 1]

lim d{NInN — Ney)=1
N-—roo .

y el teorema estd demostrado.

a

Observacién: Note que el teorema 3.7.4 dice que, para m = NlogN +
cN,c > 0, la distancia entre la probabilidad de transicién al tiempo m y la
distribucion estacionaria decrece con una rapidez doblemente exponencial.
De este modo, se tiene que n* = NIn N en el tiempo de corte para la cadena
de arreglos X. Es decir, para n = n* + ¢ se tiene que la distancia de variacién
total es muy cercana a cero y para n = n* — ¢ la distancia de variacién total
es Iuy Cercana a uno.



Capitulo 4

Comentarios

“He who has gone furthest has e long way to go.”

Robin Fulton

4.1 Introduccién

Este capitulo presenta como fin el informar de detalles que se juzgan im-
portantes, de modo que la mayoria de lo que serd presentado no contard con
una demostracién formal, aunque en algunos casos se dara un breve esbozo
de su realizacidn.

Los comentarios serdn de cardcter concluyente sobre lo desarrollado en
esta tesis, mostrando alguna otra postura 6 técnica en cuanto al mismo
tratamiento del tiempo de corte para cadenas de Markov o mostrando un
tépico relacionado.

4.2 Probabilidades no uniformes

Otra forma de cambio en las condiciones del problema de barajeo o colec-
cién de cupones o el esquema de auto-organizacién es el trabajar con pro-
babilidades de solicitud no uniforme, es decir, tomar las probabilidades de
seleccion p; # & para algtin o todo ¢ € {1,2,..., N}. De este modo, se fija

89
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el mecanismo de pedidos (independencia) y el sistema auto-organizador y se
cambian las probabilidades de las solicitudes.

En esta orientacién, el articulo de Fill (1996), establece teoremas y co-
mentarios valiosos. El utiliza otras probabilidades ligado a la aproximacién
al tiempo de corte que otorga la distancia de separacién total y la distancia
de variacién total. Asi, s6lo se enuncia el teorema y se exhorta a quien desee
mayor informacién a la lectura de la referencia.

Se considera que el sistema organizador utilizado es el movimiento al
frente y que los objetos son solicitados independientemente.

Teorema 4.2.1. (i) Ley de Zipf: Si p; = (iHy)"!, con Hy = z:‘;l L

entonces el tiempo aprozimado de corte es Nlog N(log N + ¢).

(ii) Decaimiento Geométrico: Sea 0 <g=1-p < 1. Sip; = pg~! para
i=1,...,N~1ywy=q""!, entonces el tiempo de corte es cg™".

En el caso de un p; general, Aldous (1989), establece un planteamiento
para probabilidades desiguales, donde cada ohjeto j tiene una probabilidad
p;- El establece que el tiempo aproximado de corte serd la solucién ¢ de

E e Pt =1
€S

La obtencién de esa solucién es el problema, pues en algunas ocasiones la
expresion se torna compleja.

Un caso sencillo es el siguiente: se tiene § = {1,2,...,N}, con p; =
Tt,-,i € 5, es decir, se tiene p; la distribucién uniforme en 5. Se ve cual es el
tiempo t* que satisface

Ze(_%’t.) =1

i€s
Nel-nt'} =1
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Aplicando la funcién logaritmica se tiene

1 1
—Nt‘ =ln—ﬁ =Inl—-InN
1
—§t"=—IN
y por tanto
t*=NInN

De este modo, se observa que el tiempo de corte t* es aproximadamente
Nln N y esto es lo que establece el problema del coleccionador de cupones.

4.3 Sucesiones de demandas que son una suce-
sién de Markov

El esquema de organizacion de movimiento al frente analizado como un
ejemplo de aplicacidn del tiempo de acoplamiento, no tuve ningin tipo de
restriccion en las solicitudes, éstas eran independientes. Existen y han sido
analizados otros casos, estos otros casos cambian la forma en que hacen las
* solicitudes. Por ejemplo, en Rodrigues (1995) se tienen las siguientes modi-
ficaciones:

(1). Durante un nimero k dado de demandas no se permite la solicitud
a un objeto, que ya aparecié en una de las siguientes demandas previas. A
partir de este hecho se establecen las probabilidades de transicién y las dis-
tribuciones estacionarias tanto para la sucesién de demandas como para la
de arreglos.

(2). Otra forma de modificacion es el tipo de solicitud es la de correlacién
—p que implica un tipo de dependencia entre las sucesivas demandas de
la siguiente forma: si un objeto es seleccionado en el presente, entonces
con probabilidad p € (0,1) el mismo objeto es seleccionado en la préxima
demanda. Caso contrario, es decir, con probabilidad (1 — p) una demanda
independiente es hecha.
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4.4 Tiempo conocido y tiempo analizable

El objetivo de utilizar la técnica de acoplamiento para acotar las distan-
cias de variacién y separacién total, es obtener un acoplamiento que genere
un tiempo de acoplamiento T que se asocie con algin tiempo aleatorio (de
paro) del cual se conoce el comportamiento de su distribucién 6 entonces
producir un tiempo T donde se pueda analizar la distribucién a manera de
producir un resultado interpretable.

A lo largo de la tesis se muestra la bisqueda y el encuentro de un tiem-
po de corte para cadenas de Markov utilizando la técnica de acoplamiento.
Haciéndolo de la siguiente manera: primero conociendo bien el problema y
presentando un tiempo de acoplamiento cuya distribucién es una suma de dis-
tribuciones geométricas con pardmetros conocidos. Después se usa la relacién
existente entre este tiempo de acoplamiento y el tiempo necesario para colec-
tar todos los cupones en el problema del coleccionador para conseguir el
comportamiento asintético de la distribucién del tiempo de acoplamiento.
En nuestro caso T es aportada por el problema del coleccionador de cupones.

Para otros problemas se puede utilizar la relacién con otros tiempos
aleatorios, por ejemplo, para un proceso de nacimiento y muerte con ciertas
caracteristicas se puede obtener un tiempo de absorcion; del problema de las
esposas, un tiempo de paro éptimo; de un problema de filas, un tiempo de
espera, entre otros.

4.5 Otros barajeos

En el capftulo 3 se describen otros barajeos. Ahora se agrega que graciasa
la aplicacién de un acoplamiento se pueden establecer su tiempo aproximado
de corte. (Ver Aldous (1983))

Asf se tiene que para:

Top to random, bottom to random. T = Nlog N.
Transposing. C; < T < C, N*log N, para algunas Cj, C; constantes.

Random transpositions. %N log N < T < CN?, para alguna C constan-
te.
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4.6 Monte Carlo via cadenas de Markov

Las técnicas de Monte Carlo han tenido un gran éxito a 1ltimas fechas.
Ellas auxilian en el anilisis de modelos estadisticos complejos buscando con
ello simular datos o conjuntos de datos faltantes o desconocidos.

El problema basico es simular datos a partir de una distribucién de enteros
que presenta una forma del estilo de la del siguiente ejemplo:

1
r(z) + Eh(a:),

donde h(-) tiene una forma producto y ¢ es no calculable desde el punto de
vista computacional. De este modo, lo que los métodos de Monte Carlo via
cadenas de Markov hace es construir una cadena de Markov X, ergodica,
cuya distribucién estacionaria es w(-). De este modo, si se hace un nimero
suficiente de iteraciones de X, los valores simulados provienen de la distribu-
cién 7(-). Es importante mencionar las dos variantes de mayor uso:

s Algoritmo Metropolis-Hastings
s Muestreo de Gibbs

Es importante sefialar que el mayor problema al que se enfrentan estas
técnicas es saber el tiempo de CONVERGENCIA al estado estacionario de la
cadena de Markov utilizada. Este tiempo de convergencia es conocido entre
los usuarios del método de Monte Carlo como el periodo de “calentamiento”.
Explicindolo de una manera un podo burda, se tiene que después de crear el
modelo en cadena de Markov a usar, se simulard iterando cuantas veces sea
necesario hasta que la cadena alcance el estado de equilibrio, pero... jcudntas
iteraciones son las necesarias?, ;jdénde parar? En términos de lo estudiado
durante esta tesis jcuadndo la cadena de Markov ha convergido al estado
estacionario?, ésta es precisamente la relacién que tiene el acoplamiento
con el método Monte Carlo. El utilizar el acoplamiento resuelve esta
pregunta, ahorrindo tiempo de observacién en el laboratorio de cémputo
para descubrir en que n* exacta o aproximada (cota} se iniciard la fase de
estabilizacién. Es de suponerse que dependiendo del problema se disefiara
el acoplamiento a usar y que no siempre se tendrd un anilisis sencillo, no
dejando de ser con ésto una técnica muy util.




Capitulo 5
Apéndice

“Preferiria no decir nada antes de que ezpresarme débilmente.”
Millet

En esta seccién, se va a dar algunos resultados elementales que fueran uti-
lizados durante el desarrollo de esta tesis.

5.1 Desigualdad de Chebyshev

La desigualdad de Chebyshev es una desigualdad de segundo orden deriva-
da de la desigualdad de Markov. Primero se demostrara la desigualdad de
Markov y después la utilizacién de la desigualdad de Markov para demostrar
la desigualdad de Chebyshev.

Teorema 5.1.1. Sea X una veriable aleatoria asumiendo valores positivos,
entonces pare todo a > 0 se tiene

P(X>a)$§?

Demostracién. Sea X variable aleatoria continua. Para una variable aleatoria
discreta, la demostracion es similar utilizando sumas en lugar de integrales.
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Sean f y P la funcién de densidad y la funcién de probabilidad de X
respectivamente, entonces

E(X) w jm zf(z)dz
0 o
=/; :zf(m)dx+/ zf(z)dz

a

(g /oo:cf(:c)d:!:

(3) o0 o0
S f af(z)dz = a f f(x)dz
@ aP(X 2 a)

y por tanto

E(X)

P(X>a) <
a

{1). Definicién de esperanza.
(2). Dado que = > 0, entonces [y zf(z)dz > 0.
(3). Porque = > a.

(4). Porque f(z) es la densidad de X. O

Teorema 5.1.2. Desigualdad de Chebyshev
Sea X una variable aleatoria con sequndo momento finito, es decir, E[X?] <
oo y vartanza Var{X), entonces para todo k > 0

B L Var(X)
P(X = B(X)| > k) € ——

Demostracidn. Defina Y = (X — E[X])? y sea fy(-) la funcién de densidad
de la variable aleatoria Y. Note que Y es una variable aleatoria positiva
con esperanza finita, entonces aplicando la desigualdad de Markov a ¥ con
a = k2 se tiene

E(Y)
kZ

P(Y > k%) <



5.2. DISTRIBUCION GEOMETRICA

Ahora se tiene que por definicién Y = [X — E(X)}? y por tanto,
E(Y) = E([X - E(X)]) = Var(X),
donde sigue que

Var(X)

P(lz - EQX)} > k) € —5—

como se queria demostrar.

5.2 Distribucion geométrica

97

Definicién 5.2.1. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucidn

geométrica con probabilidad de éxito p € (0,1) si

p(l-pF! ,siz=12..
0 en olro caso

P(Xz:r):{

Lema 5.2.2. Para X una variable aleatoria geométrica con pardmetro p se

tiene que E(X) = J y Var(X) = =

Demostracion.
o0
E[X]=) _z(1-pf"p
=1
[+v]
= pZ} z(1 - p)*"!
(> -;—s(l ~ o))
=1}
d > .
@pa-;(— ;(1 - p) )
d 1
pd_p[l - (t-p) 1]
. d/l—0p
-5 (%)
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(1). 2(1 - p)*~} = 32(1 - p)~
{2). Dado que la serie es convergente.

Ahora, se pasa al calculo de la varianza de X.
Var{X) = B(X?) — E%(X).

Ahora, se tiene que

EX(X)=) z'p(1-p)* ' =p z*(1—p)y"

Si se renombra ¢ = 1 — p, entonces se tiene que

[= +]

E(x2) —_ szqu_l-

=1

Considere las siguientes series,

Si(z) =) o'
z=1

Sa(z) =q) z*¢"".
r=]



5.2. DISTRIBUCION GEOMETRICA
Note que
Si(z) — Sa(z) = ZI2 ==
__pzz2 z—-1
X’)~Zz2 =11 —q)
=33
0] Z(y+ 1)? Z
y=0 =
=1+ Z(:r: + 1) - Zmzq*
=1 =1
1+ Yl - 1)~
=1
=1+ iq’[Qm-ﬁ- 1]
=
= iquzaw (1 + 2(;’)
-+ (3r)

z=0
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