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INTRODUCCION

A partit de tos cambios en los Planes y programas de estudio en el ciclo de iniciacion
Universitaria de la Escuela Nacional Preparatoria en el afio de 1994 surge la necesidad de

crear materiat adecuado para poder alcanzar los objetivos de estos nuevos programas.

Como una modesta aportacion hacia el departamento de Matematicas de la Escuela
Nacional Preparatoria, he desarrollado una serie de informacion referente al programa de
Matematicas Il1, dentro de sus contenidos de Geometria Euclidiana, que corresponden a las

cinco primeras unidades del programa.

Las discusiones sobre el valor, significado y alcance ideologico de los diversos sistemas de
Axiomas en Geometria y Andlisis sobre todo, han oscilado y oscilan aun, entre dos
posiciones extremas: una interpretacion pragmatica o positivista el convencionalismo puro

y simple- y una interpretacion idealista.

Dado un sistema de axiomas que cumpla las condiciones de no contradiccién e
independencia pueden al arbitrio construirse tantos modelos de ciencias cuantas sean las
combinaciones que se puedan hacer con fos axiomas, tomando unos, dejando otros, dando a
unos forma negativa, a otros positiva, puesto que la propicdad de “independencia” entre
ellos permite o dejar unos o varios sin que se resienta de contradiccion alguna el nuevo
sistena reducido, o dar a uno o algunos la forma negativa, sin que tal forma en unos traiga
consigo, al unirlos con otros, una contradiccién del tipo “A y no A", puesto que son

independientes entre si.



Pero las interpretaciones filosoficas que de este hecho cientifico se han dado por {ilésofos v
por matematicos se resintieron de la limitacion de sus puntos de vista filosoficos, que, por
mas que se atribuya a la filosofia eso de ser el mas universal punto de vista posible al
entendimiento humano, con todo la verdad es que la amplitud y horizonte de la murada
filosofica estdn condicionados, en el mejor de los casos, por el honzonte que el tipo de
mentalidad y la época histdrica abran al entendimiento. La amplitud del angulo de vision
intelectual es una funcion del tiempo historico, del calendario de fechas que fijan la

evolucion de 1a vida humana.

La unicidad de las cosas geométricas es fai en la geometria griega y clasica que las cosas
geométricas tienen que manifestar o estar haciendo patente lo que son, y ademds sélo
pueden estar en un estado geométrico; su verdad es unitaria, su tipo de manifestacion es

unico.

El modo en que las cosas se hacen patentes 0 manifiestan al conocimiento, sobre todo al
inteligible, es también unitaria; el ser sélo puede ser de.una manera lo que es, el ser sdio
puede ostentar de una manera lo que es (verdad ontica), y ¢l ser sélo puede mostrar lo que

es al entendimiento y mostrarselo de una sota manera (verdad ontologica clasica).

Esta triple unicidad: del ser, de la verdad éntica y de la verdad omtolégica caracteriza al tipo

mental que construyd la geometria griega.

Y se refuerza esta unicidad por €l modo como ¢l griego notaba por dentro el conocer.



H

Aristoteles, en frase va clasica, dira que el entendimiento ¢s cual tablero escolar en ¢l que
nada hay naturaimente escrito, en que todo lo escrito se puede borrar, en que fo €sCrito no
transforma realmente el tablero, no es propiedad real de ¢él, sino tan sélo transitoria y
superficial afeccion o pasion. Esta falta de espontaneidad creadora mental, de pasividad
receptora pura, - tanta que segin el entendimiento activo no era propio de ningin hombre
individual, sino algo separado, como la luz que a todo vuelve visible, mas que no es de
cosa alguna concreta -, es otto motivo trascedental de que proviene la unicidad de la
geometria, ¢l hecho de que el griego no encontrase sino una sola, y fuese vitalmente
incapaz de hallar mas de una. Que en efecto, si el entendimiento de cada hombre se siente
pasivo frente al ser y a la verdad de las cosas, y éstas no le presentan sino un solo tipo de
verdad ontica, es decir: sélo le manifiestan de si de una sola manera, el entendimiento no

podra ver sino una sola y al formutarla, sélo nos dara un sistema de proposiciones basicas.

La ensefianza de la Geomeltria ticne por objeto, ademas de comunicar a los alumnos los
resultados geométricos, darles a conocer el método con ayuda del cual se obtienen esos
resultados. Sabido es que los resultados geométricos (teoremas) son obtenidos por medio de

razonamientos logicos (demostraciones) arrancando de algunos planteamientos de partida.

Estos planteamientos de partida son tipos de proposiciones los cuales por

convencionalismos se les dan diferentes denominaciones:

Asi el Axioma es una proposicion evidente por si misma, cuya verdad se conoce con soto

oirla enunciar.

La demanda o Postulado es una proposicion cuya verdad se admite sin demostracidn,

aunque no tenga el grado de evidencia del axioma.

Los razonamientos logicos son parte indispensable de todo saber.
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La Geometria se distingue por la clanidad y fa sencillez tanto en ¢l enunciamiento del
resultado como en los planteamientos de arranque a partir de los cuales debe obtenerse ese
resultado. De ahi que la Geometria nos brinde las mejores oportunidades para desarrollar el
pensamiento Yogico en la escuela. La experiencia secular en la ensefianza de la Geometria

elemental desde los tiempos de Euclides prueba la eficiencia del sistema tradictonal.

Su perfeccionamiento, refacionado con el desarrollo general de la ciencia no debe afectar,

a mi entender, sus bases racionales y profundamente meditadas.

Es de esta manera como he elaborado este material de una manera tradicional iniciando el
primer capitulo dando una revision “rapida™ a los principales antecedentes histdricos de la
Geometria, asi como una serie de definiciones sobre puntos y rectas, continuando con la
localizacion de puntos en e! plano y en el espacio para culminar con una clasificacion de las

lineas la cual se hace de una manera muy asequible al alumno.

Continuando esta forma tradicional en el segundo capitulo abordo ¢l tema de los angulos y
defino la igualdad de los dngulos tomando como punto de partida sus medidas por otro lado

se hace un analisis de las parejas de angulos tanto por su posicién como por su suma,

En el tercer capitulo se hace una serie de reflexiones acerca de dos metodologias de
razonamiento y se dan las primeras demostraciones formales de teoremas, también se
enuncian las propiedades det campo de los nameros reales ya que éstas se utilizaran
posteriormente en las demostraciones formales de los teoremas, por otro lado se presentan
una serie de problemas resueltos en los cuales se hace ver la manera en que utilizando los

resultados obtenidos se resuelven éstos.

En el cuarto capitulo se aborda ¢l tema de los triangulos donde se clasifican éstos por sus
lados y por sus angulos, se construyen sus rectas notables y se hace un estudio acerca de la

congruencia y semejanza de los mismos.



En el quinto capitulo se definen el circulo y la circunferencia asi como sus rectas notables,
por otra parte s manejan los distintos tipos de angulos en un circulo (inscrito, exterior,

central), todos estos resultados presentados en forma de teoremas con sus respectivas

demostraciones.

v
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CAPITULO |

CONCEPTOS BASICOS DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA.

1.1 ANTECEDENTES HISTORICOS .-

La geometria es un eswdio de las propiedades y medidas de las figuras compuestas de
puntos y lineas. Es una rama de las matemdticas muy antigua y se origind de las
necesidades de la gente. La palabra geometria se deriva de las palabras griegas GEO, que
significa "TIERRA", y METRON, que significa "MEDIR". Los antiguos egipcios y
babilonios (4000-3000 A.C.) pudieron desarrollar una serie de reglas practicas para medir
figuras geométricas sencitlas y para determinar sus propiedades.

Estas reglas se obtuvieron de modo inductivo durante siglos de tanteos. No habia ninguna
evidencia de que éstas se apoyaran en demostracion logica, pero las aplicaciones de los
principios correspondientes se encontraron en la construccion de las Piramides y la Gran
Esfinge.

Los sistemas de irrigacion inventados por los antiguos egipcios indican que poseian el
conocimiento adecuado de la geometria 1al y como se aplica en topografia. Los babilonios
usaban figuras geométricas en las baldosas, paredes y decoraciones de sus templos.

De Egipto y Babilonia, el conocimiento de la Geometria pasd a Grecia. Los griegos nos
tegaron algunos de los mas grandes descubrimientos para el avance de las matematicas. Los
filosofos griegos estudiaron geometria no solo por sus beneficios practicos, sino también
por los valores estéticos y culturales que ofrece. Los antiguos griegos basaron su economia
en un prospero comercio maritimo. Este comercio maritimo les proporciond no solo
riqueza, sing también los conocimientos de otras tierras. Estos ciudadanos acaudalados de
Grecia disponian de suficiente tiempo para debates y estudios refinados sobre diversos
temas de interés cultural, debido a que contaban con esclavos que hacian la mayor parte de
su trabajo diario. Por lo general, las teorias y conceptos traidos a su regreso por los viajeros
de los paises extranjeros eran los que proporcionaban a los griegos el tema para sus debates
largos y fogosos.

Asi los griegos se volvieron expertos en el arte del razonamiento logico y critico. Entre los
griegos mas prominentes que contribuyeron a este progreso estaban Tales de Mileto (640-
546 a.C), Pitagoras, discipulo de Tales (;5807-500 a.C}, Platén (429-348 a.C), Arquimedes
(287-212 a.C) y Euclides (alrededor de 300 a.C).



Euclides, que enseitaba matematicas en Alejandria, escribio el primer tratado de geometria
amplio y lo intitulé "Elementos”. L.a mayor parte de los principios que se presentan ahora
en los libros modernos estaban ya en los “Elementos” de Euclides Su obra ha servido de
modelo para la mayor parte de los libros que se escribieron posteriormente sobre geometria.

i Por qué estudiar Geometria?

El alumno que empieza a estudiar este libro puede preguntar con toda razon: jQué es la
Geometria? ; Qué gano al estudiarla?.

En este curso el estudiante aprendera bastante acerca de los conceptos geomeétricos tales
como rectas, angulos, triangulos, circulos, circunferencias, poligonos, disefios y modelos de
muchos tipos.

Uno de los beneficios mas importantes que se derivan del estudio de la geometria es que el
estudiante use mas criterio, al escuchar, leer y pensar. Cuando estudia geometria deja de
aceptar a ciegas proposiciones e ideas y se le ensefia a pensar en forma clara vy critica, antes

de hacer conclusiones.

Apreciar el orden y la belleza de las formas geométricas, que abundan en las obras del
hombre y en las creaciones de la naturaleza, serd otra ventaja del estudio de la geometria

El estudiante también debe conocer lo que las ciencias matematicas y los matematicos han

aportado a nuestra cultura y civilizacion

1.2 DEFINICION .--
En geometria una buena definicidn tiene dos propiedades importantes:

1) Las palabras en la definicion deben ser mas sencillas que la palabra que se estd
definiendo y deben ser faciles de comprender.

2) La defimcion debe ser una proposicion reversible.

Asi por ejemplo, si “angulo recto” se define como "un dngulo cuya medida es 90° . se
supone que el significado de cada término en la definicién es claro y que:

A) Si tenemos un anguio recto, tenemos un angulo cuya medida es 90°.

B) Reciprocamente, si tenemos un angulo cuya medida es 90°, entonces tenemos un angulo
recto.



Por lo tanto, la reciproca de una buena definicion siempre es verdadera (aunque los
reciprocos de otras proposicicnes no son necesariamente verdaderas).

En la actualidad, se usan muchas palabras en matematicas que son dificiles de definir. Sélo
pueden definirse en términos de otros conceptos igualmente indefinibles

Al usar un término indefinido, se supone que la palabra es tan elemental que todos conocen
su significado.

A menudo, para "definir” palabras en los diccionarios, se debe recurrir a otras palabras,
llamadas "sinénimos" que tienen el mismo (o casi el mismo) significado que la palabra en
cuestion o bien a describir a misma.

1 3 PUNTOS Y RECTAS .--

En este texto usaremos 3 términos geométricos indefinidos.

Estos son: PUNTO, RECTA Y PLANO.

¢ Qué es un punto?

Todos tenemos alguna idea de! término, aunque podemos representar el punto con una
mintiscula marca en una hoja de papel o pizarron, evidentemente esto no es un punto. Si
fuera posible subdividir la marca y, a continuacion, subdividir las marcas mas pequefas y
asi sucesiva e indefinidamente, todavia no tendriamos un punto. Sin embargo nos

acercariamos a una condicion que la mayoria de nosotros le asigna a la de un punto.

Euclides intento hacer esto, definiendo el punto como lo que tiene posicidn pero no tiene
dimensidn.

No obstante, las palabras "posicion” y "dimension” también son conceptos basicos y solo
pueden describirse usando términos indefinidos.

Un punto se denota por medio de una letra mayuscula escrita cerca de €l, como el punto
“A" deia figura 1.

FIGURA 1

También estamos familiarizados con las rectas, pero nadie ha visto una. Lo mismo que
podemaos representar el punto, al hacer una marca, podemos representar una recta moviendo



la puntz de un lapiz afifado sobre un trozo de papel. Asi se produciré una aproximacion de
lo que se quierc dar a entender con la palabra "recta”.

Euclides intentd definir la recta como lo que tiene solo una dimension. Aqui en su
definicion uso de nuevo [a palabra indefinida "dimensién".

Nosotros en este texto a esa "dimension” la llamaremos longitud, nétese que una recta es un
conjunto de puntos, de lo anterior llegamos a la siguiente definicion:

LINEA - Es cl conjunto de puntos que tiene una sola dimension llamada longitud.
Si la direccion de estos puntos es constante, la linea sera una linea recta.
La linca recta de la figura 2 se lee "rectaAR0 bien la recta L.

En este libro, a menos que se establezca otra cosa, cuando se use el término "recta” se
tendra en mente ei concepto de la linea recta.

L
- FIGURA 2

FLANOS.- Un plano pucde imaginarse como un conjunto de puntos .

Podemos pensar en el plano constituido de un nimero infinito de puntos que forman una
superficie que no ticne espesor pero que tiene longitud y anchura infinitos. La superficie de
un pizarron o fa del tablero de una mesa es un ejemplo de una superficie plana.

Tode nlane o5 indefinide, csto o5, ha de suponcrse prolongado indefinidamente, 1o
I ias prolong

podemos suponer limitado y lo representamos por una porcion rectangular de plano, cuya
parspectiva se asemeja 2 un paralelogramo,

El solido geométrico que s¢ ve cn la figura 3 tiene 6 caras las cuales son planas. Estas caras
son subconjuntos e superficies planas o simplemente planos.

Un plano puedc denotarse mediante 2 puntos o sélo un punto en el plano.



B
FIGURA 3

Plano MN o bien plano M

1.4 SISTEMA COORDENADO RECTANGULAR .--

Ahora se desarrollard un método para representar los puntos en un plano. El método es
llamado de coordenadas rectangulares y se usan parejas de numeros. Considérense dos
rectas perpendiculares cualesquiera X y Y que se intersectan en el punto O Sean los
puntos U y V sobre las rectas X y Y, respectivamente, tales que QU =0V = 1.

Dado un punto cualquiera en el plano de las rectas X y Y, sean L el pie de la perpendicular
desde P a la recta X y M el pie de 1a perpendicular desde P a la recta Y. La coordenada de
L sobre 1a recta X se {lama coordenada X o abcisa det punto P. La coordenada de M sobre
la recta Y se llama coordenada Y u ordenada del punto P. La coordenada X y la coordenada
Y juntas se llaman coordenadas de P La correspondencia de los puntos con parejas
ordenadas de niimeros reales obtenidos en la forma descrita se ilama sistema coordenado
rectangular (o Cartesiano). La recta X se llama eje X, y la recta Y se flama eje Y del
sistema. El punto de interseccion O de los ¢jes se llama origen y el plane determinado por
los ejes es el plano XY.

Las coordenadas de un punto en el plano es una pareja ordenada de niimeros reales, en la
cual el primer nimero es Ia coordenada X y el segundo es ia coordenada Y.

Las coordenadas del punto P de la figura 4 son (3,2) las de L son (3,0} y las del M son
(0,2).

Debe observarse gue (3,2) y (2,3) representan puntos diferentes y que representan el
mismo punto si y sélo si se tiene que para cualquier punto (a,b) = (c,d) entonces a=c y
b=4d

nn
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FIGURA 4
CUADRANTES.
Los ejes coordenados rectangulares dividen al plano en cuatro regiones, llamadas

cuadrantes. Estos cuadrantes se enumeran [, 11, [II y [V, como se muestra en {a figura 5.

El primer cuadrante o cuadrante I es el conjunto de todos los puntos para los cuales tanto su
coordenada X como su coordenada Y son positivas.

El segundo cuadrante o cuadrante II es el comunto de todos los puntos cuya coordenada X
es negativa y la coordenada Y es positiva,

El tercer cuadrante o cuadrante I es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas X
y Y son ambas negativas.

El cuarto cuadrante o cuadrante [V es el conjunto de todos los puntos para los cuales su
coordenada X es positiva y su coordenada Y es negativa.

G



PUNTOS EN EL ESPACIO.

Ahora consideraremos la misma idea del sistema de coordenadas rectangulares pero
aplicada a puntos en el espacio, esto es, un sistema de coordenadas para puntos en el
espacio tridimensional.

Para visualizar una forma de establecer un sistema tridimensional de coordenadas
cartesianas, piénsese en una mano derecha orientada en forma tal que el pulgar apunte hacia
la derecha, el indice apunte hacia arriba y el anular hacia el corazon del lector, (figura 6).

Si ahora se piensa en un sistema de coordenadas en el espacio en el cual una primera recta
dividida en segmentos, el eje X, estd en la direccion en que el anular apunta el corazdn, una
segunda recta dividida en segmentos, el eje Y. apunta en la direccion del pulgar, y una
tercera recta dividida en segmentos, €l eje Z, apunta en la direccion del indice, se tiene un
esquema mental de un sistema de coordenadas tridimensional.

Mas formalmente, para establecer un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional tal,
hay que elegir tres rectas naturalmente perpendiculares en ¢l espacio, divididas en
segmentos, que se corten en el punto O y numerar los segmentos, que deben ser de la
misma longitud en las tres rectas, empezando desde el punto O. El punto O es entonces el
origen y las rectas son los ejes de coordenadas. El primero, segundo y tercer ejes se asocian
a las coordenadas X, ¥ .y Z respectivamente, como se menciond anteriormente.

]
-<

FIGURA 6



Los tres planos definidos por los ejes de coordenadas son los planos cartesianos. Al trazar
un esquema de un sistema de coordenadas, se piensa normalmente que el plano que
contiene a los ejes X y Y es horizontal (plano XY), se piensa que el plano que contiene a
los ejes X y Z (plano XZ) y el plano que contiene a los ejes Y y Z (plano YZ} son
verticales. El sistema de coordenadas se dibuja normalmente como si la visual se dirigiera
hacia el origen, con la parte positiva del eje X apuntando hacia afuera de la pagina, la parte
positiva del eje Y apuntando hacia'la derecha y la parte positiva del eje Z apuntando hacia
arriba, de modo que las partes negativas de los tres ejes estan detris de los planos
coordenados. Para indicar esto, las partes negativas de los ejes se suelen representar
mediante lineas punteadas, {figura 7).

AZ
Plam\Z -
h Mano 7). >y
Mano XY
X
FIGURA 7

En un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional se ubica a un punto especificando
las distancias dirigidas que separan al punto de los planos cartesianos, XY,YZ XZ.

Por ejemplo los puntos G y H que aparecen en la figura 8 tienen las coordenadas (2, 3, 4) y
(-1,-2,-3) respectivamente donde (2, 3, 4) y (-1,-2,-3) son las distancias dirigidas a los
planos YZ, XZ y XY respectivamente. Se ve en la figura 8 que un punto en el espacio
determina en forma unica sus propias coordenadas y reciprocamente, que una terna
ordenada de niimeros determina en forma (nica a un punto en el espacio. Por lo tanto dos
ternas ordenadas (a, b, ¢) y (x, y, z) corresponden al mismo punto si y solo si son iguales, es
decirsiysdlosia=x, b=y ¢c=2z
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FIGURA 8

DEFINICION - Un segmento rectilineo o segmento es la parte de recta comprendida entre
2 puntos (figura 9).

FIGURA 9
PQ que se lee el segmento PQ comienza en P y termina en Q.
DEFINICION -

Linea recta.- Es el lugar geométrico de los puntos que siguen la direccion del segmento
rectilineo, es infinita y no tiene extremos.



<> A L.
PQ se lee la recta PQ {que pasa por los puntos Py (3 y es Unica), (figura 10)

FIGURA 10
DEFINICION.-

Rayo.- Es el lugar geométrico de los puntos que parten de un punto fijo llamado origen en
una direccion fija.

El rayo tiene extremo y es infinito hacia el otro lado del origen, (figura 1)

FIGURA 11

1.5 CLASIFICACION DE LAS LINEAS .--
Las lineas se clasifican en abiertas, cerradas y alabeadas.

ABIERTAS - Son aquelas que no vuelven a pasar por un punto por donde ya pasaron.

Ejemplos de este tipo de lineas son:
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FIGURA 12

CERRADAS - Es la curva que pasa por lo menos por un punto donde ya paso. Hay
cerradas simples y no simples.

Ejemplos de curvas cerradas simples son:

CIRCUNFERENCIA ELIPSE



POLIGONOS CONVEXOS POLIGONOS CONCAVOS

FIGURA 13

CERRADAS NO SIMPLES

FIGURA 14

ALABEADAS - Son las que no se pueden colocar completamente en un plano.



Ejemplo

ESTAS SON LINEAS
ALABEADAS

FIGURA 15

DEFINICION.- Axioma es toda proposicion evidente que no requiere demostracion.

A continuacion se itustraran algunos axiomas:

AXIOMA 1- Por dos puntos cualesquiera puede hacerse pasar una y s6lo una
recta, (figura 16).

FIGURA 16



AXIOMA 2- Por un punto pueden pasar un numero infinito de rectas, {figura 17).

FIGURA 17

AXIOMA 3- De un punto parte una infinidad de rayos (figura 18).

FIGURA 18



AXIOMA 4- Si dos puntos de una recta estan sobre otra recta, ambas coinciden en toda su
extension. Esto es claro en base al axioma |.

DEFINICION.- El lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta se le Hlama
paralela a la primer recta, de otra manera si 2 rectas se encuentran en el mismo plano y su
interseccion es el vacio se dice que son rectas paralelas,
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FIGURA 19

Luego entonces tenemosﬁn ﬁg = ¢

> <>
PQ /f RS

AXIOMA 5- Por un punto cualquiera exterior a una recta dada pasa una y solo una paralela
a ella (figura 20).

+“> 4>
PR // ST.

FIGURA 20



AXIOMA 6- Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si {figura 21).

Q
S
U
R
T 4> 4> 4> <> “r >
Si PQ/TUy RSHTU . PQ / RS

FIGURA 21

DEFINICION.- El lugar geométrico de tos puntos que equidistan de dos puntos fijos de una
recta es una perpendicular a ella.

AXIOMA 7- Por un punto exterior a una recta pasa una y solo una perpendicular a ella.

Seaﬁg la recta y T el punto exterior, tomando T como centro y un radio conveniente
describanse 2 arcos que corten a la recta RSen Uy V, concentroen Uy V y con un radio
conveniente describanse 2 arcos que se cortan en el punto W v tracese con regla una recta
que pase por Ty W la cual sera ia perpendicular buscada (figura 22).

T

“+>» 4>
RS 1TW.

FIGURA 22



AXIOMA 8- Por un punto de una recta se le puede trazar una perpendicular v sélo una.

Sea la recta A§ y el punto C dado, haciendo centro en C describanse dos arcos que corten a
la recta AB en E y D ahora haciendo centro es en estos dos ultimos puntos describanse

arcos que se corten en F y G y tracese una recta que pasa por los puntos F. C y G la cual es
la perpendicular buscada (figura 23).

F
{ )
A D C E B
G
FIGURA 23

DEFINICION.- El lugar geométrico de los puntos que equidistan de los extremos de un
segmento de recta se llama Mediatriz de un segmento (figura 24).

C D
. s 4 L C o
A B A B
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CD 1 AB
D

<> 4
CD 1 mediatriz AB

FIGURA 24



AXIOMA 9- Dos rectas situadas en un mismo plano y perpendiculares a una tercera son
paralelas (figura 25).

4“r 4> 4> 4> 4> 4>
AB 1 EF y CD L EF .. AB // CD

FIGURA 25

Nota.- Toda pareja de rectas que no se cortan son paralelas, aquellas que si se cruzan se les
llama Oblicuas (figura 26).

FIGURA 26



CAPITULO IL.

ANGULOS.

2.1 Un angulo es la unidn de dos rayos que tienen el mismo punto extremo.

Los rayos se llaman lados del Anguio y su punto extremo comun recibe el nombre de vértice
del angulo.

El simbolo para el angulo es £ : el plural es s.
Existen tres formas para nombrar un angulo:

I- Mediante 3 letras mayusculas, de modo que la del medio corresponda al vértice y las
otras dos, a puntos sobre los lados del angulo como £ ABC (figura 27).

A
*

v

FIGURA 27

2- Mediante una sola letra mayiscula en el vértice si es evidente de que angulo se trata,
como el £ O (figura 28).
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FIGURA 28

3- Por medio de una letra mindscula en el interior del angulo, normalmente es una letra del
alfabeto griego como £ « (figura 29).

v

FIGURA 29

2.2 MEDIDAS DE LOS ANGULOS.

Ahora necesitaremos expresar la magnitud de un angulo en alguna forma.
La magnitud de un angulo depende Gnicamente de la magnitud de! movimiento necesario
para llevar un lado, haciéndolo girar sobre el vérice, a la posicion del otro, Este

movimiento se llama rotacion,

El estudiante debe notar que los lados de un angulo son indefinidamente largos en dos

21



direcciones. Esto se debe a que los lados de un angulo son rayos, no segmentos. En la
figura 30, £ AOD. £ BOE y £ COF todos se refieren al mismo angulo £ O.

-
v

FIGURA 30

Para medir un angulo existen dos sistemas, el sistema sexagésimal y el sistera ciclico, en
el sistema sexagésimal, el dngulo unidad es el angulo de un grado es decir, el angulo que es
la trescientos sesentava parie del arco de una circunferencia,

Para medir un angulo en grados se usa ef transportador.

En e! sistema sexagésimal un grado es igual a 60 minutos, un minuto ¢s igual a 60
segundos.

Para medir un angulo cualquiera, se coloca el centro del transportador en el vértice del
angulo y el diametro se hace cotncidir con uno de los lados del angulo.

Por lo tanto en la figura 31 se indican las medidas de angulos como:
mZLAOB=20° mZCOD=36°
mZAOD=86° mZDOF=64°
mZAOF=150° mZBOE=90°

r
~
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FIGURA 31

En el sistema ciclico el angulo unidad, llamada unidad ciclica o unidad de medida circular
(radian) es el angulo central de una circunferencia cualquiera cuyos lados intersectan un
arco de longitud igual a la del radio de la circunferencia (figura 32).

FIGURA 32

Unidad Ciclica expresada en grados.

Un radidn es igual a 180°/ IT .. 180° = [T radianes; la medida de un angulo en radianes se
acostumbra dar en funcion de T1.

Conversién a medidas ciclicas un angulo expresado en grados.
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Puesto que el angulo de un grado es igual a [T/ 180° de {a unidad cichca, para reducir a

medida ciclica un angulo expresado en grados, basta multiplicar {a cantidad I/ 180° por el
numero de grados,

Ejemplos.

Dar en unidades ciclicas los siguientes anguios expresados en grados:

30°=30"x T1/ 180" =30°/ 180° [T =I1/ 6 radianes.
90° =00 x [T/ 180° = 90°/ 180° [1 = I1/ 2 radianes.
270°=270° x F1/ 180°=270°/ 180° 1 = 3 / 2 M radianes.

Para expresar en grados un angulo dado en medida ciclica bastara multiplicar su valor por
180°/IT.

Ejemplos:

2/3M=2/3Tx180°/[T=360°T1/3[1=120°T1/1T1=120°.

J/4TI=3/4Tx I1BO*/T1=540°1/4 M =135 T1/[1= 135

CLASES DE ANGULOS POR SUS MEDIDAS.

Los angulos por sus medidas reciben diferentes nombres;

Angulo Agudo.- Un angulo es agudo si y solo si tiene una medida menor que 90°.
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Angulo Recto - Un &ngulo es recto si y solo si tiene una medida de 90°.
Es decir un angulo es recto esta formado por dos rayos perpendiculares
y cuatro angulos rectos son iguales a una vuelta completa a fa
circunferencia,
Angulo Obtuso.- Un angulo es obtuso si y solo si tiene una medida mayor de 90° pero
menor de 180°

Angulo Llano o de lados Colineales - Un angulo es llano o de lados colineales si y solo si
tiene una medida de 180°.

Angulo Entrante - Un angulo es entrante si y solo si, su medida es mayor que 180° pero
menor que 360°.

Angulo Perigono.- Un angulo es perigono si y solo si, su medida es igual a 360°.

En la figura 33 se ve 1a ubicacion de las distintas clases de angulos en el plano cartesiano.

9 9
90 << |H0° 07 < <9)°
{Obtusos) (Agudos)
180°— —» (° (Nulo)
360° (Perigone)
180°€a<360°
(Ergrantes)
10°
FIGURA 33

Los angulos también se clasifican en:

CONVEXOS: Son los angulos agudos, rectos y obtusos.

CONCAVOS: Son los angulos entrantes.



2.3 PAREJAS DE ANGULOS POR SU POSICION Y POR SU SUMA.

Angutos Coterminales.- Son aquellos que coinciden en su lado inicial y en su lado final.

Angulos Adyacentes.- Se dice que dos angulos son adyacentes cuando tienen un mismo
vértice y un lado comun (figura 34).

D

ZABCy £ CBDson Zs adyacentes.

FIGURA 34

Angulos Complementarios.- Son aquellos angulos cuya suma de sus medidas es igual a un
angulo recto 90°(y en este caso cada uno de ellos es llamado el complemento del otre).

Angulos Suplementarios.- Son aquellos angulos cuya suma de sus medidas es igual 2 dos
angulos rectos 180° (y en este caso, cada uno ellos es llamado el suplemento del otro).
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En la figura 35 el £ BAD y < BAB' son complementarios, y los suplementarios son el
£ZBAC yet £ BAD.

FIGURA 35

Angulos Conjugados.- Sor aquellos angulos cuya suma de sus medidas es igual a cuatro
4ngulos rectos 360° (y en este caso, cada uno de los dngulos es llamado el conjugado del
otro).

Angulos opuestos por el vértice.- Dos dngules son opuestos por el vértice cuando los lados

del uno son las prolongaciones de los lados del otro (figura 36), £ m y Zn son opuestos
por el vértice.

FIGURA 36
2.4 AXIOMA - Es una proposicion evidente por si misma, cuya verdad se conoce con sélo
oirla enunciar.

Por ejemplo:

El todo es igual a 12 suma de sus partes.
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POSTULADO.- Es una proposicion que admitimos como cierta.

TEOREMA - Es una proposicion que necesita ser demostrada,

Por ejemplo:

La suma de los angulos de un triangulo es igual a dos angulos rectos.

COROLARIO.- Es la consecuencia que se deduce de una demostracion y cuya
demostracion requiere poco o ninguna deduccion logica.

2.5 PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION DE PROBLEMAS.--

I} Nombrar un par de angulos suplementarios en cada uno de los diagramas siguientes.

hd » L4
N e e
o
E_--- N A \
L D . \
“ \\‘\ \.A
\\Si;\. /_;Q_c:
w* 120‘:\\{\/\50
o Lo/
A k] ' ‘-‘ T }\
- - — .. B —g0r S
~ .
"\
.
(a) (b) \\
FIGURA 37 N
gl
Solucion. ¥

En la figura 37 (a) debemos recordar que 2 angulos son suplementarios si su suma es igual
a dos angulos rectos
© ZCDF+ £ ABD = 144° +36° = [80° = 2 ingulos rectos.

o Z CDF y 2 ABD son angulos suplementarios.
En la figura 37 (b)

Z BOC + Z BOA = 180°

- £BOC y Z ABD son angulos suplementarios.
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IL.- Encuentre la medida del complemento del angulo cuya medida es

A) 45° B)a

Solucion.

A) 45° + X =90° B) o + X = 90°
X =90° 45° SoX=900
SoX =450

II1.- Nombrar dos pares de dngulos adyacentes en cada una de las figuras siguientes

T S \/
> .A M .B—'

(a) (b)

(c)
FIGURA 38

Solucion:
a) En la figura 38 (a): £ RPW es adyacente al ~ WPS

£ SPT es adyacente al £ TPR.
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< WPS es advacente al 2 SPT,

Z TPR es advacente al 22 RPW.

b) En la figura 38 (b):

Z BMQ esadyacente al £ QMP.
Z PMA esadyacenteal £ AMB.
Z QMP es adyacente al £ PMA.

Z AMB es adyacente at £ BMQ.

¢) En la figura 38 (c) los anpulos:
Z DCE esadyacenteal £ ECB.

Z EBA es adyacente al £ ABC.

1V.- Encontrar dos angulos conjugados tal que uno sea 24° mayor que la quinta parte del
otro.

Solucién:
Sean X e Y los angulos buscados.
= X+ Y =360°
Y = X/5+24%entonces X + X /5 +24°=360°
SX + X+ 120° = 1800°
6X = 1800° - 120°
6X =1680° = X =280° (figura 39).
= Y=360° - 280° =80°.

Y =80°

30



CAPITULO I1I

TEOREMAS SOBRE ANGULOS.

3.1 CONCLUSIONES BASADAS EN OBSERVACIONES O MEDICIONES.--

[.os matematicos antiguos, con frecuencia, probaban la veracidad o bien la falsedad de una
proposicion mediante la observacidn directa o mediciones.

Aungue éste es un método importante para adquirir informacion, no siempre es digno de
confianza.

Intentemos en el ejemplo siguiente, hacer cierta conclusion mediante el método de
observacion o medicion,

Ejemplo-

Trazar dos rectas que se corten como en la figura 40.
Medir Za y Z[. también medit £8 y Z¢.
Dar las conclusiones posibles acerca de los angulos opuestos por el vértice.

‘.__\\
b\‘\-\ =
¢ -
TN
= B
//~\“—/
¢] “\____\
"// “\‘
FIGURA 40



Pudiera establecerse que las parejas de angulos no adyacentes formados cuando se
intersectan dos rectas, tienen la misma medida.

Mas adelante en este texto se probara que la conclusion anterior, de hecho, es verdad pero,
hasta que la demostremos, sélo podemos establecer que parece cienta.

3.2 EL METODO INDUCTIVO DE RAZONAMIENTO -

En el ¢jemplo anterior el razonamiento que se usé para llegar a la conclusidn se conoce
como razonamiento inductivo. Se ilega a una conclusién general, investigando cierto
namero de casos particulares. Este es el método de investigacion. Con este método, se
observa, se mide, se estudian las relaciones, se calcula y se sacan conclusiones. Tales
conclusiones provisionales se llaman hipétesis. La hipdtesis indica una propesicion que
posiblemente es cierta, de acuerdo con la observacion de cierto numero de casos.

Mientras mas precisos sean los instrumentos de medicién y mas cuidadosas las mediciones
y las observaciones, mayor es {a probabilidad de que la hipétesis sea correcta.

3.3 EL METODO DEDUCTIVO DE RAZONAMIENTO -

El razonamiento inductivo se basa en la observacion de una propiedad comun especifica, en
un némero limitado de cases y concluye que esta propiedad es general para todos los casos.
Por lo tanto se procede de lo especifico a lo general.

No obstante, una hipdtesis puede cumplirse para varios miles de casos, y, entonces, fracasar
en el siguiente. Nunca podemos estar absolutamente seguros de que las conclusiones
basadas en el razonamiento inductivo son siempre verdaderas.

Un método mds convincente y poderoso de sacar conclusiones es el llamado razonamiento
deductivo. Cuando se razona deductivamente, se va de lo general a lo especifico. Se
empieza con un nimero limitado de hipétesis basicas generalmente aceptadas, y mediante
un proceso de construccién de pasos logicos se prueban otros hechos, Asi, podemos confiar
en estas hiptesis aceptadas y deducir hechos en una forma que nos permitird,
cventualmente, probar la conclusién deseada. Estos hechos que se demuestran se
denominan teoremas.

Todo el razonamiento deductivo esta relacionado con la aceptacion de la veracidad de
cierta proposicién (o proposiciones), llamada hipotesis. Esta hip6tesis no necesita ser obvia
para el estudiante, ni necesita ser un hecho generalmente aceptado, pero debe aceptarse
para el propésito de probar un argumento particular.

Es necesario, para aspirar a la verdad de las conclustones, que se considere cuidadosamente
la verdad de las premisas basicas en las cuales se basan.

Tanto la induccién como la deduccién son métodos valiosos de razonamiento en el estudio
de la geometria. :



3.4 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES -

El estudiante, en su primer curso de algebra, aprendié algunos hechos basicos acerca del
sistema de los nimeros reales. Ya que se estardn utilizando en las demostraciones de los
teoremas a lo largo de este texto, se presentan a continuacion.

Se recomienda repasarlas completamente.

Al establecer los axiomas siguientes, las letras a, b, ¢ y d. representaran nimeros reales.

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD.

[-1- a=a (propiedad reflexiva)
[-2- a=bentoncesb=a {propiedad simétrica}
[-3- a=b y b=centoncesa=c {propiedad transitiva)

[-4- Si a=b y c=dentoncesa+c=b+d {propiedad de la adicion)

[-5- Sia=b y c=dentoncesa-c=b-d {propiedad de la sustraccion)

i-6- St a=b y ¢=d entonces ac = bd (propiedad de la multiplicacion)

I-7- Sia=b yc=d=0entoncesa’c=b/d (propiedad de la division)

I-8- Cualquier expresion puede reemplazarse por una expresion equivalente en una

ecuacion sin cambiar el valor de verdad de la ecuacion.

DEFINICION.- Se dice que a > b si y sélo sia - b > 0. De modo semejante a <b si y solo si
b-a>0.

a > bselee aes mayor queb. vy,

a<bseleeaes menor queb.

NOTA: ( El simbolo £ y =2 se leen "menor o igual que" y "mayor o igual que"
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respectivamente).

PROPIEDADES DE ORDEN

01- Para todo par de numeros reales, a y b, es cierta una y solo una de las proposiciones
siguientes:

a=b (PROPIEDAD DE TRICOTOMIA)
a>b
0:- Sia<bycsdentoncesa+c<b+d; (propiedad de la adicion).
03- S1a <b entonces a - ¢ <b - ¢ ; (propiedad de la sustraccién).
04-Sia<byc>0entonces ac < bec | {propiedad de la multiplicacion).
Sia<byc <0 entonces ac > be.
0s-Sia<byc>Oentoncesa/c<bicyc/a>c/b; (propiedad de la division).

Sia<byc<Oentoncesa/c>b/c y c/a<c/b,

0s- Sia <byb <centonces a < ¢ ; (propiedad transitiva),

07- Cualquier expresion puede sustituirse por una expresidn equivalente en una
desigualdad, sin cambiar el valor de verdad de la desigualdad, (propiedad de sustitucion).

0s-Sic=a+byb . 0entoncesc>a: (propiedad de particion).
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PROPIEDADES DE UN CAMPO

Las siguientes propiedades adictonales del sistema de los numeros reales se llaman
"propiedades de campo”.

Operaciones de Adicion.

Ci.- a + b es nimero real (propiedad de cerradura).
Cz-(a+b)+c=a+(b+c)(propiedad asociativa).
Ci-a+b=b+a (propiedad conmutativa).

Ca.- Existe un nimero real 0, el elemento neutro aditivo tal que

a +0 =0+ a=a(propiedad del neutro aditivo).

Cs.- Para todo nimero real a, existe un nimero real {-a), el inverso aditivo de a, tal que
a+(-ay=(-a)+a=0 {propiedad del inverso aditivo) .

Operaciones de Multiplicacion,

Ce.- a x b es niimero real (propiedad de cerradura).
Cr-{(axb)xc=ax(bxc) (propiedad asociativa).
Ce-(axb)=(b x a) (propiedad conmutativa).

Cs.- Existe un numero real 1 # 0, el elemento neutro multiplicativo, tal que
ax | =1xa=a{propiedad del neutro multiplicativo).

Cio.- Para todo nimero reat a, (a # 0) existe un niamero real 1 / a, el inverso multiplicativo
deatal quea (1/a)=(l1/a) x a =1 (propiedad del inverso multiplicativo).

Cu.-a x(b+cy=axb+axc(propiedad distributiva).
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3.4 POSTULADOS INICIALES --

En este curso, estamos interesados en determinar y probar los hechos geométricos. Se han
definido con la ayuda de los conceptos geométricos indefinidos, otros conceptos y términos
2EOmELTicos.

Para esto supondremos ciertas propiedades que pueden asignarse a las figuras geométricas.

Estas propiedades las llamaremos postulados y estan definidos como en la seccion 2.4,

A continuacion enumeraremos una serie de postulados iniciales con los cuales iniciaremos
nuestro "tratamiento formal” de la geometria.

POSTULADO 1- Una recta contiene por lo menos dos puntos; un plano contiene por lo
menos tres puntos no todos colineales.

POSTULADO 2- Para cada dos puntos distintos, existe una y solo una recta que los
contiene a ambos puntos.

Notese que este postulado establece 2 cosas, en ocasiones llamadas existencia y unicidad:
a) Existe una recta que contiene a los 2 puntos dados.
b) Esta recta es Gnica; es decir, es la dnica que contiene a los dos puntos.

POSTULADO 3- Para cada tres puntos distintos no colineales, existe uno y solo un plano
que contiene a los tres.

POSTULADO 4- Si un plano contiene dos puntos de una linea recta, entonces todos los
puntos de la recta son puntos del plano.

POSTULADO 5- Si dos planos distintos se intersectan, su interseccion es una y sélo una
recta.

Con estos postulados podemos empezar a demostrar algunos teoremas. Aunque no daremos
una demostracion formal, estos primeros teoremas estableceran lo que a la mayoria de
nosotros parecera intuitivamente obvio.



TEOREMA 1- Si dos rectas distintas en un plano se intersectan entonces su interseccion es
cuando mas, un punto,

Argumento de apoyo-

Sean | y m dos rectas distintas que se intersectan en el punto S, (figura 41). Entonces las
rectas | y m se intersectan en mas de un punto o no se intersectan en mas de un punto, {por
la ley del tercero excluido la cual afirma que “p 0 no p” como una proposicién togica). Si
se intersectan en mas de un punto, tales como R y 8, entonces la recta | y la recta m deben
ser la misma recta (Postulado 2). Esto contradice las condiciones dadas de que | y m son
rectas distintas. Por lo tanto, aplicando la regla para negar la alternativa, las rectas 1 y m se
intersectan en, cuando mas un punto

FIGURA 41

TEOREMA 2- Si un punto P se encuentra fuera de una recta |, uno y solo un plano contiene
a la recta y al punto.

Argumento de Apoyo .-

Por el postulado 1, 1a recta | contiene por lo menos dos puntos diferentes, digamos A y B
(figura 42). Supuesto que P e wun punto que no se  encuentra
sobre I, se tienen tres puntos distintos no colineales, A, By P,

Entonces, el postulado 3 asegura la existencia y la unicidad de un plano M que pasa por
la rectal y el punto P.
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FIGURA 42

TEOREMA 3- Si dos rectas distintas se intersectan, existe uno y solo un plano que
contiene a ambas rectas.

Argumento de Apoyo.-

Sea Q el punto donde se intersectan las rectas |y m.

El postulado 1 garantiza que una recta debe contener por lo menos dos puntos, por lo
tanto, debe existir otr¢ punto sobre | y otre punto sobre m. Denominaremos estos
puntos por R y P, respectivamente. Ei postulado 3 nos dice que existe exactamente un
plano que contiene a los puntos Q, R y P, (figura 43). También, por el postulado 4, se
sabe que tanto la recta | como la recta m deben estar en este plano.

Resumiendo un plano se determina por:
I- Tres puntos no colineales.
2- Una recta y un punto que no esté sobre la recta.

3- Dos rectas que se intersectan.

FIGURA 43

A continuacion se daran 2 definiciones y varios postulados que nos serviran en nuestras
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posteriores demostraciones ya formales de nuestros teoremas

DEFINICION- Angulos congruentes. Segmentos congruentes.

Un concepto comun en la wvida diaria es el de tamafio y tamafios comparativos.
Frecuentemente hablamos de dos cosas que tienen el mismo tamafio. En geometria se usa
la palabra “congruente” para definir lo que imuitivamente decimos que “tienen la misma
forma y mismo tamafio”. Se puede pensar en figuras congruentes como si una fuera el
duplicado de la otra,

DEFINICION- El rayo bisector o la biseciriz de un angulo es el rayo cuyo punto extremo
es el vértice del angulo, y el cual divide al angulo en dos angulos congruentes.

Por ejemplo.- 2 angulos son congruentes si tienen la misma medida. 2 segmentos se dice
que son congruentes si y solo si m AB = mTD, (figura 44).

FIGURA 44

Los simbolos que hemos usado hasta ahora para expresar la igualdad de las medidas de
segmentos y de angulos es un tanto cuanto inadecuada. Para superar esto los matematicos
han inventado un simbolo nuevo para la “congruencia”. El simbolo para "es congruente a”
es =. Asi, las proposiciones siguientes son equivalentes.

mAB=m CD AB =CD.

m £ ABC=m ZRST £ ABC = ZRST.
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POSTULADO 6- (E! poswlado de la regla)

Los puntos en una recta pueden ponerse en una correspondencia biunivoca con los
nameros reales en tal forma qué:

a) A cada punto de la recta ie corresponde uno y s6lo un nimero real,
b} A cada nimero real le corresponde uno y sélo un punto de la recta.

¢) La distancia entre dos puntos sobre una recta sea el valor absoluto de
la diferencia entre los niumeros comrespondientes.

POSTULADO 7- A cada par de puntos distintos le corresponde un nimero positivo el cual
se llama distancia entre los puntos.

i.a correspondencia entre los puntos sobre una recta y los numeros reales se llama sistema
coordenado para la recta. El nimero correspondiente a un punto dado se llama coordenada
del punto. En la figura 45, la coordenada de A es -4, deBes -3, de Ces 0, de E es 2 y asi
sucesivamente.

A B C D E
< 1 { | | | 1 | 1 >
-+ 3 2 -t 0 1 2 3
FIGURA 45

POSTULADOQ 8- Para cualesquiera tres puntos colineales, uno y solo uno esta entre los
otros dos. Esto es, st A, B y C son puntos colineales (distintos), entonces una y sélo una de
las proposiciones siguientes es verdadera:

a) Aseencuentraentre ByC,

b) B seencuentraentre AyC;

¢) C se encuentra enire Ay B,
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POSTULADQ 9- Si A v B son 2 puntos distintos, existe por lo menos un punto C € AB
Este, en efecto, esta afirmando que todo segmento rectilingo tiene por lo menos 3 puntos.

POSTULADO 10- Si A y B son dos puntos distintos, existe por lo menos un punto D tal
que AB < AD.

E%STULADO | 1- Para todo Kgy todo nimero positivo n, existe uno y s6lo un punto P de
AB tal que m AB= 0. Este se llama postulado de la situacion de los puntos.

POSTULADO 12.- Si B es un rayo sobre la arista del semiplano h, entonces para todo n
enire 0° y 360° existe exactamente un rayo_KP con P en h tal que m £ PAB = n._ Este se
[lama postulado de la construccion de los angulos.

POSTULADO 13- (Postulado de la Adicion de los Segmentos). Un conjunta de puntos que
se encuentran entre los puntos extremos de un segmento rectilineo divide al segmento en
un conjunto de segmentos consecutivos, la suma de cuyas longitudes es igual a Ia lengitud
del segmentg dado. Asi en la figura 46, si A, B, C, D son colineales, entonces m AB +

m BC + m CD = m AD. Aplicando la propiedad simétrica de la igualdad, también podria
escribirse m AD =m AB + m BC + m CD.

Con frecuencia se establece este postulade diciendo “et todo es igual a la suma de sus
partes”.

FIGURA 46

POSTULADO 14- (Postulado de la Adicion de los Angulos).

En un plaro dado, los rayos que parten del vértice de un dngulo y que pasan por un
conjunto de puntos en el interior det angulo, dividen al angulo en angulos consecutivos, ia
suma de cuyas medidas es igual a la medida det angulo dado.
Asi en la figura 47 s1 D y E se encuentran en el interior de £ ABC entonces m 2 ABD +
+m Z DBE + m £ EBC =m £ ABC. Aplicando la propiedad simétrica de la igualdad,
también podria escribirse m £ ABC =m £ ABD + m £ DBE + m £ EBC. Esto también se
establece diciendo “la medida del todo es igual a la suma de las medidas de sus partes”.
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FIGURA 47

POSTULADO 13- Un segmento tiene uno y $6lo un punto medio.

POSTULADO 16- Un angulo tiene una y s6lo una bisectriz.

3.5 DEMOSTRACIONES FORMALES DE LOS TEOREMAS.

Un teorema €s una proposicion o principio que se acepta solo después de que se ha probado
mediante el razonamiento. Todo teorema en geometria consiste en dos partes: una parte que
establece lo que se da o se conoce, [lamada "date™ o "hipotesis™ y una parte que debe
probarse, llamada "conclusion” o "tesis”.

Los teoremas pueden escribirse de 2 formas:

a) Como una oracién compleja.

En esta forma, la hipotesis es una clausula que empieza con "si”

conclusion es una clausula que empieza con “entonces”.

o "cuando”, y la

Por gjemplo en el teorema, "Si dos angulos son angulos rectos, entonces los dngulos son
congruentes”, “dos angulos son rectos” es la hipotesis y “los angulos son congruentes” es la
conclusidn o tesis.
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b) Como una oracion declarativa:

En esta forma, la hipotesis y 1a tesis no son tan evidentes.
Por ejemplo el teorema anterior se podria escribir "dos angulos rectos son congruentes”.
La forma mas sencilla para determinar la hipotesis y la tesis es reescribirlo en la forma
si-entonces.

La demostracién formal de un teorema consta de cinco partes:

1- El enunciado del teorema.

2- Una figura general que ilustre el teorema.

3- Una afirmacion de lo que es el dato en términos de la figura.

4. Una afirmacién de lo que debe probarse en términos de {a figura.

5- Una serie légica de proposiciones establecidas mediante definiciones y postulados

aceptados, y teoremas probados con anterioridad.

Aunque no es necesario presentar las demostraciones en esta forma metodica, ya que éstas
se pedrian dar en forma concluyente de parrafo, el estudiante que inicia el estudio de la
geometria encontrara que pomendo las proposiciones en ofra columna adjunta, serd mas
facil para los demas, asi como para si mismo, seguir su linea de razonamiento.

PARTES DE UNA DEMOSTRACION:

Antes de empezar a demostrar cualquier teorema conviene fijarse en los siguientes puntos:

a) Conocer lo mejor posible los axiomas, postulados, definiciones y teoremas demostrados
con anterioridad.

b) Leer el teorema tantas veces como sea necesario hasta estar seguro de comprender éste.
c) Escribir la hipotesis y la tesis.

Trazar lo mejor posible la figura sefialando en ella los elementos del teorema (dibujar
trazos auxiliares si los hay).

El método de demostracion a seguir depende del teorema por demostrar.
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La mayoria de los teoremas en este texto, de aqui en adelante, se probaran formalmente

Ahora probaremos formalmente algunos teoremas,

TEOREMA 1- Todos los angulos rectos son congruentes.

Hipotesis
p
Za y Z B son angulos rectos.
Tesis a
Zaz=<sp.
TEOREMA 1
Demostracion
Proposiciones. ) Razones.
1- £ a es un angulo recto 1- Hipotesis.
Z b es un angulo recto

2-mZa=90",m 2 b=90° 2- La medida de un angulo recto es

90°.
3-mZa=mgb 3-Sia=c,b=¢, entoncesa=>b.
4- 1. ZLa=’b 4. Zaz Lbhsiysdlosim Za=m £b.
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TEOREMA 2- Los angulos complementarios del mismo angulo son angulos congruentes.
Hipotesis

Z x y Z 6 sonangulos complementarios.
Zy y Z 06 sonangulos complementarios.

Tesis
LX=Ly.
X
Demostracion
Proposiciones Razones
l.- £x y £ 0 son angulos complementarios 1.- Hipétesis.

Zy y Z 8 son angulos complementarios

2-mLx+mZL0=90 2- Si dos angulos son complementarios, la
mZy+mZ8=90° suma de sus medidas es igual a 90°.
I-mLxtmZB=mLy+mZLB 3-Sia=c¢,b=centoncesa=b
4dmsLx=my 4- Propiedad substractiva de la igualdad.
5- . 4x=4dy S-Zxz=lysiysolosimZx=mZLy.
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Un corolario de un teorema geométrico es otro teorema que se deducen facilmente a partir
del teorema dado.

COROLARIO AL TEOREMA 2- Los complementos de dangulos congruentes son
congruentes.

Hipotesis

Z x es el complemento del £ a
Z y es el complemento del £ b.

Za = Zb.
Tesis
LZx=zLy.
Demostracion:
b
a
Y
X
CORQLARIO Al TEOREMA 2
Proposiciones, Razones.
I- £ xesel complemento de £ a I- Hipotesis.

Z yesel complementode Zb

2-ZLaz=Zb 2- Hipotesis.
3I-mZa=mJsb -ZazZbsimZa-mZb.
4-msZx+msa=90° 4- Dos angulos son complementarios

s1 la suma de sus medidas es 90°.
mZy+mZb=90°

5-mZx+mZb=90° 5- Una cantidad puede sustituirse

47



por su igual en una ecuacion

6- ~ x es el complemento de £ b 6- Si la suma de las medidas de dos
angulos es 90°, son complementartos,

T-Lx =2y 7- Los complementos del mismo angulo
son congruentes.

El estudiante probara facitmente los siguientes teoremas:

TEOREMA 3- Todos los dngulos de lados colineates son angulos congruentes.
TEOREMA 4- Los suplementos del mismo dngulo son angulos congruentes.

COROLARIO AL TEOREMA 4- Los suplementos de angulos congruentes son angulos
congruentes.

TEOREMA 5- Los angulos opuestos por el vértice son angulos congruentes.
Hipotesis.

AB y CD son lineas que se intersectan en E, formando los angulos opuestos por el vértice
£ZXy Zy.

Tesis

Lxz=2ly.
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Demostracion

Teorema 5

Demostracion

Proposiciones. Razones.

[- AB y CD son lineas rectas L- Hipotesis.

2- £ CED y ZABE son angulos de lados colineales 2- Definicion de angulo de lados

colineales
3- £ x y £rson angulos suplementarios ya que, 3- Si la suma de las medidas de dos
m Zx +m Zr = 180° angulos es 180° los angulos son
suplementarios
4-mLy+mZr=180° 4- Si la suma de las medidas de dos

angulos es |80° los angulos son
suplementarios.

S-mix=mly 5- Propiedad substractiva de la
igualdad.
6- Lx=Z2y 6-Zx= Ly omLx=mLy.
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Antes de continuar con las demostraciones formales de los teoremas vamos a analizar los
angulos que se forman con una recta transversal y 2 rectas cualesquiera, {figura 48).

<«

Cor T e )
d g
TN f

A
\m
N

¢ g&;jh ------ o -—-_""_"‘“ng

FIGURA 48

Siﬁcona a‘i_\% ;(EB se formaran los siguientes angulos:

a, b, g ¥ h los cuales son angulos externos.

¢, d, e y £ los cuales son angulos internos.

ay h, by g son angulos alternos externos (por pares).

¢y f, d y e son angulos alternos internos {por pares).

aye, cyg,byf dyh sonangulos correspondientes (por pares).
ayg,cye byh, dyfson angulos colaterales (por pares).

Ahora veamos que sucede con los angulos formados por una recta transversal y 2 rectas
paralelas (figura 49).



A g 3 B
e f
c= g v D > <>
\ AB // CD
F
FIGURA 49
La=Ld=Ze=2h (obtusos).
Zb=ZLc=4Lf=2g (agudos).

De los 8 angulos se observa que 4 son angulos agudos e iguales entre si y 4 son
obtusos e 1guales entre si, por lo tanto:

ayh, by g son éngulos alternos externos y <£a =< h y Zb= Zg Por lo tanto los dngulos
alternos externos son diferentes.

cy f, d y e son angulos alternos internos y Zc = £f y £d = Ze. Por lo tanto los angulos
alternos internos son diferentes.

ZayZe Zey Zg, by Zfy Zdy £ hson angulos correspondientes y Za = Ze,
Ze=2Lg, Zb=sfy Zd=,h Porlotanto los angulos correspondientes son

diferentes.

ayg,cye byhdyf, La+ /g =180° Lc+£Le=180° £Lb+ £ h=180°,
Zc+Ze=180° 2Zd+ £ f = 180° por lo tanto los angulos coterminales suplementarios
son diferentes.

Notese que si la transversal es perpendicular a las paralelas entonces los 8 angulos son



iguales (tigura 50)

e
Ag af] b »B
cLJd
e f
Ce i »D
g lh
e <>
<>
AB // CD.
4> 4—>
EF | AB.

LLa=lb=Le=Ld=Le=f=Lg=2L h=50°
.. los 8 angulos son iguales.

FIGURA 50

TEOREMA 6- En dos rectas paralelas cortadas por una transversal, los angulos alternos

externos son iguales.
Qt/

Y

A
v

A

v

/“ﬁ

Teorema 6
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Hipotesis,
Los Z£a y Zb sonangulos alternos externos.

<+ 4>
AB y CD son paralelas.

Tesis.
Za= £p.
Demostracion

Proposiciones. Razones.

< 4>
1-AB // CD I- Hipotesis.
2-Za=4Ly 2- Por tecrema 5 {opuestos por el

vértice).
3-ZLy=4£8B 3- Por ser angulos correspondientes.
4- La=4£0 4-Sia=c¢c yb=c=a=b.
Propiedad transitiva de la igualdad.

L Za=2ZB.

TEOREMA 7- En dos rectas paralelas cortadas por una transversal, los angulos alternos
internos son iguales,

Y

Teorema 7
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Hipotesis.

<+ 4>
ABy CD son paralelas.

Zay £ son angulos alternos internos.
Tesis

Za=2Zp.

Demostracion

Proposiciones. Razones
+» 4>
1-AB / CD I- Hipotesis

Zoy Zf3 son angulos alternos internos

2-Za=2Ly 2- Por teorema 5 (opuestos por el
vértice).
3-Zy=20 3- Por ser angulos
comespondientes,
4-La=203 4- Propiedad transitiva de la
igualdad,
La=28



TEOREMA 8- En dos rectas paralelas cortadas por una transversal, los angulos colaterales
externos son suplementarios.

E
< >\\Y
A

> B
C‘I p g D
3
Teorema 8
Hipotesis.
Zay Zfson Zs colaterales.
4+ 4>
AB // CD.
Tesis.
Lo+ ZB = 180°
Demostracion.
Proposiciones. Razones
i.-AB//CD 1- Hipotesis
0y £ fson s colaterales
2-Ly= A8 2- Por teorema 6 (son alternos
externos)
J-ZLa+ ZLy=180° 3- Propiedad de angulos
suplementarios.
d-La+ly=La+ LB=180° 4- Toda cantidad se puede sustituir

por si misma



5- Lo+ Zp=180° 5-Por proposicion 4.

6- .. Zay ZB son angulos suplementarios.

TEQREMA 9- En dos rectas paralelas cortadas por una transversal, los angulos colaterales
internos son suplementarios.

E
A < Y
a
— ¢ B
&
Teorema 9 F
Hipotesis.
Za y Z P son angulos colaterales internos.
‘Kﬁ es paralela atﬁ.

Tesis.
Za+ ZB=180

Demostracion.
Proposiciones. Razones.
1-Za y ZP son angulos colaterales internos 1- Hipotesis.
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% 0

2- Lo+ Ze=180° 2- Por ser angulos suplementarios.
I-La=2Ly 3- Por teorema 5 {opuestos por el
vértice).

4-Ly=/LD 4- Por tearema 6 {por ser alternos
externos).

5-Za=208 5- Propiedad transitiva de ta
igualdad.

6- LB+ =La+Le=180° 6- Por ser angulos suplementarios.

T-ZP+£8=28+2Le=180° 7- Por ser dngulos suplementarios.

8- La+ ZB= 80P 8- Ya que AB // CD (hipéesis).

TEOREMA 10- Dos angulos que tienen sus lados respectivamente paralelos tienen la
misma medida o son suplementarios.

C
a
A n\‘ B
[
G
n~ d
F D E
Teorema 10



Ira Hipotesis.
Sean los angulos a y d que tienen los lados respectivamente paralelos y dirigidos en un

—» -» w3
mismo sentido: el lado AC paralelo a‘BE, y AB paralelo a DE.

Tesis.
La= /<
Demostracion.

Proposiciones. Razones.
1- Si prolongamos DG hasta que se encuentre con B |- Hipdtesis.

—> —»

DB / AC

BE i AE
2-Z£d=2Zn 2- Por teorema 7 (alternos internos).
3-Zn=2Za 3- Por teorema 7 (alternos internos).
4. £a=s4d 4- Propiedad transitiva de la igualdad.

2da Hipotesis.
—  —» —» —>
Sean los angulosa y mquetienenellado AC // DG y AB / DF.
Tesis.
Za+Zm=180°
Demostracidn

Proposiciones. Razones

I-£d+ Zm=180° 1- Por ser suplementarios



2-Ld=<a 2- Primera parte de Teorema 10

3-La+tZm=sLd+ Zm=180° 3- Toda canudad puede ser sustituida
por si misma.

4-0, LZa+ Zm=180° 4- Propiedad transitiva de la igualdad.

3.6 SOLUCION DE PROBLEMAS

En esta seccion resolveremos algunos problemas en los cuales calcularemos el valor de los
angulos.

a) En la siguiente figura calcule el valor de los angulos Za, £f3, y £y (figura 51).

< FIGURA 5t e
Solucton.
Zot = £y por ser opuestos por el vértice.
ZP = 128° por ser opuestos por e vértice.

Lo+ 128° = 180°
Lo = 180° - (28°

S Aa=52=/y.




b) En la figura 52 calcule el valorde x, Za v Zf.

e
.

.,

\ o
o
Y

RN

FIGURA 52

Solucién.

Za = 30° por ser opuestos por el vértice.

ZB =5x  por ser opuestos por el vértice.

Zo + Zf3 = 180° por ser opuestos por el vértice.

30° + £f = 180°

ZB = 180°-30°
150° = 5x
X=150°/5
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<+ 4>
¢) En la figura 53 caicule los angulos que se piden sabiendo que AB // CD.

A
‘___ —
[ — —
c
Solucién.

FIGURA 53

2x - 30° + x = 180° por ser colaterales externos.

3x-30%=180°
x=210°
Zn=Lx=70°
Zp +70°=180°
Z p =180°-70°
Z p =10°

2x - 30°+ 2m = 180°
2(70 - 30° + £m = 180°
140° - 30° + Zm = 180°
110° + /m = 180°
Zm=180°-110°

2% -30°+ Zm =180°

= 2x-30° = 180° - 70°

oJ2x-30° = 110°

por ser opuestos por el vértice.

por ser suplementarios.

por ser suplementarios.

L m =70

por ser angulos suplementarios.
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d) En la figura 54 calcule los angulos que se piden:

. “
AN
N ,
.\\ it
30 Cip
5o~
83°
FIGURA 54
Solucion.
Lo =85 por ser opuesto por el vértice,
Ly =30 por ser opuesto por el vértice.
B+ 2y + 85°=180° por formar angulo tlano.

Zf+30° + 85° = [8(°
£ =180° - 85°- 30°

ZB=180"-115°

Z B = £ & por ser opuestos por el vértice.
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CAPITULO IV

TRIANGULOS.

DEFINICION - Triangulo es el espacio (interior) limitado por tres rectas que se cortan
(figura 55).

FIGURA 55
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Los puntos donde se cortan las lineas se llaman vértices, los segmentos que unen los
vértices se llaman lados y los angulos que forman los lados son los dngulos interiores del
triangulo o simplemente angulos del mismo (figura 56).

FIGURA 56

ANGULOS EXTERIORES DE UN TRIANGULO

Sor los angulos formados por un lado y 1a prolongacion de otro, (figura 57)

FIGURA 57
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BASE - Es un lado cualquiera del tridngulo, en general se llama base al lado sobre el cual
se supone que descansa el triangulo (figura 58).

base

FIGURA 58

4.1 CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS. --
Los triangulos en general se clasifican de dos maneras
a) Por la longitud de sus lados.

b) Por la medida de sus angulos.

a) Por la longitud de sus lados se clasifican en:

Equilatero.- Es el triangulo que tiene sus 3 lados de la misma longitud, (figura 59).

FIGURA 59
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[sosceles.- Es el tridngulo que tiene dos tados de la misma longitud v ¢l tercer lado
desigual a los otros dos, (figura 60)

FIGURA 60

Escaleno.- Es el triangulo en el cual la longitud de sus tres lados es distinta entre si, (figura
61).

FIGURA 61
b) Por la medida de sus angulos.

Acutangulo.- Es aquel triangulo que sus tres angulos interiores son agudos, (figura 62).

FIGURA 62
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Rectangulo - Es aquel triangulo que tiene un angulo cuya medida es 90° es decir que tiene
un angulo recto, (figura 63)

FIGURA 63

Obtusingulo.- Es aquel triangulo que tiene un angulo cuya medida es mayor de 90° es
decir que tiene un angulo obtuso, (figura 64)

FIGURA 64

4.2 RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO.--

Altura - Es el segmento de perpendicular trazado desde un vértice al lado opuesto, (figura
65).



aftura

FIGURA 65

Mediana.- Es el segmento que une un vértice con ¢l punto medio del lado opuesto, {(figura
66).
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FIGURA 66

Mediatriz.- Es el segmento de recta perpendicular a un lado en su punto medio, (figura 67).

- “\\.
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FIGURA 67



Bisectriz.- La bisectriz de un angulo es el ravo que divide en dos angulos de la misma
medida a un angulo del triangulo (sea interior o exterior), (figura 68)

oo
/. I 5\ /”'_:_:-\ -
- t e e
.A/.»‘ \:j;ili:’:‘“---.._a T ‘\‘-..
/ - = h .
p . / \.‘ w-h\a.__.:_“ ..

FIGURA 68

Todo tridngulo tiene 3 alturas, 3 medianas, 3 mediatrices y 3 bisectrices de los angulos
interiores.

Las tres alturas de un triangulo concurren en un punto que recibe el nombre de ortocentro,

(figura 69).
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FIGURA 69
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Las tres medianas de un triangulo concurren en punto que recibe el nombre de baricentro o
gravicentro que es el centro de gravedad del triangulo, (figura 70).

4 "'\. H-.‘h-"':-:-\&;_
FIGURA 70

Las tres mediatrices de los lados de un triangulo concurren en un punto que es el centro de

una circunferencia que pasa por los tres vértices. Este punto se llama circuncentro y tiene la
propiedad de equidistar de los 3 vértices del triangulo, (figura 71).

p ~ circuncentro

by

FIGURA 71
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Las bisectrices de los angulos interiores de un triangulo concurren en un punto, este punto
notable de la figura equidista de los tres lados del triangulo v se llama incentro, por ser
centro de una circunferencia interior al triangulo y tangente a los lados del mismo. dicha
circunferencia se dice que esta inscrita al triangulo, (figura 72).

FIGURA 72
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Cada dos bisectrices de los angulos exteriores se cortan en un punto, a estos puntos se les
llama exincentros y son centros de circunferencias llamadas exinscritas al tridngulo, cada
una de ellas es tangente a un l2do y a la prelongacion de los otros dos, (figura 73).

exincentro

exince

exincentro

FIGURA 73
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En todo triangulo el baricentro, circuncentro y el ortocentro estan alineados es decir estos
puntos son colineales formando la llamada recta de Euter, (figura 74).

FIGURA 74

POSTULADO 17- Por un punto dado, que no esté en una recta dada, se puede hacer pasar
cuando mas una paralela a la recta dada.
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TEOREMA 11- La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo
cualquiera es 180°.

Hipotesis.
ABC es un triangulo cualquiera.
Tesis.

msZA+m.ZB+mZC=180°

D C E
a ,-"\ b
N
.", \\‘
AL N g
Teorema 11
Demostracion
Teorema 11
Proposiciones. Razones
1- ABC es un triangulo cualquiera 1- Hipotesis.
2- Por C trazar DE // AB 2- Por Postulado 17,
I-mZa=mZAmZb=mZB 3- Por Teorema 7.
4-m ZDCE=m Za+m £ ACE 4- Por Postulado 14.
5-mZLACE=mZACB+mZb 5- Por Postulado 14.
6-mZDCE=mZa+mZACB+mZb 6- Propiedad de
sustitucion de la igualdad.
7-mZDCE=mZA+mZACB+m £B 7- Propiedad de
sustitucion de la igualdad.
8-m £ DCE = 180° 8- Definicion de angulo

4



de lados colineales.

- . mAZA+mZACB+mZB~=180° 9- Propiedad transitiva de la

J— igualdad

COROLARIO A: La medida de cualquiera de los angulos externos de un triangulo es igual
a la suma de las medidas de los 2 angulos internos no adyacentes (fig. 75).

Hipotesis.
£ CBE es un angulo externo de  AABC.
Tesis.

mZCBE=msZC+m-ZA.

D
c /"
P Vs
// . _. //
/’,/ N 7
,/ N I/
y N
, N
. \"\ S b
A‘_—‘_— B .5[..__3
£
B
FIGURA 75



Demostracion

Proposiciones. Razones.

1- Trazar BD // AC 1- Por Postulado 17
2-msZa=mZC 2- Por Teorema 7
I-msb=mZLA 3- Por ser angulos

comrespondientes

4-mZCBE=mZa+mZhb 4. Por Postulado 14.

5- . mZCBE=mZC+m/ZA 5- Propiedad de
sustitucion de la
igualdad.

COROLARIO B.- Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios,
{figura 76).

Hipétesis.
Sea AABC un triangulo rectangulo cualquiera y seam £ A = 90°
Tesis.

msZB+msC=50%

FIGURA 76
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Demostracion

Proposiciones. Razones
I-mZA+mLB+mZC=180" 1- Par Teorema L1,

2-m £ A=90° 2- Hipotesis.
3-90°+m<ZB+m £ C=180° 3- Toda cantidad se puede

sustituir por st misma.
4-mZB+mZC=180°-90 4- Propiedad sustractiva de
la igualdad.
5-m£ZB+m £ C=90.
COROLARIO C - La medida de los angulos exteriores de un triangulo suman 360°, (figura
.
Hipotesis.

Sea AABC un triangulo cualquiera y sean £ a, 2 b, £ g angulos exteriores del mismo
triangulo.

Tesis.

mZa+mZb+mZg=360

&
//~ ™
e .
//, -"‘
- \

. N
b v
A o

b
FIGURA 77
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Demostracion

Proposiciones. Razones

I-mZa=msZB+m2C 1-Por corolario A del Teorema | 1.
msb=msZC+msA
mZg=mZA+mZB

Z-mZatmLb+msg=2mLA+ImLB+2mLC
2- Propiedad de la adicion.

3- mla+tmZbimZg=2mZA+2mZB+2mLC 3- POSTULADO l4.

4- mLa+mLb+mLpg=2(mLA+mZB+m ZC) 4- Propiedad distributiva.

5- mZA+mZB+m2C=180° 5- Por Teorema 11.

6- mZa+mZb+mLg=2(180°) 6-Toda cantidad se puede sustituir

por si nusma

7- . mZa+mZb+m Zg=360° L.C.Q.D.

4.3 CONGRUENCIA

En la seccion 3.4 hablamos acerca de la congruencia de angulos y de segmentos.

En esta seccion hablaremos de la congruencia de figuras geométricas.

Definicion — Dos figuras son congruentes cuando tienen la misma forma y tamaiio.

Las figuras congruentes pueden hacerse coincidir parte por parte. Las partes coincidentes
se llaman partes correspondientes.Como habiamos mencionado en la seccion 3.4 el
simbolo para denotar congruencia es =

Asi, AABC = ADEF significa que A ABC es congruente a ADEF

Gran parte de nuestro estudio de la congruencia de figuras geométricas se refiere a los
triangulos.

Aunqgue detinimos dos tridngulos como congruentes si tres pares de lados y tres  pares de
angulos son congruentes, puede probarse que los triangulos son congruentes si se sabe que

8



30N congruentes unos cuantos pares de partes correspondientes. Primero debemos aceptar
un nuevo Postulado.

Postulado 18- (El postulado L.A.L). Dos triangulos son congruentes si dos lados y el
angulo que forman en uno son, respectivamente congruentes a los dos lados y el dngulo que
forman en el otro.

Este postulado establece que, como en ta figura 78, si DE EHEE‘,?E =CE y ZE = ZE’,
entonces ACDE=AC'D'E".

c
'V\\ 7
\ ~. “D'
\\ : o | /

\ ’
\

FIGURA 78

El estudiante encontrara muy conveniente, para hacer una seleccién rapida de los lados y
los angulos congruentes en los triangulos, designar mediante marcas semejantes las parejas
congruentes de lados y dngulos congruentes.

TEOREMA 12- Si los dos catetos de un tridngulo rectangulo son respectivamente
congruentes a los dos catetos de otro tridngulo rectangulo, los tridngulos son congruentes.

Hipotesis: AABC y ADEF con AC = DF,
-I;E—EE; £ Cy £ F son angulos rectos. m‘ m %g
.) E &y,

T

Teorema 12
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Tesis : AABC = ADEF.

Demostracion

Proposiciones Razones
I-AC =z [F "BC = EF. 1- Hipotesis

2- £ Cy £ F son angulos rectos. 2-Hipotesis
3-£LC=/F 3- Teorema 1

4- AABC = ADEF 4- L.A.L. (Postulado 18).

TEOREMA 13-5i dos triangulos tienen dos angulos y el lado incluido de uno congruentes a
los dos angulos y el lado incluido comrespondientes del otro, los triangulos son congruentes.

Teorema 13

Hipotesis AABC y ADEF con ZA= /D, ZB= ZE, AB = DE.
Tesis AABC = ADEF.
Demostracién
Proposiciones Razones
I-AB E_DE LAz /D I- Hipotesis

2-Sobre DF existe un punto H tal que mDH=mAC  2- Postulado de fa situacion de los
puntos.
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3-Trazar HE 3- Dos puntos determinan una recta.
4-A ABC = ADEF 4- Postulado 18 (L.A.L.).

5-/DEH= £ 8 5- Los angulos congruentes de los
tridngulos congruentes son
mutuamente congruentes.

6-£LB=LZE 6- Hipotesis.

7-ZDEH= < E 7-La cqn'gruencia de los angulos es
transitiva,

8- EH y EF son el mismo rayo. 8-Postulado 12.

9-H=F 9- Axioma 1.

10-AABC = ADEF 10- Reemplazando H de la proposicion

4 por F (de la proposicién 9).
Nota: La abreviatura para la proposicion de este teorema es A.L.A..

El valor principal de probar la congruencia de los triangulos descansa en el hecho de que
cuando dos tridngulos son congruentes se sabe que los lados y los angulos
correspondientes de los tridngulos son congruentes, En dos triangulos congruentes, una
pareja de lados correspondientes se encuentra opuesta a una pargja de angulos
correspondientes. Reciprocamente, los angulos correspondientes se forman opuestos a los
lados correspondientes.

Hasta aqui hemos venido aplicando hipotesis, definiciones, postulados y teoremas para
probar la congruencia de los segmentos rectilineos y de los angulos. Ahora, si podemos

probar que dos figuras son congruentes, tenemos todavia otro medio de determinar las
rectas y los angulos congruentes,

TEOREMA 14- Los angulos de la base de un triangulo isdsceles son congruentes
Hipétesis : El triangulo isdsceles ABC con AC = BC.

Tesis: ZA=ZB.

Bl
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\\.
A S e e e oy
TEOREMA 14
Demostracion
Proposiciones Razones
Consideremos la correspondencia de ABC con BAC.
1-AC=BC 1-Hipétesis.
2-BC = AC 2. Propiedad simétrica de la
congruencia.
3-£C=z/2C 3- Propiedad reflexiva de la
congruencia,
4-A ABC = ABAC 4- Postulado 18 (L.AL).
5-£A=ZB S- Las Partes corespondientes de las
figuras congruentes son
congruentes.

COROLARIO A del Teorema 14- Cada uno de los angulos agudos de un triangulo
rectangulo isosceles mide 45°,

Hipotesis: El triangulo rectangulo isosceles ABC con ACzBCy £ C =90°

Tesis: £A = 2 B=45°

82



COROLARIO A del Teorema 14

Proposiciones
1- AC =BC

2-£Cz=2C

3-A ABC = ABAC

4./ A=/B

5-mz C =90°
6-mZC+m A+ B=180°
7-mZA=m<B

8-90° + mZA + mZB=180°
90°+ mZA + mZA=180°

9. 90°+mLA + m LA -90°=180°-90°

10- 2ZmZ A =90°

Demostracien

43

Razones
1- Hipotesis

2- Propiedad reflexiva de la
congruencia.

3-Postulado 18 (L.A.L.).
4-Teorema 14.

5- Hipétesis.

6- Teorema 11.

7- Por la proposicion 4.

8-Toda cantidad se puede
sustituir por si misma.

9- Propiedad substractiva de la
igualdad,

10- Propiedad distributiva.



11- o '-;- L - Propiedad de L division
12 - .msA=45°
13- Pero ZA=ZB 13- Proposicion 4.

14- -, £LA=/B=45°.

COROLARIQ B DEL TEOREMA 14- Cada uno de los angulos interiores de un triangulo
equilatero mide 60°.

Hipotesis | El A ABC es un triangulo equilatero.

Tesis: £ A= ZB =2 C=60°

y
ad R \B

Corolario B del Teorema 14

Demostracion

Proposiciones Razones

I-AB =BC = AC I- Definicion de segmentos
congruentes.

2-BC =z AC 2- Proposicion 1.

3-£€=2C 3- Propiedad reflexiva de la congruencia
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4. A ABC = ABAC 4- POSTULADOI8 (L AL}

5-ZA=z/8B 5- Teorema 4.
6-AB = AC 6- Propiedad transitiva de la
congruencia.
1-£LA= ZA 7- Propiedad reflexiva de la
congruencia.
8- AABC = A ACB 8- Postulado 18 (L.ALL).
9-£4B=2£C 9- Teorema 14
10- £ZA=z2B=2C 10- Proposiciones 5 y 9.
- £A =z ZA = ZA 11- Toda cantidad puede sustituirse
por si misma.
12-2A + LA + £A=I80° 12-Propiedad de adicion de angulos
y Teorema | 1.
13- 3£A=180° 13- Propiedad distributiva de la
igualdad.
14 - 3—? = 1830 14 — Propiedad dela division.
15-£ A = 60°
6- ZAz2£B=2£C 1 6- Proposiciones 5 y 9.
17-ZA= 2B = £ C =60° i 7- Proposiciones 10 y 15.

4 4- RAZONES Y PROPORCIONES.

Definicion — Razén es 1a relacion que se establece entre dos cantidades de la misma
especie, considerando, al compararlas, qué multiplo, parte o partes, es una cantidad de la
otra.

La razon de A a B se expresa usuaimente A.B. Las cantidades A y B se Haman términos de
la razon. Al primer término se le llama antecedente y al segundo consecuente.



Para encontrar que parte o multiplo es A de B, dividimos A entre B. por consiguiente, la
razén A:B puede ser medida por la fraccidn A/B, notacion que es mas conveniente usar en
la mayoria de los casos

Nota: Una razon expresa el nimero de veces que una cantidad contiene a otra, en
consecuencia toda razon es una cantidad abstracta.

Definicién — Cuando dos razones son iguales, se dice que las cuatro cantidades que las
componen son proporcionales.

., o.a ¢ .
Ast, st 5 = aemonces a.b, c.d, son proporcionales.

Estose expresa diciendo queaesabcomocesad, y la proporcion se escribe asi ©
a:b.cd;
otambiéna:b=c d

Los términos a y d se llaman extremos, y los b y ¢, medios.

Si cuatro cantidades forman proporcion, el producto de los extremos es igual al producto
de los medios.

Sean @, b, ¢, d las cantidades proporcionales.

Por definicion

E—; dedonde ad =be.
d

> D

Por consiguiente, si se conocen tres términos cualesquiera de una proporcion puede
encontrarse ¢l cuarto. Asi, si se conoce ¢, ¢, d el cuarto término sera

b=

c
Reciprocamente, si se tienen cuatro cantidades a, b, ¢, d, tales que ad = bc, entonces a, b, c.
d, son proporcionates; siendo a y d los extremos y b y ¢ los medios, o viceversa.

Si las cuatro cantidades son distintas y forman proporcion reciben el nombre de cuarta
proporcional.

Definicion - Se dice que varias cantidades estan en proporcion continua cuande la primera
es a la segunda, como la segunda s a la tercera, como la tercera es a la cuarta etcétera. Asi
a. b, ¢, d, ..., estan en proporcion continua cuando:

ol e
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b



ab- b c:

De donde segun lo dicho anteriormente:

ac=5

En este caso se dice que b ¢s media proporcional entreayc, y queces la tercera
proporcionala ayb.

4.5- Trazo de la cuarta y la media proporcional de segmentos:

a) Trazo de la cuarta proporcional a tres segmentos dados a, b, c.

Procedimiento — Tomese en los lados de un angulo CUalquiera_O—A =a OB=b, OC=g¢
Tracese AB y luego CX paralelaa AB.
La recta OX sera la cuarta proporcional pedida (figura 79), porque tenemos que

A OC . a c¢
== = o= O S€i -
OB 00X b

FIGURA 79
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b) Trazo de la media proporcional a dos segmentos dados ¢ v b.

Procedimiento TOmese sobre una recta AB, QA=a, y OB =b. sobre AB describase una
semicircunferencia, y tracese la perpendicular OX que sera la linea pedida.

En efecto, tenemos o4 = ox osea +=X (figura 80)
ox 0B X
X
AT T
/// I N
’ I
/o
" T o /
¢ . 8 : b
a
A I 0 R
\
~ / :
FIGURA 89
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4 6 TRIANGULOS SEMEJANTES

Definiciones- Poligonos semejantes son los que tienen sus angulos respectivamenete
iguales y los lados homologos proporcionales.

En las figuras semejantes, se llaman lados homologos a los adyacentes a angulos
respectivamente iguales; de donde resulta que en los triangulos semejantes los lados
homologos se oponen a los angulos iguales.

Llamase razon de semejanza a la razon constante de dos lineas homologas

En la seccion 4.3 se hablo de congruencia y se concluyé que las figuras congruentes son
iguales en todos los sentidos; tienen la misma forma y tamafio.

Es importante observar que la definicion de poligono semejante tiene dos panes:
|- Los angulos correspondientes deben ser congruentes y
2- Los lados correspondientes deben ser proporcionales,

Para indicar que dos figuras son semejantes se usa el simbolo ~.

Ahora probaremos que en el caso de los triangulos, los angulos de uno de los triangulos no
pueden ser congruentes a los angulos de un segundo triangulo sin que los lados
comrespondientes no estén en proporcion. Inversamente se probara que dos triangulos no
pueden tener sus lados correspondientes proporcionales sin que los angulos
correspondientes sean congruentes.

TEOREMA 15- Toda recta trazada paralelamente a un tado de un triangulo determina otro
tridngulo semejante al propuesto.

Hipotesis : A ABC un tridngulo cualquiera DE // BC.

Tesis: A ADE ~ A ABC.

A
s
N
’ ~
\\
, .
o/ e
. °
S -——\o-F——-i— - --A;C
TEOREMA 15
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Proposiciones
1- Tracemos DF//AC

2-LA=LA

3-£D=/B yZE=/ZC
4-DE /' BC
5-AD: AB:: AE: AC
6-Como AC // DF
7-AD: AB::DE:BC

.AD _AE _DE
""AB AC BC

9- AADE ~ A ABC.

Demostracion

Rgzones
1- Postulado 17.

2-Propiedad reflexiva de la
congruencia.

3-Por ser correspondientes.
4-Hipétesis.

5-Parrafo 4.5 a).
6-Proposicion.

7-Misma razdn que 5.

§-Por5y8.

TEOREMA 16- Des triangulos son semejantes cuando tienen dos angulos

respectivamente iguales.

Hipotesis : AABCyADEF, ZA=/D, ZB=zZL

Tesis: A ABC ~ A DEF.

AN

TEODREMA 16
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Demostracion

Proposiciones Razones
I-£LAs4D 1- Hipotesis

£LB=LZE
2-Tomemos G sobre DE tal que DG = AB 2-Construccion.
3- Tracemos GH // EF 3-Postulado 17.
4-LE=ZG 4-Por ser angulos correspondicntes.
5-2B=/G 5- Por transitividad de la congruencia,
6- . A ABC = A DGH 6- Ya que AB = DG (Raz6n 2).
7- . A ABC -~ A DEF 7- Teorema 15.

TEOREMA 17- Dos tridngulos son semejantes cuando tienen un angulo igual comprendidio
por lades proporcionales.

Hipétesis : A ABC y ADEF, AB: DE :: AC : DF.

Tesis: ADEF ~ A ABC.
A D

TEOREMA 17
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Demostracion

Proposicién Razon
I- En el lado DE localizamos DG = AB 1- Trazo auxiliar
2- Tracemos GH // EF 2-Postulado 17
3- A DGH ~ A DEF 3-Teorema 15.
4.DG :DE::DH:DF 4- Por la proposicion 3.
AB :DE::DH: DF
5-DG:DE:: AB: DE 5- Por fas proposiciones | y 3.
6- g-l;: = gf; 6 - Definicion de proporcion,

- AB(DE)=DG ( DE)

7-AB =DG 7 - Definicion de proporcion.
JAB AC 8 - Hipotesis.
DE DF
DH L NPT
_AC = 9 - La proposicion 8 v las hipotesis tienen
DF DF

iguales las primeras razones.. las segundas
razones también deben serlo.

10- AC(DF) = DH(DF) 10- Definicion de proporcion.

1t- AC=DH 11- Definicion de proporeion.

12- . A ABC=ADGH

13- A DEF ~ A ABC 13- Proposiciones 3 y 12.
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TEOREMA 18- Dos tridngulos son semejantes cuando tienen sus lados homologos
propoercionales. )

Hipoétesis : A ABC , ADEF, AB: DE : : BC : EF.

Tesis : A ABC ~ DEF.

A
8 c
Teorema 18
Demostracion
Proposiciones Razones
1- Sobre DE tomemos DG = AB y 1- Trazo auxiliar, Postulado 17.
Tracemos GH // EF.
2- ADGH ~ A DEF 2- Teorema 15.
Por demostrar que A DGH = A ABC.,
DG GH DH . ..
3. = el 3 - Proposicion 2.
DE EF DF po
4-DG=AB 4- Proposicionl.
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DE ~ EF  DF

6-P OE:A—B.'.DG—AB
DE D&

_AC _BC _DH GH

el = AC=DH y BC=GH

“DF EF DF  EF

7- .AABC = ADEF

8- .. A ABC ~ ADEF.

S - Hipotesis.

6 - Propiedad de las proporciones.

7-LLL

TEOREMA DE PITAGORAS

Teorema 19- El cuadrado de la medida de ia hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual

a la suma de los cuadrados de los catetos.
Hipotesis : A ABC con 2 C =90°

Tesis ¢’ =a’ +&°.

(¥
R
/
-
v
5 e a
\\
.
\\
A ‘\\
r s
e ' RN
- . 5
TEOREMA 19
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Demostracion
Proposiciones Razones

\ —Trazar CD LAB 1- Axioma 8.

2-cca;rais yebribor

3-a’ =cs y b =cr 3 - Propiedad fundamental de las proporciones.
4-a° + b =cs+or 4-f-4

S—a +b =c(s+r) 5 — Propiedad distributiva.

6-5+r=c 6 - Postulado |3

T-a’ +b' =¢* 7-1-8

8-c=a’+b’ 8-1-2.
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CAPITULO V

CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

5 1 Detinicion- Circunferencia es una curva cerrada y plana cuyos puntos egquidistan de
otro tnterior llamado centro (figura 81 (a)).

Circulo : Es la superficie limitada por una circunferencia (figura 81 (b)),

(a)

FIGURA 81

Un circulo abierto es la superficie limitada por una circunferencia pero los puntos de la
circunferencia no pertenecen a la superficie (figura 82 (a)), se representa por una
circunferencia punteada.

Un circulo cerrado es ia superficie limitada por una circunferencia y que incluye los puntos
de ésta, (figura 82 (b)) se representa por una circunferencia normal,

(@ (&)

FIGURA 82
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La mitad de una circunferencia se le llama semicircunferencia (figura 83), a la cuarta pane
de una circunferencia se le ltama sector (figura 84).

FIGURA 83

FIGURA 84

A la mitad de un circulo se fe llama semicirculo y a fa cuarta parte cuadrante (figura 85).

SEMICIRCULO CUADRANTE

FIGURA 85
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5.2 Rectas notables en plano del circulo

Radio - Es la linea recta que une el centro con un punto cualquiera de la circunferencia
{figura 86), como la recta OL.

Arco - Es una porcién cualquiera de la circunferencia considerada aisladamente; como por
ejemplo CFD (figura 86); se denota por una semicircunferencia sobre los puntos
que limitan el arco por ejemplo CD.

Cuerda - Es la recta que une dos puntos de la circunferencia; por gjemplo, CD.

La cuerda subtiende al arco que tiene los mismos extremos. Luego la cuerda CD
subtiende a los arcos CFD y CED

Flecha o Sagita- Llamase flecha o sagita a la perpendicular levantada en medio de una
cuerda y que termina en el arco subtendido, por ejemplo en la figura 86 el
segmento PF.

Diametro — Es una cuerda que pasa por el centro; en la figura 86 es la recta GH.
Secante - Es una recta que corta a la circunferencia en dos puntos : en la figura 86 es la
recta GH.
Tangente — Se le llama tangente a la recta ilimitada que sélo tiene un punto en comun con
la circunferencia. Este punto se llama punto de contacto o de tangencia; en fa
figura 86 la recta tangente a la circunferencia es la recta k.
Cuando una recta es tangente a una circunferencia, la circunferencia lo es

también a la recta.

Recta Exterior- Es la que no tiene ningdn punto coman con fa circunferencia; en la figura
86 la recta M es una recta exterior.

Sector Circular — es la parte de circulo comprendida entre dos radios (figura 87).
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Segmento Circular - Es la porcion de circulo comprendida entre un arco y la cuerda que
une sus extremos (figura 8§7).

Circunferencias Concéntricas — Son circunferencias que se encuentran en el mismo plano
(coplanares) y que tienen el mismo centro y las medidas de

sus radios son distintas (figura 88).
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FIGURA 88

Corona Circular — Porcion de plano limitada por dos circunferencias concéntricas (figura
89).

FIGURA 8%
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Trapecio Circular — Porcidn de plano limitado por dos circunferencias concéntricas y dos
radios (figura 90},

FIGURA %0
5.3 — Definicion — Llamase angulo en e centro o angulo central al 4ngulo formado por dos

radios {figura 91), por ejemplo Z£AOB. Su medida es igual a la del arco comprendido
entre sus lados.
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FIGURA 91

Definicion — Angulo inscrito es el que, formado por dos cuerdas, tiene el vértice en la
circunferencia (figura 92), por ejemplo ZCDE.
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FIGURA 92

Angulo Semi-inscrito - Es el que tiene su vértice en la circunferencia, v por lados una
cuerda y una tangente como por ejemplo (GFH figura 93).

FIGURA 93
54

TEOREMA 20 —Un angulo inscrito tiene por medida la mitad del arco comprendido entre
sus lados.

Hipotesis : Sea B un angulo inscrito en un circulo de centro O y sea AC el arco
comprendido entre los lados del angulo
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Tesis:4B=ATC

(c)
@ ®

Teorcma 20

Caso 1 - Cuando O se halla sobre uno de sus lados (fig. a).

Demostracion
Tracese OC
Proposiciones Razones
1-£ZB=£C 1- Teorema 14
2-£B+2C=-A0C 2- Corolario a Teorema 11.
3-£B+£B=2A0C 3- Toda cantidad puede sustituirse por

si misma I-8.

4-27B = Z AOC

103



AOC

ZB=s D% 4-1-7
2 .

5-ZA0C =AC 5- Def. de medida de angulo central
2

Caso 2 —Cuando O se halla dentro del angulo B (figura {b)).

Demostracion
Tracese el diametro BD.

Proposiciones Razones
1-2ZABD= %[,)_ | -ler. Caso del teorema 20.
ZDBC= BE
2
D ;

2—.'.4ABD+4DBC:%—+D2—C 2.1-8.

AD
3- - ZABC= —~;L[19 3-Postulado 14.

AC

4- . LABC=—.
2

Caso 3 ~Cuando O se halla fuera del angulo B (figura (c)).
Demostracion
Tracese el diametro BD

Proposiciones Razones

[LER)



be

- ZDBC=" 5 I -1er Casodel teorema 20.
ZDBA = DA
2
2-..ZDBC-DBA = EC—;' pA entonces ZABC = A?(—:

Teorema 21 - El angulo formado por dos cuerdas que se cortan dentro de un circulo tiene
por medida la semi-suma de los arcos comprendidos entre sus lados.

Teorema 21

Hipotesis - Sea AOB un angulo por las cuerdas AC, BD.

) D
Tesis- ZAOB= ;A—Jﬂ
Demostracon
Tracese AD
Proposicicnes Razones
1-ZAO0OB= 4+ 2D |- Corolarica del Teoremal 1.
2-ZA= %[3 2 -Teorema20.
=28
2
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Corolario 5.1

Hipdtesis - AB // CD

Tesis - AC = BD

Tracese BC

Demostracion
Proposiciones Razones
1- £ ABC = ~ BCD 1- Teorema 7



2-mZABC= 7—AC 2 -Teorema 20
1
m £ BCD = 3 BD
1 ] \ L ..
3 -Entonces 3 AC= 5 BD 3 - Toda cantidad se puede sustituir por si misma
4--mAC=mBD 4-1-7

5-AC=BD

Teorema 22 - El angulo formado por una tangente y una cuerda tiene por medida la mitad
del arco subtendido por la cuerda.

\
o |

!

S\\ \\ /

TEQREMA 22

Hipotesis — Sean XY la tangente y PQ la cuerda.
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Tesis - ZQPX = ng

Demostracion
Tracesela cuerda QR #/ XY.

Proposiciones Razones
1-PR =QSP |- Corolario 5.1
2-ZQPX = ZPQR 2 - Por ser alternos internos.
PR
3I-ZPOQR = = 3-Teorema 20.
QSP

4- o ZQPX =<2

Teorema 23 - La medida del angulo formado por dos secantes que se intersectan en el

exterior de un circulo es igual a la mitad de la diferencia de las medidas de los arcos
interceptados.

-~ S Tl b
rd T ——«_\—__L_______.
s PR Pl
A
\
1.
~fa
A
\ -7 /
\ gL .
\_\ - yd
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A\-'_'-"’/
TEOREMA 23

Hipdtesis — Las secantes ABP y CDP interceptandose en P exterior al circulo.
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Tesis-m £P = i [m AC-mBD]

Demostracion
Proposiciones

1- Las secantes ABP y CDP que se intersectan en P
exterior al circulo.

2- Trazar DA
}mZa=msP+msb

4-mLP=mZa-msLb

5-m Aa:%mAC
méb:lmBD
2
6—m4a-m£b=é(m AC-m BD)

7-. méP:%[mAC-m BD]

Corolario 5.2

Razones

1- Hipotesis

2- Postulado 2.
3- Corotario a Tecrema ! |

4- Propiedad de Simetria
Propiedad de substraccion.

5-Teorema 20.

6 - Propiedad de Substraccion.

7 - Propiedad de Sustitucion

La medida del angulo formado por una secante y una tangente que se intersectan en el
exterior de un circulo es igual a la mitad de la diferencia de las medidas de los arcos

interceptados.

Hipdtesis — La tangente CP y la secante PA se intersectan en el punto P exterior al circulo.

Tesis - m £P=r!2-{m AD-mBD]
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COROLARIO 5.2
Demostracion
Proposiciones Razones
1- La tangente CP y la secante PA se intersectan 1- Hipotesis
en el punto P exterior al circulo.
2- Trazar DA 2- Postulado 2.
JlmZa=msLb+tmsP 3- Corolario a Teorema 1.
- msP=mLa-mZb 4- Propiedad substractiva de ia
igualdad.
|
5-mga=-m AD 5-Teocrema 20.
FA
msb = ! m BD
2
6-mla-mZLb= —;—[m AD-m BD] © - Propiedad de substracion.
l . L
7-msLP= E[m AD -m BD} 7 - Propiedad de sustitucion,
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CONCL.USIONES

Dentro de mi experiencia comeo docente impartiendo esta asignatura (la cual es de dos afios
frente a grupo), siento que me ha funcionado adecuadamente, ya que a partir de que
desarrollé este material, el indice de reprobacion en mis grupos (dos) disminuyo de una

forma significativa.

A partir de que instrumenté este material he obtenido una mejoria significativa en el

aprovechamiento de mis grupos.

Ademas, durante el segundo periodo lectivo, varios de mis alumnos participaron en el
concurso de Matematicas con escuelas incorporadas a la UNAM, en el cual dos de ellos

participaron en la etapa final obteniendo uno de ellos el tercer lugar en el mismo.

De la manera en que se abordan estos contenidos, se ha pretendido implementar una
metodologia de ensedanza-aprendizaje a partir del razonamiento logico que vaya

desarrollando el alumno para legar a fa formalizacion de las matematicas.
Debe notarse que este material se complementaria con series de problemas inherentes a

cada tema de tal manera que ¢ alumno pueda reafirmar el conocimiento adquirido hasta ese

momento, éstos deben de ser escogidos de una manera adecuada por el profesor.
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