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INTRODUCC'OM

INTRODUCCION

£n los dftimos afios los productos derivados han cobrado una importancia treciente en los mercados
financieros internacionales. En nuestro pais ef 15 de diciembre de 1998 inicid operaciones un mercado
especifico para productos derivados, el Mercado Mexicano de Derivados {MexDer). De ahi la
importancia e interés personal por conocer los modelos matematicos que se aplican en esta drea.

En octubre de 1997, & Premio Nobel de Economia fue otorgado a Robert C. Merton y Myron S.
Scholes. A principios de los afios setenta, estos economisias estadounidenses habian desarroliado, de
manera conjunta con Fischer Btack, un nuevo e innovativo modelo matemdatico para determinar el valor
de los llamados productos financieros derivados.! Su modelo estd basado en los procesos
estocastioos de Markov de tiempo continuo, mejor conocidos como procesos de difusion, entre los
cuales se encuentra el proceso de Ho.

Los productos derivados son contratos que establecen las condiciones de compra-venta de algun bien
subyacente, tal como una accidn, una divisa o una materia prima, en una fecha futura predeterminada,
La principal funcion de los derivados es permitir a los agentes econdmicos cubrir o limitar &f riesgo
producto de las fluctuaciones en el precio dej bien subyacente entre el momento en que se negocia el
contrato y el momento futuro en que se realiza la compra-venta del mismo. Hay diversos tipos de
productos derivados: futuros, opciones, forwards, warrants, etc.. El trabajo de Black, Merton y
Scholes se refirid a uno de los fipos de productos derivados mas importantes, a saber, las opciones.

Los productos derivados existen desde hace mucho tiempo, pero hasta los afios setenta nunca se habia
desarollado un método o modelo adecuado para su valoracidn, Los principales estudios y modetos que

existian se basaban en supuestos no muy realistas y no alcanzaban tomar en cuenta el costo del

1 Fischer Black no rectbio el Premio Nobel debido a que habia fallecido en 1895.
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INTRODUCCION 2

fiesgo.2 En 1973, Black y Scholes publicaron su modelo para determinar e precio de las opciones,
mismo que ahora se conoce como el modelo Black—Scholes 3

Ei modelo Black-Scholes no sdlo resolvié el problema de la vatoracion de derivados que habia existido
durante mucho tiempo, sino que también tuvo un impacto imporiante en la teoria y en la practica de la
economia y de |as finanzas. En cuanto a suimpacto en la practica, hay que sefialar que los rabajos de
Black, Merton y Scholes contribuyeron de manera sustancial al crecimiento répido de los mercados de
derivados a partir de principios de los afios setenta. En cuanto aia teoria, después de 1973 ha habido
un desamollo muy imporiante en fa teoria de la valoracidn de derivados, basado en el modelo
Black-Scholes. Asi mismo, se abrié una nueva drea de aplicacion y desarollo para los procesos
estocasticos.s

El primer mercado organizade de opcicnes, el Chicago Board Options Exchange (CBOE), inicié sus
operaciones en 1973, afio en que se publicd el modelo Black-Scholes. Para 1975 los comedores del
CBOE ya aplicaban ese modelo para valorar y proteger sus posiciones de opciones. Hoy en dia, miles
de corredores e inversionistas utilizan el modelo Black-Schotes para calcular ¢! valor de las opciones en
los mercados financieros alrededor del mundo. El modelo tiene ciertas limitaciones imporiantess, pero
es muy facil de utilizar, requiere informacién que se obliene directamente del mercado, y properciona
informacitn en formainstantanea. En México se emplea et modelo Black-Scholes, por ejemplo, para la
valuacidn de titulos opcionales o warrants de tipo europeo.®

Para la ciencia economica el modelo Btack—Scholes fue algo tofalmente nuevo, en dos sentidos.
Primero, las mateméticas usadas para llegar a modelo no formaban parte de las hemamientas

? Por gjemplo, los estudios de Louis Bachelier de 1900 y James Boness de 1964, Para mayores detallas viase Royal
Swedish Academy of Sciences, 1997,

3 Viéass Black y Scholes, 1973. En ese tiempo colaboraban muy de carca con Merton, quien también publico varios
trabaios y quien, segln Black, habia tenido algunas ideas cruciales para llegar al modelo. Para mas detalles vease Black,
1988, y Royal Swedish Acadarmy of Sciences, 1997.

“Las ideas de Black, Merton y Scholes lambién se han aplicado en otros campos de la taoria y practica econémica y de
finanzas, tales como !a valomcion de acciones, la evaluacion de inversiones, los contratos de seguros y fianzas, y 'a teoria
dinamica de mercados financieros.

§ Vféase, por gjemplo, Rodriguez de Castro, 1995.

8 Véase Bolsa Mexicana de Valores, 1998.
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INTRODUCCION 3

matematicas que utilizaban cominmente los economistas en ese tiempe. El modelo es una
combinacion de procesos estocasticos y calculo diferencial. Segundo, la ciencia econdémica nunca
habia visto una aplicacion tan rapida y difundida de un resultado tedrico. De hecho, algunos
comentaristas han alegado que con el modelo Black—Scholes la ciencia matematicalecondmica por fin
produjo algo que sirve en la practica.’

En los (itimos afios, los productos derivados no sélo han llamado la atencién de los medios gracias alos
ganadores del Premio Nobel, sino también debido a algunos escandalos financieros de gran escala. En
1994 se declar en bancamota el condado de Orange, California, después de algunas operaciones
financieras falladas relacionadas a productos derivados, en las que se perdieron cerca de US$1.7 mil
millones. En 1995 el famoso banco inglés Barings quebrd porque uno de sus empleados, Nick Leeson,
habia perdido US$1.4 mil millones especulando con derivados sin que nadie se diera cuenta de lo que
estaba haciendo.

Esta tesina tiene como objetivo realizar un estudio documental del modelo Black-Scholes y su
utilizacion en el mercado de derivados de opciones. El modelo Black—Scholes es un ejemple de una
aplicacion del proceso estocastico Ito en {a teoria y préctica de tas finanzas. £l modelo Black-Scholes
requiere conocimientos matematicos basicos, como de los procesos estocasticos, la estadistica, la
probabilidad, el calculo diferencial y el calculo integral. Esto lo hace un tema relevante de investigacion
aplicada para la cammera de Matematicas Aplicadas y Computacién de la UNAM,

La tesina esta organizada de ta siguiente manera. El primer capitulo *& mercado de derivados” hace
una infroduccidn basica aios productos derivados. Se explica la funcién del mercado de derivados, y se
examina cuales son sus ventajas y riesgos. Ademas se describen los productos derivados mas
comunes, como los futuros, forwards, opciones, warrants. Se pone especial enfasis en las opciones,
que son los derivados mas relevantes para efectos del modelo Black—Scholes y de este trabajo. El
primer capitulo también describe las catastofes financieras que estuvieron asociadas con la utilizacion

7 The Economist, 18 de octubre de 1997.
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INTRODUCCION

de productos derivados, particularmente los casos de Orange y de Barings mencionados amiba.
Finalmente se describe la creacion del MexDer en México.

En el segundo capitulo “Procesas estocasticos y valoracion de bienes financieros” se exponen los
principios generales en materia de procesos estocasticos de tiempo continuo —proceso de Wiener,
movimiento Browniano y proceso de Ito-- el lema de tto, la distribucién lognormat, distribucion normal, y
su aplicacion en la determinacion del precio de un bien financiero. Estos principios son importantes ya
que establecen las bases sobre las que descansa !a explicacién tedrica-matematica del modelo
Black—Scholes.

El tercer caplitulo *La valoracién de opciones y ef modelo Black—Scholes™ analiza mas a fondo ¢l
modelo Black-Scholes. Primero se presentan los antecedentes histdricos en la teoria de valoracion de
opciones. Luego se examinan los diferentes factores que afectan el precio de las opciones —e! precio
del bien subyacente, la volatlidad de dicho precio, la tasa de interés, etc— y de qué manera y con
cuales hipbtesis dichos factores se toman en cuenta en el modelo de Black, Merton y Scholes. Para
ilustrar el modelo Black-Scholes & capitulo concluye con un ejemplo de aplicacion utlizando datos
reales para los productos derivados llamados opciones calF de tipo de europeo.

Al final de la tesina se presentan las conclusiones del trabajo. Asi mismo, se incluyen un glosario, un
Anexo A “Probabilidad y estadistica™ y un Anexo B *Conceptos basicos de procesos estocasticos”,

* En la literatura en espaiol las opciones calf también se llaman opciones do compra, En este trabsjo se manejaran como
opciones call.

MATEMATICAS APLICADAS ¥ COMPUTACION, ACATLAN, UNAM



CAFITULO | EAMERCADO DE DERIVADOS &

CAPITULO |

EL MERCADO DE DERIVADOS

En este capitulo introductorio se precisa el contenido y significado del mercado de derivades. En
seguida se explica la funcion del mercado de derivados. Se examina cudles son las ventajas y riesgos
del mercado, como opera la cAmara de compensacion y qué son los margenes.! En la segunda parte
de este capitulo se describen los productos derivados mas comunes: futuros, forwards?, opciones ¥
warrants. Bl énfasis se centra en las opclones, en vista de que se trata del derivado objeto de estudio.
Para ejerplificar los alcances de los riesgos en que se puede incurrir con una utilizacién inadecuada de
los derivados, fa tercera parte examina dos catastrofes financieras recientes que estuvieron asociadas
con la utilizacion de productos derivados.? Finalmente se describe el proceso de creacion del mercado
de derivados en México.

1108 mérgenes también se conocen como aportaciones o garantias, En ests trabajo se hace referencia como mérgenes,

2 En lo sucesivo fos t&rmincs en inglés para los cuales no se encontrd una traduccion adecuada en espafial Se ponen en
letras cursivas.

3 En habla inglesa son conocidos como derivative products, financial derivatives, derivative securities, contingent claims or

MATEMATICAS APLIGADAS 'Y COMPUTAGION, ACATLAN, UNAM.



CAPITULO 1. EIMERCADO OE DERVADDS

1.1 ;QUE ES EL MERCADO DE DERIVADOS?

1.1.1 CONTEXTQ

El mercado de valores es un mercado organizado de intermediarios que representan los intereses de
particulares, sociedades mercantiles y gobiernos, donde se reafiza el fibre intercambio de valores
financieros, de acuerdo a las reglas establecidas por las bolsas, por las autoridades financieras, asi
como por los propios intermediarios. Ei mercado de valores es el medio a fravés del cual las empresas
y gobiernos pueden acceder a financiamiento y los pariculares e instituciones a la inversion de sus
ahorros. Enlatabla 1.1 se presenta una clasificacién del mercado de valores; podemos observar que
mercado de derivados se caracteriza por su liquidacién a futuro.

En el mercado de derivados se comercian los productos derivados, los cuales implican compromisos
futuros para comprar o vender bienes, los lamados bienes subyacentes!, a un precio fijo. Los bienes
subyacentes que se pueden comprar o vender en el mercado de derivados generaimente son bienes
basicos (materias primas, productos agricolas, metales preciosos) o bienes financieros (acciones,
divisas). También, hay subyacentes que en realidad no son propiamente bienes, sino indices
financieros, por efemplo, las tasas de interés o los indices burs4tiles.

La razbn por la cual son lamados productos “derivados™ es porque son contratos financieros cuyo
valor depende del valor del bien subyacente. En ofras palabras, el valor del producto derivado “se
deriva” del valor de! bien subyacente. La definicidbn més comin que se maneja en finanzas sobre un
producto derivado es la siguiente: Un producto derivado es un contrato financiero cuyo valor
depende de otro bien subyacente.

4 En lo sucesivo s8 hara referencia a ellos como bien, bien subyacente o subyacenta.

MATEMATICAS AFUICADAS Y COMPUTACION, ACATLAN, UNAM.



CAPITULO | E| MERCADO DE DERVADOS

Tipos de Clasificacion

Caractetisticas

Por vencimiento de obligacién

Mercado de dinero Este se refiere a la transferancia de recursos a corto plazo, genergimente a
un ano, Tiene raducido rigsgo y alta liquidez.
Mercado de capitales Este sa refiere & intencambio de valores, por ejemplo acciones, cuyo

objeto es satisfacer las necesidades de financiamiento a faro plazo, tanto
propics como ajencs, generalmente mayor a un afo.

Por la fase de la negociacion

Mercado primario Este se consliluye por las operaciones en que empresas o gobiemos
reciben dinero fresco como pago de nuevas acciones U olros valores que
ofrecen a sus accionistas o al piblico en general a través da la bolsa, es
decir, por la colocacion de una nusva emision de valores.

Mercado secundario Este se refiere al mercado de instrumentos financieros que ya fueron

emilidos al mercado anteriomenta por el emisor original. La transfarencia
es Uricamente entre el comprador ¥ el vendedor, ¥ la empresa emisora
cuyas acciones son objeto de la compra-venta usualmente no tiena nada
que ver en astas gperaciones.

Por entrega inmediata o futura

Mercado spof o en efectivo | En este mercado se comerdia un instrumento financiero para su entrega
inmediata (0 en un plazo dé tipo coro de uno o dos dias).

Mercado de derivados Este es i mercado en que el plazo prefijade de liquidacion de la
operacion es a futuro, es decir, entre 3 meses y 3 afios después de la
negociacion de la transaccion.

Por estructura organizacional

Mercado de subasta Este mercado tiene un sistema centralizado para la publicacion de las
rdenes de compra y venta, donde el vendedor junta a todos los
compradores potenciales (sisndo por lo tante una estructura menos
fragmentada) y s6 asegura una formacion de precios méas uniforme.

Mercado de mostrador El mercado de mostrador es para las acciones no listadas en |2 bolsa, Hay

negociacion &recta entre comprador y vendedor, generalmente fuera do la
bolsa.

Mercado de infermediado

No hay trato directo entre comprador y vendedoar sino se hace a través de
un agente intermediario que opera en la bolsa.

Clasificacion del mercado de valores

Tabla1.t

E} mercado de derivados permite a un agente comerciar algun bien, sin que ese agente en ese momento
tenga disponibles los recursos para cubrir e valor total de dicho bien. Lo que hace es pactar el contrato
y fijar el precio al cual se realizara la compra-venta de! bien en un plazo futuro. Cumplido el plazo se
lleva a cabo el confrato, se realiza el pago y la entrega del bien.s

% La entrega fisica 0 no del bien, depende del tipo de bien que se esté comemializando. Por ejemplo, en el caso de
indices financiesos, los cuales no existen fisicamenta, se realiza el pago en efectivo,

MATEMATICAS APLICADAS ¥ COMPUTAGION, ACATLAN, UNAM



CAPTULO | EIMERCADO DE DERIVADDS &

En los afios setenta, la introduccién en muchos paises def régimen de libre flotacion de los tipos de
cambio de divisas, los déficits publicos crecientes de muchos gobiernos, asi como las altas tasas de
inflacion, ocasionaron una volatilidad muy grande en los precios de los mercados de valores a nivel
mundial. Los productos derivados surgieron como instrumentos de cobertura ante la necesidad de
gestionar adecuadamente los riesgos asociados a esta inestabilidad. A partir de entonces el mercado
de derivados ha crecido de manera importante y sin precedentes s

1.1.2 FUNCIONES Y RIESGOS DEL MERCADO DE DERIVADOS

El mercado de derivados tiene tres funciones importantes:
+ Es un mecanismo eficiente para la distribucion de! riesgo?
+ Sirve para especular sobre las fluctuaciones en los precios®

+ Permite pronosticar e! precio del bien subyacente y su probable desarrollo en el future®

En la actualidad existen diversos tipos de riesgos (véase tabla 1.2). La sofisticacion, complejidad y
globalizacion de los mescados financieros, asi como los avances tecnologicos en computacion y
comunicaciones, y la competencia intemacional han ayudado a la aparicién de riesgos financieros méas
complejos y diversos. Asi que la necesidad de protegerse y anticiparse a los cambios futuros del
entorno es una parte integral de cualquier actividad econdmica que involucre incertidumbre.

€ Hoy en dia, Lan solo los bancos de Estados Unidos tienen contratos de productos dativados que involucran a un monto
de 25 millones de mitlones de dilares (US$$25,000,000,000,000); Baumohl, 1998, Este monto es superior al tamafio de las
economias de Estados Unidos, Europa y Japbn combinadas, mientras que a principios de los afios setenta era casi cero.
Actualmente, 1os cinco mefcados de derivados mas grandes del mundo, medidos por nimero de contratos, son ef Chicago
Board of Trade (CBOT), London Intemational Financial Futures and Options Exchange (LIFFE), Chicago Mercantile
Exchange (CME), el mercado de Frankfurt, Alemania (OTB) y el de Paris (MATIF); Edwards, 1998,

7 Es dedir, se distribuye el riesgo entre aquellos agentes que desean eliminar o rechicir f riesgo, por un lado, y aquelios
que eslan inferesados en asumir ese riesgo, por € otro.

® Esto implica lomar una posicion riesgosa con la finalidad de obtener una ganancia.

% Esta funcidn ayuda en la prediccion del futuro y en la toma de decisiones da consumo e inversian, Por ejsmplo, e 18 de
enero de 1999 se informo en el periddico Reforma que los futuros sobre e peso a marzo de 1999 se ubicaron en 10.7354
pesos por ddlar, a junio en 11,4286, a septiembre en 12.1359, y a diciembre de este mismo afio en 12,8865 pesos por dlar,
Eslo sirve como informacidn acerca del probable desamotic de! tipo da cambio pesafdotar de enero a diciembre da 1999,

MATEMATICAS APLICADAS Y COMPUTACION, ACATLAN, UNAM.



CAPHTULO | EI MERCADO DE DERIVADOS g

Tipo de riesgo

Descripcién

Ejemplos

Riesgo de mercado

El riesgo de perdida debido a cambios adversos en
las conditiones y precios de ks mercados
financieros

Riesga de tipo de cambio
Tasa da inlerds
Riesqo da ligui

Riesgo de cradito

El riesgo de pérdida debido @l incumplimiento de
una confraparte en una transaccion financiera.

oo te o
Riesgo de entrega
Riesgo de pais

Riesgo tecnoldgico y operacional

El riespo de pérdida debido a sisternas
inadecuades, emores humanos o de h
st

Riesgo de proceso
Riesge de valuaciin
Riesgo de revaluacion

Riesgo legat

Elriesgudepé-cﬁdadebidoaaspectslega!eso
reguiatonics de las ransacciones.

R % o =
Riesgo de incumplimiento

Riesgo general del negocio

Ofros riesgos financiens que no se contemplan en
fas categorias anteriores.

Riesgo de reputaciin
Riesgo de evenos

Fuente; Medina, 1996.

Tipos de riesgo
Tablat2

£n el caso de los productos derivados el tipo de riesgo que le conciemne es el riesgo de mercado.
Dentro del cual, el riesgo de tipo de cambio es tal vez el mas conocido y visible de los riesgos. Este
riesgo afecta a los agentes que mantienen operaciones comerciales en divisas, por ejemplo, en dblares,
como es ef caso de empresas exportadoras e importadoras, riesgo que a su vez desencadena ofros
tipos de riesgo, como fiuctuaciones en tasas de interés. Los productos derivados proporcionan la
oportunidad para protegerse contra estos riesgos.

Con respecto a 1a proteccién que ofrecen, varios autores comentan que no siempre es posible lograr
dicha proteccion en la proporcion requerida. En la mayoria de los casos los resultados obtenidos en
dichas operaciones distan mucho de los espectaculares rendimientos que en teoria, de salir fodo bien,
podrian alcanzarse. Sobre todo cuando se estd actuando en forma apalancada® Es importante
subrayar que el uso de los productos derivados debe de estar dentro de un entorno efectivo de control y

administracion de riesgos.”! Ya que el mercado de derivados muchas veces se considera muy

1 El concepto de apalancamiento se refiere a que con un porcentaje relativamente pequedo del valor total de una
operacidn se puede accedar al compromise comespondients. Viéase mas adefante.
¥ Para mayores detalles véase Franco, 1996,
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especulativo y de alto riesgo’™  Sin embargo, si se mantiene un balance adecuado entre el

apalancamientn y la propia capacidad de pago, hay menos posibilidades de meterse en problemas.'s

Cuando se empezaron a negociar los primeros productos derivades sobre bienes agricolas en el
Chicago Board of Trade (CBOT) a mediados del siglo XIX, el primer problema que se enfrentd fue que si
los precios subian durante la etapa de la cosecha, los agriculfores decidian no cumplir su confrato,
buscando vender mas caro su producto en el mercado spof. Si habia una plaga o sequia, enfonces los
praductores no podian cumplir la enirega de la mercancia ya que no contaban con ésta; en tanto que si
los precios de los bienes caian, entonces los compradores no cumplian, ya que preferian adquirir la
mercancia a precios méas bajos en el mercado spot. Este riesgo de incumplimiento por |a contraparte
cae en la categoria de riesgo de crédito identificado en la tabla 1.2,

Con todos estos hechos, alrededor de 1860 {as bolsas de Chicago decidieron crear una insfitucion que
hiciera cumplir estos confratos. De esta manera, se establecid la primera camara de compensacién
{clearing house) en forma organizada.™

1.1.3 LA CAMARA DE COMPENSACION Y LOS MARGENES

La camara de compensacion es una institucion que realiza la contabilidad central de los depositos de
todos y cada uno de los participantes del mercado de derivados. Actualmente, en todos los mercados
de de rados existe una camara de compensacion. Ofra de sus funciones es garantizar que tas dos
partes de una transaccion cumplan con sus obligaciones. Al vencimiento del contrato, en caso de
incumplimiento de alguna de las partes, |a camara tendra que realizar la entrega que estipula el contrato
ala parte indicada a cambio del pago correspondiente, y luego procedera legalmente contra la ofra parte
por incumplimiento de confrato.

12 £l fesgo en ef mercado de productos derivados se vuelve "mortal’ cuando los participantes toman posicionss
desproporcionadas con su capacidad de pago y de inversion.

13 Por desgracia, la avaricia ha flevado a la fuina a diverses inversionistas que han tratado de oblener jugosas ganancias
an o mercado de dervados. Al final de este capitulo se describen dos de los casos mas polémicos asociados con la
utilizacion de derivados.

14 y/gase Pamell, 1996.
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La camara nunca toma una posicion abierta sino que espera a que existan ofertas y demandas para
cubrir cada una de eflas conviriéndose asi en comprador para e! vendedor y vendedor para el
comprador. En un contrato de este tipo, el comprador y el vendedor no necesariamente se conocen. El
intercambio se realiza a través de la intermediacion de una camara de compensacion.

Otra funcion de la camara de compensacion es administrar los méargenes que depositan las
confrapartes de un contrato. Los mérgenes tienen como proposito:
+ Garantizar el cumplimiento del contrato por parte de cada uno de los participantes o por io
menos minimizar e! incumpiimiento
+ Crear un fondo de garantia
& Permitir 1a realizacion del gjuste diario que resultara de los movimientos en los precios que se
traducen en pérdidas o ganancias para los inversionistas

Al momento en que se pacta un contrato de derivados, las confrapartes (o, en algunos cases, una de las
confrapartes) depositan en una cuenta una canfidad de dinero ylo valores, conocida como margen
inicial, a favor de la camara de compensacidn. Esta aportacion representa un porcentaje del contrato y
varia en funcidn de la volatilidad de! bien subyacente, de tal manera que mientras mas volafilidad exista,
mayor es el margen demandado y viceversa. Este margen generalmente comprende entre el 2 y el 10
por ciento de! vator de 1a posicion.

£l margen de mantenimiento es el limite minimo aceptado, al disminuir a cuenta de mérgenes de un
inversionista como resultado de un movimiento desfavorable de precios. Cuando !a cuenta se coloca
por abajo def margen de mantenimiento, el inversionista es requeride para depositar un margen
adicional, para reconstituir el margen inicial, lo cual se hace mediante un “aviso de margen”. El margen
de mantenimiento se encuentra enfre el 70 y el 75 por ciento del margen inicial. Este margen asegura
que el valor de |a cuenta nunca sera negativo.
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Un comprador ¢ vendedor recibe un “aviso de margen” cuando el mercado se mueve en su confra y &l
valor neto depositado en la cuenta de margen o fondo de compensacion cae por abajo del margen inicial
y excede el margen de mantenimiento. Si e agente no hace frente al “aviso de margen” y no realiza las
aportaciones solicitadas, el confrato queda automaticamente cancelado, y pierde todos Jos margenes
depositados hasta ese momento. En cambio, si el mercado se mueve a favor de un inversionista y el
valor neto de cuenta de margen supera el margen inicial, resulta “un margen de variacién”, que es €l
excedente en la cuenta de margenes. El agente puede refirar el efectivo excedente si lo desea.®s

1.2. PRODUCTOS NEGOCIADOS EN EL MERCADO DE DERIVADOS

El tipo y el niimero de combinaciones de productos derivados que se pueden disefiar e implementar en
la practica es muy extenso.'® Sin embargo, existen varias caracteristicas genéricas que distinguen los
derivados de ofros valores financieros tales como acciones y titulos de deuda:

Requieren ta entrega de algin bien en una fecha futura predeterminada a un precio fijo.

*

¢ La persona que adquiere el derivado se denomina el comprador del derivado

+ Lapersona que emite un derivado se llama el vendedor, emisor o escritor (wrifer) del derivado

+ Siempre existen fechas limite para liquidar la operacidn®”

+ Su uso implica apalancamiento

¢ Su funcion es proporcionar una oportunidad a los participantes del mercado para protegerse
contra los riesgos financieros o de ofra naturaleza

Dentro de los productos derivados existen dos productos basicos: los futuros y las opciones, y a partir
de ellos se construyen diferentes fipos de productos derivados. A continuacion se describen algunos de
los productos derivados mas comunes: futuros, forwards, opciones y wamanis.

15 Para mayores detalles sobro margenes vaase Pamell, 1986.

5 En la actualidad existen gran diversidad de productos derivados: opciones, futuros, swaps, forwards, wanrants,
opciones de prima cero, los coifars o opciones participativas, ste. En este rabajo sdlo se veran algunos en forma general.

17 Es decir, en contraste con una inversion, por gjemplo, en acciones, la cual nunca amortiza y en el exiremo se podria
mantener por tiempo indefinido, en €l caso de productos derivados existe una fecha de vencimienio o de gjercicio, raramenta
superior @ dos o tres afios.
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1.2.1 FUTUROS Y FORWARDS

* Futuros

Los futuros son uno de los tipos de productos derivados mas simples, mediante los cuales ias dos
partes parficipantes se obligan a comprar o vender un bign subyacente en una fecha futura a un precio
fijo.

Una parte acuerda comprar el bien y |2 otra se compromete a venderlo. Ambas partes estan obligadas
a cunplir. Ninguna de ellas carga una prima a ja otra. El contrato esta totaimente estandarizado, es
decir, en é! estin establecidas las caracteristicas del bien subyacente {cantidad, calidad, efc.), el lugar y
la fecha de entrega, y la forma de fiquidacitn. Los (nicos factores que se negocian (o sea, gue no estan
estandarizados) son el precio de ejercicio y el nimero de contratos.

Las caracteristicas fundamentales de los futuros son:*

¢ El comprador del futuro fiene la obligacion de comprar el bien subyacente a precio
especificado en la fecha especificada; el vendedor 1a obligacién de venderlo

+ Se comercializan en casas de boisa

+ Estan estandarizados

+ Estan disponibles para inversionistas pequefios, aunque inversionistas grandes también los
utilizan

+ Tienen una liquidez considerable, esto significa que son instrumentos relativamente faciles de
comprar y vender

+ Conllevan poco riesgo de incumplimiento

¢ La enfrega dei subyacente raramente ocurre en la préactica, debido a que muchas veces los

agentes toman posiciones de compensacin'® o pagan solo la diferencia

18 \fgasa Etling, 1997.

9 Se ha chsesvado que en el 98 por ciento de los casos se cancela la operacion global al efectuar la operacion contrara,
es decir, comprar o que previaments se vendid, o vender lo que praviamente se compro. Esto se llama tomar una posicion
do compensacion. Solo por excepcion se llega deliberadamente al vencimiento dal plazo con posiciones abiertas. En este
sentido el fuluro es equivalente a un seguro.
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® Forwards

Los forwards® no son ofra cosa que futuros, pero negociados en el mostrador, es decir, directamente
entre comprador y vendedor, no en la bolsa. Los contratos forwards se elaboran de acuerdo con las
necesidades de los participantes, los cuales acuerdan y detallan cuidadosamente a cantidad y calidad
del bien, el plazo, ef lugar de entrega y la forma de liquidacion.

Este fipo de instrumento derivado es mas “a la medida®. La realizacion del contrato es privaday no a
través de la cimara de compensacidn como en el caso de los futuros. La relacidn entre las partes y su
calidad crediticia determinan la cantidad del depdsito de los mérgenes. Las pérdidas y ganancias se
redizan al vencimiento del contrato y no existen los avisos de margen.

En resumen, las caracteristicas fundamentales de los forwards son:?!
+ Se comercializan en el mostrador
Estan personalizados, es decir, no estandarizados
Estan disponibles para inversionistas grandes y con capacidad de crédito
Tienen baja fiquidez; debido a que son personalizados es dificii venderios
Existe riesgo de incumplimiento, ya que no interviene la camara de compensacion

* & > *+

La entrega usualmente se realiza {a diferencia de los futuros)

1.22 OPCIONES

Las opciones son productos derivados gue dan al poseedor el derecho, mas no la obligacién, de
comprar {vender) una cierta cantidad de un bien a un precio especifico en o antes de una fecha
preestablecida. Después de esta fecha la opcidn deja de existr. El vendedor de la opcion esta, en
cambio, obligado a vender {comprar) esa cantidad al (del) comprador de la opcidn. El comprador de!
contrato (el que adquiere 1a opcidn) debe pagar al vendedor (el que asume la obligacion) una cuota, ala
cual se e liama precio o prima de la opcion, siendo éste el valor que buscaban calcular Black,

2 También son conocidos como contratos adelantados o contratos a plazo.
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Merton y Scholes.

Hay que enfatizar que el contrato de opcitn da al propietario $6lo fa optidn de comprar ¢ vender, esto
€s, no tiene la obligacidn. Esta es una caracteristica que distingue a las opciones de los futuros, los
cuales son obligatorios para las dos contrapartes. Por consiguiente, el coste de los futuros es
practicamente nulo, mientras que las opciones tienen un precio, la prima de ta opcion.

Debido al auge que han adquirido fos mercados de derivados en las (itimas décadas, pareceria que los
derivados en general y las opciones en particular son instrumentos financieros de creacién reciente. Sin
embargo, los derivados no son un invento reciente sino ienen una historia larga y variada.Z?

1.2.2.1 HISTORIA DE LAS OPCIONES

La Biblia (Génesis, 28) contiene la primera referencia a una opcién de mercade. El incidente sucedié
cuando Jacob deseaba casarse con Raquel, la hija pequefia de Laban. Este aceptd siempre que Jacob
le pagara primero con siete afios de trabajo. Se puede ver que las opciones ya tuvieron un mal
comienzo ya que Laban no cumplio el contrato y entreg6 a Jacob su hija mayor Lea.

Los fenicios, griegos y romanos ya negociaban contratos con clausulas de opcibn sobre las mercancias
que fransportaban en sus naves. Existe una anécdota de la ganancia que obtuvo el fiidsofo, matemético
y astronomo griego Tales. Un inviemo Tales previd que 1a cosecha de aceitunas del otofio siguients
seria abundante. Tomé el poco dinero que tenia y visitd a todos los propietarios de prensas de
aceitunas de ta zona, colocd pequeiios depbsitos en cada una para tener una opcion sobre el uso ge las
prensas cuando llegara el otofio. Cuando Hegd el tiempo de la cosecha, y hubo mucha demanda de
prensas debido a [a cosecha abundante, Tales las dejé a precios attos e hizo mucho dinero (Burton,
1997).

2 Véase Effing, 1997.
2 Vaase, por gjemplo, Lamothe, 1997.
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Los primeros antecedentes de los mercados modernos de opciones se sititan en Holanda en el siglo
XV, utilizados para comerciar tulipanes. Las opciones sobre tulipanes crecieron tanto que se provocod
la quiebra de muchos especuladores, lo cual extendio la idea en Europa de que los mercados de
opciones eran muy peligrosos y excesivamente especulativos. En inglaterra fueron declarados degales
en 1733, prohibicibn que durd hasta 1860.

Aunque las opciores se habian venido negociando con mas frecuencia de manera informal en
diferentes paises desde mediados del siglo pasado, no fue sino hasta el 26 de abril de 1973 cuando el
Chicago Board Options Exchange (CBOE) empezd a operar opciones en forma organizada,

A continuacion se explican algunos conceptos basicos, con la finalidad de familiarizarse con el lenguaje
de las opciones y su funcionamiento.

1.2.2.2 CONCEPTOS BASICOS Y FUNCIONAMIENTO

& Precio del bien subyacente

Dentro de las opciones se manejan fres diferentes precios y es muy importante no confundirios. Este
primer precio es el precio de cofizacion del bien subyacente en el mercado, al cual dicho bien puede ser
vendido o comprado.

* Precio de gjercicio
El sequndo precio es el precio de ejercicio (strike price), et cual es el precio establecido en ef contrato de

Ia opcitn al cual se puede vender o comprar el bien subyacente {mas no en el mercado) al momento de!
vencimiento del confrato.

2 Es docir, opciones estandarizadas, listadas en bolsa y requladas por el gobiemo. Las primeras opciones negociadas
fueron opciones call. Asi es como nace el primer marcado organizado de opciones. El 3 de junio de 1977, & mismo CBOE
inicié tambign las negodiaciones de opciones put Mas adelante se explicara qué son tas opciones call y put.
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¢ Prima o precio de la opcion

Este ultimo es el precio que el emisor cobra al comprador por un contrato de opcion en el mercado. De
acuerdo a la teoria de valoracion de opciones, la prima de una opcion es determinada en dos formas
diferentes. Primero, si existe un mercado para una opcidn particular, la prima es fijada por el mercado (la
ley de la oferta y la demanda). Segundo, Si la opcion se vende en ef mostrador, 1a prima se acuerda
entre comprador o vendedor. En la practica la prima de una opcion incluye tanto el “valor teorico” de la
opcibn como costos de transaccion. El valor tebrico de una opcion, es aquel valor que no incluye costos
de transaccidn sino s6lo el valor al cual se puede vender un contrato de tal manera que no se obtenga
Lna ganancia ni se incurra en una pérdida en la transaccion.

En este trabajo, no se hace distincidn entre los términos prima o valor de una opcidn. Sin embargo, es
importante enfatizar que en este trabajo lo que se busca encontrar o determinar es el llamado valor
tedrico de una opcion. El modelo Black-Scholes permite calcular el valor de una opcidn.

De acuerdo al derecho que otorga ta opcidn se dividen en opciones calf y opciones put. Se ha
encontrado que en algunos casos se traduce al espafiol como opciones de compra y opciones de venta,
respectivamente. Sin embargo, en este frabajo se manejan por su denominacién en inglés.

* QOpciones call
Una opcion call da al poseedor el derecho de comprar una cierta cantidad de un bien subyacente a un
precio especifico en una fecha futura predeterminada.

Caracteristicas fundamentales de las opciones cafl:
+ B} comprador de {a opcion calf tiene el derecho, mas no fa obligacion, de comprar el bien
subyacente al precio fijado antes o en la fecha de vencimiento
+ Hlvendedor de la opcion calf se obliga a vender ! bien subyacente al precio especificado si la
opcibn es ejercida

¢ Generalmente vale mas la opcitn “viva" que “muerta”, es decir, en cualquier momento se
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puede vender !a opcidn a una prima mayor que la ganancia que se podria obtener en caso de
ejerceria

Para ejemplificar una opcién call supdngase que un exportador mexicano emite una opcion calf sobre
maiz y un fabricante de cereales en Alemania la compra. El fabricante quiere asegurarse de un buen
precio para el malz que utifiza como insumo. El exportador se obliga mediante la opcion call a vender
una tonelada de maiz a un precio de ejercicio de $1,000 pesos.® La apcion expirara en seis meses y
tiene una prima de $50 pesos. El fabricante adquiere el derecho de comprar e} maiz al precio de
gjercicio. Si en la fecha de vencimiento el precio actual del maiz supera a fos $1,000 pesos, por decir
$1,080 pesos, el fabricante decidirh ejercer su derecho y comprar el bien al precio de ejercicio. Asl
obtendré una utilidad neta de $30 pesos ($80 pesos por el aumento en el precio menos $50 pesos de la
prima). Por su parte, ¢l exportador incurre en una pérdida de $30 pesos.

| Ganancia opcién de compra {cafi)
comprador {posicion larga)
+P
+
Exe precio del bien
b E S subyacente

aumenta precio

vendedor {pasicion corta)

Perfil de ganancia de una opcion call
Grafica 1.1

La grafica 1.1 muestra el perfil de riesgo, también conocido como perfil de ganancias, para el
comprador y el vendedor de una opcion call. Ef eje de las ordenadas muestra las utilidades o pérdidas
netas derivadas de un cierto movimiento en et precio def bien subyacente una vez que se ha comprado

#\/gase Etling, 1997,
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la opcion; el eje de tas abscisas indica el precio del bien subyacente en cualquier memento {S), el precio
de ejercicio {£) y la prima de Ia opcion (P).

El comprador de la opcién paga una prima, ia cual representa una pérdida neta, indicada como FPen la
grafica. Si el precio de! bien subyacente permanece por debajo del precio de ejercicio, el comprador no
ejercera la opcion y ésta expira sin tener ningin valor. Por lo tanto, bajo dicho escenario el comprador
anicamente pierde la prima. Por otra parte, si el precio del bien subyacente supera el E, &l tenedor de la
opcién call la ejercera. Mientras mas alto sea el precio de mercado con relacion al precio de gjercicio,
mayor sera la utilidad neta del comprador. Asi lo muestra lalinea con pendiente positiva. Dichalinea no
corta el eje de las ordenadas en E; pues aunque el comprador de la opcion call puede ejerceria en este
punto, sus utiidades netas no son positivas sino hasta que recupere la prima, P. Por consiguiente, el
comprador de una opcidn call tiene un riesgo conocido v limitado de pérdida, pero una posibilidad
desconocida ¢ ilimitada de ganancias.

La misma grafica 1.1 muestra el perfil de ganancia de! vendedor de la opcion cali. Se trata de ia imagen
invertida del perfil del comprador de la misma. El vendedor recibe la prima P. En la medida en que el
precio del bien subyacente permanezca por debajo de £, 1a opcidn no se ejerce y &l vendedor obtiene
como utilidad la prima P. Pero si se ejerce, el vendedor esta obligado a entregar o vender €l bien
subyacente a precio de gjercicio, £, que serd menor al del mercado. Mientras mayor sea el precio en el
mercado con respecto al precio de ejercicio, mayores serdn las pérdidas netas de! vendedor de la
opcidn. Esto se representa por medio de la linea con pendiente negativa. Dicha linea no corta el eje de
las abscisas en £, ya que aun cuando la opcibn se ejerza, el vendedor no registrara una pérdida neta,
sin¢ hasta que e! precio del mercado sea tan atto en relacion con el precic de ejercicio de manera que
éste sobrepase al vator de la prima, P. Por consiguiente, el vendedor de la opcibn call iene un potencial
de ganancia conocido y imitado, pero un potencial de pérdida desconocido e ilimitado.

2 Estos precios son inventados para construir el ejemplo.
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e Opciones put
Una opcion puf da al propietario el derecho de vender un bien a la ofra parte, de acuerdo a las
caracteristicas especificadas.

Caracteristicas fundamentales de las opciones put:®
¢ El comprador de la opcién tiene el derecho de vender el bien subyacente al precio
especificado antes o en (a fecha fijada
+ H vendedor de la cpcién se obliga a comprar el bien subyacente al precio especificado si la
opcidn es ejercida

Para ejemplificar una opcibn put imaginese que un exportador mexicano emite una opcibén put sobre
maiz, la cual es comprada por un productor de maiz que quiere asegurar un buen precio para su cultivo.
La opcidn establece un precio de ejercicio de $1100 pesos por tonelada de maiz, y expira en tres
meses. El precio de la opcion es de $60 pesos. El productor adquiere el derecho, mas no la obiigacion,
de vender sumaiz a $1,100 pesos por tonelada el 31 de septiembre. Si el precio del bien en el mercado
se sitlia por debajo de los $1,100 pesos, por decir en $1,020 pesos, el productor ejercera la opcion. Asi
obtendria una utilidad de $20 pesos ($80 pesos por la disminucion en el precio menos $60 por la pima).
El exportador estd incurriendo en una pérdida de $20 pesos. Por el confrario, si ef precio del maiz en el
mercado es superior a los $1,100 pesos por tonelada, por ejemplo $1,180 pesos, el productor decidira
vender su producto en el mercado y perdera la prima de $60 pesos que pago por la opcion.

 \féasa Etfing, 1997.
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L a grafica 1.2 muestra el perfil de ganancia del comprador de una opeion put. El comprador de la opcion
put paga una prima de . Si el precio del bien se mantiene por encima del precio de ejercicio, la opcidn
expira sin ningdn valor. Por lo tanto, el comprador de ia opcién put podria perder la prima, pero nada
mas. En cambio, si el precio del bien cae hasta por debajo de £, el comprador de la opcidn put tiene el
derecho de ejerceria y vender el bien subyacente al precio de ejercicio. Mientras méas bajo sea el precio
de mercado en relacion al precio de ejercicio, mayores seran las ganancias para e} comprador. Esto se
muestra con la linea de pendiente negativa. Dicha linea no corta el eje de las abscisas en £, puesto que
aun si el tenedor ejerce su opcidn de venta, sus utilidades netas no seran posifivas en cuanto no
recupere la prima, P. Por consiguiente, el comprador de fa opcibn put tiene un riesgo conocido y
limitado de pérdida, pero una posibilidad fimitada de ganancias.

L.a misma grafica 1.2 muestra el perfil de ganancias del vendedor de la opcién put. Se trata de la
imagen invertida a la del perfit de ganancias del comprador de la opcién put. el vendedor de la opcién
put recibe la prima, P. En la medida que el precio del bien subyacente permanezca mas alto que el
precio de ejercicio £, &ste se queda con la prima. Sin embargo, una vez que se ejerce la opcion, el
vendedor de la misma esta obligado a comprar el bien subyacente al precio de ejercicio. Mientras
menor sea el precio de mercado respecto al precio de ejercicio, mayores seran las pérdidas netas del
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vendedor de la opcion put. Esto se representa por medic de fa linea con pendiente positiva, la cual no
corta el eje de las abscisas en £, ya que incluso cuando se ejerce 1a opcion el vendedor no registrara
una pérdida neta, sino hasta que el precio del mercado sea mas bajo que el precio de ejercicio,
generando una pérdida que supere a la ganancia neta obfenida de la prima. De esta manera. el

vendedor de la opcion put tiene una ganancia conocida y limitada, pero una pérdida desconocida e
flimitada.

* Opciones americanas y europeas
Las opciones también se clasifican de acuerdo al momento de ejercicio:
+ opciones americanas: este tipo de opciones pueden ser ejercidas en cualquier momento
desde la fima del contrato hasta la fecha de expiracion, es decir, durante la vida de la opcion

4 opciones europeas: este tipo de opciones pueden ser ejercidas solamente en la fecha de
vencimiento

Esta terminologia no es muy precisa, ya que actualmente ambos estilos se comercian tanto en EE.UU.
como en Europa. Sin embargo, en EE.UU. las opciones sobre acciones tradicionaimente se han podido
ejercer en cualquier dia desde la fecha de adquisicidn hasta su vencimiento. En cambio, cuando surgid
el primer mercado organizado de Europa, el European Option Exchange de Amsterdam, en 1977,
decidieron que los confratos negociades en dicho mercado tendrian una (nica y exclusiva fecha de
gjercicio.

1.2.2.3. OPCIONES FINANCIERAS

e QOpciones sobre indices bursatiles

Muchas bolsas del mundo cofizan opciones sobre indices bursdtiles. Hay que sefalar que estas
opgiones aparentemente no satisfacen ninguna necesidad de limitar riesgos (como, por ejemplo, las
apciones sobre tipos de cambio que reducen los riesgos para los importadores y exportadores). Mas

bien parece que las opciones sobre indices bursatiles sélo sirven para especular. Por ejemplo, se
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cotizan opciones sobre el indice de Precios y Cotizaciones (IPC) de México, el Indice Nikkei 255 de
Japon, los indices Standard & Poor's (S&P) 100 y S&P 500 de EE.UU., entre ofros. A cada punto del

indice de que se trata se le asigna cierto valor monetario, toda vez que ¢l propio indice no tiene precio.

Supdngase que el IPC se encuentra en 4,400 puntos el dia de hoy y que un agente compra una opcion
cafl sobre el indice con un precio de ejercicio de 4,425 puntos. Ademas supongase que cada punto del
indice se le asigna un valor de $10 pesos. Si el indice aumenta a 4,500 puntos, la opcion tiene una
ganancia bruta de 75 puntos (igual a $750 pesos), y por lo tanto puede ser gjercida.

L a liquidacion de este tipo de instrumentos es sdlo en efectivo, a diferencia de las opciones sobre otros
bienes que pueden ser liquidadas en especie o efectivo. La cantidad de dinero depende del prospecto
de colocacion y del indice. Muchas veces el indice se cotiza en US$10 por punto. Ofro caso es el
indice S&P100, que se cotiza en US$100 por punto.

» Opciones sobre tipo de cambio

Para un importador o exportador que desea cubrirse del riesgo cambiario, las opciones sobre divisas
son una alternativa a las fluctuaciones futuras. Por ejemplo, una empresa exportadora que vaya a
recibir un pago en colones costaricenses a una fecha dada y conocida puede cubrirse del riesgo
cambiario si compra una opcion put sobre colones que venza en esa fecha. Esto garanfiza que el valor
de los colones no serd menor que el precio de gjercicio, pero ademds le permite a la companiia
beneficiarse en caso de que existan movimientos favorables en el tipo de cambio.

Una opcion sobre divisas proporciona una especie de seguro cambiario opcional, mientras que un futuro
sobre divisas es obligatorio y cierra la operacidn futura a un tipo de cambio fijado e! dia de la adquisicién
del contrato. Por supuesto, el sequro no es gratuito y se tiene que pagar una prima.

e Opciones sobre tasas de interés

Una opcidn sobre tasas de interés es un contrato que da derecho a su comprador de obtener u otorgar
un préstamo a una tasa determinada durante una fecha o periodo prefijado.
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B! activo subyacente de las opciones en tipos de interés puede ser un fituto de deuda pablica o un
inferés bancario. En el caso de las opciones sobre titulos de deuda piblica, 1a compra de un put protege
de una subida de las tasas de interés y ta compra de un calf de un descenso.

+ Opciones sobre futuros
Las opciones sobre los futuros fienen los siguientes beneficios sobre los propios contratos de futuros:

+ Las opciones le ponen un limite a la pérdida mientras que los futuros no lo hacen

+ Las opciones sobre los futuros le permiten a los productores de mercancias cubrir tanto el
riesgo de precio como el riesgo de cantidad, mientras que los fituros permiten solo la
coberfura del riesgo precio

e Warrants o titulos opcionales

Una de las opciones financieras mas populares es el llamado warrant, o titulo opcional, que no s ofra
cosa que una opcidn cafl a largo plazo (méas de un afto) y de mostrador. Un warrant proporciona al
comprador €l derecho de adquirir un nimero fijo de acciones ordinarias de una compaiiia (misma que
generalmente es el propio vendedor de! warranf). Aungue menos comiln, también existe ef warrant que
da el derecho a vender una accién ordinaria a un precio prefijado.

Existen algunas diferencias stiles entre el wamant y |a opcién call# En primer lugar, las opciones call,
en su forma mas conocida, son negociadas en un mercado secundario de productos derivados. Los
warranis, por el contrario, son negociades directamente entre vendedor y el comprador® En segunde
lugar, el plazo de los warrants suele ser mayor a un afio, mientras que el plazo de las opciones calt
generaimente no llega al afto. En tercer lugar, cuando se emite un warranf, a empresa emisora debera
aprobar la ampliacion de capital corespondiente por si los compradores de la opcidn deciden ejercerlo.
Esto no ocurre con las opciones caff, que en general no son mas que apuestas sobre el valor de una

7 Véase Mascareias, 1998
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accion, es decir, el propietario de la opcion en la gran mayoria de las veces querra el dinero que refleje
5U ganangia y no la accion en concreto.

.2.2.4 COMPARACION ENTRE UNA INVERSION EN OPCIONES Y OTRA EN ACCIONES

A conBnuacion se presenta un ejemplo de comparacion entre una inversion en acciones y otra en

opciones, con la finalidad de comprender las ventajas y desventajas que ofrecen las opciones como una
alternativa de inversion.

Supobngase que un inversionista quiere invertir $10,000 pesos en este momento y eventualmente una
cantidad mayor después. El inversionista esta interesado en las acciones de ALFA, El precio actual de
la accibn de ALFA es de $40 pesos® y la opcion de compra sobre ALFA con fecha de vencimiento a 30
dias tiene un precio de ejercicio de $41. La opcidn se estd vendiendo por $2. Por lo anterior, &l
inversionista iene dos alternativas para invertir:

1.- Comprar 250 acciones a $40.

2.- Comprar 5,000 opciones a $2.

Para efectos de este ejemplo existen dos escenarios posibles que pueden pasar dentro de 30 dias:
a) que el precio de la accion ALFA se incremente a $46
b) que €l precio de la accion ALFA baje a $36.

Los resultados posibles en cada uno de los dos escenarios son los siguientes:
Alfernativa 1.- El inversionista compra las 250 acciones a $40 pesos el dia de hoy. Si el precio de la

accién sube a $46, obtendra una ganancia de $1,500 en total: 250 X ($40 - 46) = $1,500. Si fa accion
baja a $36 pesos obtendra una pérdida de $1,000 en totat: 250 X (336 - 40) = -$1,000.

2 Con la venta de warrants la empresa emisora recibe Ja prima del wamant, lo cual incrementa su activo, mientras que no
recibe la prima de las opciones call sobre sus aceiones negociadas en el mencado secundario.
2 | os precios son inventados para efectos del ejemplo,
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Alternativa 2.- El inversionista compra 5,000 opciones que le dan el derecho, pero no la obligacion, de
comprar {as acciones de ALFA a $41. Sila accion sube a $46 entonces & puede ejercer su opcién y
puede comprar la accion a $41. Suponiendo que consigue mas capital para invertir en ese momento, el
inversionista podré obtener una ganancia total de $15,000. Primero ejerce su opcion y compra las 5,000
opciones ALFA a $41 cada uno (para eso necesita nuevos fondos por 205,000 pesos). Inmediatamente
después vende esas acciones en el mercado a $46 cada uno, asi obteniendo $230,000, y un beneficio
bruto de $25,000. Restando el costo de las opciones de 5,000 X 2= 10,000, resulta una ganancia neta
de $15,000.

Si la accion baja a $36, el inversionista no va a ejercer su opcion ya que él tiene el derecho de comprar
la accibn a $41, pero en el mercado la puede encontrar mas barata. Por lo tanto su pérdida es de
$10,000 que fue e costo de las opciones.

En las graficas 1.3 y 1.4 (esta (lima es similar a la grafica 1.2) se demuestra como se mueven las
utilidades en la compra de una accion y en ta de una opcidn, respectivamente. La principal diferencia es
que en la compra de una accidn el riesgo de fuctuaciones en el precio es ilimitado tanto a fa baja como
al alza. En la compra de una opcidn el riesgo es ilimitado hacia un lado, pero fimitado hacia el ofro (en
este caso para el comprador el riesgo a la baja es limitade).
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Regresando a nuestro ejerplo, se puede observar que al comparar los resultados la afternativa de
comprar 5,000 opciones es mas lucrativa que comprar directamente las acciones si el precio de las
acciones sube {ganancia de $1,500 versus $15,000, respectivamente). Sin embargo, si el precio de la
accién baja, el precio de la epcion de compra seria cero, por fo que la pérdida de la inversion en esa
opcibn de compra seria total. En este caso es mas lucrativo comprar la inversién directamente
(pérdidas de $1,000 versus $10,000). Sin embargo, es importante mencionar que si la reduccion en el
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precio de la accion es muy profunda, la opcién siempre limita la pérdida méaxima al costo de la prima,
mieniras que la caida en el precio de la accion en principio podria ser ilimitada. Por este motivo los
especuladores muchas veces prefieren mas el uso de las optiones.

Los defivados ofrecen un elevado efecto de apalancamiento, dando la posibilidad de una rentabilidad
mayor que en ofros insrumentos financieros. Este efecto se da gracias a que la inversion inicial que se
requiere es baja, especialmente si se compara con lo que costaria invertir directamente en e} bien
subyacente. La rentabilidad obtenida sobre la inversion inicial con las opciones es 15,000/10,000=150
por ciento, porcentaje muy superior al que se hubiera obtenido comprando drectamente la accidn
subyacente, que es de 1,000/10,000=10 por ciento,

1.3 CASOS POLEMICOS RELACIONADOS A LA UTILIZACION DE DERIVADOS

El protagonismo de los productos derivados en los mercados internacionales y su importante
crecimiento ha venido aparejado en los Gtimos afios con una preocupacion notable por el controt de los
riesgos inherentes a su utilizacion.

Ciertos casos de pérdidas millonarias en los mercados de productos financieros derivados por parte de
empresas prestigiosas han atratdo la atencidn del piblico, de diversos grupos de estudio y de las
propias autoridades supervisoras de estos mercados. Pero también han provocado mucho temor.

Entre los cingo escandalos financieros mas grandes del mundo de los dltimos afios se tienen tres casos
de transacciones en derivados. Véase la tabla 1.3. A continuacion se describen mas a detalle los dos
casos que han recibido mas atencion en la prensa, a saber, los casos de Barings y del condado de
Qrange.®

% Para una descripcion mas amptia de esos casos, véase, entre muchos otios, Asiaweek Online, 1995, Boyce y Hewitt,
1998, Etling, 1997, Murphy, 1985, y Stem Business, 1995.
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Empresa Fecha Tipo de transacciones Pérdidas
1. | Sumimoto Corp. (Japén) | jumio 1996 Transacciones Sospechasas en | USS 2.6 mil millones
cobre
2 | Orange County, Calffornia | diciembre 1954 derivados sobre tasas de US$ 1.7 mil millones
{EELI)) interés
3. { Metaligeselischaft AG enero 1994 futuros sobre petrdies USS 1.5 mil millones
{Alemania)
4. | Barings Pic. (ingiaterra) | febrero 1995 futuros sobre indices US$ 1.4 mil millones
accionarios
5. | Dawa Bank Ltd. (Japbn) | septemibre 1995 Transaccicnes en T-bonds USS 1.t mil millones
Fuente: Bloomberg LP., 1996.
Los mayores escindalos financieros
Tahla1.3

* Elcaso del banco britdnico Barings

Uno de los hechos mas draméticos para los mercados financieros internacionales fue la quiebra del
banco ingtés Barings, en febrero de 1995.

El banco de Barings tenia en el mercado Oriental (Singapur y Japon), a uno de sus corredores de bolsa
mas inteligentes, Nicholas William Leeson, que estaba comerciando con derivados. Leeson “llevd” ala
quiebra a uno de los bancos mas famosos de Inglaterra con 233 afios de antigiiedad y que tenia como
cliente a la reina Elizabeth. Leeson habla obterido inicialmente jugosas ganancias en los afios 1992 y
1993 en futuros. De repente, debido ala caida de la bolsa de Japon, empezd a perder.

Leeson apostd fuertemente a futuros sobre el indice japonés Nikkei 255, esperando que el indice no
siguiera cayendo, ¥ que el mercado Japonés se recuperaria después de la caida por el sismo de Kobe.
Sin embargo, por ef contrario el indice confinud su caida. 1.eeson recibid varios llamados de margen, y
empezd a vender opciones put y call sobre el indice Nikkei para juntar dinero y hacer frente a los
flamados de margen. Sus posiciones de opciones se hubieran mantenido lucrativas si el Nikkei
permanecia dentro de un rango estrecho. Pero el mercado siguit cayendo. Leeson logrd convencer a
sus superores de Barings que le mandaran més dinero para hacer frente a los llamados de margen
adicionales. Finalmente, el dia 25 de febrero de 1995, cuando Leeson ya habia acumulado pérdidas de
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US$1.4 mil millones sobre los US$27 mil millones que apostd, Barings se declard en quiebra.
Finalmente el banco de Barings fue comprado por el banco holandés ING, asumiendo todas las deudas,
al precio simbdlico de una libra esterlina.

» Elcaso del Condado de Orange

El condado de Orange, California, fue forzado a la bancarrota como resultado de una pérdida de US$1.7
mil millones de inversiones que incluian derivados. El valor tofal del monto invertido antes de tas
pérdidas era de US$7.8 mil millones, sin embargo, el monto invertido fue apalancado casi de tres veces
st valor

£n 1994, el condado de Orange tenia fondos de inversion por USS7.8 mil milones. Sus dirigentes
llevaron a cabo diversos acuerdos de recompra reversa (reverse repurchase agreements) que
incrementaron Jos fondos disponibles para la inversion a US$19.5 mil millones. Mediante esos acuerdos
de recompra reversa se venden valores para recomprarios a un precio mas alto en el futuro. Son
equivalentes a préstamos de muy corto plazo, usualmente al dia siguiente.

Posteriormente invirieron US$ 11.5 mil millones en T-bonds (tesobonos de! gobiemno federal de EE.UU.)
y obligaciones de diversas agencias gubernamentales. Muchos de estos Glimos instrumentos eran
altamente fllquidos, es decir, dificimente vendibles en el mercado. Ademas, el condado de Orange
compré casi todos los papeles de una sola empresa, Fannie Mae, que fueron emitidos a través del
banco de inversion Memili Lynch durante el verano de 1993. Memill Lynch también funcionaba como
asesor al condado en ese tiempo. £l condado mantuvo todos esos valores como colateral por los
préstamos a corto plazo. €1 condado invirié fos US$ B mil millones restantes en notas estructuradas,
primordialmente flotadores inversos.

En suma, el Condado asumit préstamos de corto plazo, e invirid esos préstamos a largo plazo, asi

¥ Cualquier apalancamiento incrementa la exposicion al riesgo de mercado por 1a cantidad del apalancamiento, y tanto
las ganancias como las pérdidas, si incurren, seran mas grandes que si tales valores ng fugran apalancados.
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aprovechandose de la curva de rendimientos (yield curve). Dicha curva normalmente tiene una
pendiente positiva, 0 sea que los rendimientos o tasas de interés son mayores para los préstamos e
inversianes a largo plazo que para los de corto plazo.

Por mala fortuna, tas tasas de interés de corto plazo subieron proporcionalmente mas que las tasas de
targo plazo {0 sea que !a pendiente de la curva de rendimientos disminuy6, aunque siguié siendo
positiva) y 1a propia curva de rendimientos se movié hacia arriba. El valor de las inversiones de largo
plazo del condado disminuyd cuando las tasas de largo plazo subieron {esto siempre es el caso con las
obligaciones de renta fija). Ei condado no pudo cumplir con ef pago de su acuerdo de recompra. Los
tesobonos y obligaciones que tenia fueron liquidados a valores muy bajos. También perdi6 su inversidn
en los flotadores inversos, que son fuertemente influenciados por los cambios en las tasas de interés.

Estos casos han sido estudiados a fondo® En el caso de Barings, como entidad financiera, los
principales emores idenfificados fueron:
+ Fatta de controles intemos de la empresa a nivel de alta gerencia
+ Integracion de las tunciones de operacibn y control de riesgo de la empresa
+ Inadecuada segmentacién en posiciones propias y de clientes
¢ Insuficiente supervision de posiciones, procedimientos y manejo de cuentas por parte del
mercado y las autoridades financieras
+ Equivocada evaluacién del grade de cobertura en posiciones en Osaka a los riesgos de
Singapur. Inexistencia de acuerdos de neteo entre bolsas. Falla real de capacidad de
ejecucion cruzada de posiciones
+ Intentos de manipular e! mercado con posiciones extremas
+ Falta de determinacidn de las autoridades financieras y de los funcionarios del mercado para
interrogar a la empresa con respecto de sus posiciones de riesgos
+ Falta de simulaciones de riesgo ante movimientos extremos de mercado por parie de ia
camara de compensacion

+ Inadecuado nivel de margenes dadas !as variaciones extremas de! mercado
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Los principales errores comelidos por entidades no financieras, particularmente en condado de Orange,
fueron la falta de: (i) limites al riesgo claramente establecidos; (i) comprension de los mecanismos de
ganancia; (i) supervision continua; y (iv) separacibn de funcicnes. Algunos de estos erores del
condado fueron compartidos por Barings.

.4 CREACION DEL MERCADO DE DERIVADOS EN MEXICO

La creacidn de un mercado mexicano de derivados es un proyecto que tiene una larga historia. El
proyecto ha estado sujeto a distintas circunstancias que han ocasionado falsos inicios y suspenciones
operativas. El 15 de diciembre de 1998, e Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) finalmente inicio
operaciones.®

En México, la importancia de los instrumentos financieros denvados se hizo evidente a finales de la
década de los setenta, con la negociacion de los Petrobonos. En 1985 dejaron de cofizarse
temporalmente los futuros sobre peso en Chicago, debido a que el gobierno mexicano restringié las
liquidaciones del peso fuera de México.3* Fue entonces que se inicid 1a negociacion de coberturas
cambiarias, que ofrecia una proteccion contra los movimientos del tipo de cambio. Sin embargo, el
mercado de coberiuras ha mostrado algunas deficiencias, como el riesgo de convertibilidad a dblares
después del vencimiento de la operacidn (las coberturas se liquidan en pesos), los impuestos, {a poca
liquidez y los riesgos de crédito de la contraparte. A principios de la década de los afios noventa se
inicié fa operacion de titulos opcionales, mejor conocidos como warrants.

£ &xito del mercado de warrants motivo al Consejo de Administracion de la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV) a autorizar en 1994 un presupuesto para desamollar el mercado de futuros y opciones
financieras. A parfr de ese afio se trabajé en el disefio del mercado de derivados, El disefio contempla

2 \éase, por ejemplo, Sabau Garcia y Roa Béjar, 1997, y Hamilton, 1997,
3 Negocios/Reforma, 15 de diciembre de 1998.
H Vaasa Pamell, 1996,
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fa creacion de una nueva bolsa, el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) y una Camara de
Compensacion y Liquidacién (Asigna).

El 23 de julio de 1996 se acordd proceder a la constitucién del MexDer, con que se echa a andar una
bolsa especifica para estos instrumentos. Lo que se busca es que fas empresas reduzcan sus fiesgos y
tengan mas certidumbre en cuanto a su planeacion financiera, y también es un paso importante para
que México se convierta en un centro financiere internacional.

E! MexDer es una asociacidn andnima de capital variable con 192 acciones, y fiene entre sus
accionistas casas de bolsa, bancos, personas morales y personas fisicas. Esta regulado por el Banco
de México, 1a Comision Nacional Bancaria y de Valores (CNVB) y la Secretaria de Hacienda y Crédito
Piblico (SHCP). Para entrar al mercado se necesita un socio operador, ya sea un banco o un
intermediario financiero.%

A partir del 14 agosto de 1996, se acordd proceder a la constitucién de una Camara de Compensacitn y
Liguidacion, Asigna, que es un fideicomiso de pago autbnomo formado por 16 socios operadores del
MexDer. Asigna es una institucion de crédio, donde los socios liquidadores aportan recursos para
construir el patrimonio de dicho fideicomiso. Las transacciones se realizarén en la bolsa de derivados,
pero la camara actuara poniéndose de parte tanto del comprador como de! vendedor en cada operacion,
pidiendo margenes a cada uno. El objetivo de Asigna es proveer la infraestructura y los mecanismos

necesarios para asegurar el registro, compensacion y liquidacién de las operaciones que reaticen los
miembros del MexDer.

El programa de lanzamiento progresivo de contratos en MexDer es:®
+ Futuros sobre el IPC de la BMV
+ Futuros sobre délar

+ Futuros sobre bonos

¥ |a BMV realiza cursos de certificacion de profesionales: responsable de la operacidn con defivados, promotor de
productos derivados, operador de produclos derivados, y administrador de riesgos.
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+ Opciones sobre el IPC

¢ Primer paquete de opciones sobre acciones individuales

¢ Segundo paquete de opciones sobre acciones individuales
+ Opcicnes sobre dolar

¢ Opciones sobre bonos

Aunque et MexDer arrancé con futuros sobre el dolar, 1a intencién que se tiene para 1989, es agregarle
ofras alternativas, como puede ser el Indice de Precios y Cofizaciones(IPC) y mas adelante, las
acciones y tasas de interés. En el transcurso de! afio 1999 se fiene la intencion de arancar ya tambien
con las opciones. ¥

£n el Diario Oficial det 31 de diciembre de 1996 la SHCP emiti6 las "Reglas generales” alas que habran
de suietarse las sociedades y fideicomisos que intervengan en el establecimiento y operacion de un
mercado de derivados. Cinco meses después, en ¢! Diario Oficial del 26 de mayo de 1997, la CNBV
emiti6 las "Disposiciones de caricter prudencial® a 1as que se sujetaréin en sus operaciones los
participantes en el mercado de futuros y opciones coizados en bolsa.

Asigna utiiza la tecnologia del sistema Intracs/400, €l cual fue licenciado por 1a Options Clearing
Corporation (OCC), con el fin de brindar la maxima seguridad a las operaciones y los mas altos
estandares internacionales en materia de fiquidacin, vigilancia de volatilidades, mérgenes y control de
riesgos. La OCC es la camara de compensacion mas grande de! mundo y realiza la compensacion de
los cinco mercados de opciones de Estados Unidos. A través de su filia Intermarket Clearing
Coporation (ICC) realiza también la compensacion de futuros financieros. La adopcion de los
estandares de la OCC permite unificar a todos los mercados norteamericanos en materia de
compensacion y fiquidacion de derivados estandarizados, ya que también el Trans Canada Options Inc.,
el mercado de opciones de Canada, se sujela a estos estandares.

% \éase Nacional Financiera, 1997 (julio}.
¥ Negocios/Reforma, 29 de marzo de 1999,

MATEMATICAS APLICADAS ¥ COMPUTACION, ACATLAN, UNAM.



CAPITULO | E1MERCADO OE DERIVADOS 35

1.5 CONCLUSION

El mercado de derivados es una herramienta indispensable para las ramas industrial y empresarial, asi
como para |as instituciones financieras y los gobiernos para cubrirse contra diferentes tipos de riesgos
de mercado; riesgo de tipo de cambio, tasa de inferés, etc. Ante la inminente apertura de la Bolsa de
Derivados en nuestro pais, resulta de suma importancia detenernos a reflexionar sobre los riesgos
inherentes al uso de estos productos y la necesidad de establecer ambientes apropiados de
administracion de riesgos en un entoro integral. El uso responsable de instrumentos derivados puede
resultar enormemente (il si se toma en cuenta las ventajas que nos ofrecen para cubrr las
exposiciones a los diversos riesgos producto de fa incertidumbre que existe en la actividad financiera.

Los preductos financieros derivados en general y las opciones en particular son una buena aliernativa
de inversion ya que se puede fimitar €1 riesgo de pérdida. Sin embargo, calcular 1a prima de una opcion
habia sido un problema sin resolver por mucho tiempo. El primer modelo que permitid calcutar dicha
prima y que tuvo una aceptacion inmediata fue el modelo desarrollado por Black, Merton y Scholes.
Este modelo tiene sus raices en los procesos estocasticos. A fin de conocer las bases matemdticas
sobre los que descansa el modelo Black-Scholes, el siguiente capitulo estd dedicado a los procesos
estocasticos y su relacion con la valoracion de bienes financieros.
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CAPITULO I

PROCESOS ESTOCASTICOS Y VALORACION
DE BIENES FINANCIEROS

En el capitulo anterior se ha visto que un producto derivado esta asociado a un bien subyacente. En
consecuencia, para los modelos de valoracidn de productos derivados se necesita hacer suposiciones
concemnientes a los movimientos futuros del precio del bien subyacente. En el presente capitulo s
mencionan algunos procesos estocasticos de vanable confinua y iempo continuo, tales como el
moviriento Browniang, el movimiento Browniano geométrico, e proceso de Wiener y el proceso de lto.
Estos procesos son procesos de Markov' que se utilizan para modelar el comportamiento de bienes

financieros.

1 En un proceso de Markov fos incrementos de la variable aleatoria son independientes del liempo, En otras palabras,
dada ta probahilidad del estado presente, la probabifidad de los estados pasados no tiene influencia en a probabilidad da los
estados futuros. Véase Anexo B.
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L1 LOS PROCESOS ESTOCASTICOS Y EL PRECIO DE BIENES FINANCIEROS

En la fluctuacion de los precios de bienes financieros se distingue entre dos dimensiones, a saber, la
dimension de la propia variable y la dimension de! iempo. En cuanto a la variable, en 1a economia las
fluctuaciones de los precios generaimente son tratadas como variables continuas.? En cuanto al
tiempo, hay que sefialar que debido a ia globalizacion de los mercados financieros, muchos precios
cambian durante las veinticuatro horas del dia aun cuando un mercado particular estd cerrado. En
consecuencia, es comin modelar fas sucesiones de precio de acclones y tasas de interés como
variables aleatorias que siguen procesos estocasticos de tiempo continuo (Boyle, 1592).

En seguida se sefialan algunas caracteristicas importantes de los precios de bienes financieros:
+ El precio de una accién o de una divisa no puede ser negativo, por lo que el proceso que
describa su evolucién ha de ser tal que impida |a aparicion de valores negativos
+ Si bien puede haber movimientos importantes en el precio de una accion, en la practica estos
movimlentos casi nunca son exageradamente draméticos. Es decir, tos precios de las

acciones pueden vanar en un 10 por ciento en un mismo dia, pero no muche mas?

Dentro de los procesos estocasticos de Markov de tiempo continuo existen dos procesos
fundamentates: (i) e! proceso de difusién (Wiener, Browniano, ito); y (ii) el proceso de Poisson. En ¢l
presente trabajo se estudian algunos procesos de difusion.

Un proceso de difusion es un proceso de Markov { Z,: v € T } que tiene espacios parametrales de

tiempo continuo y estados de espacios continuos, para los cuales un pequeiio cambio en  conduce s6lo

a un pequefio cambio en Z, . Un ejemplo tipico de un proceso de difusion, perteneciente a la fisica, es

2 Muchos bienes financiems en la practica siguen un proceso de vaniable discreta, es decir, fos precios estan limitados a
valores enteros. Por ejempio, el valor de un futuro en euroddares solo puede variar en milliplos de un punto base, como
podria ses 9,305 6 9,306, pero nunca 9,305.5. No obstante, los movimientos minimos son tan pequefios que muchas veces
los precios son considerados como procesos continuos {vaase Anexo B).

3 Exceplo en crisis financieras donde los precios pueden caer dramaticamenta.
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€l movimiento Browniano (Figlewski, 1990).

i.2 EL MOVIMIENTO BROWNIANO Y SUS VARIACIONES

i.2.1 EL MOVIMIENTO BROWNIANO

Se denomina movimiento Browniano (Brownian motion)* a cierto movimiento de una microparticula
sumergida en un liquido o gas que cambia de posicion continuamente en forma ateatoria.

La primera explicacién del fendmeno Browniano fue dada en 1905 por Einstein y Smoluchowski, quienes
demostraron que una particula estad en movimiento perpetuo a causa de 10s impactos confinuos que
recibe de fas moléculas del medio que la rodea. Sin embargo, una definicion rigurosamente matematica
fue dada por Norbert Wiener en 1923 (Ross, 1997a).

£l proceso del movimiento Browniane y sus variaciones ocurren en numerosas y diversas areas de fa
ciencia pura y aplicada, tales como la fisica, economia, finanzas, teoria de la comunicacion, biologia,
administracién y estadistica matematica (Taylor, 1998). Este modelo es una parte clave del modelo
Black-Scholes.

£1 movimiento Browniano es un proceso de Markov que tiene a propiedad de que si el proceso se
encuentra en el estado Z, en e} periodo ¢, éste permanece en Z, o se trasiada a algunos de los

estados inmediatamente adyacentes en el periodo (+ + 1). Ross (1997a) lo define de la siguiente

manera:

Definicion. Un proceso estocastico { Z,:¢ > 0 } es un proceso de movimiento Browniano si:
(iy Z,=0parar=9,

i) { Z,: 1 > 0 } tiene incrementos estacionarios e independientes; y

4Sp Hamd asi en honor al bolénico inglés Robert Brown, quien en 1827 observd por primera vez dicho fendmeno en &l
moviriento de las particulas de pelen.
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{iii) paracada > 0, Z esti normalmente distribuida con media 0 y varianza o */

Si o esigual a 1 el movimiento browniano es llamado movimiento Browniano estandar {standard
Brownian mofion), también conocido como proceso de Wiener. En este caso Z, est4 normalmente

distribuida con media 0 y varianza 1.

1.2.2 EL PROCESO DE WIENER

El proceso de Wiener desempefia un papel fundamental en la teoria de los procesos estocasticos de
tiempo conlinue. En finanzas juega un papel importante en el desamollo tedrico de los modelos de
valoracion de productos derivados (Boyle,1592).

Definicién. Una variable z sigue un proceso de Wiener si cumple con las condiciones siguientes:

Condicion 1.
dz=g Jdt (2.1)

donde £ es una variable aleatoria con una distribucion normal estandar® que representa la perturbacion
0 enor.

Condicién 2.

Los valores de <z para cualesquiera dos intervalos diferentes en un tiempo pequefio son
independientes.

De {a primera condicion se concluye que dz tiene una distribucion normal con media 0, varianza

igual a d y una desviacion estandar ¢ . La segunda condicion implica que = cumple con la
propiedad de Markov, lo que significa que sigue un proceso de Markov.

5 Es decir, una distribucion normal con media ceroy desviacion estandar de uno.
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Considérese el incremento en ef valor de z durante un periodo de iempo {0, /). Este intervalo puede
descomponerse en n subintervalos pequefios de tiempe Ar

=

izl
de manera que un cambio pequedio en = sobre uno de estos intervalos puede ser escrito como
Az= ¢ -JKt-

De esta forma, sumando cada uno de estos incrementos se obtiene
26, VAL =2(1) - A0) (22)
#=1

donde &, (i =1.2 3, ..., n) son valores aleatorios con una distribucién nomal estandar. De la
condicién 2, los ¢, 's son independientes entre i, por lo que se concluye que z{f) - z{0) esta
normalmente distibuida con media x =#0=0, varianza o =n Af =¢, y desviacion estandar o = Jr. la

media cero significa que el valor esperado de z en cualquier tiempo futuro €3 igual a su valor actual. 1a
varianza ¢ significa que la varianza del cambio en z en un intervalo de iempo de longitud ¢ es igual a
(Ross, 1997a). Este resultado est basado en ef teorema del limite central de la distribucion normal.®
Por consiguiente, en cualquier intervalo de tempo de longitud ¢ el incremento en el valor de una variable

que sigue un proceso de Wiener esta distribuido normalmente.

En calculo ordinario es usual proceder de pegquefios cambios al limite cuando los cambios pequefios se

& Segin este teorema, si tna varisble Y es igual a la suma de n varigbles independientes disiribuidas normalmente,
entonces Y también esta distribuida nomalmente. Por lo tanto, la media de Y es igual a la suma de las medias y |a varianza
de Yes igual a i3 suma de las varianzas.
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A d) . . . .
acercan a cero, asi como Ey llega a ser Ey en el limite. A continuacion se procede similarmente

cuando se trata de procesos estocasticos de tiempo continuo. Un proceso de Wiener es el limite de
convergencia cuando Ar — 0 del proceso descrito anteriormente para z.

dz=z{1) - z{0) = limi g, VAl =g Jdt (2.3)

Al =y

donde las variables dz y ~/d¢ representan el cambio infinitesimal en e! valor de z y del tiempo,

respectivamente (Hufl, 1993). Existen algunas reglas de muttiplicacion para el proceso de Wiener que
se utilizan cominmente para hacer operaciones:

(d)?=0
(di¥dz) =0 (2.4)
{dz)’=at
I.2.3 EL PROCESO GENERALIZADO DE WIENER

Un proceso generalizado de Wiener para una variable x es definido en términos de d= como

dx = adt+ bdz (2.5)

donde a es el coeficiente drff?, b es el coeficiente de difusion, son constantes, v oz es un proceso de
Wiener. El coeficiente de difusion & representa la variabilidad del dift. Este proceso se conoce también

como movimiento Brownlano aritmético. Se observa que el cambio en x puede ser expresado como

7 No se hizo una traduecion al espafiol del témino “driff’ ya que no se encontrb ningln término que lo tradujera en forma
adecuada.
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la suma de dos componentes: el elemento deterministico (el término &) y el elemento aleatorio (el
término k)8, ox hereda tas propiedades de probabilidad de oz, por lo tanto estd normalmente distribuido.

¢ El elemento deterministico

Para entender la ecuacion (2.5) considérese los dos componentes del lado derecho en forma separada.
El término adr representa la parte deferministica de la ecuacion e implica que x tiene una tendencia
esperada de « por unidad de tempo. Ef término deterministico es generado por a. Sin e! tdrmino bdz,
la ecuacion es

dx = adt
lo cual implica que
& _
a
Integrando se obtiene
x=at +x,

donde x, es el valor de x en el iempo cero. Por 1o tanto, en un intervalo de tiernpo de longitud ¢, x se

incrementa por una cantidad a r.

e El elemento aleatorio
E téming 54z de la ecuacion (2.5) representa la parte estocastica y depende de 5. Puede ser
considerado como un ruido o perturbacion agregada a la ruta que sigue x. La variabilidad de este ruido

es b veces un proceso de Wiener y b vdr representa la desviacion estandar del thrmino aleatorio.

3 Véase Boyle, 1992,
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La variable aleatoria dx es una transformacion lineal de una variable normal. Asi que el proceso
generalizado de Wiener, «x, iene una {asa de tendencia esperada por unidad de tiempo de adr y una
varianza por unidad de tiempo de 5% dr. En un intervalo de tiempo (0, 7), x{T') - x{0} esta distribuido
normalmente con media ar y varianza b*r. El proceso puede ser utilizado para modelar variables que
crecen a una tasa lineal y muestra incrementos aleatorios a fravés del tiempo {Ross, 1997b).

Se puede pensar que un precio de una accibn sigue un proceso generalizado de Wiener, es decir, que
tiene una media constante y una varianza constante. Sin embargg, el proceso generalizado de Wiener
no es fotalmente adecuado para la valorar acciones o divisas ya que;

+ Admite valores negativos de x, si se empieza con x ligeramente positivo y con unos cuantos dz
negativas pronto se tendra x negativo

+ La varianza es independiente de x, por lo que sequira teniendo el mismo valor cuando x es
casi igual a cero que cuando x es muy grande

+ Claramente, 1a suposicidn de que la tasa de fiotacion esperada es constante es inapropiada y
serd necesario remplazarla por la suposicion de que Ia flotacién esperada estd expresada
como una proporcitn def precio de la accidn

Supbngase que ¢ es la tasa de rendimigptp por unidad de tiempo y que o’ es layarianza de la fasa
de rendimiento por unidad de tiempo. En consecuencia, se puede definir otra variacion del movimiento
Browniano que también se utiliza en 1a valoracidn de bienes financieros y que se conoce como

movimiento Browniano con coeficiente drift u y varianza o*.
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Definicion. Un proceso estocastico { Z,: ¢ > 0 } es un proceso de movimiento Browniano con un
coeficiente drift 4 y varianza o’ si:

(iy Z =0parar=0;

(i)) { Z,:¢ > 0 } tiene incrementos estacionarios e independientes; y

{iii} Z, est4 normalmente distribuida con media x r y varianza o’ ¢
Este proceso se puede representar como
Z,= put +o B

dende Bi{r) es un movimiento Browniano estandar equivalente (Ross, 1997a). A partir de este proceso
se define el siguiente proceso, el movimiento Browniano geomébico. Es importante sefialar que las

{eorias basadas en porcentajes y no en cambios absolutos son flamados “geomélicos™, por su parte las
teorias basadas en cambios absolutos son llamados aritméticos (Chriss, 1997).

11.2.4 EL MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

Definicién. Si {¥(s), 7 20 } es un movimiento Browniano con coeficiente drit x y varanza o?,

entonces el proceso {.X{r), £ 20 } definido por

Xi)= ' (2.6)
es un movimiento Browniano geométrico {Ross, 1997a).

El movimiento Browniano geoméfrico es utilizado para modelar el precio de bienes financieros cuando
las proporciones de los cambios del bien estan distribuidos idénticamente y de forma independiente.

Sea S ¢l precio de un bien financiero. Si § sigue un movimiento Browniano geométrico, entonces

sus rendimientos en un intervalo (0, T) siguen una distribucidn normal.
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Si se observa e} valor de S en un intervalo (0, 7) y se divide en » subintervalos donde =1, 2,..., n —par
ejemplo, si S, es el precio dei bien en el iempo i - 1y S,, el precio en et iempo /— entonces la tasa

de rendimiento de S en el intervalo i-8simo de tiempo se define como (Clewlow, 1998):

S
d =g, -In§, = In—-

/e

Si d, denota la tasa de rendimiento del Glimo subintervalo de tiempo entonces S en el iempo » sera

igual a

Para Senel iempo n - 1

Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior
S, =8, et
Repitiendo esto sucesivamente, se obtiene

Sl - S' e""'.*"frl’“‘“’"'qvl"dfn)
- o

Si d; denota el logantmo natural de S, /S, , el cual representa el rendimiento de S en el intervalo de
tiempo (0, 7}, entonces
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S n S n
d.=lnZ=Nln-d-=Yd
T nSo ,Z.I:nS ;:,

i

donde &, es la suma de los rendimientos de los # subintervalos. Esto nos lleva a fas siguientes

suposiciones.
Suposicién A1. Los rendimientos {d, ) estan distribuidos independientemente
Suposicion A2, Los rendimientos () estan distribuidos idénticamente

Estas suposiciones implican que el proceso dei precio del bien financiero sigue una caminata aleatoria.®
Esta caracteristica en un proceso de un bien financiero esta frecuentemente asociada con la teoria del
mercado eficiente.

En seguida se describe como los rendimientos cambian cuando el tamafio del intervalo disminuye. Para
eflo se agregan dos suposiciones mas:

Suposicion A3: El rendimiento esperado puede ser escrito como
EldFuh

donde s es la tasa de rendimiento por unidad de iempo, la cual es independiente de la longitud del
subintervato 4.

¢ Se dice que o proceso de los precios sigue una caminata aleatoria si los rendimientos son independientes e
idénticamente disiibuidos en &l tiempo; Jamow, 1996.

0 Cuando se dice que un mercado es eficiente, quiere decir que la historia pasada esta reflejada totalmente en ef precio
presente, hasta que no se obliene nueva informacion; ¥ los mercados respondan inmedialamente a cualquiera nueva
informacion sobre el bien financiero; Wilmott, 1995.
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Suposicién A4: La varianza delf rendimiento puede ser escrito como
VarldJ=a’ h

donde o es |a varianza de la tasa de rendimiento por unidad de tiempo, la cual es independiente de la
longitud del subintervalo A.

Por lo tanto, por e teorema del limite central se fiene que para subintervalos de iempo infinitesimales,

los rendimientos o, tienen una distribucién normal con media u b y varianza o’ A."

Con estas cuatro suposiciones se puede concluir que el rendimiento de .5 en el infervalo (0, 7) esta
nommalmente distribuido, donde el valor esperado del rendimiento es igual 8 £ld, J= u T, es dedir, o

veces fa canfidad de tiempo y la varianza Var{d, J=o* T’ es decir, o veces la cantidad de fiempo.

Por lo tanto, ln%’- esta distribuido normalmente, con una media y varianza que depende sélo de la

S
cantidad de tiempo que ha pasado, y los In S—'— son independientes. Esto implica que podemos medir

Ti-1

lamedia 4 yla varianza o?para un periodo de tiempo y este resultado se puede utilizar para pericdos

mas grandes de iempo. Si los rendimientos de un bien financiero S son independientes a través del
S,

tiempo y son generados por una distribucién normal, entonces los ‘L-Y-i- son independientes y tienen

una distribucion lognormal. Esto es equivalente a declarar que el precio del bien financiero S tiene una

distribucidn lognomal.’2 Si los precios se distibuyen segin una distribucion tognormal los rendimientos

R
seran calculados segun la expresion I“E'—' que es el rendimiento de S en el tempo / {Jarrow, 1996).
i-l

1 Para una demostracion constitese Cox y Miller, 1990,
2 Para mayores detalles sobre 1a distibucion lognormal vease el Apexo A,
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Si los rendimientos estan distribuidos normalmente se puede determinar la probabilidad de que &l precio

del bien en &l futuro quede dentro de ciertos rangos. Utilizando la notacion anterior se fiene que si

X
S

Iy

tiene una distribucidn normal con media 2 y desviacion estandar o, enfonces transformandola dentro

de una variable normal estandar, se puede usar el siguiente resultado

Prob[a KXo <b]= N(®) - N(@)

para calcular ias probabilidades de que e} precio del bien despues de un periodo ¢, quede dentro de
ciertos limites, donde N(z) es fa distribucidn acumulativa de probabifidad normal estandar (Boyle, 1992).

Una conclusion importante del movimiento browniano geométrico dice que:

Definicién
5i S es un bien financiero con un precio actual S, y S sigue un movimiento browniano geométrico con

una media instantanea & y una desviacidn estandar instanténea o , entonces los rendimientos de S

entre ahora (tiempo 0) y un iempo futuro T estd normalmente distribuido con:

2
1.- Unamediaigual a{ u - %)T

2. Una desviacion estandar igual a o T

En seguida se describe un proceso de difusidon mas complicado, el proceso de ito, y el lema de ito, que
sirve para probar la defimcion antes dada.
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1.3 EL PROCESO DE ITO Y EL LEMA DE ITO

11.3.1 EL PROCESO DE ITQO

Un proceso de o es basicamente un proceso generalizado de Wiener con coeficientes no constantes.
Si se asume que tanto el término drift a como el témino de variabilidad & pueden ser funciones de la
variable aleatoria y del tiempo, entonces x sigue un proceso de lto. Matemiticamente, la ecuacibn
diferencial estocastica SDE {Sfochastic Differential Equation, por su nombre en inglés) para x sera

dx=a(x,n)dt + b{x,)dz (27)

donde oz es un proceso de Wiener (Hult, 1993). Los procesos de Ito son utiizados frecuentemente
para modelar precios de bienes financieros (Ross, 1997b).

El modelo mas popular para representar el precio de un bien financiero S que no paga dividendos, y que
cambia a fravés del tiempo es el proceso de lio, el cual es un tipo de ecuacion diferencial estocastica.
Por 1o tanto, el cambio en el nivel de precio del bien financiero &5, en un intervalo dr, esta gobernado
por

dS = u( S, 0)dt + o(S,1)dz
dS = uSdt + oSdz (2.8)

donde alx, 0= u(S,1) = uS y blx, )= (S,1) =08, u es ¢l rendimiento esperado de Sy o esla
desviacion estandar de estos rendimientos. Si consideramos un intervalo de tiempo 4, durante el cual §
cambia a § + dS, vemos que el siguiente valor (5 + 4S) sblo depende del precio actual 5y es
independiente del pasado. El rendimiento esperado de oS es
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EJdS)F El pSdrt + 08dz = pSdr
Como Eldz]= 0 el siguiente valor para § serd més grande que el anterior por una cantidad uSdr . La

varianza de S es
VarldS|=E{d5* ] -{EldSTP= Bl o2 $2d: = o 82t

Como {a media y la desviacion estandar instantanea de los cambios del precio son proporcionales al
precio actual, entonces ei valor esperado instantaneo de S es .Sy Ja desviacidn estandar instantanea
es oS (Hull, 1993a).

Si S tiene un proceso estocastico de tiempo continuo {S; ¢ =0), S puede ser escrito como
S+dS =8, +p|Sd +of Sd:

Si se divide la ecuacién (2.8) entre S

d—; = st + xdz (2.9)

%representa el rendimiento de S. Los procesos (2.8) y {2.9) son ejemplos de un proceso de Ito. El

proceso (2.8) también es conocido como la ecuacidn diferencial estocastica de movimiente Browniano
geométrico (Neftei, 1996). El trato matematico del proceso de Ito es muy amplio, de hecho existe el
calculo de Ito.® La parte mas interesante de esta teoria, desde del punto de vista de los productos
financieros derivados, es ¢l lema de Ito. El lema de lto fue desarollado en 1951 por el matematico
japonés K. lto. Este lema es una herramienta basica para manipular procesos de difusion, que permite
determinar la ecuacion diferencial estocastica para una funcion que depende de variables que siguen un

13 En este trabajo & cdlculo Ito se aborda de forma muy general. Si se desea profundizar en ef tema se puede consultar
la bibliografia aqui presentada.
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proceso de difusion.

1.3.2 EL LEMA DE ITO

Supbngase que x sigue un proceso estocastico de iempo confinug, e cual depende del proceso de
Wiener dz . Suptngase ademdas que G es una funcién de x y ¢, y que se desea calcutar el cambio en
Gix, /) cuando pasa un tiempo dr. Este fiempo influye en G{x, ¢) en dos formas diferentes: primero, hay
una influencia directa a través de la variable ¢ en G{x, £, y segundo, conforme el tiempo pasa, se
obtiene nueva informacion sobre el proceso de Wiener dz y se observa un nuevo incremento en d, lo
cual también afecta a G, 1). La suma de estos dos efectos es representado por ia ecuacidn diferencial
estocastica dGix, 1)

dGlx, =Glx +dx, { +di)- G(x, )
Esta es una ecuacidn diferencial parcial de dos variables independientes x y 7 {Neftci, 1996).
El lema de Ito, conocido también como el teorema fundamental del célculo estocastico, afirma que la

ecuacion diferencial de segundo grado G(x, ) —que es funcién de 1 y del proceso x que sigue un
proceso de lto— sigue et siguiente proceso’®

dG = e « ot + = S ()P (2.10)

donde dx = adx + bdz 5 1a ecuacion diferencial estocastica de x, y 4z es el proceso de Wiener, por lo
tanto G también sigue un proceso de lto (Figlewski, 1990). Después de sustituir < en (2.10) se
obtiene el siguiente proceso (Hull, 1993):

# Un segundo uso del lema de lto es para evaluar integrales de lio; Neftci, 1996.
15 Esio se puede obtener a través una serie de Taylor; Figlewski, 1930.
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dG=(—§—a+fg— % G ‘)d+%bdz (2.11)
con un dniff igua a
éa+§;-+léllcb2
& a 2 &
¥ una varianza

&y
(E)2 b

Una prueba rigurosa del lema de Ito va mas alla del aicance de este trabajo. Sin embargo, €l lema
puede ser presentado como una extension natural de resultados bien conocidos det calculo diferencial.'s

1.4 APLICACION DEL PROCESO DE ITO EN LOS PRECIOS DE BIENES
FINANCIEROS

il.4.1 EL. PROCESO PARA BIENES FINANCIEROS

La mayoria de los modelos para representar el comportamiento de un bien financiero, S, que evoluciona
como un proceso estocastico de tiempo continuo, asumen que una ecuacion diferencial estocastica
describe el comportamiento de S (Clewlow, 1998).7 Por lo tanto, si se afirma que § evoluciona de
acuerdo a un proceso de lto, su SDE sera

dS= uSdr + o Sd:z {2.12)
donde
dS representa un cambio infinitesimal en el precio del bien
di representa un periodo de tiempo infinitesimal en el iempo

18 na demostracion completa esta incluida en Hudl, 1993, Apéndice 10A.

V7 Este SOE es muy adecuada para acciones o indices, sin embargo es menos eficiente en o caso de divisas. Sin
ambargo, hay alrmas discrepancias ya que los datos reales parecen tener una probabilidad mas grande en el caso de
grandes caidas o crecimientos en comparacion con la que el modelo pronostica. Pero puede ser ef punto de partida de
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dz (el proceso de Wiener) es una variable aleatoria con media Odr y varianza 1dt
o €5 la volatiidad anual de S, es decir, la desviacion estandar de sus rendimientos, misma que se
considera constante

4 €s el rendimiento esperado anual de S que también se considera constante

La ecuacidn contiene varias propiedades importantes acerca del comportamiento del precio del bien:
+ El precio es continuo en el tiempo, es decir, et mercado siempre esta abierto
¢ La parte aleatoria del cambio en el precio estd contenida en el término dz (proceso de
Wiener)

+ La desviacion estandar de los rendimientos {ia volatilidad) es tomada en cuenta en el modelo

Sustituyendo la ecuacion (2.12) en la ecuacion (2.11) donde a=u S ¥ b=o S, y x=5, se obtiene un
importante resultado para el caso de los productos financieros derivados:

1 &G
+Eﬁ0131)d1+gg&iz (2.13)

4
a 20§

dG:(%.US"'

Este proceso para G tiene dos componentes, mismos que pueden ser interpretados comg los términos
drit y de difusion, El trmino drift es deterministico, e involucra el drift y la volatilidad del proceso del
precio del bien y las derivadas parciales de G con respecto a Sy «. Es importante hacer notar que la
ecuacion (2.13) tiene la fuente de aleatoriedad, dz, que es exactamente 1a misma que la del proceso del
precio del bien.

modelo mas sofisticados; Wilmolt, 1995,
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I.4.2 EL LEMA DE ITO Y LA DISTRIBUCION LOGNORMAL
Supdngase que 5 sigue el siguiente proceso de Ito:
dS=uSdt + o Sdz

Con ayuda del lema de lto se puede obtener una funcién de densidad de probabilidad para et precio del
bien S. Para obtener la volatiidad de los rendimientos de 5 puede demosbrarse que el proceso

iA;,S.-=Jud.r+cm'z

se puede escribir como

d(lnS)=(y-%az)dt +odz (2.149)

ds d.
donde < representa el cambio de los rendimientos de S. HSE es justamente ofra forma de expresar

dl{in 5) (aplicando célculo diferencial basico). Sise define G=1In 5, y sabiendo que el proceso seguido
por Ses dS= u 8dt + o Sdz, y utilizando el lema de Ito para G, se tiene que

G 1 3G 1 gg_o
A8 § 5% §° a1

Sustituyendo en fa ecuaditn (2.13)

26,12
ft 2 88

dG=(—‘g—,uS+ cr’S’)dH%}:-anz
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1 11 1
dG=(§' uS§+0- EFGZSI)dI+EJSdz

dG =( --;"o")dl+adz

d(In8)=dG ={ u -é-a’)dt+o-dz (2.15)

Se obtiene una ecuacién diferencial estocastica con coeficientes constantes, es decir, un proceso
generalizado de Wiener. Por lo tanto, sumando {odos estos cambios infinitesimales sobre un intervalo
de precio (S, S, ), comespondiente a intervalo de tiempo {0, T), nos da una funcion de probabilidad
para In§; -In§,. La distribucién de probabilidad resultante serd por supuesto normal, con una media

1
iguala( u - 22— )Ty una desviacion esténdar igual a o JT . Observamos que la media est4 afectada

2
por el termino % es decir, la volatilidad tiende a afectar la media esperada. Este fenémeno es una

2
consecuencia dei modelo Browniano geométrico, es decir, tiene una tasa de crecimiento de ( u - 07)
en lugar de (Chriss, 1997). Si nuestro intervalo de tiempo es igual a 1, enfonces la media y
2
desviacion estandar del rendimiento dentro de un aiio son ( M- 9'2—) ¥ o , respectivamente. Se tiene

que la funcién de probabilidad para In S, - In S, sera
0,2
a8, -1n8, = ¢((u - =-)7. 0 VT]

donde ¢(m,s)denota una distribucidn normal con media s y desviacién estandar 5. Como InS, -

InS,=ln %— , 5& reafirma que los rendimientos de S tienen una distribucién normal. La variacion de
‘o
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InS durante el intervalo de tiempo (0, 7), que es igual al rendimiento de S en dicho intervalo, esta
dado por

ditn 8= ln‘z% = ¢ [(p- -%-)T. o VT ] {2.16)

De las propiedades de fa distribucion normat se tiene que InS, en el iempo T esta nomamente
distribuido con tas siguientes caracteristicas:

InS, =¢ [In§, +(x - C'—;)T. aVT] (2.17)

donde

Elin( S, )]=In(S, )+ (o - %2-)7'

Varin(S, =0T
Por lo tanto, la funcion de densidad de probabilidad de In § esta dada por

1 ‘(hS—h&{ﬂ*%Gllr]'IZazl

e
o\/zm'

Véase (Ross, 19971, y Figlewski, 1990).

Si § tiene una distribucién lognormal, el precio del bien financiero, debe tener una funcién de densidad
de probabilidad lognormal'® igual a
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L AN LU TRCTTR)
1 (Hs.) la-ga k¥ i2a%

e ara 0<S5< @
oSJ2m P

Asi mismo, el rendimiento esperado del bien S, sera

E[S. 128, e

Var($,]= 8, e (T -1)

Por ejemplo, considérese una accidn con un precio inicial de $45, un rendimiento esperado anual del 22
por ciento y una velatilidad del 26 por ciento por afto.

De la ecuacion {2.17) 1a distribucion de probabitidad del precio de 1a accién S, en seis meses esta dada
por

0067

InS, ~¢ [In45+(0.22- T)o.s,u.za,ﬁﬁ]

InS, = ¢ (3.899,0.183)

Hay un 95 por ciento de probabilidad que una variable de distribucion nommal tenga un valor entre dos
desviactones estandar y su media, es decir,

H-20 <InS;< pu-20

3.899-2(0.183) < In 5, < 3.899 +2({0.183)

18 Para mayores detalles se puede consultar Wilmott, 1995; Boyle, 1992 y el Anexc A.
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3532< InS, < 4.267

De acuerdo a las propiedades de los logaritmos se tiene que

isa

57
e 8 et

34192 < §, <71.307

De manera que hay un 85 por ciento de probabilidad que un precio de accién en seis meses esté entre
34.192 y 71.307. €l rendimiento esperado de S, esta dado por

E[S,]= §,e =45 5= §0.232

Var[S,. 1= So 1T (ea‘r - = 452 g12H022K03) (emzaxo.zsm) -1= 86.745

La desviacion estandar de fa accion en un afio sera +/86.745 = 9.313.

X
Supéngase que X, es el precio de un bien financiero en el fempo », y las proporciones X - para n

n-1

X
> 1, son independientes y estan idénticamente distribuidos en forma lognarmal. Si ¥, = Y “— entonces

-1

n-1

En forma iterativa esto equivale a

Xn = YnYn—IYnJ ’Yn«.':
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Aplicando el logaritmo natural

In{X,)=In(Y,Y,_,... X,),

In{X,)= Z"‘,ln(Y,)+ In(X,)

i=1

X
Cuando los valores de ln(}—'-) para i = 0 son independientes y distribuidos idénticamente, [n{ X )

-1
sera un movimiento Browniano aritmético, y X, sera aproximadamente un movimiento Browniano

geométrico, conocido como caminata aleatoria logrormal (Ross, 1997a). Igualando

Sin(r) = d,

r=1

y sustituyendo
In{X,)=d, +In(X,)

y aplicando la exponencial, se obtiene
X, = Xe*

Siel valor presente de una accidnes Xy X, es el precio en el iempo ¢, entonces el valor de X, sera
X,=X,e" donde { ¥(r), 1 20 } es un movimiento Browniano con coeficiente drift 4 y vananza

o, yelproceso { X,,r 20 } seré un movimiento Browniano geométrico, dado por la ecuacion (2.8).%

9 Yéase Taylor, 1998.
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1.5 CONCLUSION

En este segundo capitulo se expusieron conceptos generaies de alqunos procesos estocasticos de
difusion —ei movimiento Browniano, el proceso de Wiener, el proceso generalizado de Wiener, el
movimiento Browniano geomeétrico y el proceso de lto— y el lema de to mismos que son utlizados para
representar el comportamiento y desamollo de los precios de bienes financieros. Estos procesos estan
muy relacionados con &f procese de Wiener ya que a través de éste se representa la aleatoriedad
asociada a un proceso aleatorio, en este caso la asociada al bien financiero. Se mencionaron las
propiedades y caracteristicas de estos procesos estocasticos y la relacidon que guardan con las
distribuciones normal y lognomal de acuerdo a la teoria de la valoracién de bienes financieros.

En finanzas se supone que !os bienes financieros siguen una caminata aleatoria lognormal, mas
especificamente siguen un movimiento Browniano geométrico. Por lo tanto, la distibucion de
probabilidad de! bien financiero S en un periodo de fiempo T serd una distribucion lognormal. Este
modelo es representade como una ecuacion diferencial estocastica, conocido como el proceso de Ito.
Debido a los anteriores supuestos, se afimd que un bien financiero S que no paga dividendos ests
caracterizado por un proceso de Ito, cuya ecuacion diferencial estocastica es ia siguiente:

dS = ySdt +o08dz

donde u es el rendimiento esperado de Sy o es la volatiidad de S, es decir, 1a desviacidn estandar de

sus rendimientos. Asi mismo, haciendo uso del lema de Ifp, el proceso fransformado o{InS) es decir,
los rendimientos de S, estd también distribuido normalmente y sigue un proceso generalizado de

. 1 . . -
Wiener, con un driff g - 5 o’ y una varianza o’ . Las propiedades y caracteristicas de los procesos

vistos en este capitulo son importantes ya que fueron utizadas por Black, Merton y Scholes para
desamollar su modelo de valoracion de opciones. El modelo Black—Scholes se examina en el siguiente
capitulo.
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CAPITULO Ili

LA VALORACION DE OPCIONES Y EL MODELO
BLACK-SCHOLES

En este tercer capitulo se presentan fos antecedentes historicos de la valoracion de opciones y se daun
panorama completo sobre ef modelo Black-Schotes y'su uso. Se explican los principios tedricos sobre
los que esta basado el modelo Black-Scholes, asi como los diferentes factores que afectan el valor de
las opciones sequn el modelo, y bajo qué condiciones los resultados del modelo son ciertos. Tomando
como base o visto en ef capitulo I, se examinan algunos de los principios probabilisticos sobre los que
se sustenta el modelo de Black-Scholes. Asi mismo, se profundiza sobre la volatilidad y se explica
como ésta puede ser calculada. Finalmente, se da un ejemplo de aplicacion para ef caso de los
productos derivados llamados opciones calf de fipo de europeo, haciendo hincapié en que el modelo se
puede utilizar para evaluar diferentes productos derivados.’

! Para mayores detalles véase Clewlow, 1998.
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ll.1 ANTECEDENTES EN LA VALORACION DE OPCIONES

Como se explico en el capitulo |, los compradores de opciones pagan una prima por tener el derecho oe
comprar ¢ vender un bien subyacente en el futuro.2 Ef problema al cual se enfrentan los inversionistas
se denomina |2 “valoracion de epciones”, y consiste en saber cudl ha de ser la prima que se debe pagar
por una opcibn por el hecho de asumir, a fo largo de un periodo de tiempo, ef riesgo de variacién de
precios at que esta sujeto el bien subyacente.

Los intentos por determinar la prima de una opcion y otros derivados tienen una larga historta. Las
técnicas modernas para valorar opciones tienen sus raices en el célculo estocastico. En 1877,
Charles Castelli escribid un libro “The Theory of Options in Stock and Shares®, en el que dio una
introduccidn a 1a cobertura y la especulacién que ofrecen las opciones. En 1900, el francés Louis
Bachelier hizo uno de los primeros intentos para determinar el valor de las opciones en su tesis doctoral
“Theory of the Speculation”. El modelo que propuso, basado en el movimiento Browniano, tenia una
suposicion irreal, a saber, una tasa de interés igual a cero. Ademas, su modelo permitia precios
negativos? y el valor de 1a opcién podia exceder el precio del bien subyacente (Taylor, 1998).

Varias décadas después, en 1955, el trabajo de Bachelier lamd la atencién del economista Paul
Samuelson, quien escribid un documento fitulado “Brownian Motion in the Stock Market”. Ese mismo
afio Richard Kruizenga, un estudiante de Samuelson, cith el trabajo de Bachelier en su tesis doctoral
“Put and Call Options: A Theorical and Market Analysis”. Samuelson y Kruizenga asumieron que los
precios de fas acciones seguian una distribucién fognormal, lo cual garantizaba que los precios eran
positivos y permitia fasas de interés diferentes de cero. En 1962, James Boness en su tesis doctoral “A
Theory and Measurement of Stock Option Value” mejord el modelo de Bachelier para valorar opciones,

2En la teoria de valoracion de opciones, la prima de una opcion es el precio al cual se compra un contrato de opcion en et
mercado, la prima induye tanto el valor tedfico de la opcion como costos de transaccion. En este trabajo se esturka e valor
tedrico de una opeidn, es dedir, aquel valor que no incluye costos de transaccitn, sino sblo el valor teérico al cual se puede
vender un conirato de tal manera que no se obliene una ganancia ni se incure en una pérdida en la transaccitn. En este
trabajo se mansjan ambos téminos sir hacer distincion,

3 En la teoria econdmica 5e asume que el precio de un bien no puede ser negativo,
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el cual se parecia bastante al modelo que aftos después desarrallaron Fischer Black, Myron S. Scholes
y Robert C. Merton.

Black, Merton y Scholes desarrollaron el primer modelo de aceptabilidad general para valorar opciones,
¢l modelo Black—Scholes. El modelo se convirtid en poco tiempo en uno de los modelos financieros
més ampliamente aceptados. Su trabajo preseatado en los afios 70 resolvit un problema ya viejoen fa
economia financiera, y asimismo cre6 una forma nueva de negociacion de! fiesgo financiero, tanto en
teoria como en la practica. Su método ha contribuido sustancialimente al rapido crecimiento del mercado
de derivados en las (lfimas dos décadas. Actualmente, miles de inversionistas usan el modelo
diariamente para valorar derivados en todo el mundo.*

Black y Schotes pubficaron su trabajo bajo el titulo “The Pricing of Options and Corporate Liabiliies” en
el Joumal of Poliical Economy en mayofjunio de 1973, afo en que las opciones sobre acciones se
negaciaron por vez primera en EEJUU. Este trabajo consistid fundamentalmente en un modelo para
determinar [a prima de una opcibn call eurcpea. El modelo fiene la ventaja de requerir poca informacion,
proporciona enonne rapidez y su -uﬁlizacibn es muy sencilia.®

M2 FACTORES QUE AFECTAN LA PRIMA DE UNA OPCION CALL

Los factores que intervienen en el precio de una opcién calf son seis y se clasifican en dos factores
endbgenos y cuato factores exégenos.t Los primeros: (i) el precio de ejercicio y (i} la fecha de
vencimiento, son establecidos segun los términos del contrato de apcién, Les sequndos: (i) el precio
del bien subyacente en el mercado, {iv) el pago de dividendos, (v) 2 tasa de interés sin riesgo y (vi) la
volatifidad del bien subyacente, estan determinados por el mercado. A continuacion se explica el efecto

4 The Economist, 18 de octubre de 1997.

5 Existe ofro modeio basico, el Capital Asset Pricing Mode! (CAPM), para evaluar precios de instrumentos financieros,
modelo que requiers calcular los precios de equilibrio y matriz de covarianzas de los posibles instrementos disponibles en &l
mercado; Rodriguez de Castro, 1995. Por otra parte, el modalo Black~Scholes sa puade programar en una hoja de ciiculo
de Excel en forma muy sencilla.

¢ Segln et modelo Black-Scholes.
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de cada uno de estos factores sobre {a prima de una opcion.

¢ El precio de ejercicio

El precio de ejercicio es el precio al cual se puede comprar o vender el bien subyacente al momento
ejercer Ia opcion. Una opeion calf que permite comprar un bien a $100 en el futuro que tiene un valor
actual de $95 valdra menos que una opcion que permita comprar et mismo activo a $90, por ejemplo. El
precio de ejercicio se representa como £.

e Lafecha de vencimiento

La diferencia entre la fecha de vencimiento de la opcion y la fecha de inicio del contrato determina el
periodo de vida de la opeidn. Generalmente, mientras mayor sea el periodo de tempo, mayor es la
prima de la opcion, puesto que hay mas fiempo para que el bien subyacente pueda variar de precio; de
manera que coloque la opcidn en una buena posicién. El tamafio del intervalo de tiempo al vencimiento
S representa como ¢ y se expresa en fracciones de afio.’

Si una accitn esta a $100 el dia de hoy, es evidente que el precio de una opcion call con un precio de
ejercicio de $125 que venza mafiana sera muy bajo porque el precio dificimente podria estar por amiba
de $125 en un solo dia. En cambio, si el vencimiento es dentro de seis meses la prima de la opcion es
mayor.

La prima de una opcibn va variando a lo largo de 1a vida det confrato de manera que, si sélo se tiene en
cuenta el factor iempo, a medida que se acerca ala fecha de vencimiento la opcion ird disminuyendo su
valor. Las opciones son o que se llaman “‘wasting assels”, 0 sea, son instrumentos financieros que se
deprecian por su vida limitada.

» El precio del bien subyacente en ¢l mercado

El precio del bien subyacente en ¢! mercado es el precio al que se cofiza en ese momento f bien. La

7 Por ejemplo, si la opcion tiene 25 dias de vida, entonces [ = 25/365 = 0.0849. Una mejor forma de caloular f es
dividiendo t entre el nimero exacto de dias laborales que podrian ser 250, 252, 253 6 260.
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prima de una opcibn depende fuertemente del valor del bien subyacente. Las alzas en el precio del bien
subyacente provocan subidas en las primas de las opciones cafl, y las caidas del precio ocasionan su

disminucion. El precio del bien subyacente en el mercado se suele representar como 5.

¢ Elpago de dividendos

Los dividendos son parte de las ganancias de una empresa que Se pagan a los accionistas de una
accién? Son como una especie de rendimientos. Los dividendos en efectivo afectan fas primas de las
opciones. El pago de dividendos implica una reduccion en la cotizacidn del bien subyacente y por tanto
menores primas de una opcion call. El pago del dividendo se representa como d.

* Latasadeinterés libre de riesgo

En un contrato de opcion se realiza el pago total del bien subyacente hasta que se ejerce dicho contrato.
Es decir, cuando se establece ¢l contrato s6lo se paga fa prima, por lo que las opciones requieren una
inversion menor que si se comprara directamente el bien subyacente. Por ello, la inversidn en opciones
permite disponer de liquidez para invertir en ofra cosa, por ejemplo, al tipo de interés libre de riesgo
durante la vida de la opcién.® En consecuencia, el valor de la opcidn call aumentara si las tasas de
interés suben, y viceversa, El modelo Black—Scholes ufifiza una tasa de interés libre de riesgo,
nomalmente es la tasa de interés de un titulo de deuda piblica para un plazo igual al de la opcidn.1®
Supdngase que la tasa de interés a plazo es coneccida y constante durante {a duracidn de la opcion,
ademas de que se puede pedir prestado o prestar a la misma tasa. La tasa libre de riesgo se
representa como r. La tasa de interés refleja ef rendimiento minimo esperado del bien subyacente.

s Lavolatilidad del bien subyacente
La volatilidad es un estimador crucial en los mercados de opciones. La volatilidad es la medida de
nuestra incertidumbre sobre los movimientos futuros del precio del bien subyacente (véase la grafica

8 Ei concepto de dividendos solo se aplica a las acciones y los indices bursitiles. No obstante, para ofros bienes
subyacentes existen pagos equivatentes. Fjemplo de esto son los pagos de cupones de intereses en ol caso de los bonos
gubemamentales.

9 Por tanto, una opcion representa como un préstarno sin intereses. Cuanto mayor sea e tipo de interés, mayor sed of
valor de este préstamo sin inlereses.

10 Por gjemplo, en Estados Unidos se utiliza la tasa T-bill (Treasury Biffy de! tesoro a 31 dias.
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3.1). Estaintimamente ligada a la variabilidad de los rendimientos.

Mientras més inestable sea el precio de un bien, mayor seré su volatilidad, la prima y la probabilidad de
que se ejerza la opcion. Por esto, los operadores de opciones hablan de comprar y vender volailidad.
En el mercado se dice que si la volatilidad se reduce es momento de vender opciones. Cuando la
volatilidad aumenta, es el momento de comprar opciones.

VOLATLDAD
BALA
VOLATLIDAD
v WODERADA
:'S.:nm
3 E
Gréfica de la volatilidad baja, moderada y alta
Grafica 3.1

Debido al hecho de que cualquier opcién tiene por delante un periodo de vida parece que debiera
utilizarse una estimacién de fa volatlidad futura. La volatilidad reflejada en la prima de una opcidn es la
volatilidad esperada por €l mercado de opciones, y los tebricos no siempre logran llegar a un acuerdo
sobre |a forma de medira.

La volatiidad para efecto de los productos derivados s estimada basicamente por dos métodos
diferentes; la volatifidad histbrica y la volatilidad implicita." Generaimente, los inversionistas del
mercado de opciones utilizan una estimacion de la varianza haciende uso de dafos histéricos. La
volatifidad se representa como o. El indicador de la volatilidad historica esta asociado con la

desviacién estandar. La volatilidad historica indica cuanto ha fluctuado un bien subyacente durante
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cierto periodo de iempo pasado y puede servir de indicador para prever cudl puede ser ia volatilidad
futura.

¢ Estimacion de la volatilidad a través de datos historicos
Desde hace bastante tiempo se han realizado diferentes estudios empiricos sobre distintos
subyacentes, los cuales refigjan que aunque e logaritmo de las variaciones o rendimientos diarios de
diferentes subyacentes no se comportan exactamente como una distribucidn normal, su distribucién se
aproxima bastante alas caracteristicas de una distribucion normal, como se vio en el capitulo 1.

/- \ /Distribuddm normal
] d
/ ! \ // / Distribucian log norma!

A %“\Jn’
A | NUTH-
// K N e
§1234567 89101112131415 i

Gréfica de la distribucién fognormal y normal
Gréifica 3.2

£l modelo Black—Scholes parte de 1a hipétesis de que el bien subyacente se comporta segin una
distribucion lognormal {véase |a gréfica 3.2). La propiedad lognormal2 del bien subyacente puede ser
usada para proporcionar inforrnacion sobre la distribucidn de 1a tasa de rentabilidad que gana un bien
subyacente en un intervalo de tiempo (0, 7). En consecuencia, el logaritmo de las variaciones o
rendimientos sigue una distribucidén normal. Se puede entonces calcular Ia volatilidad historica sacando

11 Para astimat la volatilidad implicita puede consultarse Hull, 1893,
2 L3 popiedad lognormal dice que una vaniable con una tislnbucxon nomal tiene la propiedad de que su logaritmo
natural esta nomalmente distribuide. Para mayores detalles consulte el Anexo A.
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la desviacion estandar de estos fogaritmos. Si 7 es la tasa de rendimiento compuesta continuamente'

en el periodo (0, 7), entonces

ST=Soe"T
Y
1, 8
=T, @

Segun la ecuacion (2.16), vista en el capitulo I

1n‘-§f—==¢[(p-"7)r,aﬁ] (.2)

0

Aplicando las propiedades de la distribucion normal, de las ecuaciones {3.1) y (3.2) se obtiene

n~¢[ %w"?]

Asi que la tasa de rendimiento compuesta continuamente esta nomalmente distribuida con una media
1
M- % y una desviacién estindar ¢ volatilidad igual a % (Hull, 1993a). Supéngase que:

n+1.  nimero de observaciones
S, precio del bien al final detintervalo i (i=1,2,3,4,.._.n)
w: =l SS—f donde SS— es el rendimiento del subyacente del periodo i - 1 al

=1 1-1

1 | término “tasa de rendimiento compuesta continuamente” es una traduccion literat del temmino inglés “continuously
compounded rate of refurt”. No se encontré traduccion més apropiada,
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— . s Ly )
W eslamediadelos u,’'s # =) "
1=l n

T: longitud del intervalo de tiempo del contrate en aiios

Entonces una estimacion de 1a volatilidad de los rendimientos u, esta dada por™

i

@, -y 5= \)LJ—Z":M,Z !

1 "

"_I i=l

&=

n-144 nx-1)

Notese que en el calculo de la desviacidn estandar se divide por (» - 1) y no por » para comregir ia
estimacién por el nimero de grados de libertad.'* De la ecuacion (3.2), la desviacion estandar de los
rendimientos u,’s es o, esto cuando el intervalo de tiempo 7= 1. La variable 5 sera por lo tanfo un

estimador de o+/7 , es dedir,

¥ =0'ﬁ

de aqui concluimos que o puede ser estimado como

s
T

que es el estimador de la desviacidn estandar de los rendimientos del bien subyacente durante un

tiempo 7. El error estandar de este estimador serd aproximadamente ng .

2n

1 Sa utifiza esta fdemida porque cuando se caloida e valor de Ia desviacion estandar, ya sea a mano 0 mediants e uso de
una caleuladora de baja capacidad, y el valor de la media o los valores de las abservacionas no son nixmeros enteros, & uso
{a ecuacion (3.3} de la izquierda pusde producir efmores grandes par redondeo; Canavos, 1991,

1 Esta correccion se denomina “buscar una estimacion insesgada de la desviacion estandar”. Una estadistica 6 es un
estimador de! parametro & siy solo st £| @ |26, Es dedir, o valor esperado de un estimador debe ser igual al pafmetro
que se supone que estima; Canavos, 1891
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Para el calculo de la volatiidad historica se recomienda tomar en cuenta los siguientes puntos: wtilizar
los precios de “cierre” del bien subyacente, un tamaiio de muestra que sea de 90 a 180 datos, y que los
datos sean diarios y de los Ultimos dias ya que son mas representativos (Hull, 1993a}.

A manera de ejemplo, a continuacion se calcula la volatilidad histdrica para ia accion de Televisa con
datos diarios dei 4 de mayo a 1° de junio de 1998, con una muestra de tamafio » = 20 (véase la tabla
3.1).

Rendimiento
Dia Precio de clema de la | Preclo relativo diarle w b3
sccién 518, u, =1n(S,/S,_) i
0 182.20000
1 175.90000 0.96542 -0.03519 0.00124
2 175.20000 0.98602 -0.00399 0.00002
3 174.80000 0.99772 -0.00229 0.00001
4 170.20000 0.97368 -0.02667 0.00071
5 170.20000 1.00000 0.00000 0.00000
6 168.00000 0.88707 -0.01301 0.00017
7 168.50000 1.00288 0.00297 0.00001
8 168.50000 1.00000 0.00600 0.00000
9 163.00000 0.96736 -0.03319 4.00110
10 166.50000 1.02147 0.02125 0.00045
11 168.00000 1.00901 0.00897 0.00008
12 175.10000 1.04226 0.04139 0.00171
13 174.80000 0.99829 -0.00171 0.00000
14 174.50000 0.99828 -0.00172 0.00000
15 172.50000 0.98854 -0.01153 0.00013
16 171.50000 0.99420 -0.00581 0.00003
17 171.0000C 0.89708 -0.00292 0.00001
18 173.20000 1.01287 0.01278 0.00016
19 173.20000 1.00000 0.66000 0.00000
20 170.70000 0.98557 -0.01454 0.00021
suma 3607.50000 16.93782 -0.06520 0.00605

Fuenle: Bolsa Mexicana de Valkores,

Tabla 3.1
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Utilizando la ecuacion {3.3) se obtiene un estimador de la desviacion estandar del rendimiento diario
esperado igual a

2
e Jo.oosos_( 006520)" _ o

19 380

1
Puesto que nuestros datos son diarios y hay aproximadamente 252 dias habiles del mercado, T:E_‘E‘ .

0.0175
1

252

=00175+252 =0.2782

o=

02732

J2(20)

Es decir, la volatilidad anual serd del 27.8 por ciento con un emor estindar de

= 0.0439, es

decir, 4.4 por ciento anual.

Si los rendimientos se han obtenide con dates diarios entonces la volatilidad historica anual sera
G,y =2525,,.,. Con datos semanales serd &, = V526, ¥ con datos mensuales serd
G =126 s
Calcular la volatifidad histdrica no es un problema. El problema critico radica en si el estimador de la
volatiidad basada en los precios pasados refleja la volatilidad actual. La principal ventgja de este
estimador es su simplictdad. El pasado puede ser un buen indicador del futuro, pero por otro fado el
pasado puede dar una indicacion errnea sobre el futuro. Por ejemplo, antes de! teremoto de Kobe en
Japdn |1a volatilidad del indice de bolsa Nikkei era muy baja. Después del temblor la volatilidad
sibitamente se dispard. En los dias siguientes al temblor, si se hubiera usado 1a volatilidad historica con
datos de los dias anteriores, se hubiera obtenido obviamente una volatilidad baja y habria sido un mal
indicador de la volatlidad futura. La wolatilidad histdrica ciertamente no toma en consideracion la
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expectativa a futuro de la volatilidad futura.

Hoy en dia existen varios métodos para medir la volatilidad ademas de la volatiidad historica, tales
como la desviacion estandar implicita, los modelos economéficos y los conos de volatlidad. Asi mismo,
en los tilimos afios la investigacidn financiera esta obteniendo buenos resultados en la prediccion de la

volatilidad mediante series de tiempo con los modelos GARCH y ARCH.'8

Partiendo de 1as caracteristicas sefialadas sobre los factores que influyen la prima de una opcién call se
pueden obtener ciertas propiedades importantes sobre Ia prima de una opcion.

[I1.3 PROPIEDADES DE LA PRIMA DE UNA OPCION CALL

Las siguientes propiedades que describen el comportamiente de la prima de una opcion calfl establecen
importantes limites sobre su valor {Bookstaber, 1991).

PROPIEDAD 1. Bl valor de una opcidn no puede ser menor que cero, asi que (a prima es mayor o igual
acero,

C=20

Antes del vencimiento, una opcidn tiene una prima que puede descomponerse siempre en su valor
intrinseco y el valor tiempo:"7

prima = valor infrinseco + valor iempo

16 |a explicacion de estos modelos se sale del propdsito de este trabajo pero resuita un trabajo bastante interesante da
fnvastigacion y como tema de tesis. El lector interesado puede consullar al respecte el libro “Applied Econometric Time
Series”, da Walter Enders, John Wiley & Sons, Inc, 1995.

17 Ef valor iempo lambién se conoce como valor temporal, valor especulativo, valor potencial o valor extrinseco; en ‘o
sucesivo se manejara como valor tismpo.
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En fa grafica 3.3 se presenta el valor de una opcion cafl en funcién de! precio del bien subyacente. La
linea continua es ta prima de la opcin, resultado del valor intrinseco y del valor tempo. Se observa que
el valor intrinseco sblo toma valores a partir de precios superiores al precio de ejercicio (120}, y su
funcion es una recta. Ei valor tiempo viene determinado por la diferencia entre la curva de la pima y la
recta def valor intrinseco. Como se esperaba, el valor tiempo va disminuyendo a medida que se acerca
a la fecha de vencimiento.

50

o = . o darty 1:|||1l||s=u|=|||}||1_}1|1|1_::nl:n
100 104 108 112 116 120 124 128 132 136 140 144 148 152 156
Precio subyacenta

—— Prima opdn —&— Valor intrinseco

El valor iempo y valor intrinseco
Grifica 3.3

» Elvalor intrinseco y el valor tiempo

1. Elvalor intrinseco se calcula como la diferencia entre el preio de mercado del bien subyacente y el
precio de ejercicio. El valor intrinseco es el valor que tendria una opcidn en un momento
determinado si se ejerciese inmediatamente.

valor infrinseco = precio de mercado(S) - precio de ejercicio (£} =S - £

2. El valor tiempo se calcula como la diferencia entre fa prima y el valor intrinseco. Se define como la
cantidad que excede al valor infrinseco para oblener la prima debido a que el valor de la pima debe
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ser un valor superior a valor intrinseco. El valor tiempo va disminuyendo a medida que nos
acercamos al vencimiento de la opcion, y sera mayor cuanto mayor sea el periodo de tiempo antes
del vencimiento, ya que mientras la opcidn no expire, existe la posibilidad de obtener algin beneficio
en el futuro, que seria este valor iempo.

valor tiempo = prima - valor intrinseco

PROPIEDAD 2. En la fecha de vencimiento, una opcién call tendra un valor igual a su valor intrinseco (S
- £ 60, cualquiera que sea mas grande.

C=Max(0,5-E) parat=0

Dado que lo peor que puede suceder es que una opcidn call expire sin valor alguno, esto significaria
que C=0.

Supbngase que se tiene una opcitn call sobre una accién con un precio de ejercicio de $40 con una
prima de $3.5. Si el precio de la accidn al vencimiento es de $42, entonces el valor de la opcitn sera

Max (0,5 - E) =Max (D, 42 - 40) =Max (0, 2) =2
Si el precio del bien fuera de $38 entonces el valor de la opcidn al vencimiento sera
Max (0,5 - E)=Marx (0,38 -40) =Maxx (0,-2) =0

Para nuestro ejemplo donde Ia prima tiene un valor de $3.5 y el valor infrinseco = $2 el valor iempo sera
valortiempo =3.5-2=15
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435 —1 : P
$1.5 valbor tiempo Brima valor total

42 —jPrecio de mercado de b opeitn 53.5
: $2 valor intrinseco

40 — Precio de ejercicio
1

En la tabla 3.2 se muestra un resumen de los factores que influyen en la prima de |a opcidn caff, tanto en
su valor intrinseco como en su valor tiempo, y como varia cuande se incrementa alguno de estos
factores.

VARIABLES S1 VARIABLE AUMENTA VALOR DEL CALL
Valor intrinseco
1 Precio del wen subyscente Aumenta Aumenta
2 Precio de ejercen Aumenta Disminuye
3 Tasa de ixe nesgo Aumenta A
4, Dividendos Aumenta Disminuye
Valof tiempo
§.Trempo hasta el to Aumenia Aurmenta
6 Volatitidad esperada de b accdn Ausmena Aumenta

Fuente: Martine Abaseal, 1993,

Efecto de un incremento de tos factores de la prima de una opcion calf
Tabla 3.2

PROPIEDAD 3. El valor intrinseco de la opcitn es el valor minimo que la prima de la opcién puede
adquirir.

C 2 Max (0,5-E) (34)

Si una opcidn se vende por menos que (S - £) en cualquier iempo antes de que expire, entonces
existen oportunidades de arbifraje, es decir, si un inversionista puede comprar opciones e
inmediatamente venderlas a su valor intrinseco entonces podra obtener ganancias.

PROPIEDAD 4. Una opcitn con un periodo de tiempo mas grande de vencimiento sera valuada por lo
menos al valor de ofra opcibn con el mismo precio de ejercicio, pero con un periodo mas corfo de

tiempo.
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C',l < Cr~ para {, <,

PROPIEDAD 5. Si dos opciones call difieren (nicamente en su precio de ejercicio, la opcion calf con el
precio de ejercicio mas bajo sera valuada por fo menos al valor de !a opcion con el precio de ejercicio
mas alto.

Cy, 2 G, para £, <E,

PROPIEDAD 6. Definiendo los limites de |a prima de una opcibn call, que tiene un precio de ejercicio
mayor que cero y una fecha de vencimiento limite, se tiene que la prima nunca puede tener un valor
mayor que el del bien subyacente. Por ello, una opcidn call se venderd siempre por abajo del precio del
bien subyacente. De aqui que el precio del bien subyacente sea el fimite méximo para el precio de la
opcion.

C<S§ parat<eo; E>0

Si estas relaciones no fueran comectas, un inversionista o especulador podria facimente obtener un
beneficio sin riesgo comprando el bien subyacente y vendiendo la opcién de compra. Como la opcion
es siempre valuada por un valor menor que el del bien subyacente, la opcibn siempre esta por abajo de
lalinea que parte del origen 45° (C =.5). Véase |a grafica 3.4.

PROPIEDAD 7. En tarminos de porcentaje, el precio de una opcion cambiara por lo menos tanto como

los cambios en el precio del bien subyacente.
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Prima de una
opcidn Ca, C

E Blen Subynconte, §

Fuenta: Bookstaber, 1996
Prima de una opclén call en funcién del bien subyacente,
¢! tiempo y precio de ejercicio.
Gréafica 3.4

Estas primeras siete propiedades nos permiten definir los limites basicos de la prima de una opcion calf
como muestra la grafica 3.4, en 1a cual se observa fa pima como una funcién del bien subyacente, el
tiempo y precio de ejercicio.

Para una opcion call se tiene que:

+ Si §> E entonces se dice que la opcion call esta dentro del dinero (in the money, ITM), por lo
tanto tiene un valor positivo o infrinseco, es decir, si se quiere ejercer, se obfiene una ganancia

+ 5i § < E entonces la opcién call esta fuera del dinero (out of the money, OTM). Si se ejerce
obviamente se produce una pérdida, por lo tanto nadie querrd comprara o bien ejercera.
Estas apciones no tienen valor infrinseco, sblo valor temporal

+ Si 5= E entonces la opcion call esta exactamente en el dinero (at the money, ATM). Sise
gjerce no produce ni beneficio ni pérdida. La opcidn af the money no tiene valor infrinseco,
pero si tiene vator temporal

MATEMATICAS APLICADAS Y COMPUTACION, ACATLAN, UNAM.



CAPITLLO LIl LA VALORACHKON DE OPCIONES Y EL MODELO BLACK-SCHOLES 78

Dentro de 12 teoria de valoracion de opciones uno de los conceptos mas importantes concerniente a la

tasa de interés es el valor presente, mismo que se explica en seguida.

o Descuento al valor actual o valor presente

Supdngase que se desea adquirir un bono de ahomo, por el cual se espera un precio de $25 en 10
aiios. Lo més logico seria preguntarse culnto se esth dispuesto a pagar ahora por dicho bono (Borten,
1990). Para ello hay que calcular el valor presente. Para ello se usa la siguiente fdrmula financiera, en
la cual un capital P acumulado anualmente a una tasa de interés » durante cierta cantidad de aflos ¢,
tendra un capital mas intereses igual a ¥,

P = capital inicial
¥, = el valor del capital a! transcurir  afios

_ t
V,=P(i+r) r =tasa de interés

¢ = numero de afios

Si m es el nimero de veces que se capitaliza el interés durante r afios, entonces
V, = P+L)™
m

dara el crecimiento discreto de! capital. La tasa de interés confinua se puede obtener a partir de la
formula anterior en el limite cuando m tiende a infinito.

V, = lim P(1 +i)~ = Pe” (3.5)

Por lo tanto, ¢! dinero crecera exponencialmente. Por ofra parte, el valor presente sera igual a la tasa
de interés de la oportunidad pérdida r )
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valor presente = e {3.6)

donde la expresion ¢~ es el factor de descuento para el tiempo / y la tasa de interés r {¢ es igual a
2.718). El proceso de descuento para obtener el valor actual de un valor futuro es bien conocido como
técnica financiera y no es otra cosa que el valor presente (Dowling, 1982).

Con la propiedad 2 se vio que el valor minima de una opcion es su valor infrinseco (S - £) 6 0. Sin

embargo, este valor tiene que ser descontado para obtener el valor presente. Entonces la ecuacion
{3.4) puede ser presentada como

C 2 Max(S-Ee™™ ,0) (3.7)

El término Ee™" es el valor presente del precio de ejercicio £. Esto produce una condicién mas fuerte
para el rango del precio una opcibn, como se ilustra en la grafica 3.5.

PROPIEDAD 8. Como se puede deducir de la propiedad anterior, el precio de una opcién cafl se
incrementa cuando [a tasa de interés se incrementa.

C. <C, parar, <r,

Como se menciond anteriormente, la inversion en opciones pemite disponer de liquidez para invertir,
por eiemplo, en valores a tasas de inferés libre de riesgo. En consecuencia, 12 prima de fa opcibn calf
aumentara si las tasas de interés suben y viceversa.

Emmnm
Sﬂﬂ“umg
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Prima d¢ la opcidn
caliC

oL

EeT Ee ",

Fuente: Bookstaber, 1996

El valor intrinseco descontado de la prima de una epcion call
Grafica3.5

PROPIEDAD 8. B! precio de una opcion es una funcion creciente de 1a volatilidad del bien subyacente.

Si se tiene dos opciones call, una sobre la accion X y ofra sobre 1a accidn Y, siende Y mas volatil que X,
la prima de la opcion sobre Y tendra un valor mayor que el de ta opeién sobre X.

Hasta ahora no se ha dicho nada respecto a cdmo determinar Ia prima de una opcion. Sin embargo, con
las propiedades presentadas, se sabe que una opcion tene un valor cuando vence y tiene ciertos

fimites. En la grafica 3.6 se presenta el diagrama de Bachelier, donde Ia prima de una opcion call debe
estar dentro de la region sombreada.
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La prima de la opcidn antes de su fecha de expiracion en realidad se encontrara sobre una linga curva,
€on pendiente creciente'®, como la linea discontinua representada en la grafica 3.6. Esta linea inicia su
trayectoria donde los limites superior e inferior se encuentran en cero. Luego sube, y graduamente se
hace paralela a famo con pendiente ascendente del limite inferior. Esta linea revela un hecho
importante respecto a los valores de las opciones: el valor de una opcion aumenta a medida que lo hace
el precio del bien, si las olras variables se mantienen constantes. Induso con anterioridad al
vencimiento, e precio de la opcion nunca puede estar por debajo del limite inferior. Para las opciones
que todavia les queda tiempo para el vencimiento, la linea gruesa es el limite inferior para el precio de la
opcibn. La prima de fa opcidn es siempre superior a su valor minimo (excepto cuando ef precio del bien
€5 Cero).

LErite superior:
el valor de ka opcién
valor da una cafl es igualat
opeibncall precio del bien
(prima) subyacente Valor de una

Limite inferior:

el valor de la opcitn
cell es igual al pago
que se recibirla si
fuese ejercida
inmediatamente

— -
. . Precio del bien
Precio de ejercicio
I e subyacente

Valor de una opci6n call antes de su fecha de expiracién
Grafica 3.6

En la misma gréfica se han sefalado tres puntos. El punto A4: cuando el bien subyacente vale cero, ia
opcion no tiene valor; el punto B: cuando el precio del bien subyacente aumenta, la prima de la opcidn
se acerca a precio del bien menos el precio de ejercicio (véase grafica 3.5); y para el punato C: la linea

discontinua y gruesa coinciden cuando el precio del bien es cero (punto A), pero en cualquier oo punto

18 Esto se debe a la propiedad 7 mencionada amiba.
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fas lineas divergen, es decir, el precio de la opcion debe ser superior al valor minimo dado por la linea
gruesa. En el punto C el precio del bien coincide exactamente con el precio de ejercicio (véase grafica
3.5). 1a opcidn no tendria ningin valor si fuese ejercida en ese momento. La prima de la opcion en el
punto C es superior al limite inferior, que en este caso es cero. Supdngase que la opcion expirara hasta
dentro de tres meses, durante este tempo el precio puede ser mayor o menor. En general, 1a prima de
|a opcidn sera superior a su limite inferior, mientras tenga que transcurrir un cierto plazo de tiempo hasta
que expire.

1.4 EL MODELO BLACK-SCHOLES

il.4.1 EL PROCESOITO Y LA ECUACION DIFERENCIAL DE BLACK-SCHOLES

B modelo Black—Scholes hace depender la prima de una opcion de cinco de los seis factores
econdmicos vistos en la seccion [1.2, ya que se supone que el bien subyacente no paga dividendos
durante !a vida de la opcion. El modelo parte de unos supuestos'® mas o menos restrictivos mediante
los que, de forma simplificada, intenta describir la compleja realidad del mundo financiero:

1.-El proceso sequido por el bien subyacente es un proceso de lo

dS=uSdt + o 8dz

Esto impica que el comportamiento del bien subyacente coresponde al modelo lognormal

2.-Laopcidn call es de tipo europea, con precio de ejercicio = £ y liempo = ¢

3.-No hay costos de transaccion o impuestos; todos los activos financieros son perfectamente
divisibles

4.-No hay dividendos o pagos equivalentes sobre los bienes subyacentes durante la vida de la
opcién

™ No se debe ohvidar que en ciertas conciciones estas mstricciones o limitaciones proportionan resuitades no validos;
Boyle, 1992,
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5.-No hay oporturidades de arbitraje fibres de riesgo

6.-La negociacion de valores es continua

7.-Los inversionistas pueden pedir prestado o prestar a la misma tasa de interés libre de riesgo
8. -Latasa de interés libre de riesgo a corto plazo r, es constante durante la vida de la opcion
9.-La volatilidad de los rendimientos es constante durante la vida de la opcion

A pesar de estas restricciones el modelo Black-Scholes ha mostrado ser bastante robusto. Los
principios matematicos sobre los que se basa le han permitido evolucionar y adaptarse a diferentes
formas para relajar estas fimitaciones. @

La ecuacitn dS=uSdr + oSdz da informacibn importante e interesante concerniente al
comportamiento de S en un sentido de probabilidad (Wilmott, 1995). Si el comportamiento que ha tenido
el bien subyacente se puede modetar, entonces es posible extrapolar su comportamiento en el future y
estimar una determinada probabifidad de ocumrencia de cada suceso. Esta mayor 0 menor probabilidad
de que el precio del bien subyacente adopte un posible valor es determinante para ¢l calculo de la
cotizacion de una opcidn, y mas concretamente de su valor temporal (Adell, 1996). En seguida se
explica uno de los temas mas impartantes utilizados en ei modelo de Black-Scholes, la valoracion
neutral al riesgo.

+ Lavaloracion neutral al riesgo

Se ha encontrado que el rendimiento histbrico de las acciones ha sido superior al mercado de dingro en
Estados Unidos por un margen del 2 al 14 por ciento anua aproximadamente. La inversion en acciones
presenta un riesgo que no presenta ia inversion en dinero a la tasa libre de riesgo, porque ademas de
subir el precio de las acciones puede perfectamente bajar, cosa que no sucede con el dinero a corto
plazo. Un inversionista que tenga aversion al riesgo exigira, por lo tanto, un rendimiento superior antes
de invertir en acciones 0 en cfros instrumentos similares. Este rendimiento exira del 2 al 14 por ciento

es “la prima al riesgo” {risk premium) o el costo del riesgo, y s precisamente este rendimiento extra
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exigido por el inversionista por asumir el riesgo de ias variaciones del precio de una accion (Rodriguez
de Castro, 1995).

Por |0 tanto, la prima de una opcidn requiere una prima de seguro o una prima al riesgo. Si denotamos

por /la prima al riesgo, entonces el valor inicial de la opcibn seré el valor presente (§ - £ e T)mas Iel
costo de fa prima al riesgo

C=S-Ee¢+1

donde el valor de la opcion puede ser considerado como una combinacion de una posicion apalancada
més una prima de seguro que protege al inversionista contra pérdidas si el valor del bien disminuye. No
es necesariamente cierto suponer a priori que la prima al riesgo sea siempre positiva. En principio
puede existir un inversionista a quien el riesgo le resulta indiferente (risk-neutral), o incluso un
inversionista amante de las emociones fuertes que esté dispuesto a pagar una prima por ¢l privilegio de
poseer un instrumento con riesgo gue le pueda dar un gran rendimiento, pero que en general perdera
casi siempre dinero. A diferentes preferencias al riesgo se obtienen valores diferentes para ta prima.

Determinar la prima at riesgo no es nada facil, asi que para solucionar el problema de conocer el valor
de la "prima al riesgo”, Black, Merton y Scholes hicieron uso de 1a valoracién neutral al riesgo, es
decir, considerar gue es cero y que se es indiferente al riesgo. La valoracion neuiral del fiesgo
establece que cualquier instrumento financiero dependiente de ofros instrumentos financieros puede
valorarse sobre el supuesto de que los inversionistas son neutrales al riesgo. Este resultado es
importante, ya que es mucho mas comodo suponer que el precio de) riesgo es cero porque el
tratamiento matematico se vuelve mucho mas sencillo. Lo que propusieron fue construir un portafolio

que neutralizara su propio rigsgo, y por lo tanto se podria ser perfectamente indiferente at riesgo
{Rodriguez de Castro, 1995).

2 Merlon (1973) extendid el modelo para incorporar dividendos. Recientemente la suposicién de volatilidad constante ha
sido suavizado por varios autores, incluyendo Wiggins (1987), Hull and White (1987) y Scott (1987). Para mayores detalles
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La razén por la que puede establecerse un portafolio libre de riesgo es que el precio del bien
subyacente y el precio de la opcidn estan afectados por la misma fuente de incerfidumbre: tos
movimientos del precio del bien.?? Esto significa que en cualquier periodo de tiempo, el precio de 1a
opcion call esta correlacionado en forma positiva con el precio del bien subyacente.

Otro problema que se enfrenta para calcular la prima de una opcitn es &l de calcular ¢ rendimiento
esperado u del bien subyacente §. Esto porque el valor de x depende de las preferencias al riesgo.

Para eliminar el riesgo {o ef costo del riesgo) lo que propusieron Black y Scholes fue construir un
portafolio con algunas acciones de S y unos derivados sobre S. De est4 forma se neutraliza su propio
riesgo y se obfiene un portafolio sin riesgo. Esto permite obtener una ecuacion diferendial parcial
gobernada por el precio del bien subyacente, la cual no depende de las preferencias al riesgo. Black y
Scholes buscaban principalmente que la ecuacion diferencial no involucrara ninguna variable que
estuviera afectada por las preferencias al riesgo de los inversionistas. La ecuacién diferencial podria no
ser independiente de las preferencias a riego si involucrara z. En consecuencia, en un mundo neutral
al riesgo se puede valorar instrumentos derivados con cualquier preferencia al riesgo y el valor sera el
mismo.

Black y Scholes obtuvieron una ecuacin diferencial que debe ser satisfecha por el precio de cualquier
valor derivado. La ecuacitn diferencial de Black—Scholes empieza con el resultado obtenido a aplicar
el lema de lto, o sea la ecuacion (2.13} del Capituilo II:

q .17

1as 9
a’ 20%

a,s,cha’z

df=(% uS+ o 8% )di +

consultar Boyle, 1992.

1 |3 posicion se establece libre de riesgo sdlo para un periodo de tiempo muy corto (tedricamente, permanece fibre de
riesgo solo por un instante). Para pemmanecer libre de riesgo debe ajuslarse frocuentemente o reequilibrarse, Esto se trata
an ¢l reaquilibrio de portatolios. Para mayor detalles consuttar Hull, 1993.
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La parte problemética de la expresion anlerior es la presencia del término dz, del cual df hereda una
aleatoriedad, y por lo tanto es considerado un término de riesgo. La clave es de alguna forma
desaparecer el termino z. Para ello considérese la construccidn de un portafofio de inversiones que en
principio esta construido por opciones y el bien subyacente

portafolic = valor del portafolio en el iempo ¢

£l portafolio especifico que se considerara consiste de comprar una opcibn sobre un bien subyacente
cuyo valor es Sy simultaneamente vender un nimero » de unidades de este bien subyacente

poriafolio = f-n§ (3.8)
Dicho portafolio es sencillo, pero al escoger adecuadamente el valor n se puede efliminar el riesge del
portafolio, es decir, el térming, dz. Considérese d{portafolic) como el cambio del valor del portafolio
durante el iempo ¢ al iempo (¢ + ). Durante este intervalo de tiempo se puede considerar el valor n
como constante. Por lo tanto

diportafolio) = df - ndS (3.9)

Sustituyendo &S y df {ecuacion 2.13; producto del lema de Ito) se obtiene

12
d(ur)rfafalia)=[(%ps+%+2 (ysfz c’s? )dt+io-Sdz] o pi Sdt + o Sd)
¥ agrupando
62
d(;wrtafo!io):(%y5+%+ 2 éS{ o Sz-npS)dI+aS(-—-n)d]
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Para eliminar e riesgo, el término <z, se debe suponer gue n= % . Por lo tanto, en este caso

2y

2t f
SI

diporiafolio) = +-;~ ot S ar (3.10)

Y
T

Nétese que 1a combinacion de alguna posicion en corto en el derivado £ y una posicion larga en €l
subyacente S elimina algunas variables. Primero dz ya no aparece, lo cual significa que la naturaleza
estocastica del bien subyacente ha sido eliminada y que no hay aleatoriedad asociada con el valor del
portafolio. Segundo, se elimina la rentabilidad esperada del bien subyacente 4. Sin e termino u , el

portafolio no depende de ninguna variable que esté influenciada por las preferencias al riesgo.

Asi mismo, sustituyendo en la ecuacién (3.9) se obtiene

d{portafolio} = df - % ds (3.11)

Por lo tanto, el valor del portafolio consiste de una posicion corta en un derivado /'y una posicion larga

de % unidades del bien subyacente. Como resultado el portafolio es sin riesgo al haber claramente

efiminado todos los riesgos del portafolio en el intervalo {1, ¢ + 4f).

En un mundo neufral al riesgo se manfienen dos resultados particularmente sencillos: todos los
instrumentos financieros tienen una rentabilidad esperada igual a la tasa de interés libre de riesgo y el
valor presente de cualquier pago futuro puede ser obtenido por el factor de descuento utilizando la tasa
de interés libre de niesgo (Hull, 1993b). Por o tanto, el portafolio debe ganar la tasa de interés libre de
riesgo r

portafolio rdt

Igualando este rendimiento libre de riesgo dei portafolio con fa expresion antes obtenida, tenemos
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d{portafolio)= portafolio rd:

sustituyendo las ecuaciones (3.8) y (3.10)

.18 a2
[a+2aszaS]dl—[f ESS]rdt

y dividiendo ambos lados por d, se obtiene

g--*"Srq Lof

2 SrEtiae ST (3.12)

Este resultado es conocido como la ecuacién diferencial de Black-Scholes. Esta tiene muchas
sofuciones que comesponden a todos las diferentes productos financieros derivados que se pueden
definir teniendo a 5 como bien subyacente. E! ipo de producto derivado que se obtiene cuando la
ecuacion (3.12) es resuelta, depende de los limites que la derivada satisfaga. Estos limites especifican
los valores del producto derivado en los limites de los posibles valores de Sy 1. Por ejemplo, como se
ha visto, en el caso de una opcion call la condicidn limite es Mex (S - £, 0) ai vencimiento de a opcion
(Hull, 1993b).

i1.4.2 EL. MODELO BLACK-SCHOLES PARA UNA OPCION CALL

Al vencimiento del contrato el valor de fa opcion call europea esta dado por su valor infrinseco

C=Max[0.5-F]

Para resolver e problema de valorar una opcidn antes de su vencimiento se utiliza una férmula
ligeramente diferente
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€ = E (MaiS - £,0))
donde £ es ef estimador del operador de! valor esperado. El valor intrinseco (S - £) es un valor futuro,
que debe ser descontado para obtener su valor presente. Esto no es problema porque utilizando la
valoracién neutral al riesgo se sabe que el pago futuro puede ser descontado a la tasa de interés libre
de riesgo, r. Ast que 1a ecuacidn puede definirse como

C=e" E{Max§ - E,0) (3.13)

La ecuacion (3.13) es poco realista, ya que se ignora el precio de S al vencimiento. No obstante, se
puede estimar la probabilidad de los posibles valores intrinsecos. Cabe sefiatar que puede haber un
numero importante de posibles precios del bien subyacente al dia de vencimiento. Por ello es
importante describir el comportamiento del precio del bien subyacente (Tinoco, 1998). De acuerdo a lo
visto en el capitulo i1, el proceso seguida por S a fravés del iempo serd un proceso de Ito cuya ecuacion
diferendial es dS=u Sdt + o Sdz . Aplicando el lema de ito se obtuvo que In (S) tiene distribucion

normal con las siguientes caracteristicas:
O,Z
S, = ¢ [Ins, +(,u——2-)T. a7 ]

Por lo tanto, la distribucidn que se supone para el precio del bien subyacente es la distribucion
lognormal. Si g(S) es la funcibn de densidad de probabifidad lognormal de .S en un mundo neutral al
riesgo, entonces el valor esperado de la opcion al vencimiento puede ser fransformado en con la integral
valuada de k ainfinito y simplificando

C=e" j:[s, - E)g(S,)dS,
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T g1 7
" In.s-h.s,—(ﬂ-v—-JrL

2

1 afr

donde 8=
& So2nrt ¢

L

Resolver esta integral requiere matemética compleja, misma que se sale del objetivo de este trabajo.”
Resolviendo la integral anterior, se tiene que el valor de una opcién calf europea sobre un bien
subyacente S que no paga dividendos esta dado por

C=SN(d)-Ee" N(d,) 3.14)

donde

1 g« -1y
NGz fe¥a

ln(i) +(r+ Er—)t
d, = E 2
ot

d,=d - ot
Desarrollando o,

1
0,1

Iy 4+ Ty ln(i) -y
= . - _ £ 2 -k 27
d,=d, - ot odi ot ol

2 Pyade consultarse Rodriguez de Castro, 1995.
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La ecuacion (3.14} se conoce como el modelo Black—Scholes. El significado de los factores de la
ecuacion (3.14) es, como se explicd anteriormente:

= precio en el mercado del bien subyacente

I = precio de ejercicio del bien subyacente

+ = plazo a vencimiento (como porcentaje de afio)

r="tasa de interés actual libre de riesgo

o = volatilidad {desviacién estandar anual de los rendimientos)

In = logaritmo natural

N(z) = tuncidn de densidad acumulada normal estandar, es decir, la probabitidad de que una

variable distribuida normalmente sea menor a z.

El modelo de Black—Scholes pondera la probabitidad de que una opcitn call, cuyo bien subyacente
sigue un movimiento Browniano geométrico, expire dentro del dinero (S > £). El pﬁnto clave para
explicar la complejidad de la formula es interpretar € significado de ¥ (d), 1a cual da la probabilidad de
que se pueda ejercer la opcidn (Martinez, 1993). Si se elimina este elemento se puede ver que #f
modelo Black—Scholes es exactamente igual que la ecuacion S - Ee™” que se obtiene de la ecuacion

(3.7), cuando la opcidn termina dentro del dinero.

Si se andiizan los valores extremos de algunos factores del modelo de Black--Scholes se ve que ésta
fiene en general las propiedades que establecen el modelo. Si se considera et caso en que el precio del
bien subyacente S se vuelve muy grande, entonces es muy probable que la opcién cali sea ejercida.
Esto es, si d, y d, se hacen muy grandes, los valores de N(d,) y N(d,) se acercan a uno. Sid

tiende a oo, entonces el valor N{d) esigual a 1. Esto quiere decir que hay certeza absoluta que se

ejercera la opcion cafl y por lo tanto su precio sera §- F£e™7 .

SiS— o entonces N(d,) ¥y N(d,) 1. C=S§-Ee™"
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La primera parte, § N (d,). es e beneficio esperado de adquirir un bien subyacente. d, es la
proporcidn de cambio del valor de ta opcitn con respecto a su bien subyacente. Nos dice relativamente
cuanty cambiard el valor de una opcibn cuando e bien subyacente cambia por cierta cantidad.
Entonces cuando el valor del bien subyacente cambia el valor de la opcion tambign cambiard, El
beneficio esperado se calcula muttiplicando €l precic del bien S por N (d,). El témmino ¥ (d))

representa la probabilidad condicional de S, dado que la opcidn call termine dentro del dinero al
vencimiento (Wilmott, 1995).

La segunda parte del modelo, £ e™" N{(d,), dael valor presente de! pago del precio de ejercicio en la
fecha de vencimiento. El tdmino N(d,) representa la probabilidad de que el precio del bien

subyacente § exceda e! precio del ejercicio £ al vencimiento (S > £), o la probabilidad de que la opcion
termine dentro del dinero.

2
De acuerdo a lo visto en el capitufo I ln(i—’) esta normatmente distribuida con media (x — -qzm)Ty

¢

una desviacion estandar o+/7 . Por lo tanto, después de estandarizar, tenemos que S > E, se puede
expresar como

S;r . 0,2 E 0_2
ln(S_,) (7 'f)(""?) IH(E)“(T‘O("—T)

>
oNT -1 odT -1t

Multiplicando por menos uno se obtiene

S 2 -
ln(:s.—’-) +(T=1)(r - 52—) tn(:})— (T-0)(r- 92-2-)
T S )
ol —1t oNT—t
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Podermos ver que la parte izquierda de esta ecuacion es una vaniable aleatoria distibuida normalmente
con media cero y desviacion estandar 1. Esto quiere decir, que para que S > [ se cumpla entonces la
variable aleatoria del lado izquierdo de ta ecuacién debe ser menor o igual al valor de la derecha. La
probabilidad de esta desigualdad esta dada N(d,) (Chriss,1995).

2

Esto tiene senfido porque o, esté denotado por ln(%) mas el rendimiento denotado por (r - %)r ,

dividido por la desviacion estandar denotado por ot {Hinkes, 1998).)

Por otra parte, si fa volafilidad o se acerca a cero, entonces et valor de 4, se aproxima ainfinite ya que

%: w, Esto ocasiona que N(d,)se aproxime a uno y también N(d,) se aproxime a uno. En este

caso el modelo se convierte en el valor intrinseco descontado.

A continuacidn se presenta un ejemplo que calcuta el valor de una opcion utilizando ef modelo Black-
Scholes.

1.5 EJEMPLO PRACTICO

En este apartado se calcula la prima de una opcidn cafl europea con la finalidad de ejemplificar el
modelo Black—Scholes. Para este fin se utilizan datos reales, teniendo como bien subyacente la accién
Telmex 1.7 Para efectos ded ejemplo se supondra que la accién no paga dividendos durante a duracion
de la opcion.

£l use del modelo de Black—Scholes es sencillo siempre que se tengan los datos cormectos. Al momento
de utifizar €| modelo es muy importante tener en cuenta los factores que involucra: ei precio del bien

2 L35 acciones da Telmex son las mas imponantes do la Bolsa Mexicana de Valores, Se comercializan dos tipos de
acciones: Telmex A y Telmex L. Las acciones Telmex A son las preferenciales que dan cierlos derechos de control a sus
tenedores. Las acciones L sa comercializan mucho mas que las acciones A, pero no dan esos derachos,
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subyacente, e! precio de ejercicio, la tasa de interés, la volatilidad y e! iempo antes del vencimiento.
Estas Ultimas res variables se deben expresar bajo la misma unidad de iempo.

Para el ejemplo se supondra que se va a firmar un contrato de opcion con las siguientes caracteristicas:

EL PRECIO DE EJERCICIO (£): $28.00

EL PRECIO ACTUAL DE LA ACCION (S): $26.00¢

TIEMPO DE LA OPCION (1): 3 meses 6 0.25 afios

Lo convencional es expresar el iempo en afios. Por ejemplo, tres meses es igual a 0.25. Si 7= 91
dias, convirféndolos 3 afios se obliene

t =91/365=0.25

TASA DE INTERES LIBRE DE RIESGO {r):

Para determinar lafasa de interés relevante se iene que buscar algin instrumento libre de riesgo. Para
el caso de México lo mas conveniente es utifizar Ia tasa de Cetes a 91 dias, para que sea consistente
con el tiempo de duracién de la opcidn, La tasa de interés debe ser expresada en decimales.® Para

nuestro eiemplo, &l 12 de noviembre de 1998 la tasa de Cetes a 91 dias estaba en 34.13 por ciento®, es
decir,

r=34.13/100=0.3413

2 Esle fue el precio de 1a accidn publicado en ¢l Reforma dsl 12 de noviembre de 1998.
2 Eg dedr, una tasa del 20 por ciento debe ser expresada como 0.20.
% Reforma, 12 de noviermbre da 1998.
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LA VOLATILIDAD (o }:

La volatilidad del precio de la accion es el unico valor que hay que estmar. Anteriormente se explicd un
método para obtenerla, basado en la volatilidad histdrica. Para catewlar la volatiidad se utilizan lps
precios de cierre diarios para la accion de Tefmex L del 1* de julio al 11 de noviembre de 1998, teniendo
en total 93 datos.7 Dichos precios, asi como los calculos relevantes, se presentan en la tabla 3.3.

No. Precio de cierme de | Precio refativo Rendimiento ul
la acclén Tetmex L 5,78, diario i
u, =In(S,/5,)
o 21.800
1 21,600 0.990826 0008217 0.000085
2 21.900 1.013889 001373 0.000190
3 21,250 0970620 0030130 0.000008
4 21,900 1.000588 0030120 0.000008
5 2100 1.002132 0.00a051 0000083
8 21 850 0.985688 0011377 0.000129
7 2,050 1.009153 0.009112 0000083
8 22,850 1.006281 0.035630 oomz2n
2 23,050 1.008753 0.008715 0.000076
10 2,30 1013015 001253 0000167
" 22.230 Q995717 -0.004292 0000018
12 23350 1.004301 0.004252 0000018
13 23100 0989293 -0.010764 0000116
14 23.200 1.004329 0.004320 0000019
15 23.380 1.006466 0006445 0.000042
18 22.800 0.976445 -0.023836 0.000568
17 22.350 0982036 0.011025 0.000122
18 2,750 1.008869 0008830 0.000078
19 22,300 0.980220 -0.019978 0.000399
20 2800 1.022422 0022174 0.000482
21 2300 1.008772 0.008734 0.000076
22 22000 0966622 -0.044452 0.001976
23 22050 1.002273 0002270 0.000005
24 21,200 096509686 -0.034606 0001198
] 21.200 0.885305 -0.004706 0.000022
% 20.850 0583401 0016547 0.000277
27 20.150 0966427 0.034150 0001168
28 19.800 0962530 0017522 0.000307
29 19.900 1.008061 0.006033 0.000025
0 19.520 0.980506 -0.019280 0000072

¥ Como se menciond anterioments, en 1a practica se considera que se debe contar con al menos 90 datos para estimar
la volatilidad.
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No. Precio de cierre de | Precio relativo Rendimiento u. H
la accion Telmex L S./8,., dlario i
u, =n(S8,/8,.))

31 19.700 1.009221 0.00n 79 0.000084
32 20050 1017766 D.0V7611 0.000310
33 20.100 1.002494 Qo4 0.000006
34 20400 1.014925 0.014815 0000219
-3 19.920 0979412 L.020003 0.000433
385 19.000 0.950561 -0.0602a3 0002529
kY 18.760 0987368 DmzH2 0.000162
» 18.300 1.028785 0028378 0.000805
=) 18.780 0973057 00273 0.000748
[-+] 18580 0988285 0011784 0000129
41 17.900 09644490 -0.036208 0003
42 18.900 1 055865 0.054361 0.002955
43 17.900 0.947020 0.054381 0.000055
44 19.720 1104675 0.0096633 0.006377
L) 18.900 0053418 0042471 0.001804
48 18820 0995787 0.004242 0000018
47 2030 1.0786490 0075 0.005731
48 20.200 Q995074 -0.004038 £.000024
-4 19520 0.968337 0034243 Q001173
50 17.760 09009836 -0.084491 0.008820
51 18.780 1067432 0055844 00031e
= 19.040 1013645 0.013750 000088 |
e} 21,700 1.139706 013070 0017
o4 21950 1.011521 001455 [sines )]
5 2210 1.011330 0011325 0000128
58 22100 0.905405 0004515 0.000020
57 22100 1.000000 0.000000 0.000000
=] 24000 1.083973 0.082478 0.006802
=% 23150 0064583 -0.036058 0004200
0 22850 0987041 D304 0.0001 70
61 23.200 1015917 oms20m 0000231
62 232300 1.004310 0.004301 0.000018
63 2900 0.982833 0736 0.000000
64 21900 0956332 0044650 Q.001934
& 22900 1.045662 0.044630 0001554
66 2.400 0878168 L£.02078 0.000487
&7 22.450 1.002252 0002233 0.600005
[::] 22,000 0.979955 0.020048 Q000410
| 2] 22500 1022727 Q022473 0.000605
0 23000 1022022 0021970 0000453
il 23.700 1.030435 0.020081 0.000es9
72 24200 1.021097 G.020878 0000438
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No. Preclo de clerre de | Preclo relativo Rendimiento wl
1a accién Telmex L 8,15, dilarlo i
u, =In(S, /S,.}
73 23850 0985537 0014568 0000212
74 5580 1071279 0.068853 0.004741
75 24900 0.9745680 0025770 0.000654
6 24700 0.591968 -0.008065 0.000065
ki 24500 0.991903 008130 0.000086
78 24500 1.000000 0.000000 0.000000
o 25190 1.026501 0.026185 0.000688
80 25.650 1.016821 0019685 0.000388
81 25550 08061 -0.000806 0Qacas
82 25.450 0566008 -0.003922 0.000015
a3 25000 [sk vail:] 0017340 0.000018
B4 5.500 1.038000 0.005357 0.001251
85 26,400 1.019005 oo 0000366
85 26500 1.003788 0.003781 0.000014
a7 27300 1.030189 0020742 0.000685
88 27.000 0885011 -0.011050 0000122
.} 26.700 0.986889 0011173 0.000125
90 26.500 0.992500 -0.007519 0.000067
"N 26.300 0992453 -0.007576 0.000057
o2 26.000 0968550 0.011472 0000132
suma 01295 000415

Fuente. Bolsa Mexicana de Valores
Precios de Telmex L del 1° de julio at 11 de noviembre de 1998
Tabla 3.3

Utilizando 1a formula de desviacion estandar

| R 1 Z !
- 1

§= g ) ————|Du
n-19" n(.rr—l)(,=, ‘]

y considerando que

n=92
> u, =0.176187

> u?=0.097806
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se llega a un estimado de la desviacion estandar del rendimiento diaric de

. [0.097806 (0176187)?
Y o 8372

=0.032727

Para anualizar 1a volatilidad, y dado que nuestros datos son diarios, hay que ajustaria por el nimero de
dias habiles, que son aproximadamente 252

0032727

G-l
{JH
252
05195

La volatilidad anual sera del 51.95 por ciento con un error estandar J2_(933 = 0.038300, es decir,

= 0.032727 +/252 =0.519531

¢l 3.83 por ciento anual.

Con los valores puntuales como estimadores de Sy £ se puede calcular finaimente el precio de la
opcién con los siguientes valores:

S = precio en el mercado del bien subyacente = 26.00
E = precio de ejercicio del bien subyacente = 28.00
= plazo a vencimiento 3 meses = 0.25

r = tasa de interés actual libre de riesgo = 0.3413

o = volatilidad = 0.5195

Utilizando el modelo Black-Scholes para determinar el precio de una opcidn calf europea

C=8N(d)-Ee N{(d,)
donde
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H

S o
IH(E) +(r +—2—)1

d. =

1 J\/f_
d,=d, - ot
sustituyendo valores
2600 51957
ln(zg—od)+(0.34l3+ 2 ¥0.25)
d, = ' = 0173058938
(0.5195)40.25

d, = 0.173058938 - 0.5195* /025 = -0.086691062
N{(d,)=0.568697449 N (d,) = 0.465458475
C=SN(d)-Ee™ N(d,)
€= (26.00)(0.568697449) - (28.00)( ¢ ™1¥°2)(0.465458475) = 2.8192

se tiene que el precic de una opcién call europea sobre una accidn Telmex L que no paga dividendos
con duracién de tres meses y con un precio de ejercicio de $28.00 tendra un costo de $2.82.

En la tabla 3.4 se presenta la hoja de calculo en Exce! en la cual se ha computarizado la formula de
Black-Scholes.
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VALORACION DE OPCIONES
FORMULA DE BLACK-SCHOLES

DATOS DE ENTRADA

{Precio de la accin (S): 26.00

Precio de ejercicio (E): 28.00 PRIMA DE LA

Interés libre d2 riesgo -% 34.13 OPCION CALL= 2.8192
Tiempo hasta veto. (afos): 0.25

Desviacion tipica (%) 51.95

ESTANDARIZANDO EL TIEMPO EN

ANOS

Interés libre d2 riesgo (1) 0.3413
Tiempo (1) hasta vcto. (afios) 0.2500
Desviacién tipica (5 05195

CALCULOS INTERMEDIOS

a1 0.173058938 d1=(ULN(S/E}+(r+(c"2/72)) W (o*RAIZ()
a2 -0.086691062 d2=d1 - o*RAIZ(})

N(a1) 0668667449 =DISTR.NORM.ESTAND(d1)

N(d2) 0465458475 =DISTR.NORM.ESTAND(d2)

c 2.810202385) C=5"N(d1) - (E"EXP(-r"))*N(d2)

Resultados de 1a hoja de calculo de Excel
Tabla 3.4

Para fines de comparacién, a continuacién se analizan las primas que se obfienen para diferentes
valores de! precio de ejercicio, conservando los demas pardmefros constantes. Los resultados se
presentan en la tabla 3.5. De esta tabla se desprende la relacion inversa entre el precio de ejercicio y a
prima de |a opcidn: mientras menor el primero mayor el segundo.
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Precio de Ejercicio Prima Comentario

$31.00 $1.7500 Esta prima es menor a $2.8192, lo cual es logico ya que el
precio de ejercicio se encuentra mas alejado del precio actual y
es menos probable que alcance ese valor o sea superior a

ste.
$27.00 $3.2720 En este caso la prima es mayor a $2.9182 ya que el precic de
ejercicio se encuentra mas cercano al precio de fa accién.
$28.00 $2.8192
$24.00 $4.8459 Se observa que la prima es muche mayor que la anterior

debido a que la opcidn permite comprar la accién muy por
debajo de su precio actual.

Resultados con diferentes precios de ejercicio

Tabla 3.5

[11.6 CONCLUSION

E£n este capitulo se explich la forma en que Black, Merton y Scholes utilizaron los procesos estocasticos
para modelar la compleia realidad de los productos derivados, en especial para estimar la prima de una
opcidn calf europea. Estos investigadores liegaron a importantes afirmaciones financigras, por ejemplo,
que en un mundo neutral al riesgo, el rendimiento esperado de un bien sera igual a la tasa de interés
libre de riesge. Aunque el modelo Black—Scholes que parte de principios matemdticos sofisticados y
complejos, como son los procesos estocasticos de tiempo continuo, se puedo observar que en ia
practica el modelo es muy ficil de ulilizar. Partiendo de las propiedades del proceso de ito, como ef
proceso que sigue un bien financiero, y utilizando el lema de !to, se obtuvo la ecuacion diferencial de
Black-Scholes. Se observé que los datos que requiere el modelo se obfienen directamente del
mercado excepto la volatilidad, el precio de ejercicio y fecha de ejercicio. Los dos Ultimos son
acordados entre las dos partes involucradas en el contrato. En el caso de la volatilidad, se ufilizb como
un estimador de |a volatifidad futura la volatiidad historica.

£n parte final del capitulo se presenté un ejemplo practico para explicar a forma en que se utifiza el
modefo Black-Scholes. Se puede concluir que el modele Black—Scholes representa una buena
alternativa para estimar el valor de una opcion calf ewropea. Sin embargo, faltaria comprobar en
trabajos posteriores si el estimador puntual del parametro C es un estimador insesgado, de varianza
minima, consistente, eficiente y suficiente, lo cual no se comprobd en este trabajo ya que se saldria del
objetivo de estudio.
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CONCLUSIONES

El auge de los productos derivados a nivel internacional y la apertura del MexDer en México implican la

necesidad de conocer, manejar y desarrollar métodos maternaticos aplicables en esta area financiera.

Como se explicd en el primer capitulo de este trabajo, los productos derivados en general y las opciones
en partictlar constiuyen una buena alternativa de inversidn al limitar el riesgo producto de las
fluctuaciones en el precio de los bienes subyacentes. También se mencioné que otra funcidn importante
de los derivados es facilitar &) pronéstico de cambios futuros en el precio de los bienes subyacentes. El
uso de los derivados evidentemente tene sus propios riesgos, sobre todo porque dichos instrumentos
se prestan al apalancamiento y a la especulacién, Las catastrofes financieras del banco Barings y del
condado de Orange, ambas fratadas en el primer capltulo, muestran el alcance de alguno de los riesgos
que involucraria el mal uso de los derivados, por ejemplo, la especulacion. Lo anterior enfatiza la
necesidad de poseer un buen conocimiento det mercado de derivados y de sus teorias de control de
riesgos antes de utilizarlos.

£l comprador de una opcion paga al emisor una prima, debido a que el ulimo asume 1a obligacién de
realizar |a transaccitn futura pactada en la opcitn, mientras que el primero stlo adquiere ia opcion de
realizar dicha fransaccion. En |a teoria de finanzas fa determinacién de lar prima de una opcion habia
sido un problema sin resolver hasta que a principios de los afios setenta, Fischer Black, Myron S.
Scholes y Rabert C. Merton y desarrollaron su modelo. En un principio, el modelo Black—Scholes se
centrd en la valoracidn de las opciones calf europeas, pero se ha visto que el modelo se puede adaptar
y generalizar a cualquier producto derivado, e inclusive a ofras ramas de la diencia {tales como seguros,
inversiones, etc.). El modelo tuvo una aceptacion inmediata y ha sido calificado por algunos

especialistas como la aportacidn mas impertante en el campo de la teoria y la practica financiera en fos
uitimos aos.

El modelo Black—Scholes tiene sus raices en los procesos estocasticos de Markov de tiempo continuo,

procesos que son llamados procesos de difusidén. Un proceso de Markov es un proceso donde una
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observacidn en el iempo ¢ depende dnicamente de la observacion anterior. Black, Merton y Scholies
consideraron que uno de dichos procesos, a saber, el proceso estocastico de Ito, es un modelo
matemdtico adecuado para representar los precios de bienes financieros que cambian aleatoriamente.
Por ello, en el sequndo capitulo se expusieron diversos conceptos generales de algunos procesos de
difusion —el movimienty Browniano, el movimiento Browniano geométrico, el proceso de Wiener y el
proceso de lto—- y el lema de Ito. La suposicion det modelo Black-Scholes es que el precio del bien
subyacente sigue una caminata aleatoria lognormat. Por 1o tanto, se explicd que la distribucién de
probabilidad del precio de un bien financiero en un periodo de tiempo sigue una distribucién lognormal.
Se vio que Si S sigue un movimiento Browniano geométrico, entonces sus rendimientos en un intervalo
{0, T) siguen una distribucibn normal. En consecuencia, los rendimientos de los instrumentos
financieros pueden ser descritos por una distribucion normal.

Se encontrd que los procesos estocasticos de tiempo continuo, tales como el proceso de Wiener, el
proceso generalizado de Wiener y el proceso de o son comiinmente empleados para la valoracion de
opciones financieras europeas. El proceso de Wiener es ef mas simple y es utilizado para representar
la aleatoriedad asociada a un bien financiero. El proceso de Wiener es generado aleatoriamente de una
distribucion normal estandar, donde la aleatoriedad crece de acuerdo a !a raiz cuadrada del tempo.
Dicho proceso es utilizado como una parte clave de los ofros dos procesos mencionados anteriormente.
El proceso generalizado de Wiener es un caso particular de un proceso de Wiener. £ proceso de lto es
un proceso generalizado de Wiener cuyos coeficientes no son constantes. De la teoria del célculo de
Ito, ta parte mas importante, desde el punto de visto de los productos derivados, es el lema de ito, el cual
permite determinar la ecuacion diferencial estocastica para una funcién que depende de variables que
siguen un proceso de Ito.

En ef tercer capitulo se examinG como Black, Meron y Scholes utilizaron los procesos estocasticos para
modelar fa compleja realidad de las opciones, en especiat para estimar la prima de una opcion caff
eurgpea. A partir def proceso de lto, como el proceso que sigue un bien financiero, y del lema de lto se
obtuvo la ecuacidn diferencial de Black--Scholes. Estos autores lograron identificar los factores que

intervienen en la prima de una opcidn: el precio del bien subyacente, el precio de gjercicio, la tasa de
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interés, la volatilidad, la fecha de vencimiento y el pago de dividendas. Pudieron plasmar los efectos de
cada uno de estos factores en su modelo. Black, Merton y Scholes llegaron a importantes afirmaciones
como la da que en un mundo neutral al riesgo, el rendimiento esperado de un bien sera igual a la tasa
de interés tbre de riesgo. Ademas, ef modelo Black—Scholes Yogro tomar en cuenta el costo del riesgo,
a construir un portafolio libre de riesgo.

Bl modelo Black—Scholes parte de ciertas suposiciones restrictivas acerca de tas caracterisicas del
medio ambiente que rodea ai bien subyacente y por lo tanto no funciona comectamente en la practica
cuando éstas dejan de cumplirse. Sin embargo, se ha comprobado que se sustenta en bases solidas y
ha desencadenado desde su aparicién una serie de nuevos modelos. Se observd que el modelo basico
de Black-Scholes ha sido extendido a diferentes formas para relajar las suposiciones criginales. Merton
[1973] extendid ei modelo para incorporar dividendos. La suposicion de una volatilidad constante ha
sido superada por varios autores incluyendo a Wiggins [1987], Hull and White [1987] y Scott [1987). Asi
mismo para derivados mas complejos se ufiliza el modelo binomial y el método de Monte Carlo. Se
puede decr que todos los modelos para valorar opciones, aun los mas complejos, tenen mucho en
comun con los principios matematicos del modelo original de Black, Merton y Scholes.

Aunque la utilizacion del modelo Black-Scholes es muy sencilla, esté parte de principios matematicos
muy sofisicados y complejos. En el tercer capitulo se programé una hoja de célculo de Excel para
obtener el precio de una opcibn cafl tipo europea de una duracion de fres meses. El modelo se probod
utilizando datos reales de la accion Telmex L, una de las mas imporiantes de fa Bolsa Mexicana de
Valores, afinales de 1998. Asi mismo se obtuvo el precio del bien subyacente, |a tasa de interés libre de
riesgo y la volatilidad de la accion. Para efectos del modelo se supuso un pago de dividendo de cero.
Para un estimador de la volatilidad futura fue se utiizd la volatlidad histdrica observada en el pasado.
La volatilidad historica, la desviacion estandar del promedio de las variaciones de los precios de la
accién Telmex L ocurridos del 1° de julio al 11 de noviembre de 1998, tomando una distribucion de
probabilidad lognormal. Dado que la velatilidad es proporcional a la raiz cuadrada del tiempo, para
hallar la volatiidad anua! se muttiplico la volatilidad diaria por la raiz cuadrada de 252, el nimero de dias

habites. B modelo se utilizd para diferentes valores del precio de ejercicio y se comprobd que 12 prima
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obtenida cumple con los valores esperados por Black, Merton y Scholes cuando se varia el precio de
ejercicio.

Por ofa parte, es necesario comprender jas limitaciones del modelo de Black—Scholes antes de
ufilizarlo. La primera limifacién es que supone una tasa de interés libre de riesgo constante, lo cual es
poco realista. La segunda limitacidn se refiere a la dificultad de medir I3 volatiidad. El modelo
Black--Scholes wtiliza la volatilidad histdrica. Sin embargo, en realidad es la volatiidad esperada {en el
futuro) la que afecta el valor de las opciones. La ditma limitacion es que el modelo hace uso de ia
distribucion legnormal, la cual no necesariamente corresponde a la distribucion empirica de los precios
del bien subyacente. No obstante, para periedos cortos de tiempo €l modelo Black—Scholes representa
una buena alternativa de valoracion.

Se puede afimar que ¢! modelo Biack—Scholes es muy Uti! para estimar el valor de una opcidn, para
evaluar si una opcion estd sobrevalorada o no en determinagdo momento. Sin embargo, en trabajos
futuros seria recomendable tratar de analizar con mas detalle si el estimador de la prima de 1a opcion
call es un estimador insesgado, de varianza minima, consistente, eficiente y suficiente, fema que sale
del objetivo del presente trabajo.

En términos generales, es atiamente recomendable ef uso de los modelos estocasticos para efectuar
anafisis financieros y fundamentar la toma de decisiones de inversidn. El papel de la estadistica
matematica y de los procesos estocasticos en el analisis de riesgo y de las estrategias de los
instrumentos financieros se ha desarroliado ampliamente las (itimas décadas.

Por ofra parte, la ufilizacion de los productos derivades involucra ciertos riesgos. Los problemas que se
puedan presentar con su utiizacion no necesanamente radican en los productos derivados en si, sino
en la falta de entendimiento de sus caracteristicas y del alcance de los riesgos que confleva su
utilizacion, aunado por un desconocimiento de estos instrumentos dentro del mercado. No se debe de
olvidar que los derivados ofrecen un elevado efecto de apalancamiento. Este efecto se da gracias a que

ia inversion inicial que se requiere es baja, especialmente si se compara con lo que costaria invertir
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directamente en el bien subyacente. Si esta caracteristica de los derivados es aprovechada
comectamente y se utliza en forma adecuada y profesional, puede resultar de gran utilidad, para
protegerse contra los riesgos de mercado. Debido al auge que existe del mercado de derivados a nivel
mundial et mercado de derivados es una herramienta financiera indispensable para el funcionamiento
eficiente de los mercados financieros, y de fa economia de un pais en general.
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GLOSARIO

Accion.- Titulo—valor que representa una de las partes en que se divide el capilal social de una empresa, La
accion es también la unidad monslaria que representa el valor de una sociedad. El valor de una accion puede ser

enfocado desde tres angulos: valor nominal, valor en libros y valor de mercado.

Agentes .- A tas personas que celebran contratos de futuros o contratos de opciones en la Bolsa a través de un
soclo liquidador, 0 de un socio operador que acfila como comisionista de un socio liquidador, y cuya contraparle

sea la camara de compensacion.

Apalancamiento.- Se refiere a poder manejar grandes posiciones con una base de capilal relativamente
pequeita. Es decir, es la utilizacion de una pequeiia cantidad de dinero para confrolar una cantidad de dinero

mayor. Técnicamente es la proporcion que guardan las deudas en relacion con el capital propio de una empresa.

Arbitraje.- Es el proceso de comprar y vender simultineamente el mismo titulo o un titulo equivalente en
mercados distintos, con el fin de beneficiarse de las diferenciales de precio de colizacion entre los dos mercados.

Cabe destacar que mientras mas entes participen en el proceso de arbitrgje, los diferencides tienden a
desaparecer.

Bonos.- Tilulos de deuda emitidos por una empresa o por el Estado. En ellos se especifica el monto a reembolsar
en un determinade plazo, las amortizaciones totales o parciales, los intereses periddicos y otras obligaciones del

emisor.
Call - Sindnimo de opcion de compra.

Camara de compensacion.- Es la institucion encargada de realizar los cargos y abonos en las cuenias de los
compradores y vendedores de Opciones y Futuros.

Cetes.- Certificados de la Tesoreria de la Federacion. Titulos de crédilo al portador emitidos y fiquidados pos el

Gobierno Federal a su vencimiento.
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Cierre de posicion.- Congiste en efectuar una transaccion fa cual, en algln punto previo a la expiracion, el
comprador de la opcion hace una venta de una opcion idéntica, o el vendedor hace una compra de una opcion

idéntica ala vendida. Este lipo de transaccion cancela la posicidn del inversionisla.

Clases de opciones.- Todos los contralos de opciones gue son del mismo tipo y estilo y cubren el mismo bien

subyacante son referidos como opciones de 1a misma dlase. Son todas las opciones con el mismo subyacente.

Commodity.- Es un bien {angible basico, como por ejemplo granos, metales y minerales, negociado en los

diferentes mercados intemacionales.

Contrato de opcién.- Un contrato de opcién se define por los siguienies elementos: tipo (put o calf, estilo
{americanc, suropeo o capada), bien subyacente, unidad de intercambio (ndmero de unidades dei subyacente por
contrato), precio de ejercicio y fecha de expiracidn. Si a una persona le interesa una serie en particular de opcion
como su tenedor neto (o sea que, si el nimero de contratos comprados excede el nimero de contratos vendidos),
entonces so dice que esa persona fisne una posicion farga en esa serie. Por & contrario, i & interés de una
persona en una serie parlicular de opciones es como el que las escribe (si el nimero de confrates vendidos

excede e nimero de confratos comprados), s& dice qus tiene una posicién corta en la serie.

Especulacion.- Acto congistente en aprovechar las alzas y las bdas de colizacion de los bienes sujelos a
contratacion en el mercado con vistas a4 obtener tucro. Conjunto de operaciones bursatiles que realizan los

especuladores, con la esperanza de que la colizacidn se incremente en un plazo de tiempo.

Forward.- Confrato no estandarizado {contrato negociado no intercambiable}, vendido a una entrega futura de un

bien subyacente, a una fecha especificada.

indice.- Un indice es un valor, cuyo objetivo es sefialar o indicar la evolucion de las cotizaciones de las acciones
que Yo conforman. Los indices solamente nos indican la evolucion de los precios de las acciones que lo conforman,

no sefalan, en ninguna situacion, la rentabilidad de fas mismas de forma individual.

tPC - Es ol Indice de Precios y Colizaciones (IPC) de 1a Bolsa Mexicana de Valores (BMV), es el principal indicador

del mercado accionario ¥ esta compuesta por empresas seleccionadas de acuerdo a su nivel de bursatilidad y su
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valor de capitalizacion, generalimente esta compuesto de entre 30 y 50 empresas listadas en |a Bolsa de acuerdo

al seclor productivo 8 que pertenezcan (servicios, comercio, construccion, etc.)

Liquidez. - Calidad de un valor para ser negociado en el mercade con mayor o menor factidad,

Mercado de valores.- Es el 4rea o espacio en que confluyen las fuerzas de la oferta y la demanda para realizar

las transacciones de bienes y servicios a precios determinados.

Mercado aficiente.- Cuando se dice que un mercado es eficiente, quiere decir la historia pasada esta reflejada
totalmente en el precio presents, hasta qus no se obtisne nueva informacién; y los mercados responden
inmeadiatamente a cualquiera nueva informacion sobrs el bien subyacents

Obligaciones.- Bonos de desarrolio del Gobiemo Federal, Tilulos de deuda emitidos por el Gobierno Federal con
o propdsito da financiar proyectos de maduracion prolongada.

Opciones.- Es un contrato por madio del cual su titular (o comprador} adguiere el derecho a comprar o vender un
bien, dentro de un plazo predefinido (periodo del conlrato), a un precio (de ejercicio) fijade de antemano. Para
obtener este derecho se debe pagar un precio (una prima).

Piso de remates.- Lugar donde sa lleva a cabo, todos los dias y en horas habiles del afio, la compraventa de los

valores registrados para tal fin. La Belsa Mexicana de Valores dolada este espacic, administra y controla.

Put.- Sindnimo do opeion de venta.

Precio de ejercicio (strike price}.- Es el precio a cual el bien subyacenie de un contrato de derivados puede ser

comprado o vendido.

Precio de mercado.- Es el valor definide por la ley de 1a oferta y 1a demanda por un bien en un ciertc momento y
con un cierto volumen de operaciones. Es el valor que cada dia se cotiza en los mercados, ya que en la medida en
que el tiempo transcurre, los precios de mercado varian, pot lo que el valor de mercado de un instrumento variara
constaniemente respecte a su vaior nominal.
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Prima.. Es el precio que ef emisor cobra al comprador por un contrato de opcibn.

Rendimientos.- Ganancia de capital, Beneficio que produca una invarsion. El rendimienta anualizado y expresado
porcentualmente respecto a la inversion se denomina tasa de rendimiento. Es una medida fundamental de
evaluacion de operaciones de una operacion. Para poder calcularia, es indispensable que fa emprasa considerada
haya ganado utilidades en et periodo de que se trate. Cuando una empresa, duranie cierlo periodo, no ha sido
capaz de generar utilidades, se dice de ella que no es rentable. Se comparan las utiidades del periodo conlra 1a
inversion propia.

Series.- Todas las opciones de la misma clase que tienen también la misma unidad de intercambio, €l mismo

precic de ejercicio y fecha de vencimiento.

Subyacenta.- £s aquel litulo, bien o valor empleado como referencia de un conirato de futuro de opcion. Pueden
ser valores subyacentes las acciones, divisas, indices financiercs, bienes fisicos (trigo, oro, elc.) o un contralo de

futuro. El bien puede ser cualguier bien siempre y cuando se le pueda asignar un valor.

~ Swaps.- Es un contrato mediante el cual un intermediario adquiere el riesgo de una operacidn, bajo determinadas

caracteristicas y le otorga al comprador elementos que disminuyen el riesgo.

Tasa de interés libre da riesgo.- Tasa de interés en la cual una inversion puede ganar inlereses sin incurrir en

ningtin riesgo.

Titulos.- Documentos que representan el derecho que tiene su poseedor sobre un capital o crédito. Estos

documentos son objeto de comercio y su cesion o endoso transfiere la propiedad o derechos implicitos.

Titulos de deuda.- Instrumento que representa un compromiso por parte def emisor, quien se obliga a restituir ¢l
capital en una cierta fecha de vencimiento. E! fitulo es emitide a valor nominal, debe especificar los intereses y

amortizaciones si los hubiera.

Valor Nominal.- £ valor nominal se refiere al monto o valor origina! del un instrumento financiero cuando se emitié

por primera vez. Resulta de dividir el capital social entre el niimero de acciones de la empresa en un delerminado
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momento. - Es el precio de referencia, expresado en meneda nacional, que aparece en los titulos en el momento
de su emision, como expresion de parte del capital contable que represente y como anlecedente para definir el

precio de su suscripcion. En los titulos de deuda, el valor nominal es ef valor de! titulo a vencimiento.

Volatilidad implicita.- Un estimador de {a volatilidad basado en los precios de 1a opcion.

Warrant - Titulos opcicnales de compra o de venta emitidos por intermediarios bursatiles 0 empresas. A cambio
del pago de una prima, el tenedor adquiere el derecho apcional de compras o vender al emisor un determinado
niimero de vaiores a fos que se encuentran referidos, a un precio de ejercicio y dentro de un plazo estiputado en of

documento.
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ANEXO A
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Una funcién con valores f{x), definida con respecto al conjunto de todes los nameros reales, se
denomina funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria continua x si y solo si

Plasxsb)= [ f(d
para cualquier constanterealay bcon a< b,
Si x es una variable aleatoria continua, y @ y & son dos constantes reales con a < b, entonces
Pla<x<hy=Plasx<b)= Pla<x<h)= Pla<x<b)

DISTRIBUCION ACUMULATIVA O FUNCION DE DISTRIBUCION
Si X es una variable aleatoria continua, 1a funcién dada por

F=P(X <x)= [ f(@0dr para —oo < x<w

donde f{r) es el valor de fa funcién de densidad de probabilidad de X en ¢, se denomina funcidn de

distribucién o distribucion acumulativa de X.

Si f(r) y F(x) son, respectivamente, valores de la funcion de probabilidad y ta funcion de distribucién
de Xen x, entonces

Pla<x<b) = F(b)— Fla)
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para dos constantes reales cualquieraaybcon a< b y

di(x)
e

S =

dende existe |a derivada.
EL VALOR ESPERADO
En la teoria y en la practica de la probabifidad quiza el parAmetro mas importante es el valor esperado o

media de una variable aleatoria x que cominmente se representa como £(x).

Si x es una variable aleatoria continua y £x) es e} valor de su funcion de densidad en x integral, el valor
esperado de esta variable deatoria es

EGx)= [ xf (x)x
donde f{x) es fa funcién de densidad en x (Véase Popoulis, 1965).
E! valor esperado de la variable aleatoria g(x) esta dado por
Flge)l= | g(x)f (x)de

VARIANZA
Var[x]=F(x%) - [E(x)]
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COVARIANZA

Dadas dos variables aleatorias x, y se define ala covarianza de x y y como

COV (x. y) = E({x -E()] v -EO)N)
Se puede demostrar que
COV (x, y) = Exy) - EGE()

Si x y y son independientes, su covarianza es cero. Lo confrario no es siempre Cierto: el conocimiento
de que la covarianza de dos variables aleatorias es cero, no es suficiente para afimar que ambas
variables son independientes.

CORRELACION

Se llama coeficiente de correlacion de dos variables aleatoriasxy y a

_ cov(x,y)

Jafay’

Este coeficiente se ubica entre 1 y —1. Este coeficiente es cero cuando x y y olo] no estan

relacionadas; cuando la comelacion es positiva significa que las variables se mugven en el mismo
sentido, es decir, si el coeficiente es 1 existe una relacién directa. Si la comelacidn es negativa significa
que las variables se mueven en sentidos opuestos, es decir, si el coeficiente es -1 la relacion es
inversa, por ejemplo, si x aumenta y y disminuye.

Obsérvese que si hay una alta probabilidad de que los valores de x grandes vayan con valores de y
grandes y que valores de x chicos vayan con valores de y chicos, la covarianza sera positiva. En
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cambio, si hay una alta probabilidad de que valores de x grandes vayan con valores de y pequefios y
viceversa, la covarianza sera negativa (Freund, 1993).

TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Definicion. Supongase, X,, X,, ..., X, como varables aleatorias con un valor esperado de

E(X,)=u =6 yunavaranza Var(X,)=c’. Y sequird una distribucién normal si

=X+ X+ .+ X,

EFY=EX X)=0+0+...+0= N8O

i=1

N
Val"()':)=Var(ZX,)=cr2 +ogl+. ..+ o= No?

=1

LA DESVIACION ESTANDAR
La desviacidn estandar mide el nivel de dispersion de una variable. Esta es igual a 1a raiz cuadrada de
la varianza, entonces a partir de la definicién de la varianza obtenemos |a desviacion estandar o .

! i(u, —-uy

n—15

ol=

o' = varianza
i = valor promedio de todas las variables #,
u, = valores observados

»n = numerg de valores observados

o = desviacion estandar
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LA DISTRIBUCION NORMAL

La distibucion normal o gaussiana es la mas importante y la de mayor uso de las todas las
distribuciones continuas de probabilidad. Los cientficos de! siglo XVIll encontraron que fos errores de
medicibn sequian un patrén de comportamiento que se podia aproximar con bastante exactitud & raves
de las curvas continuas que denominaron “curvas normales de errores”. Las propiedades matematicas
de estas curvas normales fueron establecidas por Abraham de Moivre (1667-1745), Pieme Laplace
{1749-1827) y Karl Gauss (1777-1855).

Definicién. Una variable aleatoria x tiene una distribucion normnal, y se conoce como variable aleatoria
normal, si y s6lo si su funcién de densidad de probabilidad esta dada por

e Px =) = e UFT 278 - o0 < x <o
= =x= & -
o2t P
-0 < gCw
o>0

y la funcidn de distribucién normal o distribucién acumulativa esta dada por

y-p]’
o

F(x) = P(X<x) = ;-‘;—2_; j_‘me‘?[

dy para —oo < x <

que representa la probabilidad de que una variable aleatoria normalmente distribuida x sea menor o
igual a un valor especifico. En la grafica A1 se flustra 1a funcion de densidad de probabifidad y la
distribucién acumulativa normal
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izl 4

P {x=z}

e

N
v

La funcién de densidad de probabilidad y ta distribucién acumulativa normal
GraficaA.1
DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

La distribucion normal con i = 0 y o = 1 se conoce como distribucidn normal estandar.

La funcién de densidad y 1a funcion de distribuci6n de la normal estandar estan dadas por

1 _1,3
Sx)= —""-'-rz—;r el

dy

F(x)= ﬁ J:JeA ¥

respectivamente.

Definicién. Si x es una variable aleatoria que tiene una distribucién de probabilidad normal con la media
4 ¥ desviacién estandar o, entonces la variable aleatosia z definida como

q

tiene una distribucion nomal estandar, es decir

MATEMATICAS APLICADAS Y COMPUTACION, ACATLAN, UNAM.



ANEXO A PROBABILIDAD |18

A)=P(Z=2)=

l 1
¢
Jino

Nétese que el dominio de la distribucion normal corre de menos infinito a mas infinito (—,+%). En
algunas ocasiones se utiliza ta distribucion normal para modelos dende las variables no pueden tomar
valores negativos. Esto frecuentemente es posible sila media de la distribucién es refativamente grande
comparada con su desviacion estandar. Los precios de las acciones o bienes financieros nunca pueden
tomar valores negativos. Por ello, para precios de acciones es conveniente tener una distribucion la
cual tome Unicamente valores positivos. A confinuacion veremos una distribucién la cual esta
cercanamente relacionada con fa distribucidn nomal y que cumple con esta propiedad.

LA DISTRIBUCION LOGNORMAL
Las bases de la distribucion logrormal fueron desarrolladas a fines del siglo XIX. En la gréfica A.2 se
presenta {a forma de la distribucion lognormal.

Distribucion Lagnor mal

Yarisble Random

La distribucion lognormal
GraficaA2
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Definicién. Sea x una variable definida en O < x < =, sea entonces y otra variable, definida por
=In(x), se dice que si y tiene una distribucion normal con 1 y o?, es decir, N(u,0)

entonces x esta distribuida lognormalmente, es decir, 7.(x, u,0?).

1 x—ur B
Lix, pu,oty= ! f;i ¢ ] x>0,
xo2mr

Esta expresion se conoce como la funcion de densidad de probabiiidad lognomal con dos parametros,
es decir, # y o, estos parametros son la media y varianza de la comespondiente variable aleatoria

normal. Como se observa, el rango de sus valores son estrictamente mayores que cero (Boyle, 1992).

La funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria x = ¢* es

1 2,2
=g
Y

M, ()=

Si In x esta distribuida normalmente se puede encontrar la media y la varianza de x. Six=e entonces
y=N(u,0%), porloque E(x)=E(e*). Tomando los dos primeros momentos de x

Si =1

1 2
M, ()= E(x)=e""?"

Sit=2
M, (2)= E(x?) =g

Por {o tanto, se obliene

12
E(x)=e"' T
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Var (x=E(e) - 1EF = [E@F e -1)

que son la media y varianza de x, respectivamente. La mediana es igual a

Lamodaesigual a

t.amedia y ia desviacidbn estandar del In(x) son
1
In{ x)+ (e — -2-0" T

o7

respectivamente (Figlewski,1990). Mientras una variable con distribucion normal puede tomar valores
positivos y negativos, una vasiable con distribucitn lognormal va de cero a mas infinito (0, + ). Una
distribucién normal es simétrica; una distribucion lognormal es asimétrica con respecto a la media, con

la mediana y la moda.
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ANEXO B
CONCEPTOS BASICOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

PROCESOS ESTOCASTICOS

Los procesos estocasticos son modelos matemiticos que estudian los fendmenos aleatorios que
evolucionan en el fiempo. Una variable cuyos valores cambian aleatoriamente a través del tiempo se
dice que sigue un proceso estocastico (Clewlow, 1998).

Un proceso estocastico se define como una familia de variables aleatorias {Z, } , donde ¢ es un punto
en un espacio 7, lamado espacio parametral, y donde para cadas e T, Z, e$ un punto en un espacio
S, lamado espacio de estados {Ross, 1997b).

La palabra *estocastico” es sinpnimo de aleatorio. Un proceso estocastico es un sistema que se
desarrolla en el tiempo mientras que pasa por fluctuaciones & azar. La teoria de los procesos
estocasticos se desamolld al principio en el area de la Fisica, pero actualmente se ha extendido a
diferentes disciplinas, tales como Ingenieria, Genética, Estadistica, Bio-Matematica, Economia
Matemética, Telecomunicaciones y Finanzas. Los procesos estocasticos abundan tanto en la
naturaleza como en la sociedad humana. Cualquier variable cuyos vatores cambian en el iempo de una
forma no definida sigue un proceso estocastico o aleatorio. Por ejemplo, 1a variable puede ser el
resultado de un juego de azar, el precio de una accion, fa temperatura diuma, una sefal de radio muy
debil o con interferencia, el recorrido de una particuta en un movimiento Browniano, el crecimiento de la
poblacion de una colonia de bacterias, niveles de inventario, etc. {Véase Popoulis, 1965).

La variable Z, mide en el instante ¢ el aspecto del sistema bajo consideracion. En cualquier instante «,
Z, toma uno de sus valores posibles, ¢ puede ser cualquier valor en un subconjunto de (- 00,00}, el
pasado infinito hasta el futuro infinito. Los cambios en el valor de Z,, reciben el nombre de

fransacciones entre estados. En los Glimos afios se ha incrementado el uso de los modelos

probabilisticos ya que una de sus ventajas es que son mas realistas que los modelos deterministicos; en
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los modelos probabilisticos intervienen variables aleatorias. A pesar de lo sencillo que son estos
modelos, al incluir un poco de aleatoriedad del mundo real, proporcionan una imagen mucho mejor de

este mundo que la que se logra con modelos en los que se desprecia ese comportamiento aleatorio,

La incertidumbre asociada a la costumbre humana obliga a los investigadores de |a ciencia a analizar
las matematicas basadas en la teoria de la probabilidad y los procesos estocasticos. Se consideran de

interés fas relaciones entre las Z,’s para lps diferentes valores fijos de {. Para determinar estas

relaciones se aplica la teoria de la probabilidad. La distribucion del proceso da informacion sobre la
probabilidad que en cierto instante del tiempo el proceso se encuentra en un cierto estado.

PROCESO CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES

Un proceso estocastico de tiempo continue {Z,: r € T ¢ (-w,o)}tiene incrementos
independientes si para cualquier {r,, #,, ¢, . . . ,1.} e T, donde ¢, < 1,< 1,< ., <t ,la
variables

z,-2.,2-2.,...,2, -2,

i ] a-

son independientes. Ademas se dice que un proceso tiene incrementos independientes y
estacionarios si Z( £, + k} - Z( 1, + k) tiene la misma distribucion normal que Z(¢,) - Z(1, ) para todo

f,, £, que pertenecen ¢ e I’y b > O (Ross, 1997b).

Observamos que tos incrementos aleatorios de Z son independientes a través del tiempo, es decir, la

probabifidad de i de un estado Z, en el lempo /, a otro estado Z, en el tempo ¢, es independiente

del estado en que estaba el sistemna antes det tempo ¢, (Figlewski, 1990).

PROCESOS CONTINUOS Y DISCRETOS
Los procesos estocasticos pueden ser clasificados como un proceso “de variable continua™ o “de

variable discreta’, en el primer caso la variable puede tomar cualquier valor dentro de un cierto rango
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de nimeros reales. Por ejemplo, 1a lemperatura diurna al mediodia, puede registrar 20.134°C, mientras
Qque en un proceso de variable discreta inicamente ciertos valores enteros son posibles. Por ejemplo, al
lanzar un dado los valores posibles son sdlo enteros del uno al seis, nunca saldra un 4.2 (Rodriguez de
Castro, 1895).

Los procesos estocasticos también pueden ser clasificados como un proceso “de tiempo discreto” o
“de tiempo continuo”. En un proceso estocastico “de tiempo discreto” el valor de la variable puede
(nicamente cambiar en ciertos puntos fijos en el iempo. Un ejemplo podria ser un dado, donde un valor
de puntuacién no cambia hasta que volvamos a lanzar el dado. Por el contrario, en un proceso
estocastico “de tiempo continuo® los cambios pueden ser en cualquier tiempo, por ejemplo, la
temperatura fluctila durante todo el dia.

PROCESO DE MARKOV

Andrei Andreivich Markov fue un matemafico ruso (1856-1922) que postuls el principio de un proceso de
Markov (1906-1907), en los estudios sobre las secuencias de los experimentos conectados en cadena y
en los intentos para describir mateméticamente los fendmenos fisicos conocides como movimiento
Browniano, como un tipo particular de procesos estocasticos donde inicamente el presente del proceso
es relevante para pronosticar el futuro y es independiente de su pasado. La historia pasada del proceso
y la forma en fa cual el presente ha surgido son irrelevantes. Bl andlisis de Markov es una forma de
analizar el movimiento actual de una variable a fin de pronosticar el movimiento futuro de fa misma
variable.

PROPIEDAD DE MARKOV

Un proceso de Markov es ur proceso estocastico {Z, el g (-0, )} para el cual, dado el valor
de Z,, la distribucion o 1a probabilidad de Z, (s> 1) es independiente del un conocimiento de Z,
{# <t ). E comportamiento futuro, cuando se conoce el estado presente del proceso, no se aftera por

el conocimiento adicional acerca de su comportamiento pasado. Entonces el proceso {Z, teTg

{-e0, @0 )} constituye un proceso de Markov si las distribuciones conjuntas de
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PZ <=

2=z, £, 22 .. Z, =24}

=P{Z,sz| Z =z}
para cualesquiera ¢, < ¢,<, . .. <f_ < son las mismas.

Esta propiedad establece que la probabilidad condicional de encantrarse en el periodo 7, , en el estado

nal?

z, ., depende dnicamente del valor del estado en el periodo 1, y es independiente del pasado. Esta

probabilidad condicional se conoce como probabilidad de transicidn

PE,. =7, [2.=2)

Los procesos de Markov son la clase mas importante de procesos estocasticos. Todo proceso
estocastico con incrementos independientes, es decir, que satisface la propiedad de Markov, constituye
un proceso de Markov.

Por ejemplo, supdngase que el precio de la accitn de IBM es $100 pesos el dia de hoy. Si el precio
sigue un proceso de Markov, nuestra prediccitn para el futuro no debe ser afectada por el precio de
hace una semana, de hace un mes, o de hace un aflo. El valor actual es la (inica variable que cuenta.
Los parametros estadisticos que se pueden obtener a partir de Ia historia de los precios de las acciones
pueden ser Utiles para determinar las caracteristicas del proceso del precio de la accion, como puede
ser su volatiidad. £1 punto importante aqui es que el camino exacto seguido por ta accion no imporia,
Las predicciones para el futuro son inciertas y deben ser expresadas en términos de distribuciones
probabilisticas. La propiedad de Markov implica que fa distribucidn de probabilidad del precic en
cualquier tiempo futuro en particular depende (nicamente del precio actual, en este caso de $100 pesos.
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