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INTRODUCCION

El propdsitc de este trabagjo es presentar una compilacion de ejercicios que
ilustran resultados v conceptos de investigocidon de operaciones a un nivel
introductorio, sin profundizar en la teoria. Puede ser Otil para el desarrolio de 1os
conocimientos y habilidades de los estudiantes de nivel superior que se inician en
el estudio de la materia y ol profesor que imparte un curso introductorio.

El material que se cubre estd dividido en dos partes, en la primera parte se
tomé como modelo el curso de investigacidn de operaciones impartido en I
Facultad de Ciencias de 1a UNAM; la segunda parte consta de problemas menos
elementales que por su complejidad salen del alcance de un curso introductorio.
Algunos de éstos ilustran la idea bdsica de que si un problema puede
“transformarse” (reducirse) a otro, enfonces una heramienta {un algoritmo. por
ejemplo) que sirve para resolver uno, fambién es Util para resolver el ofro.

En la primer seccidn se introduce la formutacidn y solucion grafica del problema
de la programacion lineal, siguiendo la solucidn algebraica, donde se describe el
método simplex y los casos especiales en los que incurre, como degeneracion,
opciones Optimas, soluciones no acotadas y soluciones infactibles. Se sabe que
para cada problema de programacion lineal existe ofro problema de
programacion lineal asociado; este problema proporciona informacion muy 0fil
acerca de la solucién optima del problema originai, esto se muestra en la feoria
de dudlidad con la aplicacién del método simplex.

Una clase especidi de probiemas de programaciéon lineal es el llamado
problema de transporte, recibe este nombre debido a que muchas de sus
aplicaciones involucran ia determinacidon de un pian de transporte a costo
minimo; este problema posee una estructura especial que permite el desamolio
de algoritmos simples y eficientes y facilita un mejor entendimiento de las técnicas
de programacion lineal y del método simplex.

En la teotia de redes se aplican los conceptos anteriores sobre probiemas de

fransporte, a una clase mas general de problemas de fiujos en redes.
I



Nuevamente se ve que esta clase de problemas posee una estructura especial

que permite la simplificacion del procedimiento simplex hasta un punto en el que

se puede aplicar directamente a la red sin necesidad de una tabla simplex.

La teoria de juegos se encarga de sondear situaciones competitivas, sin
embargo, para el fin de este trabajo se tomd en cuenta el juego de dos personas
con suma cero. Los numerosos ejempios que involucran adversarios en conflicto
incluyen juegos de mesa, combates militares, campanas de publicidad, etc. Una
caracteristica bdsica en estas situaciones es que el resultado final depende,
primordiaimente, de la combinacion de estrategias seleccionadas vor 10s
adversarios.

La programacion dinamica no cuenta con una formulacidon matematica
estndar, proporciona un procedimiento sistemdtico recursivo para determinar la
combinacion dptima de decisiones, se ilustra el modelo de la ruta mds corta por
programaciéon din@mica y la solucion de problemas de programacion lineal por
programaciéon dinamica.

En la segunda seccion se presenta una compilacion de ejercicios de temas
selectos, entre los que se cuentan flujo maximo a costo minimo, el problema de ta
ruta mas corta, flujo maximo con restricciones en los nodos, programacion entera
y el planteamiento de algunos problemas cldsicos, como el problema de ia
mochila, el del cartero chino y el agente viajero.

Se asume que el estudiante esta familiarizado con conceptos necesarios de
dlgebra, cdlculo, geometria, dlgebra lineal, teoria de grdficas, etc., ya que la
funcidn bdasica de este trabajo es servir de apoyo al profesor que imparte un curso
de Investigacion de Operaciones. Bl enfoque es primordiaimente combinatorio y
no se dan demostraciones ni se profundiza en la teoria. Las aplicaciones de los
teras mencionados son enormes, por o que se tomaron 1os problemas tipo de
cada uno de ellos para ilustrar Ia manera en la que pueden ser resueltos.

Espero que este material sirva, no sdlo como material de apoyo. sino que
fomente el interés de los estudiantes de matematicas, actuaria, ciencias de la

computacion y demds carreras afines en temas de optimizacion.

1



Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

PROGRAMACION LINEAL: FORMULACION Y SOLUCION GRAFICA

Modelo de dos variables y su formulacion [5, Cap. 2]

La programacion lineal es una herramienta deterministica, es decir, todos los
parametros del modelo se suponen conocidos con certeza. Sin embargo, en la
vida real, es raro encontrar un problema donde prevalezca una verdadera certeza
respecto a ios datos.

En esta seccion se presenta un modelo de PL con dos varables de decision y se
ilustra como se puede resolver graficamente.

Ejemplo 1-1 (Arcoiris, S.A.)

Arcoiris, $.A. posee una pequena fabrica de pinturas para interiores y exteriores
de casas para su distribucion al mayoreo. Se utilizan dos materiales bdsicos, A y B,
para producir las pinturas. La disponibilidad mdaxima de A es de 46 toneladas
diarios; la de B es de 8 toneladas por dia. La necesidad diaria de materia prima
por tonelado de pintura para interiores y exteriores se resume en la siguiente
tabla:

Toneladas de materia prima
por tonelada de pintura

Exterior Interior Disponibilidad
mdaxima (toneladas)
Materia pnma A ] 2 6
Materia prima B 2 1 8

Un estudio del mercado ha establecido que la demanda diaria de pintura
parq interiores no puede ser mayor que o pintura para exferiores en mas de una
tonelada. Asimismo, el estudio sefiala que la demanda mdxima de pintura para
interiores estd limitada a dos toneladas diarios.

El precio al mayoreo por tonelada es de $3 000 para ia pintura de exteriores y
$2 000 para ia pintura de interiores.

sCudnta pintura para exteriores e interiores debe producir la compafiia todos
los dias para maximizar el ingreso bruto?

Construccién del modelo matematico [5, Cap. 2]

La construccion de un modelo matemadatico se puede iniciar respondiendo a las
fres preguntas siguientes:

1. 5Qué busca determinar el modelo?, es decir, zcudles son las variables
{incégnitas) del problema?

Programacién lineal: Formulacién y solucién gréfica 1
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Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

2, 2Qué restricciones deben imponerse a las variables a fin de satisfacer Ias
limitaciones del sistema representado por el modelo?

3. ¢Cudl es el objetivo {meta) que necesita olcanzarse para determinar o
solucion éptima (mejor) de entre todos los valores factibles de Ias variables?

Una manera efectiva de responder a estas preguntas consiste en hacer un
resumen verbal del problema. En términos del ejemplo de Arcoirs, S.A., Ia
situacion se describe como sigue:

LG compania busca determinar las cantidades (en toneladas) de pintura para
exteriores e interiores que se producirdn para maximizar (incrementar hasta donde
sea factible) el ingreso bruto total (en miles de unidades monetarias), a la vez que
se satisfacen las restricciones de la demanda y el uso de materias primas.

El punto capital del modelo matematico consiste en identificar, en primer
termino, las variables y después expresar el objetivo y las resticciones como
funciones matemdticas de las variables. Por lo tanto, en relacién con el problema
de Arcoirs, S.A., tenemos lo siguiente.

Variables. Como deseamos determinar las cantidades de pintura para
exteriores e interiores que se producirdn, las variables del modelo se pueden
definir como

xe = toneladas de pintura para exteriores producidas diariamente
x: = toneladas de pintura para interiores producidas diariamente

Funcion obfetivo. Como cada tonelada de pintura para exteriores se vende en
$3 000, el ingreso bruto obtenido de la venta de xr toneladas es 3xe miles de
unidades monetarias. En forma andloga, el ingreso bruto que se obtiene de
vender x: toneladas de pintura para interiores es 2x: miles de unidades
monetarias. Bajo la suposicion de que las ventas de pintura para exteriores e
interiores son independientes, el ingreso bruto total se convierte en la suma de los
dos ingresos.

Si hacemos que z represenfe el ingreso bruto total (en miles de unidades
monetarias), la funcion objetivo se puede escribir matematicamente como z =
3xe + 2x1. LG meta consiste en determinar los vaiores (factibles) de xe y xr que
maximizardn este criterio.

Restricciones. E| problema de Arcoiris, S.A., impone restricciones sobre el uso de
materias primas y sobre la demanda. La restriccion del uso de materias primas se
puede expresar en forma verbal como

uso de materias primas en ambas pinturas
<

disponibilidad mdaxima de materias primas

Programacién fineat: Formulacién y solucién grafica 2



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones
Esto nos lleva a las restricciones que siguen
Xg + 2x1 < 6 materia prima A

2xe + %1 < 8 materia prima B

Las restricciones sobre la demanda se expresan en forma verbal como

cantidad en exceso de pinturas < 1 toneiada por dia

para intericres sobre exteriores

demanda de pintura para
interiores

IA

2 toneladas por dia

Matemdticamente éstos se expresan, respectivamente, como

exceso de pinturg para
interiores sobre exteriores
demanda maxima de pintura
para interiores

X1

IA
ro

Una restriccion implicita (o "sobreentendida”) es que la cantidad que se
produce de cada pintura no puede ser negativa. Para evitar obtener una
solucion como  ésta, imponemos las restricciones de no negatividad, que
normalmente se escriben como

IV

X1 0 pintura para interiores

XE > 0 pinfura para exteriores

Los valores de las variables x¢ y x1, s& dice que confribuyen a una solucién
factible si satisfacen todas las restricciones del modelo, incluyendo las
restricciones de no negatividad.

El modelo matematico compieto para el problema de Arcoirs, S.A., se puede
resumir ahora de Ia manera que sigue:

Determinense las foneladas de pinturas para inferiores y exteriores que se
producirdn para
Maximizar z = 3xe + 2x1
sujeto @

xe+t2x1<6 @

25([ + %158 @

xgt xr<1 @

x1<2 @®

xg, X1 =20

Programaci6n lineal: Formulacién y solucién grafica 3



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

Solucion grafica de modelos de PL

Consideraremos la solucién del modelo de programacién lineal de Arcoiris, S.A. El
modelo se puede resolver en forma gréfica porque sdlo tiene dos variables. Para
modelos con tres o mds variables, el método grdfico es impractico o imposible.

X1

Restricciones:
A
xg + 2x1 <6
3 3 2* 2xe+ x1<8
3 Xe + 2x; = 6 -xg + %151
‘\ 2Xg+ XI—B XI.<_2
xg, X120
2
——\¢ V'
1
A\ ;
—\\ X
E
7 AP >
Figura 1-1

Cada punto contenido o situado en la frontera del espacio de soluciones
satisface todas las restricciones y por consiguiente, representa un punto factible.

Aunque hay un numero infinito de puntos factibles en el espacio de soluciones,
la solucién o6ptima puede determinarse al observar la direccidn en la cual
aumenta 1a funcion objetivo z = 3x¢ + 2x:. Para conocer cudl es la solucion
optima se resuelve el sistema de ecuaciones que delimita al punto optimo.

Solucion optima:

x¢ =3 1/3 ton
x:=11/3ton
z=122/3milesde $

Las dos ecuaciones producen xe = 3 1/3y xr = 1 1/3. Por lo tanto, la solucion
indica que la produccién diaria debe ser de 3 1/3 toneladas de pinturas para
exteriores y de 1 1/3 toneladas de pinturas para interiores. El ingreso asociado es

z=3(31/3) +2(1 1/3) = 12 2/3 [miles de $)

Programacién lineal: Formulacién y solucién grafica 4



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

Ejercicios de PL

Planteamiento
Hay infinitas posibilidades de aplicacion, estas son sélo una cuantas.

1. Una compania manufacturera descontinud la produccion de cierta linea
de productos no redituables. Esto cred un exceso considerable en la capacidad
de produccion. La gerencia quiere dedicar esta capacidad a uno o mas de tres
productos; ldmenseles productos 1, 2y 3.

En la siguiente tabla se resume la capacidad disponible que puede limitar a las
mdaaguinas;

Tipo de maquina Tiempo disponible

(horas/maquina/semana)
Fresadora 500
Torno 350
Rectificadora 150

El niUmero de horas maquina que se requiere para cada producto es:

Coeficiente de productividad (horas/maquina por unidad)

Tipo de maquina Producto 1 Producto 2 Producto3
Fresadora Q 3 5
Torno 5 4 0
Rectificadora 3 0 2

El departamento de ventas ha indicado que las ventas potenciales para los
productos 1 y 2 exceden la tasa maxima de produccién y que las ventas
potenciales del producto 3 son 20 unidades por semana. La ganancia unitaria
seria de $30, $12 vy $15, respectivamente para los productos 1, 2 y 3.

El objetivo es determinar cuantos productos de cada fipo debe producir ia
compahia para maximizar la ganancia.

Funcidn obijetivo: Max z = 30x1 + 12xz2 + 15x3

var: x1 = Py Xz = P2 x3 = P3
Restricciones: 9x3 + 3xz + 5x3 <500
Sx1 + 4xp < 350
3x3 +2x3< 150
x3< 20

X1, Xz, x320

Programacién lineal: Formulacidn y solucién gréfica 5



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

2. Un avidn de carga tiene tres compartimentos para almacenar:
delantero, central y trasero. Estos compartimentos tienen un limite de capacidad
tanto en peso como en espacio.

Compartimento Capacidad de peso Capacidaod de espacio

(toneladas) (pies 3)
Delantero 12 7000
Centrai 18 2000
Trasero 10 5000

Para mantener el avién balanceado, el peso de la carga en los respectivos
compartimentos debe ser proporcional a su capacidad.

Se tienen ofertas para los siguientes cuatro envios en un vuelo proximo ya que se
cuenta con espacio:

Carga Peso Volumen Ganancia
{toneladas) {pies 3/ton) (S/ton)

] 20 500 280

2 16 700 340

3 25 4600 320

4 13 400 250

Se puede aceptar cualquier porcidn de estas cargas. El objetivo es determinar
qué cantidad de carga debe aceptarse (si se acepta) y cdmo distribuirla en los
compartimentos para maximizar la ganancia del vuelo.

Funcion objetivo: Max z = 280 {x11 + x1z + x13) + 360 (xz1 + xa2 + xa3) +
320 (Xa], + X3z + Xza] + 250 (Xu].+ Xyz + qu)

var: xij5 1 =carga i=1,234
i = compartimento j=1,2.3
Restricciones: 20 x1, + 16 xa1 + 25 x31 + 13 x43 12

20 xy2+ 16 xe2 + 25 x32 + 13 x42< 18
20 x13+ 16 xp3+ 25 33+ 13 xu3 < 10
500 x11 + 700 xa1 + 600 x33 + 400 xy; < 7000
500 x12 + 700 xzz + 600 x3z2 + 400 x4z < 2000
500 x13 + 700 xa3 + 600 x23 + 400 x43 < 9000

20 x11+ 16 x21 + 25 x31 + 13 xy3 = 20X12+]6XEE+25X3E+]3){43=
12 12

20 x33+ 16 xa3 + 25 x33 + 13 x43
12
xij =0, i=1234 j=123

Programacién lineal: Formulacién y solucién gréfica 6



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

4, Un entrenador de futbol americano tiene dos jugadas, una por aire y la
otra por tiera.

__ Jugadas Avanza Tiempo Pierden el balén
Aire 5 yardas 15" 1/3
Tierra 3 yardas 40" 1/10

Queda 1 minuto y 55" a 28 yardas por anotar.
Funcion objetivo: Minz =1/3x3+1/10 xz

var: x1 = Jugada por aire
xa = Jugada por tierra

Restricciones: S5x2+ 3xa2 28
15x, +40x2<115
X1, Xz Z O

Método grafico

5. Una compania produce 2 ftfipos de juguetes, soldados y trenes. Un
soldado se vende en $27, el costo de materia prima es de $10 y se incurren en
otros gastos de $14. Mientras gue un tren se vende en $21, con $9 de materia
prima y otros gastos de $10. La venta semanal de frenes es infinita, mientfras que ia
de los soldados es de $40.

Estos juguetes requieren pasar por dos departamentos: acabado y carpinteria.
La fabricacién de un soldado requiere 2 horas de acabado y una de carpinteria.
Un tren requiere 1 hora en ambos departamentos.

La disponibilidad semanal del departamento de acabado en horas es de 100;
y el de carpinteria es de 80.

Si se desea maximizar las ganancias, scudntos soldados y trenes debe producir
la compahnia?

Funcién objetivo: Soldado=27-10-14=%$3
Tren =21-9-10=%2
Max z = 3x; + 2x;

var, x3 = # de soldados a producir
xz = # de trenes a producir

Programacion lineal: Formulacién y solucién gréfica 7




Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

Restricciones: x1+ x2< 80
2x1+ x2<100
X1 < 40
x1, %2 20
X2
A x1+xa= 80
wo’\ 2x; + xa = 100
N 3 x* = (20, 60) X2 = 60
30 \ ‘_‘ .
z*=$180 x1=80-460=20
x* = (20, 60}
z* = 3(20) + 2(60)
§ z* = $180
1
2 < > X1
49 50 80 -
b. MQOX Z = 2xy + x2 X1+ x2=18
sujeto a 3x1+ xp = 44
xz < 10
2x1 + 5x2 < 60 Xa =5
x1+ x2<18
3X1+ XES44 X],:]8—5=]3
X1, xa 20
o ne x*=(13, 5)
z*=2{13) +5
z* = 3]
z* =131

\
\

x* = (13, 5)

44/3 183

Programacién lineal: Formulacién y solucidn grafica



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

7. Max z = 5x3 + 10x2
sujeto a
-xy + 2x2 < 25
xi1+ xp <20
5x1 +3x2<75

Xe X1, x2>0

20

-x1+ 2x2 =25

xy+ xz2=20
xa=15
x1=20~15=5
X* = (5, 15]
2* = 5(5) + 10(15]
z*=175

R

Region factible no acotada

En los siguientes ejemplos se ilustran problemas con regidn no acotada. Se
muestra que la solucién optima puede o no existir, independientemente de que

la region sea acotada o no acotada.
8. Max z = 4x1 + 3xz
sujeto @
Xa

5]\\3'6 >

Programacién lineal: Formulacién y solucién gréfica

z* =26

X1

2x1+ x2210

-3X1+2Xa$ 4
Xzt xz2 6
X1, Xz =2 0

¥ =22



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

Como se puede ver ia region de soluciones factibles es no acotada, mds aun, el

valor de la funcidén objetivo aumenta indefinidamente.

9. Min z = 40x, + 36xz
sujeto a
X, < 8
Xxa <10
Sxy + 3xa =45
X1, xa2=0

Xa

™\ 2% =330

*/\ x* = (8, 5/3)
‘ g\

» X1

10. Max z = x1 + 2x»
sujeto a
x1+ 2xz2 <10
X1+ xz2 |1
xa< 6
X1, xa 20

Programacidn lineal: Formulacién y solucién gréfica

x1=8
Sxy + 3xa =45

x:g* =5/3
x* = (8, 5/3)

2* = 40(8) + 36(5/3)
z* =380

Region  acotada, 6ptimo
finito
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Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

Xa
F ¥
Ecuacién Redundante
’ Y
5 = 3
~—
.~
b
~.
~—
e z* =10
~.4
~a
S
~—
N T
Al
-
1 el
~
~—
i' =

—
o
—

Como se puede observar existe una infinidad de soluciones dptimas, con z* = 10
Esto se debe a que la primera ecuacidn es paralela a la funcidn objetivo

11. Max z = éx1 + Sx;
sujeto a
3)(], + xa < ]60
X1 < 40 o

2 4
x2 <130 < >
X1 > 80

130
X1, Xz = 0

Como se puede observar la

reqion_de solyciones factibles
es &

—» X2

Programacion lineal: Formulacién y solucién gréfica 1
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PROGRAMACION LINEAL: SOLUCION ALGEBRAICA

En esta seccion se presentan los detalles del algoritmo simplex, que es un método
algebraico que puede resolver cualquier problema de programacién lineal. La
informacién que puede obtenerse con el método simplex, va mas alld de la
determinacién de los valores 6ptimos de las variables y de la funcidn objetivo.

El método grdfico presentado anteriormente ilustra que la solucién dptima de
un PPL, estd siempre asociada con un punto extremo o de esquing, del espacio
de soluciones. Esta idea conduce precisamente a la creacidn del método
simplex. Bdsicamente, lo que hace el método simplex es frasiadar la definicién
geometrica del punto extremo a una definicidn algebraica.

Método simplex [5, Cap. 3]

Existen dos condiciones que rigen al método simplex que a confinuacion se
presentan:

Condicion de optimidad: la variable entrante en una maximizacion (en una
minizacion) es la variable no bdsica, con el coeficiente mds negativo (mas
positivo) en la ecuacidn z objetivo. Un empate puede romprese arbitrariamente.
El optimo se alcanza cuando todos los coeficientes no bdsicos en la ecuacién z
son no negativos (no positivos).

Condicion de factibilidad: tanto en problemas de maximizacidn como de
minimizacién, la varioble saliente es la variable bdasica actual, con la menor
interseccidon {razébn minima con denominador estrictamente positivo}) en ia
direccién de la variable entrante. Un empate se rompe arbitrariamente.

Se enunciardan los pasos iterativos formales del método simplex:

Paso 0. Usando la forma estandar (con los segundos miembros no negativos),
determine una solucién inicial bdsica factible.

Paso 1: Seleccione una varigble entrante entre las varables actuales no
bdsicas, usando la condicidn de optimidad.

Paso 2: Seleccione la variable saliente entre las varables actudles bdsicas,
usando la condicién de factibilidad.

Paso 3: Determine los valores de los nuevas vanables basicas, haciendo a la
variable enfrante bdsica y a la variable saliente no bdsica. Vuelva al paso 1.

Programacion lineal: Selucién algebraica 12




Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

Ejemplo
}Jsoremos el modelo Arociris, S.A. para explicar los detalles de cdlculo del
metodo simplex. Esto exigird expresar el problema en la forma estandar.

Maximizar z = 3xe + 2x1

sueto a
Xg + 2x1 + hy =6
2xp + X1 + ha =8
-Xg ¥ X1 + hj =]
X1 +hy =2

Xe, X1, hi, ha, hs, hy =20

Una manera conveniente de resumir las ecuaciones es por medio de la siguiente
tabla, conocida también como Tableu Simplex:

Bdasica XEg X1 hi

hz ha hy Solucidén
hs ] 2 1 0 0 o] 6
he (2) ] 0 1 0 0 8
N3 -1 1 0 0 ] 0 1
Ny 0 1 0 0 0 1 2
z | 3 -2 0 0 0 0 0

Al aplicar la condicidn de optimidad, xe tiene el coeficiente mds negativo en la
ecuacidén z y por ello, se escoge como la variable entrante. La condicién de
factibilidad muestra gque h: corresponde a la menor interseccidon, por lo que
deberd salir de la solucion.

Después de idenfificar ias variables enifrantes y salientes, necesitamos
determinar la nueva solucidén bdsica que debe incluir ahora a hi, xe, ha vy hy. Esto
se logra aplicando el método de la columna pivote, que consiste en hacer cero a
todas las variables que estan amiba y debajo de la variable entrante y a esta
hacerla uno. La siguiente tabla resume estas operaciones:

Bésica Xg X1 ha ha ha hy Solucion
ha 0 ( 372 ) ) Y 0 0 2
XE 1 Yo 0 Ya 0 0 4
N3 0 3/2 0 A 1 0 5
hy 0 1 0 0 0 1 2
Z 0 -5 0 3/2 0 0 12

Como se puede ver la solucidn que otorga la primera iteracidén en la tabla
simplex nos lleva a la primera coordenada en la grdfica del problema de Arcoiris,
S.A. (4.0).

Programacién lineal: Solucién algebraica 13
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Ahora se vuelve a iterar para mejorar la solucién inicial.

B&sica XE X1 ha ha hs hy Solucién
X1 0 1 2/3 -1/3 0 0 4/3

( xe) ] 0 1/3 2/3 0 0 10/3
ha 0 0 -1 ] 1 0 3
Ny 0 0 -2/3 1/3 0 ] 2/3
Z 0 0 1/3 4/3 0 0 | 122/3

La nueva solucion da como resultado xe = 3 1/3y x: = 1 1/3 (punto dptimo en la
figura 1-1). B valor de z ha aumentado de 12 en la tabla anterior a 12 2/3.

La Ultima tabla es oplima porgque ninguna de ias variables no bdsicas fiene un
coeficiente negativo en [a funcidn z. Esto completa los cdlculos dei método
simplex.

La técnica de dos fases [5, Cap. 3]

Fase /. Se aumentan las variables arfificiales segun se necesite para asegurar
una solucion inicial Se forma ung nueva funcidn objetivo que busque Ia
minimizacion de la suma de las variables artificiales sujeta a las restricciones del
problema original modificado por las variables artificiales. Si el valor minimo de la
nueva funcion objetivo es cero, el problema tiene un espacio de soluciones
factible. Se sigue a la fase Il. De lo contrario, si el minimo es positivo, el problema
no tiene solucion factible. Pare.

Fase Il Se utiliza la solucidn bdsica optima de la fase | como solucidn inicial
para el problema original.

Se describira este método por medio del siguienie ejemplo numeérnco:

Minimizar z = 4x, + xz
sujeto a
3xi+ x2=3
4%+ 3xa2 6
x1+2x:<4
X1, Xxa 20

La forma estandar de este modelo es enfonces:
MINIMIZOr z = 4xy + xz
sujeto @

3x1 + xz =3
4x1 + 3xa - hy =6

Programacion lineal: Solucitn algebraica 14



Compendio de ejercicios de investigacién de operaciones

X1, + 2%z +ha=4
X1, X2, h]" hE 2 O

Se necesita completar la base que entrard en la tabla para redlizar los cdalculos
del metodo simplex.

Minimizar z = 4x,, + x>

sujeto o
3x1+ xa+ ay =3
4x1 + 3xa ~-hy + az =6
xy + 2xz +ha=4

X1, Xz, h1, hz, a1, az20

fase /. Como necesitamos las variables artificiales a, y a2 en la primera v
segunda ecuaciones, el problema de la fase | se lee como

Minimizar w = a1 + a:

sujeto a
3x1 + xz + a3 =3
4% + 3xa -hy + az =6
X1+ 2xz + ha =4
X1, Xa, ha, ha, a1, az 2 0
Por consiguiente, la tabla inicial se convierte en
Bdsica JL—- X3 X2 hy a1 az ha Solucién
ai 3 1 1 1 3
az 4 3 -1 0 ] 0 4
hs 1 2 0 0 0 ] 4
W 0 0 0 -1 -] 0 0
W 7 4 -1 0 0 0 Q
La tabla optima se obtiene en dos iteraciones y estd dada por
Bdsica X3 Xz ha ai a2 ha Solucién
X1 [ 0 1/5 3/5 -1/5 0 3/5
Xz 0 ] -3/5 -4/5 3/5 0 6/5
ha 0 0 ] ] -1 ] ]
w* 0 0 O -1 -] 0 0

Como el minimo es w* = 0, el problema tiene una solucién factible v pasamos a ia
fase Il.

Programaci6n lineal: Solucion algebraica 15
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Fase Il Las variables artificiales han servido ahora a su propdsito y deben
eliminarse en todos los cdalculos subsiguientes. Ahora se introduce Ia ecuacion del

problema originatl en la tabla. Por o tonto, la tabla inicial para la fase i se
convierte en

B&sica X3 Xz hy ha Solucidn
X1 i 0 1/5 0 3/5
X2 0 I -3/5 Q 6/5
hz 0 0 (1} 1 ]

JA -4 -1 0 0 0
z 0 0 1/5 0 18/5

La tabla no es dptmia ya que h,y > 0, por lo que debe entrar a la solucidn.

Basica X1 xa hy he | Solucién
X1 | 0 0 -1/5 2/5
Xz 0 1 0 3/5 ?/5
h1 0 0 ] ] ]

4 0 0 0 -1/5 1 17/5

La solucion optima es xu*= 2/5, x2*= 9/5 y z*= 17/5. Como no contiene varables
artificiales bdsicas. la solucidn es factible con respecto al probiema original antes
de que se sumaran las variables artificiales.

Casos especiales en la aplicacion de! método simpiex [5, Cap. 3]

Se consideraran aigunos casos especiales que pueden presentarse en Ig
aplicacion del método simplex, entre los que se cuentan:

1. Degeneracién Estos casos ya se ilustraron con el
2. Opciones éptimas método grdfico, ahora se
3. Soluciones no acotadas vuelven a considerar, en el
4. Soluciones inexistentes o infactibles contexto del método simplex.
Degeneracion

Se indicé que en la aplicacién de la condicidén de factibilidad, un empate de ia
razdén minima se debe descomponer en forma arbitraria para i0s fines de
determinar ta variable que sale. Sin embargo, cuando sucede esto mas veces,
una o mds de las variables bdsicas, serd necesariamente igual a cero en la
siguiente iteracion. En este caso, decimos que la nueva solucién es degenerada.

Programacitn lineal: Solucién algebraica i6
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Desde el punto de vista practico, esto revela que el modelo tiene cuando

menos una restnccion redundante.

Ejemplo 2-1 (Solucién 6ptima degenerada)

Maximizar z = 3x; + 9%z

sujeto o
Xy +dx: < 8
Xy ¥+ 2xz< 4
X1 xz20
Iteracion | Bdsica X3 X2 hy ha Solucion
Xz entra hy ] 4 ] 0 8
hy Sale ha } 2 0 ] 4
0
(inicial) ? -3 7 0 0
x1 entra Xz Va 1 Va 0 2
hz sale ha A 0 Y% ! 0o
] z - 0 9/4 0 18
) X1 0 ] v Vs 2
xa ] 0 ] 2 0
, 2 2* 0 3/2 3/2 18
(Sptimal) _

sCual es la implicacion practica de la degeneracion? Obsérvese i figura 2-1
que proporciona la solucién grdfica del modelo. Tres rectas cruzan el éptimo (x1 =
0. xz =2y xa = 0). Se dice que el punto estd mds que determinado, ya que solo
necesitamos dos rectas para identificarlo. Por este motivo, conciuimos que la

segunda restriccion es redundante.

Xz

A
2
K xe=2
2‘ 1
%} “
4 8 _
Figura 2-1

Programacién lineai: Solucién algebraica
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Opciones 6ptimas

Cuando la funcidn objetivo es paralela a alguna restriccion, esta tomard el mismo
valor optimo en mds de un punto de solucién. Por esta razén reciben el nombre
de opciones optimas. El ejemplo que sigue muestra que normalmente existe un
numero infinito de estas soluciones.

Ejemplo 2-2 (Infinidad de soluciones)

Maximizar z = 3xy, + 9xz
sujeto a
X1+ 2x2<5
X3+ x2<4
X1, Xg > O

La siguiente tabla muestra que el punto éptimo (x1 =0, xa = 5/2, z* = 10} se
encuentra en lo iteracion 1. sCémo sabemos por esta tabla que existen opciones
optimas? Esto se da porque en el rengién de z-x, (variable no bdsical, tiene
como coeficiente cero, lo que implica que puede entrar a la solucidn bdsica sin
alterar el valor de z. pero provoca un cambio en los valores de Ias variables. La
segunda iteracion hace que x, entre en la solucién basica, lo que obligard a hz a
salir. Esto da origen al nuevo punto solucion (x1 =3, xz = 1, z* = 10}

Solucién por el método simplex

Bdsica X1 X2 hy hz Solucion
hy ] (2 1 0 5
ha 1 ] 0 1 4
z -2 -4 0 0 0
Xa Vo ] Vo 0 5/2
ha (%) 0 Vo 1 3/2
z* 0 0 2 0 L 10
Xa 0 1 i -1 1
X1 ] 0 -1 2 3
z* 0 0 2 0 10

La figura 2-2 ilustra la forma como se pueden presentar opciones optimas en un
modelo de PL cuando la funcidn objetivo es paralela o una restriccion. Cualguier
punto en el segmento de recta representa una opcidn dptima con el mismo vaior
en la funcion z = 10

Programacién lineal: Solucién algebraica
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Figura 2-2

Solucidn no acotada

En algunos modelos de programacién lineal, los valores de las variables se
pueden aumentar en forma indefinida sin violar ninguna de los resticciones, 1o
que significa que el espacio de soluciones es no acotado cuando menos en una
direccion. Como resuitado, el valor de ta funcion objetivo puede crecer (caso de
maximizacion) o decrecer (caso de minimizacion) en forma indefinida. En este
caso decimos que el espacio de soluciones y el valor dptimo de la funcién
objetivo son no acotados.

Ejemplo 2-3 (Funcién objetivo no acotada)

Maximizar z = 2x1 + xz

sujeto a
X1 - xa< 10
2x1 < 40
X1, Xa 2 O
lteracion inicial
Bdsica X Xz X3 Xy Solucién
2 -2 [ -1 )\ 0 0 J 0
X3 ] ( -1 ’ ] 0 10
Xy 2 0 0 ] 40

En ia tabla inicial, x1 y xa2 son candidatos para entrar en la solucién. Como X1
tiene el coeficiente mas negativo, normalmente se selecciona como la variable
que entra. Sin embargo. ndtese que fodos los coeficientes de las restricciones en
la columna de xz son negativos o cero, esto significa que el valor de x: puede
crecer haciendo crecer a la funcidn objefivo en forma indefinida sin que se
infrinja ninguna de las restricciones. Por lo tanto, concluimos sin hacer mds
cdlculos, gue el problema no tiene solucién acotada.

Programacién lineal: Solucién algebraica 19
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Solucién infactible

Si las restricciones no se pueden satisfacer en forma simultaneqa, se dice que el
modeio no tiene solucidn factible. Esta situacion nunca puede ocurrir si todas las
restricciones son del tipo < (suponiendo constantes no negativas en el segundo
miembro), ya que la variable de hoilgura produce siempre una solucion factible.
Sin embargo, cuando empleamos 1os otros tipos de restricciones, recurrimos al uso

de las variables artificiales que, por su mismo disefo, no ofrecen una solucidn
factible al modelo originai.

Ejemplo 2-4 (Espacio de solucion infactible)

Maximizar z = 3x, + 2x;

suieto @
2xy + xa< 2
3x; + dx2> 12
X1, xa=0
Minimizar w = a;

Basica | xu X2 X3 Xy a1 Solucion
X 3 2 (1) 1 9 0 2
ai 3 4 0 -1 ] 12
W 0 0] 0
W 3 4 0
Xz 2 1 1
a -5 0 -4
w -5 0 -4

Como se ve en la tabla, se llega a una solucion optima con w* = 0; entonces se

concluye que el espacio de soluciones es infactible. La figura 2-3 muestra el
espacio de soluciones infactible.

Xa

<
N

p 3

Figura 2-3

Programacién lineal: Solucién algebraica 20
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Ejercicios de PL por el método simplex

. Maximizar z = x3 + 3xa

Forma estandar:

X1, Xz, X320

Programacién lineal: Solucién algebraica

X1, Xz, x3, hy, ha, hs, hy 20

sujeto a X1 + hy = 5
X1 < 5 X1+ 2%z +hz =10
x1+ 2% <10 Xz hy= 4
xe < 4 x1, Xz, hi, hs, hy > (0
x1, %220
BGsica |  x Xz h1 ha hs Solucién
hy 0 I 0 0 5
ha 1 2 0 ] 2 10
h; 0 (1) 0 0 ] 4
Z -] -3 0 0 0 0
hs, ] 0 ] 0 0 S
ha (1) 0 0 ] -2 2
Xz 0 ] 0 0 1 4
2 -1 0 0 0 3 12
hs 0 0 1 -1 2 3
X2 ) 0 0 ] -2 2
Xa 0 | 0 0 | 4
z* 0 0 0 1 ] 14
Tenemaos como resultado:
x* = ()(1,, xz, hy, ha, h3) = (2, 4, 3,0, O)
2*=2+3(4) 14
2. Maximizar z = 30x; + 12x2 + 15x3 Forma estdndar;
sujeto a
Ox1 + 3xz + 5x3 < 500 9x1+ 3xz + 5x3+ hy = 500
5x1 + 4x; <350 Sxy, + 4xz + ha =350
3x3, +2x3 < 150 Ixy + 2x3 +hj =150
Xa< 20 X3 +hy= 20
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Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

Basica X1 X2 X3 hi ha N3 hy Solucion
hy % 3 5 ] 0 0 0 500
ha 5 4 0 C 1 0 §] 350
gF! (3) 0 2 0 0 1 0 150
hy 0] 0 1 Q 0 0 i 20
,rf_mjg -30 -12 -15 0 0 0 0 0
hy 0 (3) -1 1 0 -3 0 50
ha 0 4 -10/3 0 ] -5/3 0 100
X1, ] 0 2/3 0 0 1/3 0 50
hy | 0 0 ] 0 0 0 ] 20
z 0 -12 5 0 0 10 1 1500
X2 0 ] -1/3 1/3 0 -1 0 50/3
ha 0 O -2 -4/3 1 -1/3 0 100/3
X3 ] 0 2/3 0 0 L1/3) 0 50
Ny 0] 0 ] 0 0 0 1 20
z 0 0 i 4 0 -2 O 1700
X2 3 ] S5/3 1/3 0 0 0 500/3
ha 1 0 -4/3 -4(3 1 0 0 250/3
hs 3 0 2 0 0 ] 0 150
hy 0 0 ] 0 0 0 1 20
z* 6 0 5 4 0 0 0 2000
Tenemos como resultado:
x* = [x1, xz, x3, h1, ha, h3, hy) = (0, 500/3, 0, 0, 250/3, 150, 20}
2* = 30{0) + 12 (500/3) + 15 {0} = 2000
3. Maximizar z = 7xy + 10xa Forma estandar:
suieto @
X1 < 36 X1 + hy =36
A X2 <12 Xa + ha =12
X1+ 4xa < 60 x1 + 4x; + h; =60
2x1+ x2<30 2xy + Xz + hy =30
X1 - x2<0 X, - X2 +he= 0
x1, xa =0 X1, X2, hy, ha, ha, hy, hs >0
Basica X1 Xz hy he h3 hy hs Solucién
hi ] 0 1 0 0 0 0 36 i
ha 0 1 0 1 0 0 0 12
hy 1 4 0 0 1 0 0 60
h, 2 1 0 0 0 1 0 30
hs 1 -] 0 0 0 0 ] 0]
z -7 -10 0 0 0 0 0 0
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Al observar la tabla inicial, nos podemos dar cuenta que la ecuacién 5 es

redundante, pues es igual a cero. Se puede concluir que la soluciéon es
degenerada.

4. Maximizar z = 4x; + 3xa Forma estandar:
sujeto a
2x:+ x2<10 x3 + 2%z + hy =10
-3xy +2x2< 6 x, t Xz +hz = 6
x1+t xz< 6 Xz +hy= 6
X1, Xz =0 X1, Xz, h1, ha, hs >0
Bdsica X1 X2 hi ha hs Solucidn
hy (2 ] ] 0 0 10
ha -3 2 0 ] 0 6
N3 1 1 0 0 1 6
2 -4 -3 0 0 0 0
X1 | Y Yo 0 0 5
ha 0 712 3/2 ] 0 21
gF Q (%) -Ya 0 1 ]
rd 0 -1 2 0 0 20
X1 ] 0 1 0 -1 4
he 0 0 5 1 -7 14
X2 0 ] -1 0 2 2
z* 0 0 ] 0 2 22
Tenemos como resultado:
x* = (XL, xz, hi, ha, ha) = (4, 2, 0, 14, O)
z¥=4(4)+3(2) =22
5. Maximizar z = x1 + 2xz Forma estandor:
sujeto @
X1 + 2xz2< 10 X3 + 2xa + hy =10
x1+ xz2 1 X1+ xa -ha + a3 = ]
xa< 6 X2 +ths= 6
x1, Xz =0 : x1, Xz, h1, ha, hs, a1 20

Minimizar w = a3
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Basica X3 Xz hy ha hs ay Solucién
hy 1 2 1 0 0 0 10
33 (1) 1 0 -1 0 I 1
hs 0 ] 0 0 ] 0 é

v 0 0
W ] ] 0 -] 0 0 i
h 0 ] ] ] 0 -1 9
X1 ] (1) 0 -1 0 ] 1
ha 0 ] 0 0 L 0 6
W 0 0 0 0 0 -1 0
z -1 ) 0 0 0 0
2 0 -1 0 N 0 1
hy -1 0 ] (2) 0 8
X2 1 ] 0 -1 0 ]
hs -] 0 0 1 1 5
z ] 0 0 -2 0 2
ha Y 0 Vs 1 0 4
L E (%) 1 Y 0 0 5
hs -4 0 -V 0 1 ]
Z 0 0 [ 0 0 10
ha 0 ] ] ] 0 Q
X1 ] 2 } 0 0 10
h3 0 ] 0 0 ] é
z 0 0 ] 0 0 10

Como encontramos una variable no bdsica, xa, con coeficiente igual a cero,
podemos concluir que este programa tiene una infinidad de soluciones dptimas.

x1*=(0,5,0,4,1)
x2* = (10,0,0,9, &)

z¥ =10
x*=axy*+ (l-a}) xa* cona € {0, 1]
x*=0(0,50,4,1)+ (1-a) (10.0,0, 9, 6
z*=10
6.  Maximizar z = 5x1— 2xz + x3 Maximizar z = 5x3 — 2xz + x3' - x3"'
sujeto a _ sujeto a
x1+4x + 3x3< 6 Xy + 4xg + 3x3’' -3x3"" + hy =6
2x1+ x2+3x3>2 2xy+ Xz + 3x3' - 3x3"’ -ha+a,=2
x1, x2 2 0; x35s.r.s. X1, Xz, x3', x3'", hy, ha, 8120

—_— ] "
X3 = X3 - X3
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Minimizar w = a;,

Basico X3 X3z X3’ x3'" hi ha a1 Solucion
hy ] 4 3 -3 1 0 0 6
ai 2 ] (3) -3 0 -1 ] 2
w 0 0 0 0 0 0 -3 0
W 2 ] 3 -3 0 -1 0 2
h -1 3 0 0 1 1 -1 4
x3' (2/3) 1/3 | -] 0 -1/3 1/3 2/3
w 0 0 0 0 0 0 -1 0
z -5 0 -] ] 0 0 0
z -13/3 7/3 0 0 0 ~1/3 2/3
hy 0 7/2 3/2 -3/2 ) ] Yo 5
X1 ] Va 3/2 ( -3/2 0 - ]
z* 0 9/2 13/2 -13/2 0 -5/2 5

Como se puede observar, todos los valores de la columna pivote son negativos.
Ast es que la solucidn es no acotada, es decir, el valor de la funcién objetivo
puede ir creciendo indefinidamente.

(1,0,0,0, 5, 0)

x*

z*

5

7. Maximizar z = 3xy + 9xz
sujeto a
x1+ xz<% 1
X2 <-1 >
xzg = |
-x1+ 2xa < 1
%1, X220

Forma estandar:

X1+ Xz + h].
X2 -hz + aj,
-x1 + 2%z + hs
x1. Xz, hi, hz, h3, a1 20

n i
— — el
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Minimizar w = a,,

Bdsica X1 Xa hy ha hs aj; Solucion
hy, ] 1 ] 0 0 0 1
a1 0 1 0 -1 0 1 [
hs N (2) 0 0 ] 0 1
W 0 0 0 0 -1 c
W 0 ] 0 -1 0 0 I
h (3/2) 0 1 0 - 0 V4
a. Vo 0 0 -1 - ] Y
Xz -V i 0 0 Va 0 Vo
w Ya 0 0 -1 - 0 Va
X1, 1 0 2/3 1 -1/3 0 1/3
4y 0 0 -1/3 -1 -1/3 1 1/3
X2 0 1 1/3 0 1/3 0 2/3
W 0 0 -1/3 -1 -1/3 0 1/3

Como no se llegd al punto 6ptimo en el que w* = 0, entonces se puede concluir
que existe una inconsistencia en el problema, es decir, no existe una solucidn
factible.

8.  Maximizar z = 4x1 + 3x; Forma estandar:
sujeto @

2x,+ xz > 10 2x1+ xaz-hy+ a =10

“3xyt+t2%x2 < 6 -3xy + 2xz + hza = 6

X1+ xz22 8 X1+ xa -hs3+az = 8

x1, X220 X1, Xz, hy, ha, ha, a1, az =0
Minimizar w = a3 + az
Basica X1 Xa ha ha h; ai az Solucion

ay {2) ] -1 0 0 1 0 10
ha -3 2 0 1 0 0 0 6
az 1 1 0 0 -1 0 } 8
w 0 0 0 0 0 -1 -1 0]
W 3 2 -1 0 -1 0 18
X1 ] Y2 -Ya 0 0 Yo 0 5
hs 0 7/2 -3/2 ] 0 3/2 0 2]
az 0 7 L»nY 0 -1 Y 1 3
W 0 e ve 0 -1 -3/2 0 3
X1 1 1 0 0 -2 0 i 1
hz 0 5 0 ] ( -3 ) 0 3 30
hs 0 ! ] 0 -2 -1 2 6
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hod 0 0 0 0 0 -1 -1 0
z -4 -3 0 0 0 0
z 0 1 0 0 -8 44

Como podemos observar todos los valores de la columna de la variable que

enfra son no positivos, por lo que concluimos que el espacio de solucio
factibles es no acetado.
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TEORIA DE DUALIDAD

La teoria de dualidad incorpora gran riqueza a la programacion lineal; la mejor
forma de introducir la definicién de un problema dual es mediante un ejemplo.
Dado un problema de programacion lineal, se define su dual como

Max z = 5xy + éxz MIn w = Sy1 + 3y;
suleto a sujeto a
x1+ 2%xa <5 yi- ya2>3
%3+ Sue <3 2yy+Syaz 6
x1, xz2 20 vi y220

El diagrama que sigue ilustra que el problema dual se obtiene simétricamente del
problema primal. {5, Cap. 5}

Tab/z 3-1 Tabla primal dual para PL [5, Cap. 5]

“a) Caso generol

i Problema primal
(Coeficiente de) Lado
- X1 X2 .. xn | derecho

| m ¥1 )& &1 ... @ain < by c

| L Yz | @ey @2z ... Qgn < bga :8

| £ :

B N=
= '8 O —
© = -~ 00D
o O 0 > N
& S O3 £
£ = Yo |@nl Anz .. Ape < bn o QL
Q T O3
© =

= o} @

& o £ O

Ee) Q) o

o9 Ci €2 ... Cn ¢

S0 Q

G O

Coeficientes de la funcidn
objetivo
{Maximizar)

Ahora se atenderd la determinacion de los elementos restantes del problema
dual: el senfido de la optimizacidn, el tipo de restricciones y el signo de las
variables duales. Esta informacion se presenta en la tabla 3-2 para los tipos de
maximizacion y minimizacion de la forma estandar.
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Tabla 3-2 [5, Cap. 5]

B Minimizacion Maximizacion
>0 < -
Q
k¢ &
e} 0
o <0 2 o
e . =
> Irrestrictas {srs) o
- o
> >0
i
= &
Q9 2
o < <0 9
| -
5 9
q') »
& = Irrestrictas (srs)

Resumen de las relaciones primal-dual [4, Cap. 6]

Se dara un resumen seguido de un ejemplo de estas importantes relaciones entre
los problemas primal y dual.

Propiedad de dualidad débil: si x es una solucidn factible para el problema
primal y y es una sotucion factible para el problema duat, entonces

Cx < yb

Propiedad de dualidad fuerte: si x* es una solucidbn éptima para el
problema primal y y* es una solucidn optima para el problema dual,
entonces

cx* = y*b

Ejemplo

Max z = 5x1 + éxz
sujeto a
%1+ 2%z + hy <5
- X1 + 5%z +hz<3
X1, Xa, hi, h; 20
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Solucion del primal por el método simplex

Bdsica X1 Xz h1 hz Solucion

hy 1 2 ] 0 ] 5
ha -] (5) 0 L 3
z -5 -6 0 0 0
hy L7/5) 0 ] -2/5 19/5
Xa -1/5 ] 0 1/5 3/5
z -31/5 0 0 6/5 18/5
X3 1 0 5/7 217 19/7
Xa 0] 1 1/7 1/7 877
z* 0 Q 31/7 4f7 1 43/7

x* = (19/7, 8/7)

z* = 143/7

Anglizando la solucion siméirica que da la tabla del método simplex al problema
dudl, tenemos que:

Dada la solucion del problema primal, xi. = 19/7 vy xz = 8/7
19/7 +2{8/7)=35/7=5=5
-19/7 +5(8/7)=21/7=3=3

Como se cumplen estrictamente la primera y segunda restricciones, no podemos
decir nada acerca de yi nide ya.

Ahora, como xi > 0y x2 > 0, podemos concluir que las restricciones del dual se
cumplen, es decir, se da la igualdad. Por lo que ahora se puede resolver el
sistema de ecuaciones del problema dual.

Yi - yz = 5
2y1 + 5y:-_' =4
ya = -4/7
yi1=31/7
Por lo que
y* = {31/7,-4(7)

w* = 5(31/7) + 3(-4/7) = 155/7 - 12/7 = 143/7

Se puede observar que ombas soluciones son dptimas, por io que se da lo
igualdad z* = w*

Asi, estas dos propiedades implican que cx < yb para soluciones factibles si una

o ambas son no optimas para sus problemas respectivos, mientras que la iguaidad
se cumple cuando ambas son optimas.
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Propiedad de holguras complementarias: el método simplex identifica
simultdneamente una solucién éptima factible, x, para el problema primal
y una solucidon complementaria, y- para el problema dudl (que se
encuentra en el rengldn 0, como los coeficientes de las variables de
holgura), en donde

cx = yb

Six no es dptima para el problema primal, entonces y no es factible para el
problema dual,

Propiedad de holguras complementarias optimas: ol final de cada
iteracion, el método simplex identifica simultdneamente una solucidn
Optima x* para el problema primal y una solucién éptima complementaria
y* para el problema dual (que se encuentra en el renglén 0 como los
coeficientes de la variables de holgura), en donde

cx = yb
Ejemplo
Max z = x3 + 2xz + 3x3 Min w = 15y; + 10y2 + 20 y3
sujeto a sujeto a
X1+xa+ xa+ xy=15 yi-2ya+t dyy > 1
“2x1+ xz+5x%x3 - x4y =10 yit oyt y3x=2
4%y, + Xa- 3x3+ 3xy =20 y1+ Sy2-3y3=>3
X1, Xz, X3, Xy 2 0 vi- ya+3y:=0
Y1 ya. yasIs
Bdsica | xi Xz X3 Xy ay az a; | Solucién
ay 1 i 1 1 0 0 15
az -2 (1) 5 -1 0 1 0 10
ajz 4 ] -3 3 0 0 ] 20
w3 3 3 3 0 0 0 45
ay (3) 0 -4 2 1 -] 0 5
X2 -2 ] 5 - 0 ] 0 10
a3 6 0 8 4 0 -1 ] 10
W 9 0 -12 6 0 -3 0 15
X1 ] 0 -4/3 2/3 1/3 -1/3 0 5/3
Xa 0 ] 7/3 1/3 2/3 1/3 0 40/3
a3 0 8] 0 - 0 -2 1 ] 0
w* 0 0 0 0 -3 0 0 0

Se puede observar que algunas variables no bdsicas tienen como coeficiente 0,
lo que implica gue la solucidn es degenerada; llegamos a la solucién del
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problema inicial que era Min w = a1 + az + a3, con w* = 0 pero a, = 0 por o gue el
problema es no factible o inconsistente.
Cuando esto sucede, la solucidn del problema dual no tiene solucion éptima.

Propiedad de simetria: una propiedad esencial de la dualidad en
programacion lineal es que (P*)* = P. Una consecuencia de esto es que se
puede hablar de un “par de problemas duales” sin que haya distincion
entre el problema primal y su problema dual.

Ejemplo
(P) Min w = 3y, + 4ya (P*) Max z=4x; + 18x; (PY* Minw = 3y, + 4ya
sujeto a sujeto a suvjeto a
yit yz< 4 x1+2xa<3 yit+ yas 4
2y, +3y=2218 x3+3x2<4 2y + 3y2= 18

y1 ¥220 x1#0, %2z 0 v, ya 2 0

Asi, todas las propiedades antericres se cumplen sin importar cudl de los dos
problemas se etiqueta como problema primal. En consecuencia. el método
simplex se puede aplicar a cuaiguiera de [0s dos problemas e identificard al
mismo tfiempo 1as soluciones complementarias para el otro problema.

Haosta aqui se han estudiado las relaciones entre las soluciones factibies u
optimas para el problema primal y las soluciones comespondientes para el
problema dual. Sin embargo, es posible que el problema primal (o el dual] no
tenga soluciones factibles © bien tenga soluciones factibles pero no una solucion
optima (debido a que la funcion objetivo no esté acotada). La ditima propiedad
resume Ias relaciones primal-dual bajo todas estas posibilidades.

Teorema de dualidad [4, Cap. 6]: Las siguientes son ias Unicas relaciones
posibles entre 1o0s problemas primaol y dual.

1. 5 un problema tiene soluciones factibles y una funcion objetivo
acotada {y por lo tanto tiene una solucién optima). entonces ocumre 1o
mismo para el ofro problema, de manera que se aplican tanto la
propiedad de dualidad débil como la propiedad de dualidad fuerte.

2. Si uno de los problemas tiene soluciones factibles y una funcién
objefivo no acotada [y por lo tanto no fiene una solucidén éptima),
entonces el ofro problema no tiene soluciones factibles.

3. Si un problema no . tiene soluciones factibles, entonces el otro
problema no fiene soluciones factibles o bien la funcién objetivo es no
acotada.

Los ejercicios que siguen estan disefados para ilustrar el uso de estas regias.
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Ejercicios
1. (P) Max z = 5x3 + 5xp (D) Minw = 12yy + 10yz
sujeto a sujeto @
4%y, + 2xz< 12 4yit+4ya 25
4x,+ x2<10 2yi+ ya25
x1, Xz, =20 yi yvz=0

Solucién del primal por el método simplex

Bdsica | X1 X2 hy ha Solucion
hy ] 4 2 1 0 12
ha (4) ! 0 1 10
2 -5 -5 0 0 0
hy 0 (1) ] -1 2
X1 ] Vi 0 e 5/2
2 0 -15/4 0 54 | 25/2
xa 0 ] ] -1 2
X1 1 0 Vi { %) 2
B 2 0 0 15/4 -5/2 20
X3z 2 ] Va ¢ o)
 he 2 Q Vs ] 4
z 5 0 5/2 0 30
x* = {0, é)
z*=30

4(0) +2(6) = 12 =12, no se puede decir nada acerca de ya.
4{0) + 6 = 6 <10, como se cumple la segunda restriccion entonces yz.= 0.

x120, x2>0,y2=0

La primera restriccion es una desiguaidad por ser xi = 0. Entonces, con yz =
tenemos de la segunda restriccion que:

Y1~ 5/2
La solucion del problema dual es

y* = (5/2. 0)
w* = 12(5/2) + 10(0} = 30

Teoria de dualidad
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Como se puede observar existe x* Yy y*. que son las soluciones oplimas de sus
problemas primal y dual respectivamente, por io que se hegd a la solucidn optima

z* = w,

2. (P) Mox z = -5x1 + 2xe (D) Min w = -3y, + 5y
suieto a suieto @
-x1+ xp<-3 Vit 2y 2-5
2x1+ 3xa € 5 yi +3y2>2
x1, X2 =20 yi.yz20
Xz Yz
A A u=10 =15
2
LN

213

\>"

¥1
X1

52 / 5

=572

W

Grafica del problema primal Grafica del problema dual

Como podemos darmos cuenta el problema primal tiene regién de soluciones
vacia, esto implica el problema duat tenga una funcidn objetivo no acolada.

3. (P) Min z = éx1 + 3xa (D) Max w = 2y3 + Syz
sujeto a sujeto a
bx1y-3xz+ x3 = 2 ' dyr1+ 3y <4
3xp+4xz+ x32 5 -3y1+ 4y <3
X1, Xa, x320 vit va<O0
yi ya=0
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Solucidn del dual por el método simplex

Bdsica V1 vz hy ha h3 Solucion
hy é 3 ] 0 0 6
hz -3 4 0 ! 0 3
h3 1 1 0 0 0 0
2 -2 -5 0 0 0
hy (27/4) 0 ] ¥ 21/4
ye A 1 0 Ve Y
z -23/4 0 Q 5/4 15/4
Y1 1 0 4727 -1/9 7/9
y2 0 1 1/9 1/6 4/3
2 0 0 23/27 11/18 74/9

Como se puede ver el problema duail tiene una solucidn degenerada porque la

ecuacion 3 pasa por {0, 0).

4. (P} Max z = 5x1 + éxa

(D) Min w = 5y + 3ya

(D) Min w = 5y1 - 3y;’

sujeto a sujeto @ sujeto a
Xx1+2x2 <5 yi - ya =5 yi+t ya 25
-x1+5xz =2 3 2y + S5yz 26 yi+ ya <5
Xy SIS y1 30, ya <0; 2y - Sya' 2 6
xaz 0 ya' =-ya, vz 20 vi30 ya' 20
Solucion del dual por el método simplex
Bdsica Y1 ya' hy ha h3 a a8z | Solucidn

ax ] ] -1 0 0 i 0 S
ha ] 1 0 1 0 0 0 )
az 2 -5 0 0 -1 0 ] 6
w’ 0 0 0 0 0 -1 -1 0
W’ 3 -4 -1 0 -1 Q 0 11
ay 0 (72} A 0 % 1 Y 2
ha 0 7/2 0 1 Yo 0 -V 2
Y1 ] -5/2 0 0 Vo W b7 3
W’ 0 7/2 -1 0 Y 0 -3/2 2
ya' 0 ] -2/7 0 1/7 2/7 -1/7 417
ha 0 0 (1Y 1 0 -1 0 0
Y1 ] 0 -5/7 0 -1/7 5/7 1/7 31/7
w? 0 0 0 0 0 -1 -1 0
W -5 3 0 0 0 0
w* 0 0 -19/7 0 -8/7 143/7
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Entonces concluimos que fa solucidn del problemao dual es:
y* = (31/7.-4/7), donde yy*=31/7; ya' = 4/7 P ya* = -4/7
w* = 5(31/7) - 3(4/7} = 155/7 - 12/7 = 143/7

Solucién grafica para el problema primal

x* = (19/7, 8/7)

A
2 Z\
512 1 z* = 14377

35

> A
3 \ 5
xy + 2x= 5 xa*= 8/7 z2* =5(19/7) + 6(8/7)
X1+ 5xo= 3 x ¥= 19/7 2* =95/7 + 48/7
2" =143/7
k. (P) Minz=3x;+4xa+6><3 (D) Max z = 10y1
sujeto a sujeto @
x3+x2210 y1<3
x1. x320 yi>4
x2<0 vi<é
y120

1 2 3

A e ﬁé—

va Gréfica del problema dual

V
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Como se puede observar el problema dual fiene region de soluciones vacia, 1o

que implica que el problema primai tenga funcidn objetivo no acotada o sea no
factible.

6. (P) Max z = x3 + 2xz (D) Min w = -2y + 4y
suieto ¢ sujeto a
D A - -y1+4y32 ]
4x1,+ x2< 4 yit yz 22
Xy, X220 vi, y220
Xe yz
A Pt

X3

Vi

v
Vv

Como podemos observar el problema primal tiene una regidon de soluciones
vacia, entonces se observa que el problema dual tiene una funcién objetive no
acotada.

7. (P) Min z = -x3 - 3xz ' (D) Max w=2y1 + dya
sujeto a sujeto a
X1+ 2xp<2 yi - yz<-]
X1+ xz<4 2y1+ y2<-3
xy, xz2 20 yi y2<0
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-
/ ¢ =2
2v=0
Max w = 2y1 + 4y;
sujeto @
yi - ya<-]
2yit ya<-3
vi. y2 <0
Y1 = -y
ya' =-yz
yi'. ya' 20
3
»

/[

/

Teoria de dualidad

X1

Grafica del probiema primal
Sotucion factible no acotada

Max w = -2y1' - 4ya’

sujeto a
-yt oye <]
2yi - y2' <£-3
yi'. y2' 20

Grafica del problema dual
Espacio de soluciones vacia
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8. Max z = 6x; + 8xz Min w = 20y, + 10yz
sujeto g sujeto @
Sx3 + 2x2 < 20 Syi+ yazé
x1 +2x2<10 2y1+2ya > 8
x1, Xz 20 yi, y220

Solucién del primal por el método simplex

Basica X3 X2 hy ha Solucion
ha 5 2 ] 0 20
. he | ! (2) 0 ] 10
N 8 0 0 0
ha (4) 0 ! -1 10
xe e 1 0 e | 5
z 2 0 0 4 40
X3 ! 0 1/4 -1/4 5/2
Xz 0 ] -1/8 5/8 15/4
z* 0] 0 Vo 7/2 45
X],* = 5/2
xz* = 15/4
2* = 6(5/2) + 8(15/4)
z* = 45
yit =¥
ya* =7/2
w* = 20{1/2) + 10(7/2)
w* = 45
|
|
\
|
\
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EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

En esta seccion se presenta un tipo particularmente importante de problema de
programacion lineal, llamado el problema de transporte; recibe este nombre
debido a que muchas de sus aplicaciones involucran determinar un plan de
costo minimo para transportar una mercancia desde varas fuentes a varios
destinos.

El problema de transporte es bdsicamente un programa lineal que se puede
resolver a fravés del método simplex regular. Sin embargo, su estructura especial
hace posible el desarrollo de un procedimiento de solucion, conocido como
técnica de transporte.

Definicién y aplicacién del problema de transporte [5, Cap. 6]

En un sentido estricto, el problema de transporte busca determinar un plan de
fransporie de una mercancia de varias fuentes a varios destinos. Entre los datos
del modelo se cuentan

1. Nivel de oferta en cada fuente y ta cantidad de la demanda en cada destino.
2. B costo de transporte unifario de la mercancia de cada fuente a cada
destino.

La figura 5-1 representa el problema de transporte como una red con m fuentes
y ndestinos. Una fuente o un destino estd representado por un nodo. El arco que
une uvna fuente y un destino representa la ruta por la cual se fransporta ia
mercancia. La cantidad de la oferta en la fuente i es a; y la demanda en e
destino jes b;. El costo de transporte unitario entre lo fuente i y el destino jes
Cij

Fuentes Destinos
Cij: Xil
a, —P 1 1 —P b,
Unidades > > Unidades
deoferta o 2 > 2 b de demanda
ds __"_" m Cun . Xan n _"+ ba
Figura 5-1
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Podemos decir que Ia sumao de los envios desde una fuente no puede ser
mayor que su oferta; y también se requiere que la suma de los envios g un destino
satisfaga su demanda.

Ejemplo 5.1 Jarritos, S.A.

Janitos, S.A. tiene plantas en el D.F., Monterrey y Guadalgjara. Sus principates
centros ge distribucion estdn ubicados en Verocruz y La Paz. Las capacidades de
las tres plantas durante el timestre préoximo son de 1, 000, 1, 500, y 1, 200 cajas de
refrescos. Las demandas trimestrales en los dos centros de distribucidn son de
2. 300 vy 1, 400 cajas. El costo de fransporte de una caja de refrescos por tren es
aproximadamente de 8 centavos por milla. & diagrama de Ia distancia recormrida
entre las plantas y los centros de distribucion es el siguiente:

vVeracruz La Paz
D.F. 1 000 2690
Montemrrey 1250 1350
Guadalajara 1275 850

Bl diagrama de la distancia de recomdo puede traduciise en costo por cada
caja de refrescos a razén de 8 centavos por milla recomda. Esto produce 10s
costos siguientes (redondeados @ nimeros enteros), que representan a c¢;; del
modelo original:

Veracruz La Paz
(1) {2)
D.F. (1) 80 215
Monterrey {2) 100 108
Guadalajara (3} 102 ] 68

Se utiliza una tabla de transporte para representar el modelo de transporte.

Tabla 5-1
Desfinos
Veracruz La Paz Oferta
1
( D.F. (1) 80 215 1000
X313 X312
Fuentes Monterrey {2} | 100 108 1500
X2 Xz2
Guodaigiara (3 | 102 o L8 | 1200
3
Demanda 2300 1400
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Esta es una forma de matriz donde sus renglones representan las fuentes y sus
coiumnas el destino. Los elementos de costo ¢;; se resumen en la esquina noreste
de la celda de la matriz (1, j). Por lo tanto, el modelo de Jonitos, S.A. se puede
resumir como se ilustra en la tabla 5-1.

Técnica de transporte (Método de la esquina noroeste) [5, Cap. 6]

Los pasos basicos de la técnica de transporte son:

Paso 1: determinese una solucion factible inicial.

Paso 2: determinese la variable que entra, que se elige entre ias variables no
basicas. Si todas estas variables satisfacen la condicién de optimidad (del
método simplex), deténgase: de lo contrario, dirfijase al paso 3.

Paso 3: determinese la variable que sale (mediante el uso de la condicidon de
factibiidad) de entre las variables de la solucidén bdsica actual; después
obténgase la nueva solucidn bdsica. Regrese al paso 2.

Cuando se utiliza la tabla de transporte, una solucién factible bdsica inicial se

puede obtener facil y directamente. Para este fin se presenta el procedimiento
conocido como la regla de esquina noroeste, aplicada al ejemplo de Jarritos, S.A.

Tabla 5-2
Destino
] 2 Oferta
: | 80 215 1000
Fuente g X12
5 ) 100 ) 108 1500
21 f=/=4
3 102 | [ 48 1200
X331 X32 |
Demanda 2300 1400

1. x1; = 1000, como se agota la oferta se tacha el renglon 1. Falta satisfacer
una demanda de 1300 unidades en la columna 1.

2. xz; = 1300, como se satisface la demanda se tacha ta columna 1. La oferta
excedente es de 200 unidades en el renglén 2.
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3. xz2 =200, como se agota la oferta se tacha el renglén 2. Falta satisfacer
una demanda de 1200 unidades en la columna 2.
4. xz = 1200, como se safisface simultdneamente la demanda y se agota la

ofertq, sdlo se tacha el renglén 3 o la columna 2. Asi, sélo uno de los dos queda sin
tachary el proceso llega a su fin,

La solucidn bdsica inicial resultante se presenta en la tabla 5-3. Las variables
basicas son x;;= 1000, xz; = 1300, xz2= 200y x32= 1200. Las variables restantes son
no bdasicas. El costo del fransporte asociado es

1000 * 80 + 1300 * 100 + 200 * 108 + 1200 * 68 = $ 313, 200.

Tabla 5-3
1 2
] 1000 ] 1000
2 1300 200 1500
3 1200 1200
2300 1400

Oftra forma para representar este problema de transporte es de la siguiente
manera:

B0
1000 DF. 1000 z* = 1000*80 + 1300*100 +
215 200*108 + 1200*48
1300 v 2300 = $313,200
1500 M
108
o LP | 00
. 102
1200 G 1200
)
Ejemplo 5-2

Tres refinertas con capacidades diarias mdaximas de 15, 25 y 5 millones de
gasolina reparten a cuatro dreas de distribucion con demandas diarias de 5, 15,
15 y 10 millones de galones del combustible. La gasolina se transporta a las cuatro
dreas de distribucidon a través de una red de tuberia. El costo del fransporte se
calcula con base en la longitud de la tuberia aproximadamente a 1 centavo por
100 galones por kilometro recomido.
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Refineria

Area de distribucion

1
2
3

1 2 3 4
10 0 20 11
12 7 9 20
0 14 16 18

Resolviendo por el método de la esquina noroeste, tenemos como primer

solucion:
Tabla 5-4
1 2 3 4
1 s 10 | .o [0 | L 20 | NI
5 L2 |, L7 |4 e | o 2o ] 4,
5 o | |14 ] Ldse | o 18 ] o
5 15 15 10

Conuncostoinicialde 5* 10+ 10*0+5*7+15*9+5*20+5* 18 =410

Viéndolo de la ofra forma, tenemos que

15

15

10

Construcci6n de un ciclo {5, Cap. 6]

15

25

¥ =5*10+ 100 + 5*7 +
15*9 + 5*20 + 5*18

= 418

Este paso es equivalente a aplicar las condiciones de optimidad y factibilidad del
método simplex.
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Con el fin de determinar Ia razon minima, se construye un ciclo para Ia variable
actual que entra. El ciclo empieza y termina en una variable no bdsica
designada. Este consta de los segmentos sucesivos horizontales y verticales
(conectados) cuyos puntos extremos deben ser variables bdsicas. Se toman en
cuento los costos de todas las variables dentro del ciclo para obtener la variable
que entra.

Ci3—= 20—9 +7=18
cw=11-20+7=-2
ca3=12-7-10=-5
cu=-18+20-7-10=-15
c32=14-18+20-7=9

La tabla 5-5ilustra el ciclo para la variable que entra x3;, ya que fue con la que
mas se disminuyd el costo de tfransporte; cuando todos los ciclos son positivos, se
puede decir que se encontrd con la ruta optima. Este ciclo se puede definir en
términos de las variables basicas como xaz — X3y — Xay — Xaz —> Xi2 —> X133 ~> x31. ES
imelevante si el ciclo es en el senfido de las manecilias del reloj o en sentido
contrario.

Tabla 5-5
| 2 3 4
I 10 [ © T 20 | L]
] P a— *10 . 18
o e
12 I | 7 | 9 P20
2 5 15 5 25
e A )
| 0 | [ 14 | L 16 | | [ 18 |
3 X3i > 5 5
&b =]

La variable - que sale se selecciona de entre las variables de esquina de! cicto
gue disminuirdn cuando la variable que entra, xz;, aumente ariba del nivel cero.
Estas situaciones se indican en la tabla 5-5 a través de las variables contenidas en
el cuadro etiquetado con los signos de menos. De la tabla 5-5, x4, x22 v x1; son
las variables bdasicas que disminuirdn cuando aumente xs;. Después se selecciona
la variable que sale como la que tiene el valor mds pequeno, ya que serd la
primera en llegar al valor cero y cualquier disminucidn adicional ia volverd
negativa. En este ejempilo las tres variables negativas tienen el mismo valor (=5)
por lo que se puede escoger cualquiera de las tres como ia variable gue sale.
Supdngase que xzy se toma como la variable que sale; después se incrementa en
5 el valor de xz y los valores de las variables de esquina (bdsicas) se ajustan
segln este incremenio. La nueva solucion se presenta en la tabla 5-6. Su nuevo
costoesC*10+15*0+0*7+15*9+10*20+5* 0= $335.
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Este costo difiere del asociado con la solucién inicial de la fabio 5-4 en 410 -
335 = $75, que es igual al nimero de unidades asignadas a xs: (=5) por cz; (=15).

La solucidén bdsica de la tabla 5-6 es degenerada. ya que las variables bdsicas
X113 Y X2z son cero. Sin embargo, la degeneracion no requiere precauciones
especiales y las variables bdsicas cero se consideran como cualquier otra variable

basica positiva.

Tabia 5-6
! 2 3 4
| 0 10 15 | 0 20 11 15
5 L12 | o L7z | s Lo | 9 20| 5
3 5 0 I 14 ] 16 [ 18 5
]
5 15 15 10
Viendo esta iteracidn de la otra forma, tenemos
10
5 1 - 0
s 1 15 2Z*=0*10+ 50+ 15*0 +
0 0*7 + 15*2 + 10*20
15 2 ¢ = 335
7 s 2 25
15 3 9 5
2 10 3 5

Ahora se revisa la optimidad de 1a nueva solucion

L

calculando 10s nuevos costos.

c3220-9+7=18
ciy=11-20+7=-2
caa=12-7-10=-5
cz=14+10=24
c33=16-9+7+10=34
cw=18-20+7+10=15

bdsica de ia tabla 5-6

Como se puede observar la nueva varable entrante es x2; ya que es la que tiene
mayor costo negativo, con lo cual disminuye aun mas el costo de la iteracién

anterior.
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Tabla 5-7
] 2 3 4
10 0 20 1
1 0 «——— 15 -18| +2
o A ®
xz; | 12 ] 7 9 20
2 j , O 15 10
+5 | @ e
; : 0 14 16 | 18
24 24 -15 |
5 15 15 10

15

25

La tabla 5-8 muestra la variable que entra y o que sale como xiy y xa,
respectivamente. Al efectuar este cambio en la tabla 5-8, se obtiene la nueva
solucion de ta tabla 5-9. Como todos los costos ¢;; de la tabla 5-9 son positivos, se
ha llegado a la solucidn éptima.

Ahora se muestra la tercera iteracion que comesponde a la tabla 5-8.

10*7 + 15*9 + 10*1]

=315

15

25

12
. : z* = 0*12 + 5*0 + 5*0 +
0 1 15
15 2 0 10
7 2 25
15 3 13
’ I N 3 5
10 4 1
Tabla 5-8
N 1 2 3 4
10 0 20 X314 11
ui= 0 15 >
5] f o |-18 +2 | l ®
12 ] 7 9 ¢ 20
Ui = 7 0 0 15 10
+—g o
0 14 16 18
Uj='5 5
24 24 -15 B
5 15 15 10
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La solucidn dptima se resume como sigue. Enviense cinco unidades de (la
fuente} 1 a (el destino) 2a5*0=%$0, 10 unidadesde 1a4aq 10* 11 = $ 110, 10
unidades de 2 a2 a 10*7 =% 70, 15 unidades de 2 a 3 a 15*9=%135y 5
unidades de 3a 1 a 5* 0= $ 0. El costo fotal del transporte del problema es $ 315.

Tabla 5-9
vj——S V,_:—O V3—2 Vq——”
10 0 20 11
i= 0 5 10 15
-5 -18
12 7 9 20
ui= 7 0 10 15 > 25
0 14 16 18
ui=-95 5 5
-19 -19 -12
5 15 15 10

El método de la esquina noroeste que se ilustrd anterormente no produce
necesanamente una “buena” solucidn inicial para el modelo de transporte. A
continuacion se ilustra un procedimiento que determina la solucién inicial a través
de la seleccidn de las rutas "econdmicas” del modelo.

Método de costo minimo (casilla de costo minimo) [5, Cap. 6]

El procedimiento consiste en asignar el valor mds grande posibie a la variable con
el menor costo unitario de toda la tabla. [Los empates se rompen en forma
arbitraria). Se tacha el renglon o columna satisfecho. (Como en el método de Ia
esquina noroeste, st una columna y un renglon se satlisfacen de manera
simultanea, sélo uno puede tacharse). Después de ajustar Ia oferta y la demanda
de todos los renglones y columnas no tachados, se repite el proceso asignando el
valor mds grande posible a la variable con el costo unitario no tachado mds
pequefo. El procedimiento estd completo cuando queda exactamente un
renglon o bien una columna sin tachar.

El problema de transporte de la tabla 5-4 se utiliza una vez mads para ilustrar la
aplicacién del método de la casilla de costo minimo. La tabla 5-10 presenta Ia
solucidn inicial resultante. Los pasos de la solucidn son los siguientes, x;zy xz; son
las variables asociadas con los menores costos unitarios (ciz= ¢3; = 0). Rompiendo
el empate en torma arbitraria, se selecciona xz;. Las unidades de oferta y
demanda asociadas producen xs; = 5, lo que satisface la columna 1 y el rengldn
3. Tachando la columna 1, la oferta que queda en el renglon 3 es cero.
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Después, x;» tiene el menor costo unitario no tachado. Por lo tanto xz2= 15
satistace el renglén 1y la columna 2. Tachando el rengién 1, la demanda en o
columna 2 es cero. Y asi sucesivamente con el resto de las casillas.

El costo total asociado con esta solucidnes 15*0+0*7+15*9+ 10*20+5*0
+0 ™" 18 = $ 335. Ahora se analizaran los costos igual que en las tablas anteriores.

Tabla 5-10
] 2 3 4
. 10 . L0 20 1] .
2 L2 [l L7 |1 L9 | 0 20 |
5 : L0 [ 14 | 16 o [ 18 5
L__
5 15 15 10

ci1=10+14=24
¢c13=20-9+7=18
Cy=11-20+7=-2
cor=12-7+14=19
c72=14-18+20-7=9
C33= 16~9+7-14=0

La tabla resultante de que la variable x4, entre es

15

4

4
L1

0 [—20—25
! 8

()]

N

o
o ,— D
FNP

1

ConuncostodeS5*0+10*11+10*7+15*9+0*20+5*0=%315

Como se ve el método de la casilla de costo minimo es bastante rapido vy se llegd
a la soiucién con sdlo dos iteraciones.

Ejercicios

1. Se envian automaoviles en un camion de tres centros de distribucidn a cinco

distribuidores.
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El costo de envio estd basado en la distancia recomida entre las fuentes Y
destinos. La tabla que sigue hace un resumen de las distancias de recorido entre
los centros de distribucién y los distibuidores y también ias cifras mensuales de
oferta y demanda calculadas en nimeros de automaviles.

] 2 3 4 5
] 100 150 200 140 35 400
2 ] 50 70 60 65 80 200
3 40 20 100 150 130 150
100 200 150 160 140
Método de la casilia noroeste
Primera iteracion
] 2 3 4 S
I
1100 1190 | gq L1580 | 44 [ 200 140 L35 | an0
5 50 70 50 60 150 f 65 80 200
3 | 40 20 100 10 150 140 130 150
!
100 200 150 160 140

Costo total = 100*100 + 200*150 + 100*200 + 50*60 + 150*65 + 10*150 + 140*130 =

400

200

150

$92,450
100 100
100 1 > :
200
150
200 2 100
200
3 2
150 3
60 150
10
160 4 » 3
150
140 5 140

130
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Realizando las operaciones necesarias y desamrollando los ciclos, tenemos que:

€1¢ = 140-65+60-200 = -65

c1s = 35-130+150-65+60-200 = -150 {variable que entrq)

cz1 = 50-100+200-60 = 90
coe = 70-60+200-150 = 40
cz5 = 80-130+150-65 = 35

cz; = 40-150+65-60+200-100 = -5
c32 = ?0-150+65-60+200-100 = -5

€33 = 100-60+65-150 = -45

Segunda iteracion

—

2 3 4 5
: 100 L 100 200 150 200 | 140 100 | 35
) 50 S | 60 50 L85 80
5 | 40 | 90 100 | 110 L 150 40 130
|
100 200 150 1460 140

Coesto total = 100*100 + 200150 + 150*60 + 50*65 + 110*150 + 40*130 = § 77.450

100
100 1 — 100
00
150
200 2 100
150
150 3 60
50
110
160 4 »
15 200
140 5 40

130

Realizando las operaciones tenemos que:

¢33 = 200-60+65-150+130-35 = 150 -

ciy = 140-150+130-35 = 85

cz; = 50-65+150-130+35-100 = -60
czz = 70-65+150-130+35-150 = -90

czs = 80-130+150-65 = 35
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€3 = 40-100+35-130 = -155 (variable que entra)
c32= 90-130+35-150 = -155
c37= 100-60+65-150 = -45

Tercera iteracion

1 2 3 4 5
1 40 100 200 150 200 140 140 l 35
5 50 70 150 60 50 65 80
3 40 ] 40 90 100 110 150 130
100 200 150 160 140

Costo total = 60*100 + 200*150 + 150*60 + 50*65 + 40*40 + 110*50 = $ 71,250

100
100 e LY
1 400
40 200
150
200 2 140
150 2 200
150 3 60
30 40
0 il
16
4 - 10 3 150
150
140 5 35

Realizando las operaciones tenemos que:

c13= 200-60+65-150+40-100 = -5

civ = 140-150+40-100 = -70 (variable que entra)
cz; = 50-65+150-40 = 95

caz = 70-65+150-40+100-150 = 65

czs = 80-65+150-40+100-35 = 190

c32= 90-40+100-150 =0

c33= 100-150+65-60 = -45

czs = 130-40+100-35= 155
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Cuartaiteracion

1 2 3 4 5
—
! 100 200 150 200 40 140 140 { 35
2 50 70 150 60 50 {65 80
3 100 40 %0 100 50 150 130
100 200 150 160 140

Costo total = 200*150 + 60*40 + 140*35 + 150*40 + 50*65 + 100*40 = $ 67,050

100

! 1 400
200 2

2 200
150 3
140 50 100
160 4 > 50 150
150 — P 3

140 5 33

Realizando las operaciones tenemos que:

c31= 100-140+150-40 = 70

c13= 200-60+65-140 = 65

cz1= 50-65+150-40 = 95

cza= 70-65+140-150 = -5

cz5= 80-65+140-35= 120

c3z= 90-150+140-150 = -70 (variable que entra)
cz3= 100-150+65-60 = -45

cs= 130-35+140-150 = 85
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Quinta iteracion

1 2 3 4 o)
] [ 100 | 5o [ 150 200 | 110 (140 | 140 135 | 400
5 |50 | L 70 | 150 L60_| 5 [ 65 ] [ 80 | 200
[
3 | 100 40| o L 90 | 100 | 150 130 | 450
100 200 150 160 140

Costo total = 150*150 + 110*140 + 140*35 + 15060 + 50*65 + 100*40 + 50*90 = $
63,550

100 1
1 400
200 2
200
150 3 2
160
4 3 150

140 5 35

Realizando ias operaciones necesarias, tenemos que:

c13 = 100-150+90-40 =0

c13= 200-140+65-60 = 65

Cz; = 50-40+90-150+140-45 = 25

cz2 = 70-65+140-150 = -5 (variable que entra)
cz5= 80-35+140-65 =120

c37= 100-90+150-140+65-60 = 25

c7¢ = 150-140+150-90 = 70

c35= 150-35+150-90 = 175
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Sexta iteracion

1 2 3 4 S

Pl o0 ] e 150 [200 T 10 1749 ] 120 135 400
) [ 50 | o 70 | (g [ 60 L 65 | (80| ,00
3 | 100 L40 | g L 90 | [ 100 | 150 L 130_| ;g

100 200 150 160 140

Cosfo total = 100*150 + 160*140 + 140*35 + 50*70 + 15060 + 100*40 + 50*90 = $
63,300

100 1 0 100 ) “00
150 160
200 2 140
50 200
150 3 30 — 2
o 00

160 140}

4 50 3 150
140 5 35

Realizando las operaciones se da que:

ciz = 100-150+90-40=0
¢33 = 200-60+70-150 = 60
cz1 = 50-70+90-40 = 30
cay = 65-70+150-140 = 5
co5 = 80-70+150-35 = 125
c37 = 100-90+70-60 = 20
cz = 150-90+150-140 =70
cys = 150-90+150-35 = 175

Como todos los ¢i;> 0, ya no existe alguna variable no basica que disminuya el
costo del transporte, entonces el costo del tfransporte es de $63,300.

Para llegar a la solucién éptima tuvieron que pasar é ciclos, lo cual implica mucho
tiempo. Con el ofro método el trabagjo se simplifica.
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2. En el problema de transporte que sigue, la demanda total excede la oferia
total. Supdngase que los costos de penalizacion por unidad de demanda
insatfisfecha son 5, 3y 2 para los destinos 1. 2 y 3. Determinese la solucién éptima.

I 2 3
1 5 ] 7 10
2 6 4 6 80
3 3 2 5 15
75 20 50

Casilla de costo minimo

Antes de resolver el problema, se debe equilibrar aumentando una fuente para
satisfacer la demanda requerida.

1 2 3
1 5 1 7 10
2 6 4 é 80
3 3 2 5 15
4 5 3 2 40

~
L3y
(0]
o
o
o

Ahora si, con la tabla ya equilibrada se procede a resolver el problema.

1 2 3

: L5 1 e L1 ] L7 ] 1

2 70 6 | 4 0 L6 | g

3 s —3 | 9 2 L5 | s

4 5 L 3 | 4 L2 1 4
75 20 50

Costo total = 10*1 + 70*6 + 106 + 5*3 + 10*2 + 402 = $ 405
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75 > ! 10
70
3
3 10 2 30
20
2
10 3 15
50
40
I 4 40
Redalizando las operaciones
C12=5-1142-3=3
Ci3= 7-6+6-3+2-1 =5
Caz= 4-243-6 = -]
C33— 5-6+4-2 =
cyp= 5-2+4-6=3
Cya=3-2+6-4=3
1 2 3
| L 5 | 0 L1 Lz
s 60 u._4 10 4 10 L
3 s 3 | L2 L5
4 5 3 | 4 L2 |
75 20 50

Costo total = 10*1 + 60*6 + 10%4 + 10%6 + 15*3 + 40*2 = $ 595

75

20

50
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Se reglizan fas operaciones y

C13=51+4-4=2
Cci3=7-6+4-1=4
€32 = 2-3+6-4 =]
€377 5-6+6-3=2
Cy3=5-6+6-2=3
Cyz=34+4-2=3

Como se ve, todos los c;; > 0, enfonces se concluye que se ha encontfrado la
solucion dptima con un costo totai de $ 595.

3. Resolver el siguiente modelo.

1 2 3
] 1 2 6 7
2 0 4 2 12
3 3 1 5 1n
10 10 10
Casilla de costo minimo
1 2 3
: L] | 2 ; J é .
) o L0 4 o, L2 1
3 3 1 0 L7 ¢ s ] 4
10 10 10
Costo total = 7*6 + 10*0 + 2*2 + 10*1 + 1*5 =% 61
10 i { 7
10 2 2 12

10
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i3 = 1-6+2-0=-3

Ciz=2-1+56=0
Cez= 4-1+452=¢

€c11=35+20=0
[ 2 3
, L1 L2 ] % .
10 10 10
Costototal = 7*1 + 3* 0+ 9*2+ 10*1 + 1*5 =3 40
10 1 l - —» 7
0
10 2 1 3 2 12
9
2
10 3 © o 3 11
5 !
Se realizan las operaciones
Ciz= 2-1+5-240-1 =3
c13= 6-240-1 = 3
Coz= 4-2+5-1 =46
€y =3-5¥2-0=0
4. Resolver el siguiente modelo
) 2 3
] S 1 8 12
2 2 4 0 14
3 3 b 7 4
4 10 11
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Casilla de costo minimo

—

10

EF

2 { 3 L_,__Q_____ L4— 11
3 | 4 L3 | 16 |
9 10 1
1 12
2 14

Se redlizaron las operaciones necesarias para obtener

ci3=80+2-5=5
Coz= 4-1+45-2= 6
C3e = 6-3+2-4 = |
Cc33=7-0+t2-3=6

Ya que todas ias ci; > 0 el costo del fransporte total es $ 38.

5. Resolver este modelo a través de la técnica de transporte.

W N~
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Casilla de costo minimo

i
9 1 . 1 12
0
10 2 5 6 2 i4
3
4
11 3 } 3 4

Despues de los cdiculos efectuados, tenemos que:

i1 = 1-0+2-1 =2
C13= 2-3+2-0 =i
cz3= 3-4+3-1 =1
Cor=5-4+3-2=2

Como todos los c; 7 0. esta es la solucién dptima.
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TEORIA DE REDES

Una red consta de un conjunto de nodos conectados por arcos o aristas. Asociada a cada
arista se tiene un flujo de algun tipo. Por ejemplo, en una red de transporte, las ciudades
representan nodos y los caminos representan arislas, mientras que el trafico representa ei
flujo en las aristas.

Se puede observar que el modelo de transporte es sin duda uno de los muchos
problemas que se pueden representar y resolver como una red. Para mayor especificacion
se consideran los casos siguientes:

a. Determinacion del arbol de peso minimo de una grafica que representa varias rutas para
llegar a cualquier punto, no importando el lugar donde empecemos ni a donde
queramos llegar.

b. Diseno de una red de tuberia de gas natural mar adentro, que conecta fuentes del Golfo
de México con un punto de entrega en tierra, con el objetivo de minimizar el costo de
construccion del conducto.

¢. Determinacion de la capacidad anual maxima en toneladas de una red de conductos de
gasolina, que eniaza las gasolineras de la ciudad de Coatzacoalcos con las plantas
generadoras del estado de Tabasco.

Estos problemas tipo pueden resolverse a traveés de uno de fos siguientes algoritmos o
modelos:

1. Algoritmo de Kruskal (APM) (Algoritmo glotdn)

2. Algoritmo de Prim (APM)

3. Algoritmo de Bellman (Grafica sin ciclos dirigidos)

4. Algoritmo de Dijkstra {Graficas ciclicas)

5. Algoritmo de Ford y Fulkerson (Redes de flujo maximo)

Los casos citados tienen que ver con la determinacion de distancias y flujo de material en un

sentido literal. Existen muchas aplicaciones donde las variables del problema pueden
representar otras propiedades como flujo de dinero.
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Algoritmo de Kruskal (Algoritmo glotén)

Formar un orden en las aristas de la red (gréfica), a,, a,. ..., a, tal que
€C(a;)<C(844) i=1 .. m-
Paso O 1 i+t
m = |Al)

J =0k

l
©
,;ps

It
_e

Paso 1 j=J+1

Si A, U {a,} forma un ciclo, ir al paso 3; los empates se rompen arbitrariamente.
Si A, v {a,;} no forma un ciclo, entonces

Paso 2
Ac=Au {aj}
k=k+1
Paso 3 Snk:n—1,altp;5ke8elAPM
En caso contrario, ir al paso 1.
Ejercicios

En estos gjemplos hay muchos empates en los costos de las aristas, por lo que podemos
obtener diferentes soluciones, siendo todas APM; esto es consecuencia de la libertad que
da el Algontmo de Kruskal para ordenar las aristas.

1. Encontrar el APM en la siguiente red, por medio del método de Kruskal.

3

AC =1 : ra al APM

AB =2 Si

DG =3 St

FG=23 Si

AD =4 Si

CD =14 No entra porque completa un ciclo
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BC =5 NO
EG=5 Si
CE=7 No
CG=7 No
EF =8 No
AE = 10 No
CF =10 NO
A, = {AC, AB, DG, FG, AD, EG}
P=18
2. Encontrar el APM en la siguiente red.
C
71 16.2
191
E
13.2 83
237
17.2 19.5
P Q
52

PQ =52 Si entra al APM FP =172
CE =71 Si FQ = 18.1
CQ =823 Si EF = 19.1
CP =132 No EQ =195
CF =162 Si EP =257

A, = {PQ, CE, CQ, CF}
#A=n-1=4

P =368
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3. Sacar el APM

F 2

N
4 5
4 1
(4,5) =1 Si entra
(3,6) = 1 Si
1,2) =2 Si
(2,6) =2 Si
(25 =3 Si
(2,4) =4 No
(15)=5 No
(35 =5 No
(1,4) =6 No
(2,3) = 6 No
(5,6) =8 No

A= {45}, (3.6), (1.2), (2,6), (2,5}}
#A =n-1=5

P=9

4. Obtener el APM de

>
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AD =1 Si entra
BD=2 Si
AB =3 No
BC=23 S
AE =3 Si
CE=4 No
DE =5 No
CD=6 No

A, = {AD, BD, AB, BC, AE, CE, DE, CD}

P=9

5. Obtener el APM de

3
A
0

AG =10 Si entra
BE = 1 Si
DF =2 . Si
FG =3 Si
AC =3 Si
CB =5 Si
ED =6 No
Ch =7 No
BG =8 No
BF =8 No
A. = {AG, BE, DF, FG, AC, CB}
# Ak == n - - 6
P=14
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Algoritmo de Prim [5]

Paso G T, = {v,}. v, arbitrario
As = {D}
Vv,eT,
Paso 1 Si3 o & T, tal que ¢ (a;, v;) = {min [c (v, V;)]} = &,
asignar a v, la etiqueta v, o, 8,] e ir al paso 2.
Si no se puede encontrar, asignar a v, la etiqueta [0, «] e ir al paso 2.
Escoger v, * talque §,* = min {8,|v; ¢ T,}
Paso 2 T:S =T w {v,*} A = Ay u {(o;*, v, %)}
Si|T,| = nalto.
Si|T,| =niralpasc3
Vv;e T,yv; el (v;%) actualizar etiquetas:
Paso 3 Sid; >cC (v, v;*)=d; =cC (v, v;*
Sis; <c (v, v;*)iral paso 2.

Ejercicios

1. Obtener el APM

30

20
0
10
D E
]
15
A 10

15 20

50

30 30

30

.= {G, AF HDEBCJI
A, = {GA, AF, GH, AD, DE, DB, BC. FJ, HI}

#A,=n-1=9
P=128
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2. Obtener el APM de la siguiente red

1 5
4
4
5
T.=1{2 53,1, 4}
A, = {(25), (2,3), (1,3), (2.4)}
#A, =n-1=4
P=7
3. Obtener el APM de
3 2
1 3 5
1 4
5
g i ]
3 7 6 8 2
6 \2 / \
2 4 6
4 3
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4. Obtener el APM de

10
A F
2 S //
8 2
2 3
D
B G
6
3 4
5 )
E
/ \
C H
8

T,- {H.E.C.B DA G F}

A, = {HE, EC, EB, BD, DA, DG, GF}

P=15

Algoritmos de la ruta mas corta

Aqui se presentan dos algoritmos para encontrar la ruta mas corta en redes aciclicas y
ciclicas. Se dice que una red es aciclica si no contiene ciclos dirigidos; de otra manera, es
ciclica.

Algoritmo de Bellman (Graficas sin ciclos dirigidos) [1]

El algoritmo aciclico se basa en el usa de céleulos recursivos, que son la base de los

calculos de la programacion dindmica. Se resolverd un ejemplo numérico para poder
entender mejor este procedimiento.
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Ejemplo

Considerese la siguiente red. El nodo @ es el nodo inicial (fuente u origen) vy el nodo d es
el punto terminal (destino). Las distancias d,; entre los nodos i y j se indican directamente
sobre cada arista. Por ejemplo, d,, = 2. La red es aciclica porque no contiene ciclos
dingidos.

[2.9] 5 [7.2]

Sea
v, = la distancia mas corta entre el nodo 6 y el nodo j

donde vy = 0, por definicion. Los valores de v;, j = 2, ..., n, se calculan en forma recursiva
por medio de la férmula siguiente:

la distancia v; mas corta a un nodo 1 inmediatamente anterior

v, = min

r +
1

la distancia d,; entre el nodo actual j y su predecesor 1

= min

T v Ed)

La formula recursiva implica que la distancia mas corta v, al nodo j se puede determinar
s6lo después de que se calcula la distancia mas corta a cada nodo predecesor i enlazado

a j porun arco.

En la solucion final del modelo de la ruta mas corta no es suficiente determinar sélo la V;
del nodo j. En forma concurrente, se debe identificar también los nodos encontrados a lo
largo de la ruta. Para lograr esto se usa un procedimiento de etiquetado, gue asocia la
siguiente etiqueta al nodo j:

etiqueta del nodo j = [v,, n]

Teoria de redes 70




Compendio de ejercicios de investigacion de operaciones

donde n es el nodo que precede inmediatamente a j y que da fa distancia mas corta v;; 0
sea,

1
= U, +d,

Por definicion, |a etiqueta en el nodo 6 es [0,-], fo que indica que el nodo 8 es la fuente.

Los célculos proceden en etapas; cada etapa se identifica con un nodo distinto. La
siguiente tabla proporciona la secuencia de calculos que conducen a la solucidn final. Los
calculos también se pueden resumir en la red, como se muestra en la figura.

La ruta Optima se obtiene comenzando en el nodo d y procediendo hacia atras, a través
de los nodos, utilizando la informacion de las etiquetas. La siguiente secuencia muestra el

procedimiento:

(d->[135]1 -6 -T2l >o@—>(2.08]>0

Nodo j Calculo de v, Etiqueta
] Vg = 0 [O,‘]
2 Vo, =Up +dg, =0+ 2 =2 desde {2.6]
3 vV, =Up + do; =0+ 4 =4 desde 6 [4,0]
4 ve=min{u, + d, U, + dyy, Uy + Ty} (7.3]

=min {0+ 10,2 + 11,4 + 3} = 7, desde 3 ’
5 v, = min {u, + d,; U, + ds}t 7.2]
=min{2+ 5,7+ 8} =7 desde?2 '
5 Ve = MiN {U; + Jge, Uy + s} [5.3]
=min{4+ 1,7+ 7} =05, desde 3 '
Vg = MiN {Ug + Ugq, Ug + Ty}
d =min{7 +6,5+9} =13 desde5 [13.5]

El algoritmo proporciona la distancia méas corta entre el nodo 6 y cualquier otro nodo de la
red.
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Ejercicios

1. Obtenerla R+C de

3 -9
3 1
4
1
3
12
5 "4 8
2
6

S=1{0,1,2 23,5, 4, d)

T1(e) =0

(1) =0+3=3

N2 =0+5=5

[1(3) = min {(5-4), (12+0), (4+3)}
I1(3) = 1

[1(5) = min {(8+41), (6+5}}

T(s) =9

[1(4) = min {(3-9), (1-5)}

I1(4) = -6

[1(d) = min {{6-6), (3+1), (7+9)}
[I(d)y =0

A={(01).062),(23), 35 (14, 4d}

2. Encontrarta BR+C de

19
28 26
12 14 16 13
> » >
1 12 2 19 3 B3
Ny 2 )
&
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S={1,23 4 5}

A={(12),(1,3), (1.4, (3.5}

3. Obtenerla R+C de

[16.4]

[9. 8]
2
6
17.3]
9 5
3
[54] 2 5 [12,5]
>
e‘ p 3 d
5
[7.4]
4 3 12
6
4 5
S—=1{6,42 35, 6,d}
A= {(8,4), 6,2, (4, 3), (35), (4,6), (5.0)-
4. Determinaria R+C de
%1 S [12.3]
2 > 4
4 4
7 4 3
[0y-] [11,2]
1 8 5
; 7
10 3
4 1
3 | 6
[10,1] - 13,3}

S={12235467}

A= {(1.2), (1.3). (2.5), (3,4), (3.6}, (4.7)}
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5. Obtener la R+C en la siguiente red, del nodo 4 al nodo 10.

3
1 —» 2
/ [N 4
(d) ”/%] \/
4 2 9
< 3 »
5
5
5 3
8
6 8
[7.8]) 2 [5.9] 1 (4. 8]

Algoritmo de Dijkstra (Graficas ciclicas) [1]

El algoritmo ciclico difiere del algoritmo aciclico en &l sentido gue permite tantas
oportunidades como sean necesarias para reevaluar un nodo, ya que de acuerdo con las
reglas del algoritmo aciclico se necesita que se calcule la u; de todos los nodos que llegan
al nodo j antes de que se pueda evaluar v,. Cuando resulta evidente que se ha alcanzado
fa distancia mas corta a un nodo, éste se excluye de cualquier consideracion posterior. El
proceso termina cuando se ha evaluado el nodo destino.

El algoritmo ciclico usa dos tipos de etiquetas: temporal y permanente. Ambas etiquetas
utitizar el mismo formato que en el algoritmo aciclico, esto es, [d, ], donde d es la distancia
mas corta. disponible hasta el momento, para un nodo corriente y nn es el nodo inmediato
precedente al cual la distancia es igual a d. El algoritmo comienza con el nodo fuente que
lleva la etiqueta permanente [0, -]. Luego, consideramos todos los nodos que se pueden
alcanzar directamente desde el nodo fuente y determinamos sus etiquetas asociadas. Las
etiquetas recien creadas se designan como femporales. La siguiente etiqueta permanente
se selecciona como aquella, de entre todas las etiquetas temporales corrientes, que tenga ia
menor d en la etiqueta [d, n] (los empates se rompen arbitrariamente). EI proceso se repite
para el ultimo nodo que se ha designado permanente. En tal caso, una etiqueta temporal de
un nodo se puede cambiar solo $i la nueva etiqueta da una distancia @ menor.

Se aplica este procedimiento a la siguiente red. Una hipotesis basica del algoritmo es que
todas las distancias en la red son no negativas.
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100

o
]

20 4

50

fteracion O: el nodo 1 lleva la etiqueta permanente [0, -].

fteracion 1 : los nodos 2 y 3, que se pueden alcanzar directamente desde el nodo 1 (el
ltimo nodo rotutado permanentemente), llevan ahora las etiquetas temporales [0 + 100, 1]y
[C + 30, 1], respectivamente.

Entre las etiquetas temporales corrientes, el nodo 3 tiene la menor distancia d = 30 (=
min {1C0, 30}). Asi el nodo 3 esta etiquetado permanentemente.

lteracion 2 : los nodos 4 y 5 se pueden alcanzar desde el Ultimo nodo rotulado
permanentemente (nodo 3) y sus etiquetas temporales son [30 + 10, 3] y [30 + 60, 3] {0
bien [40, 3] y [90, 3]), respectivamente. £n este punto tenemaos las 3 etiquetas temporales
[100, 1], [40, 3] y [90, 3] asociadas con los nodos, 2, 4 y 5, respectivamente. El nodo 4
etiguetado temporalmente tiene la menor d = 40 (= min {100, 40, 90}) y, por consiguiente,
su etiqueta [40, 3] se convierte a un estado permanente.

fteracion 3 : Del nodo cuatro rotulamos ahora el nodo 2 con la etiqueta termporal [40 + 15,
4] = [55, 4], que reempiaza a la etigueta temporal anterior [100, 1]. A continuacion el nodo 5
se etiqueta temporalmente con [40 + 50, 4] = [90, 4]. Las etiquetas temporales incluyen
ahora a [55, 4] y [90, 4] asociadas con los nodos 2 y 5, respectivamente. Rotulamos
entonces al nodo 2 en forma permanente con la etiqueta [55, 4).

El Unico nodo restante es el nodo destino 5, que convierte su etigueta [90, 4] a una
etiqueta permanente, con lo que se termina el procedimiento.

Los pasos de cdicuio anteriores se resumen graficamente en la siguiente red. Se observa
que los calcutos se basan en el concepto de recursién empleado en el algoritmo aciclico. La
diferencia principat entre los dos algoritmos estriba en que un nodo en el algoritmo ciclico
puede etiguetarse (temporalmente) sin tener en cuenta que todos los nodos que llegan
directamente a él se hayan o no etiquetado.
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Ejercicios

1. ObtenerlaR+C de

[55,4}

7100
[40.3]
20
30
(50.4]
L 4 [90.3]
3 5
[30.1
[2.1] 4 (64)
2 Ll
2
| 3 8
6
\ 4 h 4
3 6
1
(5.4} 16,31
v &v) P
Primera
! [0-] iteracion
Segunda
2 (2.1] iteracion
, ) Cuarta
3 (5 15:2; [5.4] iteracion
Tercera
4 [4.2] iteraciéon
5 162} [6.4] Sexta iteracion
B (6,3] Quinta iteracion
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2. Encontrar la R + C de uno a otro vértice.

—»

4

6

3

2
v &(v) P
1 [0,-] Primera iteracion
2 (-1.1) Segunda

iteracion

3 [3.2] Cuarta iteracion
4 [2.1] Tercera iteracion
5 {5-41; [3,6) Sexta iteracion
6 e+ 1.3 Quinta iteracion

3. Encontrarla R + C de
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v £(v) P
’ 0.-] ‘angta
iteracion
2 [2.1] Segunda
iteracion
3 [4.4] Tercera
iteracion
4 [5,3] Quinta iteracion
5 B34 [8.4] Sexta iteracion
6 [11.2] Septima
iteracion
, Cuarta
7 84 [5.3] iteracion
4. EncontrariaR + C de
[5.2] 4 {8,10]
3 4

p| ©
[6.1] [0.2) [6,91
1 2
[1,6] [4.8] :
8 3 —p| 9
v &lv) P
Primera
1 10,-] ) -,
iteracion
Tercera
21 . .,
2 [2.1] iteracion
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3

e}

10

[5.2]
{93t [8.10]
[1.1]

{68} [0.2]
6,1

(6.1]
{1.6]
(4.8]
(6.9]

1

Septima
iteracion
Décima
iteracion
Segunda
fteracion
Cuarta
iteracion
Octava
iteracion
Quinta iteracién
Sexta iteracion
Novena
iteracion

Algoritmo de Ford y Fulkerson (Redes de flujo maximo) [1]

En esta parte se considera cuando se enlazan un nodo fuente y un nodo destino, a través de
una red de aristas o arcos de capacidad finita.

La idea basica del algoritmo de Ford y Fulkerson (flujc maximo) es encontrar una
trayectoria de flujo que conecte el nodo fuente con el nodo destino en forma tal, que la
capacidad de cada arista en esta trayectoria debe ser igua! a la capacidad minima, ¢*, de
todas las aristas que constituyen la trayectoria.

Para gue sea mas claro este proceso considérese la siguiente red.

10

20

30

10

40

20

30

20

Supdngase que con cada nodo j se asocia una etiqueta L(j) = (i, A;) conteniendo dos
piezas de informacién (capacidad y flujo).
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La segunda componente, A, en L(j) indica la cantidad de flujo que se puede enviar del
nodo j al nodo 1 a través de la red presente con capacidades dadas. La primera
componente, i+, en L(j) indica el nodo anterior en la cadena a lo largo de la cual se puede
cambiar el fiujo. St la primera componente en L(j) es i+, entonces se sumara el flujo al arco
(1. ), en caso contrario, si la primera componente es 1 -, entonces se restara el flujo del

arco {7, 1), El algoritmo de etiguetado se describe como sigue:

Paso tnicial
L(1) = (-, o)
L(2) = {1",20)
L(5) = (2°,20)
A =20
L,.(5)= (30,20)
L..{2)= (20,20)

)
)

Borrense todas las etiquetas, L(1) = (-,00)

L(3) = {(17,30)

L(5) = (3",20) 4

A =20

L,o(5)= (20,20) *20)
L,s(3)= (30,20) 5

(30,20

Borrense todas las etiquetas, L(1) = (-0}
L(3) = (1*,10)
L4} = (3",10)

L(5) = (4",10)
A=10

Lo(5)= (20.10)
Lio(4)= (10,10)
Loo(3)= (30,30)
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[37,10)

(20,10)
(HOLTD)
[4°.10]

20,20
{20,20) ‘\\ (20,20)

Borrense todas las etiquetas, L(31) = (-,%0)
L(4) = (17,10)

)

L(5) = (4',10)

A=10

L10(5): (20,20) [17.10}
Lio(4)= (10.10)

4
20,20
(10,10} ¢ ) ]
(10,10} (4710}
5
5
(30.30) 30,

(20,20)
(20.20)

Borre todas las etiquetas, L(1) = (-,o0); el proceso termina cuando ya no hay nodos por
etiquetar y en su caso cuando las aristas estan llenas, es decir, cuando estan saturadas sus
capacidades.

Cuando el algoritmo se detiene, se toma X como el conjunto de nodos etiquetados y X ©
como el conjunto de vertices no etiquetados.

(X, XY= {{x,y) |x € X, J € X } = cortadura minima.

rc(x., y) = capacidad de la cortadura minima = Flujo maximo.
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Entences la representacion grafica de la cortadura minima queda como:

4
0.2
8010) (10,10} (20.2)
) 5
5

: (30,30) (30,2

20420

{ ) £20,20)

2 40 3

C=({1}1{2.34.5})
v = 60
Ejercicios

1. Enunared de comunicacicnes de comando y control, un comandante esta localizado en
un node vy su subordinado en otro.
Con cada eslabon en la red se tiene asociado un valor (u,;) que mide el esfuerzo
requerido para romper el eslabén (1, j).
Encontrar et minimo esfuerzo requerido para bloquear todas las comunicaciones entre el
comandante y el subordinado.
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Después de todas las iteraciones posibles aqui representadas, tenemos que:

3 (8.3) @h
M 2 > 5 |
(6,3)
10 /
(3.3) &)

C 4 S
&4 (3:2)
(53 (€8 (2.2) 4 P
e (15,1) £5°3)
{auw)]
3 6
1,1
(D 85h
C=({C 3} {2 4,586, 5}
V=20
2. Encontrar el flujo maximo de 1 a 8 en la siguiente red
10
2 3
3
t 6 8
4
2
9

Después de realizar los calculo para el algoritmo de Ford y Fulkerson, tenemaos que:
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' (10,3) '
2
13
) B4
\{ITH
s
(4,4)
3 > 5
(5.4) N
4 B4

C=({1}1{2.3,4,56 7 8})

v =7

3. Encontrar el flujo maximo y cortadura minima del inicio al origen en la siguiente red.

2 5
4 2
5
6 3
1 4
8
3 7
3 6

La cortadura minima queda como:
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2y
B

C=1({1,3}.1{24,56,7.8 91}
v=13

4. Determinar la cortadura minima de:

2 4
12 3
3 10
1 4
1 4 7
3\'& 6
8
4 5
3 4
La cortadura minima es: B2
it
[.s)
2 (4.4)
H2:4) 24
(12,7 3.3)
’ B 5 (10,4)
Fs2
&) b 43 3y
1 [7 3.5 4 EXY 7| st
// \ H
(3.2) 6 tord]
&2
{4,4 5 {2y (8.6)
3 4,4) 34
B4
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CAPITULO SEIS: TEORIA DE JUEGOS

Solucién éptima de juegos de dos personas y suma cero [5, Cap. 12]

En la teoria de juegos, un oponente se designa como jugador. Cada jugador tiene un
nimero de elecciones finito o infinito, lamadas estrategias. Los resultados o pagos de un
juego se resumen como funciones de las diferentes estrategias para cada jugador. Un juego
con dos jugadores, | y Ii, donde la ganancia de | es igual a la perdida de li, se conoce como
un juego de dos personas y suma cero. En tal juego es suficiente expresar los resultados en
terminos del pago a un jugador.

Para iustrar las definiciones de un juego de dos personas y suma cero, considere el
siguiente gjemplo.

Ejemplo 6-1
El juego consiste en “igualar” monedas, en el cual cada uno de los 2 jugadores Ay B elige
sol (5) o aguila (A). Si son iguales los dos resultados {esto es, SyS o AyA), el jugador A gana
$1.C0C at jugador B. De otra manera, A pierde $1.00 que paga a B.

En este juego cada jugador tiene dos estrategias S o A, Esto proporciona la siguiente
matriz de 2 x 2 expresada en términos del pago al jugador A,

Jugador B
A S

A 1 -1
Jugador A g { p )

La solucion "optima” a tal juego puede necesitar que cada jugador emplee una estrategia
pura {por ejemplo, S 0 A) 0 una mezcla de estrategias puras. Este caso se conoce como la
seleccicn de estrategia mixta.

Consideramos aqui el criterio minimax-maximin para resolver juegos de dos personas y
suma cero, que es un criterio muy conservador para establecer la estrategia a seguir. En la
teoria de juegos cada jugador es inteligente y por tanto, activamente trata de derrotar a su
oponente.

El criterio minimax elige la estrategia (mixta o pura) de cada jugador que proporciona el
mejor de los peores resultados posibles. Se dice que se alcanza una solucion optima si
ningun jugador encuentra beneficioso alterar su estrategia. En este caso se dice que el juego
es estable.

Ya que la matriz del juego generalmente se expresa en términos del pago al jugador A
(cuyas estrategias estan representadas por los renglones), el criterio minimax requiere que A
seleccione la estrategia que maximice su ganancia minima; el minimo se toma sobre todas
las estrategias del jugador B. Por el mismo razonamiento, el jugador B elige la estrategia que
minimice sus maximas pérdidas. De nuevo el maximo se toma sobre todas las estrategias de
A, criterio maximin.
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Ejemplo 6-2
Considerese la siguiente matriz de pagos que representa la ganancia del jugador A. Los
calculos de los valores minimax y maximin se muestran en la matriz.

Jugador B Minimo de
| Il ! Y renglén
— 1 8 2 9 5 2
@]
8 < 2 6 5 7 18 >
S Maximin
=
3 7 3 -4 10 -4
Maximo de 5
caolumna 8 Minimax ° 8

El valor minimax {superior) es mayor que o igual al valor maximo (inferior). En el caso donde
ocurre la igualdad, esto es,
valor minimax = valor maximin,

las estrategias puras correspondientes se conocen como estrategias “Optimas” y se dice
gue el juego tiene un punto de silla. El valor del juego, dado por la cantidad comun de las
estrategias puras optimas, es igual a los valores maximin y minimax. En general, el valor del
juego debe satisfacer la desigualdad

valor maximin . valor minimax
L < valor del juego < .
(inferior) (superior)

En el juego anterior, el valor maximin = valor del juego = valor minimax = 5. Esto implica
que el juego tiene un punto de silla en (2,2) en la matriz de pagos. El valor del juego, por
consiguiente, es igual a 5. Se observa que ningln jugador puede mejorar su posicion
seleccionando alguna otra estrategia.

Estrategias mixtas [5, Cap. 12]
En la seccion anterior se iHustrO que la existencia de un punto de silla proporciona

inmediatamente las estrategias puras Optimas para el juego. Sin embargo, algunos juegos
no tienen punto de silla. Por ejemplo, consideremos el siguiente juego de suma cero.

| I ll IV
1 5 -10 9 0 -10
2 6 7 8 1 1
3 8 7 15 2 2
4 3 4 -1 4 1
8 7 15 4
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£l vajor minimax {=4) es mayor que el valor maximin (=2). Por consiguiente, €l juego no
tiene un punto de silla y 1as estrategias puras maximin-minimax no son Optimas.

Cuando un juego no tiene punto de silla, la teoria de juegos aconseja a cada jugador
asignar una distribucion de probabilidad sobre su conjunto de estrategias. Esto es:

xl
Y

= probabiiidad de que el jugador 1 use la estrategia 1 (1=1.2,....m),
probabilidad de que el jugador 2 use la estrategia j (J=1,2,...,n),

donde my n son e numerc de estrategias disponibles.
Como x, y y; son valores probabilisticos, se tiene que:

>0

j_

X =1, X202y, =1y
i j

Teorema minimax [5, Cap. 12]: si se permiten estrategias mixtas, el par de estrategias que
es optimo de acuerdo con el criterio minimax, proporciona una
solucion Unica con v = v* (el valor del juego), de manera que niNQuNo
de los dos jugadores pueda mejorar cambiando unilateraimente su
estrategia.

Solucién grafica de juegos de (2 x N) y (M x 2) [5, Cap. 12]

Las soluciones graficas son unicamente aplicables a juegos en los cuales, por 0 menos uno
de los jugadores, tiene solamente dos estrategias. Considérese el siguiente juego de (2 x n).

B
Yo ¥Yn
A Xy dyy d¢ dqp
X,= 1-X, a,, a,, Ay,

Se supone que este juego no tiene un punto de silla. Puesto que A tiene dos estrategias, se
deduce que X, = 1-X,; X;, X, 20

Entonces los pagos esperados de A quedan como:

a1ix1 + 321)(2
aTZXF + a22>(2

a1nx1 + aan2
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donde
X* = (6%, Xg*) = max {min {a,; X, + a83,X, + .. + a8y, %, }}
max {min {a;,X; + ... + a,,X,}}
i i
con
X, + X, =1
X, = 1-X,

Segun el criterio minimax de juegos de estrategias mixtas, el jugador A debe seleccionar el
valor de x; que maximice sus pagos minimos esperados. El ejemplo que sigue ilustra el
procedimiento grafico.

Ejemplo 6-3
Considere el siguiente juego de (2 x 4).
! f Il %
1 2 2 3 -1
2 4 3 2 6

Este juego no tiene punto de silla, por consiguiente, los pagos esperados de A
correspondientes a las estrategias puras de B estan dados como sigue

2X, + 4%, ©
\ 2x, + 3x, @
6 3)(1 + 2)(2 ®
X, + BX; @
\\ Niaximin
) vr=32 3X, + 2%,
~ , M X, ¥ = ‘/2<:{ -X, + 6x,
3 = X,* = e Lox, = 1-x,
] : 11
2 x* — {1 1
RN | (V6. V%)
ZX;, =1
" S X, -1 v* = 3(Y) + 2(Ve) = 3/2 + 2/2 = §/2
Xr=h
\ ]
N
v

Figura 6-1
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Estas cuatro rectas se trazan entonces como funciones de x, como se muestra en la
figura 6-1. El maximin ocurre en x* = (%, %), que es e punto de interseccion de ias
estrategias |ll y 1V, es decir el jugador A debe decidirse por jugar 2 de la estrategia 1y Y2 de
la estrategia 2.

Solucién de juegos de (M x N) por dominancia [5, 12]
Sean a,, los pagos que recibe el jugador A, se dice que
kdominaalsia,;>a;V]

0
Kdominaalsiajza;, V]

Ejemplo 6-4
Obsérvese la matriz de pagos siguiente:

[ P B A
O 4 W W|—
e Lo
+ @ dyro
s Ldh

La Est
La Est
La Est
La Est
La Est
La Est

1) domina a la Est(2), se tacha el renglén 2 para A

1) domina a la Est(3), se tacha el renglon 3 para A

i) paga mas que Est(l), se tacha la columna ll para B
V) paga mas gue Est{lll), se tacha la columna IV para B
1) domina a la Est(4), se tacha el renglén 4 para A

l) paga mas que Est(ill}, se tacha la columna | para B

e s s —

Por lo que se puede ver, se tiene un punto de silla en (1,3), entonces se dice que el valor cel
juego es 2.

Ejemplo 6-5
Reducir por dominancia la siguiente matriz de pagos y resolver.

|
1 2 4 5
2 2 3 2
3 3 2 4
4 2 6 4+

La Est(iil) paga més gue Est(!), se tacha la columna lll para B
La Est(1} domina a la Est(2), se tacha el renglon 2 para A
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Entonces se tiene una nueva matriz:

-

2y, + 4y, b\
3y, + 2y,
'2Y1 + BY2

3N —
L N —
M N B

[o%
]
™

Solucion grafica para B

I

Minimax

Y+ Yo =1 vt =83

Yo = 1-Y¥, \W /\/ it
| 2

2y, + 4y,

3y, + 2y, »=y," =213

Y2:1'Y2

y
!

y.,* =1-2/3=1/3

v* = (2/3, 8/3) Jo 2

v* = 2(2/3) + 4(1/3)
= 8/3

Solucién de juegos de (M x N) por programacion lineal [5, cap. 12]

En la seccion anterior vimos que

max {min (% a;  x,)}
xl
sujeta a la restriccion

Yx;=1,¥Vx,20i=12..m
Este problema puede ponerse en fa forma de programacion lineal como sigue. Sea

v = min (2a;;x;)
entonces el problema seré '
maximizar z = v

sujeto a
2 a;X; 2V,
X; =1, %

2

VR
Sl

AL
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donde v representa el valor del juego.
Supongamos que v > 0, entonces

Zay;x/ve
Ex,/V =1V, X, =20

Sea X, = x,/v
Entonces el problema queda como

minz = 2 X;'
sujeto a
zagx, =1,
X, 201=1,...m

Esta formulacion de programacion lineal es correcta siempre que v > 0. Si v < 0, puede
agregarse una constante positiva k a todos los elementos de la matriz, garantizando que sea
mayor que cero el valor del juego para la matriz "*modificada”. E! valor real del juego se
determina restando k del valor modificado del juego.

El problema del jugador B esta dado por et problema dual del problema primal para el
jugador A, es decir

maxw = 2y’
sujeto a
Ya;yy <
;203 =1..n;

por lo que fa solucion ¢ptima de un problema automaticamente proporciona fa solucién
optima dei otro.

Ejemplo 6-6
-3 -1 -3 -3
-3 3 -1 -3
-4 3 -4
3 3 3 -3sv<3

Como el valor del juego tiene como limite un nimero < 0, entonces sumamos una constante
k = 5, ytenemos

8 4 2 2
2 8 4 2
1 2 8 1
8 8 8 2<v<8
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Solucion para el jugador B

maxw =y, + ¥y, + V¥,
sujeto a
8y, + 4y, + 2y, <1
2y, + By, + 4y, <1
Y, + 2y, +8y; <1
y;'20) =123

Solucion por el método simplex

Basica

Y, Yo ¥a h, h, h, Solucion

h, 8 4 ) 1 2 2 1

h, p) 8 4 0 1 0 1

h, 1 8 0 0 1 1

w -1 -1 -1 0 0 0 0

v, | 1 0 0 1/7 -1/4 0 1/14
Vs 0 1 0 -3/98 31/196 1/14 11/196
Vs 0 0 1 -1/98 -3/98 1/7 5/49
w* 0 0 0 549 11196 1/14 45/196

Tenemos para el probiema criginal que
v* = 1/w* -k = 196/45 -5 = -29/45
yi© =y e

y.* = (1/14)/(45/196) = 14/45

y,* = (11/196)/(45/196) = 11/45

v = (5/49)/(45/186) = 20/45

Las estrategias Optimas para A se obtienen de la solucion dual del problema anterior.
z* = w* = 45/196

X, =5/49, X, = 11/196y X, = 1/14
X;* = X;/z*

en consecuencia
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X, * = 20/45
X,* = 11/45
X* = 14/45

Note que se esta aplicando dualidad de P.L.

Ejercicios

1. Resolver graficamente

L

O
— W

Solucion para A

—

SIS
—
IA
< O —
IA
no

| 4)(1 @
. X, +2x, @
Ma.:'l*mln 4/ X2 1 )(1
-t X, = 2/5 =
> ‘ X, = 3/5
ﬁ
1 1w xX* = (2/5, 3/5)
] » v* = B/5
T X, A juega 2/5 E(1)}
X y 3/5 E(2)
Solucion para B
‘ maxw =y, + VY, + VY,
sujeto a
4y, + 3y, + Y5 s
Y. + 2y, £
¥y Yo Y3 h, h, Solucién
h, 4 3 1 1 Q 1
h, 0 1 2 ] 1 1
W -1 -1 -1 0 0 0
28 1 Vs Ya Va 0 Va
h, 0 1 2 0 1 i
W 0 ~Va ¥, Va 0 Ya
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Yy 1 5/8 0 Va -1/8 1/8
!g‘ 0 Ve 1 0] Vel s
w* 0 1/8 0 Ya 3/8 5/8

VY= 1w* = 5/8

vyt =y,

y," =0

¥y" = 4/5

y* = (1/5,0, 4/5)
B juega 1/5 E{))
0 E(ll)y
a/5 E(W)

2. Resolver

-3 1 2 -3

1 2 1 1

1 0 -2
2 =

1

Como la tabla tiene un punto de silla en la coordenada (2, 1), entonces el valor del juego es
1, es decir el jugador A siempre juega la estrategia 2 y ef jugador B juega {a estrategia |.

3. Resoiver
3 -2 5
-3 6 -1
1 -1 4
O 4 2

Est (iil) paga mas que Est (1), por lo que se tacha il para B.

3 -2
-3 6
1 -1
0 4

Solucion para e jugador B

maxw =y, +y,
sujeto a
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3}/1‘ h 2y2’ sl
-3y, + By, <1
yxl - yz' <
4y, <1
/20
Basica |y, Y, h, h, h, h, Solucidn
hy | 3 -2 1 0 0 0 1
h, 3 6 0 1 0 0 1
U 1 -1 0 0 1 0 1
hy, | 0 4 0 0 0 1 1
W | 1 0 0 0 0 0
Yy, 1 -2/3 1/3 0 0 0 1/3
h, | 0 4 1 1 0 0 2
h, | 0 -1/3 -1/3 0 1 0 2/3
h, | 0 4 0 0 0 1 1
w | 0 -5/3 1/3 0 0 0 143
V. T 1 0 1/3 0 0 1/6 /s
h, | 0 0 1 1 0 -1 1
hy | 0 Q -1/3 0 1 1712 %
D 7N B 1 0 0 0 Va Va
w |0 0 1/3 0 0 5/12 Y
W* z* =
T/W* = v* = v* = 4/3
Y, © =yt
y,* = 2% 43 = 2/3
vt = Vet 4/3 = 1/3
Para A
X;* =%, /V*
X,* = 1/3*4/3 = 4/9
X,* = 5/12* 4/3 = 5/9
X,* =0
X;* =0
X* =(4/9, 0, 0, 5/9)
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PROGRAMACION DINAMICA

La programacion dindmica, es una técnica matemdtica Util en la toma de una
serie de decisiones interrelacionadas. Proporciona un procedimiento sistemdtico
para deferminar ia combinacion dptima de soluciones mediante etapas, donde
interviene en cada una de ellas, exactamente una variable de optimizacion. Las
diferentes etapas se enlazan a través de cdlculos recursivos de manera gue se
genere una solucidn éptima factible a todo el problema.

Ejemplo 7-1 El problema de {a diligencia [4]

Trata sobre un cazafortunas mitico de Missouri que decide ir al oeste a unirse a
la fiebre del oro en California a mediados del siglo XIX. Tiene que hacer el vigje en
diligencia a través de temitorios sin ley cuando existion ciertos peligros de ser
atacado por merodeadores. Aun cuando su punto de partida y su destino eran
fijos. tenia muchas opciones en cuanto a qué estados debia elegir como puntos
intermedios. En la figura 7-1 se muestran las rutas posibles, en donde cada estado
estd representado por un cuadro con una letra vy la direccidn del vigje es siempre
de izquierda a derecha en el diagrama. Como se puede observar, se requerian
cuatro etapas (jornadas en diligencia) para vigjar desde su punto de partida en
el estado A [Missouri) a su destino en el estado J [California).

Este cazafortunas era un hombre prudente que estaba preocupado por su
seguridad. Después de reflexionar un poco se le ocumid una manera bastante
ingeniosa para determinar la ruta mads segura. Se ofrecian pdlizas de seguros de
vida a los pasgjeros. Como el costo de la pdliza para cualquier jornada en la
diligencia estaba basado en una evaluacion cuidadosa de ia seguridad del
recormdo, la ruta mas segura debia ser la que tuviera el menor costo total de la
pdbliza del seguro.

El costo de la poliza estandar para el vigje en diligencia. del estado i al j, que
se denotard por c;j, €s

B C D E F G H | J

Al2la]l3] Bl714]6 El 1] 4 H | 3
cl3al2]4 Flel3 I 4
D415 G |33

Estos costos se muestran en la figura 7-1.

La atencidén se centrard sobre la pregunta zcud! es la ruta que minimiza el
costo total de la pdliza®
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Solucién del problema

Se observd primero que el procedimiento poco inteligente de elegir la ruta mds
barata en cada etapa sucesiva no conduce a una decision optima global. Al
seguir esta estrategia se obtiene la ruta A -B8—F-/-»J, con un costo total de 13.
Pero un pequeno sacrificio en una etapa puede permitir mayores ahorros mas
adelante. Por gjemplo, A»D—F es en total mds barato que A—»B—F.

Un enfoque posible para resclver este problema es el de la ruta mas corta. Sin
embargo, el nimero de rutas posibles es grande (18) y el calcule del costo total
para cada ruta no es una tarea atractiva.

4
1 /
3 4 3 4

Figura 7-1 Sistema de caminos y costos para el problema de la diligencia.

Por fortuna la programacion dindmica proporciona una solucion con mucho
menos esfuerzo gue la enumeracion exhaustiva.

En el problema de la diligencia, se comienza con el problema sencillo en el
que el agente casi ha llegado al final de su vigje y sélo tiene una etapa mds (una
jornada en la diligencia) por recorrer. La solucion optima para este problema
reducido es ir del estado actuai (el que sea en el que se encuentrej a su destino
final {estado J}.

En cada una de las iteraciones siguientes, el problema se agranda
aumentando de uno en uno el numero de etapas que le quedan por recomrer
para completar el vigje. En cada problema aumentado se puede encontrar la
solucion optima del fugar ol que debe dirigirse desde cada estado posible
tomando en cuenta los resultados obtenidos en la iteracion anterior. A
continuacion se describen os detalles de este procedimiento.
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Formulacién

sean x, {n =1, 2, 3, 4) las variables de decision que representan el destino
inmediato de Ia etapa n (el ~ésimo viaje que se hard en diligencia). Entonces, la
ruta seleccionada es A - x;— xa- x3> x4, €n donde x4 = J.

S€a fas, x,) el costo totai de ia mejor poiitica global para ias etapas restantes,
dado gue el cazafortunas se encuentra en el estado s listo para iniciar la etapa »
y elige x, como destino inmediato. Dados s y 7 sea x,* el valor de x. {no
necesariamente Unico) que miniMiza fis, x.), y sea f£.*(s) el valor minimo
corespondiente de fa(s. x,). Entonces,

fn*(S’) = min fn(s, Xn) = fﬂ(sf Xn*)f

en donde
fals, xn)
adelante)

costo inmediato (etapa ») + minimo costo futuro (etapa 7 + 1 en

= Csxnt ol (Xn)
El valor de cs.» estd dado por las tabias anteriores para c;; estableciendo 7 = s
(el estado actual) y j= x, (el destino inmediato). Como el destino final (estado J)
se alcanza al terminar la etapa 4, £#(J) = 0.
El objetivo es encontrar £*(A) y la ruta comespondiente. La programacion
dindmica la encuentra al hallar sucesivamente £2{s), £5(s), r*{s) paro cada
uno de los estados posibles sy usar después F2*{s) para encontrar £,*{A).

Procedimiento de sofucion

Cuando el cazafortunas tiene dos etapas por recorrer (7 = 3), el procedimiento
de solucion requiere unos cudantos cdlculos. Por ejemplo suponga que se
encuentra en el estado F. Entonces, como se describe en el diagrama debe ir al
estado H o af estado I a un costo inmediato de cqv= 6 0 ¢r;r = 3, respectivamente.
Si elige el estado H, el costo adicional minimeo al llegar ahi estd dado en la tabla
anterior como f¢*{H} = 3, de manera que el costo total de esta decisidbn es 6 + 3 =
9. De igual manera., si elige el estado I, el costo total es 3 + 4 = 7, que es menor.
Por lo tanto deberd escoger el estado I, x5* =1, ya que da el costo minimo, £5*{F) =
7.

3
H
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Se necesitan calculos similares cuando se comienza en los otfros dos estados
posibles s = £y s = G cuando quedan dos jornadas por vigjar para el problema

con n= 3.

\ [ h

x3* fals x3) = Couz™
fq*! X_?!

s H [ (s} | x5*
E 4 8 4 H
F 9 7/ 7 i
G 4 V4 6 H

La solucion para la segunda etapa (7 = 2). en el que quedan tres jornadas por
recorrer, se€ obtiene en forma parecida. En este caso, fas, xa) = csw2t+ F7(x5). Por
ejempio, supongamos que el cazafortunas se encuentra en el estado C, como se
muestra en el diagrama.

Ahora deberda ir al estado E, F 0 G con un costo inmediato de ccx=3, ccr=20
ces = 4, respectivamente. Al llegor ohi, el costo adicional minimo hasta legaor al
destino estd dado en la tabla de #n= 3 como FF(E) =4, f*(F) =7 o F#(G) = 6,
respectivamente, como se ilustra ariba de los estados £, F y G en el diagrama
anterior. A continuacidn se resumen los cdlculos que resultan para las tres

alternativas.
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xa= F: fg(c, E)':C(f“‘ f3*(E):3+4=7
xz=F. FAC, F) = cor+ FHF)=2+7=9
x2= G Fa{C. G) = ces+ F7(G)=4+6=10.

El minimo de estos tres nimeros es 7, por lo gue el costo total minimo desde el
estado C alfinal es 774(C) = 7 y el destino inmediato debe ser x* = E.

Al hacer cdalculos similares cuando se comienza desde el estado B o D se llega
a los siguientes resultados para el problema de n= 2.

.
Xz fe(s, xa} = csxat F7*(x2)
s E __F G s | xt
11 11 12 11 EoOF
C 7 9 10 7 E
{ 8 8§ | 11 I 8 Eof

Obsérvese en el primer y tercer renglones de esta tabla que E y F empatan como
el valor de x: que minimiza, de manera que el destino inmediato desde
cualquiera de los estados Bo D debe ser xz* =EOF.

Si se pasa el problema desde g primera etapa {n = 1), cuando se tienen las
cuatro etapas por realizar, los cdiculos son parecidos a los que se acaban de
mostrar para la segunda etapa (7 = 2}, excepto que ahora sdlo hay un inicio
posible, s= A, como se llustra en el siguiente diagrama.

i
B

.
A C
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Esfos cdlculos se resumen a contfinuacion para los tres destinos inmediatos
posibles:

X; = B: FAA BY = cap+ FFB) =2+ 11 =13,

X, =C: FAA, C) = cac* FHC)=4+7 =11

Xy=D: FAA D)= cop+ FD)=3+8=11.
Como el minimo es 11, F;*(A) = 11 y x;* = C 0 D, como se muestra en |la siguiente
tabla:

l
X} fFils xi1) = Csxat F{xi)
s B C D fi*{s) xi*

A 13 N 1 1) CobD

En este punto se puede idenfificar una solucidn 6ptima a partir de las cuatro
tablas. Los resultados del problema para »# = 1 indican que el cazafortunas debe
elegir como primer destino inmediato el estado C o el estado D. Suponga que
glige x;* = C. Con n =2, el resultado para s= C es x2* = E. Este resultado conduce
al problema para n= 3, que da x5 = H para s = £ y el problema con n = 4 indica
que xf = J para s = H. Asi, una ruta optima es A-»C—E->H—J. Sise elige x;* =
se obtienen las otras dos rutas Optimas A-»D—E-sH—-J y AD-oFoi—-J. Todas
tienen un costo total de F*(A) = 11.

La figura 7-2 resume también estos resultados del andlisis de programacion
dindmica. Obsérvese que las dos flechas de la etapa 1 se obtienen de la primera
y vltimas columnas de ia tabla de n = 1, y el costo resultante se encuentra en 1a
penultima columna. Cadao una de las ofras flechas [y el costo resultante) se lee en
un renglon de cada una de las otras tablas, justo de 1a misma manera.

1 4

B E
4
3 3
11 7 7
A 4 C F J
4
3 8 " 6 4
D G

Figura 7-2 Nétese que el analisis es de atras hacia delante
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Ejercicios [2]

1. Se fiene una taza de 9 onzas y una taza de 4 onzas. Alguien pididé que se le
entregaran exactamente seis onzas de leche. 3Como se le puede hacer para
lograr este cometido?

Se empezard con el final del problema, para resolverio seria mds facil si se
puede vaciar una onza de leche dentro de la taza de 4 onzas. Entonces llenar la
de ? onzas y vaciar tres en la de 4 onzas. Asi habrdn quedado seis onzas de leche
en la taza de 9 onzas. El problema se describe en la siguiente tabla: {la situacion
inicial estd escrita a lo Ultimo vy la situacidn final estd escrita primero).

NUmero de onzas de leche en la taza NUmero de onzas de leche en la taza
de ¢ onzqs de 4 onzas

OV — — OO~
SO PR OMO—— O

2. David vive en Nueva York, pero planea vigjar a Los Angeles para obtener
fama y fortuna. Los fondos de David son limitados, asi es que ha decidido pasar
ias noches de su vigje en casa de sus amigos. Tiene amigos en Columbus,
Nashville, Louisville, Kansas, Omaha, Dallas, San Antonio y Denver. Sabe que con
un dia de recomdo puede llegar a Columbus, Nashville o Louisville; con dos dias a
Kansas, Omaha o Dallas, puede llegar después de tres dios de vigje a San
Antonio o Denver. Finalmente, después de cuatro dias manejando é! puede llegar
a Los Angeles: Con tal de manejar el menor nimero de km, sdénde debe pasar
las noches? (El primer dia comienza cuando David sale de Nueva York).
2 5

680
Columbus Kansas 610
790 8
1050 790 o0
1 500 3 58 6 y Denver 10
NY. Nashville {7 Omaha L A
' 940 9
770 4 510 7 b San Antonio 13%0
Louisville [ 7% Dallas 270
830
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5
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Etapa 4
r«{8) = 1030 *
Fy(?) = 1390
Etapa 3
Csa+ fy(8) =610+ 1030=1640"
r3(5} min
csa+ Fu(9) =790+ 1390 = 2180

Ruta mds corta para llegar a Los Angeles = 5- 8- 10.
Cus+ F4{8) = 540 + 1030 = 1570 *
£36) min
ezt F¢(9) = 940 + 1390 = 2330
Ruta mas corta para llegar a Los Angeles = 6 -8 - 10.
cra+ y(8) =790+ 1030 = 1820
f;(?) min
Crat Fuf9) = 270 + 1390 = 1660 *
Ruta mas corta para llegar a Los Angeles = 7 - 9 - 10.

Etapa 2

£2(2) cau+ F3{6) = 790 + 1570 = 2360

cas+ F3(5) = 680 + 1640 = 2320 *
min
cz7+ FA7) = 1050+ 1660 = 12710

Ruta mas corta para llegar a Los Angeles =2-5-8-10.

cist+ F35) =580 + 1640 =2220*
min

£3) cz + F36) =760 + 1570 = 2330

cyz+ F37) = 660 + 1660 = 2320
Ruta mads corta para llegar a Los Angeles=3-5-8-10.
: cust FAS) =510+ 1640=2150"*
Fo4) min cys+ F3{6) =700 + 1570 = 2270
cyzt+ F3{7) = 830 + 1660 = 2490

Ruta mds corta para llegar a Los Angeles = 4-5-8-10.

Programacién dindmica
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Etapa 1
cizt+ a2} = 550 + 2320 = 2870 "
Fi{1) min ciz+ £2(3) =900 + 2220 = 3120
ciyt FA4) =770+ 2150 = 2920

Ruta mas corto para legar a Los Angeles=1-2-5-8-10.

La ruta que debe seguir David es, salir de Nueva Yo,rk hacia Columbus, liegar a
Kansas, visitar a su amigo en Denver y finalizar en Los Angeles; recorriendo un total
de 2870 km.

La siguiente grafica muestra el reconido de David.

2 5
680

Columbus Kansas 6to
8
> 1030
1 Denver \ 10
N. Y.

L. A.

Solucion de problemas de PL por programacion dinamica
El problema de programacién lineal general

MAaxiMmIzar z = cix1 + caxe + ...+ Caxn
sujeto a
aixa t apaXa t . taaxa < by
dazXy t dapxp v . taaaxn S b

au}X]. + a.EXE + . +aann S bn
x]u XE: vl xn 2 0

puede formularse como un modelo de programacion dindmica. Cada actividad
F{F=1. 2,....n) puede considerarse como una etapa. El nivel de actividad x; {2 0)
representa ias alternativas en lo etapa j. Ya que x; es continua, cada etapa
posee un numero infinito de alternativas dentro del espacio factible. Se supone
gue todas las a;;2 0.

Los estados pueden definirse como las canfidades de los recursos que se van a
asignar a la etapa actual y las etapas subsecuentes. (Esto dard lugar a una
ecuacion recursiva de refroceso).
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Sean (8;; Bz ... 8aj) los estados del sistema en la etapa j esto es. las
canfidades de recursos 1, 2, ..., n. Usando la ecuacién recursiva, sea £{8i), Bz ...,
Baj) €l valor optimo de la funcién objetive para las etapas j, j+ 1, ..., n dados los
estados 8;;, ..., Bm;. Por consiguiente,

Fo(B1j, Ba; ..., Baj) = mMAX  {CaXn}
O a/axasBin
i=1,...m
Fr(Bij Bj ..., Baj) = MAx {csxs+ fie(Bi5— @sxy, ..., Buj— anixi)},

O % 5 8

i=1,..m
J=1,2,...., n~]
donde 0 < 8;;< &; para todas iy J.
Ejercicios [5]
1. Max z = 4x1 + 14x;
suieto @
2x1 + 7xz £ 21
7xy+ 2%z < 21
X1, X220
Sean (v, wj) los estados en la etapa (5= 1. 2). Por tanto,
fa{va wa) = max (14xa)
O<7 %25 vs
O<2xag e
Ya que xa#min{vs/7, wa/2}y Fz(xa/ va wa) = 14xa, entonces
fg( v, Ng) = Mmax fa(x;_a/ Vo, M_J) = 14 min {V,_:/7, UQ/Q}
y xg* = min (Va/7, w,_:/2).
Ahora
Fi{vi wi) = MOX{4x1 + Favi-2x3, ws-7x1)}
0<2x18 vy
O<7x 15wy
= max {dxy + 14 min [(vi- 2x1)/7, {wi- 7x1)/2]}
O0s2x315v;
O<7x15ws

Ya que ésta es la Ultima etapa. vi =21, w; = 21. Por consiguiente,
x1 < {vi/2, wi/7)
x1 < (21/2, 21/7} = (21/2. 3] 2

x1 <3

Y
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fulx3f v wy) = Fi{x, 21, 21)
= 4x1+ 14 min {(21 — 2x31)/7, (21 - 7x1)/2}
= 4xy + {14 (21 - 7x1}/2, 0sx1<7/3; 14(21 - 2x3)/7. 7/3<x1<3}
= 4x1, + {147 - 49x,, 0<x1<7/3; 42 - 4x,, 7/3sx153}
= {4x1 + 147 - 49x1; 4x1 + 42 - 4x3)}
= {147 - 45x1, 0sx,57/3; 42, 7/3<x:<3)}

Por tanto, para los intervalos dados de xa.

n

fj( vi. ll/j) (21, 2]) = Max (]47 - 45x3, 42}

X3

147 — 45(7/3) = 42 = 42

i

lo cual se logra en xy* = 7/3.
Para obtener xz*, se observa que

vz = v;~2x1.= 21 - ]4/3349/3
Wp= wi~7x1=21-49/3=14/3

En consecuencia
xz* =min (va/7, wa/2) = min (49/21, 14/6) = min {7/3, 7/3)=»
Xe* = 7/3

Por consiguiente, la solucion optima es 72* = 42, xi* = 7/3, x2* = 7/3.

2. Max z = 3x3 + 2x;
sujeto a

X1+ 2x2<6

2%+ xz<8

X1, Xa 20

Sean (v; wy) los estados en la etapa j (7= 1. 2). Por tanto,

fe( Ve, We) = Mmax (2)(2)
0S2XE£VE

0< xa<wz
Ya que xe <min{va/2, w3ty fa{xa/ va wz) = 2xz, entonces

fo{va ws) = MAX Falxa/ va wz) = 2 min {va/2, wa)

Xz

1 xa* = min (Vg/?, Hg).

Ahora

Fi{vi wi) = MAX {8xy + Fa{vi- x1. wi- 2x1)}
0< w38 vs
OSZK)SUJ
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= max {3)(1 + 2 min “V}, - X].)/Q, Wi - QXL]}
0< xugvs
O=2x 15w

Ya que esta es la Oltima etapa, vi = 6, w; = 8. Por consiguiente,
x1 < (vi, wif2)
x1<{6,8/2) = (6, 4) D
X3 <4
Y
Folxul vy wj) = Fi{xy, 6, 8)
=3xy +2min {{6 — x1)/2. 8 - 2x1}
= 3x1 + {2(8 - 2x1), 0sx21<10/3; 2(4 - x1)/2, 10/3<x1<4}
= 3x1 + {16 - 4x2, 0<x2<10/3; 6 - x5, 10/3<x1<4}
= {3xy + 16 - 4xy; 3xy + 6 - xu}
= {16 - x1, 0=x2510/3; 2xa + 6, 10/3<x154}

Por tanto, para los intervalos dados de xi,

Fi{vi wy) = Fi(6, 8) = Max (16 - xa, 2x1 + 6)

X1

=16 ~{10/3) = 2{10/3) + 6 =38/3

lo cual se logra en x.* = 10/3.
Para obtener xz*, se observa que

Vo= ¥z - X1,=6-]O/3:8/3
Wo= w;-2x1,=8-20/3=4/3

En consecuencia
x2* =min (va/2, wa} = min (8/6. 4/3) = min (4/3, 4/3)=
)(a"l = 4/3

Por consiguiente, 1a solucidn dptima es Z* = 38/3, xy* = 10/3, x2* = 4/3.

3. Max z = 2x1 + 5xz
sujeto @
2x1 + x2 <430
2xz < 460
x1, xz2 20

Sean (v, wj) los estados en la etapa j (7= 1, 2). Por tanto,

fao{va wa) = max (5xz)
05 xasve
0<2x2<wz
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Ya que xz <min {vaz, wa/2} y Falxa/ va ws) = 5xa, entonces

fa{ve wz) = MAax faxz/ va wa) = 5min {va wal/2)

Xz

y xa* = min {va, wa/2).

Ahorg

Filvi wi) = MAx {2xy + Fa{vi- 2x1, wil}
0<2x18vy

=max {2xy + 5 min [{vi - 2x1}, wi/2]}
0<2x15vs

Ya que ésta es la Ultima etapa, vi= 430, w; = 460. Por consiguiente,
x1 < {vi/2}
x1 < (430/2) = (215) &
x1 <215
Y
Falxi/ vy wjl = Fi{xu 430, 460)
= 2x1 + 5 min {430 ~ 2x,, 460/2}
= 2x3 + {5{230}, 0<x1<100; 2(430 - 2x,), 100<x1<215}
= {2x1 + 1150, 0sx1<100; -8x3 + 2150, 100<x1<215}

Por tanto, para los intervalos dados de x;,

Filvi wi) = £1{430. 460) = max (2x1 + 1150, -8x, + 2150)
= 2(100) + 1150 = -8{100) + 2150 = 1350

o cual se logra en x,* = 100.
Para obtener xz2*, se observa que

Ve = V;—z)(} = 430 - 200 = 230
we= wi—0 =460

En consecuen'cio
x2* =min {va, wa/2) = min {230, 460/2) = min (230, 230}
= 230.

Por consiguiente, la solucion éptima es Z* = 1350, x3* = 100, xz* = 230.

En los tres ejercicios anteriores todos los coeficientes de restriccion son no
negativos, lo cual no implica que para una restriccidn del tipo (<) sea cierto que el
segundo miembro dard el valor maximo de la variable de estado. El problema se
agudiza mas si sucede que la solucidén es no acotada. Entonces la conciusidn
general es que la programacion dindmica no es adecuada para resolver el

problema de programacion fineat general.
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TEMAS SELECTOS

Flujo maximo a costo minimo [3]

El problema de fiujo maximo a costo minimo tiene su origen entre los modelos de
optimizacion de redes. Al igual que el problema de flujo maximo, toma en cuenta un flujo a
través de una red con capacidades limitadas en sus aristas; y al igual que el problema de
la ruta mas corta, considera un costo para ei flujo a través de cada arco. Entonces se
tiene un nuevo problema con restricciones en las aristas, que representan la capacidad, el
costo unitario .y flujo; por lo que es necesario un método eficiente para resolver este
modelo.

El método de solucion se basa en la construccion de una red marginal asociada a un
flujo dado que refleja la posibilidad de cambiar {incrementar o decrementar) dicho flujo a
traves de la red, e ilustra la modificacion del costo del mismo cuando este se distribuye a
lo largo de un ciclo.

Si el costo de todos los ciclos dentro de la red marginal es > 0, entonces el costo del
flujo en ia red original es el minimo y la solucién factible es la éptima.

Si el costo de algun ciclo dentro de la red marginal es < 0, entonces se redistribuyen
los flujos obteniendo un flujo nuevo y se repite el proceso hasta que no exista ciclo
negativo en la red marginal con el cual se pueda disminuir el costo del flujo. En todo este
proceso, el valor del flujo permanece sin cambio.

1 o34y 4

(6.6,6)

{5.5.0)

(7.2,5)

s (3.3.1) 3

{5.4.5)
(2.2.43)

(10,5,6)

Los numeros asociados a cada arista son, respectivamente, la capacidad, el costo unitario
y el flujo. Esta red tiene un flujo maximo v = 10 y un costo minimo inicial de
C=10+20+3+12+30+10+36 +28 =149

La red marginal asociada a la red anterior, con respecto al flujo es la siguiente:
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1 7777 [ A
\\
A ' \\(\6,-6)
' ! .
1 t ~
] ) \\
] 1 ~
1 1 \\
EREY 3 2-5) 1 [ (1.5 t
! :
1 t -
L] 1 -
1 1 Pl
? 2.2) ?
: vl Ao
(6,-5) -
) <4
(4,3)

Los numeros asociados a cada arista corresponden a la capacidad y el costo unitario del
flujo a través de ella.

Existe un ciclo dirigido (2 - 3 - 4 - 5 — 2) de casto negativo C = -3, y una redistribucion
de flujo de 2 unidades, lo cual indica que el costo inicial sera disminuido en - 3 (2) = -6
unidades.

(6,6,6)

(5.5.2)

17.2,5)

5 (3,313 3

{5.4,5)

(2,2.2)

(10,5.4)

—

(1,-3)

v
I
’
-

’

o+

‘\

.
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Esta red no tiene ningtn ciclo dirigido negativo, asi es que aqui acaba todo el proceso. En
todo el proceso se mantiene un flujo factible (con valor v) y en cada iteracién se mejora el
costo.

Probiema de la ruta mas corta [6}

El problema de flujo maximo puede resolverse con el algoritmo de Ford y Fulkerson, en el
cual los vértices pueden ser etiquetados en cualquier orden. Es decir, la seleccidon de una
trayectoria aumentante (cuando esta existe) puede hacerse arbitrariamente. Con el
siguiente ejemplo se ilustra a donde nos puede conducir un problema al cual se le aplican
estas imparcialidades.

Considérese la red de transporte siguiente. Supongamos que se empieza a etiquetar el
algoritmo con flujo cero y alternativamente usamos las trayectorias P;: s, a, b, £t ¥y P;! s,
b, a, t como trayectorias aumentantes. En cada paso el valor del flujo esta
incrementandose en exactamente 1 unidad, y el flujo maximo de 2000 unidades es
aicanzado despues de 2000 pasos aumentantes.

1000

1000

100

a 1000

Asi el nimero de pasos usados en este caso es ilimitado, ya que estad en funcién al
numero de vértices y al nimero de aristas de la red. Este niUmero esta en funcion de la
capacidad, la cual puede ser arbitrariamente grande.

(1000,1} {1000)

s (LD {

(1006} 1000,1)
a

Sin embargo este método puede mejorarse. Para evitar este p'roblema, Edmonds &
Karp {6] sugirieron un refinamiento en el algoritmo de etiquetado: En cada paso
aumentante el flujo debe pasar a través de la trayectoria mas corta. Por trayectoria mas
corta se entiende una trayectoria que tiene el menor nimero de aristas.
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Puede verse facilmente que la trayectoria mas corta aumentante sera seleccionada si
en el proceso de etiquetado podemos explorar sobre una base etiquetada, es decir, si el
vertice v ha sido etiquetado antes que el vértice u, entonces exploramos v antes que u.
Explorar un vértice etiquetado v significa etiquetar (siempre y cuando sea posible) todos
los vertices no etiquetados adyacentes a v.

Flujo maximo con restricciones en los nodos

—

2 10 5

3 6
3 A J

—
1 7 4 , 7
5
15

4

¥ _(5)

3 »| 6

Red con restriccidn en el nodo 3, se realiza una transformacion y se resuelve con el
algoritmo de Ford y Fulkerson.

Red transformada o reducida

R

-]
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Solucion optima mediante el algoritmo de Ford y Fultkerson

Cc=({1,3,3,4},{2,5,6,7})
v =0

Programacion entera [2]

En los primeros capitulos vimos muchos ejemplos de distintas aplicaciones de
\ programacion lineal. La Unica diferencia entre programacion lineal y programacion entera
es el hecho de exigir valores enteros en la formulaciéon del problema.

El modelo matemético para programacion entera es sencillamente el modelo de
programacion lineal con la restriccion adicional de que las variables deben tener valores
enteros. Es comuln sugerir que si un problema tiene un nimero finito de soluciones
posibles, entonces dicho problema siempre puede resolverse mediante el método trivial
de solucion: que consiste en verificar cada posible solucién y elegir la mejor. Por
desgracia, en este tipo de razonamiento existe una falacia, la cual es que tener un
numero finito de soluciones factibles asegure que el problema se puede resolver; y es que
| los numeros finitos pueden ser astrondmicamente grandes, como se puede observar en el

siguiente planteamiento de un problema clasico.

“Problema de la mochila”

Un excursionista tiene una mochila con capacidad v, y tiene una lista de chacharas de
las cuales debe escoger las necesarias para llevar a su proximo viaje, sin que excedan la
capacidad de la mochila.

Chacharas (i) Volumen (v;) Utilidad (u;)

Navaja 2 100
Agua : 10 100
Ropa 50 50
Viveres 30 75
Sleeping bag 80 25
Chamarra 50 50
Rifle 10 7
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Tennis 18 5
Botas 25 75
Uteqsullos para la 20 12
comida

Camara fotografica 15 75
Ceriilos 2 95
Papel sanitario 10 80
Pala 70 20
Radio 15 50
Reloj 30 10
Bruajula 5 100
Mapa 5 100

Funcién objetivo: Max z = I (uy)x;

Restricciones: Z(vixi <v
xi = {0,1}

Aparentemente este problema es muy sencillo, porque existe una sola restriccion x; =
{0, 1}. Su dimension es n = N° chacharas, es decir igual a 20 y el nimero de subconjuntos
de n es:

n n n n n n
+ + + + + +
1 2 3 4 5 6
Por lo que se ve este problema tiene un nimero estratosféricamente grande de
soluciones posibles, por lo que se convierte en un problema realmente dificil,

Mas ejemplos de problemas combinatorios “dificiles” en el sentido del de la mochila.

“Problema del cartero chino”[7]

Un cartero desea repartir todas sus cartas a un conjunto de direcciones de forma que
la distancia total a recorrer sea la mas corta posible. Evidentemente debera recorrer una
vez al menos cada una de las carreteras, pero por razones obvias no quiere pasar mas de
una vez por una misma carretera a menos que no haya mas remedio.

El problema puede formularse en términos de la teoria de redes, en el que la grafica
representa la red de carreteras que unen las diversas direcciones, y el peso de cada
arista representa la longitud de la carretera correspondiente. Formulado de este modo, el
problema consiste en encontrar una secuencia de aristas cerrada que incluya todas las
aristas y que tenga un peso total minimo.
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Encontrar en G un paseo
de longitud minima gue
cubra todas las aristas.

a; 10

1{P) > X d{a;)

“Problema del agente viajero’’[7]

En este problema. un vendedor ambulante desea visitar varas civdades y
volver a su punto de partida. de manera que cubra ia menor distancia total
posible. Por ejemplo, si son seis ciudades A, B, C, D, Ey F, y si los distancias son las
gue se indican en la figura, enfonces la ruta més corta posibie es A, B.D, C.E, E, B,
A, gque supone una distancia total de 20, como puede verse por simple
inspeccion.

Se puede observar también que este problema puede ser formulado en
términos del problema de ta ruta mds corta en donde 10s nUmeros representan
tanto distancias como tiempos empleados en ir de una civdad a ofra, o el cosio
de estos tfrayectos.

B E
Cij 2 2
2
A 3 D 8
6
i ] 6
C F

Un posible algoritmo consistiria en calcular la distancia total de todos los
posibles circuitos hamiltonionos, pero resulta demasicdo complicado para
resolver el problema cuando hay involucradas mas de cuatro o cinco civdades.
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CONCLUSIONES

Como se ha podido observar, la investigacién de Operaciones fiene muchisimas
aplicaciones, para las cuales hay diversos métodos de

Pl LS [

05 resolycion,

Es muy Util en la obtencidn de soluciones optimas de casi cualquier tipo de
problema.

Creo que la compilacién de estos ejercicios es muy importante, ya que son
parte primordial del aprendizaje de todo estudiante de un curso infroductorio de
Investigacion de Operaciones.

Se buscaron ios problemas equivaientes de “casos tipo” que ilustran
peculiaridades de los temas que se cubrieron.

Espero que este trabajo haya servido para la atemizaciéon de muchas ideas que
no siempre son muy claras en el momento en que se estd estudiando un tema.

Por lo demds. doy gracias a todas las personas que participaron en g
realizacion de este Compendio de ejercicios de invesfigacion de operaciones.
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