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INTRODUCCION

Introduccién.

El problema:

Las teorias de formacién de imagenes son una herramienta para el entendimiento y justificacién de
posibles sefiales o recoleccién de agentes que poseen informacién de un sistema. Cuando hablamos del
mundo microscdpico, donde los ojs del ser humano no se encuentran acostumbrados a distinguir entre
formas que aparentemente no poseen gran sentido pues éstas no son habituales en la percepcién comun, la
interpretacion de un conjunto de sefiales puede ser confuso; mas aun en el caso en que la seiial que se
obtiene es producida por fendmenos que no se encuentran del todo claros a nuestro entendim;ento, como
es el caso de un sistema como el de un microscopio electrénico, que se compone en principio de:

Un filamento emisor de electrones.

Un cafion por el cual que se constituye de lentes electromagnéticas y aperturas para la manipulacion y
conformacién del haz de electrones.

Una muestra que hace las veces de medio inhomogéneo y cuyas caracteristicas seran las que modifiquen
las condiciones iniciales del haz.

Un detector de sefial, que principalmente colecta electrones con informacion de la muestra en forma de
cambios en la energia y la direccion, con respecto a los electrones que inciden en ¢l material.

En este sistema denominado microscopio electronico, es posible contemplar muchas variantes, dos
de las cuales son el Microscopio Electrénico de Barrido o Scanning Electron Microscope (SEM) y el
Microscopio Electronico de Transmisién o Transmission Electron Microscope, mismos que se diferencian
entre si principalmente en su forma de obtencion de informacion (Figura2).

Siendo, como se observa en la figura, los electrones atraviezan la muestra, de los cuales se obtiene

sefial e imagen en el caso de la miscroscopia electrénica de transmision.
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Asi pues, el problema a atacar se plantea como el definir las condiciones que medifican la
trayectoria y la energia de un electrén al pasar a través de una muestra, mediante el estudio de la

influencia de la muestra y sus caracteristicas sobre los electrones.

La propagacién:

La propagacion se ha constituido como un elemento muy comin en el estudio de los fendmenos
fisicos. Esto debido a que desde el desarrollo de la mecénica clasica y el principio de Hamilton, los cuales
poseen como objetivo primordial encontrar las condiciones del evento en los puntos criticos del fenomeno
y a partir de allf obtener todas las posibles trayectorias que puede efectuar un fenémeno para cumplir con
las condiciones en ambos puntos (una particula o un sistema cambiante en general), se busca en si las
diversas formas de propagacién en el espacio, en el tiempo o en referencia a cualquier otra coordenada de

transicion.

Desde los primeros estudios que se elaboraron acerca de la dptica, en que se consideraba uno de
los mas importantes problemas la forma de excitacién y propagacién que presenta la luz en los diferentes
medios y en muy diversas condiciones, con las investigaciones de Newton y Huygens y hasta nuestros

dias, el desarrollo en el estudio de los fenémenos dpticos de propagacion ha sido continuo y muy amplio.

Con la llegada de la mecanica cuantica y las consideraciones de ondas caracteristicas asociadas a la
materia, el campo de estudio de los fenomenos de propagacién de ondas involucré a particulas que al
poseer momentos mecanicos grandes, requieren de un tratamiento de propagacion semejante al que se

emplea con los procesos opticos de la luz.
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El problema entonces se sustenta en los fenémenos de interaccién de ondas en medios
homogéneos ¢ inhomogéneos, como lo es el fenémeno de propagacion de la luz en fibras Opticas, la
propagacion de sefiales luminosas en la atmésfera, propagacion de particulas (electrones, neutrones, etc.)
en medios materiales y de una gran variedad de problemas fisicos que dependen de los procesos de
propagacion, donde las trayectorias que cumplen estan en funcidn de las interacciones de las ondas con el
medio en el que se propagan, asi como de las caracteristicas energéticas, de campo y en general del

comportamiento, de las ondas incidentes al medio.

En el caso especifico de un sistema cuantico, la propagacién y los propagadores poseen una gran
aplicabilidad para la resoluciéon de problemas dependiente o independientes del tiempo. A partir de la
ecuacién de Schrédinger y de las condiciones de iniciales bajo las cuales se plantea un problema en
particular, una de las maneras de atacarlo es la obtencién de un operador de propagacion que cumpla con
los efectos sobre la onda que se presentan en el fendmeno estudiado. A partir de los propagadores se han
desarrollado en la mecénica cuintica multiples métodos de solucion, tales como la integrales de
trayectoria de Feyman y una gran variedad de técnicas de resolucion, por lo que debe parecer natural la

aplicacion de una técnica de propagacion para resolver el problema de interaccion de un haz en un medio.

La Mecdnica Cuantica como teoria descriptiva de los fenémenos fisicos, ha producido hasta ahora
un gran desarrollo en el estudio de la estructura de los materiales en el comportamiento de las particulas
cuando se propagan en medios homogéneos ¢ inhomogéneos; similarmente cuando las particulas se
encuentran cerca de campos electromagnéticos que influyen en su comportamiento, 1o que ha generado
una gran capacidad de discernimiento de los fenémenos corpusculares mediante la consideracion de un

comportamiento ondulatorio. Por tanto, las teorias de interaccién de haces de luz o de particulas que se
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propagan en medios materiales, homogéneos e inhomogéneos han evolucionado en gran medida gracias a

la Mecanica Cuantica.

El estudio de los procesos ondulatorios de una particula, se sustenta en el comportamiento en
presencia de campos electromagnéticos a niveles atomicos, para lo cual se busca resolver la ecuacion de

Schrédinger, tanto la expresién independiente como dependiente del tiempo!' 2.

En los ltimos afios se ha incrementado el interés en las soluciones numéricas de la ecuacion de
Schrodinger para buscar resolver problemas que involucran interacciones dependientes del tiempo; los
métodos numéricos convencionales disponibles para resolver esta representacion de la ecuacion de

Schrodinger se consideran dentro de dos categorias®™*:

La primer categoria se fundamenta en la diagonalizacion de la matriz de eigenvalores y
eigenfunciones a partir de funciones bases de una Hamiltoniana, bajo la posibilidad de escoger las bases a
partir de un conjunto ortogonal completo o de las propiedades especificas del problema (simetria,
conducta espacial, etc.), generando los eigenvalores y eigenfunciones resultantes caracteristicos. Esta clase
de métodos es atractiva para aplicarse en Hamiltonianos que no difieren mucho de los Hamiltonianos con
eigenfunciones conocidas o para potenciales con formas analiticas simples, que permiten generar la matriz
Hamiltoniana sin un célculo excesivo; pero se hacen menos atractivos cuando se requiere de un gran
numero de calculos para lograr generar la matriz Hamiltoniana o en general, cuando el requerimiento para
la obtencién y constitucién de la matriz Hamiltoniana correspondiente es de un alto orden, lo que

implicaria un excesivo tiempo de calculo!*.
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Por otra parte, se encuentra la categoria los métodos iterativos; los cuales se sustentan en
integraciones numéricas sucesivas de la ecuacién de Schrodinger acompaiiada de cortos ajustes a los
eigenvalores energéticos. Regularmente, lo que se hace es estimar un eigenvalor inicial y se calcula la
correspondiente eigenfuncion por integracién numérica; conociendo las eigenfunciones es posible calcular
un eigenvalor mejor, que proporciona la entrada de la siguiente iteracion y asi se continua hasta obtener
los resultados 6ptimos. Estos métodos son aplicados cominmente para producir resultados sumamente
exactos de problemas unidimensionales; sin embargo para ser aplicados es indispensable introducir
eigenvalores iniciales antes de que el ciclo de iteraciones pueda iniciar, y de estos valores depender3 el
poder reducir el numero de iteraciones y a su vez asegurar que no se pierdan eigenvalores. Por tanto,
cuando se cuenta con tales condiciones en principio no hay inconveniente para su aplicacién; pero cuando
la informacidn del espectro de eigenvalores es limitada, entonces se reduce en gran medida la eficiencia de

este método.

En los dltimos afios se ha venido desarrollando un modelo cuantico que intenta explicar y sustentar
el comportamiento de un haz cuando este se propaga a través de un medio, basindose en las secuencias de
propagacién de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger™®™'%; este Mérodo de Propagacion de
Haz (MPH) se presenta como una poderosa herramienta para la explicacion de los fendmenos que se
presentan cuando un haz se propaga en un medio que posea parcial homogeneidad local, como se puede

considerar a las muestras que se observan en un microscopio electrénico.

El método de propagacidn del haz (también conocido como método espectral) se proyecta como
una poderosa herramienta en la resolucion numérica del problema de propagacién de ondas caracteristicas

en medios inhomogéneos. Este método se generd bajo condiciones de aplicacion a la propagacion de
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ondas en una amplia variedad de medios inhomogéneos incluyendo estructuras de redes. Este método, en
principio fue generado para determinar eigenvalores y eigenfunciones de modos 6pticos de guias de onda

y propagacion de un haz laser en la atmésfera terrestre.

Considerando que la principal cualidad del MPH es su amplia posibilidad de aplicacion, con
eficiencia y exactitud a un amplio rango de potenciales expresables en formas analiticas 0 como un
conjunto de valores numéricos; a diferencia de otros métodos, como es el caso del método variacional!!"]
en que tanto la exactitud como la eficiencia son muy sensibles a la seleccion de las funciones bases. En los
ultimos afios €l método de propagacién de haz se ha convertido en una de las mas populares
aproximaciones empleadas en la descripcién de la propagaciéon de ondas electromagnéticas en guias de

onda optoelectrénicas ¢ instrumentacion de fibras dpticas.

La riqueza de aplicaciones que brinda de forma implicita el método, propicia la ambicién de
emplearlo en otras ramas tales como lo son, las interacciones que sufre un electron al incidir en una

muestra en un microscopio electrénico de transmision.

Microscopia Electrénica.-

Los fendmenos cudnticos que se presentan en la naturaleza son multiples y de una variedad muy
amplia, de alli que sus aplicaciones sean también generadas en gran cantidad; asi pues, colateral al
desarrollo de las teorias cuanticas se ha venido presentando una gran capacidad de aplicacion tecnoldgica
de los conocimientos, como ejemplos claros de este fenomeno se evidencian entre otros muchos a las

fibras dpticas, laseres y microscopios electrénicos, los cuales ademas se constituyen como herramientas en
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el desarrollo cientifico a mas de ser por si solos una especie de laboratorios cuanticos, debido a todos los
fenomenos que se suscitan en su interior. Una de las aplicaciones mas importantes en el propio desarrollo
cientifico es el poder obtener informacion de las ondas caracteristicas que inciden sobre un cuerpo y con
esto conocer las caracteristicas del objeto!®!®l. Como claro ejemplo de este proceso cudntico est4 el que se
efectiia en los microscopios electrénicos, los que se sustentan en la interaccion de electrones que al incidir
sobre una muestra sélida generan gran cantidad de informacién en funcion de su interaccion en formas de
dispersion, retrodispersion, transmision y difraccion de electrones, asi como la produccién de rayos X
caracteristicos, electrones Auger y otras clases de sefiales, de esta amplia gama de posibles sefiales que se
obtienen en un ME (microscopio electronico), una de las mas importantes y de las mas estudiadas es la
sefial de transmision o de electrones transmitidos; la cual se basa en la interaccion que se suscita cuando
un haz de electrones incide en los 4tomos o moléculas de la materia, asi como en la identificaciéon de
sefial y la formacion de iméagenes referentes a la morfologia, composicion, estructura, etc.; por lo que se
ha hecho indispensable el estudio de la formacién de imagenes mediante estos procesos, lo que ha
generado la formacién y postulacién de teorias que intentan explicar los fenémenos que sustentan la
formacién de imagenes, teniendo ademas el objetivo de predecir las condiciones y los efectos de la

interaccién de los electrones en la materia.

Las teorias de formacion de imagenes han tenido un desarrollo continuo y acelerado en los ultimos
afios, por lo que dia tras dia es posible encontrar nuevos postulados y teorias en pos de la explicacion del
fendémeno cudntico que se suscita en los materiales, sin embargo hay mucho por hacer aun, sobre todo en
la descripcion del comportamiento de las ondas caracteristicas de los electrones que generan las imégenes
en los ME's. Por tanto existen aun grandes requerimientos para la total comprension y explicacion de los

fenémenos de formacion de imagenes. Grandes esfuerzos se han hecho y se siguen haciendo en busca de
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sustentar la formacion de imégenes, de alli que existen varias teorias parcialmente aceptadas que
aproximadamente sustentan la formacién de imagenes en microscopios electronicos. Una de las que han
cobrado gran importancias es la aplicacion de las funciones intermedias de Wigner (teoria del espacio fase
de Castaiio), que tiene la finalidad de describir los procesos de formacién de imagenes producidas por

interacciones fisicas en microscopios electrénicos de transmisién{'2.

Es notorio que el interés despertado por estas dreas de investigacién se ve también enriquecido por
el enorme potencial comercial que tiene la tecnologia derivada del estudio de los procesos de propagacion
de haces, y de la aplicacion de los sistemas de caracterizacién al desarrollo y fabricacion de estructuras
multiredes. La vinculacion entre las teorias de formacion de imégenes y la aplicacidn tecnolégica se ha
hecho cada vez mas estrecha debido a las aplicaciones concretas de las nuevas teorias, un ejemplo claro de
esto, es el caso del desarrollo en nanoestructuras impulsado por la posibilidad de obtener imagenes a
través de rayos X por medio de microscopios que los emplean como fuentes de iluminacion.

En un intento de describir y sustentar los fenomenos de formacién de imagenes basadas en las
ondas caracteristicas de los electrones en un microscopio electronico de transmision, se aplica del método
de propagacién del haz para describir el comportamiento de los electrones en la formacién de imagenes.
Esto, intentando aprovechar sus ventajas para la descripcion de fenémenos ondulatorios de propagacion en

medios inhomogéneos tal como los especimenes que se introducen en los MET's para su caracterizacion.

En este trabajo elabora un estudio acerca de las ventajas y requerimientos del método de
propagacién de haz, asi como la posibilidad de aplicar este métoedo a la formacién de imagenes, en
particular para el caso de Microscopios Electrénicos de Transmisién, puesto que se puede considerar una

aproximacion mas concreta. Se busca presentar las caracteristicas de las teorias mas importantes y
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aceptadas hasta ahora, aplicadas al estudio de la formacién de imigenes, asi como el desarrollo y las
ventajas de las teorias actuales, para asi aplicar el método de propagacién de haz al estudio de la
formacién de imégenes como una técnica més, que venga a contribuir a la sustentaciéon fenomenologica

del problema.

El desarrollo del presente se conformé de acuerdo al enfoque en primera instancia de elaborar un
repaso de las teorias de formacién de imagenes en microscopios electronicos de transmision (altas
energias) mas importantes de la actualidad como lo son la teoria de Bethe, la teoria de multicapas de
Cowley, la teoria de espacio real de Van Dick y por ultimo la teoria de espacio fase de Castafio. Seguido
de este capitulo de repaso se presenta un breve resumen acerca del Método de Propagacion de Haz
considerando tanto las condiciones y fundamentos del método, como ¢l desarrollo del operador y formas
de aplicacion del método; tras de lo cual se presenta un resumen de las aplicaciones conocidas
actualmente y las perspectivas de aplicacién del MPH. Precedido al capitulo del desarrollo del MPH, se
presenta el desarrollo de la estructura para la aplicacion del MPH a la formacién de imagenes en MET's,
considerando las influencias y definiendo un operador singular para el potencial caracteristico de las

muestras; y por tltimo un estudio comparativo de la aplicacion del MPH y de las teorfas conocidas.




CAPITULO 1.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET"S

Capitulo L- Revision de las teorias actuales de formacién de imagenes en MET's

LIL- Introduccién:

La formacion de iméagenes dentro de los microscopios electronicos en general se fundamenta en
procesos cuanticos de las ondas caracteristicas de los electrones que inciden sobre los dtomos y moléculas
de los materiales irradiados, de alli que la explicacién de los fenémenos de formacién de imégenes en
ellos depende directamente del desarrollo de teorfas que sustenten la interaccion y propagacién de los
electrones en la materia.

A partir de la creacion de los MET's uno de los mayores problemas ha sido el sustentar
tedricamente los procesos de formacién de imigenes, un buen niimero de teorias se han elaborado a lo
largo de los afios, de estas teorias existen algunas de gran aceptacién por su exactitud y comprobacién, en
el caso de los MET's la aproximacion general mas empleada por su viabilidad es la de la alta energia, con
esta aproximacion se han elaborado varias teorias.

En este capitulo se presenta una breve revision de las teorias que se sustentan en la aproximacion
de alta energia (HEA), ya que es el procedimiento mas viable para la explicaciéon de la formacion de
imagenes en MET"s, asi como para calcular los efectos de difraccién en cristales delgados. Se ha hecho
comun clasificar de manera general los métodos cudnticos de computo en dos clases: Una de las cuales es
la referente a los métodos integrales, los cuales emplean el formalismo cudntico de las integrales de
trayectoria de Feynman o alguna otra aproximacién semejante para resolver el problema usando la
funcién de Green para construir una ecuacion integral. Por otra parte estan los métodos diferenciales que
consisten en buscar y aplicar diferentes maneras de resolver la ecuacion de Schrédinger. Cuando se hace

referencia a teorias de formacién de imagenes es comun que para simplificar los calculos se emplee 1a
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CAPITULO I.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET's

aproximacion de alta energia (HEA) ademds de que permite poseer un algoritmo disponible para llevar a
cabo rapidamente los calculos.

Partiendo de estas consideraciones, se presenta en este capitulo una secuencia de breves revisiones
a las diversas teorias actuales de formacién de imigenes. Empezando por presentar un resumen de la
teoria de Bethe (aproximacion de altas energias a la difraccion por cristales), seguida de una seccion para
la teoria de multicapas de Cowley (también conocida como aproximacion Eikonal o de WKB), sin dejar
de dedicar un espacio a la teoria de espacio real de Von Dyck y a la reciente teoria del espacio fase de

Castafio (teoria de las funciones intermedias en la distribucién del espacio de Wigner).
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CAPITULO 1.- REVISION DE LAS TEOR{AS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET'S

LIL- Teoria de Bethe!'*!*!5;

La teoria de Bethe se presenta como una solucién a la teoria de difraccion y se constituye como
una fuerte herramienta para la sustentaciéon de los fendmenos de formacién de imagenes, en primera
instancia es de hacer notar que la teoria de Bethe propone una solucién a la ecuacién de Schrédinger en
forma de una suma de ondas de Bloch; esto es, considerando la ecuacién de Schriédinger en términos de la
energia de las ondas y del potencial interno del medio sobre el cual incide, de tal manera que la ecuacién

es de la forma

2m
V2y(P) + E-VOW@m=0, L1
y como en el caso de la teoria de Bethe se consideran estructuras cristalinas, lo que implica considerar el
potencial interno V como la suma de los términos

V)=V, + X Ve?der, L2
2

en donde V, es el potencial medio del cristal y cada uno de los coeficientes de Fourier V, son
responsables de la reflexion por una correspondiente familia de planos.

De acuerdo con la anterior definicién se verifica la existencia de una relacion entre la energia del
electrén incidente y el potencial medio, de tal forma que

hK;
E_V0=81t2m

s L3
que define la posibilidad de rescribir la ecuacion de Schrodinger de acuerdo a las caracteristicas de

periodicidad de la red cristalina, en la forma

V2@ +(4 7 Ko- 5 Ve )y (F) = 0 14
() +(4n" Ko 5 2 Ve ()=0, .
g

de alli que observando las condiciones de periodicidad de la expresién anterior de la ecuacion de

12



CAPITULO L.- REVISION DE LAS TEOR{AS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET'S

Schradinger, se propone su solucién como una suma de ondas de Bloch, esto es, una solucién mediante

y(F)=y B® L5
g
las cuales cumplen con los principios de regularidad y periodicidad del teorema de Bloch®” que suscribe
el fenémeno de que "una onda que incide sobre una estructura periédica en principio no cambia al
interaccionar con una celda o plano de la estructura cristalina, solo presenta un factor de fase
exponencial, en funcion de las caracteristicas y dimensiones de la estructura cristalina y de la energia de
la onda misma" y que esta en relacion directa con el principio de Huygens. De tal manera que estas

funciones de Bloch se constituyen como funciones de onda en términos de la estructura de la red cristalina

y= e21ﬁf(ei" 3 Cg Q2mieT L6
g
y si consideramos que la funcion instantanea de onda se puede ver como la contribucion de los fené6menos
que genera la proyeccion sucesiva correspondiente a un desplazamiento exponencial, en funcion de la
posicién instantanea y del vector de onda inicial K, esto es
y(f) = *"K0 (), L7
entonces s¢ debe cumplir que la onda caracteristica del electron que no ha sido dispersado (electron del

haz incidente) es de la forma

g
y empleando la transformada de Fourier a esta funcién de onda, podemos entonces obtener la expresion de
la funcién caracteristica de la onda en el espacio de Fourier o reciproco con vector de onda en direccién

en w, de la forma

¢'(W) =3 Cgd(W (K- KO +8)). L9
B
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CAP{TULO L.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET''s

Hasta ahora no se ha mencionado el caricter del vector K, sin embargo, es evidente que depende
de las caracteristicas de las ondas y se expresa como el vector de onda y su direccién es la de la

propagacién de la onda, en tanto K, es el vector de la onda inicial y tiene un valor de acuerdo con

, 2mE
Ko= PORE L.10

entre E y E, existe solo una pequefia diferencia, generada por la perturbacién que sufre el haz incidente al

pasar a través del cristal, por tanto es posible verificar que

LT .12 |- |2 .= L=
K(2)=—|w+K|2=—|w=| —|WJ_‘ -2w-eKy-2W, *K,, L11
ahora bien, considerando que como se expreso antes, la diferencia entre las trayectorias, y por tanto entre
los vectores de onda es exactamente la componente transversal de w de tal manera que
wi=K-K), 112
a esta componente regularmente se conoce como la desviacién y se le denomina y, en tanto que la
componente paralela corresponde exactamente al vector reciproco del espaciamiento de la red, de manera
que
W==§g L13
y puesto que al considerar una energia muy alta de incidencia, la diferencia entre el vector inicial y el
dispersado es muy pequefia, entonces podemos despreciar el médulo al cuadrado de la componente
perpendicular de w, o mas bien conocida como v, se puede despreciar sin que esto implique un gran error
en los resuitados finales, de alli que empleando esta constderacion en la expresion (1.6) se verifica que
T o 02 (e |2 m e o =
K%-’w+l(ol = -Iw4 -|wl| -2W-0Kp-2Wi 9K,
L14
2 — — =
= |WJ -2weK,-2w, Ko,

que utilizando la notacién usual para distinguir el término y de la desviacién y de la misma forma
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CAPITULO L.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET's

empleando g como el vector reciproco de la red podemos expresar la anterior ecuacion en la forma

K3-[w+R" =8’ -28Ro-27 * Ko- L15
Ahora bien, en la teoria de Bethe se considera la excitacién con caracteristicas ondulatorias, de tal
manera que aun en una posicion no exactamente sobre la fuente de excitacion (atomo, molécula u otro) se
produce informacién referente a la dispersion; asi, la dispersion se presenta en zonas localizadas cercanas
al objeto dispersor, sin embargo la excitacion varia en intensidad en funci6n de la direccién y magnitud de
los vectores de la red reciproca y del vector de onda incidente, de forma que se debe considerar un error
de excitacion a la condicion exacta de maxima excitacion, cuyo valor es
_ [BP+2Ree8

g 2 Ko

en términos del cual podemos escribir la aproximacion de la alta energia correspondiente para cristales de

L16

la teoria de Bethe de la forma

K3-Tw+Rf = 2Ko(Sz-7), 117

que determina en gran medida las propiedades de esta teoria que como podemos observar depende de las
condiciones intrinsecas de la red cristalina del material irradiado. Las consideraciones ondulatorias de los
electrones se encuentran definidas a su vez un pardmetro de gran importancia en el estudio del
comportamiento de las ondas caracteristicas que es la distancia de extincion, la cual posee un valor en
funcién del potencial del cristal, definido respectivamente por los coeficientes de Fourier de la forma

_ HlKytBlcosa

I.18
8m nleg‘|

%

donde & es el angulo que se forma entre los vectores de K, y g; este parametro es de gran relevancia en el

desarrollo de esta teoria debido a que tiene implicitas las relaciones entre las condiciones de la onda y las
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CAPITULO [.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET'S

caracteristicas estructurales del material y la influencia del potencial que siente la onda. Definiendo las
condiciones de dispersion hacia adelante y cuando y=0, se obtiene un sistema de ecuaciones que sustenta
el fenomeno de propagacion de las ondas caracteristicas sobre el eje z, asi como la dispersién y por ende

la difraccion de los electrones en los cristales en funcién del factor de distancia de extincién, asi como de

K, y K como

d ¢,

E_ = E; ¢0 g_ ¢_ 2niSgz -
id)__ = E _¢0 e-2m83z ,
dz &' &

que son las ecuaciones acopladas conocidas como de Howie y Whelan, que fundamentan cualquier
explicacion de los fendmenos de interaccion de las ondas caracteristicas de electrones en estructuras con
simetria cristalina reducibles a la condicion de dos haces. Asi pues la resolucion de este sistema de
ecuaciones define el comportamiento de las ondas y por ende la formacion de imagenes en un MET a
partir de la observacion de estructuras cristalinas.

Esta teoria brinda la posibilidad de elaborar estudios en cristalografia en base a la aplicacion de las
funciones de Bloch, en materiales con caracteristicas de regularidad que son estudiados en MET's. De
entre sus multiples ventajas se encuentra una de las mas importantes y es la viabilidad de sustentar

[13]

procesos dinamicos de excitacion en materiales gruesos y en sistemas de microscopia por Barrido'™, con

lo que su aplicacion es muy amplia.
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CAPITULO L.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET's

LIl.- Teoria de Multicapas de Cowley (aproximacién eikonal o método de Wentzel-Kramers-
Brillouin)!'*!"#l;

Si consideramos un electrén de energia E moviéndose en una dimension, como en ¢l caso de altas
energia en que despreciamos la desviacién en los ejes x y y, ademas si consideramos que esta particula se

desplaza en un potencial constante V. Las funciones de onda son

y(z) =q;(0)e*§l’*, p=4+2m(E - V) 1.20

bajo el conocimiento de que los signos * corresponden al sentido del movimiento, en direccion a la

derecha o izquierda de las ondas planas. La solucién general es una combinacién de ambas ondas. Las

partes real e imaginaria de y oscilan en el espacio con una longitud de onda

2nh
A=
P

considerando que el cambio de fase por unidad de longitud es constante.

, L21

Contemplando ahora la posibilidad de cambios en el potencial V de una manera lenta y suave en
funcién de su traslacion, es posible considerar que sobre una pequeiia region (pequefia en comparacion a
la distancia en la que la onda percibe un cambio en el potencial que le afecte apreciablemente), y se

comporta como onda plana, asi el valor local de ia longitud de onda sera

1.22

A@Z) = 27wh _ 2mnh
p(z) 2m(E - V(z))’

y puesto que A es funcién de la posicion z, los cambios acumulados en la fase entre las posiciones z=z, y

Z=Z Se presentan en general por

o
v(@=v(z)e 1.23

que de manera similar a la funcion de las onda planas el signo corresponde a la direccién de movimiento y
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CAPITULO I.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET'S

la combinacion de ambas soluciones propicia la solucién mas general.

Para la aplicacion de esta teoria se requiere, que las variaciones en la longitud de onda sean lo
suficientemente lentas como para que la longitud de onda A dependiente de la posicién (i.e. de la
influencia que el potencial genera sobre la longitud de onda) tenga sentido, esto es, solo si un pequefio

cambio en la longitud de onda 5A sobre la misma A es despreciable comparada con A, o bien si

.
S\ I(E;)"“
M

=|dk|<<1 L24
x| .

Es necesario ahora definir mas formalmente tanto los resultados como las correcciones al método,
para lo que necesitamos especificar nuestro problema, que es resolver la ecuacion de Schrodinger, la cual

podemos expresar como

d> 2m
d_zz+ F(E -V(2)) ly(z) =0, L.25

o bien de acuerdo a la ecuacién (1.20) podemos también rescribir la ecuacion de la forma

d 1,
12 + Y] p (2} lw(z)=0. L26

Considerando una de las soluciones posibles, seleccionamos una exponencial de la forma

4@
y(@)=e 1.27

donde no se considera que ¢(z) sea real, lo que no significa restarle generalidad.

Al introducir esta solucion en la ecuacion de Schrédinger, se obtiene

£)2+iﬂ+~l—p(z)=0, 1.28

-G h ok
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CAPITULO L.- REVISION DE LAS TEORIAS ACTUALES DE FORMACION DE IMAGENES EN MET'S

ahora bien, expandiendo ¢ en una serie infinita de potencias expresadas en funcién de una serie multiple

de términos parciales de la funcién ¢, asociadas a un desarrollo de potencias de la constante de Plank, de

tal manera que

¢=0y+hb +1d,+..., 1.29

es evidente que si la constante de Plank es muy pequeiia, la longitud de onda lo es también, esto es que si

>0 = X=T-—)0 1.30

por lo que un potencial puede ser considerado que varia lentamente en el limite que tiende a cero, donde
tanto la constante de Plank % como la longitud de onda A son pequefios y consecuentemente el potencial
varia lentamente.

La aproximacion eikonal corresponde a considerar solo los dos primeros términos de la serie de ¢,
de tal manera que si se agrupan los diversos términos que poseen una misma dependencia en #,

obtenemos

2 2 .
P (z)-(9y) + 1¢0"'§i¢1'¢0' +O(r") =0, 131

h2

que define las diversas posibilidades de aproximacién.

En primera instancia y partiendo de la independencia lineal de los términos de la suma en la serie,
consideramos una primera aproximacion del desarrollo del método WKB, tomando en cuenta la suma de
los términos que estdn relacionados con #? es igual a cero, lo que implica que la suma de términos que
estan divididos entre % sea cero, esto es

¢y = tp(2) 132

o expresando la funcién ¢,' en términos de la integral del desarrollo del momento a través de la trayectoria
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entre z, y z, que es de la forma

by(z)=1 [ p(z')dz 1.33
20
¢ introduciendo esta expresion anterior dentro de la ecuacion (1.27) para la funcién que define la fase de la
onda, se obtiene una expresion para la primera aproximacién de este método a la funcién de onda como

t%jop(z')dz'
v(@)=vy(z,)e 1.34

que corresponde a Ia primera aproximacién sugerida y que habia sido presentada en la ecuacion (1.23).
Ahora bien, partir de la relacién (I.31) se puede encontrar lo que seria la primera correcciéon a esta
expresion mediante el empleo de términos que estén relacionados con %7, asi bien considerando que
ambas potencias de % se hacen cero, se debe cumplir que

iy =26, ¢, L35
que representa una ecuacion diferencial sobre la primera derivada de la funcion ¢, y que es posible

expresar también como

& _ b, 1.36

o

que evidentemente es la diferenciacién de una funcién logaritmica la cual posee como solucién directa

Indy =-2i b, +c, 137

(donde la ¢ es una constante arbitraria) esta solucion permite conocer el valor de ¢, en términos de ¢,' de

1a forma

In(9y) —c
i

o = In(dy)"- L, 138

¢1=— 5

que considerando la expresion (1.32) que brinda un valor a ¢,’, se obtiene
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b,=iln(p)"*+C. 1.39

(la constante C es compleja) introduciendo esta expresion en (1.27), se puede ahora definir la funcién de

onda con los dos términos mas relevantes de la forma

+(60+hey)
v(z)=e

1.40

iz zl 1)
s e
p(x)

de donde se define tanto la densidad de probabilidad como la funcién de onda o trayectorias de

= w(zo)[

propagacion,
Bajo esta consideracién y observando la variacion entre la primera y segunda derivada de ¢, y la
retacion de en funcién de la constante de Planck, es evidente que la condicién indispensable para la

validez de la aproximacién eikonal o del método de WKB sea

¢ " ¢ ’ 2
r: >> rf L41
o bien en funcidn de la longitud de onda
daf 1 d[ h ) 1 dA
A —=———l=—|—|<x1 L42
dz(d:OJ ‘dz 0@ 2ndz!

que coincide con los valores que en principio se habian propuesto como aproximacién original.

Ahora bien, para la generalizacién al caso de un potencial funcion de las tres coordenadas en que
la propagacién persiste en direccién de z, se considera la primera aproximacién. Puesto que para z=z, la
funcién de onda es constante en z y continita funcidén de x,y, esto es

w(z0) = ¥(X,¥,20), 143

y si se emplea la ecuacién (1.7) para la fase de correspondiente de la onda, la funcién de onda parcial sera
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t;‘;’; ZOV(x,y.z')dz'
2
o(x,y,2) =9(X,y,z0) e , L44

donde el momento de la particula se expresa en funcién del potencial tridimensional V(x,y,z) y del vector

de onda K,, del cual dependen tanto la longitud como la direccién de propagacién de la onda, de la forma

m
2h Ky

que implica poder expresar la funcién de onda tridimensional a partir

px.y,z) = V(x,y,2), 1.45

de la funcién en z, como

-icvp
oy, 2) =0(x,y,z0)e 146
donde el término V, denota el cambio del potencial en la trayectoria de propagacién y corresponde al

valor

Vp= | V(x,y,2")dz’ L47
20

en tanto que es la constante de interaccién, que se define como

__m__m
CT 2K, E

Por Gltimo volviendo a la expresion de la funcidn de onda originalmente propuesta, tenemos que

1.48

nuestra solucién corresponde a

2 gef -iu‘Vp
y(x.y,z)=e e . 149
Esta ultima ecuacidén es la expresion cominmente conocida como aproximacion de primer orden
del método WKB o aproximacion eikonal y es la base fundamental del algoritmo de multicapas, que se

emplea con gran éxito en el estudio de la fisica de la difraccién de electrones y por ende en la formacién

de imagenes en MET's.
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LIV.- Teoria de Espacio Real de Van Dyck!"*'**":;

Los métodos que emplean a aproximacién de altas energias, regularmente reducen la complejidad
del problema mediante la supresion de consideraciones acerca de la posibilidad de que el vector de onda
caracteristico tenga direcciones diferentes al eje de propagacion o eje z. En el caso del método del espacio
real, se consideran pequefias variaciones del vector de onda con respecto a esta direccion, lo que implica
considerar una dependencia en el plano x-y colateral a la propagacion en z. Esta teoria se basa en
principios semejantes al caso de la aproximacion eikonal, solo difiriendo en la posibilidad de considerar
componentes perpendiculares al eje de propagacion.

En la teoria de multicapas o aproximacién eikonal se hacen restricciones sumamente fuertes en
referencia a la posibilidad de variacion de los vectores en el espacio de Fourier, prohibiendo cualquier
variacién de los vectores en direcciones que difieran del eje z. La teoria de espacio real de Van Dick
brinda la posibilidad parcial de considerar una aproximacién un tanto menos extrema. En principio esta
aproximacion se presenta usualmente en la practica como una ampliacion a la aproximacion eikonal,
Consecuentemente, considerando la desviacién restringida que se emplea en la teoria de multicapas donde

se presenta una relacion para el vector de onda de la forma

K3-|#+R3 = —~(w?+2WeRy), 1.50
que en el caso del método del espacio real, se consideran componentes en x y ¥y, por lo que la
descomposicidn del vector w de desviacion corresponde a

WEWatW L.51
donde el primer término de la parte de la derecha es un vector unidimensional en la direccién z y el
segundo término es un vector bidimensional que contiene las componentes en x-y de w. De alli que

sustituyendo esta ultima expresion en la ecuacién (1.50) y desarrollando los respectivos términos, la
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expresion toma la forma
K3-1W+Kol === Hw P +2W-0Rp+2Wi0Ky).  L52
Ahora bien, considerando la expresion de la ecuacion de Schrodinger, en términos de Fourier, sobre el

espacio reciproco y en términos de w y K, es

- 2 *
(KE-1Ro+ % P)@)- 31V $1%) =0, 153

que al introducir la relacién de la ecuacion (1.52), se obtiene

20 1P o o Yoo 2m ok
-|[w4 +‘wl’ +W=eRo+ W, oK [0()- 2TV ¢1(%)=0, LS4
sin embargo la aproximacion que se contempla en esta técnica es la consideracion de que ya que la
componente perpendicular de w es muy pequefia, entonces puede ser despreciado el sumando

correspondiente al cuadrado de este cantidad, esto es

lwil<<1 = |w.f>0, 155

que al ser considerada en la ecuacién (1.54) se obtiene la forma de la ecuacién que representa cambios a la
direccion z pequefios, que es la relacion basica de la teorfa del espacio real representada en el espacio de
Fourier, sin embargo la ecuacién en el espacio real, que es el fundamento de este método, se obtiene al

aplicar la transformacion inversa de Fourier con lo que se genera la ecuacion de la forma

. KJ_.V (0} .
X__L_grgs L —— e
oz 4nKo L Ko  4nKo

en donde el vector de onda se ha representado en dos componentes, una en el sentido z de la propagacién

=0, L56

y la otra en el sentido perpendicular x-y de tal forma que

Ro=K,+Ko2, 157

en tanto el gradiente y laplaciano perpendicular corresponden a
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V = 9 X+ 9, L.58
1 - X ay Y, .
para el gradiente perpendicular, que define los cambios en direcciéon del plano x-y, mientras que para el

caso particular del laplaciano transversal a la propagacién de la onda la expresién corresponde a

V2ii

= + . L.59
1 d XZ E) y2

El método de la teoria del espacio real de Van Dick por tanto se fundamenta en considerar la desviacion
de la direccién original como muy pequeiia, pero no despreciable a primer orden, sino despreciable tan
solo a segundo orden de la componente transversal a la propagacion. La aplicacién de esta teoria se
fundamenta en la resolucion de la ecuacion (1.56).

Este método de solucion a la ecuacion de Schrodinger del espacio real, a pesar de ser de reciente
descubrimiento ha sido de gran utilidad en los calculos de las amplitudes de difraccion principalmente en

el estudio de difraccion de electrones.
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IL.V.- Teoria de Espacio Fase de Castaiio (aproximacién en el espacio de Wigner)/'?21222324;

El anilisis de Fourier se presenta en diversas formas como sustento de una gran cantidad de teorias
fisicas debido a la sencillez de trabajar en el espacio reciproco o de Fourier, en comparacién con el
espacio real o directo; ademas de que en muchos casos el espacio reciproco brinda una interpretacién
fisica mas clara. En tanto que otros casos resulta mas atractivo el trabajar en el espacio real, que brinda un
cuadro de interpretacidn fisica del problema de forma mas evidente.

Consecuentemente, es logico que al ser posible trabajar en ambos espacios (real y reciproco)
simulténeamente, se obtienen amplias posibilidades de aplicacién. La posibilidad de trabajar en ambos
espacios la brindan las Funciones Intermedias (FI). La Funcién de Distribucién de Wigner (FDW) es una
de ¢llas, desde su origen ha sido ampliamente empleada por la mecénica cuantica,

La teoria del espacio fase emplea la posibilidad de utilizar las funciones intermedias para hacer un
analisis de sistemas Opticos, de tal manera que en lugar de emplear la transformada de Fourier clisica se
emplea la FDW, en conjuncién con la Funcién de Ambigitedad de Woodward (FA) (comunmente usada
en sonares de radares), ambas funciones estin muy relacionadas y regularmente se conjuntan con la
finalidad de poder emplear tanto el espacio reciproco como el espacio real.

La consideracion de emplear ambos espacios, fija la necesidad de contemplar los vectores r y K en

el espacio real y en el dominio de frecuencias respectivamente. La FDW asociada a la funcién g(r) es

Wg®)] = x(F,K) = fgF+ g) g (- g) ek, 1.60

donde definimos al conjugado de g como g'. Empleando la funcién de ambigiiedad, que estd definida

como la transformada de Fourier de y(r,s), que a su vez se expresa como

. Tt x T
7(‘r',§)=g(s+-2-)g (3'5)‘ L61
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Implicando que la funcién de ambigiiedad correspondiente a una seiial 6ptica g(r) debe ser escrita de la

forma

1@ K) = [y(F,5) ™ d§

L.62
T .. F .z
— S+- 2 _—) a8k g2
Ig(s 78 & J)e T ds,
que tiene propiedades matematicas muy caracteristicas, como lo son

[fe@,5)F didk =1, L63

que define la necesidad de utilizar funciones normalizadas.

Mientras tanto tenemos que
* - g Bt .

g(t)g ()= .[x(i"l -12,K)el** 2 dK L64

relaciona estas funciones con los dominios espaciales y de frecuencias; en esta expresion los vectores con

subindices r, y r, corresponden a

T . F
n=st+— rp=8——_
7 Y 2"

es evidente que mediante el empleo de la 1ltima ecuacidn, se puede obtener una expresién para g(r) a

1.65

partir de la funcién y%(r,K), la cual es funcidén lnica siempre y cuando la integral pueda ser factorizada
como la integral del lado derecho de la ecuacion (1.64).
Empleando la funcion de ambigiiedad (en principio se puede usar también la FDW) en un sistema

optico tal como un lente que haga cambiar la seiial incidente, se puede observar que la sefial de salida es

g @ =g@®e™k, 166

donde g(r) corresponde a la sefial de entrada, mientras que
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2n
K=" 1.67
Af°
con A denotando la longitud de onda caracteristica y f es la distancia focal, siendo la correspondiente

funcién de ambigiiedad dada por

@K = x(® K+ % o), L68
de tal forma asi como %(r,K) es la funcién de ambigiiedad para la sefial de origen o de entrada g(r), , lo
es para la sefial de salida g,(r).
Ahora bien, si se aplica un desarrollo similar a un sistema invariante o en otras palabras a un

propagador de Fresnel de la forma

g, =g *e" 2, 1.69

en donde z es la distancia de propagacion y * opera como el producto convolucion, de tal forma se obtiene

una expresion para la funcién de ambigiiedad correspondiente a g (r) como

X, & K) = ¥ -%f(, K). L70
Mediante un procedimiento similar, es posible obtener que la funcion de ambigiiedad de la
transformada de Fourier es
% (£, K) = (K, 7). L7
La ventaja mas grande de esta teoria es la simplificacidn que produce cuando transforma
operaciones que poseen un alto grado de dificultad, tales como las convoluciones, integrales,
multiplicaciones y transformadas de Fourier complicadas, en una producto de matrices sumamente simple
que representa una fécil transformacion de coordenadas donde la funcién de ambigiiedad permanece sin

cambio. Para demostrar tal propiedad de esta teoria, se debe observar que la transformacion lineal de
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coordenadas tiene en todos los casos anteriormente expuestos implicita a través del producto punto una
forma general expresada como

Xs (8, K) = X (pF + 0K, nf +0K) = R %, (7, K), L.72

donde se ha introducido la expresion del factor de transformacion, el cual posee un valor

AN HEYH

La matriz M produce sobre las coordenadas los efectos del sistema Optico sobre la onda, es decir,
caracteriza completamente cada sistema Optico de la misma manera como se veria el respectivo impulso
de respuesta del sistema.

Considerando la expresion anteriormente expuesta, se puede observar que si yx, representa la

funcion de ambigiiedad de la sefial de entrada y y, corresponde a la sefial de salida, se expresa como

Xn= R Rz ERn.s...SRnx , L.74

o lo que seria equivalente, pero en forma de matriz

iy T
MHI:K:| =M M:M;...M I:K:|’ L.75

donde las expresiones para la respectiva matriz de transformacion, estan definidas por el sistema éptico al

que se refiera el problema, y las condiciones de transformacién de la onda dependeran unicamente del

sistema Optico en estudio; de tal forma que la matriz de transformacion para los lentes se expresa como

1 0
f

en tanto que para un propagador en direccion z la correspondiente matriz es
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z
—-= z
M;= ! K =5{,(_E), L77
0 1

y para una transformacion de Fourier sera

M 0 -1 z
i<l o —S(-K). L78
En la ecuacién (1.75) la matriz M, (el producto de las matrices individuales) representa el sistema
optico completo, de tal forma que la funcion de ambigiiedad de la sefial de salida serd
% (T, K) = %, (af + bK, cf + dK), L79
y como antes fue expuesto, los subindices denotan las sefiales de entrada vy, y y, de salida; esta ecuacion

implica la aplicacion a la sefial de entrada de un sistema 6ptico con matriz caracteristica

_ab L80
Mn—cd. .

Ahora bien, para devolver al dominio espacial o al de frecuencias el sistema 6ptico en estudio se
puede utilizar la expresion (1.64), pero no es la inica manera de lograrlo, especiaimente si el sistema en
cuestién es un sistema compuesto, en el que contribuyen varios elementos. A partir de la ecuacion (1.63),
que define la condicién de que las funciones empleadas estén normalizadas, de tal forma se puede
demostrar que 7 (r,K) es una funcién de ambigiiedad de g(r) si el determinante de M,, es igual a 1, para
que se cumpla con Ia condicion de normalizacion. Partiendo de esto, es posible enunciar el siguiente
teorema™:

Si M, =1y c=0, entonces se cumple que

_l—al 1 01-(:&2 181
MZlo 1 B, 1o 1) ‘

donde los coeficientes tienen los valores
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l-a 1-d
o =, Oa2=—— ¥ BIIC. L82
C C

Por otra parte, si M, =1y c=0, entonces

l-o,1 1 01_(12 1 0
Mn=|:0 1]|:B1 110 1 :le Iy 18

donde [, es una constante arbitraria, mientras que el valor de los demds coeficientes estd dado por las

relaciones

_B;bta-1 _4a-1
oy Bzd L] az_Bzd

Este teorema es sumamente importante en la aplicacion de esta teoria debido a que brinda una

y B,=-B,d 1.84

manera muy util de recobrar la funcién g(r) a partir de x(r,K). Utilizando las expresiones (1.76), (1.77) y
(1.78) y teniendo en cuenta las expresiones consideradas anteriormente para los lentes y el propagador de

fresnel, se obtiene

i I P
ialeL -iﬂll—zﬁ ia2L2L
g,.=[(g()ee ~)ec Jee , L85

para cuando las constantes toman los valores de e0, y cuando ¢=0, la anterior expresion toma la forma

LS 5 sy LS

ia iRy T deyT | g

2 2 2 22

g,=4i| g(@e e e e . L86

Es posible observar, que si g(r) representa la sefial de entrada a un sistema Optico compuesto por
varios elementos lineales (lentes, propagadores, transformadores de Fourier), la sefial podra ser obtenida

facilmente por medio de la funcién de ambigtliedad. Esta puede ser generada con el producto matricial de
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la ecuacién (1.75) para obtener la matriz M, y mediante el empleo del teorema expuesto, determinar o,
O3, By Y Bs, para asi obtener la sefial de salida g, a partir de las ecuaciones (1.85) y (1.86).
Esta teoria evidentemente simplifica bastante los calculos requeridos para el estudio de la

formacién de imagenes, por lo que resulta de gran utilidad, al reducir el empleo de operadores a simples

célculos de algebra lineal.
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Capitulo IL.- El Método de Propagacién de Haz

IL.L.- Introducci6n:

El Método de Propagacion de Haz es una poderosa herramienta para el calculo de la propagacion
de ondas caracteristicas o de haces dpticos en medios no homogéneos que poseen una variacion pequefia
en el indice de refraccion, este método se basa en la posibilidad de considerar homogeneidad local en
regiones diferenciales de la trayectoria.

Esta herramienta fue originalmente empleada en el célculo y la descripcién del problema de la
propagacién tridimensional dependiente del tiempo de un haz laser a través de la atmésfera™, cuando se
observo que los métodos convencionales eran aplicables solo bajo grandes restricciones y por otra parte
que aplicando un método discreto de la transformada de Fourier, que brinda excelentes resultados para el
problema de la difracion lo que dio la pauta para emplearlo al problema de la propagacién de haces en
medios no homogéneos.

Este método, posterior a su generacion se aplicé con gran efectividad a los procesos de
inestabilidad temporal de dtomos como una aproximacion denominada Método espectral que se basa en
la resolucion de la ecuacion de Schrddinger, y que posee la finalidad de determinar los eigenvalores y
eigenfunciones correspondientes a los diversos estados.

A partir de su presentacion, la evolucién del método de propagacién de haces se ha hecho a

(489.101125.26.27] hnesto que se ha encontrado que posee una gran capacidad de ser aplicado a

grandes pasos
multiples problemas cuanticos de propagacion de ondas caracteristicas en medios no homogéneos.
En este capitulo se presenta una primera seccion en la que se efectia una revision a la teoria

general que fundamenta al Método de Propagacion de Haces; presenta una breve revision de la derivacion

del método a partir de la ecuacién de Schrédinger, asi como las implicaciones de requerimientos para la
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aplicacion de MPH,
En una segunda seccién se presentan algunas de las aplicaciones hasta ahora del MPH, seguido de
una revision de las condiciones de aplicacion, las ventajas producidas al emplearlo y las perspectivas de

desarrollo generadas.
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ILIL- Fundamentos generales y desarrollo del Método:

a) Consideraciones generales del MPH:

El Método de propagacién de haces permite resolver el problema de eigenvalores de Schrodinger,
empleando soluciones numéricas a la ecuacién de Schrodinger. El MPH fue originalmente desarrollado
como una aproximacién mediante la resolucién de la ecuacion de onda de Fresnel o parabdlica. Dicha
ecuacion es una aproximacién equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger con una forma similar al caso
dependiente del tiempo, de alli que es posible aplicar la misma metodologia a problemas de Mecanica
Cuantica al considerar la propagacion no en una direccion espacial sino temporal.

El MPH ha sido aplicable al mismo tiempo a la descripcion dependiente del_ tiempo del
movimiento de un paquete de ondas en un potencial, y a la determinaciéon mediante la correlacion y
técnicas espectrales, de los niveles de energia y eigenfunciones energéticas correspondientes para los
estados estacionarios que componen el paquete de ondas.

En la descripcién de los modos de obtencion de informacion a partir de las soluciones de la
propagacién de haces mediante una anélisis espectral. Si un sistema Optico es perturbado de su posicion
axial z=z¢ por un haz de forma general, representado como una superposicion de modos de
eigenfunciones. Un anélisis de Fourier del campo de propagacién resultante en funcion de z revela las
componentes normales de la propagacion y de sus frecuencias espaciales .

El método de propagacion de haces requiere la especificacion del campo como funcién de las
coordenadas transversales z=zq. De alli que las soluciones numéricas estén entonces reveladas en términos
del campo inicial mediante una aplicacién sucesiva de los operadores correspondientes a la propagacion
en el espacio libre y a la alteracion de la fase del frente por perfil del indice de refraccion.

La obtencién de los eigenvalores se genera a partir de la ecuacidn escalar de Hemholtz, lo que
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brinda la posibilidad de hacerlo también de una manera mas simple al aplicar la ecuacién de Fresnel o
parabolica. Para determinar los eigenvalores de la ecuacién parabdlica a partir de su solucion £'(X,Y,Z) ¥

asi formar la funcion de correlacion Pl(z)=<E,"(x,y,0) E'(x,y,z)>.

b) Ecuacién de onda de Fresnel o Parabélica:
Si partimos de la expresién para la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para la

funcion de onda
i

oy
—V3y = — + Vi IL.1
4n v ot ®

(donde V es el potencial externo que siente 1a onda) podemos definir la condicion de que la dependencia

temporal en el espacio de frecuencias de la solucién de onda sea de la forma

v(E,t) = :/%I\p(i‘,w)e'i‘“dw, 1.2

por lo que la ecuacién de Schrodinger se reduce a la expresién conocida como ecuacion escalar de onda de

Hembholtz como

Viy(E) +KPy(=0, 1.3

y si se expresa y(x,y,z) como una funcion de onda que corresponde a un vector de propagacién en

direccion axial, esto es

‘I’(x’y’z) = E:(x’ Y»z) e-iﬁo.?
1.4
= g(X, Y, Z) e—iK(.'lz ¥

que al aplicar el operador laplaciano sobre la funcién de onda en propagacion se genera la expresion

eXo?Viy = [ 5+ 502K —-K3, IL5

+
ox* oy
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de aqui se puede simplificar la expresién considerando un operador laplaciano transversal, esto es, las

derivadas segundas respecto a las coordenadas perpendiculares a la propagacion (x,y) de la forma

& &
Vies— + — 116
1L 0Ox oy
con lo que eliminando las exponenciales ya que se presentan como factor comun, y sustituyendo esta
expresion para el laplaciano transversal y la anterior referente al desarrollo de las derivadas en la ecuacién

de Hembholtz, se obtiene la nueva ecuacién de onda

2% 21Ko—§+V g+ (K?-K?2 JE=0, L7
272 0z
de donde, si se descuida por un momento el término de la segunda derivada con respecto a la direccion de
propagaci6n z (en multiples reportes se presentan evidencias de esta posibilidad'™*!), podemos encontrar la
expresién aproximada conocida como ecuacion de Fresnel o parabélica de la forma
- 2 2
21Koaz—Vl§+(K -Ko)g, 1.8

donde K=nw/c y ko=ngw/c son los valores de los vectores de onda, de alli que se puede reescribir la

ecuacion de Fresnel como

21K0_§_V2§ Ki[— 52 i ’Y)-ilé, IL9

donde los subindices 0 denotan las cantidades iniciales y las variables sin subindice representan los
valores que dependen de la posicién y de las caracteristicas del medios en el que se lleva cabo la
propagacion.

La posibilidad de sustentar una solucidn a la ecuacion de Fresnel para la ecuacién de Hemholtz y

por ende la de Schrodinger se sustenta del hecho de considerar eigensoluciones de ta forma
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E(X,Y,2Z) = ua(x,y) e? |
E.v'(xsys Z) = un’(x,)’) e-iBn'z s

respectivamente para las dos ecuaciones, si las sustituimos cada una en su expresion correspondiente,

I1.10

obtenemos las expresiones

B2 + 2KoB,Jua=V?} ua+(K*-KPua , IL11
para la ecuacion de Hemholtz, en tanto

2KoB, un = Vi U +(K*-K3)uy, IL12
lo es para la ecuacién de Fresnel; si us=u,', es posible encontrar relaciones bastante simples entre estas
dos ecuaciones, esto es, si restamos la ecuacion (11.12) a 1a (IL.11) obtenemos que
B
2Ky

asi que es posible poner las eigensoluciones de la ecuacién de Hemholtz en funcion de las de la ecuacién

B,= +B,, 113

de Fresnel de la forma

B, = f(B,) = (K3 +2KoBy )2 - Ko, IL14

por tanto, para determinar las soluciones de la ecuacion de Hembholtz y por ende las de la ecuacién de
Schrédinger solo se requiere solucionar la ecuacion de onda de Fresnel. Esta ecuacion parabolica
evidentemente posee grandes semejanzas con la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, de alli
que la forma en que se ataca en la proxima seccidn se puede aplicar igualmente a la mencionada ecuacién
temporal.

Es importante hacer notar que la aproximacion que se emplea para despreciar la segunda derivada
respecto a z solo implica que esta aproximacién considera cambios no muy bruscos en el indice de

refraccidn del medio y una alta energia del haz, lo cual se cumplira cuando
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|&n|
_n- <<1 I1.15

por lo que si se cumple esta condicidn, este proceder es viable y razonable.

A partir de esta ecuacion es que se fundamenta el desarrollo del MPH, de alli la importancia de

que posea una forma similar a la ecuacién de Schrodinger para poder emplear el mismo proceder del MPH

para procesos en que se presentan problemas en funcién del tiempo como los empleados en algunos

49 . . iy .
reportes *°). Es evidente el caracter escalar de esta ecuacién por lo que se sustentan en esta ecuacion, tan

solo procesos cuya descomposicion en componentes sea factible, excluyendo hasta aqui toda clase de

efectos vectoriales tales como la polarizacion.

¢) Derivacién del "Operador de Divisién Simétrico” y solucién a la "Ecuacién de Onda de Fresnel”

o "Parabélica de Propagacién":

Partiendo de la ecuacion de Fresnel que se expresa como

., 08 5

21K0az —Vl§+8|<§, IL16
donde

8k =K2-K3, IL17

y ya que el vector de onda y el Laplaciano transversales son independiente de z

o _ .
== a(z)E =- ZKO(vi +8K)E, IL.18

que ¢s similar a estudiar cambios en z contra cambios en la solucion de la forma

dg

L
e =TV, Hoxldz IL19

que posee una relacion logaritmica como solucion, de tal manera que
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gn+l ] Zn+1 Zn+l
In = -—[V’z | + [ &kdz
5 $ 2Kn[ 1 $ Jl |
1120
§n+1 i Znt+l
g« gl ¢ o

ahora bien, puesto que los incrementos en z corresponden a diferentes eigenestados de la solucién, debido

a que la evolucion de la onda corresponde a la propagacion sobre el medio, esto es de tal manera que

Az=(z""-2" 1121

con lo que la solucion de un eigenestado proximo serd expresada por medio de la aplicacion de un
operador de propagacién funcion de los cambios en el vector de onda al propagarse en el medio, de tal

manera que el propagador sera de la forma

; zn+1

-—[\72 Az+ | Bkdz)
2K L n
E(z)=e z , .22

o0 en términos del operador o de (I1.18), se puede expresar el propagador como
zn+l
{l a(z")dz’
Ez) = ¢ : .23

y la exponencial puede ser desarrollada de la forma

Prikg n+l Z0+l Zn'+l

e [9ENE - 1T @z + [ a@] | a(ndeld

Z0+1 Lt LS .24
+ IG.(Z') j' C!.(Z")[ j’ azmdzm]dzu dZ'.,

que nuevamente empleando el valor del operador o de la expresion (18) y puesto que la integral de o se

expresa como

n+l zn+l

{ a(z')dz'=-$[vz (Az)+ | Sx'dz’] IL25
] zn

zB L

z
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en tanto para el segundo orden tenemos que

Zh+l 2Rt ZHl pn'+l A ZZ
I o’ I andzndzr { VZ J‘ I SK"dZ"dZ, +(V2 )2 5
= 4 IL26
Zn+1 '+l Zn'+1

+ | SK'ViAz'dz'-i- [ ' [ dx"dz"dz'}
zh z zn
donde Az’=(z""")*-(z")%, de tal forma que la exponencial se expresa como un desarrollo en términos del

operador original y considerando sus propiedades de conmutacion, se verifica que

Fail 1
j+u(z')dz' i L+l ) 2
zn — - 2 '
e 2K0{VLAZ+ j 81~cdz} {(V )? A
Zntl n'+l Zzn+l
+VE [ [ Bk"dz"dz'+ [ 8x'V’ Azdz’+ .27
zh n' zh
Zntl zh'+1

+ I S5k’ J‘ Sk "dz"d'z } + 0(Z3) ,
zn Ly
en tanto, por otra parte podemos verificar que al considerar una descomposicion del primer término de o

en dos medios, esto es cuando

zh+l 1 zn+l
v2a, | oxdz “Viaz [ bk ly2a,
is zh _ zn
e € = ¢ € [ , I1.28

192 Az [n&c'dz’ 1924z 2]
2t e’ el t =1+V>Az+ j’61<'dz’+
n+l '+]
+(v2 Y Az, J‘Stc ; Sx"dz"dz'+ 1129
n+1 n+1
rvz &2 jSK’dz'+%z— ] sk'v2dz,

y comparando esta expresion con ¢l desarrollo de la ecuacién (11.27) es evidente que
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zn+l . zn+l

'dz’ . 2 _I_z I ._j_ 2
- Ko 1% g K agvone
e =e e e
+1 n+1
1 7 Az z
+—V? —dk’'- [ 8x"dz"]dz'+ 11.30
T AT 4 ]
zn+l

8 e Vz [ + 3
v »c( 5 az)V2dz + 02)
por tanto para que la expresion (I1.29) corresponda fielmente a la forma de segundo orden de (11.27), es
necesario que los ultimos términos integrales de la suma del lado derecho de la anterior ecuacion
desaparezcan o sean de tercer orden en z para que estemos hablando de una buena aproximacién.

Es evidente que si 8k es constante los mencionados términos se desvanecen. Por otra parte si 8k

puede ser representada en términos de un desarrollo en una serie de Fourier en funcion de z, esto es si

Sk(z) = 8x(0) + dx'(0)z + &k"(0) 2% + ..., IL.31

entonces los términos integrales son de tercer orden tal como se requiere y tenemos una buena
aproximacion.

Como estos casos existen multiples que dejan en claro la viabilidad de utilizar el operador en
términos de la ecuacién (11.29), que se hace de mayor importancia al momento de aplicar esta forma del
operador en la resolucion de los problemas de propagacion, mientras mas sean los pasos de propagacion
para disminuir los calculos.

Empleando las relaciones anteriores y considerando que &k puede ser expresada como una serie de
Fourier, es posible expresar la propagacion de la onda desde el estado n hasta el estado siguiente n+1 de la

solucion a la ecuacion de Fresnel de la forma

U 2 _I_Aza _1_sz2
n+l 4K0Az 12" T4k n
§ = e e e £, 11.32

donde el promedio de cambio en el vector de onda se defini6 de la forma
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o+l

ok =— [ Skdz. 11.33
x5

Consecuentemente el algoritmo para calcular la propagacién del campo sobre una distancia Az,
consiste de un incremento de la fase en concordancia con los cambios de medios no lineales, seguido por

una propagacién en el vacio del campo resultante (problema de la particula libre) sobre una distancia Az, o

io que es lo mismo, resolver la ecuacién

., 6,
2iKo 2= V3E. 1.34

Para introducir la simetrizacién, solo es necesario iniciar el procedimiento por un paso de la
propagacion en el vacio desde z=0 a z=Az/2. Al tener la solucién expresada en la forma de la ecuacién
(I1.32) es claro que el primer término de la propagacion no requiere la aplicacién del término no lineal y la

solucion de la funcion de onda es primeramente generada de la ecuacion de onda en el vacio (11.34).

d) Resolucién de la ecuacién de onda en estado libre:

Evidentemente el estudio de una onda que se propaga en un medio inhomogeneo se sustenta, bajo
el desarrollo del MPH en la aplicacién de un proceso de influencia del potencial sobre la solucién de la
ecuacién de onda (I1.34), en la cual no se consideran los cambios que producen a la onda las condiciones
del medio. La solucién numérica de la ecuacidn resultante se basa en la representacion de la funcién de

onda en forma de una serie bidimensional finita de Fourier

N N
2 2 2 m. ;l‘l
EM= ¥ ¥ Em(@e . .35
N N
m=-5 +1n=- 2 +1

la cual presenta una periodicidad implicita sobre un cuadrado de la dos L=NAx=NAy en el espacio x-y.

De tal manera que al sustituir la anterior expresion en la ecuacion de onda libre (I1.34), se consiguen
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obtener las caracteristicas especificas de la funcién de onda; esto es, ya que el operador laplaciano

transversal aplicado a la expresion de (11.35) genera la relacion

21 )
v2em=- 5

entonces la ecuacion (I1.34) se transforma en términos de la solucién numérica de Fourier, como

(m? +n®E(F), IL.36

g @n)
2iKo—*=-"13 (m*+n)E_,, IL37

que es la ecuacién correspondiente de onda transformada de acuerdo a las caracteristicas de una serie

bidimensional y finita de Fourier, la cual evidentemente posee una solucién logaritmica de la forma

Emn(%,Y,2"") i(27)° (m*+n?)
ln|§ xy. 2 |= (2'1- 2, 11.38
mn \* Sy

2Ke N?
que implica en si, una solucién en la trayectoria z de propagacion en que consideramos que z'=zq s la

posicién inicial y Z"'=z¢+Az la posicién de la onda posterior a un pequefio desplazamiento, asi la solucién

en estos términos sera para cada contribucién m-n-ésima correspondiente como

i2 E)2£m2+n2)Az
2Kg N2

& (X, Y, z,+Az)=¢ € (X, Y, z,). IL39

Ahora bien, los valores iniciales para £mn(Zo) son evaluados numéricamente mediante la aplicacién

de la transformada discreta de Fourier (TDF) bidimensional

5 NN i m';“k
émn =3 X £0.K)e ’ I1.40
j=0k=0

donde £(j,k)=E(jJAx+kAy). La TDF bidimensional es efectuada en forma de secuencia, al operar 2N veces

la TDF unidimensional, la cual se encuentra definida por

N-1 .
ED = 3 EG)e?™ N, 1141
0
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donde los E(j) representan los multiples valores muestra que son tomados a lo largo de la apropiada
direccion (x-y). Asi mismo, la evaluacién numérica de la expresion unidimensional de la transformada
discreta de Fourier es llevada a cabo con la colaboracion del algoritmo de la transformada rapida de
Fourier (TRF)™). Es indispensable obtener los valores muestra de la funcion E(jAx,kAy,z) a partir de la
expresion de la serie finita de Fourier considerada en la ecuacion (I1.35), esto para evaluar una secuencia
de 2N operaciones inversas de la transformada discreta de Fourier de la forma
g(l)—— z &D iy 1142
N s

La posibilidad de emplear el desarrollo hasta aqui expuesto se sustenta en el criterio de exactitud
que posee la representacién de una funcién en términos de una serie finita de Fourier como la propuesta
para resolver la ecuacion de onda en la expresion (I1.35). Asi que £(x) debe ser una funcién cuyo espectro

E(k) se desvanece cuando Kk >Kma=(N/2)(27n/L) mientras que la funcién E(x) a su vez se desvanece

fuera del intervalo 0<x<L. Asi bien, la funcién £(x) puede representarse por las series de Fourier

N
2

Ex)= 3 EReML, 1143
N
)

m

ademas de que los coeficientes de Fourier En pueden ser representados exactamente en términos de las

funciones muestras £(jAx) evaluadas mediante las relaciones de la transformada discreta de Fourier

1 N-1 .lﬁ N
=1 > gie?"N , 0<m<-—
1-0 2
1 N4 i(N-m) N
En=—Y 5™ N | -—<m<0 IL44
| Y 2
E-'-N/2=§Nn’:! N

Esto implica que una solucion para la funcion de onda (11.34) y para la aplicacion de los operadores de
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propagacidn de (11.32), son viables para todos los propositos practicos cuando tanto £(x,y) y Emn O SON
considerables cuando tiende a los limites de sus respectivas redes en los -espacios de x-y y ke-ky
respectivamente para la funcién y su espectro caracteristico.

Bajo las aproximaciones referidas anteriormente y contemplando las condiciones de aplicabilidad
que posee ¢l método, la posibilidad de utilizarlo en problemas concretos es mayuscula, sin embargo el que
se considere en principio una ecuacién de onda escalar delimita demasiado su aplicacién pues con ello se
restringe a ondas de cardcter escalar o tan solo a componentes independientes de fendémenos con
caracteristicas vectoriales, lo que ha propiciado que se siga desarrollando el MPH para aplicarse a otros

muchos fenémenos de naturaleza ondulatoria.
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ILIIL- Algunas Aplicaciones conocidas actualmente:

Por sus propiedades de resolucién de problemas en que se considera una onda que se propaga en
un medio no necesariamente homogéneo, el MPH ha sido sumamente aplicado a la propagacién de haces
en fibras dpticas, en la atmésfera y en medios periédicos; sin embargo la posibilidad de trabajar con la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo de la misma forma que con la ecuacién de Fresnel,
brinda la posibilidad de emplear este método en el estudio de fenémenos que se desarrollan en funcién del
tiempo (eventos que se propagan en la coordenada temporal), de alli que la aplicacion de este método se
ha ampliado al campo de los fendémenos perturbativos dependientes del tiempo.

Algunas de las aplicaciones en las que se ha empleado este método para resolver problemas de
propagacion (espacial y temporal), son:

a) Propagacién de un haz lser a través de la atmésfera’®:

El calculo de la propagacion de un haz laser de alta energia a través de la atmésfera reportado por
Feit, Fleck y Morris'®], se presenté en un principio como la primera aplicacion del MPH, ademas de que
fue esta aplicacién la cual brindo las bases para la sustentacion teérica y operacional de un método con las
caracteristicas del método de propagacién de un Haz.

El problema de la propagacion de un haz en la atmésfera se basa en abordar las ecuaciones

linearizadas de la hidrodinimica en presencia de vientos, las cuales son de la forma

dp, -
ot PoVevi=0
dv,
—=.V 11.45
Po dt Py

d
g (Pi—esP)=(y -1l
La aplicacion a este problema del MPH brinda la posibilidad de encontrar resultados

tridimensionales para el calculo. Ademas de que ¢l método permite estudiar el comportamiento de
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propagacion efectuado por un haz laser en presencia de vientos horizontales y aun con turbulencias.

La aplicacion de este método de propagacién al cilculo de un haz a través de la atmdsfera ha
propiciado excelentes resultados en el estudio de cambios en las densidades de isobaricas dependientes del
tiempo, de los cambios en la densidad inducidos por el calentamiento a través de multiples pulsos laser,
acerca del tratamiento de la turbulencia atmosférica, del florecimiento térmico de pulsos simples y en
particular de la propagacion de haces laser a través de zonas muertas, entre muchos otros como
consecuencia directa de estos.

b) Aplicacién a medios con pequefias variaciones en el indice de refraccion®®:

Una de las mas elementales aplicaciones del MPH se refiere al estudio de medios en los que se
presenta muy pequefia variacién en el indice de refraccién(?®. En este caso lo que se hace es estudiar el
fenémeno de propagacion cuando ng es una constante con valor igual al promedio de los indices de

refraccién que se presentan en el medio. En cuyo caso es posible expresar el operador a. de la ecuacién

(I1.18) en términos de una transformada de Fourier, como apuntando hacia afuera en

+at

Ekx, ky,2) =] [ E(x,y,z) e kxxrkyn), 1146
Ademas de que en el dominio del espectro angular la relacion entre la funcion de onda y la derivada

respecto al sentido de propagacion esta expresada en forma de

'3 _ 1
S (Ko ky,2) =ik 5 - ki - k)2 Bk Ky, 2). 147

El paso de propagacion que se considera por el operador de propagacion del MPH se implementa
mediante la transformada de Fourier rapida, la cual tiene la ventaja de ser aitamente eficiente.

En la figura (I1.7) se presenta una grafica de los resultados obtenidos al calculo de la propagacién
de un haz luminoso a traveés de una pelicula delgada de guia de onda, la cual posee una pequefia

ondulacién. La grafica corresponde al comportamiento de la amplitud del campo al interaccionar con
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planos transversales apilados sucesivamente en la guia de onda. El perfil del indice de refraccion de la
guia es un paso aplanado del indice, de tal manera que para cierta longitud de onda, considerada desde el
inicio de la observacién, la sefial se propaga de dos modos. Evidentemente la curvatura no solo causa un
importante aumento en la luz que se radia, sino que provoca un fuerte acoplamiento entre el modo
fundamental y el de primer orden. Asi, mediante el MPH el estudio de este fenémeno, no requiere hacer
diferenciacién entre los campos radiados y guiados, ademds de que la estructura de la guia de onda se
puede analizar a manera global, hace del estudio de este fenémeno mediante el MPH, una gran

herramienta para sustentar los procesos de propagacion y un método de cdlculo de gran exactitud.

um
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¢) Ciélculo de los modos de eigenfunciones de sefiales en fibras Gpticas™;

El calculo de los modos de eigenfunciones en fibras dpticas a partir de soluciones generadas por el
método de propagacion del haz, emplea la transformada discreta de Fourier con la finalidad de obtener la
configuracion espacial de la soluciones a problemas de guias de ondas sin referencia a los modos. Ademas
mediante el MPH se brinda una descripcion muy completa de los campos en términos de los modos a
través de un analisis de Fourier con respecto a la distancia axial de los campos calculados. De tal forma,

mediante ¢! MPH se obtienen los modos de eigenfunciones de manera consecuente al desarrollo del
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método. La exactitud y eficiencia del método se comprueba en la obtencién de resultados para problemas
especificos de sefiales en fibras 6pticas.
Se considera la expresion de eigensoluciones prevista por (I1.10) y empleando a su vez la

expresion para € de la ecuacién (I1.32), es evidente que se puede obtener una funcién de correlacion como

Pi(2) =<&" (x,y,08(X,y,2) >, .48

y el célculo numérico de la integracion es sobre a seccion transversal de la guia de onda mediante la regla

trapezoidal. Asi que con £'(x,y,z) como una superposicién de modos de eigenfunciones ortogonales,

£'(x,y,2) = ¥ Aqj uy e'P2 s IL.49
n,j

donde j se emplea para distinguir los diferentes modos dentro de un conjunto degenerado, asi que Py(z) es

Pi(2) =5 |Ayl e P2, 11.50

n,j

Ahora bien, multiplicando ambos lados de la expresién (11.49) por Z 'w(z)e*™ ¢ integrando desde 0 hasta

Z, se obtiene que el resultado es

12 .
E.i'(x; y. B) = -Z_ ({5'()&, Y, Z)W(Z) ele dz . I1.51

En conclusién al desarroilo mediante e} MPH, el calculo numeérico del particular modo de eigenfuncién

ua(X,y) a partir de la solucion compleja de la amplitud del campo £'(x,y,z) se reduce a la resolver

z
un(x,y) =Cx [E'(x,y,2)W(z) P2 = CxE'(x, y,By’). 11.52
0

en la cual, por simplicidad se libera la degeneracion de los indices j, desde donde se encuentra esta ultima
expresion para evitar excitar simultaneamente varios miembros de un conjunto de modos degenerados. A
partir de £'(x,y,Ba") debe ser considerado como un miembro de una transformada discreta de Fourier; por

otra parte la integracion de la expresion (I11.52) debe llevarse fuera empleando la regla trapezoidal.
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Mientras que el calculo de las eigenfunciones despreciadas puede darse con la solucion para £'(X,y,2).
En la tabla (I1.1) se presenta una comparacién entre los valores numéricos y analiticos de la

integral <vu V wvp> para modos con v=4 y v=5 en una fibra que cumple con la ley del cuadrado.

1] v N=2p+v Analitico Numérico
0 4 4 2914 .41 2914.41

0 5 5 2894.18 2894.18
1 4 6 2873.94 2873.94
1 5 7 2853.70 2853.70
2 4 8 2833.46 2833.46
2 5 9 2813.23 2813.22

3 4 10 2792.99 2792.98

3 5 11 2772.75 2772.75
4 4 12 2752.51 2752.51

4 5 13 2732.28 273227
5 4 14 2712.04 2712.03
5 5 15 2691.80 2691.80
6 4 16 2671.57 2671.56
6 5 17 2651.33 2651.32
7 4 18 2631.09 2631.08
7 5 19 2610.85 2610.84

Tabla IL1.- En esta tabla se muestra la exactitud que presenta la aplicacion del MPH en el estudio de

sefiales en una guia de onda y en particular en fibras dpticas.
d) Estudio de las guias de onda de Rib™;

Para ¢l analisis de las estructuras de las guias de onda de Gibs, el problema de la magnitud de la
matriz de transferencia se presenta hasta ahora cada vez mas dificil. En los (ltimos afios se ha atacado este
problema con la ayuda del MPH modificado para ser adaptado a las condiciones del problema de las guias
de onda de Rib™®!. Para reducir la matriz de transferencia, se ha desarrollado el algoritmo denominado
"matriz modificada" y empleando la matriz estandar del MPH con NxN elementos.

A partir de las primeras aproximaciones asociadas con los modos de alta frecuencia, estos
primeros términos pueden en gran medida ser eliminados mediante la propagacion en una cierta distancia
imaginaria axial il". La amplitud especifica del modo j en y; es entonces multiplicado por el factor eP', de

tal manera que las amplitudes de los modos de alta frecuencia son reducidas a los modos relativamente de
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mas bajo orden. Al mismo tiempo la amplitud relativa de algunos modos del mas bajo orden en toda la
distribucion modal de campo I, ademas se incrementa de tal forma que los modos de propagacion ex(X,y)
son en gran medida no ortogonales. Este procedimiento se complementa empleando la ortogonalidad de

una manera andloga al método de elemento finito y la solucién de eigenvalores no estandar se define

fw (X, ¥) £ (%, y)dxdy = ePIl fg (X, ) c (%, y)dxdy. IL.53

Las integraciones de las entradas para la ecuacién matricial se generan mediante la suma del

producto del cdlculo de los valores para el campo

z Y(Xm, Yp)e(Xm, ¥,) IL54
en los campos designados. Multiplicando las componentes de los eigenvectores de la ecuacion (I1.56) con
la correspondiente distribucion de los campos ex generando un nuevo conjunto ortonormal de la
distribucién modal de los campos en términos de una combinacién lineal de los modos de propagacion,

obteniendo excelentes resultados en el estudio de guias de onda de Rib (Tabla I1.2).

Guia de onda Método L.L NNy N b

1 FD ... .. 3.3908 0.50(5)
MPH 8.4 64-64 3.3902 0.49(9)
MPH 84 32.32 3.3914 0.51(0)

2 FD — 3.3953 0.43(8)
MPH 16-2 64-64 3.3945 0.42(8)
MPH 162 3232 3.3951 0.43(6)

3 FD .. 3.4368 0.36(0)
MEF® 30-10 100-40 3.4368 0.36(2)
MEF®™ 30-10 100-40 3.4368 0.35(7)
MPH 32-14 64-64 3.4368 0.36(7)
MPH 32.14 3232 3.4368 0.34(7)
MPH 32-14 3232 3.4371 0.40

Tabla I1.2.- Resuitados del MPH modificado. FD define el valor de N y b, MEF corresponde al método
de elemento finito, MEF® con E=0 y MEF® con E periédico(b) en la frontera; MPH® corresponde a la
evaluacion estandar.

Los resultados de esta consideracién propician la obtencién de un MPH matricial en el que es
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posible obtener los valores término a término. De alli que su aplicacién se puede ampliar a sistemas con
fenémenos de redes. De tal manera, mediante este desarrollo, se han podido examinar multiples aspectos
de las guias de onda de Rib, esto gracias a que el nuevo algoritmo iterativo involucra la solucién con éxito
del problema de eigenvalores no estindar, para la distribucién de campos de mas bajo orden, interpolando
tales distribuciones en una red mas fina, y finalmente propagando los resultados de los campos a través de
una distancia imaginaria, verificandose la exactitud de este procedimiento para generar las constantes de
propagacion y los campos modales en conjuntos de redes de multiples puntos.

Mediante esta aplicacién del MPH en forma matricial, una vez que se demostrd la aplicabilidad del
MPH lara encontrar los modos de las guias de onda de Rib. Los valores para el cuadrado del indice de
refraccion en cada punto de la red debe ser dado por el promedio transversal de n’(x,y) sobre la regién
mas cercana al punto dado. Este procedimiento general es exacto si los campos en la frontera de la region
considerada se desvanecen apropiadamente. Semejantes en procedimiento a estos ultimos ejemplos
podemos mencionar algunos otros ejemplos que han probado la capacidad del MPH, tales como:
Calculo de eigenmodos y radiacion de ondas en el espacio libre"":
Cdlculo del acoplamiento de ondas en una fibra birreﬁ‘ingente{ 10].
¢) Solucién de la ecuacién de Schridinger dependiente del tiempo y cdlculo de sus eigenfunciones
correspondientes"":

Considerando la ecuacién de Schrddinger dependiente del tiempo en coordenadas cartesianas

i%=-ﬁvzw +V(x,y)y 1155

que de manera similar al caso del MPH clasico, en el método espectral se puede reducir a la aplicacién de

un operador de division simétrico en forma de una propagacion en segmentos temporales At, de forma que

Y(E to+ Al = eam”” &2V ¢ um™” W(F, to) + O(AL)’, IL56
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Capitulo I11.- Aplicacién del MPH a la Teoria de Formacién de Imégenes en Microscopia

Electrénica de Transmision

1LL- Introduccion:

Bajo el conocimiento de que el Método de Propagacién de Haz nos brinda la posibilidad de estudiar el
comportamiento de un haz de electrones energéticos al internarse en medios, cuyo potencial (indice de
refraccién) difiere de la region donde se origina el haz, es evidente que Su aplicacion a la Teoria de
Formacién de Imagenes, debe ser viable.

En este capitulo se presenta un desarrollo por demas novedoso en el afén de adaptar el MPH al
estudio de la formacién de imagenes, considerando las aproximaciones y requerimientos de la formacién de
imagenes en microscopia electronica de transmision, para lo cual se definen las condiciones de alta energia y
despreciando los efectos de retrodispersion y la interaccion del haz incidente con los campos que generan los
haces dispersados.

En la seccion 1L se presenta la obtencion que para el caso de haces de electrones s¢ contempla en
funcién del potencial de la muestra, partiendo de la ecuacion de Schrodinger y definiendo las condiciones del
haz incidente, asi como la ecuacion de Fresnel y una presentacion para la misma en términos de dos
operadores que presentan la generalidad de la ecuacion.

En la seccion IILIII se genera el desarrollo para la obtencion de una ecuacién general en términos de¢
dos operadores sin grandes restricciones, de manera que la aplicacion 2 {a teoria de formacién de iméagenes se
presente mas clara y donde se definen las condiciones de aplicabilidad para que los operadores cumplan con
las caracteristicas de propagacion estipuladas por la ecuacién de Fresnel, lo que viene a generar la posibilidad
de advertir la aproximacién de alta energia y define claramente las exclusiones que s¢ requieren para la
aplicacion del MPH a la teoria de formacion de imagenes.

Una seccion mas, la TILIV es dedicada a la solucién de la ecuacion de Fresnel, mediante el
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procedimiento del MPH clasico y la aproximacién de alta energia que definen la aplicacion del operador de
propagacion.

Los resultados de la seccién IIL.IV son empleados para obtener el acercamiento hacia la teoria de
Formacion de imégenes mediante las condiciones de simetria de una estructura periddica en la seccién IILV.

Por tltimo en la seccion ILVI se presenta una seccién dedicada al estudio de las propiedades y
condiciones del potencial que siente un haz en una muestra de Microscopia Electronica de Transmision,
identificando el como afecta a la obtencién de resultados y al operador de propagacién la simetria de la
estructura de la muestra, de forma que se reduce en gran medida la expresion del operador de propagacién a

la aplicacién, mediante las amplitudes de dispersion.
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IILII.- Ecuacién de Fresnel:

Si consideramos que los fenémenos que se generan cuando un haz de electrones es direccionado y
hecho incidir en una muestra, cuyas caracteristicas se encuentran definidas por los potenciales
electromagnéticos de los dtomos correspondientes del material son netamente de cardcter cuéntico, los
procesos fisicos se encuentran regidos por la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo - para cuando

no existen perturbaciones temporales al potencial, como en microscopia electrénica - ; empleamos

2

2 5 V2D +[|e| V(F) + El® =0, IIL1
m

dentro de la cual, si consideramos las siguientes expresiones para el vector de onda y para el potencial

2mE 2|e/m
d="7 vy U®="7

la ecuacion tomara la forma mas familiar dentro de los estudios de la teoria de formacién de imagenes para la

V@), 11 )

ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, 1a cual se encuentra en términos del potencial en el cual se
internan y por el que se ven influenciados los electrones, ¢l mismo que generara los cambios en la trayectoria
e intensidad del haz; y por otra parte, en términos del vector de onda inicial ko (proporcional a la longitud de

onda caracteristica), que corresponde al haz de electrones que se definen como ondas planas mediante

() = Zd’ﬁ’ﬁ)e'z"iig)‘i 1113
j
usualmente se considera que si bien el haz se constituye de miltiples electrones, una de las condiciones para
la formacion de imégenes en microscopios electronicos es de que el haz es lo mas monocromatico posible (la
misma frecuencia o longitud de onda y por ende el mismo vector de onda), de alli que considerar un solo
vector de onda incidente no difiere en gran medida de la realidad ni resta generalidad al estudio.

La expresion para la ecuacion de Schridinger en términos del potencial y €l vector de onda sera

Vo +4 7’ [UF) + kP =0. 1| I}

la cual es sumamente familiar en la teoria de formacion de imagenes.
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Ahora bien, de acuerdo a las condiciones iniciales del haz en que se busca obtener el mayor grado de
control en cuanto a la direccién de propagacién de los electrones podemos emplear que la direccién de
propagacion del haz incidente es paralela al eje z por lo que para cada (j)-ésima componente, tenemos

o9 = ¢@ e 2mikfz , L5
que define claramente una propagacion solo en direccion z (de este momento en adelante se omitira ¢l indice
por la condicién monocromatica).

Considerando la ecuacién (II1.5), es posible reproducir de nuevo un desarrollo similar al del capitulo

anterior para obtener la ecuacién de Fresnel; que para el caso de un haz de electrones tendra 1a forma

% _ v2g. "
oz 4nk d" Um’ .6

donde el operador laplaciano perpendicular corresponde a

& &
v2 =— .
Ty 1.7

en forma mas simple, adecuando a la expresién (I11.6) los siguientes operadores

i
a=— v? b=——U , 118
A T anke L Y 21 © 8

se simplifica la expresion a la ecuacion

@ B éd} 4 B¢, m.9

0z
asi, como se puede ver en las ecuaciones (II1.8-9) el operador 4 influye solo en la direccion perpendicular
(xy) y es evidente que es este el unico operador que se considera para el caso de un electrén libre, lo que
representa fisicamente que los cambios en la direcciéon de propagacion se pueden contemplar como una

perturbacion en funcion del potencial en el cual la particula se interna.
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IILOL- Ecuacién general de propagacion aplicable a la teoria de formacién de imagenes en
microscopia electrénica:

Para extraer con mayor sentido las condiciones bajo las cuales la ecuacion parabdlica o de Fresnel,
puede ser sustituida por la ecuacion de Schridinger cuando se efectiian estudios de formacion de imagenes, es
conveniente remitir el desarrollo a un panorama mas general; por tanto, en esta seccién se desarrollara un
camino colateral en la sustentacion de la ecuacioén de Fresnel como una excelente aproximacion al estudio de
la propagacion de haces en microscopia electrénica, lo que brinda la posibilidad de visualizar de manera mas
formal las aproximaciones y las condiciones de aplicacion del desarrollo del MPH.

Volviendo a la ecuacion de Schrédinger familiar a la teoria de formacién de imagenes, consideramos
el potencial U(r) como una funcion fuente o perturbacién a la onda incidente, definida por su vector de onda
Ky, de tal manera que la ecuacién de onda sin perturbaciones (para el comportamiento del electrén libre) es,

Viy+an’kiy =0, IL10
que en colaboracion con las condiciones de radiacion en el infinito puede ser resuelta. De tal manera si se
conoce una solucién para \(z=zg), es posible calcular tanto el valor de \ como su correspondiente derivada

Oy/oz para un valor cualquiera de z, con la aplicacion de un operador 4, de forma que

%(x, y,2) = Ay (X, ¥, o), 111
donde & opera sobre las coordenadas transversales tan solo. Es factible derivar el operador & para el caso en

que ¢l vector de onda ko s constante, para lo que si se observa en el caso de calcularlo en ¢l dominio del

espectro angular, se tiene que

+am
Wik, ky,2) =1 | wix,y,z) ek dxdy, 1112

con lo que la relacion entre ‘¥ y su primera derivada respecto a la direccién de propagacion z sera
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%zl?-(kx,ky,z) =-i(4 1’ k3 -k2-k2)" W(ky, Ky, 2), [L13
que de nuevo en el dominio espacial, representa lo mismo que efectuar

%\z_ll= ay(x,y, zo)=—ztik—o\?iw(x,y,zo). IL14

El calculo del operador definido anteriormente se presenta como un método de solucién para el caso

de la ecuacion en la cual no se considera la influencia del potencial, de alli la necesidad de encontrar una
expresion general en la que se considere la forma de la ecuacién (I11.14) y la contribucion del potencial de la
muestra irradiada por el haz. Para lo cual, se considera primero que las ondas caracteristicas de! haz de
clectrones son contribuciones de dos haces diferentes, originados por fuentes que se encuentran en dos
regiones. El primero de los haces corresponde a las fuentes que se encuentran hasta donde se localiza la
muestra, mientras que el otro haz corresponde a la influencia de las fuentes que se localizan mas alla de la
muestra.

Asi pues, expresando el anterior pérrafo matematicamente, podemos decir que el haz de electrones es

b=t +b,=95, GF)+oe, @T), II115
(las coordenadas con prima denotan la posicion de la muestra) donde la funcién ; (2 es el inverso) tiene
valor definido por
0 z<z'
g (t|t)=1/2 z=1z'. IIL.16
1 z>z'

En conjuncién de la anterior funcién con la expresion para el potencial de la muestra y empleando la funcién
de Green de la ecuacién (II1.10), es posible expresar la componente del haz que nos interesa, que es la

correspondiente al haz de electrones dentro del cafion y que incide en la muestra, el cual formalmente es

o @ =4n*ff FG(F[?')a,(fl?')U(?')d)(?')dx’dy'dz'. 1I1.17
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Que implica que el cambio que sufte el haz en la direccién de propagacion corresponde a

6¢‘1 . +eo0 aG . -,

o —4n I @Ded)
+G(t]T)8(z - 2')]U(E ") ¢(r ")dx"dy'dz’

para lo cual, la primera de las integrales corresponde al factor de propagacion en el cafién de electrones antes

IIL.18

de incidir sobre la muestra, o cual como se habia visto anteriormente puede en términos del operador &
(definido en la ecuacion (IIL.11)) ser escrito como fdy, esto debido a que ¢1 es generado antes de llegar a la
muestra.

Por ofra parte la segunda integral de la ecuacion (I11.18) puede reducirse mediante la integracion de la

funcién delta a

+a
4n?f [ Gx,y,z/x",y", )UK, y', 2)d(x", y', 2)dx'dy’, II1.19
que puede manejarse como un operador actuando sobre ¢ con respecto a las coordenadas transversales (X,y)

unicamente, de tal manera que la expresion (I11.18) tomara la forma de la ecuacion de operadores

o¢, .. -
E‘: b, + bo; IIL.20

sin embargo, es evidente que la contribucion que ¢z proporciona al haz ¢ total se refiere a la influencia que
genera el campo de la dispersion en sentido contrario, por lo que despreciando efectos de retrodispersion, al

considerar que la energia del haz es sumamente alta, se rescribe la anterior expresion en la forma

od, ..
a—zl=a¢l+b¢l; HI-21

donde toda la ecuacion hace referencia al haz que se genera y modifica en el sentido original del haz.
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ILIV.- Reduccién de la ecuacién general de operadores de propagacién y estudio de las condiciones
requeridas para la Aplicabilidad de la ecuacién de Fresnel a la Teoria de formacién de im4genes:
Cuando nos referimos a la propagacion de haces energéticos, y en particular a fendémenos como el del
campo de estudio de la teoria de formacién de imigenes en microscopia electrénica, en que el vector de onda
incidente es constante (depende de las voltaje de aceleracion que reciben los electrones), es posible reducir la
expresion del operador que se presenta como término de correccién en la ecuacién (IT1.21) al emplear la
funcién de Green correspondiente que de la ecuacién de onda (II1.10) se origina, obtenemos el factor de

influencia del operador b sobre el haz, mediante la expresion

+oo _-2aikom

B¢1(?)=2nf f €

U’y 2)$,(x",y', z)dx"dy’, 1122
donde la coordenada m corresponde a la diferencia entre los vectores de posiciéon y de ubicacion de la

muestra, esto es

n=\/(X-X')2+(y-y')2. I1L.23

La expresion (II1.22) puede verse como la representacion de una convolucién sobre las coordenadas

transversales a la propagacion. Que aplicando una transformada de Fourier a la expresion (I11.22), obtenemos

-2niko(x2+y2)

4n(x*+ yz)

i
VAR k3-k2- K}

Fb¢]=27F[ Je F[U®,] = eF[U¢,), ML24

(en estas expresiones F[] denota la transformada bidimensional de Fourier). A partir de un desarrollo en serie

se puede demostrar que

1 _ D" em! itk 1"
G o 2m) erko) ™

IIL.25

De la anterior expresion se pude ver que la serie converge solamente para el caso en que
k,[z+k,,z<4rczko2 pues de lo contrario estariamos refiriéndonos a ondas evanecentes, las cuales se excluyen del

tratamiento bajo la condicién de paraxialidad. A partir de estas condiciones y sustituyendo la serie en la
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ecuacion (I11.24) genera

+4 m m

n e D"Cm) ™ m! F™(Ud)
bd, =-r2 .
T ko™ 5 plm-p)! x5y

De tal forma si U(r) varia lentamente respecto a las coordenadas transversales, las derivadas de alto

II1.26

orden son despreciables y si consideramos tan solo m=p=0, entonces

A in
Que presupone paraxialidad y una variacién lenta en ¢l potencial de la muestra con respecto a las coordenadas
transversales a la propagacion.
Asi, la ecuacién de operadores queda en términos de los valores obtenidos en las ecuaciones (III.14 y

I11.27), obtenemos la ecuacién

—=_ Ve, ——— .
oz 4nko L‘b‘ 2koU¢" .28

que es exactamente la conocida como la ecuacion de Fresnel, pero que hasta donde hemos visto requiere de

las condiciones especificas de paraxialidad con la finalidad de evitar la necesidad de considerar ondas
evanecentes, y ademis de que es indispensable que el potencial, en el cual inciden las particulas, varie
lentamente para no requerir una expresion mas complicada de orden mas alto al tener que considerar mas

términos en la expresion (111.26).

65



Carfrmio ITI.- ArLIcAciSw oux MPE A La Trzoata Dz ¥ G pm Ixid ™ £a Eupcraéwica DS TIAMSMTAIGE

II1.V.- Resolucién de la ecuacién diferencial generada:

La ecuacién de onda de Fresnel puede ser resuelta en la forma desarrollada en el Capitulo anterior, sin
embargo mucha de la fisica de un procedimiento como el efectuado en las secciones (ILII ¢ y d) se pierde en
el desarrollo matemitico, y no se evidencian las consideraciones de aproximacién que son despreciadas como
errores de conmutacion, de alli que para el caso de la aplicacion del! MPH a la teoria de formacion de
imagenes, aqui retomaremos la ecuacién de Fresnel para resolverla mediante técnicas mas usuales pero bajo
€l mismo principio del MPH.

Reconsiderando la ecuacion de Fresnel y teniendo en cuenta que contamos con una condicién de
frontera, donde z=zy conocemos un valor de la solucién, por lo que las ondas caracteristicas del haz cumplen
con la ecuacién

®(%, Y, z0) = $; (X, Y, 20), 11129
donde como se mostrd en las ecuaciones (II1.11 y I11.14), ¢ corresponde a la funcion de onda del electrén

libre y cumple con la expresion

Q

9
oz
A partir de esta condicién podemos proponer una solucién a la ecuacién de Fresnel en presencia del

= (. 130

potencial, con la forma de una fase exponencial como

6, (7) ="V o(D), I1L.31
bajo la condicion de que la fase considerada en z=0 tenga el valor de

T'(x,¥,z0) =0. 1132
De manera que sustituyendo la funcion propuesta como solucién en la ecuacidn de Fresnel, obtenemos
r or

in
e tp‘gz—+er%=ﬁ(ertp)—2—k;U(‘r')ertp IIL33

y considerando la expresion para la derivada en el sentido de propagacién de la ecuacion (I11.30), obtenemos
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que la fase I" debe cambiar como

ar in , a(e (p) e’ a(p
oz 2ko el o

Sin embargo, si consideramos el término de fase €' como una funcién analitica, es posible expandirla en

II1.34

forma de una serie de Taylor como

Ex)=e' (x")= Z (x -x)". 11135

m! §x™
De alli que

o o Eﬁ[(x -x)"o(x"), I1L.36

donde 4 acta sobre las coordenadas primas, y para el caso en que consideramos tan solo el primer término de

a(tp)):

la suma, podemos ver que la ecuacion (I1.34) se reduce (mediante la condicién de alta energia™) a

considerar tan solo
or in
—=-—U(D), II1.37
oz 2ko ®
y por consiguiente la fase debe ser
r = U(r)dz II1.38
2ko 5 I ®

lo que implica una solucién de la forma

5‘;‘6 z{) Uz
¢, (X, ¥, 20+ AZ) = @(X,y, 20+ AZ) e , IIL39

y como a partir de la ecuacién (II1.10), uno puede calcular el valor de los eigenmodos y, y asi la propagacion

del haz libre del potencial, es facilmente evaluado mediante la relacién

oG -2l (|Az
0%y, 20tA2) =TT AP WP (x,y,20e ",  IIL40
= 5

en donde el coeficiente A corresponde a evaluar
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AP =] f P(x, ¥,20) W, (x, y)dx dy. IL41
Asi pues, es la secuencia de la aplicacion de esta férmula de propagacién y la aplicacion consecuente del
término de correccion a pasos muy reducidos, es la que genera el método de solucién de la propagacion de
haces de electrones en medios inhomogéneos con caracteristicas definidas por los potenciales existentes.
Evidentemente este anterior desarrollo y las soluciones propuestas estin en total concordancia con
emplear ¢l operador de division, como se sugeria en el capitulo anterior, donde contemplabamos una solucién

idéntica mediante la aplicacion de

Az ;i _iAz o2
“Bn kovi zl([)z{:)U(?)dz -SukovJ_
(X, y,z0+AZ)=¢ e e &(x,y,20), TIL.42

y para lo cual la solucion a la ecuacion del electrén sin influencia del potencial posee la forma

N N 2";‘(mx+ny)
(p(xs y. Z) = Z Z ‘an (Z) € » 1143

m=0 n=0

donde, el término de propagacion corresponde a

Az 2w, o, o
47:k0L0(m *nd)

Voo (20 +A2) = W, (z0) € IM.44
que define en la primera aplicacién del operador, un medio paso, seguido de la correccién en términos del

potencial; pero de alli en adelante los pasos serdn enteros al sumarse sus fracciones correspondientes, lo que
implica un similar proceder al desarrollo de este capitulo, en la teoria de formacién de imdgenes. Sin
embargo, la ventaja evidente del ultimo desarrollo es la gran capacidad que se obtiene en cuanto a extraer la
fisica del proceso de propagacion.

Es indispensable hacer notar que las condiciones hasta aqui estipuladas son: Que el haz posea
condiciones de paraxialidad. Que el potencial de interaccién varie lentamente con respecto a las coordenadas
transversales de propagacion. Y por ultimo, que los pasos definidos de propagacion sean muy pequefios para

evitar que el error de los coeficientes no considerados en el desarrollo, represente un valor considerable (para
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una longitud de onda de 1 pm, se considera un incremento Optimo con Az<<45 pm, aun y cuando seria
suficiente emplear Az<40 pm). En la Figura (II1.1) se presenta una grifica que detalla el porcentaje de error
en funcién directa de la distancia de propagacién para los pasos considerados en los cambios discretos del
célculo, teniendo como muestra una guia de onda con condiciones conocidas y aplicando las aproximaciones

estipuladas en el desarrollo del MPH.

%% arror AzZ=B0um

—

10°

19 4 Az=40pm

1 B AZ=20um

.
10 Az=10um

10" o
AZ=Sum

107 ]

Az=2.5um

10*

y T Y Dlotancin o
0 500 1000 1500  Propagacion

Figura III.1.- Porcentaf'e de error de la amplitud del campo en funcién de la distancia de propagacién para

diversos tamafios de Az\*%l.
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II1.VL.- Propagacién bajo condiciones de simetria en una muestra:

De acuerdo a las condiciones de simetria de una muestra para el caso de microscopia electronica de
transmisién, podemos verificar que se cumple con la condicién de periodicidad, donde podemos localizar
cualquier punto dentro del cuerpo mediante las coordenadas

f;=13,+ma,+na;, IIL45
donde las l,m,n denotan niimeros enteros de las dimensiones unitarias de la celda elemental y las §;
representan los vectores unitarios de la misma celda generadora. De manera complementaria podemos ver
que podemos encontrar un vector reciproco fig, de la forma

E=gdi+8,a+8 4, ML46
cuyas respectivas componentes son valores inversos a las del vector r; y sus vectores unitarios a4 estin

definidos por

e asxap 0 4% az
B d="T—"T""73
d)e(a; xas) ae(azxas)

. A2Xxa3
17 A N ~
ale (4 x4d3)’

en base a los cuales podemos estudiar el proceso de interaccién de un haz de electrones en un material

1147

mediante series de Fourier de la forma

. "'(j)n-
(p(f) - EAU) e2mk T [IL48
G)

(que implica una relacién entre el vector de propagacion y el vector reciproco de la red) asi bien podemos
encontrar que existen ciertas componentes del vector reciproco paralelas a los ejes de incidencia del haz y
perpendiculares a este mediante un simple desarrollo algebraico, en el que consideramos dos angulos de
desviacion, @ respecto al eje x perpendicular a la direcciéon de propagacion, y 6 respecto al eje z que es
paralelo a la propagacion del haz, teniendo como componentes transversales

g =|g|cos® cos X+ g|senw cos By+| g} cos0Z, 111.49

siendo los angulos 0 y @ de acuerdo con el esquema de la ilustracion (I11.2).
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z

] X

ya

Figura IIL2.- Angulos correspondientes de las componentes perpendiculares del vector g.

Ahora bien, retomando la aplicacién del Método de Propagacion y de acuerdo a la consideracion de
periodicidad de la red, podemos proponer la solucion de la ecuacion de onda (I11.30) bajo las caracteristicas
de la estructura, mediante una serie bidimensional de Fourier en términos de las componentes perpendiculares

al sentido de propagacion del vector y (en funcion de la simetria de la muestra) como

N-1 N-l -2ni(%ﬂ)
oM=3 3 @ Oy (2)e , LS50
¥ x=0 7y=0

donde se considera una zona periddica de NxN particulas, que constituyen la celda unitaria y las ys, yy pueden

ser contempladas como la ubicacién en x y y de los dispersores (Principio de Huygens, Figura II1.3).

Figura II1.3- Contribucion del agente dispersor ubicado en y a la propagacion por un Az.

A partir de la funcion de onda anterior, el operador laplaciano transversal corresponde a un valor de
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Capitulo IV.- Andlisis Comparativo entre el MPH

y otras Teorias de Formacién de Imagenes

IV.L- Introduccién:

El estudio del MPH, en particular para su aplicacién a la teoria de formacién de imagenes, presenta
caracteristicas muy especificas que pueden ser aprovechadas. Sin embargo es de hacer notar, que en algunas
cuestiones, el procedimiento y los fundamentos del MPH tienden a poseer ciertas semejanzas con teorias ya
existentes.

En este capitulo se presenta un analisis completo de las condiciones y caracteristicas que pueden ser
reconocidas como semejantes ademas de dtiles, tanto para el procedimiento del MPH como de otras teorias
de formacién de imagenes ya conocidas y usualmente empleadas en el estudios de procesos en microscopia
electrénica de transmision.

En primera instancia se presenta una seccién en la cual se sustenta en base a la ecuacion de Fresnel,
un sistema de ecuaciones sumamente rico en significado fisico en el cual se pueden observar multiples
similitudes tanto a la teoria de dos haces como al caso de la aproximacion de Born bajo condiciones diversas,
pero que sustentan el mismo proceso. “ -"’-;'

En la segunda seccidn se presenta una reducciéon de las ecuaciones generadas,ﬁmediante las
consideraciones del método de propagacién de Haz y en funcion de las caracteristicas definidas para el
potencial en el capitulo anterior, de tal forma que se presenta un sistema de ecuaciones que esquematiza los
cambios de las ondas en funcion de la direccion de propagacion. Dejando en claro la reduccion que deben

sufrir las consideraciones de la amplitud de las ondas para obtener el sistema de ecuaciones de Howie-Welan

de la teoria de Bethe.
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Una seccion mas se enfoca a analizar un punto medular de estas comparaciones, que corresponde al
andlisis de las semejanzas con el método de espacio real y de multicapas para los cuales se han desarroilado
términos de propagadores similares al caso del MPH y donde se muestran diferencias en procedimiento y
semejanzas en fundamentos y conceptos de propagacion.

La seccién IV.V corresponde a un breve anilisis de las similitudes en fundamentos y procedimiento,
existentes entre el MPH y la teoria de espacio fase, tomando en cuenta los procesos de sucesion de influencia
del medio sobre el haz de electrones.

Una ultima seccién de este capitulo corresponde al analisis de ciertas condiciones que pueden hacer
ventajoso el empleo del procedimiento del MPH en comparacion con métodos de calculo usuales en la
actualidad para el estudio y el calculo de la formacion de imagenes en la microscopia electrénica en particular

para el estudio de condiciones de transmisién.
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IV.IL.- Sistema de ecuaciones bajo la consideracién de dos haces en forma de ondas acopladas:

Muchos de los problemas en el estudio de la formacién de haces, pueden ser sustentados en base a la
consideracion dos tipos de paquetes de ondas acopladas, que difieren en la fase y en la amplitud, lo que
corresponde al principio de Huygens, que esti en total concordancia con el teorema de Bloch™” y que define
la amplitud de la onda en base a la periodicidad de la red y a los efectos que se pueden presentar.

Si consideramos que la interaccion de un haz con una muestra periodica, en un evento especifico con
la g-ésima particula dispersora, puede ser estudiada mediante la consideracion de dos ondas correspondientes,
una de las cuales esta definida por las condiciones iniciales del haz, en tanto la otra se sustenta en los
principios de interaccién con los 4tomos v la estructura de la muestra, por lo cual se encuentra en términos del
vector k y un término de error  de excitacion, que corresponde a una desviacién de la ley de Bragé”’ 8l

Asi pues, para la expresion matematica se debe considerar mediante el empleo de series de Fourier,
que de acuerdo con (II1.3) la cual fue sugerida de manera clasica para el estudio de un haz de electrones en
direccién originalmente paralela al eje z, y obteniendo la manera de considerar la amplitud de la onda en
funcion de 1a onda original (anterior a la obtencién de la aproximacion paraxial), que implica una solucion

b=+, = Do R0 + @, 2757, Iv.1
donde sabemos que las funciones de onda incidente y dispersada corresponden a las que se identifican dentro
de un lapso Az de la trayectoria del haz. Estas expresiones para las correspondientes funciones de onda, al ser

introducidas en la ecuacién (I11.21) o (TI1.28) que representan la ecuacién de Fresnel, generan

8¢, 0%, . - Y
E()*-T?z_: ¢0+a¢r+b¢0+b¢r, .2

lo que implica fisicamente definir los cambios de la funcién de onda del haz en ¢l sentido de propagacién y

matematicamente son analizadas con las siguientes consideraciones:

El potencial que se define por una red bajo condiciones de simetria corresponde a una expresion de

80



Cartrmio IV.- AsALISIS COMPARATIVO XWTEX EL MPH Y oTRas TEORIas Dy FomacIdw DI Inkaxwzs

Fourier, del tipo

U@ =3 U, o 2ME V.3

g
Que al poseer una fase muy semejante a la que por el teorema de Bloch se presenta en la onda dispersada (el
error de excitacion debe ser muy pequefio para que la sefial producida sea significativa), implica que la
variacion de fase del segundo término del lado derecho en la ecuacion anterior para la onda incidente do, s

muy cercana a la que presenta ¢, y viceversa™®

-para corroborar este efecto solo se sustituyen ambos valores
y se consideran los multiples enteros de la fase-. De alli que la ecuacién anterior puede ser analizada por

separado mediante dos ecuaciones acopladas de la forma

0% _,

5 o $p+bod,
IV.4

29, .. -

62 =a ¢|- + b ¢0 ’

que implica para cada expresion, efectuar las siguientes operaciones

0 od .
99 _ %0, ) nik) e

0z oz
89, 00 Vs
—r_ LTI, P 2nikef

az ( az Zm kZ) € ’

para el caso de las derivadas respecto de la direccion z y por otra parte

4y = (8 Do) ™0
A -~ E . T . K‘-‘.F IV-6
i, =(ac1),—-1i--vl ®,+is oIk fye2mker
en donde los términos perpendiculares corresponden a las componentes tanto del operador gradiente como del

vector de onda
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- o
ki 'V (kx )

+k
¥ oy Iv.7
k. F=Ki+K5,
de tal manera las ecuaciones acopladas que fueron expresadas en (IV.4) toman la forma

od - E o

_EZ_O = 4@y +b®, 2 &K _ 27 ko g, v.8
para el caso de los cambios de la onda incidente en un segmento Az muy pequefio (de lo reducido de este
incremento depende la exactitud del método), mientras que en el caso de los cambios de la onda difractada, 1a

ecuacion tomara la forma

a‘br ~ k
5, ~A0:- klov @, + |kL[2(D,+b<D 2k T ik, @, IV.10

donde como sabemos ambos vectores de onda definen las caracteristicas del paquete de ondas.

Asi bien, tenemos un sistema de ecuaciones acopladas que reproducen los eventos generados en un
material periédico de un haz con condiciones de ondas acopladas; lo que representa la necesidad de las
caracteristicas fundamentales de periodicidad e implica que los cambios en la amplitud de las ondas se
encuentran en proporcion directa a la fase entre el haz incidente y difractado. Por tanto, considerando los
fundamentos del comportamiento de los electrones, cuyo interaccion con la materia define fenémenos con
magnitud dependiente de la estructura de la muestra, encontraremos diversas caracteristicas de propagacion

en funcion de la direccion, la estructura del material y de las condiciones iniciales del grupo de ondas.
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IV.IIL- Anilisis de las ecuaciones de onda acopladas mediante el MPH:
De acuerdo con las ecuaciones (IV.8) y (IV.9), y en concordancia con el desarrollo del capitulo
anterior para el tratamiento de las ondas en microscopia electrénica, podemos ver que el potencial es de la

forma de la ecuacion (II1.66), de manera que al sustituir en la ecuacion (IV.8), obtenemos para g’

0D o
—o—atbo-—Ug(D e2MEE0* 8 o i k) g, V.11
oz ko

y empleando la ley de Bragg con la consideracién de un error de excitacion, que posee la forma

k-ko=B'-i, Iv.12
obtenemos la expresion
oo
—= a(I)o-—"'Ug D, 2B 9 i ko Do, V.13
oz ko

para ¢l caso de los cambios en la amplitud de las ondas incidentes. Mientras que para el caso de las ondas

refractadas, obtenemos que
od, T
Pt L ll‘{l-v @, + |kJ_|2(Dr - T U, e _2mik, d,. Iv.14

Ahora bien, si consideramos que este cambio de la amplitud de las ondas se genera en un segmento
de la direccion de propagacion, de acuerdo con el procedimiento seguido por el MPH, podemos expresar
nuestra solucién de la forma de la ecuacién (II1.50) bajo la aproximacién paraxial, lo que nos permite
considerar la posibilidad de que los cambios en la amplitud son tan solo funcién de la coordenada de

propagacion z y por ende, las expresiones para la amplitud de los paquetes de onda se reducen a

oD
E"— < Ug @20 27 ko @, IV.15
0 -
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Conclusiones y Perspectivas

V.IL.- Conclusiones

El método de propagacion de haz, se presenta como una herramienta sumamente poderosa en el
estudio de la formacion de imigenes de la microscopia electrénica; principalmente por su amplia
capacidad de adaptacién a las caracteristicas del medio. Bajo las circunstancias presentadas en el capitulo
I del presente trabajo, se puede comprobar que el MPH es aplicable de manera factible a la teoria de
formacién de iméagenes, de tal manera que se presenta como una herramienta de célculo tanto para obtener
las trayectorias de propagacion del haz como para calcular las condiciones de los medios bajo las cuales se
puede obtener una sefial 6ptima.

La aplicacion del Método de Propagacion de Haz a la Teoria de Formacion de Imagenes podria der
considerada como un trabajo no del todo claro debido a que de acuerdo a las aproximaciones
contempladas en este trabajo, los resultados definen un operador de propagacién semejante al propuesto
por Cowley de manera semi-empirica en su Método de Multicapa, y ciertamente fue uno de los objetivos
el demostrar que éste, puede ser derivado de un tratamiento como el del PMH. Sin embargo es en este
punto donde el trabajo recobra y basa su importancia, debido a que de lo general a lo particular ha sido
demostrado analiticamente que un desarrollo como el presentado puede derivar en condiciones y
aproximaciones como los métodos con los que ha sido comparado y mds aun, este proceso cuantico puede
unificar los tratamientos hasta ahora empleados.

Asi pues, del desarrollo y de los resultados obtenidos es posible considerar que mediante la
resolucién de la ecuacion de Schrédinger podemos obtener las condiciones de propagacion de las ondas
caracteristicas de los electrones, en forma de aplicar cambios minimos a la onda para secciones

transversales y observamos a su vez que los términos de cambio definen traslaciones de fase de las ondas
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en base a las condiciones de la muestra o del medio en el que se interna la particula, de esta forma
contemplamos la influencia del medio en funcién del potencial que repercute sobre los electrones.

El sentido fisico del desarrollo analitico proporciona una basta gama de posibilidades para la
derivacion de una teoria que considere desviaciones pronunciadas en direccién perpendicular al sentido de
los electrones, ademés de dar la pauta a desarrollo de orden no lineal. Siendo cimentado este horizonte
fisico en funcién de que para las aproximaciones de alta energia y de medios ya estudiados, los resultados
aqui obtenidos empatan con los generados por métodos que hasta ahora han sido desarrollados de manera
semi-empirica.

El trabajo cumple asi mismo con un objetivo de presentar un panorama amplio en su contexto
matemitico y de desarrollo fisico, que lo presenta como un posible elemento de consulta para aclarar
puntos hasta hoy no observados en la bibliografia, debido principalmente a que la visién de esta tesis se
propuso desde un principio de manera tal que se lograran resultados a partir de la resolucién de la
ecuacion de Schridinger desde el cardcter mas matematico y formal posible.

Podemos entonces concluir que se cumplen con los objetivos tanto de caricter didactico de
consulta, hasta el formalismo de aumentar las base para un desarrollo mucho mas profundo del estudio de
la interaccion de electrones y medios para la formacién de imAgenes en microscopia electrénica de
transmision. Aunado a que se propone este tratamiento como un centro al que pueden acudir las diferentes
teorias hasta hoy empleadas, ademas de que en si, de este desarrollo pueden ser obtenidas aproximaciones
para todas ellas, tal como se analiza en la anterior seccién.

En el desarrollo de este trabajo se estudiaron diversas posibilidades para la aplicacién del MPH al
estudio de la microscopia electrénica, sin embargo se mantuvo en todo momento la consideracién de
aplicar el método clasico de propagacion de haz, de tal forma las reducciones que a la generalidad se

presentaron, condujeron a la obtencién de un procedimiento bastante similar al que se efectia al aplicar el
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método de multicapas; sin embargo, la riqueza del MPH se fundamenta en su evolucién y en la gran
capacidad de estudiar fenémenos mas complejos de interaccion entre haces de particulas energéticas y
medios materiales.

Uno de los puntos fundamentales en los que conclui, es que aun y cuando la semejanza es grande
con respecto al tratamiento que se ha presentado mediante la teorias de multicapas y espacio real, el MPH
posee grandes cualidades que lo hacen elegible para el clculo de procesos de propagacién; éstos son
fundamentalmente: la riqueza fisica que brinda su procedimiento y la gran capacidad de adaptacién a
medios no regulares o de estructura simple.

En cuanto al empleo del MPH, se concluye que es relativamente simple pues se constituye de la
aplicacién de una secuencia de célculos para una onda con condiciones de periodicidad, mediante la
transformada répida de Fourier seguida de un factor de fase en funcién del potencial (o los cambios en el
indice de refraccion) del medio, en donde bajo condiciones de periodicidad, podemos efectuar un célculo

simple en funcién del factor de estructura correspondiente.
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