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INTRODUCCION

El estudio del anillo de endomorfismos y el grupo de automorfismos de un
p-grupo abeliano finito G fue iniciado por K. Shoda en 1928 en su trabajo "Uber
die Automorphismen einer endlichen abelschen Gruppe” (ver referencia [8]). Pos-
teriormente, R. S. Pierce en » Homomorphisms of Primary Abelian Groups” (ver
[6]) estudia, entre otras cosas, las propiedades del radical del anillo FndG.

En el trabajo de M. A. Aviié y R. Bautista "The Upper Amnihilating
Series of the Radical of the Endomorphism Ring of a Finite Abelian p-Group”
(2} se desarrolla un método para determinar la serie central superior del méximo
p-subgrupo normal de AutG.

Fn este trabajo calculamos la serie anuladora superior de un subanillo §
asociado a un p-subgrupo de Sylow P = S+ I del grupo AutG, donde G se un
grupo de tipo (p™,p™,p™,p™); con ny > na. Se extiende el concepio de serie
anuladora para un subanillo, ya que en (2] aparece la definicién para un ideal del
anillo.

Esta tesis est4 dividida en tres capftulos.

En el primero estudiamos la teoria general de los p-grupos ¥ de los grupos
nilpotentes, asf como el teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente
generados. En estos resultados sc basa el desarrollo posterior del trabajo.

En el capftulo II presenlamos conceptos y resultados acerca del anillo de
endomorfismos EndG y grupo de automorfismos AutG de un p-grupo abeliano
finito & de tipo (p™,p™,p™,p™) donde n; > ny ¥ p es un nimero primo fijo.
También definimos los conceptos de anulador y serie anuladora superior de un
subanillo S de End(.

El tercer capftulo constituye una caracterizacién de los ideales y anuladores
de S, asi como el cdlculo de la longitud de la serie anuladora superior de S. Esta
longitud es una cota superior para el grado de nilpotencia de un p-subgrupo de
Sylow de AutG.

Destacamos por tltimo que los resultados y célculos del tercer capftulo son

originales.
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Capitulo 1

Teoria General de los p-Grupos y
de los Grupos Abelianos
Finitamente Generados

En el curso del trabajo p denotars un ndmero primo.

En este capftulo presentamos la teorfa de los grupos abelianos v los p-grupos
necesaria para el desarrollo del trabajo. Lo hemos dividido en dos secciones: la
primera trata de los p-grupos y los grupos nilpotentes, y la. segunda del teorema
fundamental de los grupos abelianos finitamente generados.

p-Grupos y Grupos Nilpotentes

Definicién Un grupo G es un p-grupo si todo elemento de G tiene orden
una potencia del primo p. Un subgrupo de G es un p-subgrupo si el subgtmpo
es, €1 mismo, un p-grupo.

Definicién Un p-subgrupo de Sylow de un grupo (' es un p-subgrupo de
orden méximo en &. Es decir, un p-subgrupo de G que no estd contenido en
ningiin p-subgrupo mayor.

Definicién Decimos que un grupo abeliano G es suma directa de algunos

de sus subgrupos
G] 3 Gﬁ"': Gk

si todo elemento de G se expresa de manera linica corno
k
pN
i=1
donde cada g; € G;. Escribimos entonces
GC=CG1aG,®---© G

Definicién Un grupo ciclico finito, cuyo orden es una potencia de un mimero
primo p, es llamado grupo cfclico primario respecto a p.
Definicién Un conjunto
{3[?1 3y ZI'.,.}

1
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de elementos distintos de cero en un grupo abeliano es Hamado independiente
si siernpre que existan My, ..., 7, DUMEr0S enteros, tales que

Zm,':ci ={

Mm%, = 0

enfonces

para toda i.

Lema 1.1 Sea G un grupo abeliano. Entonces {1, ... %} C G es independiente

51y solo st
{21,z = (3D .. @ (z) -

Demostracién. La demostracién de este lema es una consecuencia directa
de las definiciones de independencia y suma directa. B

Definicién Sea & un p-grupo abeliano finito. Una p~base de G esun conjunto
generador independiente. Es decir, {a1, .., g} es una p-base de G si y s6lo si

G=ak {a).
T.a demostracion del siguiente teorema estd en {7)-

Teorema 1.1 (de la base de Burnside, 1912) 5t G es un p-grupo finito, en-
tonces cualesquiera dos corguntos generadores minimales de G tienen la misma
cardinelided

Como consecuencia del teorema 1.1, tenemos que todas las p-bases de un
p-grupo abeliano finito tienen el mismo mimero de elementos.

Nuestro primer objetivo s caracterizar a los p-grupos finitos como aquéllos que
tienen orden una potencia del primo p. Para esto necesitamos algunos resultados.

Lema 1.2 Sean G un grupo y g € G. Sio(g) =m y g* = 1, entonces m divide ¢
k.

Demostracién. Por el algoritmo de la divisién,
E=mgq+r
donde ¢, r € Z y 0 < r < m. Ahora:
=gt =gMy =g =1

Si r # 0 tenemos que
olg) <r

Io cual seria imaposible pues
olg)=m>r.

Entonces, 7 = 0 y por tanto m divide a k. W
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Lema 1.3 Sean G y H dos grupoes y scoa € G tal que o(a) es finito. Supongamos

también que
f:G—H

es un homomorfismo de grupos. Entonces o(f(a)) divide a o(a).

Demostracidn.

(f@)® = fla)..f(a) = f(o..a) =

= f() =1
Entonces o f(a)) divide a o(a) por el lena 1.2. 1

Lema 1.4 Si G es un grupo abeliano finito y su orden es divisible por un primo
p. entonces G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Sea z € GG, z # 1. Supongamos, como primer caso, que
o(z) =pm
para algun natural m. Entonces
ofz™) =p

pues
(g™ =2 =1
y p es el menor entero positivo que satisface esta propiedad, ya que de lo contrario
tendrfamos
o(z) < pm.

Esto significa que =™ tiene orden p.
Supongamos ahora, como segundo caso, que

or) =t

con (p,t) = 1. Como G es abeliano,
G| _ |Gl
) 2 Gy ‘E' Tt

por ¢l teorema de Lagrange.

Mostraremos por induccién sobre |G| que G tiene un elemento de orden p.
Parz la base de induccién, suponemos que G es de orden minimo tal que p divide
2 |G]. Es decir,

| = p, y por tanto G =~ Z,.
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Asi, todo elmento de G distinto de la identidad genera a G, Bsto significa que &
es ciclico de orden p y por tanto tiene elementos de ese orden. Luego, la base de

induccion es vélida.
Fijamos el mimero |G y suponemos gue el resultado vale para todos los grupos

de orden menor que |G} divisibles por p. Observamos que
il
t
es divisible por p pues
(t,p) =1y pdividea |G|

Ademds, [
i@
= < |G-
= <10l
Por hipétesis de induccidn, existe
(@)
tal que
ofg) = p-
Consideramos el homomorfismo candénico
G
7:G—= 7=
(=)
y notamos que
7{y) =7

Por et lema 1.3, o(7) divide a o(y). Luego p divide a ofy); es decir:
oly) = pm,
y hemos vuelto al primer caso. Asi, 4™ es un elemento de G de orden p. B
Lema 1.5 Sea G un grupo. El nidmero de conjugados de x en G es
[G: C2)]

donde Gz} denota ol subgrupe centralizador de z. Por tanio, este nimero es un
divisor de |G} 31 G es finilo.

Demostracién. Sean ¢ v b elementos de . Primero mostrarernos que las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) aza~! = bzb™.

(ii) & 'b conmuta con .



P.GRUPOS Y GRUPOS NILPOTENTES 5

(i) a6 € C(x)-

(iv) a y b pertenecen a la misma clase lateral izquierda de C(x).

(i)=>(ii) aze™! = bzb™' = aze~'b = bz = z(a”'b) = (a7 b)z.

Luego a~'b conmuta con .

(ii)=>(iii) Por definicién de C(z), si a-b conmuta con z, entonces a~ b € C(x).
(iii)=-(iv) Sabemos que oC(z) = bC(z) & a”'b € Clz).

(iv)=(i) aC(z) = bC(z) = a b€ Clz) = a tbx = za”'b =

bz = aza b =% bzb™! = axa™".

Por lo tanto las cuatro condiciones son eguivalentes.

Definimos ¥ : {conjugados distintos de z} — {clases laterales izquierdas de Clx)}

COomo

T(aza ) = aClz).

W est4 bien definida: si aze ! = bzb~t, entonces o y b pertenecen a la. misma clase
lateral izquierda de C(z), y tenemos que

aC(z) = b (x).
¥ es inyectiva: si aC(x) = bC/(z), entonces
aza~l = bzb .
Finalmente, ¥ es sobre pues para cualquier clase lateral izquierds. aC(z),
T(aza™") = aC(z).

De aquf que ¥ es una biyeccién. Esto completa la demostracién. W
A continuacién, demostramos un teorema de Cauchy:

Teorema 1.2 Si G es un grupo finito cuyo orden es divisible por un primo p,
entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracién. Podemos suponer que G noes abeliano, pues el caso abeliano
estd cubierto por el lema 1.4. Como G no es abeliano, existe x € G tal que

z ¢ Z(G);

donde Z(G) denota el centro de G. Luego, existe y € G tal que 2y +# yz. Entonces
y ¢ Clx) y se tiene

IC()] < |G-
Suponganos primero que p divide a |C(x}{. Procedemos por induccion sobre |G},
donde G es un grupo cuyo orden es divisible por p. El orden mfnimo que puede
tener G es p, de modo que verificar la base de induccién es suponer |G| = p. Si
csto ocurre, G es ciclico de oxden p, y tiene un elemento de ese orden.
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Supongamos ahora el resultado para grupos de orden menor al mimero fijo
IG}|. Por hipétesis de induccidn, C{z) tiene un elemento de orden p, y por tanto
G también. Esto completa la prueba en caso de que p divide a |C{z)|.

Consideremos ahora el caso en que p no divide a |C(x)| para ningtn z, cle-
mento de G\ Z(G). Como

G = [G : C(«)]IC(=)]

y p divide a |G|, entonces p divide a [G: C(z)] para toda & € G\ 2(G) (aqud
utilizamos el hecho de que p es primo). Consideramos ahora la particién de G
en clases de conjugacién. Sabemos que para todo a € Z (@), {a} es una clase de
conjugacion. Al contar los elementos de & obtenemos la siguiente ecuacién:

61 = 12(@)] + 3 [Cia)]

z€h

donde A es un conjunto completo de elementos no conjugados que no pertenecen
a Z(G) y Cl{z} denota la clase de conjugacién de -
Siz € G\ Z{G), por el lema 1.5,

[Ci(z)| = G : C{=)]
{ICt(z)]es el mimero de conjugados distintos de z). Entonces

|Gl = 12(G)]+ Y _[G: Clz)] (1.1)
TEA
ecuacién de clase

Como p divide a [G : C(z)] para toda z € G\ Z(G), p también divide a

Y l@: C).

zchA

Ademés, p divide a |G]. Por lo tanto p divide a |Z (@)

Puesto que Z{G) es un grupo abeliano finito cuyo orden es divisible por p,
Z(G) contiene un elemento de orden p por el lema 1.4. Ademds Z(G) < G
y por tanto G contiene un elemento de orden p. De este modo concluimos la
demostracién. i

Fl siguiente corolario caracteriza a los p-grupos finitos como los que tienen
orden una potencia de p.

Corolario 1.1 Un grupo finito G es un p-grupo si y sdlo si |G| es una potencia
de p.
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Demostracién. Supongamos que |G| = p™. Sea z € G. Mostraremos que
o{z) es una potencia de p. En efecto, por el teorema de Lagrange: H{z)] divide a
p™. Bsto significa que {{z)| = o(z) es una potencia de p. Luego, G es un p-grupo.

Inversamente, sea G un p-grupo finito. Para obtener una contradiccion, su-
pongamos que existe un primo ¢ tal que ¢ # py qdivide a |G]. Por el teorema
de Cauchy (1.2), G contiene un elemento de orden q. Esto contradice el hecho
de que G es un p-grupo. Por lo tanto, |G| es una potencia de p. De este modo
concluimos la prueba del corolario. B

Nuestro siguiente objetivo es definir a los grupos nilpotenetes y mostrar que
todo p-grupo finito es nilpotente.

Definicién Sea G un grupo. Una serie normal de G es una sucesion finita
Go, G, ..., G de subgrupos normales de G tal que

1=Go<G € .. €Cn=0G. (1.2)

Definicién Una serie normal de la forma 1.2 se llama serie central si todos
sus factores son centrales. Es decir, si

Gin G
c <7 (Gi)

para toda i = 0,...,m — 1. El mimero natural . es la longitud de la serie.
Definicién Decimos que un grupo s nilpotente si tiene una serie central.
Definicién Sea N un grupo nilpotente. Definimos el grado de nilpotencia
de N como la longitud minima de todas las series centrales en N.
Antes de probar que todo p-grupo finito es nilpotente, enunciamos y demos-~
tramos algunos resultados.

Teorema 1.3 5i G # 1 es un p-grupo finito, entonces su centro Z(G) es no
{rivial.
Demostracién. Supongamos que (& es abeliano, entonces
Z(G)=G#1

y el teorema es vélido. Procedemos con la demostracién para un grupo G no
abeliano, es decir, suponemos que G # Z((). Consideremos de nuevo la ecuacién

1.1:
1G] = |Z(G) + > _ |G : C(=)]

2€A

donde, igual que antes, A es un conjunto completo de elementos no conjugados
de G que se encuentran fuera de Z{G). Para cada z € A, mostraremos que C(x)
es un subgrupo propio de G. En efecto, como z € A se cumple z ¢ Z(G). Luego,

existe y € G tal que zy # yz y por tanto y ¢ C(x). Asi,
Clz) s G
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Sea © € A. Por el teorema de Lagrange, sabemos que
1G] = [G: C@)] |C(=)] -

Como @ es un p-grupo, por el corolario 1.1 tenemos que 1G] = p™. Puesto que

C(z) & G se sigue que
|Cla)| =

con 0 < k < m. {Observamos que = ¢ Z(G) implica = # 1. Como
z € Oz}, se tiene Cz) # L.
Luego 0 < k}. Por Jo anterior,
[G: Cz)] =7
donde 0 < I < m. Notamos que 0 < { pues si { = 0, tendriamos
(G: Cl)] =1

y C{z) = G; pero esto contradiria el hecho de que C(z) es un subgrupo propio de
G.

Luego p divide a
(G CL=).
z€EA
Por la ecuacién 1.1, p divide a |Z(G)|. Por tanto
Z(G) #1.

Fsto concluye la demostracién. i

Lema 1.6 Si G es un grupo y H <1 G, entonces todo subgrupo de
G

H

es de la forma
w
H
donde W es un subgrupo de G que confiene o H.

Demostracién. Sea K un subgrupo de
G

'},_{.
Sea
W={geCG:gHeK}.
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Veremos que W es un subgrupo de ( que contienc a H:
(i) §i wy, we € W tenemos

wiH,wHeK,

hiego
('le)(wz.H) =wuuweH € K

¥y por tanto
wwe € W.

Asi, W es cerrado bajo la operacién binaria de G.
(ii) Como K es subgrupo de
G
El
cnlonces

l1He K,dedonde I € W.

Por lo tanto, la identidad de G estd en W.
(iii) Sea w € W. Mostraremos que w™ € W. En efecto, w € W implica que
wH € K. Como K es sugrupo de

H}
(wH) e K

(wHY'=w'HeK.

Por lo tanto,
wleW.

Asf concluimos que W es un sugrupo de G.

Ademss, H C W puessi h € H, entonces hH =1H € K y h € W. M4s alin,
como HaGy H<LW, entonces HQW.

Lo tnico que falta ahora es mostrar que

w
—=K
H k4
lo cual se cumple pues si
nel
WS TE

debe ocurrir que w € W y por definicién de W se tiene que wH € K. Inversa-
mente, si wH € K, entonces we W y

w
wHeﬁ.
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Luego
K =

W om|E

Con esto conchiimos la prueba del lema.
Lema 1.7 Un grupo factor de un p-grupo es nuevamente un p-grupo.

Demostracién. Sean G un p-grupo ¥ H < G. Probaremos que

G

H

s un p-grupo. Sea
ge

i Q

Como G es p-grupo, se tiene que o(g) = p™ y por tanto (g)F" = g¢" = 1. Por el
lema 1.2, o(7) divide a p™. Esto significa que o(g) es una potencia de p.
Por lo tanto c

H
es un p-grupo. M

Teorema 1.4 Todo p-grupo finito es nilpotente.

Demostracién, Sea @ un p-grupo finito. Nuestro objetivo es construir una
serie central para G.
Si @ es abeliano,
l< G

es una serie normal y central pues claramente
G G G
—<Z=)==—=GC
1~ ( 1 ) 1

Supongamos que G es no abeliano y por tanto no trivial. Sea H un subgrupo
normal propio de G. Por el lema 1.7,

o in

es p-grupo. Como H es propio,
# 1.

ol

Luego,

ol &
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es un p-grupo finito no trivial. Por el teorcma 1.3,

(5

G H,y
Zl=1==
(7)- 7
donde H; es un subgrupe de & que contiene a H. Puesto que
G H,
1#2 =) ==,
#7(5)-%
H es un subgrupo propio de I,

Veremos ahora que H; es normal en G
Sean a € G, x € H,. Entonces

Utilizando el lema 1.6,

(a*za)H = (' H){zH)(aH) € %l
pues
m G G
Asf,

a lze € Hy.
Por lo tanto H; es normal en G. Hemos construido un subgrupo normal H) de G

tal que
G H

HyZ|=|)=—7
HzHhy (H) H
Consideramos al subgrupo normal H; y mediante el mismo procedimiento obte-
nemos un subgrupo normal Hy tal que
G H,
HSsH SHyZ[|—)=—.
é 1 § 2¥ ( H1) H
Renombrando a estos subgrupos normales como G; obtenemos una serie normal
de la forma:
Como G es finito, la serie 1.3 debe terminar; de modo que existe un m tal que
esta serie es en realidad
1=GiSGISGr 5. 5Gn=G (1.4)

Fn 1.4 se cumple ademds que
Gn (G
G T\G,

para toda i = 0,...,m — 1. Luego, 1.4 es una serie central de longitud m.
Por 1o tanto, G es nilpotente. B
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Grupos Abelianos Finitamente Generados
Primero enunciamos y probamos resultados que conducen al teorema funda-
mental de los grupos abelianos finitamente generados.

Teorema. 1.5 Sea X un subconjunto de un grupo abeliono G no trivdel. Las
siguientes condiciones son eguivalentes:

(i) Cada. elemento distinto de cero de G se expresa de manera tinica como
nxE -+ ..+ Nz

con n; # 0, n; € Z para toda ¢ y ; distintos en X.
(i) X genera a Gy
mE + ... + 172 =0
paran; € Z y z; € X distintos, si y s6lo si

ni:0

para toda i.

Demostracién. Mostraremos primero la validez de la condicién (ii) sabiendo
que se cumple la condicién (). Como G es no trivial X # 0. Ademds 0 ¢ X pues
si 0 € X, entonces z = x 4 0 para algiin x € X, x # 0 contradiciendo la unicidad
de la expresién para z indicada en (i).

Por (i} X generaa G y

Ly oz, =0
si
n =..=np =0

Supongamos ahora gue
me + ... +7’1,-.'L',~ = 0

donde las z; son distintas y alguna n; # 0. Probaremos que esto no es posible.
En efecto, omitiendo los términos con coeficiente cero y renumerando podemos
asumir que todas las n; son distintas de cero y

Ly + e = O
De aquf tenemos que:

Ty = Tp-+mr ...+ 0z,
= {(m+ Lz + ...+ mze

lo cual significa que existen dos maneras de expresar a %; # 0 contradiciendo asi
la unicidad indicada en (i). De este modo, (i) implica (ii)
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Supongamos ahora (ii). Sea a € G, a # 0. Como X genera 3 G podemos

eseribir
a=mZI) + . NLs
Supongamos que ¢ tiene otra expresién en términos de los elementos de X, a
saber,
@ =Mt + ... + Mply.

(Nétese que si algunos términos son cero es posible considerar el mismo mimero
de sumandos en ambas expresiones). Restando:

0= (ﬂq - m1)$1 =..= (TL,- - m,)z,.;
por (ii):
O0=m —my =..=Np — My
por lo tanto
iy = M4

para toda ¢. Asf mostramos que la expresién para a es Unica y se cumple la
condicion (i). Este hecho concluye la prueba del teorema. B

Definicién Un grupo abeliano G con un conjunto generador X no vacio que
satisface las condiciones del teorema 1.5 se llama abeliano libre y X se llama

base de G.

Teorema 1.6 $i G es un grupo cbeliano libre no triviel con une base de r ele-

mentos, entonces
G~ 7.

Pemostracién. Sea
X = {3’}1,...,3,—}
una base de . Seaa € G, a # 0. Como X ¢s base, o se expresa de manera 1inica.
como
niry + ... + oy

Sea
d:G—=-Zx---x7Z

dada por
a s (7L, .00y i)

C'omo la expresién para o es unica, ® estd bien definida. Ademds, claramente &
¢s inyectiva. Sea
(myyeome) €EZX - X Z.

Entonces
b=mye+- - +ma, € G
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B(b) = (m1, ..., My)-

Luego & o5 sobreyectiva. Por lo tanto & es una biyeccién. Mostraremos a conti-
nuacién que ¢ es morfismo de grupos. En efecto, sean

a =71+ -+ 0

b= mixry + - My
Entonces
®(a+b) = ®[(ny +mpz1 + - (1, + My)2| =
= {ny + My, e np +m) = (., 1) (M, my) =
= &(a) + B(b).
Asi, ® es isomorfismo. B

Teorema 1.7 Sea G un grupe abeliono libre no triviel con una base finita. En-
tonces cade bose de G es finite y todas elles tienen el mismo nigmere de elementos.

Demostracién, Sea
X = {$1,...,£Er}

una base de G. Por el teorema anterior
G 47,

Consideremos
2G ={29:9€G},

el cual es un subgrupo de G. Por un razonamiento andlogo al de la demostracién
del teorema 1.6

2G ~ (27Y.
Luego
G T
2G ~ (274
Mostraremos ahora que
z .
@y = (Z2)

Sea
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definida como
(ai‘) “ma ar‘) —_ (a’_ly “'sa:)‘

¥ es una funcién sobeyectiva, Ademds, ¥ es morfismo pues:

] i(ﬂ.l, ...,CL,-) + (bh ,br)] = ‘I’(al + by, .00+ br) =

= (0'.1 +bla--‘3ar +br) = (ﬁ"'a: ---:a’i"b_r) =

= (a'_la :a) + (E’ )B:) = ‘IJ(GL], ey ar) + ‘I’(blx "'Jb‘f')‘

A continuacién probaremos que el micleo de U es precisamente 2Z X - - - X 2Z.
En efecto:

(a1, ....ar) € KerW si y solo si ¥(ay, ..., a,) = (4, ..., &) = (0,...,0)

si y sélo si
a; € 24

para toda 1, y lo anterior cowre si y s6lo si
(ay, ...ar) € 2Z x --- X 2Z.

Por lo tanto
KerW =27 x -+ x 2.

Por el teorema del homomorfismo concluimos que

Zx--xZ
SZx.xam s B
Ast, o
2—G~C:Z2x---xZ2.
Esto significa que
Gl _y
2G| 7

Si X, es cualquier otra base de G tal que |X1| = m, llevando a cabo el mismo
procedimiento tendrfamos que

G
2—GﬁzZ2x---xZ2(mveces).

Por tanto
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Lo anterior significa que cualesquiera dos bases finitas de G tienen el mismo nime-

ro de elementos.
Como tltimo paso mostraremos que G no puede tener bases infinitas. Sea ¥
cualquier base de G y sean 3, ..., ¥s elementos distintos de Y. Sea H el subgrupo

de G generado por
Yi={n, v}

v K el subgrupo generado por
Yo=Y\ {w, 9}

Probaremos que G ~ H x K. Sea a ¢ G, entonces

a&= Z Rl + Z Y,

¥, EN w; €Y
vy esta expresién es nica. Definimos ¢ : G — H x K como
ar— | 3 m D mibs
Y€ ¥, €Yz

Por la unicidad de la expresion pars o, ésta es una funcién bien definida.
Ademds @ es inyectiva: supongamos que $(a) = ®(b) donde

a= Z Yy, + Z Y,

v €N 2, EY2
A
b == E i, + E MY,
y €Y1 &Yg
entonces
E niyl,-, E mjyzj = E nlyl 3 E mjyﬁJ
;€Y y2, €Yz ¥, €Y1 ¥2,€Y2
Luego
E i, = E n,y]‘
y1,ENL 1, €Ny
y
E mjng = E m]-yp,j.
yz, €Yz ¥2,EY2

Como Y es base de (&, debemos tener n; = ii; y m; = m; para toda j e 2. De aqui
tenemos que a = b y ® es inyectiva. Claramente ® es sobreyecliva. Realizando
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calculos dircctos, se verifica que @ es morfismo. Luego € es un isomortismo de

grupos. Por lo tanto,
G Hx K.

De aquf tenemos los isomorfismos:
G Hx K H K
2G “3Hx2K 20 2K
Por el analisis del inicio de la desmostracién sabemos que

i [,
2H

y por tanto
G

2G
(estamos suponiendo, como al principio, que G tiene una base finita de r elemen-
tos). Asf, r > s. Esto significa que ¥ no puede ser infinito, pues de lo contrario
podriamos tomar 7 < s. De este modo concluimos la demostracion.

Definicién Sea G un grupo abeliano libre. Definimos el rango de G como el
nidmero de elementos en cualquier base de G.

> 28

2=

Teorema 1.8 Sea G un grupo abeliano finitamente generado, con congunto gene-

rador {a, ..2,}. Sea
:Zx---xL—-GC

definide por
(hyy -y i) ¥— Byay 4+ -+ R0y,

Entonces © es epimorfismo.

Demostracién. Es claro que @ es una funcién bien definida. Si a € G,

entonces
a="ha+ - ha,

pues G estd generado por {ax, ..., o}, Luego,
@(h], reey hn) = .
Esto muestra que & es sobreyectiva. Por 1ltimo, veremos que es morfismo:

®[(Bay oony hn) + (Bt ooes )] = B(P1 + Kty o, B i) =
= (h-l + kl)ai +---+ (hn + kn.)an = (hla'l + -+ hnan) + (k'la'l +--- kna'n) -

- Q(h;, iy hn) + Q(kl; P k,,_)

Por lo tanto, ¢ es epimorfismo. M
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Teorema 1.9 5
X == {z4, ..., 5}

es base de un grupo abeliano libre G y i € Z, entonces st i # J,
Y = {21, Bj1, Z5 F 880, Bg1y oo Tr )
también es buse de G.
Demostracién. Notamos primero que
z, = (—&)z, + (25 + tz).

Luego, podemos obtener al elemento z; como combinacién lineal de elementos
del conjunto Y. Esto significa que ¥ también genera a G. Veremos finalmente
que Y es base. Supdngase que

L+ -+ i 1%,-1 + 'nJ(Q:J + tﬁ{) +nj+1:1:_,'.+1 + - T = 0.
Entonces,
Ty + -+ (g agt)a, b g - Ty =0

Como X es base, fenemos que

n]:“‘=n:+njt="'=nj:"‘:'ﬂr:0-
Puesto que
ny=n;+nt=10
entonces
n,-:mnjtzﬂ.
Por lo tanto,
1 =...=ni=...=nj=...=nr=()‘

Como se cumple la propiedad (ii) del teorema 1.5, Y es base de G. Esto concluye
la demostracién. B

Teorema 1.10 Sea U, un grupo abelieno libre de rango n y sea V' un subgrupo
no trivial de U,. Entonces V es abeliono hbre de rango k con k < n. Mds ain,
es posible elegir una base

T1y44&n
de Uy; y una base

1y oeey Vi

de V, toles que v; = £,%, para toda i, donde los €, son enteros positives ¥ & divide
ac parei=12,. k-1
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Demostracién. La demostracion es por induccién sobre n. Si n = 1, enton-
ces

U1 = (a)

es ciclico y, por la teorfa de grupos cfclicos, cualquier subgrupo V es también
ciclico generado por 716
Supongamos ahora que el teorcma es vélido para grupos de rango rmenor 6
ignal que n — 1.
Sean V un subgrupo de U, V # 0 ¥ {us, ..., u,} base de U,. Entonces, todo
elemento de V tiene la forma
u= Zn,u, (1.5)

donde los n, son enferos.
Sea m el menor entero positivo del conjunto de los valores ebsolutos de los

coeficientes que se obtienen al escribir los clementos de V' en la forma. 1.5.

Observamos que 2l cambiar la base de U, el entero positivo m asociado a la
nueva base puede ser distinto.

Escogemos una base de U/, tal que el entero positivo asociado a ella sea el
menor posible, y lo designamos como £,. Sea u; el elemento de la base que tiene a
&1 como coeficiente al escribir algin elemento =1 de V' como 1.5, Podemos poner
entonces:

v = g1uy + Gotia + - -+ anUn.

Por el algoritmo de la divisién:
a; = e14; + 75, 0 75 < &1 para toda i € {2, T}

Luego:
vy =1 {1 +qous + -+ Galtn) F Uz + -+ Talln

Por ¢l teorema 1.9 podemos clegir

{ﬁll <3 ﬁn}
como una nueva base de U, donde
W o= U+ Guat -t gnia
Usg = U2
ﬁn = Un

De este modo,
v = E Uy 4 Toly - 4+ Tty
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Como ¢ es el entero positivo mds pequefio (en valor absoluto} que interviene como
coeficiente en la representacién de los elementos de V, debemos tener r, = 0 para

toda : € {2,...,n}. Por tanto,
m = £y,

Consideramos de nuevo el subgrupo V. Sea
V=V, G-
Notamos que V' es subgrupo y que
{m)NV =0.
Supongamos primero que V' = 0. Mostramos que V' = {(u;). Sea
U=l oglly + o+ Oplin € V.
Por el algoritmo de la divisién,
=g+, 0L r <.

Luego,

v = iyt run ool & Gty
= qup -+ il + aglip + - - -+ QRly.

Puesto que quy € V, debemos tener
T + iy -+ - apTln € V.
Ademds, £, es minimo en el sentido conocido y por tanto r = 0. Asf,
Gy + o, €V
y dado que V' =0, aslia + -+ + olin = 0. Por lo tanto,
¥ =T = g1t = qn € (v1).

Supongamos ahora que V' # 0. Mostramos que V = {(v,) @ V.
Basta mostrar que V = () + V'. Claramente (») + V' C V. Sea

V=g + o+ a,Ty, € V, donde |aif > ey sioai #0.

Si a; = 0 entonces
T E (’b’]_) + 1.

Supongamos ahroa a; 7 0. Escribimos:

[44] =Elq+7'1,0ST1 < Ej.
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De este modo,
v— ety =Ty Gl + -+ U EV

pues geyl; € (v1) C V; y puesto que 0 < r < &, debemos tener que v, = 0.
Luego. , s
aoTp 4 - F Qgll, =V €V .

Es asi como obtenemoes que
v=geG +v € )+ V.

Por lo tanto, V C {v;) + V' y como consecuencia de esto, V = (1} @ V.
Pero V' es un subgrupo de un grupo abeliano libre de rango n — 1

Un.~1 = (ﬁ-Za "-1ﬁn) .

Por hipétesis de induccién, es posible elegir una base {%, ..., } de Up—y de
tal manera que V' tenga por base a {vy, ..., v} con

v; = &%, €, > 0 donde g, divide 2 £,41.

Puesto que
U, = (@) © Un-,

U, tiene por base a {ﬁlﬁg, ...,ﬁn} y V tiene por base a {vy, ..., vx} con

v = £
Yy = Elig
Up = el

y €, divide & £;41 para ¢ € {2,..,k— 1}. También por hipétesis de induccion
tenemos que k < n, asf que lo tinico que queda por demostrar es que £ divide a
£7.
Escribimos
€y = (&1 + 1, 0 <7y <.

El elemento vo = e5%» de V se escribe como
T3 = uEvHn + Telly

¥ _ _
v — vy = £ (T — @) — Tols.

Por el teorema 1.9 sabemos que {@), T, - \Un} es base de U, donde

Wy = Uy~ @it
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De manera que en esta nueva base, ol elemento v = v — vz de V' admite la
representacién
v = 6151 - T2='Ufz
donde 0 < ry < 5. Sire # 0, £; debe ser menor ¢ igual que |—r3| = ry, lo cual es
imposible. Luego, 12 = 0 y &; divide a &,
La base de U, formada por {=1, ..., 2,} donde

1 = i
z, = u, parai€ {2,..,n}

y la base {vy, ..., vz} de V satisfacen las propiedades deseadas. Asi terminamos la
demostracién. &

Teorema 1.11 Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un grupo
de la forma

Doy X Fimmy X+ X B X Z5; k>0 (1.6)
donde m, divide a m;,, pere todoi=1,...,7 — L.

Demostracién. Sea G un grupo abeliano finitamente generado, con un con-
junto generador de n elementos. Sea

F=%Zx... x Z (n factores).

Consideramos a ¢ : F' — G el epimorfismo del teorema 1.8. Denotamos al niicleo
de @ como K. Sabemos que F es libre de rango = pues

{(1,0,..,0),(0,1,0,..,0), -, (0,0,..., 1)}

es base de F. Por el teorema 1,10, existe una. base de F, digamos {zq,...,%,} tal
que {dizy,...,dsz,} es base de K para algunos enteros positivos dy, ..., d, con la
propiedad de que d; divide a d;4; para toda . Por el teorema del homomorfismo

tenernos que
oo F
~
Sea ahora

‘I‘ZF—)ZdIX“-XZdSXZn_s

n
T (Zo:.:c,) == [Ty, oor, Wy Qs p1y ooy P} -

=1

definida como

Se verifica directamente que ¥ es epimorfismo.
Por el teorema del homomorfismo, tenemos que:

F

Tor® = Zag, X -0 X By, X T™7F,
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Notamos a continuacion que

Ker¥ =K.

En efecto, si
e=adz+ - +odss € K,

cntonces
¥(a) = (0,...,0}

y se tiene
K C Ker?.

inversamente, si
b= Zb{l‘i 1S KBT'\I’

i=1

entonces _
(51: voey by s 1 "'abn) - (0) ey O)a

de donde b, es miltiplo de d, para 1 <i < sy bi=0para s+ 1 <i<n Porlo
tanto,

Ker¥ ¢ K.

Luego,
Ker¥U = K.

De esta manera obtenemos el isomorfismo:
n—s
G By X X D, X A5

Observamos que puede ocurrir que d; = 1. De ser asi, Zy, serfa cero y se puede
eliminar del producto directo, salvo isomorfismo. Si d; =1 entonces eliminamos a
7.4, del producto directo y asi sucesivamente. Seam, la primera d; mayor que uno.
Sca my Ja segunda y m, la r-ésima. De esta manera concluimos la demostracion
del teorema. Es decir, tenernos:

Gt Doy X By %+ X T, X TF B2 0

donde m; divide a m;; paratodai=1,..,r—1. N
Definicién Llamamos a

T="Zm X&my X - Xy,

el subgrupo de torsién dc G.
Notamos que el ndmero m de factores de Z que aparecen en la expresion 1.6
es tnico. Para esto basta verificar que el grupo factor

G

T
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es abeliano libre de rango m. En efecto, escribimos ¢ como:
Fomy X Ly X+ X Lo XL X o X D
Sea
b:G—>Zx---xd

definida como
(5], ...,ﬁ}-,b], eay bm) — (b]_, ceey bm)

Claramente @ es epimorfismo y

ker® =T,

Por el teorema fundamental del homomorfismo

Por lo tanto,

es abeliano libre de rango m. Por el teorema. 1.7, este mimero es invariante y por
tanto también 1o es el mimero de [actores de Z en 1.6.

A continuacién mostraremos en qué sentide se descomponen los grupos Zp,
det teorema 1.11 en potencias de primos y mds adelante probamos la unicidad de
esta descomposicién. Para tal fin, requerimos del siguiente resultado.

Teorema 1.12 El grupo Zy, x Zy, es isomorfo a Zps sty sdlo sim yn son Primos
relativos.

Demostracién. Supongamos que m y n son primos relativos. Considere-
mos el subgrupo de Z., x Z, generado por (1,1). Investigamos el orden de este
subgrupo. Notamos gue

r{1,1} = {0,0)
si y s6lo si r es maltiplo tanto de m como de 7. Es decir, 7 es un milfiplo comin
de m y n. Luego, el orden de (1,1) es el minimo comvin mltiplo de m y », que
en este caso es mn. Asi, el elemento (1, 1) genera un subgrupo de orden igual a

|Zm % Zy].

Por o tanio
{(1,1)) =Zm % Zy.

Esto significa que Z,, X Z, es ciclico de orden mn, y por tanto isomorfo a Zin..



GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GENERADOS 25

Supongamos ahora que €l méximo comtin divisor de m y n CS Un NGmero d

mayor que 1. Entonces
mn

d
es divisible tanto por n como por m. Sea (r, s) cualquier elemento de Zp, X Zp,.

Entonces (”_”;_”) (r, s} = (0,0).

Esto significa que Zm, % Z,, no puede ser ciclico y por tanto no es isomorfo a Z,y.

Asf completamos la prueba. B
Utilizando un argumento de induccién matemdtica obtenemos el siguiente:

Corolario 1.2 Fl grupo
Zorg X 0o X P,

es 130morfo & Foy. m., Y Por tanto ciclico, si y sdlo si los nimeros my, ..., My, s00
primos relativos dos a dos.

Consideremos ahora al grupo ciclico finito Z,. Ponemos

n= ()™ (o)™

donde los p; son primos distintos y los n; nimeros naturales. Utilizando el corolario
anterior notamos que
Lpn=Zpy % X Lgrr.

De este modo obtenemos la descomposicién en potencias de primos del subgrupo

de torsién de G.
Concluimos este capitulo con un teorema que indica la unicidad de esta des-

composicién.
Si G es un grupo cualquiera y 7 un naturai, definimos:

Gn) = {z € G:nz=0}.
Claramente G [n} es un subgrupo de G. Tenemos el siguiente lema:
Lema 1.8
Zy lp) > Z,
pare cualquier r > 1 y cualquier p primo.

Demostracién. Mostramos que todo elemento distinto de cero de Zy- [p]
tiene orden p. Si ¢ € Z,- [p), entonces

pz = 0.
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Por el lema 1.2 sabemos que oz} divide a p. De aquf que
o{z) = 1, o bien, o(z) = p.

Luego, todo elemento distinto de cero de Zyr [p) tiene orden p.
Por el teorema de Lagrange,

|Z,- [p)] divide a |[Zpr|

y por tanto
|Zp- [P}l = 2" paray > 1.

Como Z,- {p} es ciclico,

Zyr frl = ()
donde oy) = p7. Claramente v no puede ser mayor que 1, pues todo elemento no
mulo de Z,- [p] tiene orden p. Por lo tanto

|Zp’ [pll=p

Y
Zy [p] = Z,,.

Asi terminamos la prueba del lema. W
Corolario 1.3
(Zper x = % Zpor ) [pl = Zp X -+~ X Zip.
Demostracidn. Veamos que se cumple
(Zm X - % Zyn) [} = By ] % -+ X By 1)
En efecto:

(ary.rar) € (Zipar X -+ % Zyoe) [p] iy sélosi
play, -ax) = (pap,...pax) = (0,..,0) si y sélo si
(al;._.,ak) € Zpal [p] X--- X chtk [p] .

Por ¢l lema 1.8, o] corolario es vélido. B

Teorema 1.13 Sea

T o Z?? X X By (1.7)
el subgrupo de torsion de G. (Notamos que los nimeros primos p; no tienen por
que ser todos distintos). Entonces esta descomposicidn es dnice, selvo permuta-
cign de los factores.
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Demostracién. Sea p un primo fijo.
Mostramos inicialmente que los elementos de T de orden una potencia de p,
junto con el cero, forman un subgrupo 7, de T. Sean z,y € T,. Supongamos gue

ofz) = p* y oly) =7

Entonces .
P4y =pP (e +y) =

=P 1 p*pPy = 0.

Por el lema 1.2 debemos tener que o(z +y) divide a p**?. Luego, o(z + y) es una
potencia de p, y por tanto,
z+yely

Por definicién de T, 0 € Tp. Finalmente, si z € Tp, = # 0 debemos tener —z € T
pues
o(z) = o(-z).

De este modo probamos que 7 es un subgrupo de 7.
Consideramos la descomposicién de T' en 1.7. Sean p un primo que aparece
en esta descomposicién y
anl X X Zpak

la parte de tal descomposicién que involucra a p. Mostraremos que
Tp o2 Zyoy X o+ X Dpes.
Para esto basta verificar que
Zyor X o+ X Loy x 0 X --- X0

es el subgrupo de
ZP;I Xooe X Lprm

de los elementos de orden una potencia de p. Sea
(@1 ers @1y 0y o0, 0) € Zipor X -+ X Zpme X B X2 %0

Como Zye, es un p-grupo (ver el corolario 1. 1), cada elemento de Zpe: tiene orden
una potencia de p. Supongamos que o{a,) = 7% para toda 4. Entonces

v'k

pER8) (y, - 08,0, .y 0) = T, 7% (ay, o, 0y 0) = (0, ., O

Por el lema 1.2, p(y—::;l"g") divide al orden de (ai,..,a,0,...,0). Por tanto,
{aj,...,a,0,...,0) tiene orden una potencia de p.
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A continuacion mostramos que éstos son todos los elementos de
Zp? X oo X Bgrm
que tienen orden una potencia de p. En efecto, sea
T€E (Zpil X oeee pr;nm)\{Zpal Koo X Zpor X0 X o0 x0).
Vemos que # no puede tener orden una potencia de p. Como
(Zpor % -+ X Ly x 0% -+ % 0)
es grupo, debe ocurrir que z # 0 y por tanto = tiene alguna componente z; distinta
de cero tal que z; € Zp:.- donde p; # p (De lo contrario  serfa cero). Escribimos
2= (1, ey Tiy ooy B
Demostramos que x no puede tener orden una potencia de p. Supongamos que
ofx) = m.

Entonces

mx = {Mx), ..., MTyy .., MZn) = (0, ..., 0}

y el orden de z; divide a m por el lema 1.2. Puesto que z; € Z,+ y éste es un
p-grupo, el orden de z; es una potencia de p,. Esto significa que p, aparece en
la descomposicién de m y por tanto m no es una potencia de p. De esta manera

probamos que
Tp 2 Zpm X oo X Zpeme x 0 x-0- %0

¥y por tanto
szch; Koaer szak.

Por iltimo, supongamos que
Tp'zanlx---prungpe,><~-><Zpa, (1.8)
con o; < 15 f; < Byq- Debemos mostrar que

k=sy e =0, paatodai

para terminar la prueba de la unicidad de 1.7.
En efecto, por 1.8 y el corolario 1.3, tenemos

ZPX---XZP(kVECGS)ﬁZPX...xZp (SVGCE’.S)

¥ por tanto
k=3 (1.9)
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por un argumento de orden.
Finalmente, mostramos que ¢; = f; para toda . Supongamos para tal fin que
o; = 3, para 1 < j. Procedemos a probar que a; = B;. Consideramos al subgrupo
de T}
5T, = {pMz:x €T},

Si a; < 3, tendrfamos:
P Ty o P Zyer X - -+ X p™higer 22 PP hipe, X - o0 X P Zs,
donde

Pl = P, sl <,
paJ chJ - 0
y P hys # Osit>j.

Por tanto, el subgrupo p T}, tendrfa dos descomposiciones en potencias de pritmos
con nvimeros diferentes de factores distintos de cero. Pero esto es imposible pues
si

G =pM1Zp, X - X YL,

entonces G mismo es el subgrupo de los elementos de orden una potencia de p, y
por la ecuacién 1.9, no puede tener dos descomposiciones en potencias de primos
con ndmero distinto de factores. Luego, oy = f, para toda 4. De esta manera
completamos la demostracién. 8



Capitulo

Anillo de Endomorfismos y
Grupo de Automorfismos

Sea G un grupo abeliano finito. Comeo consecuencia del teorema fundamental de
los grupos abelianos finitamente generados (ver teorema. L. 1), podemos poner

G =Cym ®Cpa @+ ® Cpe (2.1)

donde los Cpm: son subgrupos ciclicos primarios. Ademds, la expresién 2.1 es
inica, salvo e'1 orden de los sumandos directos. Notamos también que los primos
p, no tienen por qué ser todos distintos.

Supongamos ahora que G es un p-grupo abeliano finito. Entonces los primos
que aparecen en 2.1 son todos iguales pues cada subrupo ciclico primario tiene un
generador de orden una potencia de p, y por tanto, cada subgrupo ciclico primmario
tiene orden p™ para algin entero positivo m,. Luego, podemos escribir:

G = Cpml EB Cpﬂvz EB et €B Cpﬂw- (22)

La unicidad de 2.2 nos lleva a formular la siguiente definicién.
Definicién Sea G un p-grupo abeliano finito. Consideramos la descomposi-
cién 2.2 en subgrupos ciclicos primarios, y suponemaos que

my 2 .. 2 My
Definimos el tipo [5] de G como el r-tuplo
@™, ... p™)

o bien, simplemente,
(mh T m")

Sea G un p-grupo abeliano finito de tipo
(nl y 1, gy n?)

donde p &5 un mimero primo cualquiera y tanto n; como s son nUmMercs naturales
tales que n; > ng. Escribimos

G = Cp"l 35 Cp“l & Cp"Z & Cp"‘z-

30
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Supongamos que
Cpa = {m) = (a2} ¥ Cpma = (ag) = {aa)
donde los a; son elementos de G. Podemos poner entonces
G = {a1) ® (az) © (a3) ® {04} - {2.3)
con
o(ar) = ofaz) = p™ y o(as) = ofas) = p™.

Ademss, por 2.3 v la definicién de p-base, {a, a2, a3, a4} constituye una p-base de
G

Sea FndG el anillo de los endomorfismos de G (los elementos de EndG son
todos los morfismos de grupo de G en sf mismo). "+ en End( denotard la suma

habitual de funciones y ”-" la composicidn.
Escribimos el grupo G en 2.3 como

C=0CG®Gs

donde

G1 = {a) ® (az)

Gg = (0..3) 35 (64) .

Del trabajo de Fuchs [5] (quien a su vez cita a Shoda (8] para el caso en que
(7 es finito) sabemos que:

EndG, Hom(Gy,G1) | (2.4

EndG =~ Hom(G1,Ga) EndG,

Veamos ¢émo se obtiene este isomorfismo. Sean

7 € EndC

g€,

entonces g se expresa de manera tinica como
g=2g1+ g2, con g; € Gj.

Ahora:
7{(g;) = 931+ gy2, con gj € Gi.

Definimos
ﬂij : Gj — Gi
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como
T}ij(gj) = i
Claramente,
T € Hom(Gj, Gi).
De este modo obtenemos la matriz {n,), correspondiente a 7.
Inversamente, cualquier matriz

( ) ) c EndG1 HOm(GZ,G]}
T3 S| Hom(G1,Ga) EndG,

define un endomorfismo # de Ia siguiente manera: si
=g+ g2

consideramos
1:G— G

dada por
2 2
n{g) = ZZ’?ij(gj)~
i=] j=l

1 es un endomorfismo de G. Es facil verificar que la correspondencia,
7~ (my;)

es un isomorfismo.
Come una aplicacién de 2.4, también en el libro de Fuchs, se obtiene el iso-

motfismo de anillos:

Ay pamA
EndG::{ [ A; sz 12] :A,-j-eszz(zpn.)}. (2.5)

El producto en este anillo de matrices se define de la manera usual, perc las
entradas de la matriz resultante se reducen médulo o™ o ™, dependiendo del
renglén. Ademds, los elementos de Hom(G,, G,) corresponden a los blogues A,;.

Un endomorfismo de G se conoce si sabemos c6mo actiia sobre cada elemento
de la p-base {a;,a3,083,a4}. Desarrollamos aqui la descripcién matricial de los
elementos de EndG dada por Shoda [8]. Veremos que esta descripcién es la

misma que la del isororfismo 2.5.
Sea

A€ Endy

¥ supongamos que sabemos cdmo actia A sobre a1, ag, ag ¥ as. Fntonces:

Alar) = on1a; + amap + azias + ag 04
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para algunog oy, tnicos tales que an ¥y on pertenecen a Zy mientras que oy y
oy pertenecen a Zyre. Luego,

0=A(0) = A(pWa) =p" Aler) = PV amag + pagos € Cyne @ Cpra.

Lo anterior occure siempre que p™og ¥ p™ g sean ambos miltiplos de p™2. Pero
lo anterior es cierto para cualesquiera og; ¥ ¢uq €n Zyne pues ny > 7. Ahora,

Alas) = 1201 + Qzo0n + Q3203 + (aply
donde oz, 000 € Zpm ¥ (32,0042 € Zpm2. Entonces
0= A(0) = A(p™az) = p™ agaag + P 04204 € Cpra @ Gy

Esto también ocurre siempre que p™ sy y p™ouye sean ambos miiltiplos de na,
situacién que se cumple para cualesquiera oy ¥ Oz €1 oz,
De manera similar tenemos gue

Alag) = oyzay + o0 + 033z + Qlyzg

}J’
0 = A{p™a3) = pPauzar + pPasay € Cpm & G
Pero esto tiene lugar cuando p™ay3 y p™cg son ambos multiplos de p™. Es decir,
debemos tener
PPags = pMays y prlas = P éns

para algunos ¢z y 0o en Zps . Luego,
g =P TMang y oy = P s,

De este modo, tanto a3 como agg deben ser multiplos de p™ ™2,
Finalmente,
A(Cb.i) = (140 + Ceoqy + O340y + Qgally

Yy
0 = A(0) = A{p™a4) = pParaa; + P anas € Cpm @ Cpry.
De modo similar, concluimos que esto ocurre siempre que ¢g ¥ Gy sean miltiplos
de p™ 2,
Procediendo como 1o hemos hecho, podemos representar al endomorfismo A
como una matriz de la forma

an oz PUTTMRang PUTona

an o P TMag PP Ty __[Au p”‘""Am]
03 Q32 O3 o34 | A A

gy Oap Giygg Gigy
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donde 1as entradas de los bloques blogue Ay, A2 pertenecen a Zym v las de Ay,
Agg a Zga. En el trabajo de Shoda se demuestra, para cualquier p-grupo abelianc
finito, que el conjunto de estas matrices bajo la suma y producto de matrices
definidos anteriormente constituye un anillo & isomorfo a EndG.

Definicién Si R es un anillo, definimos el radical de Jacobson {1] de R,

denotado
Jac(R),

como la interseccion de los ideales izquierdos maximales en R.

Tenemos €] siguiente resultado:

Teorema 2.1

JaclE) = [ pEndG, Hom{G, G)) } _

Ham(G’;, Gg) pEndG’z

Demostracién. Por 2.5 y 2.4, basta probar:

Ay pH2A
= {[50 ] et}

Definimos
a: B — M(2,p) x M(2,p)

Como

All pﬂ-i—ngAm
[ Agp Az ] -+ (An, Az} (modp).

Se verifica directamente que o es un epimorfismo de anillos con

pAn P A ]

ki =
e [Am pAz

Por ¢l teorema del homomorfismo,

rora = M(2,p)y x M(2,p).

Si J es un ideal de M(2,p), entonces del conjunto de las posibles entradas de

las matrices en J forman un ideal de Z,. Como Z, es campo, tales entradas

constituyen un ideal trivial de Z,, de manera que M(2,p) es un anillo simple.
Notamos que

JaeM(2,p) =10,

(18] ren)

pues tanto
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como

(5 8)0e3)

son ideales izquierdos maximales de M{2,p). Como la interseccién de estos ideales
es 0,
JacAM(2,p) = 0.

Por el teorema 15.9 en {1],

Jac(M(2,p) x JacM(2,p)) = 0.

E
=q.
Jac (ker a)

Tarnbién se tiene que todos los elementas de ker o son nilpotentes pues al multi-
plicar repetidas veces una matriz de la forma

_ [pAu P A
Az pAx !

Luego,

se obtiene el signiente patrém:

pBun pMT™MtiB,
pBy pBy
PPCy P tI0,
pCyy 2C'zz
p’Dn pr™mtEDy,
7D 2D22
A5 = [ By pMEy, -l
P*En 3E22 |

etc. Como F es finito, existe una s tal que A® = 0. Esto muesira que kero es
nil-ideat.
Por el corolario 15.12 en {1}, tenemos:

ker e = Jac(E).

Es asf como concluimos Ia prueba del teorema. B
Sea AutG el grupo de los automorfismos de G bajo la composicion de funcio-
nes.

Teorema 2.2

AutG = | AHC Hom(G, G1) ] .

Hom((}’l, Gg) AutGy
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Demostracidén. Supongamos que
f — [ fl] fl2 ]
fa fe
es un slemento de EndG tal que
fio € AutG, para i€ {1,2}.

Mostraremos que
f e AutG.

En efecto, escribimos
f=g+h, donde:

I 0 10 fie
g_.[o fzz]yh_lle 01]'

g € AutG.

Notamos que

Ademss, la matriz correspondiente a ki tiene la forma

0 pPM™Ap
App 0

con
Ajz € Maga(Zpm) y An € Maxa(Zyra).

En virtud del teorema 2.1, & € Jac(E).
Como g es inversible, existe

g7! € AutG

tal que
ggt=1

Tenemos:
fol=(g+hgt=1+hgt=1—(-h)g~' €I Jac(E),
pues Jac{E) es un ideal de FrdG. Veremos que
I—(-hg’

es inversible en End@. De la prueba del teorema 2.1 se sabe que todos los ele-
mentos de Jec(E) son nilpotentes. Luego, existe una r tal que

- [-mg ) =1



Entonces ]
I—{(-h)g '] =

= [I - (=h)g7] [I + (=R)g 7 + (R ™)+ + ((*h)g—l)r—l] =L

Lo anterior significa que I — (—h)g™! es inversible. Asi, existe

q € AutG
tal que:
flg g =1
De cste modo mostramos que
f e AulG.

Inversamente, supongamos ahora que

1= fa]aue

Entonces existe un elemento de Aut@,

g:[yu y12]

g21 922
tal que
[fu fiz || gu 912 } _| 40
M follom g» 0 L}’
con
I € AutG v e Aﬂth.
Luego,

Fugnu + frage = L.

Notamos que & fi2 le corresponde una matriz de 1a forma
P™ 7™ Ay, con Arp € Maya(Zym).
Por otro lado, a g le asociamos una matriz
By en Moyo{Zpes).
Asi, la matriz asociada a fiags es
pM T A1 By, con AaBoy € Zgni

Como
Jae(EndG)) = pEndC,,
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debemos tener
flzgz]_ S Jac(EndGl)

Luego,
fugn =1 ~ fizgn € I) — Jac{EndGh).

Por un razonamiento andlogo al de la primera parte de la demostracion,

Jfugn € AutG,

y existe
(fugu)_l € AutG,.
Asf,
fu [911 (fngu)ul] =1,

Y

fir € AutGy.
Andlogamente,

Joz € AutG,.

De este modo concluimos el prueba. @

Si A € E, se define det A de la manera usual, pero reducido médulo Zn.. La

38

teorfa cldsica de los determinantes es valida en este nuevo contexto. Tenemos los

siguientes resultados:

A g™ Ap

Lema 2.1 Sea A = Asi Am

con cero (modp), si y solo si det A,; es no congruente con cero (modp); para

i € {1,2}. Notamos que det A,; denote al determinante usual.

€ E. Entonces det A es no congruente

Demostracién. Reduciendo médulo p y aplicando la teorfa de determinantes,

tenemos:

Au 0

det 4 = det [ An An

] = det An det Azg.

Asf establecemos el lema. &

Lema 2.2 Una matriz A de E represente un elemento de AutG si y sdlo si det A

no es congruente con 0 mdédulo p.

Demostracién. Supongamos que

A ¢ AutG.
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Como AutG ¢s un grupo finito, existe una r tal que
AT =1
donde [ es la identidad en E. Luego,

det AT =detA---detA=1.

Asf, det A es no congruente con cero {modp).

Inversamente, supongamos que def A es no congruente con cero (modp). For
el lema 2.1, det A;; es no congruente con Cerc {modp). De 2.5y ¢l teorema 2.2
tenernos los isomorfismos:

~

At e~ [ AutGl HOTH(GQ,G]_) }

Hom(G,,G2) Aut(Gh
. [ GLy(Zgs) PR Magsa(Zpm )
= | Maxe(Zgra) GLa(Zpr) '

Vercmos que
Au [ GLg(anl) h Agy € GLg(anz).

Como det Ay, es no congruente con cero (mod p), det Ay; es primo con p™. Luego,
det A] 1
es un generador del grupo Z,m. Esto significa que existe m € Zge tal que

mdet Au = 1.

b
Au:[jd].

Notamos que la inversa de Aj; es

(= [ 4, 0]

Escribimos

Por lo tanto,
Ay € GLy(Zypm).

Andlogamente se obtiene:
Agz [S GLQ(ZP“-Z),

Es asi como concluimos que
A€ AutG.
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De este modo terminamos la prucba, W
Sea S el subconjunto de E de las matrices de la forma

pan paz pMTTRey PpTTMan
az  pogs P Maay P T™May
a3z Ggz Paszz Pdgq
G4 @42 Q43 Py

tales que las entradas de los renglones 1 y 2 estdn en Zym y las de los renglones 3
y 4 pertenccen a Zy,. Es inmediato que S es un subanillo de E.
Sea
P=S+1T1

donde [ es la matriz identidad en E.
Nuestro objetivo en la siguiente seccion es mostrar que P es un p-subgrupo
de Sylow del grupo de matrices inversibles de E.

P es un p-Subgrupo de Sylow de AutG

Lema 2.3 P es un subgrupe del grupo multiplicativo de E. (También denotamos
este grupo multiplicativo como AutG).

Demostracién. Sea GL{(2,p) el grupo de las matrices inversibles de 2 x 2
con entradas en Z,, bajo el producto de matrices. Definimos

@ : AutG — GL(2,p) x GL(2,p)
comao,

oy oy PUTMony PN Moy

on e PUT™Mag PN Tam — ap Qg Qigg Cigg (mod p)
Qg 3z (33 Q3q g gz | 1] Qa3 Oy

Org) gy a3 e27])

® est4 bien definida pues

o e Py Pt May

7y _
det | 61 022 P 1720y P T ey
O3 Oz O3 (857
gy Olga 0443 [£27]

es no conguente con cero {mod p) si y sélo si tanto

[o4 o2
det 11 12
Qg g2



P ES UN P-SUBGRUPQ DE SYLOW DE AUTG 41

como

det [ Ciz3 i3 J
Q43 Oigd
es no congruente con cero (modp). Caleulos directos muestran que & es morfismo
de grupos. Ademds @ es epimorfismo pues si

(2 bz 2] eosenncres

Qg o Qyz gy

entonces
11 Q19 0 0

91 (92 0 ¢
4] 0 gy Giag
£] 0 Qg3 kgq

c AutG

ya que su determinante es igual a

det [ 1 Qg ] det [ 3y Cezq ] ]

Qg Qo2 (43 4y

Como ninguno de estos determinantes es congruente con cero médulo p, tampoco
to es su producto. Por lo tanto, ¢ es epimorfismo.

Sea Lo
K:{[a 1]:a€Zp}.

Claramente, K x K es un subgrupo de GL{2,p) x GL(2,p). Mostraremos que
S+1=0YK x K).

Tomamos

pan +1 paa o
g1 — 12 21 — 12
A: [+533 pa22+}. P gy P g4 € S+ I
ass @a2 poaz+ 1 pam

a1 042 243 Pogg 4+ 1

1—71-2&13 p"‘_"2a14

A € Aut( pues su determinante no es congruente ¢on cero (modp), ¥
A e K x K.

Inversamente, sea

o o1z PR Mo P Mo

an opy PUTMagy PN TMom
a3y 32 (33 857}

g1 gz Clgg (277

€ 1K x K).
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Entonces

o o ¥
L I y 33 034 o K,
Qo) O g3 Or4q

y por tanto,
o = 1{mod p)

oz, @34 = O(mod p).
Asf obtenernos que

oy o M T™Mony P Mo
g 0y PM Mo PV TMamy
(31 Or3p (633 O3y

ry) Oyz O4g3 Q4q

eSS+ 17T

v tenemos

S+1=901K xK).

Concluimos que P = § + I es un subgrupo de Aut( por ser la imagen inversa del
grupo K x K. &
Ponemos
A= Jac(B)+1

donde I es nuevamente la matriz identidad de E. Tenemos el siguiente lema.
Lema 2.4 A es un p-subgrupo normal de AutG.
Demostracién. Consideramos de nuevo el epimorfismo
& : AulG — GL{2,p) x GL(2,p)

definido en la demostracién del lema 2.3. Probamos que

Kerd® = A.
Sea
poy+ 1 poae P Mayy Pt Mo
Tiy —12 2l —12
A= | Pom pose+1 P g3 P o | oA
o3y (¥az pogz-+1  payy
Q41 (77 PGz pos -+ 1

Claramente det A no es congruente con cero (mod p), de donde A € AutG. Ade-
més, ®(A) = L. Por tanto A € Ker®. Inversamente, si

Bu P Pm_nelgla PO,
Boy o P "2Pay P O
B = € Ker®
By Bz Bas Bs4
Ba B Bas Ba
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cntonces
B = 1(mod p)

hi

Br2: P21, Basy Baz = O(mod p).
Por tanto B € A y tenemos Ker® = A. Esto implica que A es un subgrupo
normal de AutG. Ademss A es psubgrupo pues {A] = {Jac(E)| es una potencia
de p. (|A] se calcula con detalle después del teorema 2.3}. W

Lema 2.5 Sea G un grupo finito tol que |G| = p"m donde p no divide a m. Sea
H un p-subgrupo normal de G. Entonces H estd contenido en la interseccidn de
todos los p-subgrupos de Sylow de G. Ademds, esta interseccion es un p-subgrupo
normal de G y por tanto el mézimo p-subgrupo normal.

Demostracién. Como H es un p-subgrupo, su orden ¢s 7 con 1 < ¢ < n.
Por el primer teorema de Sylow, existe un p-subgrupo de Sylow P de G {de orden
p™) que contiene a .

Sea P cualquier otro p-subgrupo de Sylow de G. Por el segundo teorema de
Sylow, existe g € G tal que

P =g 'Pyg.

Luego,
H S g_leg.

Si h € H entonces g~ 'hg también pertenece a H pues H es un subgrupo normal.
Luego
g thg€ g Payg

y por tanto h € P;. Lo anterior implica que H est4 contenido en todo p-subgrupo
de Sylow, y por tanto, en la interseccién de todos ellos.

Finalmente notamos que si
A,..,PB

son todos los p-subgrupos de Sylow de G v g € G, entonces
g (PYg=n(g'Pg)-
Por el segundo teorema de Sylow,
g Pg,....g7 Frg
son todos los p-subgrupos de Sylow de . Por tanto
9 (NP g =Nk

y NP; es un p-subgrupe normal de G.
Luego, NP es el maximo p-subgrupo normal de G. B
Denotamos por O,{AutG) al méximo p-subgrupo normal de AutG.
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Lema 2.6 A = Op(AutG).
Demostracion. Por el teorema fundamental del homomorfismo:

AztG ~ GL(2,7) x GL(2, p). (2.6)

Vemos inicialmente que GL{2,p) x GL{2,p) no tiene p subgrupos normales. Pa-
ra esto, consideramos a %, x Z, como un Zy-espacio vectorial de dimension 2.

Sabemos que:
IGL(2,p)l = {Aut(Zy x Zp)| -

Procedemos a contar los elementos de Aut(Z, x Z,); para tal fin basta contar las
bases de Zp, X Zy. Existen p? —1 elecciones posibles para el primer elemento basico
(todos los elementos de Z, x Z, sin considerar al cero). Si (m,n) es uno de estos
elementos bésicos, enlonces

(m,n),2(m, n), ..., p(m,n)

son los elementos de Z, % Ty, que estdn en el subespacio generado por {m,n). Por
tanto existen p* — p eleccmnes posibles para el segundo elemento bésico. Asf,

|Aut(Z, x %)l = (7" — 1) (0° - 1)
Luego,
GL2,p) x GLR,P)| = (*-1)' (" ~p) =
P @ —1) -1

Por el primer teorema de Sylow, los subgrupos de GL(2,p) x GL(2,p} de orden
p? son precisamente los p-subgrupos de Sylow.
Consideramos a continuacién los subgrupos de GL(2, p):

H1={[t11 ?]:GEZP}
sz{[(l) ‘;} ;aezp}.

HlXHlyH2XH2

son p-subgrupos de Sylow de GL{(2,p) x GL{2,p) por tener ambos orden . Ade-
mads, la interseccién de estos dos subgrupos es 1.

Por el lema 2.5, GL(2,p} x GL{2,p) no tiene p-subgrupos normales. Del
isomorfismoe 2.6, concluimos que

Entonces

AutG
A
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no ticne p-subgrupos normales.
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Por dltimo, si existiera un p-subgrupo normal H de AuwtG tal que H 2 A,

entonces

H

A
serfa un p-subgrupo normal de

AutG

A

lo cual no es posible.
Por lo tanto,
A = 0, (AutG).

Asi terminamos la prueba del lema. M
Por la demostracién del lema 2.8, los p-subgrupos de Sylow de

AutG
A
tienen orden p°.
Lema 2.7 5i
H
A
es un p-subgrupo de Sylow de
AutGG
A

entonces H es un p-subgrupo de Sylow de AutG.

Demostracién. Basta mostrar que H es un p-subgrupo de orden méximo en

AuiG. Si existiera wn p-subgrupo K con K 2 H,

K

seria un p-subgrupo de orden mayor que
H
H2 = E

y Hy no serfa de Sylow; de modo que el lema es vélido. B
Es asi como obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3 Los p-subgrupos de Sylow de AulG tienen orden |A| p®.
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Al contar los elementos de A = Jae(E) + 1 y P = 5 + I obtenemos:

A= )" () ) = pEe

|P| =p™ (pnrl)apng (p"“”l)3 (png)B — p(4n1+]2m-ﬁ)l
Luego, el orden de los p-subgrupos de Sylow de AutG es
|A| p? = 4ny + 1205 — 6,

que es igual a |P|. Hemos demostrado ¢l siguiente resultado:

Teorema 2.4 Sea P = S+ [ donde I es lo moiriz identidad de E. Entonces P
es un p-subgrupo de Sylow de AutG.

Serie Anuladora Superior y Serie Central

Lo que sigue conduce a la definicién de serie anuladora superior de S.
Definicion Sea

{St}:e{o. .n}

una sucesién de ideales de 5 tales que
SD = 0:

Sy = AnnS,

(AnnS denota al anulador de S); ¥
S g
S Ann (St-l) .
Llamamos a 5, el t-ésimo anulador de 5.

Teorema 2.5

Sp=10

S;={A€8:AB€ 5,1, BA€ S, para tode B € 5},

sit>0.
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Demostracién. Sea

W,={A€S:AB€ S, BA€ S, paratoda B€ §},¢t>0.

Tenemos lo siguiente:
Ag S,

si y sélo st
AB=BA=10 (mOd Sf_ﬁl)

para toda B en S. Esto ocurre st y sdlo si AB y BA pertenecen a 5; ; para toda
B en §; lo cual es verdad si y sélo si

AeW,.

De esta manera obtenemos el resutlado. M
Definicién Decimos que la sucesidn de ideales de 5

{St}te{o,...,n}
es una serie anuladora superior si cumple la propiedad:
0=5CS5CSC--CS =245

Llamamos al ntimerc n longitud de la serie.

Fl siguiente teorema garantiza que si S tiene una serie anuladora superior
de longitud n, este mimero es una cota superior para el grado de nilpotencia de
P=S4+1

Teorema 2.6 Sea
P=S+1

como en el teorema £.4. Una serie anuladors superior de S induce una serie
central en P de igual longitud.

Demostracién. Supenemos que S tiene la siguiente serie anuladora superior:
0=5C5 CSC -CS =5
de longitud n. A continuacién inducimos una serie central en P. Sea
H=PnZ(E)

donde Z(E) es el centro de . Mostramos que A es un subgrupo normal de P.
Sean a + I y b+ I elementos de /7. Entonces

(a+T)(b+T)=abta+b+IeP.
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Seacc E. Como a+ I y b+ I pertenccen a Z(E}, se tiene:
e+ D+ Ne={a+Dec+I}=cla+I)(b+]T).

Por tanto,
(a+ DB+ e Z(E)

y tenemos que
(e+I)(b+1)c H.

Asf, H es cerrado bajo la operacién de P.
Sabemos que (o + 1)}7! € P. También se tiene: {a@+ I)e = c(a+ I} para todo
c€ E. Luego, c(a+ )7 = (a+ I)7tc para tode ¢ € E. De aquf que

(a+I)7" € Z(B),

v por tanto, H es subgrupo de P.
M4s atin, los elementos de H conmutan con todos los elementos de £, v en
particular con los de P. Por lo tanto:

HaP.

Para cada t € {1,...,n} veremos que S; + I también un subgrupo normal de
P.Seana+ 1,5+ 1¢S5, + 1. Entonces

fe+DNE+N=abtat+b+Iec8+1

Como a + I € P, existe un entero positivo 7 tal que

(a+ 1y =1
Pero
I=(a+I) =(a+ ) a+D)" =
={a+ D@ +{r—Da"+ -+ {r~Da+1I).
Por io taunto,

(a+I)'1 e S5+ L

De este modo probamos que S; + I es subgrupo de P.

A continuacién verificamos que S; + I es normal en P. Seana+ 7 € S; + I,
b+ I € P. Ponemos (b+ 1)~ = b+ I, mismo que es un elemento de P. Tenemos
lo siguiente:

b+ D Ya+ )b+ 1)

(3+I)(a+[)(b+I) =
(ba+d+a+N)p+1) =
= babt+ba+bb+b+ab+a+b I

i
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Ahora, _ L
T=0+DG+}=bb+b+b+1
bb+b+b=0.

Luego B 3
b+ Do+ Db+1)=bab+ba+ebt+o+TeS+1

pues S, es ideal de S.
Por lo tanto, §; + J es un subgrupo normal de P.
Asf, tanto H como Sy + I son subgrupos normales de P. Luego, el producto
P, = H(S; + I} también es un subgrupo normal de P para toda t € {1,...,n}.
Notamos también que P, = P pues:

P=S+I=8,+I<PH,
Obtenernos asf la serie norimal
1<P<P< .- <B=P. (2.7)

Basta demostrar que 2.7 es una serie central en P. Sea

P
R

S P

Consideramos un elemento b+ I de

()

a+h€

Debemos verificar que

Tenemos:
(atR) B+ T)=0+I)(e+h)
si y solo si
(@ +R)o+THa+ h) Yo+ I)‘1 € B,
Pero

(e+m)o+D(a+ )BT =

=Ha+ W+ I} -G+ Detr) e+ B+ D) +1~

=(ab+a+hb+h—ba—bh-a—R){a+h) O+ =
= (ab—ba)(a+h) b+ 1)t + L
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{Notamos quc hb = bh porque b € Z(FE)). Ahora: (ab— ba) € &, pues
a € HS,,; implica que a = hsga = (5 + 1)8e41 = 88¢41 + Spe1

donde h € H, 8141 € Si11y § € S. Puesto que S;y; es ideal de 5, debemos tener
que @ € Sy Ademds, por definicién de seric anuladora superior y dado que
b € 5, también se tiene
(ab - bﬂ.) € Sj.
Como (a+ h) '(b+ )" € P, tenemos
(a+h) Mo+ D) =c+1
para algin ¢ € 5. Entonces:

{ab—ba)o+h)Hb+ 1Y+ = (ab—ba){c+ 1)+ 1=

=(ab—tbajc+ab—ba+Ic S +I<H(S+I)=Fh.

Por lo tanto,
(a+B)b+I)a+h) B+ €P

y la serie 2.7 es central de longitud n. Esto completa la prueba del teorema. B
Reiteramos: como el grado de nilpotencia de P es la longitud minima de
todas las series centrales de P, la longitud de una serie anuladora superior de S
es una cota superior para el grado de nilpotencia de P, el cual es isomorfo a un
p-subgrupo de Sylow de AutG.
El propgsito del tercer capitulo es hallar la serie anuladora superior de S y su
longitud para un p-grupo abeliano finito de tipo (n4, 71,3, 2} con 0y > ng,



Capitulo 3

Serie Anuladora Superior de S

Sea G un p-grupo abeliano finito de tipo (11,71, n2,n2) con 7y > ny. Considera-
mos al anillo S como en el capitulo 2. Los objetivos de este capftulo, y del trabajo
todo, son caracterizar los ideales y anuladores de S, asf como obtene. una cota
superior para el grado de nilpotencia de P = 5§+ I.

Caracterizacion de los Ideales de S

Comenzamos con un teorema que indica c6mo son los ideales de S. Para esto,
requerimos de una serie de lemas.

Lema 3.1 Sea Z,, el anillo de los enteros mddulo n. Si H es un subgrupo aditivo
de Z,, entonces H es un ideal del anillo Z,,.

Demostracién. Como todo subgrupo de Z, es clclico, H = {a} para algin
a € Z,. Sean z € Z, y ma € H. Notamos que

z(ma) = (14 -+ me=ma+--+mac H.
Luego, H esideal de Z,, y el lema es vélido. B
Definicién Definimos
L [1sii=1,2
’“:k(i)_{ 2sii=3,4 }

Lema 3.2 pZ,n. y p™ ™Zpyne son, cada uno, subanillos de Zipr..

Demostracién. pZyn. y p™ ™ Zyn son subgrupos de Zyn.. Por el lema 3.1,
son ideales y por tanto subanillos de Zyn.. B

Lema 3.3 Sea H un ideol propio no trivial de Z,n. Entonces todo elemento de
H es muiltiplo de p.

Demostracién. Por el lema 3.1 basta estudiar los subgrupos propios no
triviales de Zpnx. Sabersos que cualquier subgrupo propio no trivial de Zgw
est4 generado por un elemento de Zy». que no es primo con p™. Por tanto, tal
elemento debe ser muitiplo de p. Es decir, cualquier subgrupo propio no trivial
est4 generado por un miiltiplo de p. Esto concluye la prueba del lema. M

81
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Teorema 3.1 Sea T un ideal de S. Enionces existe una funcidn
B:LixLi—N

tal que
T = {(pnk—ﬁ(ta:f}aq)‘;x‘l D0 € Zp“k .

Mds aun, 3 satisface las siguientes propiedades:

()8(i.7) < BG,7— 1), 5 =2

({)A( — 1,5) < B, 5} < Bi—1,5) + 1,5 € {2,4}

B(i,0+1) < B(,5) < B, +1) +1,5€ {13}

Demostracién. Fijamos la pareja (i,7). Sea (Z); el conjunto de todas
las entradas 17 de las matrices en 7. Mostraremos inicialmente que (), es un
subgrupo aditivo del anillo correspondiente: pZyns, p™ ™2 hgn & Zigni (#stos son
anillos por e} lema 3.2). Sean ay, by € (Z);. Por definicién de (Z),; existe una.
matriz 4 en 7 tal que el elemento a,; aparece en la entrada ij de A; y existe
una matriz B, también en Z, tal que b;; aparece en la entrada ij de B. Como
T es ideal de S, debemos tener que A — B € Z. Ahora bien, la enfrada ¢j de
A — B es precisamente a;; — b;;. Luego, también por definicién de (Z),; debemos
tener que a;; — bi; € (Z),;. Por lo tanto, (Z);; es un subgrupo aditivo del anillo
correspondiente: pZynx, P2 Zyni 6 Zipni. Como éstos son subanillos (y por tanto
subgrupos) de Zyn, (Z);; también es subgrupo aditivo de Zym.. Por el lema 3.1,
(Z);; cs un ideal de Zpns

A continuacién consideramos distintos casos. 8i (Z),; = 0, tomamos (4, j) =
0. De este modo, todo elemento de {Z),; es muiltiplo de p™~#¢7). Supongamos a
continuacién que {(Z),; es propio no trivial. Por el lema 3.3 observamos que todo
elemento de (Z);; es multiplo de p. Sea 7,; la menor potencia de p que aparece
como factor de los elementos distintos de cero de {Z),;. Observamos que debemos
tener: 1 < 7; < ng — 1. Ponemos Bli,3) = m — 7y > 0. Por la eleccién de
,; todo elemento de (Z);; es multiplo de p™~#%3. El tltimo caso es tomar (7},
como el anillo total. Aquf consideramos tres subcasos: si (Z);, = pZy ponemos
(i, §) = nxy—1 y notamos que todo elemento de (Z),; es multiplo de Bl =,
Si (I),; = p™ ™ Zym entonces elegimos B(z, j) = na y todo elemento de (7),; es
multiplo de p™ ~#¢2). Finalmente, si {I),; = Zy= tomamos f(,7) = ni. De esta
manera completamos todos los casos. Asi construimos una funcién 8 de Iyx I
en N que concluye la primera parte de la demostracion.

Procedemos ahora a verificar las propiedades de 8. Como Z es ideal de 5,
tenemos:

ISCIySICT
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(i) Mostramos a continuacion que
B(,7) < pGE-2,4),423.

Sea A,_2,{p™ ") la matriz de S que tiene p™ ™™ en la entrada (¢ —2,7) y O en
las demds. Sea B = (p"rﬁ('ﬁ)a,-j) una matriz cualquiera en 7. Entonces la fila

i — 2 de la matriz A; 5, (p™ ™)B es

prrBedg, PGBy, pnPidg. pm—Adly,,

Sabemos que:
A o:i(p™™)B e 1.

Luego,
m ""ﬁ(zsj) = m _16(1"—25.7)

Es decir,
B(i,5) < B~ 2,5)

para toda i > 3. Esto establece la primera parte de (i).
Ahora probamos que

B(,3) < BE42,7) +m —ng, 8 S 2.

Sea A;i42(1) la matriz de S que tiene 1 en el lugar (1, +2) y 0 en los demés. Sea
B € T. Entonces el renglén i + 2 de la matriz A, ;42(1)B es

pm—Bb gy, p =P g, PP g g gD g
Como A;;42(1)B € Z, debemos tener

Luego
De este modo tenemos la segunda parte de (i).
(ii) Mostraremos que

)3(7':.7) S ﬁ(?‘:J - 1): .7 2 2.

Sea A,;4(1), 7 € {2,3,4} la matriz que tiene 1 en el lugar 5,7 —1y O en los
demés. Sea B € 7. Entonces la columna 7 — I de la matriz BA;, 1(1) es

pnk—ﬁ{hi)alj
p"-k_ﬁ{zlj) vy
pnk‘—ﬁ(sn.ﬂag] :
pﬂk-ﬁ{4,j)0_.4j
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Como BA;;1(1) € I entonces
e = Pi,g) 2 me — Bl7 - 1)

Y
.6(7'.7) < ﬂ('l,j - 1)'

De este modo concluimos la primera parte de (iv).
En seguida veremos que

B(5,5) < B, 4)+ny—ne, § <2

Consideramos la matriz A;4(p™ ™), misma que tiene ™72 en el lugar 5,4y 0
en el resto. Sea B € 7. Entonces la cuarta columna de BA;4(p™ ™) es

2m—n2—Pli)ey, .
2n; —nz—P(25) g,
frii -B(3.,7} o3 :

pﬂl—ﬁ(‘hﬂ Qyy

Como BA;4(p™ ™) € Z, entonces
2ny —ng — B, 5) = m — B(,4)

sii=1412y
ny — B, 3) = na — B 4)

sii=3,4.
Luego, en todos los casos tenemos

ﬁ(?ﬁj) <ng— M +ﬁ(is4):j <2
(iii) Sea i € {2,4}. Veremos inicialmente que
B(i —1,5) < B, 3)-

Tomamos la matriz Ai: 1{1) que ticne 1 en el lugar (2,7 — 1) y cero en los demds.
Sea, como siempre, B € 7. Entonces el i-ésimo renglén de A;; ;(1)B es

p"*"a(i_l'l)a,_n p""—ﬁ({"l'z)a,-_l 2 pnk—.@(i—l,?:)at_la pnk—ﬁ(ifl,ti)akl 4 -
Puesto que A;; 1(1})B € T debemos tener:
g — i —1,7) = e~ ﬁ(i:.?)'

Luego,

Bl - 1,5) < BG. 7).



CARACTERIZACION DE LOS IDEALES DE S 55

A countinuacion mostramos gue
B5,7) £BGE-1L5)+1,i€{24}.

En efecto, consideramos la matriz A.—1:(p) de S que tiene p en el lugar (i —1,%)
y cero en los demds. Sea B € 7.
Entonces el renglén i — 1 del producto A;_,,(p)B tiene la forma

pnk#ﬁ(i,l)—‘rla‘l p“k*-ﬁ(‘-2)+1oz52 pnk—ﬁ(i,3)+lai3 p""“ﬁ(i=4)+1a,-4 .

Como A;._1;(p)B € T, entonces
g _ﬂ(zaj) +1 Z g —ﬁ('& - 1:.‘")

De aqui que
B,5) <BE—1,7) +1.

Por 1ltimo, verificamos que
i) < B, J+1) +1,5 € {1,3}.

Sea Aj;41(p) la matriz de S que tiene p en el lugar (j,j+1). Sea BT
Entonces la columna 7 + 1 del producto BA; ;41(p) tiene la forma

1 *ﬁ(l,.f)+1alj
pﬂl—ﬁ(?r,j)+1az

=B gy
psz“ﬁ(4,i)+la 4

Como siempre, utilizamos que BA;;41(p) € Z para obtener:
g — ﬂ(%]) +12>m— PG5+ 1).

Por tanto,
B, <pli,j+1)+1

para j € {1,3}.
Asf concluimos la demostracién del teorema. B
Como § mismo es un ideal de S, existe una funcién

d:LgXI,;—!N

tal que
i —d{3,7 .
S:{(pk (”)aij)éxé.agezpnk .

(ver el teorema 3.1). De hecho, la definicién de d es la. siguiente:
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Definicion Sea
d:LixI;— N

la funcién definida por la regla:
{ nkgl para (7’5.7) 612XIQ\{(2:1)}UT4XT{\{(4:3)} }
d(i, j) = )

ny st (4, 7) = (2.1)
ng en los demds casos

donde
L ={3,4}.
A continuacién, demostramos el recfproco del teorema 3.1

Teorema 3.2 Sea 3 : 14 x Iy — N una funcidn gue salisface los siguientes pro-
piedades:

()8, 7) < 43, 5)
B(i,5) < B, 4) +ny —n2, <2
B, i+ 1)< B, <BEF+1)+1,5€{1,3}.

Entonces N
Lo = {(pﬂrﬁ(l'”aﬁ):;xa; Py € Zp""}

cs un ideal de §5.

Demostracién. Como T; = 3, la propiedad (i) garantiza que Zp siempre
estd contenido en S.

Probaremos que Z; es un ideal de S. Si

A= (pnk—ﬂ(m) (L,J)

B = (p#Mp,))
pertenecen a Zg, claramente

A—B= (p"k_‘ﬁ(i’j)aﬁ — ﬂk“ﬂ(i,f)bt.j) = [pﬂk—ﬂ(hi) (0.5 — sz)] € Ip.

Sca
pen perg P Men priTReny
e e T2 e, 1T e,
E— | 6 P2 P 23 [ Ui g
€31 €32 Peag Peay

€41 €42 €43 LAY
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Calculamos AE para mostrar que estd en Zz. Escribimos a continuacién la matriz
producto AE indicando primero el lugar:
Para i € {1,2} tenemos:

(i,1) pn:—ﬂ(i.l)*laﬂell +pm A6 g meq, +p"‘""3{’.‘3)ay,-3631 +pnrﬁ{i‘4)az4€41

7y —8(4,3)

BTG e00 + p

(i,2) pm P g 000+ p agex + p P Yagen

(i,3) pg’“‘“?"ﬁ("l)a.,]ew 1 pﬁnr-ﬂz—ﬂ(t’ﬂ)aize% +p“‘_'8(i'3)+1a,3833 + pﬂl-ﬂ(‘tﬂ)ame%

(z,4) pZn: —m—ﬁ(fd)a“ et p2m —np—(i,2) Qiz€24 +Pﬂ1hﬁ(i'3)+lai3e34 +p™ —B(r4)+

'aq€4a-
Para i € {3,4} tenemos:

(i, 1) PM"S (i’l)ﬂauen + P’m_ﬁ("z)ﬂ’»izezl + Pn“*ﬁ(i'a)ﬂ-iaem + Pm'ﬁ(i"i)auexu
(i,2) p2 PO g 55 + pr2 P g ooy 4 B8 g e, + " 00,00
{z,3) PP e + P P0N g e, + PO e + PPN g, e

(i,4) p""ﬂ("’l)a.,-leu + pnx—ﬁ(iﬁ)aﬂem +p™ eIy eoy + p"?"‘ﬁ(""‘)"'la,i,;eu.

A continuacién, utilizando las propiedades de 8, escribimos las desigualdades
que garantizan que cada entrada de la matriz AE tiene la forma pre=009)
Para i € I obtenemos las desigualdades siguientes:

(1) ﬁ(i’l) . l,ﬁ(i,Z),ﬁ(z, 3)1)8(2»4-) S ﬁ(”'s 1)

Cij.

pues por la propiedad (iii),
B(i,4) < B(3,3) < B(3,2) < B, 1)

(2) 18(2’ 1) - 1:ﬁ(is 2) - 1h6(i! 3):ﬁ(7'a4) S ﬁ(‘l., 2)
pues
B, 4) < B(i,3) < B, 2)

(propiedad (iii)) ¥
B, 1) — 1< 8{5,2)
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{por la segunda parte de (iv)).
(3 B2, 1) = (m — m2), B(2,2) — (m — ma) , B(:,3) — 1, 84, 4) < 8(3, 3)
ya que
66.4) < 66,3
por (iii) y
,6(7': 2) - (nl - nﬂ) = ;8(?": 1) - {nl - nﬂ) =< ﬂ(i, 4) < ﬁ(l; 3)
(por (iii)).
(4) ﬁ(?‘s 1) - (nl - 77'2) ,ﬁ(ﬁ,Z) - (nl - 'n'E) :ﬁ(i:3) - 1:3("":4) — 1< ﬂ(i74)

puesto que
)6(212) - (nl - ﬂ?) < :6(?’1 1) - (nl - n2) < 16("';:4)
(aplicando (ifi}}; y
BE,3) — 1 < B(,4)

(utilizando la propiedad (iv)).

De estas desigualdades obtenemos que AE Zp. De manera andloga se do-
muestra que EA € T, Al probar que EA ¢ I, se utiliza también la propiedad
(i}

Por lo tanto, Zg es un ideal de $. Esto concluye la demostracion. W

Definicién Llamamos a Ja funcién £ del teorema 3.2 funcién ideal de S.

La Serie Anuladora Superior
Corolario 3.1 Supongamos que tenemos lo serie anuladora superior de S:
0=5C&HCSHC.--c§,=45.
Entonces existe una funcidn f: Tyx Iy x (LU {0}) = N tal que
S = {(Pnk_f(z’j'i)ai:f)4x4 10y € Lo
para tode anuledor S, de lo serie.

Demostracién. Esto es consecuencia directa del teorema 3.1 ya que la fun-
cign § existe para cada ideal de 5. Fn particular, existe una funcion ideal /*
bara cada anulador S; de la serie. Al considerar todos los anuladores de la serie
podemos definir la funcién

FilaxLix (L,u{0}) - N
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mediante la regla
FG,4.8) = BG.3)-
De este modo obtenemos el corolaric. W
El corolario 3.1 garantiza la existencia de una funcién que permite calcular
las matrices de un anulador dado. En lo que sigue, establecemos las propiedades
de la funcién f y llegamos a una definicién recursiva de la misma.

Teorema 3.3 Sea f : Iix ¥4 x (L,U{0}) — N la funcidn del corolario 3.1.
Consideramos también la funcidn d, definida anteriormente. Entonces f satisface

Ins siguientes propiedades:

() f(i,5,8) < d(z,5)

f(zljit) S f(?’+2vjat——1)+nl “nZ)i SQ

(lV)f(Z,j,t) S f(%:J - lat - l)v J > 2

f(i:jat) S f(i:[i:t_ 1) + 1y —ng, ? S 2

(V)f(z - ]-:j:t) $ f(i‘lj?t - 1) Y f(%!J:t) S f(%'_' 1)j:t - 1) + 1: 1€ {2:4}

Las propiedades (ii)-(vi) siguen siendo vilidas si escribimos ¢ en lugar de £ 1.

Demostracién. La demostracion se basa en las propiedades de los anuladores
Si:

(1) 8:5 C S¢-1, S5: C Si—1 (por definicién de anulador)

(2) ;S C S, 85, C S, (los anuladores son ideales de S)

(3) Si-1 C S (se trata de una serie).

(i} Para probar esta parte, notamos inicialmente que el dltimo término de la
serie anuladora superior es

Sn =5 ={ (" Ves)}

Consideramos ahora una terna arbitraria (4, 4,2). Sabemos que los lugares (4,7)
de las matrices en el anulador S, tienen la forma p*~f¢3%q,;. Como S; es un
ideal de S, y por tanto est4 contenido en S, debe ocurrir que

ne — f(&,5,8) = me — d(4,5)-

Por tanto,
f(6, 4, t) < d(i,5).

(ii) Puesto que S;-; C 5; debemos tener
e — f(iajat - 1) =y — f(?;:j:t)'

Luego,
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Ahora mostramos que
f(iajst) S f(?:)jlt_ 1) +1L

Sea A;;(p) la matriz de S que tiene p en una entrada diagonal (7, 7) cualquiera y 0
en las demds. Sea B € S. Entonces la matriz BA,;(p) tiene por j-ésima. columra.

a
= F(LiH g

ma—f{25804 gy
ra— 3.5ty gy
o

Como BA,;{p} € 5,1 debeinos tener:
g — f(’&,j,t) + 1 _>_ g — f(?'ajnt - I)
Luego,
[, 5,8) < fE.0,¢6— n+1

De este modo probamos (ii}.
(iii) Mostramos a continuacién que

f(i:jst) < f(t _21j1t_ 1)» 12 3.

Sea A,_g,;(p™ ™) la matriz de § que tiene p™ ™ en la entrada (t—2,4) y0en
las demds. Sea B = (g™ / ("f")a.;j) una matriz cualquiera en ;. Entonces la fila
i — 92 de la matriz A;_o(p™ )8 es

P fl0g, g f620a, pre 16300, TG40,
Por la propiedad (1)
Ai 2, (P ™)B € .

Luego,
ny — fli, iy t) = m— fE- 2,5t = 1)

Es decir,
f('ilj:t) < f('!.—' zijt— 1)

para toda 7 > 3. Esto establece la primera parte de (iii}.
Ahora probamos que

f(?‘ajat) S f(?,+2],t—-1)+'ﬂ,1 '*n‘Z;iS‘Z-

Sea A, :42{1) la matriz de § que tiene 1 en el lugar (i,4+2) y U en los demds. Sea
B € S,. Entonces el renglén ¢ + 2 de la matriz A, ;12(1)B es

pu FGELY) an P fE2,8) am P F(,3.4) i P fi4.8) e
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Como A;s.2(1)B € Sp-1, debemos tener
ny = f(i,5,8) 2 na — fi+2,5,8 1)

Luego
Fl, 56 € —na+ fE+2,5,8—1).

De este modo tenemos la segunda parte de (iii).
(iv) Mostraremos que

f("i:j)t) S f("!ﬁj_ ]-)t_ 1)1.7 > 2.

Sea A,;_1(1), j € {2,3,4} la matriz que tiene 1enel lugar 5,5 — 1y 0 enlos
demds. Sea B € S;. Entonces la columna § — 1 de la matriz BA;;.1(1) es

DI
i gy

Bl gy
p —f(4..f1t)a4j

Como BA;;-1(1) € S;-1 entonces
T — f(irj:t) " f(iaj - 1?t_ 1)

¥y
f(iijrt) < f{%lj -1t 1)

De este modo concluimos la primera parte de (iv).
Fn sepuida veremos que

f(‘!,j,t) < f(7‘)41t— 1)+n1—n2!j <2

Consideramos la matriz A;a(p™ ™), misma que tiene p™ ™ en el lugar 54y 0
en el resto. Sea B € S. Buionces la cuarta columna de BA;(p™ ™) es

2n1—wz—f(1.:r,f)a1j

211 —ﬂ2"f(2:.?--f')a2?
=338y, .
1= - )a33
p‘nl #1(4"""&)043‘

Como BA;4{p™ ™) € S;-1, entonces
2ny —ng — f(4,5,1) 2 m — fli,4,t - 1)

sii=1,2y
i1 7f(i:j>t) 2 g — f(i:4$t" 1)



LA SERIE ANULADORA SUPERIOR 62

sii=3.4
Luego, en todos los casos tenernos

f(i:j:t) < —ngt .f('i'r‘i}t - 1): i
(v) Sea i € {2,4}. Veremos iniclalmente que

Tomamos la matxiz A,;_1(1) que tiene 1 en el lugar (4,5 — 1) y cero en los demaés.
Sea, como siempre, 3 € S;. Entonces el 5-ésimo renglén de A;;-1{1)B es

p““_f(i'l'l’t)ai-m pﬂk_f(i..l,z,z) Cio1n pnk—f(t—l,ﬂ,t)a'_l'a pﬂk".f('l'—l,4,t) Gyt -
Puesto que A;;-1{1)B € ;-1 debemos tener:
e — .f("!' - ]'Jj)t) 2 Tog — f(iaj)t” 1)
Luego,
A continuacién mostramos que
f(zl.??t) S f(""_ laj:t - 1) + 11 1€ {214}

En efecto, consideramos la matriz A;_y:(p) de S que tiene p en el lugar {(i—1,%)
y cero en los demds. Sea B € 5.
Entonces el renglén i — 1 del producto A;_:+(p)B tiene la forma

Pl g g fG20 g E8D gy e Sl g,

Como A,—..l_,-(p)B € 51, enfonces
ng - fl 50+ 1> np— fli —L5,¢ 1)

De aquf que

5,0 < fe-L5t-1)+1
De este modo terminamos la prueba de (v).

{vi) Por tltimo, verificamos que

Sea A;,+1(p) la matriz de S que tiene p en el lugar {4, 7+1). Sea B € 5;. Entonces
la columna j + 1 del producto BA;,;4.1(p) tiene la forma

pru —f(l,j,t)+1alJ
n;—f(?,j‘1)+1a2j

e I g,

pna—f(4.7,t}+1 Q
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Como siempre, utilizamos que BA; j11(p) € Se—1 para obtener:
ng — fli, 5, 6) + 12 ne— Fli, 5+ 1,6 - 1)

Por tanto,
f(’l:,j,t) < f(i:j‘i' l:t - 1) +1
para j € {1,3}.

Finalmente, notamos que podemos escribir ¢ en lugar de¢—1 en las expresiones
(ii)-(vi) por la propiedad (2) enunciada al inicio de esta demostracion. Con esto
terminamos Ia prueba del teorema. W

Ahora probamos el reciproco del teorema 3.3.

Teorema 3.4 Sea [ : Iyx Iy x (I, U{0}) — N una funcidn que satisface las
propiedades del teorema 3.3 y tal que

F{i,7,00=0.
Entonces, para todat, 0 <§ < ny
es un ideal de S contenido en el el t-ésimo anuledor S,.

Demostracién. La prueba de que se cumplen las propiedades:

(1) U8 C Upy, SU C Uiy

yUScu, S, Cly

es andloga a la del teorema 3.2. Ademds, por la propiedad (it} del teorema
3.3 también es valido:

(3) Uiy C Us.

Mi4s atin, notamos que Uy = 0 pues f(4,7,0) =0.

La propiedad (2) muestra que U; és un ideal de 5 para toda ¢.

Probamos ahora por induccién que U, estd contenido en S para toda ? en
{0,...,n}.

Para t = (, tenemos:

Up = So = 0.
Supongamos ahora que
Uy C S
Mostramos que
U, C S:.

En efecto, como U,S y SU, estan contenidos en Uz_y; por hipétesis de induccidn
debemos tener que U,S y SU, estdn contenidos en 5;;. Por definicién de anulador,
obtenemos el resultado. Asi concluimos la prueba del tecrema. B
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Definicién La funcién del teorcma 3.4 se Hamna funcidn anuladora del anillo

S
A continuacién damos una, definicién recursiva de una funcion que permite
caracterizar a los amiladores S,. Primero definimos dos funciones: una ”interna”

a cada célula (gy) v ofra "externa” (go).
Definicién Sea

glI5U{O}XIsU{G}XL;U{O}‘**NU{OO}

definida por
gl(i:jzt) =ocosi (3!j) ¢ I4 X I4

y recursivamente para {4, j) € Iy x I como:

Q’l(i,j, 0) =0.
Sit>1:
3 3 gl(i’j’t_l)+1sgl(i+11jrt'—1))91(i;j+1,f)1)+1
i, 1,t) =mm - . /
91( 7 ) { gl(z,j—l,t—l),gh(i—l,j,t—1)-1-1

donde las expresiones en ¢ — 1 toman el valor co si éstas no actiéan en la célula de
(i, ).

Definicién Sea
Go: I5U{U} X I5U{D} X InU{D} — NU{OO}

definida como
go(ivj)t) =00 sl (2:.7) ¢ I4 X I4

y recursivamente para (4, 7) € Iy x I, como:

golt, 5, 0) =0.
Sit>1:
TR : gﬂ(i:j+rt_l)+nl *—‘ng,go(i.*_,j,t"—l)'i“n] — g, }
,3,t) = min . .
gO(zj ) { gﬂ(z )j!t_]-)agf)(zsj st_l)
donde

it,jt e {3,4} sid,j€{1,2};
it,7v € {5} en los otros casos.

g € {L,2} sidj€{3,4);
i,5° € {5} enlos demsis casos.
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Definicion Sca
g:LxL xL,U{0}> N

una funcién definida recursivamente como:
g(,7,0) =0.

Sit>1:
g2, 5,t) = min{g: (4, 5,2}, go(4, 5, ), 4(3, )} .

Teorema 3.5 Consideramos la serie anuladora superior de S
0=SoC51CSQC-"CS"=S,

Entonces )
St = {(pnk_g(1"?'i)a'ij)4x4 L Uy € ZPNJc

pare toda t € {0,...,n}, donde g es la funcion recién definida.

Demostracién. Nuestro primer objetivo es demostrar que g €5 una funcidn
anuladora. La prueba es por induccién sobre £. Como §(4,7,0) = 0, la base de
induccitn es valida. Supongamos, como hipétesis de induccién, que g cumple:

(Dgli,5,t — 1) < d(, 7)

(ll)g(z,j,t - 2) S g(i:jat - 1) S g(i,j,t - 2) +1

(iii)g(iaj:t - 1) S gﬁ - 2:jst— 2)7 i Z 3

g(z,],t — ].) S g(z +2,j,t— 2) +n; — Ty, i S 2

(iV)g(’i,j,t - 1) < g(i)j - 1,t - 2}1 J >2

g(i:j)t - 1) S g(zi4lt - 2) +ny - g, J S 2

(\’)g(?:—— laju £ 1} =< g(i,j,t“—Z) b g(ivjrt“- 1) = g(i“ lsj:t—2)+ 11 i€ {2= 4}

(v)gli, 5,6 —1) < 93,5+ 1,1 -2)+1, j ¢ {1,3}.

Supongamos también que las propiedades (il)-(vi) siguen siendo validas si
escribimos £ — 1 en lugar de t — 2.

Utilizando la definicién recursiva de g se verifica que se cumplen las propie-
dades (i)-(vi} para toda 2. Lo dinico que requiere demostracion es que:

g(i.7,t — 1) < g(3, 5, 2)

¥ que las propiedades (ii)-(vi) siguen valiendo en la misma. £.
Supongamos primero que g = g;. Si

entonces

g(i:j:t) 2 gl(iaj:t_ 1) + 1 2 gl(i’:j)t - 1) 2 g(?ﬂj:t - 1)
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Si
g(i!ji t) = gl(?:_’_ llj}t - 1): ig {13}

entonces
Q(i,j,t) 2 9(7’ + 1:jﬁt - 1)

por definicién de g. Por hipstesis de induccion,
g(% + l,j;t - 1) 2 g(zn?!t - 1)

Si
g(zjlt) :gl(z).?_!' lat - 1) + 1: J € {153}

entonces

Supongamos ahora que

9(é)j;t) =91(3,j -1t 1)1 Je {21 4}

entonces
90, 5.t) 2 9(4,5 — 1,6~ 1) > g(s, 5,8 — 1).
81 tenemos
96,5, t) =i — Lt — 1)+ 1,4 € {2,4}
se cumpie

9.58) 2 9(i - 1,58~ 1) +1 > g{3, 4,1 — 1).

Por tanto, g = ¢ es creciente en ¢.
Supongamos ahora que g = gp. De manera andloga, consideramos los distintos

subecasos, a saber:
(1) 9(,5,t) = go(4, 5%, % ~ 1) + my — ng, 5 € {1,2} implica:

9(,5,8) = g(t, 5%, ¢ — 1) + gy —ny > g(4, 5,6 — 1).
(1) Si 9(z,5,8) = go(s*, 5,6 — 1) ¥ ny —my, 5 € {1, 2} entonces
9(4.5,1) 2 gl 5.t — 1)+ ny — g > g(3, 5, ~ 1),
(iii) g(é, 3,t) = gole™, 5,t — 1), i € {3,4) implica que
9(i,5,8) 2 g(i7,4,t — 1) > (i, j,t — 1),
(iv) Por witimo, g(i, j,t) = go(4, 5, ¢~ 1), 5 € {3,4} da Ingar a

9(5,5,8) = 9(1,57,t — 1) > g(3,5.¢ — 1).
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Finalmente, notamos que si g(Z, §,t) = d(%, j), claramente
g(i,j,t — 1) < g(4,5,1).

Por lo tanto, g es creciente en £ y se cumplen todas las propiedades (i)-(vi).
También por ser g creciente, las propiedades (ii)-(vi} son vilidas en la misma £.
Asf mostramos que g es una funcién anuladora.

Ponemaos a continuacién:

W = {(pﬂk—g(i"?’t)a’ij)‘lx4 Loy € ank .

Por el teorema 3.4, W, es un ideal de S contenido en el ¢-ésimo anulador
parat € {0,...,n}.

Mostramos ahora que S; C W, para t € {0, ..., n}. De nuevo, Ia prueba. es por
induccién sobre £. Si ¢ = 0, entonces Sy = 0 = Wy. Supongamos, como hipdtesis
de induccién, que S,_; C W,_;. Tenemos en realidad

i1 = Wiy,
5i f es la funcion anuladora asociada a los S, tenemos también

Basta probar que f(3,7,t) < g(z,5,t). Utilizamos que f satisface las propie-
dades del teorema 3.3 y 3.1 para obtener las desigualdades siguientes:

()f(,4,t) < d(,5)

(lll)f(%,j,t) < Q(z - 2}j=t - 1): 12 3

f(i)jnt) < g(i'*'?')j’t - 1) +ny—ny, i <2

(iV)f(’i,j,t) < g(i:j - I:t - 1)1.? = 2

f(i:j:t) S g(‘&,4,t - 1) + ny — Ng, J S 2

(V)f(z - laj:t) < g(ixj:t - 1) b f(’i:j:t) < g(?' - 1,j,t - }-) + 13 1 C {2:4}

(vi}f(e,5,8) < g(, i+ 1, —1)+ 1,5 € {1,3}.

Puesto que g se define come el minimo de estas expresionesent — 1, y f es
menor ¢ igual gue ese minimo, debemos tener

f@5,t) < g2 5,0)-

Por lo tanto, S; = W, para ¢t € {0,...,n}. Asi concluimos la demostracién. B
El teorema 3.5 es el resultado central de este trabajo: la funcién anuladora g
caracteriza a la serie anuladora superior de 5.
A continuacion obtenemos 1na expresion directa (no recursiva) para g cuando
n — g > 2.
Definicién Sea
h214 XI‘; XI,,U{U}—%N
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definida como:

N Osit—j+i—d(ks)—1) <0
h(i,7:1) ={ mn{[—blf—f+f—;fk 9:1)] ,d(z',j)} sit—g+i—d4(k()-1)=0 }

Teorema 3.6 h =g sing —ng > 2.

Demostracién. La prueba es por induccién sobre £.

Si ¢ = 0 se verifica facilmente que A{4, 4,0) = 0 para toda pareja (2, j) € Iy x 1.
Esto muestra que h(i, 7,0) = g(%,7,0).

Si ¢+ = 1 también es ficil notar que g(3,7,1) = 0= h(4,5,1) para (i,7) # (2,1).

Ahora;
m{{t—jﬂ—e;(k(i)— 1)] )4(2’1)} _

h(2,1,1)

2
= min{1,4(2,1)} = min{1,m} =1=g(2,1,1).

Luego, para i € {1,2},
h(é, 5,8) = 9(4,5,1)-

Supongamos ahora que (%, §,t — 1) = g(3, j,t — 1). Mostramos a continuacién
que A(i, ,t) = g{t,4,t). Utilizando la definicién de g y la hipdtesis de induccién
tenemos:

N ny—1,h(L 1,8 - 1)+ 1,h(3,1,t — 1) +ny — mz,
g(1,1,t) —m.m{ K

L,4,t—1)+mn —ng, h(2,1,t - 1),R(1,2,t — 1) +1
(3.2)

Ahora:
h(1,1,t — 1) = min {"1‘1 [%]}
A(3,1,t—1) = { min {nﬁ fi: ]_}3;;)—3 20 }

) Osit—4<0
h’(114)t_1)=m}n{ mil’l{ﬂzz, [t;z‘-l-]} sit—42>0 }

h(2,1,¢ — 1) = min {nl, [g]}
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0sit—2<0 }

h(1’2’t_1)={ m—1,[52] sit—-220

69

Vemos que g{1,1,#) = (2,1, 1). Para esto, basta verificar que »(2,1,£— 1}

es el minimo de las expresiones que involucran a ¢ — 1 en 3.2,
Supongamos gue
h(2, 1,t - 1) = Nni.

Si A(1,1,£— 1) + 1 = ny entonces
R(2,1,t - 1) S h(L, Lt - 1)+ 1.

Si h(1,1,t — 1) +1 = [%}] 4 1 entonces

My < i < t_‘E +1
=g 2 )
Luego, en este caso también se cumple que
R(2,1,t—1) < R{1,1,t — 1) + 1.

Supongamos ahora que

MZLt—1)=[%]

Si A(1,1,£ — 1) + 1 = n,; entonces

R(2,1,t—1) < R(1,1,¢ — 1) + 1.
Si
R(1,1,6—1) 41 = {%l +1

<[5

a4 L

entonces

y por tanto se cumple de nuevo

h(2,1,t-1D) <h{l,1,t—-1)+ 1L
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De manera andloga se demuestra que 2(2,1,£ — 1) es menor 6 igual que el
resto de las expresiones que involucran 2 4 — 1 en 3.2. Por lo tanto,

9(L,1L,5) = min{m — 1,42, 1,6 1)} =

o1 f ) o ] -

A(1,1,¢}

it

Del mismo modo se verifica que g(1, 7,1} = A(z,5,¢) para los restantes {x. 7).
En el curso de algunos de estos cdleulos es necesaria la hipétesis: ny —~ng > 2.
Asf concluimos la prueba del teorema. B

Longitud de la Serie Anuladora Superior

Para finalizar este trabajo, obtenemos la longitud de la seric anuladora. supe-
rior en el caso: ny —ny > 2,

Teorema 3.7 La longitud de la serie anuladora superior de S es
2‘1’11 -1
stny—ng > 2.

Demostracién. Debemos probar los siguiente:
(1) SZn,—l = S Y
(ii) Spn,-2 estd propiamente contenido en S.
Sea A € 5. Entonces

A= (pn""d{i‘ﬁa'ij) .

{Jueremos verificar que
d(é, ) = h(s, 5,20, — 1).

En efecto,

-1
A1,1,2ny — 1) :rﬂin{[znlz ] J — I}

pues 2ny — 1 > 0,
Luego,
h{1,1,2ny — 1) =0y — 1 =d(1,1).

Del mismo modo,

h(1,2,2ﬂ.1 — l) = min { {2’“12_ 2] , Ty ~— 1}

vaqueiln; —2> (.
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Entonces,
R{1,2,27 — 1) =n; — 1= d(1,2).

De manera andloga se verifica que
h(3, 4,2m ~ 1) = d(3, )
para los (%, j) restantes. Por tanto,
Sony 1 = 5.

Para demostrar (i}, basta exhibir una matriz en 5 que no pertenezca a Sang-a.
Ponemos

0000
1000
A=lo 00 0]|€%
0000

Supongamos que A € Sy, . Entonces

1 = pu—e(&12m-2 gy,

para ﬂlgﬁ.ﬂ Ceyy € Z.

Ahora: . .
o2, 1,3 - 2) =min { [Z21] )
y por tanto
g(2,1,2n; — 2) = min{ny — L,m}=m ~ L.
Entonces

1=pm-tm-Day = Fog.
Por tanto, 1 — prey; = p™ (3 para algin G € Z, pero esto es imposible.
Asf, S, —p estd propiamente contenido en S. De esta manera terminamos la

dernostracion. B
El siguiente corolario (el tltimo resultado de este trabajo) es una consecuencia

directa del teorema anterior.

Corolario 3.2 Sin;—ns > 2, enfonces 2n; — 1 es una cote superior para el grodo
de nilpotencia de P.

Demostracién, Este hecho es inmediato a partir del teorema precedente y
del 2.6. 0
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