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Introduccién

En este trabajo se estudian los procesos de ramificacion y la relacién de
estos con los procesos de Lévy, nuestro objetive principal es el de presentar
de manera detallada dicha relacidn, ya que pocos libros bdsicos mencionan
esta, Fsta relacidn es importantisima va que es el preambulo del estudio de
los superprocesos.

Hay una manera de clasificar a los procesos de ramificacion de acuerdo
con su condicidn critica, su pardmetro del tiempo. el caso sencillo ¢ multi-
ple de particulas, el caracter Markoviano o no Markoviano, ete. Nosotros
solamente nos limitamos al estudio del caso Markoviane v sencillo. pero en
cada capitulo vamos cambiando el pariinetre tiernpe ¥ el espacio de estados,
asi por ejemplo en el primer capitulos analizamos el caso de tiempo v espacio
de estados discreto, en el segundo el caso de espacico de estados discreto y
tiempo continue v por Wtimo el caso de espacio de estado v tiempo contui-
nua.

En el capitulo uno se desarrolla un poco de la teoria del proceso de Galton-
Watson,el cual es el proceso de ramificacidn mas sencillo, basicamente damos
sy definicidn, su construccidn, sus momentos. algunos ejemplos v por dltimo
la probabilidad de extincién del procesos. En el capitulo dos analizaremos a
el proceso Markoviano de ramificacion a tiempo cotinuo, el cual no es mas
que una extension del proceso de Galton-Watson. Hay gue sefialar que dicho
analisis no es tan simple comeo en el caso del proceso de Galton-Watson, pero
aun asi se pueden obtener sus momentos y la probabilidad de extiacién.

El capitulo tres y cuairo son la parte més importante de este trabajo y es-
tan hasados en los trabajos hechos por Lamperti y Silverstein. En el capitule
tres se hace un estudio del procese de ramificacién continuva. En dicho estu-
dio vemos la construccién del proceso, su existencia, sus momentos, que es
un proceso de difusidn, su probabilidad de extincién y lo mas importante,
que se puede ver como un proceso limite de procesos de Galton-Watson. Por

A



Capitulo 1

El Proceso de Ramificacion de
Galton-Watson.

1.1 Introduccién.

Fue en 1874 cuando Francis Galton y H. W. Watson trabajaron en el
problema de extincién de familias, mostrande como la probabilidad puede
ser aplicada al estudio de los efectos del azar en el desarrollo de familias o
poblaciones. Lamentablemente este primer trabajo tenfa una hipétesis que
no podia ser aceptada, ya que asumia que las familias distinguidas son mas
dadas a desaparecer que las ordinarias. Es as{ como Galton vilelve a plantear
el problema de la siguiente manera:

Sean py, p1, P2, - .. , las respectivas probabilidades de que un hom-
bre tenga 0, 1, 2, ... , hijos varones: donde cada hijo vardn tiene
las mismes probabilidades que sus padres de tener hijos varones;
y ast sucesivamente.j Cudl es la probabilidad de que la linea mas-
culing se extinga después de r-generaciones? O de una manera
mds general ;Cudl es dicha probabilidad pare un nimere de des-
cendientes en la linea masculina de una generacidn dada?

Este planteamiento da nacimiento al estudio de los procesos de ramificacién.

Estos trabajos fueron olvidados por varios afios, pero fueron retomados
extensivainente entre los afios veinte y treinta de este siglo por su gran in-
terés matemadtico y como una base tedrica para estudios de poblaciones de
individuos como serian: genes, neutrones o rayos cdemicos.



2 El Proceso de Ramificacién de Galton-Watson.

La primera correcta y completa determinacién de la probabilidad de ex-
tincién para dicho proceso fue dada por J. F. Steffenson (1930, 1932). Des-
pués el modelo fue retomado por Kolmogorov y Dimitriev (1938}, los cuales
aumentaron notablemente su estudio v le dieron e} nombre de los Procesos
de Ramificacién.

En este capitulo estudiaremos el proceso de ramificacién més simple como
una introduccién al estudio de los procesos de ramificacion mds generales. El
objetivo principal es el de mostrar con claridad el modelo, asi como algunas
de sus propiedades que nos seran de gran utilidad en los siguientes capitulos;
ademas vamos a resolver el problema de extincién de familias, que es el tema
principal en este capitulo,

1.2 Definicion.

Para empezar con el estudio de este modelo, es necesario imaginar indi-
viduos que puedan generar nuevos individuos del mismo tipo, por ejemplo:
el hombre, las bacterias reproduciéndose o neutrones en una reaccién en ca-
dena.

Primero vamos a empezar con un conjunto inicial de individuos. al cual
Hamaremos generacion cero, si estos individuos tienen descendientes. estos
nuevos integrantes van a conformar a la primera generacién y los descen-
dientes de esta primera generacidn van a conformar a la segunda generacidn
y asi sucesivamente. Es necesario aclarar que se estudiard al proceso de
ramificacién de Galton-Watson mas simple. ‘

Hay que hacer notar que seguiremos con atencién el tamaifio de las genera-
ciones sucesivas, no el tiempo al cual cada individuo nace; asi como tampoco
la relacién familiar de cada individuo.

Vamos a denotar por Zg, Z1, Za, ... , como el mimero de individuos de la
generacién cero, primera generacién, segunda generacion. ... También vamos
a agregar las siguientes dos hipdtesis:

i) Si el tamafio de la n-ésima generacidn es conocido, entonces la ley de
probabilidades que gobierna a las generaciones siguientes, no depende
del tamafio de las generaciones previas a la n-ésima; en otras palabras
Zoy 21, Z3, ... forma una cadena de markov.

ii} La cadena de Markov considerada en este capitulo, tiene una propiedad
especial, la cual consiste en que diferentes individuos no interfieren
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con los otros; en ¢l sentido de que el nimero de descendientes de un
individuo no depende en cuantos otros individuos estan presentes.

1.3 Descripcion matematica.

Sean Zg, Z1, Zg, ... , variables aleatorias. Interpretaremos a Z, como el
namero de individuos en la n-ésima generacién; durante todo este capitulo
vamos a suponer que el proceso inicia con un solo individuo, o de otra manera
tenemos que Zy = 1.

Ademids vamos a definir {Xi, : n > 1,7 > 1} una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, las cuales representan
el ninero de descendientes que puede tener ef i-ésimo individuo de la n-ésima.
generacion.

De esta manera vamos a escribir a 7, como:

Zn
Zn+l = E Xi,n+1
f=1

Por esta ltima relacién vemos que si Z, = 0, la suma siempre va a ser
cero, en consecuerncia vamos a afirmar que el cero es un estado absorbente.

Denotaremos por P como la medida de probabilidad del proceso. Entonces
la funcién masa de probabilidad de X; esta dada por:

P(X,-,,:k) = pi para toda k,n € {0,1,2,3,...} ¥ épk=l

donde p; es la probabilidad de que un individuo de la n-ésima generacién
tenga k hijos.

Con toda esta informacién podemos obtener una prohabilidad de tran-
sicidn para el proceso que denotaremos por Py la cual representa la proba-
bilidad de que en la (n 4 1)-ésima generacién haya j individuos dado que
en la generacidn pasada (rn-ésima) la poblacién total era de i individues. La
prebabilidad de transicién para toda i,j,n € {0,1,2,3,...} esta dada por:

Pij = P(Zrﬂ'l =J|zn = i) =]P(I§;1Xk,ﬂ+1 =j)



4 El Proceso de Ramificacion de Galton-Watson.

1.4 La Funcién Generadora para el Proceso
de Ramificacion.

Definiremos a la funcién generadora para la variable aleatoria X; como:
s)=Y ps*  donde se[-1,1]CR
k=0

La funcion generadora para la variable aleatoria Z, la vameos a definir
como:

fals) = i P(Z, = k)s* para toda n € {0,1,2,3,...}.
k=0

Como vamos a tener que IP’(ZU = 1) =1 en este capitulo, o al menos que

se diga lo contrario, entonces podemos obtener la siguiente relacién
= EP(ZOI k)S =&
k=0

¥ podemos notar que la variable aleatoria Z, se distribuye igual que la variable
aleatoria X entonces

(s}

fils) = Z P(Z; = k)s* = fx(s)-

Teorema 1.4.1 (Funciones Generadoras). Sean X, X3, Xa,... una su-

cesidn de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

con velores en los enleros, y sea N oira variable aleatoria independiente de

la sucesidn {Xf}'?l y con valores en los enteros positives, entonces la variable
N

aleatoria Y = Y X, tienc por funcidn generadora a:
k=1

frl(s) = .i"ar(fxl ().

DEMOSTRACION, Primero vamos a hacer una particién en el espacio de es-
tados §}, donde £} = U {N =n}y definamos a 14 como la funcién indicadora

del conjunto A C Q &n decir 14(x) = 1 si y sdlo si x € A; si utilizamos el
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teorema de convergencia dominada tenemos que

Fole) = Ef] = E[s(él i

B E[ > Re. x*)l{Nﬂ}]

n=1

o (X1+ X2+ +Xn)
= Z E[S 1+X2 n ]]_{N:n}]

n=1

Usando el hecho de que {X;}i51 son independientes entre si e indepen-
dientes de la variable aleatoria N, ¢ identicamentes distribuidas teremos que

E

nghs

fols) = sxk}P(N =n)

P
I
—

P

=
I
-

I
gk
=

E[s*]P(N =n)

a
i
-
ES
il
—

{
gl

([E{.sx’ ])n!P(N =n)

E]
il
—

I
g

Ux(s)]"P(N = n)

El
I

]
g
z
——
®
o~
23
—

Para obtener la funcién generadora del proceso en la (n + 1)-ésima ge-

n

neracion es necesario recordar que Zo4q = 3 Xy nq1. asi podemos aplicar el
k=1

teorema de las funciones generadoras vy llegar a la siguiente relacién

fanr(s) = fulfx(s)). (1.1)

Esta relacidn también se puede obtener analiticamente, desarroliarlo es un
ejercicio importante ya que utilizaremos algunas técnicas que necesitaremos
mis adclante.
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Por definicion tenemos

3

farr(8) = 3 P(Znya = k)s*

=0

e

P(Zos, = k|20 = §)P(Zn = j)s*

Ik
"8
18

I
1
=]

-~

]
[=]

[2%]
DY P(Ninps + Xongs + -0+ Xpngr = k)s*

{2 )]

[
18
=
N
H
h
L)

-
il
=]
=
n
(=]

S

l
3
3
=N

i
L
-5

—.
I
=

I
™3
=
N

i
i-._.;.’_
—_=
e

3

-
i
[~
i

Zy = FI(E[s* 1Y

~
i}
=3

Il 1]
2 T2
Pz}

P(Z, = 5} fx(s)]

-
il
=]

il
Pl
—
‘,;-'-.
—

»n
2
=

Ahora podemos iterar esta funcidén y obtener el siguiente resultado:

far1(s) = falfx(s))
= fn-—l(fx(fx(s))
= falfals))
= fn-—?(fx(fZ(s)))
= fu-2(fa(s))

Siguiendo con este procedimiento por induccidn obtenemos que para cual-
quier k€ {0.1,2,...,n}

Fat1(8) = fa-i(firr(s))

y stk =n — 1 tenemos

Janr(8) = fx{fals)). (1.2)
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1.5 Los Momentos de Z,.

Lema 1.5.1. Sean g = E[X,] y 0 = Var{X1] y suponemos que sen finitas.
Entonces

no? sip=1,
azy("")‘f—__]l st # 1.

DEMOSTRACION. Hay que notar que fo(1) = py o? = fi(1)+ pu —p?. Si
derivamos la ecuacién (1.1) tenemos que

fapr(s) = FL{Tx(s)) frls)

y si tomammos s = 1 tenemos

Fan (1) = £ (1)

si iteramos esta 1iltima relacion obtenemos que

n+1(1)"'fn(1 f.i( )
Ak
AV [A)

E[Z,)=¢" ¥ Vaf{Zn}={

hasta llegar a que
fon (1) = [L])"£41)
= [f(]™.

como la primera derivada de la funcidén generadora de X, evaluada en
une es igual a 4 entonces tenemos que

E[Znga] = p"*!
Para obtener la Var[Z,4,] primero hacemos notar que
£ = £ 1k~ 1P(Zu= B
=2

= ]E[Zr?] - E{Zn]
= E[Z]] - fu(1)
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de esta rmanera vamos a ver que
VarlZ,]) = fi(1) + £L(1) = (fL(1))".
Si ahora derivamos dos veces a la ecuacidn (1.2) obtenemos la siguiente
relacién:
21 (8) = Ul NF] + FrlFul))f(s)

y si tomamos s = 1 obtenemos

w1 = SO + L)
sustituyendo tenemos que
werfd) = (0% +* — )™ + uf(1)
= (0% +p* = ™+ p{le® 4 — )t 1 f (1)
= (0 + i — (" + PN 4 P ()
=(o®+p' — )" + ™)
+ Pl + @ )™ f (1))
= (o p? — (" P ) 4 ()
siguiendo la iteracidn por induccidn llegamos a
Py =(a® +p2 =) @™ + ™+ G )
Ahora, gracias a este desarrollo vamos a obtener la varianza de Z,,,.
Var[Zon] = (0% + p® — p)(p® + g2 70 4 5™ 44 ")
4t e
= o2 4+ PN 4 )
N Iy T
I U R
= o T g g )
= o2 (™ 4 g 4 ),
De aqui se ve claramente que

ozp"ﬂ;_l—l'-l— sipg#1l

1

Var{Z,41] =
(11"[ +1] {0’2(72 + 1) Si y = 1
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Observacién 1.5.1. La varignza crece ¢ decrece geoméiricamente, segun si
u>16p<l,ylinealmente si p = 1.

1.6 La Probabilidad de Extincion.

En esta seccién vamos a calcular la probabilidad de extincidn del proceso,
pero antes tenemos que dar las siguientes definiciones.

Definicién 1.6.1. Por exlincién vamos a entender como ¢ ¢cvento en que la
sucesion {Z,}2, de variables aleatorias consiste en ccros para tedan 2 n*
para alqin n* finito.

Como Z, es un valor entero, la extincidn es el evento tal que

lim Z, =0

=0

Definicidn 1.6.2. Tomaremos a v coma la probabilidad de extincidn de una
Jamilia, es decir,

= P({wizn(w) = 0 para alguna n > 1})

Teorema 1.6.1. El lim P{Z, = 0) es igual a

P({w|Zn(w) =0 para algune n > 1}) =7

dende 37 es la raiz no negative mds pequefia de la ecuacion s = fx(s). Ademds
n=1sip<lyn<lsig>]1 siempre y cuando P(Z,=1) < 1.

DEMOSTRACIGON. Primero vamos a definir a los conjuntos A y A,, como:
A= {w|Zw) =0paraalgunan >1} y A, ={wlZ.(w)=0},
¥ la probabilidad del evento A, como
M = P(An)

Claramente se ve que A, C A4 por ser el cero un estado absorbente,
entonces tenemos que

lim A, =[] A, = A

n—30o0 r=1l
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asi vemos que

n=P(A)= P( U A,.) = P( lim A,.) = lim P(A,) = fim 1n

n=1 n-+00 n—4 n—4co

y ademas sabemos que
fal0) =P(Z. = 0)

de esta manera tenemos que

lim P{(Z, = 0} = lim fu(0) = lim n,

=300 =3 n—o0
entonces

= fn(0) = f(fa1(0)) = f(nas)

v sabemos que lim 7, = n, por lo cual tenemos
n—+20
1= Jim e = Jim Sl = Ji Bl ()]
= B[ lim (n.1)"] = Bl = f().
=00

En esta iltima igualdad, para poder meter el limite en la esperanza se
utilizé el Teorema de Convergencia Dominada.

Ahora mostraremos que si e es cualquier rafz no negativa de la ecuacién
5 = f{s) entonces p < e . Como f(s) es no decreciente en [0, 1] tenemos

m= f(0) < fle)=e
m= flm) <fle)=e

¥ si seguimos iterando veremos que para toda n € N,
S e
concluyendo que
n1se

Entonces 1 es la raiz mas pequefia no negativa de la ecuacién s = fx(s).
Para verificar ]a segunda afirmacién del teorema. necesitamos €] hecho de
que fr{s) es convexa exn [0, 1] y esto es facil de ver porque

x(8) =ElZ(Z - 1)s™"] 20 si s20.
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Entonces fy{s) es convexa y no decrecienteen {0, 1] con fx{(1) = 1, ademds
se puede verificar que las curvas y = fx(s) y ¥ = s generalmente tienen dos
intersecciones en dicho intervalo y esto ocurre cuando s =ny s = L.

Ahora probaremos que si g < 1y P(Z; = 1) < 1 la ecuacidn fx{s) = s
no tiene raices en [0, 1) y si 2 > 1, entonces tiene una dnica raiz n en {0,1).

Supongamos que g < 1, esto nos permite afirmar que fi(1) < 1; como
Fl.(s) es no decreciente afirmamos que fy(s) < ! para toda s € [0,1). Si
suponemos que i = 1y P(Z; = 1) < L. entonces P(Z, = n) > 0 para algin
n > 2,y como fi{1) = 1 afirtmamos que f{(s) < 1 para toda s € (0,1} ya
que el 553} fils) = 1y fx{s) es estrictamente creciente.

Lo que acabamos de mostrar es que si tenemosque g < Ly P(Z; = 1) <1
entonces fi.(s) < 1 para toda s € {0,1); por lo tanto

d

dq(fx(S)—5)<U para € &8 < 1.

Ahora tenemos que fx{5)—s es estrictamente decreciente en [0,1) ¥ como
fx(1) =1 = 0 entonces fy(s) -s > Oen [0,1). Por esta razén la funcion
Fx{5) = & no liene raices en [0,1).

Ahora si suponemos que ¢ > 1, lo que vamos a tener es que

lim fi(s) > 1

por continuidad de f%(s) existe un sp en el intervalo (0,1) tal que para toda
3 € {39.1), fi{2) > 1 y por el teorema del valor medio para derivadas tenemos
que

fx(l) - fx(So)

I—Sa

filé) = >1  para alguna £ € (sq,1)
y como fx(1)= 1 entonces fx{so} — 30 < 0.

Ahora fx({s) — s es continua en s y no negativa en s = {}, entonces por
el teorema del valor intermedio vamos a tener un cero en n € [0, s¢). Por lo
tanto afirmamos que tenemos una raiz en .

Si suponemos que existe otra raiz m entonces fx(s) — s vale cero en 7,
enm yenl. 510 <5< n <1, por el teorema de Rolle la primera derivada
tiene al menos dos raices en el intervalo (8,1) y la scgunda al menos una rafz
en el mismo ntervalo.

Pero si 4 > 1. entonces al menos para una n > 2 pasa que P(Z, = n) > 0,

rF
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por lo cual tenemos que la segunda derivada no tiene raices en [0,1) y es
aqui donde cae ]a contradiccién. Con esto podemos afirmar que fx(s) = s
tiene una unica raiz en el intervalo [0, 1).

Con esto hemos mostrado que si 2 < 1, la tnica raiz de fx(s) = s es
cuando = 1 en [0, 1], cuando g > 1 tenemos una tinica raiz que es menor
a uno y si 4 = 1 tenemos que distinguir entre el caso no aleatorio en donde
o =0, fx(s) =syn=0,yen el caso aleatorio cuando o > 0. fx(s) > s
para s € [0,1} y n = 1.

"

Con la teoria general podemos resumir la evolucién a través del tiem-
po de un proceso de ramificacién.

La cadena no es irreducible pero existe una tinica distribucién estaciona-
ria 7 dada por mp = 1,m; = 0si i > 0. Esto no nos dice nada acerca del
comportamiento del proceso y debemos buscar en otro lado, para obtener
mayor informacion.

Una de las dificultades, es que el proceso puede comportarse relativamen-
te diferente dependiendo del momento en que llegue la extincidn.

Una forma de atacar el problema es estudiando el comportamiento del
proceso condicienade con la ocurrencia de algiin evento como la cxtincidn o
el valor de una variable aleatoria como el nimero total de progenie.

Sean g(k) y f(=) la funcién de densidad y la funcién generadora de 7,
esto es:

gk) =P(Zy=k)  fx(s) = E[s"]
Sea T el tiempo en que ocurre la extincién, definido como

T {inf{n 1 Z, =0} silaextincién ocurre,

o0 en otro caso.

Hablando de manera estricta si T = oo entonces el proceso crecera mas
alla de toda cota, en cambio si T < oo entonces el tamaiio del proceso nunca
llegara a ser muy grande y en consecuencia se ita a cero.

Como sabemos P(T' < oo) es la mas pequeiia raiz no negativa de la
ecuacion s = fx(s).

Ahora, sea E, = {n < T < oo} el evento de que la extincién ocurra en
algin tiempo después de n.

Debemos estudiar la distribucién de Z, condicionado a la ocurrencia de
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E,, para lo cual definiremos Py; = P(Z, = 71En); la cual es la probabilidad
condicional de que en la n-ésima generacién haya j individuos dada la futura
extincidn del proceso.

En lo que estamos interesados es en el valor limite de dicha probahilidad,
esto es

el

si es que dicho limite existe.

Para evitar algunos casos triviales supondremos que 0 < g(0} + g(1) < 1
y 9(0) > 0, estas condiciones implican por ejemplo que 0 < P(E,) <1y que
la probabilidad de extincién final n = P(T < oo) satisface 0 < 5 < 1.

Teorema 1.6.2. 5iE{Z,] < oo entonces lim Pg}- = 7r_? eriste.
n—oo

o0
La funcién generadora fr(s) = Y =%’ satisface la ecuacion
=0

Frn™ fx(sm) = Af7(s) +1- A (1.3)

donde 1 es la probabilidad de la extincion final y A = fi(n).
Notemos que si p = E[Z)] < 1 entonces g =1 y p = A por lo tanto la
ecuacion (1.3} se reduce a

Frlfe(s)) = f(s)+ 1 =

Cualquiera que sea el valor de p tenemos que fi(n) € 1 ddndese la igual-
dad si y solosip=1. -

DEMOSTRACION. Para s € [0,1) sea

s} = E[sz" E“]

Donde

P(E.) =P(n < T < 00) = B(T < 00) —~ B(T < n) = 7 — fo(0)
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P(Z.= j,E,) = P{Z, = j y todas las lineas siguientes mueran)
=P(n<T <|Z, = j)P(Zn =)
=P(T < o0|Zy = j)P(Z0 =
—P(Ze=j) 21
ademas tenemos que
P(Z,=0,E,)=P(Z,=0)
entonces
2 PlZa =3 E)

R = 5

P(E)ZSJP(Z =77

1om,

= mg%](sﬂ) P(Z, =j)
_ Jalsn) = f2(0)
n— fal0)

Ahora, vamos a definir dos funciones de gran utilidad para la demostra-
cion de este teorema de la siguiente manera:

Ha(s) =’,;_”—J{§0; yomg=T2 giay
De esta manera renombramos a fT(s) de la siguiente relacidén
fas) =1 - Hy{sy) (1.4)
veamoslo

I Y )
SRRy A

- n- fn(n) -5+ f,.(.sq)

&/ fn(o)
_ fafem) = £u0)
n— fa(0)

= fa(s)
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Noétese que H, tiene dominio en el intervalo [0,7) ¥ f7({s) tiene dominio
en el intervalo [0,1).
Ahora proponemos la siguiente relacién

Hn(S) :h(fn—l(s))
Hoa(s)  A(faor ()

esto por que

n— fn(s

Hs) _ 7= fal0) _ (0= Sl e)1 = fura(0))
Hn—l(s) ’T“’fn—l(s) (n—fn—l(s))(n“‘fn(o)).

L/ fn—l(D)

Por el otro lado tenemos

n _fx(fn—!(s))

Alar(s)) _ 7= far(s)

h’(fn—l(o)) m— fX(fn—l(O))
7 — fa1(0)

_ (0= Fxlfacsl3)))n = fua (1)
(0= Faes (SN0 = fxFamr(O)})
_
(

1 — ful{s}Hn — fu-1(0))
1= fama(s))(m — f2(0})
de cualquier modo f,_:(s) es no decreciente y h(s) es no decreciente porque

f(s) es convexa en [0,7n).
Por lo tanto tenemos para s < 5

Ho(s) 2 Hua(s)
entonces por la ecuacion (1.4) tenemos
ff(s)=1—-H{sn) si0<s<l
si se satisfacen estos lfmites‘para s€[0,1)

Jim Halsn)=H(sn) y  lim f7(s) = f7(s)
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pero claramente se ve que sucede.

Entonces el coeficiente '.rr? de &7 en f7(s) existe para toda j como se
deseaba.

Adin mds, si 0 < 5 < n tenemos

Blsleh = 11— fal0)
_ 1= Lxfal00) 0 = fasals) (1.5}
n—Fa(0) 7 — fara(0)
= h{fo(0}) H oy (5).

Cuando n tiende a infinito f,(0) tiende 2 n v entonces podemos decir

lim A{fa(0)) = lin R fxle) film)

I
haciendo tender # a infinito en (1.5) obtenemos

H(f(s) = fLnH(s)  si0<s <y

F(s)=1- H(sy).
Con esto podemos ver que

Fr™ x(sm)) = 1 = Hnp " nfx(sn))
=1 H(fx(sn))
=1~ fi(n)H{sn)
=1-— AH(sn)
=1-A(1-f"(s))
=1-Ai4+ f7(s)A

lo cual era a lo gque queriamos legar.
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1.7 Ejemplos

Ejemplo 1.7.1 (Célculo de Esperanzas).

Sea un proceso de ramificacién Z con E[Z,] = p¢ < oco. Para calcular
E{Z..Z,] param < n primero tenemos que mostrar que B{Z,| 2] = Z,p" ™,
lo cual haremos por induccién.

Para demostrar que es vilido para n = m + 1 primero veremos que

ElZmir )20 = ] = B X7 = 4] = ZEM = ’_Zl # = .

=1
De esta manera tenermnos que
B Zmi1]Zm] = pZm

Ahora supondremos que es valido para un n > m + 1 y lo probaremos
para n + 1.

]E[Zn-M lZm] = E[]E[Zn+llzn]|zm]
= E[uZ,(Zn]

—_ pzmﬂn—m
= ﬂn-{-l—m Zm

entonces, con este resultado podemos calcular lo siguiente
E{Zn ZalZn] = ZoBlZal ) = 22477
y es asi como obtenemos
E(ZnZn} = E{E{Z,. Zn|Z,]] = B[Z2 """} = p*~"E[Z2].
Lo cual era lo que queriamos calcular.
Ejemplo 1.7.2 (Probabilidad de un ancestro comin).

Consideremos un procesos de ramificacion Z en el cual P(Zp=1) =1y
P(Zy = 0) = 0. Tomamos dos individuos aleatoriamente (con reemplazo) de
la n-ésima generacién y sea L el indicador de la generacién que contiene su
mas reciente ancestro comin. Para probar que

P(L=r)=EZ"]-E[Z7},] paral0<r<n
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supongamos 0 < r < n, y que todo es conocido en el proceso hasta la
generacién r. Condicionando con esta informacion, se toma aleatoriamente
a un individuo en la n-ésima genera.c;on con probabilidad - de tener un
ancestro en la r-ésima generacidn, para cualquier mlembro de la r-ésima
generacion. La probabilidad de que dos individuos de la n-ésima generacion,
tomados aleatoriamente e independientemente uno del otro, tengan ¢l mismo
ancestro en la r-ésima generacidn es entonces Z‘—r Entonces

P(L<r)=SP(L<rZ =i)
=1

= S P(L < 7| Z = 1)P(Z, = i)
i=1

[P L<r|,Z )
E1 ~

de esta manera para 0 <r <n

P(L=r)=PL<r+1)-P(L<r)
Eil - 1+l} IE[I - Zr_IJ
Elz) ~ ElZ7))

il

5i ahora tenemos que 0 < P(Z; = 0) < 1 entonces
Pll<r|Z.>0)=3PLl<r 2 =iZ.>0)
1=1
=Y, PL<rlZ.>0.7, =))P(Z. =12, > 0)
i=1
= E[P(L < rjZ, > 0, Z'r)jZﬂ > 0]
=E[l - Z7YZ, > 1)
=1-EZ " Z, > 0]
con este resultado obtenemos que

P(L =r|Z, > 0) = §jZ1|Z, > 0] — E{Z'}Z, > 0.
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Ejemplo 1.7.3 (Tiempe de extincion).

Consideremos un proceso de ramificacién Z cuyo tamafio de familia tiene
una funcién geométrica g(k) = gp*, para k > 0 y donde p+ ¢ = 1. Sea
7 = min{n : Z, = 0} el tiempo de extincién del proceso de ramificacién
Z., y supongamos Zg = 1. Para calcular P(T" = n) primero se mostrara que
¢l nimero de descendientes de la n-ésima generacién satisface la siguiente
relacion:

g{p”—~q"} Ty =L
Al et SIP T q

P(Z,-,:U):{m . sip=4g

Este hecho se deinostrara por induccién. Cnando n =1 se ve claramente
que esta relacion se satisface

1 &ip=
P(Z,=0)={? S!P q
q sip#q

Ahora suponemos que es vdlida para n = &k y demostraremos que se
cumple paran =k +1

oG

P(Zip = 0) = fia(0) = F(Su(0)) = LU(OWP(Z = j).

=0

Si p = ¢ vamos a tener que

i@ =35 (75 G)"
o) k i
L )
1
2~ e

k4l
T k1) —k
k1

T k+2

%,

b2 | -
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Si p # ¢ vamos a ver que

= r49(p" — ¢ «'
Frn(0 Jgu [ H_ qn+l]
i (p"—q J
]gﬂ[ il qn+l] qu
= rqp(p” - ¢")1
qz [ n+1 _qn 1]
]:
T
T selpheet)
gt (g T

g(p"t — gt
Pl — gvt — [gp(p ~ 7))
3 g(p™*t — g™t
T prtl— grtl — gprtl 4 pgnl
_ a(p"t! — )
pr1 - gq) — g™l ~ p)

_ q(pn+l _qn.+1)
- pn+2 _ qn+2

Ya demostrado lo anterior, ahora vamos a realizar el siguiente calculo
B(T = n) = P(Z, = 0) - F(Z,_, =0),

Si p = ¢ tenemos que

n n-1
n+41 n
= (n+n-1)

n(n + 1)
_nf—(nt-1)
T n(n+1)
1

nin+1)

P(T =n)=
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Y para p ¥ g vamos a tener que
n__n ] _ n-l1
P(T=n) = (i(fl q+)1 _aptt —¢")
prri—g" ﬂ—f
q(p _ qu)2 — q n—l) A+l qn+1)
(p*—q )(P“+1 - gt
q(pn—l n+1 _qp q _+_qn-—1 n-{-l)
(o~ — g)(pmt! — ¢
P " = 2pg + ")
= = - )
_ qnpn—l(p — q)2 )
(pn — qn)(pn+1 _ qn+1)

Con este resultado se puede ver que E(T}) < oo si v sélo si p < g aplicando
el criterio del cociente.

Ejemplo 1.7.4 (Funciones generadoras).

Para un proceso de ramificacién con Zg = 1, encontraremos una expresion
para la funcién generadora f, de Z,, en los casos en que Z, tiene funcién
generadora dada por:

) fe)=1-all-s) O0<ef<l

Lo primero que tenemos que hacer para resolver este ejercicio es pro-
poner una relacién para la n-ésima iterada de la funcién generadora.

Para propaner dicha relacién nos sera de gran utilidad analizar los casos
cuando n = {2,3}.

o(s) = f(£(s))
=1—a{ll —a(l - )]}
=1—afa(l —s)?)®
=1-a#(1 - s)%,
fals) = F(£2(s) = 1 — {1 = 1 = 2#¥(1 = S)P']}°
=1-—afa!®}(1 ~ 8P
=1- a(ﬁ’+6+l)(1 — 8)53_
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El analizar estos dos casos nos dio una idea de como podria ser la
n-ésima iterada de la funcién generadora, la cual proponemos como

fuls) =1 = B840 ) )7,
Ahora sdlo falta demostrar que esta relacién se cumple, lo cual haremos

por induccién. Supongamos que se cumple para n = & y demostrare-
mos que es vilido para n = &£+ 1.

Jesr(s) = F(fi(3))
=l—a[l —a
(8548524 +3+l)(1 E"]ﬂ

(ﬁk_1+3k—2+,..+ﬁ+1)(1 S)ﬁn].@

=1—alal
- 1 —Q(ﬁn '@n-—1+ +_3+!.}( _ s)3n+l-

i) f(s) = ¢~Y(P(g(s))) donde P es una funcién generadora y g es una
funcién conveniente gue satisface g{1) = 1.
De la misma manera que en el caso anterior, teneros que proponer una
relacion para la n-ésima iterada, entonces vamos a analizar los casos
cuando 1 = {2,3}. Comeo P es una funcién generadora tenemos que

P{P(s)) = Po(s)

I(s) =g {Pg(s)))
f2(s) = f(f(s))
=g~ (P(g(g~" (P(g(s))))
=g (P{(P(g(s)}})
Y Pa(g(s))),
fa{s) = f{fa(s))
=9'_1( (glg {Plg(s)))))
= g~ (P(Pa(g(s))))
9 (Ps(g(s)))-

De esta manera vamos a proponer a la n-ésima iterada de la funcién
generadora como

fa(s) = g7 (Palg(s)))  paran1
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la cual se va a demostrar por induccidn.
Vamos a suponer que ¢s valido para n = k y demostraremos que se
cumple patran =k + 1.

fegr(8) = ffu(s))
=g (P(glg™ (Pl F{s)))))
= g H{P{P(f(5))))
= g7 { Pt (f(s)))-

iii} Para el caso (ii} calcular la respuesta explicita cuando g{z) = =™ ¥
Pls)=s(y — (v —1)s}! donde 7 > 1.
Como podemos ver este ejemplo es un caso particular del ejemplo ante-
rior. Para resolverlo va ser necesario proponer la n-ésima iterada para
la funcién generadora P, nuevamente va ser de gran utilidad analizar
los casos cuando n = {2,3}. Pero antes vamos a hacer un cambio de

variable dado por a = 1, entonces tenemos que
s
Plsy= —————
(s) 1= (1-1)s)
_ sox
T1-(l—a)s

De esta manera va ser mas facil analizar estos casos
Py(s) = P(P(s))
o)
1—{1-a) [mg—a)—]

a[m;—f‘_;?][l —(1 —a)s]

1-(1-a)s— (1 —a)sa
=1-s+so'*’
=1—(1——a?)s’
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Py(s) = P(Py(s))

-.0‘2
[ln(l—a!)a] a

1= (1 — ) =it ]
_[1—_(%’_3?'):][1 = (1 - a?)s]

T1-(1—a?)s—(1-a)sa’

sa®

1—3s+sa?

s

= 1—(l —a?)s

Entonces proponemos la siguiente relacién:
sex
£, _—
{s) = I—(1—am)s

La demostracién de que esta relacién se cumple la haremos por induc-
cién. Buponemos que es vilido para n = L v demostraremos que se
cumple para r = k + 1,

Prt1(s) = P(Pu(s))

a[l =
L-a “OJ[T:(T—,]
[1 5(01'":'\)3] i —(1—a")s)
T 1-(l-a")s—(1 - a)sa®

L

San-{—l
T 1 — s+ samtl

aﬂ+]
1 —(1—antl)s
Como tenemos que g(z) = =™ y conocemos la n-ésima iterada para la
funcién generadora P, entonces concluimos que

fale) = 7 (Pulgts))) = [Puls™)] " = |

ats™ ] =

I—{(1—-a")s™
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Ejemplo 1.7.5 (Ramificacién con migracién).

Cada generacién de un proceso de ramificacién (con un solo progenitor}, au-
menta por un nimero aleatorio de inmigrantes los cuales son indistinguibles
de los otros miembros de la poblacién. Supongameos que el nimero de in-
migrantes en diferentes generaciones son independientes de cada uno, en la
historia pasada del proceso, dado tal nimero se tiene la funcién generadora
H(s).

Sea Z., el nimero de miembros de la n-ésima generacién. La n + 1-ésima
generacion tiene tamano Cniy + fnva donde ', es el nimero de descendien-
tes naturales de la generaciones previa, ¢ I, es el nimero de inmigrantes.
Entonces por independencia tenemos

]E'[sz“'H |Zn] = ]E[SC"HH"H |Zn]
= E[s 1| Z, ] Els"1 | Z,)
= E[s“ | Z,] H(s)
= f{sY"H{s)

¥ de esta manera tenemos que fny1(s) queda determinada por

fn+1(5) = ]E[SZ“H] = IE[[E[“O‘ZWH |Zn]]
= E[f(s)"}H{s)
= fa(f(s) H(s)-

Ejemplo 1.7.6 (Martingala).

Consideremos a {Z,}2, un proceso de ramificacién con E{Z,] = p. Sa-
bemos que E[Z,4,|Z,] = Zn¢” donde r,n € N. Si definimos a W, = %-,‘,L se
puede ver que {W,12, es una martingala, veamoslo

1 1
E[Wn+r|"VNI = FE[Zn-i-rlZn] = an#r = Wy,

Ejemplo 1.7.7 (Funcién generadora fraccional lineal.).

Consideremos un proceso de ramificacién Z cuyo tamafo de familia tiene
una funcién de densidad dada por P(Z; = k) = bc*~") donde b.c > 0 y
b+c < 1. Lo que deseamos ver es que para la n-ésima generacién la funcién
generadora f,(s) y P(I’ = n) donde T = inf{n : Z, = 0} y 5o es la raiz no
negativa mas pequeila de f{s) = s, cumplen con
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i) Sip#1
n 1—'50
n1 _ L
f"($)=1—'# (1 su)'l“ u Sg
u" — 8¢ [.t"—}.
I—s—
B — 3
¥
. —1)(1 — s¢)
P(T = — n=1) (nu'
( Tl) # -SD(Mﬂ — 30)({,1("_1) — 30)
i) Sipg=1
_ne—s[(n+1)e—1]
fuls) = 14 (n—1)c— nes
Y

—n) = cdl—¢)
14+ (n =1l + (n -2}

P(I"

Como pi = be*~! para toda & € {1,2,3,...} entonces

20 o0 . i .
po=1—-pi=1—=3 bl =1 b5 -V
i=1 =1 =1
L b
=1-53> ¢ =1-
_,2=:0 l—c¢

La funcién generadora para Z, esta dada por

f(8) = S P(Z) = i)s*

t=0

b ® .
=] = —- b(x—l)!
1—c+;§‘;c s

b % )
=1 (i-1)

T e + bstg(cs)
=1t b B ey
= o .sj=ocs
- b bs

l—-¢ 1—-es
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La esperanza de Z; esta dada por f/{1} = u entonces

re v (1= cs)b—bs{~c) _ b
Fs)= (1 —cs)? {1 —cs)?

de aqui que
__ b
e o
Ahora tenemos que para todad u € [—1,1] se cumple la siguiente relacién:
b bs b bu
s} =1 -1 -
USRI lw—e 1—cs +l—-c 1 —cu

_ bs(1 - cu) — bu{l — cs)
- (1 —es)(l — cu)

b(s — u)
(1 —ecsH{l —cu)

entonces también tenemos que para toda v € [—1,1] se cumple

Gl B
f(s) = f{v) = (1 —es)t—cv)

De esta manera llegamos a la siguiente relacién
b(s —u)
f(s) = flu) - {1 —es)(l — eu) _ {s—u)(l — cv)
Hs) ~ f(v) bs — v} (s —v)(1 —cu)
{1 ~cs)(1—cv)

Como ya sabemos que la ecuacién f{s) = s tiene raices en so y en 1
afirmamos que si g > 1 tenemos que sp < 1, 5i g = 1 entonces s = 1 y
finalmente si ¢ < 1 la raiz sy > 1. Si tomamos a v = 55 ¥ v = 1 entonces
para g # 1 la retacién que se acaba de ohtener queda

f(s)=s0 _ (s —s0)(1—¢)
Hs)=1  (s=1){1 —eso)
por lo tanto tenemos que

1—¢ _f(s)—SQS'-‘-SU_f(S)—SU & — 8p
l—esg fls})—1s—1 s -1 fls) 1
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Aplicando e] limite cuando s tiende a 1 a toda la igualdad se puede ver
que

l—c¢ _l_mf(s)—.so s—1

I—ecsg o1 s—35 f(s)—1

_l_mf(.s)—so . s—1
ms]--bl & — 8p sljtrllf(s)-u]_

Ya que tenemos que al aplicar la regla de L’Hospital para el segundo

limite obtenemos
s—1 i 1 1

lim -

1 f(s)— 1 :il—rrrllm: H

v el otro limite claramente es 1. Estos resultados nos permite afirmar que

fls)—sa ls—sg
fls)-1 ps=-1"
Fste 1iltimo resultado va ser de gran utilidad para obtener una férmuy-

la explicita para f,(s). Primero vamos analizar los casos n = {2,3} para
proponer dicha forma explicita para f,.{s). Para f, ternemos

fafs) =50 FF(8)) — 5o

fls) =1 f(f(s))—1
_ L1f(s)—s0
o fls) -1

1l 5~ 3

= s —1
Para fi(s) tenemos que
fals) =0 _ falf(s)) — o
fi(s) =1 fal(f(s)) -1
_ 1 fls)—so
u? fls)—1
_ 1 s — 80
Tl s—1
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Entonces proponemos a f,(s) como

fn(s) - Sy LS — S¢

fals) =1 prs—17
Esta relacién se va a demostrar por induccidn, entonces vamos a suponer
que es valido para n = k — 1 y probaremos que se cumple para n = k,
veamoslo.

fils) =50 _ fioa(f(s)) — 0

fe(s) -1 fiaa(f(s)) —1

_ 1 f{s) —s0

pl=N fls) =1

1 s~3g
~”Ip"‘s—l-

Si resolvemos esta ecuacidn vamos a ver que nos queda como:

_ wtso(s ~ 1) = (s~ sp)
Tl = S = — (s —s0)

Para obtener el resultado al cual queremos llegar tenemos que manipular
esta ecnacion, entonces tenemos que

_ #"so{s ~ 1) — (s — s0)
S = D) (e — %)

50— {s — sq)
gr(s —1)

3 {s — sq)
pr(s—1)

L sms)
ur(s~ 1)
_ (s =)

pr(s —1)

1— 35

(s — s0)
pr{s—1)

+So—1

1 —
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g"(1 — so)(s — 1)

s)=1-—
Fals) Py Srp——
(1 —s8p)(s—1
-1+ #*( o) )
H" = so — s(pm — 1)
% p*{1 —~ so)(s — 1)
g — so p = 50 — s{p" — 1)
#"(1—so) (u" —so)(s—1)
g —so " —so—s(pr—1)
g A mso}p(s — 1) — sols — 1)
pr—so "~ so—s(pt —1)
gl —sa)pt(s — 1) —sp(s — 1)+ 55
u"™ — so u" — so — s{p™ — 1)
_p 4 W= s0) (1~ s0)s — (e — ps — S0+ 9)
B — S0 pt = so— s{pt —1)
sl — s ut—~ s — S0+ 8
= ™l - sp ) ———————
—14 H T B — 3¢
pe o~ sg — s{(p” — 1)
ni—-ﬁu
'S —_— B
:lﬁﬂ"(lw%)_l_ K #*—s0
A* = S0 #—1
I—s
£ — g

De esta manera demostramos la forma explicita para fr{s) a la cual que-
riamos llegar si 4 % 1. Esta relacién nos servira para obtener P(T = n}.
Sea A = {w|T(w) < n}, entonces

A= {oIT() < n)
= {wlexiste una s € {1,2,3,... ,n}al que Z,(w) = 0}
= () i) = 0)

i=1

= {w|Z,(w) = 0}
De esta manera tenemos que

P(T < n) = P(Z, = 0) = f,(0)
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¥ fu(0) es equivalente a
1~ Sg

B~ 8

[0} =1—p"

Con todos estos resultados, vamos a calcular B(T = n)

PT=n)=PT<n)~P(T'<n-1)
= fal(0) — far(0)

n].—SQ n—1 1—50
=1-p ,u"—sa_l-l-“ P~

=p" (1~ so){pt" — s0) — {1 — so}{p™"" — s0)
{(pn1 — s0)(u™ — o)
nelg (¢ = 1)(1 ~ s0) .
(g™ ~ so){(pn—1 — 30}
Ahora veremos el caso en que ¢ = 1. En este caso podemos ver gue

b= (1 — ¢)? y solamente tenemos una vnica raiz, la cual es 35 = 1, con toda
esta informacion vemos que f(s) nos queda como:

—c~{1=¢)F  s(1-—¢)?
l-¢ 1—cs
s{l—¢)?
I—ecs
(1l —esy+ {1 —c)?
- 1—es
_c=8{2c~1)

=p

fsy =1

=¢c-+

1—es

para fa{s) tenemos

Jals) = F(7(s)
e~ (2c— 1)f(s)
1= c/(s)

c—(2e—1) "8 "1(2_6;1)3

c—(2c—~1)s
£ ——
l—-ecs -

1-
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e(l —es) ~ (2c — 1) c— s(2c - 1))
fuls) = 1-cs—c?+cs(2c—-1)

_ 2c—2e% 4 5[(2¢ - 1)2 = ]

1= tes(2c-2)

21 —c)+ 53~ 4e+1)

T (1 =M1+ )+ 2es{c— 1)

2c—(3c—1)s
= THeomm

v para fa(s) tenemos

fa(s) = f2(f(s))
_ 2e—(3c—-1)f(s)
1+4+¢—2cf(s)

2¢ — (3¢ — 1)6“— (2c - 1)s

l—cs
c—{2c—1)s

1 —cs
_ 2e(l —es) — (e — 1)fe— s(2c — 1)]
T (L4 )(1 —es) — 2cfe — s(2c — 1)]
_ 3e— 3¢ 4 sf(2e — 1){3c — 1) — 2¢%)
14 c—224cs[22c-1)—1-¢
_ 3e(l—c) + s(dc? —5c 4+ 1)
T l-c+2¢(l —e¢)+3es{e—1)

3c -~ {4c—1)s
T 142 "3sc

14¢c—2¢c

Entonces vamos a proponer la siguiente relacién para f,(s) :

_ne—f(n+1e—1]s
Jals) = 1+(n—1l)c—nes’

Esta funcién la vamos a probar por induccién. Supongamos que se cumple
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para k — 1 , entonces basta ver que se cumple para k

fi(s) = fe-1{f(s))

_ (k- 1)e — {ke—1}f{s)
14 (k—2)e—(k—1)cf(s)

(k_l)c—(kc—n——s(%:—l)
14 (k—2)c— (k- 1)cc———w_f(f“'cs_ D

. (k — De(l — sc) — c{ke — 4) + s(kc — 1)(2¢ ~ 1)
T l—cs+ (E-2)e{l —es) — (k- 1)+ 5(2e —1)(k - 1)c
B ke — ke? + s[(2¢ — 1)(ke — 1) — (k — 1)c?]
Tl-c+(k-De— (k-1 +osf(2e—D)(k—1) =~ 1~ (k- 2)c]
_ ke{l =) + s{(k + 1) = (k +2)e+ 1]
T l—c4(k=1e(l —c)+eskc~1)
ke—s((k+1)e—=1)
P+ (ke 1e—kes '

Ya demostrada la n-ésima iterada,vamos a calcular f,(0) la cual es nece-
saria para obtener P(T = n)

f(0) =

ne
14+ {n-1)c

entonces

=
ha
I

£
I

fn(o) - fn—l(o)
nc B (n—1)e
I4(n—-1ec 1+(n—-2)
ne(l 4 (n—2)c) —c(n — 1)1 4+ (n —1)¢]
L+ (n—=2)1 + (n = 1)q}
_ el —¢)
T+ (n- 1L+ (n~2)]

Lo cual era a Io que queriamos llegar.
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Capitulo 2

El Proceso Markoviano de
Ramificacién a Tiempo
Continuo

2.1 Introduccidn.

En el capitulo anterior estudiamos el proceso de ramificacion de Galton-
Watson mas simple, en el cual el tiempo de vida de cada individuo es de
una unidad de tiempu. Como podernos darnos cuenta. este proceso no es
suficiente para modelar el crecimiento de muchas poblaciones fisicas o bioldgi-
cas, s por £8to, que ahora se presenta una extensién a tiempo continuo del
proceso de ramificacién de Galton-Watson, el cual llamaremos e Proceso
Markoviano de Ramificacién a Tiempo Continuo,

Serd de gran interés ver que tanto el proceso de ramificacion de Galton-
Watson como el Proceso Markoviano de Ramificacion a Tiempo Continuo
tienen propiedades muy similares y que en algunas ocasiones no es més que
el resultado de una extensién. Ademds se analizard el problema de como de-
finir la n-ésima iterada de una funcién cuande n no es un entero, que desde
tiempo atras ha interesado 2 un gran nimero de matematicos.

Este proceso también modela €l crecimiento de una poblacion, salvo que
abora el tiempo de vida de cada individuo es una variable aleatoria, Nueva-
mente no tenemos un mecanismo matematico para representar las relaciones
entre los individuos de la poblacién total, aunque se tengan en mente cuan-
do se plantea e} modelo. La primera formulacién del proceso markoviano
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de ramificacion a tiempo continuo aparece en los trabajos de Kolmogorov y
Dimitriev en 1947,

2.2 Definicion.

Como se habia sehalado, en €] proceso de ramificacién de Galton-Watson
el tiempo de vida de cada individuo es de una unidad de tiempo, una genera-
lizacién natural para la construccion del proceso markoviano de ramificacién
a tiempo continuo es la de permitir que estos tiempos de vida sean aleatorios.
En el capitulo anterior se considers una cadena de Markov a tiempo discreto
{Zy :n =0,1.2,...}, ahora definiremos un proceso {Z{t) : ¢t > 0} donde
Z(t) es el mimero de individuos al tiempo t. Este proceso en general no
es de Markov, al menos que los tiempos de vida sean independientes y se
distribuyan como vartables aleatorias exponenciales, que para nuestros fines
es lo que se va a suponer.

Definicidn 2.2,1. Un proceso estocdstico {Z(t,w) : t > G} definido en un
espacio de probadifidad (1,3, P} es llamado como el Proceso Markoviano de
Ramificacidn a Tiempo Continuo Unidimensional si:

i) Su espacio de estados esta dado por el conjunto de enteros no negativos.

it} Es una cadena de Markov estacionaria con respecto a los campos-
S = o{Z(s,w):s < t}, (para cualguier coleccidn D de valores reales,
variables uleatorias Borel medibles definidas en (0,3, P), o( D) denota
{e sub-g-dlgebra generada por D).

#i) Las probabilidades de transicién Pij(t) = P(Z{t) = j|Z{0) = i) sotisfa-

Ccen’

Y P = (gf’u(ﬂsj)f

=0
para toda 1 >0 yls| < 1.

Los incisos (i) y (7t) nos dicen que Z(t) es un Proceso Markoviano a
Tiempo Continuo en los enteros, y el inciso (i) caracteriza la propiedad
bésica de ramificacidn.

Como era de esperarse gran parte de la teoria del proceso de ramificacion
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la cual se convierte en una funcién de densidad exponencial si a es constante.

§i ahora en vez de tener un sélo individuo, tenemos i presentes a un
tierapo ¢, entonces la probabilidad de que mueran 0,1 y un nimero mayor a
2 en un intervalo de tiempo (£,£ +h) son 1 —ia{t)h+o(h), ia(t)r+o(h) y o(h)
respectivamente. Si ocurre una muerte al tiempo 7, entonces la probabilidad
de que el tamafio de la poblacion sea j dado que a cierto tiempo antes a
T el nimero de individuos era ¢, es p;_;21(7). Al obtener estos resultados
podemos concluir que a;(t) = a(t) y pi;(1) = pj_itr(2).

Las pi(t) son Hamadas las probabilidades infinitesimales, las cuales para
nuestro proceso en estudio no dependen del tiempeo; lo mismo le sucede a
a(t) la cual no le queda mds que ser una constante. Las probabilidades
infinitesimales y el pardmetro a deben cumplir con las siguientes propiedades:

o0
0 <a< oo, 0<p: ¥ S =L
k=0

Las probabilidades infinitesimales determinan a las probabilidades de
transicién como soluciones de las ecuaciones de Kolmogorov, dichas ecua-
ciones son

d !
a-EP,'j(f) = —-jaP,-J-(t) +a Z A‘ng(i)pj_k+l forward {2.1)
k=1

)

(;l—tp.'_,; (f) = —iaP,-_,-(i) +ia io: ij(t)Pk—r'-f-l backward {22)
kei—1

con condiciones en la frontera

} sii=3,
Fl07) =8 = {0 si1#j

Las probabilidades infinitesimales nos dan una interpretacién probabilista
en términos de un proceso de ramificacion, el cual construiremos de fa siguien-
te manera. Supongamos que se empieza con un cierto ntimero de individuos
a un determinado tiempo, la longitud de vida adicional de cada individuo es
una variable aleatoria exponencial con parametro a. Al morir cada individuo
deja k descendientes con probabilidad pg, dende &k = {0,1,2,3,...}. Comoa
en el capitulo anterior el comportamiento de cada individuo es independiente
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posibilitard para definir variables aleatorias como

Z(tw) .
(1) w . :
Zi4mw) = & 2 (ms) s Z(tw) >0

0 si Z(t,w) =0

donde Z{"(r,w) es el mimero de descendientes que estan vivos hasta el tiem-
po (t + 7) del i-ésimo individuo de los Z(¢..) existentes al tiempo .

Los procesos Z(t,w) v { Zt(')('r, w): 7 > 0} son independientes v equivalen-
tes a {Z(u,w);u > 0}, con la hipétesis usual de que Z{0,w) = 1.

2.4 Las Ecuaciones Backward y Forward de
Kolmogorov

En esta seccién vamos a construir a las ecuaciones de Kolmogorov. El
proceso minimal es indispensable para dicha construccién.

Proposicién 2.4.1. El proceso markoviano de ramificacion a tiempo conti-
nuo satisface la ccuacion forward de Kolmogorov dada por

d . i+l
a't‘Pi (t) = —jaPy{t) + ﬂg: kP {t)p;mrs1
b=1
[

DEMOSTRACION. Supongamos que Z(t +h) = j y Z(t) = ¢ para cualquier
t€{1,2,3....} y 7€ {0.1,2,3,... }. entonces tenemos que

Pyt +h) =P(Z(t+ s+ h) = jiZ(s) = i)
= ST B(Z(+s+h) = j.2(t + ) = K|Z(s) = )

k=1

gk

P P(Z(t+s+h)=j1Z(t+5) = F)P(Z(t+ s) = KZ(s)=1)

1
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DEMOSTRAGION. Para obtener la ecuacién backwerd de Kolmogorov, nue-
vamente vamos a suponer que Z(t + k} = j y Z(t) = ¢ para cualquier
i€{1,2,3,...} y j € {0,1,2,3,... }, entonces tenemos que

Fi(t + h) =P(Z{t+ s+ h) = j|Z(s) = i)
= SP(Z(t s+ k) =5, 2k +6) = k| Z(s) = i)

k=1
= £ PP+ ) = K2 =i+

+ PAOP(Z(h+3) =il2(s) = ) +
4 E P(OPLZ(h+ s) = klZ(s) = 1)

k=i—1
kEi
i~2
= 3 Pe(tolh) + Py(tH1 — iah + o(h)) +

k=1

(o]
+ 3. Piehpr_iys +olh))
k=il
ki

= Py(t) —iahPy(t) + 30 Polt)iahpi_inih + olh)
k=i-1

Py

Ahora si restamos Fj;{t} en ambos lado de la ignaldad y dividimos entre
k, entonces la ecuacidn nos queda

At +h it
Pt + ’2 :() —iaPy{t) + —z Pyj(t)iape—iz + o(1)
k#l

y s1 hacemos tender A a cero vamos a tener a la ecuacion backward de Kol-
HogoToV.

d
3 Lult) = —iaP(t) + ia E P () prisn

=i—1
k'#: .

Definicién 2.4.1. Llamaremos ol conjunto de funciones {F;;(t)} una solu-
cién de las ecuaciones backward y forward de Kolmogorov si son no negativas,
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St k = 1 entonces la funcion generadora se denota por F{s,t). Por las
ecuaciones de Kolmogorov podemos ver que F(s,t) satisface las siguientes
relaciones las cuales demostraremos mas adelante

%F(s,t) = u(F(s,t}) (ecuacién backward) (2.3)
v

aF( )= —a—F 1 {ecuacién forward) 2.4)

Frelts )—u(s)as {s,1) ecuacion forwar (2.

con condicion de frontera
Fis,0) = s.

Proposicion 2.5.1. EI Proceso Markoviano de Ramificacicn a Tiempo Con-
tinuo con solucion inica satisface la ecuacion backward de Kolmogorov para
la funcidn generadora

d

EF(S’ t) = u(F(s,t)).

DEMOSTRACION.  Para la construccién de la ecuacion backward para la
funcion generadora, primero tenemos que ver que de la ecuacién backward
ariginal

a . o
philt) = —taPy(t) +ia 30 Pii(t)pr-in
k=i—1

ki
n o
se puede afirmar que Y £ P,;(t) converge uniformementeen (0,£)a 3 4P;(t)
i=0 j=0

n =)
porque 3 B;(t) converge uniformemente en (0,t) a ¥ P;(t) v en conse-
J=0 =0
n o0
cuencia 3. 3. Pi;(f)pr_i41 converge uniformemente en el mismo jntervalo
J=0k=1-1
ki .

a ) 3 Pithproigs -
J=0k=i-1
k#i _
Si la ecuacién backward original es multiplicada por s* en ambos lados,

al introducir la suma finita hasta n podemos ver que esta nueva relacién

T
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donde £ € {zg,); la existencia de £ se deduce del Teorema del Vaior Medio.
Entonces, la sucesién {f, : n € N} converge uniformemente, es decir

f=lim fa.
n=4>
Para finalizar la demostracién tenemos que mostrar que f es diferenciable
vy que f'= lim fl. Sea g = lim f.; lo que tenemos que verificar es
flz +1) = flz) + g(z)t + o(t) t—0

para todo z € (a.b); esto es equivalente a la siguiente afirmacién:
Para toda x € (2,b) y € > 0 eriste una § > 0 tal que

Iz +1) - flz) — g(x)t] £ ele]
para todat conlt| < 4. Sean x € (a,b) y € > 0. Ya que lim f/ = g existe,
=300

tenemos que existe N € N tal que para todan > N

, €
Wal€) = fn() <
para toda ¢ € {a,b). Entonces, cuando n > N,

| falz + )= fulz) = falz)t — (fnlz + 1)~ fu(z) - Fulz)t)|
= |(fa = )z + 1) = (fa — fN)(2) = (fa — fuY{a}t]
S = iz + )= (fu — f)(@) + W fa = V()
< 2sup{|(fo — fw)'(€)] s € € (a,B)}¢

<ct
2

Tomando el limite cuando n se va a infinito en la desigualdad
ule+0) = fule) = £t = (e + ) ~ Jn(e) ~ Sufe)] < &
obtenemos
[z + 6 = J(z) = o)t = (fule +0) = fvfe) - Fhla)t)| < 5.

La funcién fy es diferenciable en z, entonces existe § > 0 tal que para
toda i con i} < &,

Utz +4) = fula) ~ fulz)el < 5
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oo

= 3 Pult)s’ = —aF(s,) 40 3 puFils, )
=D k=0
E£1
=—aF(s.t)+a )of ol F (s, 1))
et
= —aF(s,t)+aflF(s,1))

Gracias a esta dltima relacién tenemos

%F(s,t} = u{F(s,1))

que es a lo que se queria llegar. -

Proposicion 2.5.2. FEl Proceso Markoviane de Ramificacidn a Tiempo Con-
tinuo con solucidn inica satisface la ecuacién forward de Kolmogorov para
la funcion generadora
g g
= F(s,t) = u(s)—F{s,t
5iF(.0) = a(s) - Fis, )
DEMOSTRACION. Para obtener a la ecuacién forward de Kolmogorov de la
funcion generadora se tiene que hacer el mismo andlisis que en el caso de la
ecuacion backward, para asi aplicar el teorema 2.5.1.
Sea la ecuacion ferward de Kolmogorov
d . 341
apﬂj(f) = —jab;(t) + a kE‘ kPixps—ka1
et

para ¢ = 1 tenemos

d ) i+
apu(f) = —jaP;(t) +a ) kPiupjkpr-
k=1
ks

Si ahora multiplicamos en ambos lados por &7 tenemos que

d o o .
d—t-Plj(t)s’ = —jaP{t}¥ +a "Z EPypi ii18
. k=1
4
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la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, de esta manera tenemos que
F(s,t+u) =3 Pu(t +u)s*

T @

=3 3 Pi(u)Pa(t)s
k=0 j=0

=3 3. Byj(u)Pul(t)s*
J=0 k=0

=3 Pulv) 3 Pult)st
J=0 k=0

= % Pl [F(s, )]
= F(F(s,t),u)

Dicha relacién es andloga a la férmula iterada para f.(s) en el Proceso de
Ramificacién de Galton-Watson.

2.6 Existencia y Unicidad de las Soluciones.

De algunos resultados de Feller (1940)" tenemos que siempre existe una
solucién {F;;(t)} comiin para ambas ecuaciones de Kolmogorov. Mas ade-
lante veremos que cualquier solucién de la ecuacion {2.1) tiene la propjedad

Pi(t)= 3. AR Py (). (2.5)
ridratetre=g

Lo que nos dice esta relacién es que si la poblacién a un cierto tiempo ¢,
que empieza con 1 individuos al tiempo inicial 0, se distribuye como la suma
de ¢ poblaciones independientes que empiezan con un sélo individuo.

Desafortunadamente aunque las ecuaciones de Kolmogorov siempre ten-

gan una solucién que satisface 2 P;;(t) € 1 estas soluciones pueden no ser
=0

unicas. Relacionado con esta dificultad estd el hecho de que la interpretacién

probabilistica de todo lo anterior puede no ser siempre vilido. Este problema

surge con la posible produccidn infinita de particulas en un tiempo finito, es

decir al explotar, una situacién que existe cuando hay soluciones para las
oo

ecuaciones de Kolmogorov que satisfacen la desigualdad 3~ Pij(t) < 1.
=0

Wer [7}
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Pero tenemos que

d d i i1 @
-a—a-f'}(s,t) = E[F(s,t)] = t[(F(s,t)] B_sF(s’t)’

entonces tenemos que
a a
—_ — —1 ,‘t . .
5 Fi(s,t) u(s)asF(s ) (2.7)

Teorema 2.6.1. Eriste una tinica solucion {P,;(t)} de la ecuacion forward
de Kolmogorov si la funcién generadora Fi(s,t) satisface la ecuacién (2.7)
para |s| < 1, Fi{s,t} = [F(s,t)]" para todai € {0,1,2,...} y como conse-
cuencia tenemos que le ecuacidn (2.5) se satisface

DEMOSTRACION. Sea so un punto fijo en el intervalo (0,1), y ¢ esta en el
intervalo (0,7) donde T es un nimero positivo fijo y arbitrario. Ademais
vamos a considerar a { como un entero positivo fijo.

Sea

A= sup |u(s)l

~3<s<a0

Y sea n un entero positivo tan grande que se cumple que g9 — A'I‘ >0.
Hay que notar que

sup Ia%u(s)l < 00
—spXasny

Ahora de un resultado muy bien conocido de la teorfa de ecuaciones di-
ferenciales parciales (Kamke [9]), la ecuacién (2.7) tiene exactamente una
solucién en el trapezoide 0 < t < L, —(sp — At) < s < s —~ At, tomando
como valor inicial a Fi(s, 0%) = s*.

Si F*(s,t) es una solucién tal que es una serie de potencias en s, con-
vergente para |s| < sy, entonces nosotros tendremos que Fy(s, t) = Fi(s, 1)
en el rectangulo 0 < t < I, —s5 < 5 < 30, ya que F¥(s,t) = Fi(s,t) en el
trapezoide,

Podemos utilizar el mismo argumento para demostrar la unicidad en el
siguiente rectangulo con % de ancho, y seguir asi hasta llegar a T. Como T
es arbitrario podemos ver que la ecuacién {2.7) tiene una iinica solucién en
la regién —sp < 3 < 59,1 > 0, y esto es para cada ¢ en una serie de potencias
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Ahora nosotros sabemos que Py (t) satisface la siguiente desigualdad por
el Lema 2.6.1

Puft) 2 e
por lo tanto tenemos que

1-— Pu(t) S 1- 6_“
Como t esid en un intervalo finito ¥ la funcién 1 — 7% es mondtona
creciente y su dominio es [0,1) para toda ¢ > 0, entonces existe un mimero
cen {0,1) tal que 1 — e~ < ¢ para toda ¢ en el intervale finito. Con esto
tenemos que

[F(s,8)] (1= Pa(®)1 —s]) + |s| < (1~ |s]) + |5 =

Teorema 2.8.2. La ecuacidn backward de Nolmogorov tiene eractamente
una tnica solucidn que satisface lo propiedad de ramificacidn (2.5}, y €sta es
in solucion wnica de la ecuacidn forward de Kolmogorov. La funcién genera-
dora .F'(s,t) satisface a {o ecuacion {2.3) para|s]< 1.

DEMOSTRACION. Si fs| < 1 entonces por el Lema 2.6.2, [F(s,t}| estd aco-
tada por una constante o < 1, cuando ¢ estd en un intervalo finito.

Si s y t) son numeros fijos, el lado derecho de la ecuacién (2.3) satisface
la condicién de Lipschitz en la regién —a < F(s,t) <o, 0 < ¢ < t,. Enton-
ces la ecuacidn (2.3) tiene para cada s con |s| < 1 una vnica solucién que
estd acotada por alguna constante menor a uno. Pero si la ecuacién (2.2)
tiene otra solucién {£j(¢)} que satisface la ecuacién (2.7), su correspondiente
funcién generadora F*(s,{) va a ser una solucién = la ecuacién (2.3), la cual
estd acotada por una constante menor a uno, entonces F*{s, ) = F{s,f) y
[P0} = {B5(0)}.

Desde que { P;j(t)} estd determinada por {Py;{t)} entonces por la propie-
dad (2.7) la unicidad esta probada. "

La siguiente condicién asegura que la dnica solucién de la ecuacién for-

OO

ward satisface ¥ F;;j(t) = 1. En este caso la solucién es una dnica solucién
j=0

para la ecuacién backward.
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Teorema 2.7.1. La hipotesis de no explosion es necesaria y suficiente para
que se satisfaga que P(Z(t) < c0) =16 F(1,1) =1

DEMOSTRACION. Primero hay que ver la equivalencia entre P(Z(t) < co) y
F(1,1)

F(1,t) = ﬁ“: Pyy(t)

= fi P(Z(t) = j12(0) = 1)
= P(Z(1) < 00[Z(0) = 1)
= P(Z(t) < oo).

Ahora tomamos un so € (0,1), de tal manera que f(z} - x no se acerque
mucho a cere para cualquier z € [so,1).

Tomamos s, v ¢, tal que sg < §; < L 4 > 0y s —al; > sg, entonces
VeImos que |%F(s,t)l < a, de esta manera afirmamos que F(s,t) > s—at > sy
para sy <5< 1y0<t<t. Del Lema 2.6.2 podemos ver que |F(s,t)| < 1
si |s} < 1, entonces aplicanos

Fis.ty) 1
———dr = i hara H<s<
/ flay— 0 e

Para poder retener el valor at; cuando s tiende a 1, debemos tener que
F(1,41) < 1 si la integral del fenomeno de no explosién converge, cuando #

es positiva; y vamos a tener que F(1,¢,) =1 si dicha integral diverge donde
t, es finita. =

Corolario 2.7.1. Si f(1) < oo, entonces F(1,t) = 1
DEMOSTRACION. Solamente tenemas que ver que la relacién
fR)=h=(fQ)~Nu—-1)+olu—1) u—1

se va a cero cuando u tiende a 1, de esta manera utilizando el Teorema que
acabainos de demostrar, afirmamos que F(1,¢) = 1. .
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y ademas se cumple que

a9 7]
—-—F{s,1} = —m(s,1).
Geart 1) = gmlst)

El intercambio de derivadas es valido para |s| < 1 por la convergencia
abscluta y uniforme de las series. La condicion P;(0%) = §; implica que
ml(s, 0+) =1.

La solucion a esta ecuacién diferencial parcial

g—iml(S, ) = a[f'(F(s,t)) - 1] ma(s,1)

se obtiene fijando a s y utilizando técnicas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, entonces tenemos

(—1m,(s,t) = a[f'(F{s,t)) - l]ml(s,t)

dt
dm, (s, ¢ ,
T{[% = a[f'(F(s,1)) — 1]dt
11 (s) .
[ [ et -

lnfml(s,t)l = a/o [F'(F(s,y) - l]dy

(s, =exn {a [ 17(FGs.0) - 1]av)

o0
Si hacemos a s tender a 1, la condicién de que la 3~ jp; converge unifor-
=1
memente implica que el integrando en la ecuacién a la cual se acaba de llegar
esta acotado y se aproxima a un limite acotado, por lo tante

() =esp{a [ (110 - 1oy

v como sabemos que b = a[f’(l) — 1], entonces

¢
my{1,t) = exp {b/ dy} = g™
0
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De este modo

#(s,1) = exp(—a [ (F(F(s,3)) — 1)dy)
entonces

S lmats, (s, 0] = e, ) mate, )+ (s, ma(s. ).

Regresando a nuestra ecuacién original vemos

;—t[??lg(.ﬁ, u(s,t}] = af"(F(s,1))m3(s,t)u(s. 1)

a(s, s, 1) = fo af"(F(s,9))m3(s, yhu(s, y)dy

o0 NG
Si hacemos a s tender a 1, la condicién de que Y jp; y que 3 j(7 — 1)p;
1=1 1=l
convergen uniformemente implica que ambos integrandos en la ecuacién a la
cual se acaba de llegar estan acotados y se aproximan a un limite acotado,
de esta manera

¢
7]72(1,l)€7h:‘/ af’(1imi(1,y)e dy

a

=ar'(1) f vy

t

ﬂf"(l)eby
b

0
" 1

af ( )(ebt - 1)
b

entonces

ma(t) = Ef-;;(—}-le'"(e"t —1).

Ahora para obtener la varianza solamente tenemos que sustituir en la
siguiente relacién

Var[Z(1)] = ma(t) + m,(t) — m}(t).
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Definicién 2.9.1. La probabilidad de estincidn puede definirse como la pro-
babilidad de que la familia generada por un solo individuo va a desaparecer,
o0 sea

n = lim Pg(t)
o0
Utilizando la teotia del proceso de ramificacién de Galton-Watson, resul-
tara ficil determinar la probabilidad de extincién en el caso continuo.

Teorema 2.9.%. La probabilidad de extineion 1 del proceso markoviano de
ramificacion a tiempo continuo Z(t) es la rafz no negativa mds pequeria de
la ecuacion F(s,ta) = s, donde ty es cualguier nimero positivo

DEMOSTRACION. Sea #; un nimero positivo fijo y consideremos a el procese
de Galton-Watson Z(0), Z{to), Z(2ta),... , Z{ntg),..., donde Z{t} es la po-
blacién al tiempo ¢ correspondiente al Proceso Markoviano de Ramificacion
a Tiempo Continuo original, que empieza con un sdlo individuo al tiempo
t = 0. Como Z(¢) es un proceso de Markov, el proceso a tiempo discreto
Y, = Z(niy} obviamente sera una cadena de Markov y describe a un proceso
de Galton-Watson. Por la hipdtesis de homogenéidad del tiempo vy por la
propiedad de ramificacién podemos obtener

E%P(Ynﬂ = kY, = )s* = Els™+ Y, = 4
= E[s¥ | Z{nty) = 4]

= E[s*" | Z(0) = i]
= (E[s*|2(0) = 1])’
= (E[s" Yy =1])’
Esto muestra que Y, es un proceso de ramificacién y la funcién generadora
de el nimero de descendientes de un solo individuo es F(s,#5). Nosotros

sabemos que la probabilidad de extincién para Y, es la raiz no negativa mds
pequena de la ecuacién F(s,tg) = s. Pero

P(Y; = 0 para algin n € N} = lim P(Y, = 0)

n—oo

lim P(Z{ntg) = 0)
n=p00

H

t[il’g P(Z(t)=0)

=n
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se distribuye de manera exponencial y enseguida se divide en dos particulas.
Lo que queremos ver es que [a funcién generadora es de la forma

—af

se
F(s,{}= ———————  con F{s,0) = s
(:) 1—8(1-—6_“) O ( )
Como cada particula a} morir se divide en dos particulas podemos afirmar
que py = 1. como consecuencia vemos que f(s) = s%. Con todos estos

resultados la ecuacion backward de Kolmogorov para la funcién generadora
queda de la siguiente manera
5‘%?-:11 = a[F¥(s,t) = F(s,1)]
Para obtener la solucidn a esta ecuacién diferencial parcial vamos a fijar
a s, entonces el problema se restringe a solucionar una ecuacién diferencial
ardinaria. Primero vamos a proponer una funcion p{t) con p(Q) = 1, entonces

aF(s,t}

wlt) =+ ep(t)F(s,t) = ap(t)F*{s.t)
y
df{s, ¢t} 1 ag(t)
H = ).
MO = e T Ty Y
Entonces proponemos a d’;ﬁ’] como
duft)
g = em)
cuya solucion se obtiene de la siguiente manera
¢
W)
ult)
ln |pt(t)| = ~uat
plt) = 7,

De esta manera tenemos que

d [ —et o
d\F(s.)
4

.__e"'“y

F(s,y)

[}
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€8
Para resolver esta ecuacién diferencial parcial fijamos a s, de esta manera

nos limitaremos a resolver una ecuacion diferencial ordinaria, entonces vamos

a tener que
dF(s,t) - Mt
(F(s,t) = D)(F(s,8) ~ §)

Por el método de fracciones parciales vamos a tener que
A dF(s,1)

dF(s,t) _—A dF(st) 4
(Fls.) = D(F(s,0)~#) " u~AF{s.t) =1 p=2F(s,8)~ %

entonces nos limitaremos a solucionar la siguiente ecuacién diferencial

A _dFist)

A dF(s1)
p—AF(st)~1 u~-AF(st)— %
dF(s.1) dF(s,t)
— = [ — A)di
Fl&6 ~1 F(st)-% e =2)
de esta manera
F(s.t} da Fls 1 dr t
[ [T e [
s xr-— % . r—1 o
F{s.t)
[lnw—ﬂ—-ln :r-—ll] = ( ~ A)
F{atj
Ar~
In YERSY) =(u~— A}

REY S N LTyl B
" )l 1ix(s~1)l (=)

AE(s )~ 1
AP(s,t) ~p Als ~— l)i e

AF(s,t)~1) ds—p
AF(s,t) —p Ms—1) _ gy

MF{s,t)— 1) As—p
Ahora la inico que nos hace falta por hacer es obtener una forma explicita

In
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Capitulo 3

El C.B. Proceso

3.1 Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar al Proceso de Ramificacion Continua
o C. B. Proceso, donde basicamente vamos a analizar y desarrollar sus prin-
cipales propiedades.

Primero vamos a definir a la funcién de ramificacion continua, a la cual
vamos a asactarle un semigrupo de contraccion y gracias a este, veremos que
tiene asociado un proceso de Markov fuerte. al que llamaremos Proceso de
Ramificacion Continua o C.B. proceso. Después vamos a ohtener sus mo-
mentos, veremos que este proceso ,en especial, es un Proceso de Difusion y
gracias a esta propiedad obtendremos la probabilidad de extincidn del pro-
ceso.

Un problema importante es el de analizar la refacién que existe entre el
Proceso de Ramificacién de Galton-Watson con el C.B. Proceso. va que este
iiltimo se puede ver como un proceso limite de Procesos de Galion-Watson
normalizados. Tenemos un proceso de Galton-Watson {Z,} y definimos

Zire] — r

ARES donde Zi =e,

L
y donde a, € R, b, > 0 son constantes normalizadoras y ¢ son enteros
positivos cuyo limite se va a infinito cuando r crece a infinito.

Es claro que para cada r > 0 fija, {Z,("j 1t > 0} es un proceso estcastico
que denotaremos por UT. Lo que nos va a interesar s el comportamiento
iimite de U/" cuando r tiende a infinito. En particular veremos los casos en
quea, =0y rl_i.rg a,/b, = o0, los cuales nos daran diferentes resultados.
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El C.B. proceso fue estudiado por primera vez por Jirina en 1957, cuya
definicidn es mas general que Ja que se presenta en este capitulo y la relacidn
de los procesos de ramificacién de Galton-Watson y los C.B. procesos por
Lamperti a finales de los afios sesenta.

3.2 Definicion

El proceso va a ser definido a través de sus funciones de transicion.

Definicién 3.2.1. Une familia {F{z,F) : t > 0} de funciones serd lia-
made una funcién de ramificacidn continua o C.B. funcidn si safisface las
siguientes condiciones:

i) P(z,E) esta definida parat > 0, x > 0 y £ un subconjunte de Borel
de la semi-recia [0, 00).

PR« B{{8,00)) — [0,1]  peraceda {>0.

i) Para z y t fijas, Px]-), es una medida de probabilidad; y para un
conjunto E fijo, Pz, EY} es conjuntamente medible en r y ¢.

ii) La ecuacidn de Chapman-Kolmogorov, ¢s decir,
Pops(z, By = / Py(u, EYP,(x,du)
0
iv) Para cualguier x,y,t > 0, { P} satisface

Flz+y. E) :f Pz, F — u)Pi(y,du)
i

=f / ig(v + w)P(z,dv) Py, dw)
v Jo

pure cade e B([0,c)).
v) Eristent >0 yx > 0 tal que Pz,{0}) <1

Observacién 3.2.1. Por la propiedad (iv) lenemos que

[ow f()Pdz +y,du) = f.,m fom f(e + w)Pi(z. dv)Ply, du)

para cuglquier funcidn [ medible y acotada.
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Si examinamos estas condiciones lo primero que vamos a notar es que las
primeras tres condiciones corresponden a la definicidn de funcidn de transi-
cién de Markov!. La propiedad (iv) es la propiedad de ramificacién; la cual
nos dice que si empezamos en x + y ¢l proceso resultante es equivalente a
la suma de dos procesos, uno que empieza €n T y oiro que empieza en y.
Y finalmente la propiedad {v) elimina el caso trivial, en el cual €] proceso
empieza en cualquier r » 0, muere instantaneamente y permanece ahi.

En este capitulo vamos a ver que una C.B. funcién va dar lugar a un
proceso fuerte de Markov en los reales no negativos. Este proceso va a ser
lamado Proceso de Ramificacion con Espacio de Estados Continuo o simple-
mente C.B. proceso.

U"no de las principales propiedades de este proceso es que se puede ver
como un proceso limite de una sucesién de procesos de Galton-Watson, en
los cuales la poblacidn inicial va a infinito ¥ la escala del tiempo se encoge
de una manera especifica.

3.3 Existencia y Construccion del C.B. pro-
ceso

Para la construccién del C.B. proceso es necesario introducir la definicidn
de medidas de probabilidad infinitamente divisibles.

Definicién 3.3.1. Sea Y una variable aleatoria, con funcidn de distribucidn
Py y transformada de Laplace Uy (), se dice que es infinifamente divisible
st para tode n € N existe una sucesidn {£x}7_, de variables aleatorias in-
dependientes e identicamente distribuidas tal que Y tiene lo mismae distribu-
cidn que la suma de estas (Y = £ +--- 4 £,) 0 de manere equivalente si

Ty(A) = ()" 6Py = Pg,#Pey v~ x Py,

Sea {P(z, E)} una C.B. funcién; por la propiedad (iv) es claro que para
cada pareja (z,1) la medida P;(z, E) es infinitamente divisible, ya que dado
z>0ynelN

Py = R(E4E 4t Z,E) - [P,(%,E)]-(n)

Wer apéndice A
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La transformada de Laplace de Pi(z, E} es
Vi(z,A) = / e Pz, dy) A>0
i

Vamos a ver que por la propiedad {iv) W¥(x.}A) satisface la siguiente
relacidn

‘I’r(l’ +¥. “!\) = “I’f(ma’\)qjl(ya A)
Veamoslo
Uyl 4y, A) = f e Py +y.ds)
0
:f e Pz, dz) * Ply.dz)
0
o OO
= / / e M P, du) Py, dv)
o Jo
= f 6"\”/’ e M Pz, du) Py, dv)
0 0
= 0z ).)[ e Py, dv)
Q
= (2. M) W(y, X)
esto prueba la relacién.
Sabemos por la propiedad (i) que para una t y A fijas, ¥,(x,)) es una
funcién medible de z. Ademads es claro que ¥,{z, A) es monétona decreciente

en ¢ y podemos concluir por la relacién anterior, que para cada ¢ y A existe
un namero (A} tal que

Uy(x, ) = e~ (3.1)
Usando la propiedad (iif), podemos ver que {14(A)} satisface

P A) = Lu(10,(A)) para toda A>0 (3.2)
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ya que

e~ TVt4e(N) =[ e—'\‘PfH(x’dZ)
0
o] oo
= e—h/ Py(u, dz)P(x,du)
o 0

OO 00
- f f e P (u, d2)Pi(r, du)
0 0

(=]
- f e~V M P(z, du)

¢]

— gt}

esto prueba la refacién,

Esta es la forma andloga de la iterada de la funcién generadora del proceso
de Galton-Watson.

Para ir de una funcién de transicion {P(-,-)} a un proceso de Markov que
corresponde a csta, se utilizan las herramientas de la Teoria de Semigrupos.
Para cualquier funcién medible y acotada f en (0,00} definimos

(T.)(a) = / " Fy) P, dy)

Esto define a una familia de operadores lineales acotados {T}:¢ > 0}, de
norma unitaria en ¢l espacio de Banach L de funciones medibles y acotadas
en [0, 00) con la norma ||f]| = sup | f{z}}.

>0

De la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov tenemos que {7}} satisface la
relacién

Tt+a = T‘f T_,

y esto hace que la familia {T}} sea un semigrupo®.

2Ver apéadice A
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Usando la definicién

(Tusaf)(z) = fﬂ " F)Porale. dg)

=/0°°f(y)f0°° P,(u, dy) Pi(x. du)

= [ [ srpuanpie.au

= /:O(T,f)(u)P,(.r,du)
=TT, f(z))
demostrande que {7,} es un semigrupo.
Lema 3.3.1. Une C.B. funcidn satisface
Pz, {0)) <1  parateds t.z>0 y  P(0,{0}) =1

DEMOSTRACION. Sabemos que Fy{x, {0}) es una medida de probabilidad en
B([0,00)}, puede suceder que Fi(z,{0}} > 06 que P(z.{0}) = 0.

En cualquicr caso se tiene

TN pt(r,{o})drf ¢ Py (z,dy)
o+

Tomamos el limite cuando X tiende a infinito en ambos lados, y tenemos
que

= =]

lim e~ = Pz, {0}) + hm e P (z,dy)

Ao Aaoc fo4

=iy

Es claro que st y > 0, tenemos que hm e = 0. De esta manera
A

podemos aplicar el Teorema de Convergenc:a Dominada. con lo cual vamos
a obtener que para toda z,A,t > 0 se cumple

o { ~ = Jim w0} = A, 0] (33)
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Por la hipdtesis (r) sabemos que existe zg, to > 0 tal que B, {20, {0}) < 1,
de donde vemos que

exp{ - :qulLri v,b,n()\)} <1

i =1 X0 lim ngu(/\) <0
Aton

=4 lim trf)to()\) >0
A—too

Esto muestra que Py (x,{0}) < 1 para cualquier z > 0.
Ahora sea r > 0 de tal manera que v > fp y 3 = r — £y, entonces

Pz, {0}) = [° Py (i, {0})Ps(z, du)

como sabemos que Py {u,{0}) < 1 para cualquier u > 0, concluimos que
Pz, {0}) <1 para toda r > tq.

8i 0 < r < tg podemos afirmar que existe n tal que (1g/r) < r; basia ver
que Py (z,{0}) < 1 para una x > 0, va que por consecuencia tendremos que

vale parx‘ra toda x > 0 v por un razonamiento anilogo al anterior obtendremos
que P (z,{0}) < 1.
Por definicién tenemos que

P, (x.{0}) = jom Plg(u,{()})}"ﬁ,;;m(m,du) <1

Supongamos que Py (u, {0}) = 1 para toda u > 0, en consecuencia ten-

driamos que P, (1. {D}’)‘ = 1, lo cual contradice nuesira hipdtesis. Por lo
tanto Py (z.{0}) < 1 para una z > 0.

Es asi como hemos probade que Pz, {0}) < 1 para toda {,z > 0. Para
mostrar que P {0.{0}) =1 basta sustituir = 0 en la relacién (3.3).
n

Sea Co = { £ :[0.50) R| lim f(z) = o}
Teorema 3.3.1. Si {F(z, E)}ipo es une C.B. funcién , el operador
L1 = [ 1) Pedy)

define un semigrupo de contraccin en el espacio Cy, es decir, si f € Cy
entonces Tyf € Co.
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DEMOSTRACION. Primero vamos a ver que T;f define un semigrupo de
contraccion, o sea que tlene que cumplir con

N < IfII-

Nosotros sabemos que
msen = [ e )
” P(z,d
< [ lwleted

< [ TP )
< 1Y)

Ahora si al lado izquierdo de la ecuacién le aplicamos el supremo sobre
las r € [0.o0), tenemos

{TA < LA

esto afirma que es un semigrupo de contraccion.

Ahora solamente es necesario mostrar que T} “vive™ en el espacio (. Si
f(z)es de la forma f(z) = e™**, T; f{z) es una funcién continua en r, ya que
el lado derecho de {3.1) es continua ep .

Por ¢l teorema de continuidad para la transformada de Laplace-Stielges,
es claro que T, f{z) es continua en x para toda f € Co.

Lo finico que nos hace falta ver es que

lim T f(z) = 0.
Pt Jea]
Por el Lema 3.3.) tenemos que #,{A) > 0§ para cada } > 0, entonces cuan-
do z tiende a infinito la transformada de Laplace de P{z,-) tiende a cero
para A > 0. Esto implica que la medida Fy(z, ) tiene su masa en infinito, en

consecuencia tenemos que T;f(z) tienda a cero.
|

Teorema 3.3.2. Una C.B. funcidn es estocdsticamente continua.
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DEMOSTRACION. Vamos a entender por continuidad estocastica® que para
cada 7, la medida Fi(r,-) converge débilmente a una unidad de masa en z
cuando t tiende a 0F. Vamos a empezar con la observacién de que, por la
propiedad (i), la funcién

o= [ utee) [ wPaz)

es medible en t > 0 para cualquier medida de Borel finita g en {0, 00) y cual-
quier f € Co. Esto es equivalente a la afirmacién de que el semigrupo {7} }:p0
es medible débilmente’. Un resultado conocido es €l de que la medibilidad
débil implica que {T;}r>0 es en efecto fuertemente continua® para ¢ > 0.

Fijandonos en el caso f(x) = e¢™**, X > 0, la continuidad fuerte implica
que Ja funcién ¢,()) es continua en ¢ > 0 para cada A fijo. Usando la relacion
{3.2) vemos que esto se puede escribir como

Jim dali(N) = ¢
para cada ¢t > 0, A > 0. En otra palabras
iy ) =

para cada nimero u el cual puede ser representado como 1,(A) para alguna
¢ v para alguna X. Pero por la ecuacion (3.1) y por el Lema 3.3.1 el conjunto
formado por los valores de u contiene algin intervalo [0, ¢], a > 0. De esta
manera para cada T v cada A € {8, ¢], la transformada de Laplace de Pi(x,-)
converge a ¢~* cuando k tiende a 0%, entonces aplicando el teorema de con-

tinuidad tenemos la conclusidn a la cual se querfa llegar. -

Mostrando que una C.B. funcidn es estocasticamente continua y que ma-
pea el espacio de la funciones continua en {§,00) ¥ que se van a cero en
infinito, en el mismo, entonces afirmamos gue es un proceso de Markov fuer-
te.

3Ver apéndice A
*Ver apéndice A
SLa definicién de continuidad fuerte v el teorema se encyentran en el apéndice A
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3.4 Los Momentos del C.B. Proceso

Los mormentos se van a obtener a través de las ecuaciones {3.1) y (3.2},
si es que existen.

Proposicién 3.4.1. 5f el primer y segundo momento eristen enlonces

E.[Z()] = E[Z(1)|2(0) = ¥] = z¢*'

3xt sta=10

Sp(e?t — ') sia#£0

Var [Z(8)] = Varl{Z()]|Z(0) = z] = {

DEMOSTRACION. Lo primero que vamos a observar es que ¢,(0) = 0, que es,,
una consecuencia directa de la ecuacién (3.1). '

Si derivamos a la ecuacién (3.1) con respecto a A. lo cual es permisible
va que el nuevo integrando es continuo ¥ acotado, tenemos

o
[ ye MRz, dy) = auiN)e v
0

donde () significa la derivada con respecto a A y si evaluamos cuando
A = (0 vemos

[ vpdnan) = st = weiion)
Ahora si derivamos a la ecuacién (3.2} con respecto a A, tenemos
Pip(X) = (s (ANUL(A)
y si A = (, entonces
Y1 (0F) = (0% ) (0%)

de esta manera si ¥}{0%) es finito, tiene que ser de la forma e*' donde a es
una constante. Como resultado tenemos

/ ” yPz,dy) = e (3.4)

0
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¥ por tanto
E.[Z(t)] = ze™.

Ef segundo momento se puede obtener de una manera similar, si es que
este existe. Si a la ecuacién (3.2) la derivamos dos veces con respecto a A
tenernos

o (A) = BN B N]* + Bl ONEr)
y si A = 0, entonces
Ua{0F) = (0+)e* + ¢ (07 )e (3.5)

Sia = 0 la ecuacién {3.5) tiene una solucién de la forma ¥{0%) = g¢,
por ser lineal en £, donde 3 es una constante; ya que dicha ecuacion se reduce
a

Uiho(07) = $7(0%) -+ ¢ (0%)

St a # 0 observaremos que si intercambiamos a 8 v a ¢ en la ecuacidn
(3.5) tenemos

‘Lﬂ:(O‘f' )6201 + 1,1?:'(0-" )cas o ¢;r(0+ )6203 + ¢;I(0+)ea2
¥ si agrupamos. vemos que
B0 Ne™ — ) = 0% (et — )

Si ahora tomamos a 5 = 1, entonces

Hyot ;'(0+) 2at 4
. at ¢
IJ)I(O )""_ea_e?a[e € ]
< oa o {0t . ..
yvsif= .7 esta 1ltima ecwacidn se nos reduce a

:f(0+) - __g[e?m _ e“t].

Derivando 2 la ecuacion (3.1} dos veces con respecto a A, lo cual es per-
misible ya que el nuevo integrando es continuo y acotado; tenemos

f y'e M Pi(e, dy) = [2j(A)] e - zy(A)esH )

0
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evaluando en A = (, vemnos que
| vpad) = [muion)” - =i0%)
0

De esta manera obtenemos la siguiente relacién
oo x? 4+ Pt sia=0
2P (2, dy) = { " 3.6
£ Yy 1(11’2 y) {r262a£ + g:r(em:t _ eat) s __,f__ 0 ( )
Y como la Var,[Z(1)] = B [Z(t)?] - (IEI[Z(t)])Q. entonces
Var [ Z(t)] = {g“ sta=0

Sr(e?f— e} sia#£0

De esta manera se ha demostrado la proposicién. n

3.5 El C.B. Proceso como Proceso de Difu-
sién.
Para ver que este C.B. proceso es un proceso de difusidn, primero tenemos
que ver que se cumple el siguiente Lema.

Lema 3.5.1. 5i se satisfacen las ecuaciones (3.4) y (3.6}, entonces las si-
qutenies relaciones se cumplen

1

i [ - 2P d) =z ()
Y

nml/m(y—x)fp,(x,dy) - Bz (3.8)

=01 J,

DEMOSTRACION. Para la ecuacién (3.7) tenemos

1 f= 1 f=
[ w-orwan =} ["vpea -2
0 0

ze* —
t
et —1
=z

t
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al aplicar el limite cuando ¢ tiende a cero. claramente vernos que la relacién
se cumple, ya que

. ent — 1
lim
=0

=a
Esto prueba la relacion {3.7).
Para la ecuacién (3.8) tenemos

1 1 [
[ w-erpedn =5 [ -2 2R
o s}

1 = 2 [ x?
= —f Y Pz, dy) - ——/ yPi(z.dy) + —
t fo t f, t
oo D p2eot L. 2
=3 [ R -
t Jo t

Sta=0

™~ 2 ¥t —2 2 2 i
“i*/ (y — 2)*Pu(z, dy) = = e =x%—*—*r3
0

t
Sia#0

1 oo Tletat + Ex(e‘lo! — ot — Qr2ent +I2
[ orpiean - T
2:2 (eat - 1)2 I,B eo!(em - 1)

t « t

al aplicar el limite cuando ¢ tiende a cero, claramente vemos que la relacién
se cumple, va que

ot _ 132 atf  of _
PP Calleal) NPT I R Gl ) SO
140 i 10 1
Esto prueba la relacién (3.8). =

Este resultado nos hace pensar que si Z{t) es un Proceso de Difusién
entonces az y Az van a ser los coeficientes de difusidn correspondientes, y
que la ecuacién backward de Kolmogorov que satisface Z(t) es

9 Gz =p P Gz 9 (2,2 3.9
20z ) = Pz Wiz, ) + oa g Wz, ). (39)
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Entonces si la C.B. funcién {Fi(z, E)}i»0 es la probabilidad de transicién
de un proceso de difusién, va a existir uno con la ecuacién backward de
Kolmogorov ya descrita. Este resultado se puede encontrar en los articulos
de Lamperti.

De esta manera el exponente de Laplace %,{}) queda determinado por

A
st =10
BtA
'[jrt(/\) = aea! # 0
st @
JA al I
1- E(i - C )
Veamoslo:
Sea U(2. 0} = e‘z"’"(“), la cual satisface la relacién (3.9}. Donde
i‘l’r(x,)\) = A;{s,(/\)g'x'ﬂf’t('\)
8z

32

é

-)f‘IJ,(I, ,\.:.' =
dz2

d

a
= . — et —zy{d)
SN = g Ae

De esta manera, la relacion {3.9) nos queda

7] _ Bz 2 _. s
—r gt N)em N = S5 (0 (1) e — azg(Ae
st o # 0.
Si multiplicamos por e~*¥{*y dividimos por z en ambos lados de la igual-
dad vemos que dicha ecuacién nos queda

d B
—5 ) = 5(8) - and)
y si fijamos a A en la ecuacién diferencial parcial vamos a tener una ecuacion
diferencial ordinaria, la cual nos queda

d

B 2
—aztﬁt('\) = '2—(‘4’:()\)) — ath(A).
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Para resolver esta ecuacién diferencial primero vamos a pasar a of,(A) al
lado izquierdo de la ecuacién y después vamos a dividir por (11;;()‘))2 toda la
igualdad. Luego a toda la igualdad la vamos a multiplicar por una funcién
p(t) donde p(0) = 1, de esta manera dicha ecuacién nos queda

st Ja, 0, 0 B
[(¢¢(A))2]d‘¢t(A)+ 50) 5

Claramente se ve que esta 1iltima ecuacién es lo mismo que

df uw) _ Bult)
4 (2) . "

donde

d
A = ap(t)
entonces

)

:((i) =adt & In |,u(t)| =at & p(t)=

de esta manera la ecuacién (3.10) nos queda

de\ Ay /2

entonces
eari ﬁ ! oy _ 16 at
oy A 2/; e*¥dy O[(e 1)
es asi que
Eut _ g ot 1
) " 2a DS

de aqui claramente se ve que

/\ent

g

’1[’:()\) = 5
1- 55(1 — e)
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Abora si a = 0 tenemos que ta relacién { 3.9) se reduce a
d Ji] 2
- ) = 50N

v si dividimos por (¢(A))” en ambos lados de esta tltima ecuacidn, tenemos

dyu(A) _ B

(B 2

e integrando en ambos lados tenemos

df

-

|
S"""-:
ul‘"‘
o,
&
Il
Mo @
D&-\)‘
(=9
wz

de aqui claramente se ve que

A

A
2

z,’),(A) =

De esta manera el exponente de Laplace queda determinado.
Ahora vamos a ver que se cumple la relacion (3.2).

Sea
A . 0
— s =
|, Bt ) e
Yras(A) = Aez(rw} .
| ﬁA 1 o{t+s) e # °
- é;( € )
Por otro lado tenemos que st o = 0 entonces
A
P,(t) 1482
Pe(¥(2)) =
= g (.
2 2
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A
b,(t 1.4 82 A
pin0) = —20___ ey
Btp,fr) 1+ 2 Bt + 2)A
14 14—
2 1+ ﬁzL" 2
y si ¢ # () tenemos
Pa(A)et
Bipa() = ——)
1-— M(l _ eot)
2ax
Ae”® o
—_——
_ 1 —E3(1 - eo)
- Aeo®
_ BA(1 _ pas
1_ 1 20(1 € )ﬁ{l_eot)
2c
1
/\.cot(l-i-a)
B 1 B2 — ee9)
’8,\ Pl )
1 — | —_——_—_— . 1 — arl
2a(1-§_:(1 — &) (1 =)
/\eo{(s-{»:)
d)t(u‘)’(‘x)) - 1 ,@A 1 as }6/\ as l al
_2a( ~e J—W (1 —ex)
AGQ("“)
_ D] — polstt)
1 20(1 e )

de esta manera hemos visto que dicha relacién si se cumple.

3.6 Probabilidad de Extincion

Primero vamos a notar que la transformada de Laplace de un C.B. proceso
es equivalente a

E. [ e-xzm] = Tl
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entonces tenemos que
PA2() =0)+ [ Pz, dy) = e
ot
donde P.(Z(t) = 0) = Pi(z, {0}), de esta manera

.2 = 0) = exp { —2 fim (1)}

Pero como Z(t) es un proceso de difusion que satisface la ecuacién
backward de Kolmogorov tenemos que

Pz, (0)) = =] - 7, em

exp { —chi‘—} sia#0
B(1 —e)

Ya que si @ = 0, entonces

1 2

= lim ——— = =

fy =8 It rmee 1 Bt Bt
—+a0 - 1+,6 a0 3 A

2 A2

y st a #£ 0, tenemos
. . Aent
)=

o) BA
— _- pat
1 55(1 e )

Definicién 3.8.1. La probabilidad de extincion de un C.B. proceso esta dada
por

7{z) = P(Z(t) = 0 para alguna t).
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Entonces n{z) no ¢s mas que
a(e) = Jim By(z, {0})

de esta manera s1 « = (, tenemos

1(2) = i P, 10) = oxp{ fim =

Para a < {, tomamos a = —¢, donde ¢ > 0 es una constante
_ . —2xce™ | _ iim 2zc
nz) =exp | im gy g =Py TR A(Z 1)

_ fim —22¢ |y
= exp _t:*r?oﬁ(e“—l) -

ysia>0
) ) 2oz e®
n(z) = lim Fi(z,{0}) = exp { Jim m}
= {1 ey} = o { - 55}
TP SR B T TP T 8
Entonces

1 sia<0
n(z) = exp{—»z—gi} sia>0

3.7 EIlC.B. Proceso éomo Proceso Limite

3.7.1 Distribuciones Limite

Primero vamos a definir 2 Z = {Z,}a»0 un Proceso de Ramificacdn de
Galton-Watson con distribucién {p;}izo. Nuestro propésito es el de realizar
un andlisis detallado de las distribuciones limite para Z, donde el estado
inicial Z; se va a infinito conforme el mimero de generaciones va aumentando.
Dichas distribuciones se van a encontrar para ciertas sucesiones {an}lnzo ¥
{bn > 0}np0 de mimeros reales y una sucesién de enteros positivos {cn}nz0s
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esta iltima se va a infinito conforme n crece. De esta manera nuestro estudio
va a estar centrado en la existencia de

. YA
JE&"{T se

en el sentido usual de convergencia débil de funciones de distribucién.
Analizar las clases de distribuciones G(z) y las condiciones sobre {p;}:»0
¥ {¢n}uz0, bajo las cuales obtendremos una distribucidn en particular, es un
problema complicado y lejos de ser resuelto por completo.
St {pi}iro tiene varianza finita este problema se resuelve por completo,
mientras que en el caso de varianza infinita el problema se complica y sélo
se resuelve en algunos casos.

Zo= c,,} = G(z) (3.11)

Varianza Finita

Sea p < oo la media del nimero de descendientes por individuo y sea
f(s) la funcién generadora de {p;}:0.

Primero vamos a estudiar el caso en que u > 1, para ello necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 3.7.1. Sea {Fu(z)}apo una sucesidn de funciones de distribucion, las
cuales convergen a una funcidn de distribucion no degenerada F(z) y ademds
supongamos que &l seqgundo momento de F, converge a F, suponiendo que
son finitos. Sea {en}npo una sucesidn de enteros positives que se van a infi-
nito cuando n tiende o infinito ¥, {@n}n>o ¥ {ba > 0}npo dos suceciones de
nimeros reales, tal que

Jim F™)(buz + auca) = &(z) (5.12)

para tode z, donde O(z) es la distribucién de una normal estandar,

La notacién G*"(z), donde G es una funcién de distribucién, significa la
n-ésima convolucidn de (G consigo misma.

DEMOSTRACION. Escojamos a e, como la media de la dxstnbucnon Foy
sea b, = c,Var(F,). Lo primero que veremos es que Fires (b,.:: + anca) s
una distribucién con media cero y varianza unitaria.

Para ver que dicha distribucién tiene media cero, primero vamos a reali-
zar €l siguiente calculo. -
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SeaY =6, X +ane,yZ = Z Y, si definimos a la funcién caracteristi-

ca de Z por pz(t) = Ele*?] es claro que pz(t} = (py(t))™ y derivando
obtenemos

Ed‘s%(t_) = cn(SOY(t))(c"-”d(P;t(t)

Si t = 0 vamos a tener que B[Z] = ¢ a. ya que E[Y] = a,,.
De esta manera

— 3uyCh

E.{X]= ﬂmdFi"°"’(bnz+an%)=/zay

1 [
= 2 | paptenlpyy - S0t
bﬂfRyFn W) -52=0

£

dFE(y)

Para que dicha distribucidn tiene varianza unitaria, primero tenemos que
calcular E{Z?), entonces

2 2 2
Lol _ e~ 1) (1) (dw:l;(f)) + () Lertd)

y sl t = 0, tenemos que
B2
B2') = nlen — Dlan)" + n( 2 +.63) = A+
Entonces

Var,[X) = [R 22dFEm) (b + anen) = /R ¥ - 2yag;n +alcd dFE=)(y)

=l/ yrdFr(y) - 2ncn de‘*""( )+ 22 s
B Jr B

n

n
_ad+B_id ad
b, b% b,
Para continuar con la demostracién es necesario utilizar el Teorema del
Limite Central para sucesiones dobles, cuya prueba omitiremos.
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Teorema 3.7.1.-Sea {£;}7., tna sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes y sea Fy(z) la distribucion de &. De tal manera que la funcidn de
distribucidn de la suma normalizade, dada por

0, =zl BEl g B2 - Fvar
n =1
converge a una distribucidn normal estandar: si se satisface la condicidn de
Linderberg
1 n
—8—22/ 2 dF(x+ E&]) — 0 evando n o oo
i=1 J|z|>¢Bn

n

para toda € > 0.

De este teorema vemos que

itm c,,/ 22 dF,(bx +a,) =0
j=l>e

n-3o0

es una condicién necesaria y suficiente para que se satisfaga (3.12). Pero
C 1
cn/ T dF,(baz + a,) = %f y A Fa{y + an)
Jz)>e bn > bne

¥ (enfbs) = {(Var(F,))"!. Entonces es suficiente ver que Var(F,} esta aco-
tada, lejos del cero y ademis

%;1[ vidfi{y+a,)—0 cuande n-— o0
n o yl>bne
para cada € > 0.

La primera de estas condiciones es inmediata, ya que st Var(F,) — 0
implicaria que el limite F seria una funcién de distribucién degenerada. Por
la convergencia del segundo momento vamos a tener que a, — « (¢ [a media
de F'); y ademds b, — oc cuando ¢, — oo y que la Var{F,) esta acotada.

Para n suficientemente grande tenemos

2M
f YdF(y +e.) £ f Y dFu(y + an) — [ vdF,(y + a,)
el>bne R —2M

M
- z - u—ay)? u
< jR (14 — an)?dFy(u) /_ M( n) dFu(u)
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donde M es cualquier constante mayor a a. Si £ M son puntos de continuidad
de F(z), podemos pasar al limite cuando n tiende a infinito y usar la hipdtesis
para obtener

M
lim sup[ Y dF,(y 4+ a.) € Var(F) — [ (1t = an 2 dFo(u)
n—+od Sy sbue M

la cual es arbifrariamente pequenia si M se escoge muy grande.

Teorema 3.7.2. Supongamos que g > 1 y Varlp;] = 6 < 0. Sea {cz}nzo

cualquier sucesidn de enteros positivos que tienda a infinito {evandon -+ oo).
Entonces

Zn'_ " n
lim P(——b“—c— <z|Zo = cn) = ®(z) (3.13)

donde b, ~ p*\feno(p? — g} 1. _

DEMOSTRACION. Sea

Fa(z)= !P(-E:% <zlZy= 1)

De un resultado muy conocido sobre convergencia de martingalas tenemos
que para Zy = 1, la martingala {Z,/u" }aye converge en media coadritica
a una variable aleatoria Z, en consecuencia tenemos que Fn(z) satisface las
hipadtesis del lema que acabamos de demostrar. Ademds por fa definicién de
Proceso de Ramificacién vemos que si Zgy = ¢, la funcién de distribucién de
Z. {con Zy = 1} tiene el efecto de canvolucionarse con ella misma ¢, veces.

Por lo tanto (3.12) toma la forma {3.13) en este caso.

u
En esta caso existe una distribucion limite cuando ¢, converge a ¢, y es
exactamente la e-ésima potencia de la distribucion de Z. Claro, solamente
cuando ¢, - co obtendremos una distribucion limite infinitamente divisible.
Regresando al casc en el que ¢ < 1 y ¢? < oo, vamos necesitar las
siguiente afirmaciones

i) Sea c una constante positiva, tenemos que

P{Z, # 0|2 = 1) ~ eu®
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ii} Y que se satisface que

im P(Z,=j|Zg=1,Z. #0)= f; donde S =1t
LEL S =1

Teorema 3.7.3. Si ¢, ~dy™, d > 0, entonces
I'Lm P{Zn = §|Zo = cu) = g; para  j >0, (3.14)
o

donde {g;};>0 es la distribucidn con funcidn generadora
o o ,
Y. gjxl = es/2)-1) donde  f(z)=Y fiz'. {3.15)
i=0 i=1

8i en cambio tenemos que cop™ se va a infinito, la ecuacion (2.13) se satisface
con b, ~ [eau”0?f(un — p2)]7, y como resultado obtenemos una distribucidn
limite normal. Estas son la dnicas posibilidades para limites no degenerados.

El caso en que # = 1 es muy parecido al anterior. En este caso utilizamos
los siguientes resultados

2
P(Z,#0|Zg = 1) ~ ~ (3.16)
aF n
. Zy . —22 _
ImP| —=<2(Z=1,Z,#0) =1—-¢=% (3.17)
T 0 ki3

o3
Dichos resultados se satisfacen bajo la hipctesis de que Y i%p; < oo.
i=0

Teorema 3.7.4. Supongamos que =1 y que la Var[p] < oo. Sie, ~ dn,
d > 0, entonces

im P(é <z
n—oo n

Zo = c,,) = G(z)

eziste, donde

P o 2d)
[o e dG(a:)—exp{————*az(A_i_waz)}

St en cambio ¢, fn —+ oo, la ecuacidn (8.13) se satisface con b, ~ o /ncy; 1o
existen otras distribuciones limites ezcepto las distribuciones degeneradas.

Las demostraciones de estos iiltimos dos teoremas las podemos encontrar
en el articulo de Lamperti [12].
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Varianza Infinita

Aqui vamos a considerar los casos en que g > 1y 0 = oo. Seria muy
natural pensar en utilizar los teoremas limites generales para sumas de va-
riables aleatorias independientes de una manera analoga al lema 3.7.1, pero
no parece sencillo llevarlo a cabo. En cambio vamos a ver un método que nos
va a permitir identificar distribuciones limite no-normales, pero anies vamos
a necesitar las siguientes definiciones.

Definicién 3.7.1. Sea ¥ una variable aleatoria. Denotaremos por Pr su
distribucion y a su funcidn caracteristica por or. Se dice que es estable si
para cualquier n € N ezisten constantes a, > 0, by, € R y variables aleatorias
independientes £, £2,. .. ,&n, con la misma distribucion de T tales que

anT+bn=€l+52+"'+£n

o equivaleniemente N

PT(I — b“) =Pr(z) -+ * Pr{z)

Gy

o bien

(w(A)" = (p(anr))e™

Si T converge en distribucidn, cuando n se va e infinito, a una funcién de
distribucidn V(z), entonces decimos que P1{(z) atraids a V{(z). El total de
funciones de distribucién atraidas a V{z) es Hamado el dominio de atraccidn

de la ley V{x).

Definicién 3.7.2. Vamos a decir gue P7{x) pertenence al dominio de atrac-
cidn parcial de la distribucidn V(z), si ezisle una subsucesion ny <€ ng <
co- <y < -+ tal que la funcidn de distribucidn de las sumas de £, conver-
ge a V(z) para ciertas constantes que se escogen de manera convenienie aq
ya, >0

Sip>1yo? = oo, el limite de Z,/u™ cuando n se va 2 infinito existe
por el Teorema de Convergencia de la Martingala y la llamaremos Z. Sea
F(z) = P(Z < z) es su funcién de distribucién. El método para identificar
distribuciones limites esta basado en este teorema



94 ] El C.B. Proceso

Teorema 3.7.5. Si G(z) es una funcidn de distribucidn que contiene a F(x)
en su dominio de afraccién parcial, enfonces G(z) es un posible limite; esto
significa que eristen sucesiones de constantes para las cuales se satisface la
ecuacion (3.11)

La demostracién a este teorema la podemos ver en {12].

Para aplicar este resultado, es necesario determinar las leyes a las cua-
les F(z) es parcialmente atraida. Como F(z) no la conocemos de manera
explicita, esto parece ser muy dificil en general. De cualquier modo, existe
una situacidén que se puede trabajar, v el resultade es de un gran interes,
peroc antes de mencionar el resultado vamos a definir que es un dominio de
atraccion normal.

Definicién 3.7.3. Decimos que la ley de Pr{z} pertenece al dominio de
atraccion normal de lo ley V(x), si pare alguna a > o y alguna b, la si-
guiente relacidn se satisface:

lim P(—i— ;)jlg,- b < :c) = Viz)

n—too anlfe
donde a es esl exponente caracteristico de la ley V(z}.

Teorema 3.7.6. La distribucidn F(z) esta en el dominio de afraccion nor-
mal de una ley estable con indice 1 < o < 2 51 y sélo si la distribucion {p;}
pertenece af mismo dominio de afraccidn.

La demostracién a este teorema la podemos encontrar en [13].

Corolario 3.7.1. 5i un Proceso de Ramificacién de Galton- Walson tiene
g > 1y {p:} es normalmente atraide ¢ una ley estable en particular, entonces
existen constantes an, by, c, para las cuales la ecuacidn (3.11) se safisface.
donde G juega el papel de la ley estable.

DEMOSTRACION. La demosiracion a este corolario es una consecuencia di-

recta de los teoremas que acabamos de mencionar.
|
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3.7.2 Teoremas Limite

Vamos a considerar una sucesidn de procesos {Zt(")} definida de la si-
guiente manera

Z,(') = _‘?M donde Zo=c,
b,

donde para cada r, {Z,} es un proceso de ramificacion de Galton-Watson con
probabilidades {px} ¥ con funcién generadora f(z), y (] es la funcién maximo
entero. Estos pueden depender de r pero no se indica para no complicar la
notacidn.

Nuestra suposicién basica es que existe un proceso estocastico {Z;}, ¢ > 0,
el cual es el limite de {Z''} cuando r tiende a infinito en el sentido de
que las distribuciones conjuntas finito-dimensionales de {Zf')} converge a
las de {Z:}, o de otra manera, esto significa que para cada conjunto finito
O=tog<ti < <ty

lim P(Z) <yor- Z) S ) =P(Zo S0 Za Sw) (318)

en el sentido de convergencia débil de medidas.
Primero vamos a ver el case en que a, = { para toda r.

Teorema 3.7.7. Supongamas que se satisface la relacidn ( 3.18) con a, =0,
¢ = o0 yP(2,=0) <1 para alguna t > 0. Entonces {Z;} es un C.B.
proceso en ¢ sentide de este capitulo.

DEMOSTRACION. De las hipdtesis del teorema podemos considerar la exis-
tencia de la distribucién limite unidimensional.

}Ll‘glo P(Z(q < ybelZo = ) = Gely) paratoda t2>0 (3.19)

Donde Gi(y) = P(Z; < y), de tal manera que para alguna ¢ > 0 no tiene
su masa concentrada en el origen.

Primero vamos a demostrar que el limite, como en ( 3.19), tiene sentido
cuando ¢, es reemplazado por (zc,] donde z es un real positivo distinto de
cero.

Por el hecho de que se satisface la relacién { 3.19), entonces afirmamos
que se cumple la siguiente relacion

A2
Iim E| exp< — 2z = o | = @A {3.20
F= o0 br
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debido a un resultado conocido de qute si una sucesidén de variables aleato-
rias reales {X,} que convergen débilmente a una variable aleatoria real ¥
entonces para toda funcién f : R —+ R continua y acotada tenemos que
Elf(Xa)] — E[f(X)] cuando n tiende a infinito. @,{}) es la transformada de
Laplace-Stieltjes de G;. 7

Comeo sabemos que {Z,,} es un procese de ramificacién de Galton-Watson,

tenemos que
r\Z[,-q
E i
[exp { 5
Entonces

AZf
E[exp{ — —i[i}

ademds sabemos que z¢, — 1 < [z¢.] < z¢,, donde z¢, > 3, entonces

Zy = Cr] = [f[rs](ﬁk%)]cr

)]

Zy = {:rc,l] = [fir:}(e‘r:)]l”']

) —1

[f[--rl(f%)rtv < [f[rtl(e_&)]

donde

< [.f(rq(e*f?)rcr [f{rrl(f’-_f:)]

Zoﬁl]
L
R

AZ,
lim (]E{exp{ it 1} t]}
r=300 b,.
es exactamente

exp { rl_'gg j—;—ln (E[exp { ~ .’Liﬁfl}

r

_A A}
frale™s) = E[exp{ - rb_[ti}

e
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de esta manera aplicando el limite cuando r tiende a infinito en la desigualdad
que tenemos, vemos que

. - zcr . _ [zer] ) _a lEerm1)
i (ol )] ™ < fim (a9 < fim [frate)]
T . _A izcr] T
(X)) < }5& {f{rt](e F:)] < (‘Pt(’\))

es asl COMO VeInos que

tim [fea(e )] = (o)

r—od
para cada = > 0, la distribucién es claramente infinitamente divisible. La
convergencia se satisface cuando z = 0, ademds la convergencia es uniforme
en r para cada A fija.

En nuestro proximo paso vamos a considerar la relacién existente entre

be v Cp. -
De { 3.18) si t = 0, tepemos

}Lf'f)lo P(Z < ybe|Zo = ¢) = Goly)

entonces Zé” = §* tiene como funcién de distribuctén a

F(,-)(y): 0 siy<§f
0 1 siyz §&

lim £ = Goly)
donde

1y <
¢ my=c donde ce il oo
L]

Goly) = {

1 sig>ec

Supongamos que limsup, o, = > ¢, entonces existe una subsucesién
Srp Yoo rk
{§5}i tal que (2 >c

Sea y tal que ¢ < y < & de esta manera afirmamos que Fé'k)(y) =0,
pero

lim F{(y) = Goly) =1
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esto es una contradiccién.
Ahora supongamos que lim inf,, . £ < ¢, entonces existe una subsucesion
{72}52 tal que = < ¢
Sea y tal que Ef:- < y < ¢ de esta manera afirmamos que Fgrk)(y) =1,
pero
lim F3"™{y) = Goly) = 0
k—oo

esto es una contradiccion.
Es asi como afirmamos que

lim = =c donde c€i0,oc}
00

Ahora demostraremos que ¢ es estrictamente positiva, al menos de que se
contradiga la hipdtesis de que P(Z; = 0) < 1 para alguna ¢ > 0.

Tomamos una ¢ > 0 tal que G4(07) < 1; en consecuencia ()] < 1 para
tada A > 0. Por ( 3.20) v por la propiedad de Markov de {Z,} nosotros
podemos escribir

Zo = cr}

Az,
oo = }iszE[exp{ -2
AZ, AZry,
Eexp —'—'['—ﬂ Z(]=C,- :EEexp 4‘_2E__£l
by b,
oo X .
_—.] ]if.[exp{——-——zbr2 t}}
1] r
e A
[l
0 L

Entonces
. i Az,
ex(M) = lim f E[exp{- b{"}
(3.21)

Para continuar con la demostracidn es necesario demostrar el siguiente
lema

v

L] = ycr]

ZQ = Cr]

Ziy = ych dP(Ziq < 6 y|Zo = c/)

Zy= ycr} dP (Zpy < ey} Zo = ¢}

Zy = yc,-] dP(Z;q < crylZo = <)
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Lema 3.7.2. §5iY¥,,Y : [a,b] — R variables aleatorias y ‘Yn(w)-—}’(w)( <€
pare tode w € [a,b) y ¢ > 0 {ie. Y, ENY enfa b)) Yosi(pa)22, es una
familia de medidas positivas acotada en [a,b], pa(la,b]) < ¢ para todan € N
y ademds eziste

b
L=1tim | Ydu,
n-—toc

entonces

] b
lim { Y.dp, = lim -[ Ydu,
n—oo a

el fo

DEMOSTRACION. Por demostrar que para toda € > 0 existe una N € N tal

que para todan = N
b
f Yody, — Ll <€

Por hipétesis tenemos que para toda € > 0 existe una M € N tal que para
todan > M
5 €
l [ Ydp, — L! <=
A 2
entonces

b b b L]
! / Yndyn-LIz [ Yadun = [ Yeno | Yd.un—L1
b b b
<\ [ Vdin [ Y / Ydun—L‘
b b
<| [ Yadn - f 2

pero sabemos que Y, converge uniformemente a Y, entonces para toda ¢ > 0
existe una Np € N tal que para toda n > Np

+

-+

|Yn—-Y| <€
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donde ¢ = I, de esta manera para toda n > (M V Np) tenemos

& b b
/ Yodun ~ L [ Yaditn / Yy

b
€ €
< — f dg, + =
20[, #+2
< €

< +

ha{ ™

Es asi como el lema queda demostrade.
[ |

De la relacién ( 3.21) ¥ por este lema que acabamaos de demostrar, tenemos

(pgt{f‘\) = rl—l-g?o / (@t)ydP(Z[ra] < yCr}Zo = C,-)

= lim E[exp {MH% = c,.]

r—+00 Cr

En otras palabras, la transformada de Laplace de la variable aleatoria
—Zg—'l, dado Zy = ¢, tiene limite para cada § de la forma d = —In |99,()‘)]. Por
que estos valores llenan al intervaio [0, €] (aqui se utiliza la no degeneracién
de (), la distribucidn de Eg—'l tiene que ser convergente por el teorema de
continuidad de la transformada de Laplace,

; .7, e
Ahora sabemos que la variable aleatoria —ﬁ;ﬂ converge débilmente a una

variable aleatoria X, y ﬁb:—‘l converge débilmente a una variable aleatoria Z;,
donde P(Z; =0) # 1.
Supongamos que

entonces para toda o > ¢ existe un ro tal que para toda r > ry

e
<~ <a
Fbr

Sea M > 0, ¢ > 0y z fija, tal que > M, existe un R, tal que para toda
r> Ry
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entonces

Fx,(z)

1!
i5

-]
VS
o B

[V

3]
N’

; pero como es para toda ¢ > 0, tenemos
| Fy,(z) € Gf{07) <1
; y al aplicar el limite cuando z tiende a infinito, vemos que
{ Hm Fx (z} <1
z-yo0

por lo tanto esto es una contradiccién, ya se habia supuesto que Fy, es una
{funcién de distribuccidn, entonces

lim = #0
r-+o0 by
Ahora tenemos que
lim P(Z € b1 = [b]) = Pz, 0.3)) (3.22)

y demostraremos que F; (o mejor dicho, la extensidn de F; es una medida)
es una C.B. funcidén, y que la distribucién conjunta la cual esta genera, to-
mando a ¢ como el estado inicial, son aguellas del proceso limite {Z,}. Las
propiedades (i}, (i) y {v) de la deficién de C.B. funcién son evidentes, lo
que hace falta es ver que las propiedades (i) y (iv) se cumplen.

Por la relacidn ( 3.22) podemos obtener

lim E[e}(p{ - )‘—‘i'—“}jzo = [z:b,.]} = (@ N)* (3.23)

o0
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Veamoslo.
Sabemos que :r:a..%:- ~1<{zb] < .rcri:f, para :r:c,-%{- > 3y z fija, entonces

Age be - x NP
feale8)F < firg(e ) < frglemtr)y™ s

Es suficiente ver que -

fim E{EXP{ ~ 5—?5&}'2(; mbr} = Jim Frogle &)

. br A\ rer
= exp { rlg}:o ;—T In (f],.q(e‘b, )r )}

)

= ()

con esto queda demostrado dicho limite.
Con esta relacién podemos definir a ¢,()) si tomamos que

(#’t(/\)) I ema(d)

entonces
W) = =2 lo ()

de esta manera la propiedad (iv) es evidente, por el hecho de que aparece [a
z en la exponencial,

Por Gltimo hay que demostrar que P, satisface la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov y que la ley bidimensional de {Z,} son aquellas generadas por
P,. Para demostrar esto, es necesario utilizar la transformada de Laplace y
es suficiente mostrar que se satisface

E[C—AZ;-EZHJ] = f / e—/\uP‘(c, du)e—-JuP’(u, d‘l)) (324)
o Jo
pero sabemos que

o0
o
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entonces vamos a obtener

[ / e P(c,du)e™ P,(u, dv) = _/ / €% P, (u, dv) P(c, du)

- [ ~Mng-wr P (¢, du)
]

[e=]

=f e~ @ p (o du)
)

= b AFYS))

Si hacemos a A tender a cero tenemos
E[etZu4) = emde(da(8)

que es la transformada de la ecuacion de Chapman-Keolmogorov.
Para demostrar la relacién ( 3.24) tenemos que por el hecho de que el
lim £ = ¢, el lado izquierdo de dicha reﬁac;on se puede escribir como

oo
by 87
Efe=-5%] — fim E{exp{ - MH Zo = cb,}

r—too by

¥ nucvamente podemos expresar a dicha esperanza. de la siguiente manera

E[exp { _ A2+ 82y }

b,

A
= E[E[exp { - M_bf_zﬂﬁ.‘l]}lz[rt] am g;b,}

w0 AZin + 8 Z0s
= f E[exp{ - *—Lﬂibﬂ—)l}lzgrq = Ibr} AP (Zpy < zby|Zp = cb,)
0 r

s Azb, + 621 0i1s
= f E[exp{ — —E—»i—g-v—[—(—f—tﬂ}|2(n] = Ib,-] dP(Z[,-[] < zb\Zg = o)
o 'y

= 82 (145
= f e-le[exp{ - .%M}'Z[”] - xbr:! dP(ZI"‘] < ;);b'.IZO = cb,.)
0 r

= f e'*”E[exp{ - -——-—52{"]}
o b,

ZD = Cb,-] =

ZO = Cbr]

ZQ = -'L'b,] d]})(z[rt} S mbrlZD = Cbr)
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Argumentando comeo antes, vemos que podemos reemplazar el integrando
por su limite, entonces

8 Zir(14s
lim E[exp{ _ Mﬂ}lzo =cer =

Froo b,

” 87,
= lim / e'”E{eXP{ - —#}IZO = rbr] dP(Z,q < wb,|Zy = cb,}
L Lo o] 0 '3

ol
= lim e—lrenr‘b'('s)dﬁ”(zirt] < ab 2y = ¢b,)

00 o

= / e TSP (7, < )
0

(=]
f e =4 P(c, dx)
0
= e (Val8)42)

- E[ﬁ_.\z.msz,h}

Esto completa la demostracion. n
St pasamos a la hipdtesis de que a, # 0, es evidente que si - tiende a

un limite finito estamos ain en la situacion ya descrita, y el proceso va a ser
snmplemente un G.B. proceso trasladado.

Pero si ahora consideramos que £ tiende a infinito entonces vamos a tener
un procesoc con incrementos mdependlentes y estacionarios.

Teorema 3.7.8. Supongamos que la relacion ( 3.18) se satisface donde aho-
ra 3= tiende a infinito cuando r tiende a infinito. Entonces {Z,} es un proceso
con incrementos independientes y estacionarios o un Proceso de Lévy.

DEMOSTRACION. De las hipdtesis tenemos que en particular que el limite
débil

lim P(Ziq — ar < bl %o = ) = Hily) (3.25)

existe para cada t > 0 con H,{y) = P{Z; < y) una funcién de distribucién en
donde $* tiende 2 infinito.
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Primero vamos a considerar la relacién que hay entre ¢, — ar ¥ by
Si en la relacién ( 3.25) consideramos que ¢ = 0, entonces vemos que

lim P(Zy - @ < ybilZa = &) = Holy)

en donde Zér) = -2 tiene como funcidn de distribucion

(,)() 0 SiJ(SL:G—'
v 1 siy> &5

y esta funcién de distribucién converge débilmente a una funcién de distri-
bucién Hy(y), donde

0 siy<ec
Ho(y)={ .

1 ssy>c¢

Supongamos que limsup, ., “53° > ¢ entonces existe uns subsucesion
.

(eazoh | tal que THTSE > ¢
Sea y tal que ¢ < y < Sk por lo tanto Fi*(y) = 0.
Pero por otro lado tenemos gue

H rk — _
Jim FgM(y) = Holy) =1

esto es una contradiccion.
Abora supongamos que liminf, 4, 5= < c entonces existe una subsu-

cesidén (-—“-"—-—’“"),c | tal que SE=ik < oc,

Sea y tal que 5=k < y < ¢, por lo tanto F{'k)(y) = 1.
Pero por otro 1a.cio tenemos que

- rk
lim F{™(y) = Ho(y) = 0
koo
lo cual es una contradiceion.
De esta manera afirmamos que

. Crk ™ Grk
lim ——————

=¢ donde 0<c< o
=00 brk

Claramente si surnamos un factor o(b,) a a, no tiene efecto en el limite, a
pesar de que sumar un miltiplo representa una traslacién del proceso limite,



106 El C.B. Proceso

De esta manera si asumimos que a, = ¢. no se pierde generalidad v claro
tendriamos ¢ = (), lo cual supondremos durante la demostracién.

Si expresamos a la relacidn ( 3.25) en términos de su funcién caracteristi-
ca, tenemos

lim E[exp {t—————f'\(z[”] - c')}

v oz b,

o= | =B8] = i)

¥ expresando a la funcidn caracteristica en términos de la funcidn generadora.

VEmos que
A rt] — Cr
E[e;.p{' (Zlgl C)}

= M — ¢ e
- £ exp | 29 ey = i = 1)

=0 r

zozc,]z...

ihe, ) & i\j _
= ‘?XP{ -3 } 2 exp {%}P(Z{rq = j|Zo = ¢;)
r r

j=0

~eo{ =52} (e {3 }))
w2i{A) =‘}igyoexp{ - izc’}(f[rq(ﬂp{?}» r

Esto se puede expresar como

f{n;(exp{%i}) =exz>{ii—';c5}[sog(f\)+o(11]* (3.26)

donde () tiene que ser infinitamente divisible, ya que su raiz estan bien
definida. Como ¢(A) es infinitamente divisible el

In [p,{)\) +o{1}]

esta determinado para una r grande en la manera usual,
Ahora vamos a necesitar una extensién de la relacién { 3.26), dada por

(o {2+ E]) o (2 2y,

b, b, Cr

entonces
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donde &, es cualquier sucesidn de niimeros complejos con parte real no posi-
tiva la cual tiende a § cuando r va a infinito.
Asumiendo esto por el momento, podemos verificar que

Zr = Cr - Zr 3 "'Z,-
lim ]E[exp{i)s (7% 4 o2l “‘}]z{,:c{l = (N )ioa ()

F=400 b, b,
(3.28)

Primero tenemos que ver que la siguiente igualdad se satisface

E[a’z"yzﬂm‘zﬂ = J] = [fn(i'fm(y))]j

entonces

xky ?(Z"_‘_m = 85,8y = k!ZO = J)

MB
s

E[:rz"‘yz"*’"{zg = j]

u.
Il
=]
=
[
o

B P Znyem = 8120 = B)P(Zn = k| Zo = 1)

@
il
=]
Ed
Il
=]

I 1l
e 18
SN vt
[z #

yIP(Z“+m —S'Z "’L Zn":k[ZU:J)

-
it
=)
“
1t
o

B
18
H?—
s
@W
=

(Zm = 8]|Zo = k)P(Z0 = k(2o = j)

Ed
i
(=]
"
1l
(=}

() P(Z = k[ Z0 = 5)

(xfm(y))]

I
{18

(=3

.—-—-?s'
il

Zr - “lr(x -
E[em{i)\ “2 cr+i07[(+t2 Z[t}}lzl)ch] =

! O — .
= exp{ - i,\%}E[eXp { i 7 9) Zirg + :,J—GZ[r(ﬁ.:)]} Zy= Cr]

- exp { - m‘if} [fw(exp {i(/\bj 0)}f“’1(exp {ig})”
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¥ como resultado tenemos

E[ exp (iAZ0 + i0(Zuqs ~ A

- oo -5 o0 {222t [2))]

Pero reemplazando a fi., por su expresién { 3.26), tenemos que

=In (]E[exp {L\Z}"}]) = In [@:(A} + o(1)]

entonces

exp{ - z‘)«g:-} [firtj(exP{i(AI; U)}ﬁrsl(‘;"?{i_f}))}cr T
:exp{ e }l:f[,,,](exp{i( - )}exp{ia}[%( )+o(1)]$)]c,
el o]

= exp { - i,\%} exp {%"'— +1n [pa(e) + o(1)] + In ol d) + o(l)]}

= ps(@)w(A) +o(1)

y al aplicar el limite se ve claramente que la igualdad { 3.28) se satisface.
Para obtener la relacidn ( 3.27) es necesario utilizar el siguiente lema,
cuya demostracién se omite.

Lema 3.7.3. Supongamos que para cada n, tenemos una parejn (A, B,)
(posiblemente dependientes) que esta determinada en algin espacio de pro-
babilidad. Ademds supongamos que A, es real; tal que para cada A real se
tiene

lim E[e?"] = () (3.29)

N300

existe, donde ©(}) es una funcidn caracteristica, tal que Re(B,) < M casi
sequramentc para toda n, y B, converge en distribuccidn a cero. Entonces

lim E[eM+8a] < o(A) (3.30)

nHoD
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Para obtener la relacién { 3.27) por el Lema definimos

Z{r!} — Cr B, =6, Z[r!} —Cr

b, C,

A = (3.31)

donde Z, cs el r-ésimo proceso de ramificacién con Zg = ¢,. La convergencia
de la ecuacién ( 3.25) {(con a, = ¢, ) permite la existencia de { 3.29). siempre
y cuando B, converge en distribucién a cero, veamoslo

Primero vamos a demostrar la siguiente proposicién

Proposicién 3.7.1. Supongamos que X, converge en distribucidn a Xy
&, tiende a cero, cugndo n fiende a infinilo, entonces 82X, converge en

distribucion a cero

DEMOSTRACION. Damos € > 0 y # > 0. ¥ tomamos una x tan grande tal
que

PlX1zz)<n v PX=z%2)=0
después tomamos un ng tal que n > ng implica que |da] < £ ¥
(F(X.<y)-P(X<y)|<n para y=*£2
entonces

—PX.<z)+P(X <)<

P s i) (¥ <) <o

y st a esta relacién le sumamos y restamos un uno tenemos

(s i) -1 er(xs ) <o

después a esta misma relacién le sumamos

P{x, < - ) ;P(X<—f——)<
( 6] =T

en particular
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tenemaos

esto es lo mismo que
P(j5. Xal > ¢) <3

para n > ng.

De esta manera queda demostrada [a proposicion.
=

Entonces B, converge en distribucion ya que 5,?_::— tiende a cero. Final-
mente Zj > 0y &, tiende a 4 con Re(d,) < 0, esto nos dice que Re(5,)
esta acotado superior y uniformemente en r. Entonces la relacién ( 3.30) se
cumple para las variables A, y B, dadas en la relacién { 3.31) con (k) igual
a p{}), esto implica inmediatamente que

Zr — Ly et
lim E[exp {i)«—l—t]—c + 4, i r)}

raco b- o

Zq = ch = e’ 5(}1) (3.32)

Expresando la esperanza en términos de la funcién generadora. la rela-
cién ( 3.32) se transforma en ( 3.27). Esto completa la demostracion de que

{Z:} es un proceso aditivo.
n



Capitulo 4

Relacidn entre los Procesos de
Ramificacién y los Procesos de
Lévy

4.1 Introduccion

En el capitulo anterior vimos como un C.B. proceso y un proceso de Lévy
forman precisamente una clase de procesos limites para una sucesién de pro-
cesos de Gallon-Watson cuyos ttempos ¥ espacios de estados se van a infinito.

En esta capitulo vamos a estudiar la construccidn del C.B. proceso mas
general, el cual se obtiene mediante un cambio de tiempo aleatorio en un
proceso de Lévy con saltos no negativos.

Para empezar con la relacién del C.B. proceso y el proceso de Lévy con
saltos no negativos vamos a necesitar algunas definiciones previas muy im-
portantes

4.2 Definiciones

Primero vamos a empezar con las caracteristicas gue deden cumplir tanto
el C.B. proceso como el proceso de Lévy con saltos no negativos. La defi-
nicién de un proceso de Lévy con saltos no negativos la podemos ver en el
Apéndice B.
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Definicién 4.2.1. Seae X = {X }iyo un proceso de Lévy con saltos no nega-
tivos gue cumple con lo siguiente:

PPA=0=1
it} Bf exp{ ~AX.}] = exp{ts())}
donde

2)\2
B(A) = dh+ 32— + (€7~ 1+ Azl ey )H(dr)

{020}

yde R, qe RY y Ul es lo medida de Lévy que cumple con
f (1A 2)T1{dz) < oo
R-{0}

Ahora vamoes a definir a ¥; = X, + = donde z > 0, entonces su transfor-
mada de Laplace esta dada por

Ef exp{-AV}] = E[ exp{—MX, + z}}]
= exp{—Az}E[ exp{-AX,}}
= exp{—Az + t(A)}
Definicién 4.2.2. Sea {Z.}i30 un C.B. proceso si es un proceso de Markov

en [0, 00) con trayectorias continuas por la derecha cuyes probabilidades de
transicidn estan dadas por una C.B. funcidn y que satisface

E, [exp{»—AZl}] = exp{—z¢(A, 1}}
donde (A, t} safisface
9 Al = At
S8(0,0) = (41, 1)

Esta propiedad del exponente de Laplace para ¢l C.B. proceso fue demos-
trado por Silverstein.
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4.3 Relacién entre el C.B. proceso y el pro-
ceso de Lévy con saltos no negativos.

Teorema 4.3.1. Sta {Yi}i>o un proceso de Lévy con saltos no negativos.
que empieza en un punto x > 0. Vamos e definir a

I(t)zjot%;:-

donde t < T, =inf{u>0:Y, =0} g I{(t) = oo para todat > T..
Ademds vamos a tener un cambio de tiempo aleatorio dade por

J() = inf{u : Hu) > &}

Fntonces vamos a tener que el proceso {Z¢tipo definido por Ze = Y 0 J(1)
es un C.B. proceso,

Hablando de una manera informal este resultado nos dice que cada C.B
proceso {Z }i»o puede oblenerse si empezamos con ult proceso de Lévy con
saltos no negativos {Yi}ipo ¥ este va a una velocidad, la cual es directamente
proporcional a la posicion. Esto es facil de entender si pensamos en términos
de una coleccidn de particulas indistinguibles con una masa muy pequeiia,
donde todas se comportan de manera independiente una de otra y cada una
crea una nueva particula {y posiblemente sean aniquiladas} a una misma
razén, y si uno, interpreta a Z, como la masa local de las particulas vivas
al tiempo t. De hecho esta interpretacion puede hacerse precisa al pasar al
limite.

DEMOSTRACION. Como {Yi}ipo €s un proceso de Lévy con saltos no nega-
tivos v con Yp = = > 0, su transformada de Laplace esta dada por

E[ exp{—AY;}] = exp{—Az + ts»( 1)}
claramente este proceso tiene asociado un semigrupo al cual denotaremos por

{@t}ezo.

Si f{x) = exp{—~Az} entonces tenemos que

Qi expl{~iz} = E[ exp{-A¥:}]
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En particular vamos a tener que
29 exp{-Az} = iE[ exp{~AY:}]
di ** dt

= & exp{—da + t9(A)}

= exp{=2z}$(N) exp{tH(N))
= P(NE[ exp{-AY.}].

Y vamos a obtener a su operador infinitesimal, si evaluamos a dicha de-
rivada cuando { =0, por lo tanto

Aexp{-dz} = ¥{Mexp{-Az}.

De esta manera podemos afirmar que la funcién exp{—Az} pertenece al
dominio del operador infinitesimal y por el teorema A.2.5' afirmamos que
dicha funcidn también pertenece al dominio del operador caracteristico, ya
que ¥; es un proceso normal de Markov.

Por otre lado tenemos que Z;, = ¥y es un proceso de Markov, por
que Y; es proceso de Markov; ya que la teoria de cambio de tiempo aleatoric®
permite que Z, adquiera las propiedades de Y, dependiendo de las propiedades
del funcional I(£). En nuestro caso el funcional permite que sea proceso de
Markov Normal®.

Por ser Z, un proceso de Markov, este tiene un semigrupo asociado el
cual denctaremos por {R;},50 de tal manera gue

Ryexp{~Ar} = E[ exp{—AZ}]

Como tanto ¥; y Z; son procesos Normales de Markov con tespecto a
la filiracién F; = (Y, : 5 < i) entonces podemos aplicar el teorema de
Volkonski*. Este resultado es muy importante ya que relaciona el operador
caracteristico de un proceso de Markov Y; con el operador caracteristico de
%y, el cual es el generado por el cambio de tiempo aleatorio en V. Pero
como ambos son procesos de Markov Normales tenemos que el operador

IVer apéndice A
2Ver Dynkin

3Ver apéndice A
*Ver apéndice A
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infinitesimal y el operador caracteristico son iguales, es asi como tenemos
que si B es ¢l operador infinitesimal de Z; y f(z) pertenece a un espacio de
Banach , entonces

Bf(z) =zAf(z)
Ahora si {Z;}450 tiene exponente de Laplace dado por ¢(A,t), tenemos
R.exp{—Az} = exp{—z¢(), 1)}

en particular vemos que
d d
SReexp{—hz} = Texp{—ag(A,1)}

= _mg-tuqb()\,t) exp{—zé(A, {)}

y por otro lado aplicando el teorema A.2.1° vemos que

%Rt exp{~Xz} = B(R,exp{—-Az})

Y si ahora nombramos a f(z) = R exp{—Az}, vamos a tener
B(R.exp{—~Xz}) = s A{Riexp{—Xz})
y como R, exp{—Az} = exp{—z¢(A, 1)}, entonces
B(exp{~z¢(),1)}) = zA(exp{—z¢(},1)})
= zip(¢(A, 1)} exp{-zd(}, 1)}
Pero a su vez tenemos que
Blexp{~26(), 1)) = ~2 58\, yexp{~2d(A, 1))
De esta manera se ve claramente que
20,0 = (6(3,1)
con
@(X,0) = A

Es asi como queda demostrado que {Z,}e50 es un C.B proceso. |

5Ver Apéndice A
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Apéndice A

Procesos de Markov.

A.1 Funcién de Transicion

Definicién A.1.1 (Funcién de Transicidn). Consideremos un espacio de
estados arbitrario (£,B). La funeisn P(t,z, T} (¢ > 0,2 € £, € B) ea lu-
mada funcién de transicién si se satisfacen las siguientes condiciones

i) Para una t y une = fijes la funcién P{1,2,T) es una medida en la
o-dlgebra B.

it) Para unat yT fijas, P(t,z,T) es una funcién B-medible de x

i) P(t,z,I) <1

iv) P(0,2,T ~z}=0.

v) Pls+iz,T)= fP(s,zdy)P(t,yTI) (s,t 2 D).

g
De las propiedades (v) y (1ii) tenemos:
Pls+i,z,6) < ]P(s,a:,dy) = P(s,z,8) (s,¢ > 0).
£

Definicién A.1.2 {Continvidad Estocdstica). Sea £ un espacio métri-

co, B es la o-dlgebra de Borel. Una funcidn de transicion P(t,z,T) (T € B)
en (€, B) se dice estocdsticamente continua si

i N, =1 ¢ 3
‘1_131 P(t,z,N(z)) para todac >0,z € £
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donde N.(z) = {y € £ : p(y, z) < €} y p una métrica.
Si este limite se cumple uniformemente en z pare cada € > 0 fija P(t,z,T)
es llamada estocdstice y unifermente continua.

A.2 Semigrupos

Definicién A.2.1 (Espacio de Banach). Llamaremos a un conjunto L es-
pacio de Banach si las opereciones de adicion y de multiplicacion por nume-
ros, donde estas operaciones tienen la propiedades algebraicas usuales, estdn
definidas en €l, y st se les asocia con cada elemento f € [ un mimero no
negativo || f]], tfamade la norma def vector f tal gue se cumplen las siguientes
condiciones

) {4 Ll S USRI
i) S = JAL||Al (A ¢ cualguier nimero).
1) ||fl| =0 si y s6lo si f =10

iv) St him }|fm — fa]] = 0, entonces existe un vector f € L tal que
n—oo

tim |if, - f|| =0
n—=oo
o tambifn dicho limiteflimite fuerte) se puede denotar como

s— lim f, = f.

R— oo

Definicién A.2.2 (Semigrupo). Sea {T;}, t € R, una familia de opera-
dores lineales acotados en un espacio de Banach L, esta familia es Hlamada
semigrupo si para toda s > 0, ¢ > 0 se fiene

Ts-H = Ts T;

Definicién A.2.3 (Semigrupo de Contraccién). Un semigrupe T, es lla-
mado semigrupo de contraccidn si para todat > 0 y f € L se tiene

NTA < 1A
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Definicidn A.2.4 (Operador Infinitesimal de Semigrupo). £l operador
infinitestmal de un semigrupo T se define como

_ o Thf~f
A== lim =
st dicho limile eriste

Definicién A.2.5 {(Dominio del Operador Infinitesimal). El dominio de

un operador infinitesimal es el conjunto de veclores f € L para los cuales
existe

s — lim Li-f

A0t h

y se denota por Dy

Definicién A.2.6 {(Semigrupo de Feller). Un semigrupo de Feller en Co(€)
es una familia {T¢} o de operadores lineales positivos en Co(€) tal que

¢t} Tif € Co(€)

i) Si f € Co(€) y0 < f <1 entonees 0 < Tif < 1.
i} To = I y Tops = LT, para 5,¢ > 0

iv) Para toda f € Co(E), limyyor YT2ef — Il =0

Vamos a denotar por Ly como el conjunte de todos los vectores f € L
para los cuales se cumple

o ipTi=1

Definicién A.2.7 (Definicién de derivada fuerte). Sea f : {a,0] = L
donde L es un espacio de Banach. Decimos que f(t) es diferenciable en
t € (a,b) st el siguiente limite existe

f{t +h)~ (1)
h

¢ existe g € L tal que para toda € > O eziste § > O tal que [hf < & entonces

IFE ] <

d .
s= g/ =s-lm
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Teorema A.2.1. Sea f € Dy. Entonces T.f € Dy para cadat > 0, y vamos
a tener

s - :—tT,f = A(T.H) =T(Af) t>0

DEMOSTRACION. Primero vamos a fijar una ¢ > 0. Para cualquier £ > 0
pequena tenemos que

Tnf =Tf _ 0 =f _Th-1

) h h

T.f

v al aplicar el limjte fuerte cuando k — 0% por la continuidad de T} obser-
VAITOS que

BT gap

s — lim T{
A0t
entonces dicho limite existe y por consecuencia tenemos que T,f € Dy v

+
ATy = Tiaf) = L

Ahora tenemos una £ < 0 de tal manera que t + & > 0. Entonces

P g = [ () <o
< l E'I—%——f ~ T[hI(Af)“
< “T.l___uri]* f - agf|+{|As - Twan||

si hacemos tender a h a cero vemos que

. N lanf - Tf
fim || 25— - an]| = o
esto prueba el teorema. N

Teorema A.2.2 (Hille-Yosida). Sea A un operador lineal L con dominio
Dy. Para que A seq vn operador infinitesimal de un semigrupo de contraccion
en L es necesario y suficiente gque A satisfaga las siguientes tres condiciones
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i) Dy es derso en L..
i} Paratloda ) >0 yg <€ L la ecuacion
M -Af=g
tiene une tnica solucién f € Dy

1) La solucidn en (i} salisface

ligll
o< ==

Definicién A.2.8 (Medibilidad Débil). Sea £ un intervalo arbitrario. Una
funcidn u(t € E} con valores en un espacto de Banach L es lamada medible
débilmente si, para cunlguier funcional lineal I, I{u,) es una funcidn numéri-
ca la cual es medible con respecto a lu o-dlgebra By gencrada por todos los
subintervalos de E.

Definicién A.2.9 (Continuidad Fuerte). Sea L un especio de Banach.
Sea u{a < t < b} une funcidn con valores en L. Vamos a decir que la
SJuncion u; es fuertemente continua en el punto t si

}}_%HU:M —w|{=0

Vamos a denotar por S(L, E}, E es un intervalo arbitrario, como el con-
junto de todas la funciones u,(t € £} con valores en [ (espacio de Banach],
las cuales son acotadas en norma y medibles débilmente.

Teorema A.2.3. Seqa T; un semigrupo de contraccidn en un espacio de Ba-
nach separable L. 5i pera alguna f € L, lo funcion T,f (t > () es medible
débilmente entonces es fuertemenie continua.

A.3 Procesos de Markov

Definicién A.3.1 (Proceso Estocdstico). Un proceso estocdstice X con
conjunio indice | y espacio de estados (£, B) definido en un espacio de pro-
babilidad (2, F,F) es una funcion definide en § x §1 con valores en £ tal que
para cada t € f, X{¢,-) : @ = Ees una variable aleatoria evaluade en £, esto
es, {w: X{t,w) €T} € F para toda I" € B.
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Definicién A.3.2. Una coleccidn {F;} = {F\,t € [0,00)} de a-dlgebras de
conjuntos en F es una filtracidn si F, C Fiy, parat,s € {0,00).

Intuitivamente J; corresponde a la informacién conocida a un observador
al tiempo ¢t. En particular Para un procesc X vamos a definir {F} por
Fi=oa(X(s):s<t).

Definicién A.3.3 (Procesos de Markov). Sea {X}:50 un proceso estocdsti-
co definido en un espacio de probabilidad (Y, F, ) con valores en £, y sea
Fi=o(X,:5< t). Entonces X es un proceso de Markov st

P(X;4, € D|F) = P(Xeta € T1X0)
para toda 5,t > 0 y T € B(E).

Definicién A.3.4 (Proceso de Markov Normal). Sea {X,}i>0 un pro-
ceso estocdsiico en (0, F) y dada una filtracion {F; }isq, se dice gue {X., F& }izo
st

i} {X:}ezo es un proceso continuo por la devecha.
it) {Xi}epo es un proceso de Markov

iit) La familic {F Yo es complela, esto es, que si tenemos A C B €
{Fi}ezo y F(B) = 0 implica que A € {F; }iposy continua por la derecha,
esto es, que Fy = F+ pare cada t > 0, donde Frr = () F,.
{s>1}

Definicidn A.3.5. Un proceso X evaluado en £ se dice que es {F;}-progresive
si la restriccion de X a [0,t] x 2 es B[0, 1] x F,-medible pera cada t > 0, esto
€5, que 3t

{(5,w) : X () € TIN(I0,4] x Q) € B[0,t] x Fy
para cada t > 0 y I' € B(£)

Definicién A.3.6 (Procesc de Markov Fuerte). Sea {X:}¢»0 proceso de
Markou evaluado en £, definide en un espacio de probabitidad ({1, F . P), con
respecto a la filtracion {F }ino tal que X es {F,}-progresivo. Supongamos
que P(t,z,I) es una funcidn de iransicién para X, y sea T un Hempo de
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paro con T < oo cast seguramente,
Fntonces X es un proceso de Markov fuerte en v si

P(Xr4e € TfF) = P(t, X(7), '}
para todat >0 y T € B(£), u lo que es equivalente

E{f (X, 4l F) = f SPX(7), dy)

para toda t > 0 y f en un espacio de Banach de funciones acotadas. X es
un proceso de Markov fuerte con respecto @ {Fi}ipo 51 X €5 un proceso de
Markov fuerte en v para todo tiempo de paro T con T < 00 casi seguramente.

Definicién A.3.7 {Operador Caracteristico). Sea f cualquier funcién
acotada de Borel en €, y supongamos que el limite

o E[f(Xe)] - f(2)
Ale) == Jim =% o

existe, donde U — {z} significa que las vecindades U se encogen alrededor de
¢ en la manera en que el sup{p{y.x) 1 y € U} tienda a cero; y T un tiempo
de pare con espectacion finite. Entonces vamos a decir que f € Dy(z); si
f € Dalz) para toda x entonces f € Dy. Bl operador A es lincal en Dy y A
es llamado el operador caracteristico del proceso de Markov y Dy el dominio
del operador caracteristico.

Teorema A.3.1 (Lema de Dynkin). Sea {X:, Fi};»0 un proceso normal
de Markou con generador infinitesimal A y estado inicial z, y sea v un tiempo
de paro cualquiere con esperanze finita. Entonces para toda f € Ty

E, [[ Af(X:)dt] = E[f(X,)] - f(=)

Teorema A.3.2. Sea {X,, Fi}ipo un proceso normal de Markov con gene-
rador infinitesimal A y operador caracteristico A. Entonces

Da={feC(E): f e DiyAf € C(E)}

donde C(£) denota el espacio de Banach de las funciones continuas y acota-
das.

FPara cada funcidn f, tenemos

Af = Af
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Teorema A.3.3 (Teorema de Volkonski). Sea X un proceso de Markov
en el espacio de estados (£,B), y sea el proceso Y que se abtiene a partir
de X por un cambio de tiempo aleatorio. Entonces la topologia inirinseca,
la o-dlgebra B y la distribucion de salida del inferior de cualguier conjunto
para el procese X coincide con los entes correspondienies al proceso Y.

Sea Ax y Ay los operadores caracterfsticos de los procesos X y Y res-
pectivamente, en alguna topologia €. amos ¢ asumir qgue Y se obtiene de X
por un cambio de tiempo aleatorio, correspondiente a la funcional aditiva

@ = [ V(X.)du

donde V' es positiva y una funcién B-medible. §i la funcidn V es continue
en un punto x. enfonces

Day(2) = Daylz}

Av (@) = A fia)
Teorema A.3.4. Sea £ localmente compacto y separable, y sea {Ti}ivo un
semigrupo de Feller en Cy(E). Entonces para cada u € P(E), donde P(E) es
el conjunto de medidas de probabilidad de Borel en £, existe un proceso de
Markov X correspondiente a {T:}iy0 con distribucién inicial u y trayectorias
muestrales en Dy [0, 0o) (el espacio de las irayectorias cadlag). Ademds X es

un procese de Markov fuerte con respecto a la filtracion Fru = (] Fee
(211
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Procesos de Lévy

B.1 Definicién y algunas propiedades

Vamos a considerar a A como el punto cementerio y a Dy ) como el es-
pacio de todas las funciones cadlag( continuas por la derecha y con limite por
la izquierda). Se define la filtracién candnica asociada al proceso estocastico
real {X,}i50 y completada con respecto a P como {Fi}iye = (X, : s ).

A partir de aqui vamos a considerar a A = oc y a {} = Dyg,0) | J{D} ¥ 2
un espacio de probabilidad filtrado (©}, F, {Fi}ise. P}

Definicién B.1.1 (Procesos de Lévy). Sea X = {X,}i30 un proceso es-
tocdstico real definido en (1, F, {Fi}iz0,P). Se dice que X es un proceso de
Lévy si cumple:

i) Para cualquiern > 1 y0 < to <t < --- < ty, las variables aleatorias
Y; = Xy, — Xi,_, conj€{1,2,3,...,n} son independientes.

ii) Xo = 0 casi seqguramente.

iii) Para toda t,s > 0 la distribucidn X, — X, depende de s y no de ¢, es
decir Xypq — X = X,.

Estos procesos también son conocidos como procesos con incrementos in-
dependientes y estacionarios.

Una observacién importante es que la variable aleatoria X; es infinita-
mente divisible, lo cunal es posible mostrar si definimos a una sucesién de
variables aleatorias {n;}}., donde

7= Xpi — Xpizt para toda i € {1,2,...,n}

n
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de esta manera vamos a tener que
n
Xy = Z i
=1

entonces afirmamos que X; es una variable aleatoria infinitamente divisible.
Por ser X, infinitamente divisible su exponente caracteristico esta dado
por la relacién de Lévy-Kintchine, la cual es

2y2

P = idr+ T 4 f (1= €% + Al aeny)(dz)
2 Jr-o)

donde d € R y es conocida como derivada o drift, ¢ € R* y es el coeficiente
gaussiano y II es la medida de Lévy que cumple

f (1 A 29)IK(dz) < oo
R-{0}

Ahora vamos a mencionar tres teorema que son fundamentale dentro de
la teoria de los procesos de Lévy, cuyas demostraciones vamos a omitir,
Teorema B.1.1. 5i {X;}o €5 un proceso de Lévy, enfonces la distribu-
cidon de X, es infinitemente divisible para toda f y si ¢y (A) = exp{—T(N)},
entonces wx, (A) = exp{—t¥(A)}

Teorema B.1.2. Side R, g > 0, Il es una medida definida en R — {0} tal
que

] (1A 2?)I(dz) < oo
E-{0)

y para tode A € R, se tiene
232

A e
¥ =idd+ L5 4 f (1 = ™ 4 idzl gy (da)
2 R-{0}

entonces eziste un espacio de probabilidad (2, F, P) y un proceso X bajo ésie,
tal gue X es un proceso de Lévy con ezponente caracteristico W(A).

Teorema B.1.3. Tode proceso de Lévy es proceso de Markou
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B.2 Procesos de Lévy con saltos no negati-
vos.

Vamos a suponer que X es un proceso de Lévy con saltos no negativos,
esto es que Ja medida de Lévy del proceso tiene soporte en [0, o0). También
es conocido como el proceso de Lévy espectralmente positivo.

Aunque X, puede tomar los valores tanto positivos como negativos, po-
demos ver que la siguiente proposicién se cumple

Propaosicidn B.2.1. Para toda X > 0 fenemos
Elexp{~AX:}] < o0

DEMOSTRACION. Sea ¥: = ~X, y T, = inf{t > 6 : ¥; > a}, entonces
podemas ver que

Yr,=a P—cs. en {T; < oo}

Despuds vamos a considerar un tiempo aleatorio exponencial T(g) con
pardmetro ¢ > 0 €l cual es independiente de {X;}15.
Ahora vamos a mostrar que para cada a,b > 0 se tiene

P(Tors < 7(9)) = P(Tu < 7())P(T; < 7(q))

veamoslo:

P(Toss < 7{0)) = P(P(Toss < 7(0), Ts < 7(0)}7r))
= E[I{T;Ar(q)}E[1{Te+b<*(?)}IYT°]]

= B[ LizicrianB [Lgupncrton]
= E[ﬂ-{'fmf(q)}]E[l{To«(o)}]
=P(T, < r{g))P(T; < 7(q)}
Si definimos a S, = sup{Y, : 0 < s < 7(q)} podemos ver que
P(Sr(q) > €) = P(T. < T(g})

solamente mostrando que {T. < 7(q)} es equivalente a {5, > ¢}.
Supongamos que w € {T, < 7{g)} y sabemos que T, = inf{s : Y, > ¢},
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entonces Sy, = ¢ y por lo tanto Sy > S7. = €; entonces afirmamos que
weE {S.,-(,) > E}.

Si ahora suponemos quew € {S,() > ¢} entonces tenemos que Sy > S,
y por lo tanto 7(g) > T.; entonces afirmamos que w € {T, < 7{(g)}.

Entonces {T, < 7(q)} es equivalente a {S,(;) > €}.

Usando la falta de memoria de la ley exponencial la cual cumple 5.,
gracias a lo que acabamos de demostrar, entonces podemos afirmar que dicha
variable tiene distribucién exponencial con parametro ¥(g).

Ahora vamos a ver que P(f(q) > €) se va cero cuando ¢ se acerca a
infinito, esto es ficil de ver ya que

P(rig) > ¢) = e
al aplicar e] limite tenemos

lim e™% =0
g—¥o0

Esto nos va. a ser util para mostrar que Sy converge a cero en probabi-
lidad cuando ¢ se va a infinito.
Sea

P(Snq) > €) = B(T. < ()
- IP(P(T( < 'r(q)ch))
= ./:D l"(il"c < T(q)IT( = y)QT.(dy)

= j;wP('r(q) > y)Qr.(dy)

pero sabemos que P(r(g) > y) converge a cero cuando g se va a infinito,

entonces claramente S, converge en probabilidad a cero, como consecuancia

vamos a tener que &(g) > A cuando se escoge una g suficientemente grande.
De esta manera para una t € [0, r{g)) tenemos que

E[e"] < E[e*5@]

= f ” e~ #@-2=g(q)dx

(i}
< 00
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De esta manera queda demostrado, por la propiedad de que el proceso
es continuo por fa derecha y permite que apartir del intervalo que tenemos
extenderlo a la semirecta [0, 00). .

La funcidn caracteristica A — E[ exp{iAX;}] (A € R) puede extenderse
al plano superior complejo {J(1) > 0} y define a una funcién analitica. Por
otro lado, la formula de Lévy-Kintchine y el hecho de que la medida de Lévy
desaparezca en el semi-eje negativo muestra que el exponente caracteristico
U(A) esta bien definido y es analitico en {J()) > 0}. Entonces podemos
introducir la siguiente relacién

. q2 /\2 1
P(A) = -T(EA) = d) + 5 + j(; )(e T~ 14 Azl ipeny)(d)

de esta manera tenemos la identidad

E[exp{—)\Xg}] = exp{t(Ai}}
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