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RESUMEN

Se presenta el desarrollo de un modelo matematico de flujo bidimensional horizontal a
superficie libre en régimen subcritico. El modelo permite calcular el campo de velocidades
en cuerpos de agua cuya profundidad es notablemente menor que el ancho de su superficie

libre, y sus fronteras pueden ser de forma curva o con alineamiento irregular.

Se ha visto la conveniencia de usar sistemas de coordenadas curvilineas generales para
representar en forma adecuada las fronteras curvas. El uso de este tipo de coordenadas
requiere de conceptos que son poco conocidos. En el trabajo se explican y aclaran con
detalle los conceptos fundamentales sobre las distintas versiones que existen para expresar
vectores en coordenadas curvilineas generales. Se discute la seleccién de la version
covariante con componentes fisicos de las ecuaciones de hidrodinamica, que es la version
que se usa en el presente trabajo, y se hace la deduccion de cada uno de los términos que
forman la version de las ecuaciones en coordenadas generales. En las ecuaciones de
hidrodinamica se incluyen los términos que toman en cuenta el efecto de la turbulencia, lo
cual permite predecir en forma adecuada zonas de flujo con separacién y recirculacion. Se

aplican y discuten dos modelos de turbulencia.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales en coordenadas curvilineas se resuelve con
el esquema de diferencias finitas de MacCormack, usando diferencias finitas hacia adelante

y hacia atras, en forma alternada. ,

El modelo numérico que se presenta en este trabajo se calibré y verifico con cinco casos

de mediciones de laboratorio de campos de velocidades.

Entre las contribuciones mas relevantes de este trabajo, esta la explicacion de las distintas
formas de expresar un vector en coordenadas curvilineas generales, la seleccién y
deduccién de la version més adecuada de las ecuaciones de hidrodindmica en coordenadas
curvilineas generales, asi como mostrar el efecto de la construccién de la malla en el

calculo del campo de velocidades.




ABSTRACT

The development of a mathematical model for computation of shallow-water two-
dimensional turbulent flow is presented. The model allows calculate the velocity field in

water bodies where their boundaries can be curved or have irregular alignment.

General curvilinear coordinates systems should be used in order to represent adequately
curved or irregular boundaries. In the thesis, fundamental concepts about different ways to
express vectors in general curvilinear coordinates are explained and clarified in detail. From
the different versions of the hydrodynamic equations in general curvilinear coordinates, the

covariant version with physical components is selected and discussed in detail.

In order to predict adequately separation and recirculation zones, two turbulence models

are also applied and discussed.

The system of differential equations is solved by the MacCormack explicit finite-difference

scheme using forward and backward finite differences.

In order to check the numerical model, five runs were used in laboratory channels. The
measured velocities in the longitudinal ans transversal directions are used for comparison

with the numerical simulation.

Among the contributions of this work, are the discusion of the different ways to express a
vector in general curvilinear coordinates, the selection and deduction of the most adequate
of the hydrodynamic equations in general curvilinear coordinates, as well as to show the

effect of construction of the mesh in the calculation of the velocity field.
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"4 veces nuestro destino se parece a un drbol en invierno.
(Quién va a pensar ante su iriste aspeclo,

que esas rigidas ramas reverdeceran en primavera?”.

Goethe.

1. INTRODUCCION

En muchos estudios de hidraulica y de calidad del agua se requiere conocer con detalle el
campo de velocidades de un flujo a superficie libre. Ejemplos de estos estudios son: el
efecto en las caracteristicas del flujo al colocar pilas de puente o espigones en un rio, la
estimacion de la erosién y el depdsito de sedimento en cauces, ¢l clculo del transporte y
la dispersién de contaminantes en un rio, lago, estuario 0 marina, la prediccion de la
demanda bioquimica de oxigeno y oxigeno disuelto en almacenamientos, etc. Para resolver
en forma adecuada estos problemas es necesario predecir con suficiente aproximacion el

campo de velocidades.

En la actualidad es comiin el uso de modelos matematicos ¢n la solucion de problemas de
flujos a superficie libre. Dependiendo del problema que se desea resolver, se pueden usar
modelos unidimensionales, bidimensionales o tridimensionales. En general, se usa un
modelo unidimensional cuando no se requiere conocer con detalle el campo de velocidades,
y es suficiente con obtener la variacion espacial y temporal de la cota del agua en un flujo
a superficie libre; ejemplos de este tipo de estudios son los de transito de avenidas en rios

y estuarios, sistemas de canales y redes de drenaje, y el efecto en el almacenamiento de una




marina o laguna que esta conectada al mar por medio de un canal. Cuando ademas se
requiere conocer con cierto detalle el campo de velocidades, es necesario usar un modelo

bidimensional o tridimensional.

Debido a que en muchos flujos a superficie libre el componente vertical de la velocidad es
mucho menor que los horizontales, y la distribucién vertical de la velocidad es casi
uniforme en la mayor parte de la profundidad del flujo, es factible usar modelos de flujo
bidimensional horizontal, ademas de que los modelos tridimensionales requieren excesivos
recursos de calculo, y en muchas ocasiones, con la informacion proporcionada por un
modelo matematico de flujo bidimensional es suficiente para resolver problemas de

ingenieria

Se han desarrollado varios modelos numéricos para predecir el campo de velocidades
suponiendo que el flujo es bidimensional horizontal (2DH); la mayoria de ellos se basan
en la ecuacion de continuidad y en las ecuaciones de cantidad de movimiento en
coordenadas rectangulares. Hansen (1962) fue el primero en publicar un modelo
matematico de flujo 2DH; posteriormente, Leendertse (1967) presenté el desarrolio de un
modelo para calcular la propagacién de ondas de periodo largo en estuarios y costas.
Kuipers y Vreugdenhil (1973) extendieron el modelo de Leendertse para calcular el flujo
secundario. Otros modelos del tipo 2DH citados ampliamente en la literatura son el de
Falconer (1976), el cual se basa en el de Leendertse, y el de Flokstra (1977), quien indico

que es imposible modelar flujos con circulacion si no se incluye ¢l efecto de la turbulencia.

Algunos otros modelos matematicos interesantes aparecen en los articulos de: Abbott
(1979), Falconer (1980), Ponce y Yabusaki (1981), Benqué et a/ (1982) y Garcia y
Kahawita (1986), quienes proponen distintos esquemas de diferencias finitas para resolver

las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el flujo a superficie libre.




Uno de los ultimos modelos publicados que usan coordenadas rectangulares es el de
Tingsanchali y Maheswaran (1990), quienes incluyen el modelo k- € para calcular el efecto
de la turbulencia generada por un espigon en el campo de flujo, estos autores presentan
algunas correcciones al modelo original k-« y a la resistencia al flujo para obtener una
calibracion adecuada de los resultados del modelo con las mediciones de laboratorio
realizadas por Rajaratnam y Nwachukwu (1983). El modelo de Yulistiyanto et a/ (1998),
lo emplean para modelar el efecto de una pila con forma de cilindro en un flujo; incluyen
un procedimiento de esfuerzos para tomar en cuenta el efecto de la turbulencia; ellos
validan su modelo numérico con las mediciones experimentales realizadas por Yulistiyanto
(1997); se considera que los resultados obtenidos son bastante buenos, excepto en la zona
cercana a la pared de la pila. Se hace notar que el modelo numérico se basa en la version
conservativa de las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento en coordenadas
rectangulares, las cuales se resuelven con el esquema de diferencias finitas de

MacCormack.

Los resultados obtenidos con modelos que utilizan sistemas de coordenadas rectangulares
representan un avance importante; sin embargo, en gran cantidad de trabajos como Roache
(1972), Pope (1978), Demirdzic ef al (1987), Rodi et al (1989), Dammuller er al (1989),
Borthwick y Akponasa (1997) y muchos otros, permiten concluir que ¢l uso de sistemas de
coordenadas rectangulares para representar fronteras con curvatura o con alineamiento
distinto a la direccion de los ejes rectangulares, requiere hacer aproximaciones gue pueden

introducir grandes errores y problemas de estabilidad numérica.

Una manera de resolver el problema que presentan las fronteras de forma irregular o con
curvatura es usar los métodos de elemento finito; sin embargo, en Weare (1976), Demirdzic
(1987), Karki y Patankar (1988), Nielsen y Skovgaard (1990), Melaaen (1992), entre otros,
se indica que estos métodos tienen la desventaja de que son computacionalmente mas

complicados.




Con base en innumerables estudios desarrollados en ingenieria mecanica y aeronautica
durante los tltimos 20 afios, se consideré la conveniencia de emplear sistemas de
coordenadas curvilineas, los cuales se pueden ajustar en forma adecuada a fronteras de
forma curva o con alineamiento diferente al de los ejes rectangulares, como lo indican

Thompson et al (1974) y Anderson et al (1984).

Al disponer de una malla de coordenadas curvilineas ajustada a las fronteras, el espacio
fisico se puede representar en el llamado plano computacional por un plano o conjunto de
planos rectangulares, donde el tamafio lateral de las celdas que componen la malla
rectangular es unitario. En el plano computacional, se pueden aplicar los métodos de
diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales en forma similar a como se aplican
en coordenadas rectangulares con espaciamiento lateral constante, aprovechando de esta
forma la experiencia que se ha ganado al resolver ecuaciones diferenciales en coordenadas
rectangulares con métodos de diferencias finitas. De esta manera, ¢! uso de las coordenadas
curvilineas incluye la ventaja que tienen los métodos de elemento finito para la definicién
de fronteras de forma irregular, y la posibilidad de usar los métodos de diferencias finitas
que s¢ emplean para resolver las ecuaciones diferenciales en coordenadas rectangulares,

los cuales han sido estudiados ampliamente y son relativamente sencillos.

Dos de los primeros modelos matematicos publicados para calcular el flujo bidimensional
horizontal con sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales ajustados a las fronteras son
el de Pope (1978) y el de Kalkwijk y De Vriend (1980), quienes usan las ecuaciones de
flujo 2DH para calcular el campo de flujo con régimen permanente en canales con fronteras
curvas. Entre los modelos publicados més recientes que usan coordenadas curvilineas
ortogonales esta el de Shankar y Chan (1997), quienes emplean componentes fisicos e

incluyen un modelo de turbulencia de orden cero.

Se ha hecho notar que cuando la forma de las fronteras es muy irregular, es casi imposible

obtener una malla curvilinea que cumpla con la condicién de ortogonalidad; para estos




casos la aplicacion de métodos validos para mallas ortogonales induce errores en los
célculos; esta desventaja se elimina al usar las coordenadas curvilineas generales pues, en
este caso, no se requiere cumplir con la condicién de ortogonalidad y el modelo matemdtico
tiene mayor generalidad, ademas de que la generacion de mallas curvilineas generales es
mas sencilla que cuando se tiene que cumplir con la condicién de ortogonalidad. La
desventaja de usar coordenadas curvilineas generales es que aumenta el numero de

términos de las ecuaciones de hidrodinamica.

Debido a que gran cantidad de problemas de ingenieria hidraulica tratan con rios, lagunas,
estuarios, etc, los cuales estan definidos por fronteras de forma irregular, es mas
recomendable emplear sistemas de coordenadas curvilineas generales. Parece ser que
Johnson (1980) fue de los primeros autores que publicaron un modelo de hidrodindmica
que usa coordenadas curvilineas generales ajustadas a las fronteras, el cual es de los mas

ampliamente citados en la literatura técnica.

Entre los tltimos modelos matematicos de hidrodinamica en coordenadas curvilineas
generales que se han publicado estan el de Molls y Chaudhry (1995), quienes calculan en
forma simultdnea el régimen subcritico y supercritico en canales con fronteras curvas; la
version de las ecuaciones en coordenadas curvilineas la obtienen con base en la regla de la
cadena, y para modelar la turbulencia se supone que la viscosidad turbulenta es constante.
Otro modelo es el presentado por Borthwick y Akponasa (1997); ellos indican que su
modelo se basa en la versién contravariante con componentes fisicos, e incluyen el efecto

de la turbulencia asignando un valor constante a la viscosidad turbulenta.

Se hace notar que cuando se utilizan coordenadas curvilineas generales se dispone de varias
formas de expresar vectores: entre las mas conocidas estan la covariante y la contravariante,
cuyo significado fisico es muy diferente cuando las coordenadas no son ortogonales. Puesto
que tanto la velocidad del flujo como las ecuaciones dindmicas se expresan con

componentes de un vector, también se tienen distintas versiones de las ecuaciones de




hidrodinamica en coordenadas curvilineas generales. El manejo adecuado de los conceptos
fundamentales de estas coordenadas es importante tanto para entender la trasformacion de
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo a superficie libre, como en la seleccion

de la versién mas adecuada para el calculo del correspondiente campo de velocidades.

En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo matematico para calcular el flujo
bidimensional horizontal a superficie libre con régimen subcritico. El modelo utiliza un
sistema de coordenadas curvilineas generales. En el capitulo 2 se describen las principales
versiones que hay para expresar vectores en coordenadas curvilineas; se considera que la
explicacion de dichos conceptos y los ejemplos mostrados en el apéndice A de este trabajo,
permiten aclarar muchas de las discusiones presentadas en otros trabajos publicados, con
respecto al tipo de componentes que se deben usar para expresar tanto los componentes de

la velocidad como las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas curvilineas generales.

En el capitulo 3 se describe la trasformacion de la version rectangular de las ecuaciones de
hidrodindmica a la versién covariante con componentes fisicos. En el modelo se incluyen
los términos que se requieren para tomar en cuenta el efecto de la turbulencia. También se
presentan dos modelos de turbulencia; uno de ellos, aunque sencillo, calcula la distribucién
de la viscosidad turbulenta en el campo de flujo, y el otro se basa en el modelo 4-¢ estandar,

el cual es mucho mas complicado.

En el capitulo 4 se presenta un esquema de diferencias finitas; aqui se ha escogido el de
MacCormack para discretizar y resolver las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas
curvilineas, junto con las condiciones de frontera. Este esquema es de tipo explicito de

segundo orden en el espacio.

En ¢l capitulo 5 se demuestra la bondad del modelo numérico desarrollado en este trabajo.
Para ello se escogieron mediciones de laboratono de dos campos de velocidades reportadas

en la literatura, donde se acepta la hipotesis de que el flujo es bidimensional horizontal. Con




base en los respectivos datos de los experimentos y el modelo matematico desarrollado, se
calcularon los campos de velocidades correspondientes a las distribuciones horizontales de
la velocidad, las cuales se compararon con las mediciones de laboratorio. Ademas, para este
trabajo se hicieron experimentos en el canal de pendiente variable del Instituto de
Ingenieria de la UNAM, y basandose en los datos medidos del campo de velocidades de
esas pruebas se reviso el funcionamiento del modelo numérico desarrollado; en estos casos
se hace notar la forma cémo se define la malla para el cdlculo del campo de velocidades,

lo cual se considera que es un aporte de este trabajo.

Finalmente, en el capitulo 6 se citan las conclusiones y recomendaciones de esta

investigacion.




2. COORDENADAS CURVILINEAS GENERALES Y RECTANGULARES

A continuacion, se presentan algunos conceptos fundamentales para describir las relaciones
que hay entre los sistemas de coordenadas rectangulares y curvilineos, y se explican
algunas de las principales formas de expresar un vector en coordenadas curvilineas
generales. Los conceptos aqui tratados pueden verse con mayor detalle, por ejemplo, en
Hawkins (1963), Warsi (1993), Eiseman (1980}, Farrashkhalvat y Miles (1990), entre

algunas otras de las referencias anotadas al final de este trabajo.
2.1 Concepto de invariancia

En un sistema de coordenadas dado, un punto P queda definido por el conjunto de
coordenadas p,. Si se define otro sistema de coordenadas, el mismo punto P queda
determinado por otro conjunto de coordenadas 7/, pero la ubicacion del punto P no se
modifica al usar el nuevo sistema de coordenadas; por ello, se dice que un punto es un

invanante.




Considérese ahora un par de puntos (P,, P,) que definen al vector ¢; este vector, €n un
sistema de referencia particular, esta determinado por el conjunto de componentes g,
asociados a los ejes del sistema de coordenadas y al correspondiente conjunto de vectores
base e, los cuales tienen las direcciones de los ejes del sistema de referencia. Si se utiliza
otro sistema de coordenadas, el mismo vector ¢ queda determinado por otro conjunto de
componentes ¢ y el correspondiente conjunto de vectores base €, pero en ambos sistemas
de coordenadas, el vector conserva la magnitud y direccion; por tanto, un vector s también

un ente fisico invariante.
2.2 Trasformaciones entre coordenadas curvilineas generales y rectangulares

En la fig 2.1 se muestran dos sistemas planos de coordenadas: el sistema rectangular (X, )

y el curvilineo no ortogonal (£, n).

—

X

Fig 2.1 Sistemas de coordenadas (X, Y)y (§, n)




Las funciones para pasar del sistema (X, ) al (§, n) son del tipo

£ - EXY)
(2.1)

n - X5

Cuando el Jacobiano de la trasformacién es diferente de cero, se pueden obtener las

funciones inversas, es decir

X - X(E,TI)
(2.2)

Y - ¥E.m)

Se recuerda que el Jacobiano, J, de la trasformacién inversa esta dado por el determinante

siguiente

axX aX

3t on

J =
aY aY (23)

9§ dn

A los términos siguientes se les conoce como los métricos de la trasformacidn inversa

10




Puede demostrarse [ver por ejemplo Anderson (1995)] que los métricos de las

trasformaciones directa e inversa estan relacionados por las expresiones siguientes

ot 1aY . af . 12X
3x Jan ' 8y Jom
(2.4)
on 1Y . am  1oX
ax JeE ' aY Jag
2.3 Forma contravariante de un vector
Sea el vector de posicion r (fig 2.2) definido en el plano rectangular (X, ¥) como
r - X(§.nde, - Y(En)e, (2.5)

donde e, y e, son los vectores unitarios asociados a las direcciones de los ejes rectangulares

X e Y respectivamente, y sea g otro vector que tiene su origen en el punto P. El vector ¢

expresado con los componentes rectangulares u, y v, s

qg-ue +ve

(2.6)

La forma contravariante del vector g es

:Eq»n
q-u‘e -ve

Q.7)

11




—
Y N &n
q
612 e
£ = variable
P £ m = constante
/ r(X Y) & = constante
“ 1 = variable
e)"
ex-_T— X ——

Fig 2.2 Vectores base covariantes

donde e, y e, son los vectores base covariantes locales en el punto P, y a u’y v7se les
conocen como los componentes contravariantes del vector ¢. Los vectores base covariantes

son tangentes a los ejes curvilineos y se obtienen con las expresiones siguientes

ar 94X oY
TR @8

or oX ey
an H‘; a“‘y (2.8b)

12




donde e es el vector tangente al eje curvilineo £, y e, el vector tangente al gje curvilineo
n (ver fig 2.2). Es importante sefialar que los vectores base covariantes no son unitarios y
tampoco adimensionales, por lo que los componentes contravariantes no tienen la misma

escala de los componentes rectangulares.

Las expresiones que relacionan a los componentes contravariantes con los rectangulares del
vector g, se obtienen al aplicar el producto punto del vector ¢ en forma contravariante con

los vectores unitarios e, y e,, respectivamente, es decir

u, - [uteg +vie] - e, (2.9)

Al sustituir las ecs 2.8 en la 2.9, se obtiene el componente rectangular «, en funcidn de los

componentes contravariantes y de los métricos inversos

0X dX
u, = uzﬁ * Vna (2103)

De manera similar, el componente v, se obtiene de

£ L
v, = [u‘e, - vie] - e

esto es

v, utL L yn 0 2.10b
ST an (2.10b)

13




Las expresiones 2.10 forman un sistema lineal de dos ecuaciones, del cual se obtienen
expresiones para los componentes contravariantes en funcion de los componentes

rectangulares

10Y 10X
—=y

HE = jaux - Jan 'y (2113)
1aY 10X
vt - '7'5?“: v jggvy (2.11b)

2.3.]1 Elementos del tensor métrico covariante

En notacién tensorial, el tensor métrico covariante se denota como g;; sus elementos
permiten determinar magnitudes en el sistema curvilineo (&, 1), los cuales se obtienen con

el producto punto de los vectores base covariantes como sigue

ox|® ([ ar)’

g - &g - [ﬁ] * (__E) (2.122)
dXoX oYaY

gl! = ef'eﬂ = Ezan * 855{ (212b)
ax |’ y|?

8n - €€, - (5;] . (g;] (2.12¢)

14




B2 = €6 - 83 (2.124)

Con base en las expresiones 2.12 y 2.3 se puede demostrar que el determinante del
Jacobiano es igual a la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico covariante, es

decir

J - \@ V& 8 - 3122 (2.13)

Tanto J como vg son iguales al area de la superficie de una celda del sistema de

coordenadas curvilineas.
2.3.2 Magnitud de un vector en forma contravariante

Como se sabe, el cuadrado de la magnitud de un vector se obtiene al aplicar el producto

punto de un vector con respecto a si mismo, es decir

gl - ¢ ¢ (2.14)

Q s5€a

ol - e - ve,) e, < ) @19)

Al desarrollar la ec 2.15 y considerar las expresiones 2.12, se tiene que la magnitud de un

vector que esta expresado en forma contravariante, se obtiene de fa manera siguiente

lqi - \/g“(u E)z + 2812“ tyn gzz(vn)z (216)
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2.4 Forma covarniante de un vector

[.a forma covariante del vector g es

g - uet - ve (2.17)

donde ey e” son también una base local de vectores del sistema curvilineo (£, 1), los
cuales son perpendiculares a los ejes curvilineos (fig 2.3). A estos vectores se les conoce
como vectores base contravariantes, y a u,y v, COmO sus componentes covariantes. Estos

vectores base contravariantes tampoco son unitarios ni adimensionales.

Los componentes de los vectores base contravariantes se obtienen al aplicar el gradiente

a las funciones £(X, ¥} y n(X, Y), es decir

o€ A

eE = VE(/Y,Y) = B_Xex . ﬁﬂy (2183)
an an

e - V'l](aX,Y) = -a-)—(ex + 'é-"l';ey (218b)

En general, cuando se trabaja con sistemas de coordenadas curvilineas, es mas faci] obtener
las derivadas parciales de las funciones (X, Y) con respecto a (£, n). Al sustituir la
expresion 2.4 en las ecs 2.18 se obtienen los vectores base contravariantes en la forma

siguiente
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1 gy ax
ef - -\/_E [E-n—e' - ;%) (2.19a)
Wl L ( oY, X ]
e 7 aEe, aa" (2.19b)

rn

S——

X

Fig 2.3 Vectores base contravariantes
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A partir del vector g expresado en forma covariante, se pueden obtener sus
correspondientes componentes rectangulares al aplicar el producto punto de la manera

siguiente

u, - [uge* - v ele, (2.20)

Al sustituir las ecs 2.19 en la 2.20 se obtiene el componente rectangular , en funcion de

los componentes covariantes, como sigue

1 dY 1 3Y

- ——Uuy - ——V
x &an £ JE’BE n (2213)
de manera similar se obtiene el componente rectangular v,
1 3X 1 dX
=T v (2.21b)

v HE+ —_
)T ent ygee

Las ecuaciones 2.21 forman un sistema lineal, por lo que es posible obtener de este sistema

los componentes covariantes del vector ¢ en funcién de los componentes rectangulares; asi

se tiene que
axX ar,
UE = E'E—ux + 'é? v (2223)
2.4 gy
v, - _aq"‘ . ——anvy (2.22b)
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2.4.1 Elementos del tensor métrico contravariante

Para el calculo de magnitudes en el sistema definido por los vectores base contravariantes

se utiliza el tensor métrico contravariante, g°, cuyos elementos se obtienen al aplicar ¢l

producto punto de los correspondientes vectores base contravariantes. Con base en las

expresiones 2.12 se deduce que los elementos del tensor métrico contravariante se pueden

expresar como sigue

PPN - (2.23a)
g

g et e B2 (2.23b)
g

g% . e en . EL (2.23¢)
g

gh-g? (2.23d)

2.4.2 Magnitud de un vector en forma covariante

Para este caso, el cuadrado de la magnitud de un vector en forma covariante se obtiene al

aplicar el producto punto sobre el mismo vector, es decir

1g)? - (uge + v ") - (uge® - veM (2.24)
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Al desarrollar 1a expresién 2.24 y sustituir las expresiones 2.23 se obtiene la magnitud del
vector ¢ en funcion de los componentes covariantes y los elementos del tensor métrico

contravariante, como sigue

g - yg'ul - 28y, - g PV, (2.25)

2.5 Forma covariante de un vector con componentes fisicos

Debido a que tanto los vectores base covariantes como los contravariantes generalmente
no son unitarios, los correspondientes componentes tienen escalas y dimensiones diferentes
a los componentes rectangulares. Sin embargo, esta diferencia se puede evitar si los
vectores base se dividen entre su magnitud para obtener una base de vectores unitarios

asociados a las coordenadas curvilineas.

A continuacién se presentan las ecuaciones que permiten expresar vectores en funcion de
vectores base contravariantes unitarios. Se observa que al utilizar vectores base unitarios,
los componentes asociados a estos vectores reciben el nombre de componentes fisicos, y
dichos componentes tienen la misma escala y dimension que los componentes

rectangulares.

El vector g en forma covariante con componentes fisicos se expresa de la manera siguiente

g = upe® + v, (2.26)

donde los paréntesis indican que se esta utilizando la version fisica del vector en forma
covariante. Los vectores base fisicos contravariantes se obtienen al dividir entre su

magnitud a los vectores base de las ecs 2.19; de esta manera se tiene
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o Jmon” (2.27a)

gm. L9Y, 13X

—e
;/g_l JE \/EH 387 (2.27b)

Al aplicar el producto punto del vector ¢ expresado en forma rectangular y los vectores
base unitarios contravariantes dados en las ecs 2.19, se obtienen los componentes

covariantes fisicos del vector ¢, los cuales se escriben a continuacion

laY laX

By \/—— an U, \/— an (2283)

v 8 13X, .
m 2
n \/gl—ar. @as y ( )

De las expresiones 2.28 se pueden obtener ecuaciones para calcular los componentes

rectangulares en funcion de los componentes contravariantes fisicos, los cuales son

VEn BX Vé&u EJX

“wr R e (2.29a)
VExn aY v&u 6Y

v 2.
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2.5.1 Elementos del tensor métrico contravariante con componentes fisicos

Se puede demostrar [ver Demirdzic et al (1987)] que los elementos del tensor métrico

contravariante fisico se expresan de la manera siguiente

gy _ Buz (2.30a)
g

g . E2fn (2.30b)
g

g - Jergn % (2.30¢)

2.5.2 Magnitud de un vector en forma covariante con componentes fisicos

Procediendo como en los casos anteriores se demuestra que la magnitud de un vector en

forma covariante con componentes fisicos se obtiene con la expresion siguiente

2 2
lq! - \/3(“}”(0 « 28Pugv, - 8% (2.31)
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2.6 Generacion de mallas ajustadas a las fronteras

En fa fig 2.4a se muestra una superficie definida por fronteras que tienen curvatura
apreciable. En dicha superficie se puede definir una malla de coordenadas curvilineas, tal
que ésta queda representada en el plano computacional como se muestra en la fig 2.4b,

donde los espaciamientos A y An son unitarios.

a) b)

Fig 2.4 Malla curvilinea en el plano computacional

Existen varios métodos para obtener una malla de coordenadas curvilineas que se ajusten
a fronteras de forma irregular, y representarla en el llamado plano computacional. En
Hoffmann y Chiang (1993) se describen los principales métodos que hay para la generacién
de mallas curvilineas ajustadas a las fronteras; también se indican las correspondientes
ventajas y desventajas de cada método. En Knupp y Steinberg (1994) se presentan los
distintos métodos que hay para la generacion de mallas curvilineas, v ademas se anexan

programas de calculo para casos simples.
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En este trabajo, la generacion de la malla se obtuvo con un modelo numérico desarrollado
por Mejia v Berezowsky (1996). El modelo se basa en el método de la malla transfinita,

el cual es del tipo algebraico.

Para generar la malla se dan las coordenadas (X, ¥) del perimetro de la superficie, y se
obtienen las coordenadas rectangulares de cada vértice de las celdas que forman la malla
curvilinea, las de la mediatriz de cada lado de las celdas y las del punto central de cada
celda. Esta informacién es importante para calcular los parametros métricos y los elementos
del tensor métrico en cada celda, los cuales se utilizan en la version de las ecuaciones de

hidrodinamica en coordenadas curvilineas, como se explica en el capitulo 4 de este trabajo.
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3. VERSION COVARIANTE DE LAS ECUACIONES DE HIDRODINAMICA

Las expresiones para modelar en forma numérica el flujo a superficie libre se derivan de
las ecuaciones de Naviera-Stokes, las cuales fueron deducidas con base en la Segunda Ley
de Newton; la correspondiente deduccién se puede observar, por ejemplo, en Daily y

Harleman (1966), Maza y Garcia (1984) y Anderson (1995).

A partir de las ecuaciones de Naviera-Stokes, Reynolds (1895) obtuvo las ecuaciones de
cantidad de movimiento para un fluido Newtoniano, en funcion de valores medios
temporales de los componentes del vector velocidad y de 1a presion: a esas expresiones se
les conoce como las ecuaciones de Revniolds. La derivacion de estas ecuaciones se muestra,

por ejemplo, en Hinze (1959) y Daily v Harleman (1966).

Cuando las dimensiones en planta de un flujo a superficie libre son notablemente mayores
en comparacion con la profundidad del mismo, se acepta que la velocidad media del flujo
se puede representar en forma adecuada unicamente con sus dos componentes horizontales.
Con base en esta suposicién, las ecuaciones de Reynolds se integran sobre toda la

profundidad del flujo con la regla de Leibnitz. Las ecuaciones resultantes son conocidas
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como las ecuaciones de cantidad de movimiento para flujos bidimensionales horizontales
a superficie libre. La derivacion detallada de estas ecuaciones queda fuera de los objetivos
del presente trabajo, pero la correspondiente deduccidn se puede observar, por ejemplo, en
Kuipers y Vreugdenhill (1973). Abbott (1979) o Chaudhry (1993). Para su derivacion se
hacen las hipétesis siguientes: a) la densidad es constante por lo que el fluido es
incompresible, b) la distribucién de la velocidad es uniforme en toda la profundidad del
flujo, c) el componente vertical de la velocidad y su correspondiente aceleracion son
despreciables, d) la curvatura de la superficie libre del agua es despreciable, e) el fondo del
canal es rigido y de pendiente suave, f) los esfuerzos cortantes en el fondo se pueden
calcular con formulas de flujo uniforme, g) el efecto de la turbulencia se puede modelar en
forma adecuada con los esfuerzos de Boussinesq, h) no hay discontinuidades en el flujo,
como saltos hidraulicos o frentes de onda, por lo que se puede usar la version no
conservativa de las ecuaciones de cantidad de movimiento, llamadas también ecuaciones
dindmicas, las cuales junto con la ecuacién de continuidad se conocen como ecuaciones de

hidrodinamica para flujos bidimensionales horizontales a superficie libre.

3.1 Versiones de las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas curvilineas generales

En el capitulo dos de este trabajo se explicod que un vector se puede expresar de distintas
formas, entre las mas utilizadas estan la contravariante y la covariante, y cada una de ellas
se puede expresar con componenies que pueden o no ser fisicos. Debido a que tanto la
velocidad como la ecuaciones dinamicas se expresan con componentes de vectores,
también las ecuaciones de hidrodinamica se pueden expresar de distinta manera,
dependiendo del tipo de coordenadas que se usen; en la fig 3.1 se muestra una clasificacion
de las principales versiones que hay de las ecuaciones de hidrodinamica. En Jiménez y
Berezowsky (1996) se hace la revisién del estado del arte sobre las distintas versiones de
las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas curvilineas. En general, los ultimos
trabajos publicados donde se presentan modelos numéricos para calcular las caracteristicas

de flujos con coordenadas curvilineas generales, utilizan los componentes contravariantes
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fisicos para representar a la velocidad; por ejemplo, en Demirdzic er al (1987) y Takizawa
et al (1992) se usan los componentes contravariantes fisicos de la velocidad; Segal e af
(1992) utilizan como variables dependientes a los componentes contravariantes de la
velocidad multiplicados por el Jacobiano de la trasformacion; Melaaen (1992) utiliza las
proyecciones de los componentes covariantes fisicos en su modelo numérico; He y

Salcudean (1994) y He er al (1996) usan también los componentes contravariantes fisicos.

(Rectang ulares

Coordenadas < (Ortogonales

-
KCurviIineas < Componentes
s ‘ fisicos

Covariante <

Componentes
\_no fisicos

KGenerales <

r
Componentes
fisicos

\ Contravariante <

Componentes
|_no fisicos

Fig 3.1 Clasificacion de las ecuaciones de hidrodindmica
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Aunque parece ser que hay cierta preferencia por usar los componentes contravariantes
fisicos para representar a la velocidad en los modelos numéricos desarrollados, el autor del
presente trabajo considera que con base en la interpretacién geométrica de las distintas
formas de expresar un vector, es mejor usar la version covariante con componentes fisicos,
ya que como se¢ mostré en el capitulo dos de este trabajo, con la versién covariante de las
ecuaciones de hidrodinamica con componentes fisicos, se cumple que los vectores base
locales sean perpendiculares a los ejes curvilineos, por lo que ello garantiza que el calculo
del flujo de masa que pasa por una seccion trasversal se haga de manera correcta, lo cual
sirve para revisar la conservacion de masa. Dicha condicién no se cumple cuando se usa
la versién contravariante, puesto que para ese caso los correspondientes vectores base
locales son tangentes pero no necesariamente perpendiculares a los ejes curvilineos; por
ello, se considera que el calculo del flujo de masa con los componentes contravariantes no

es adecuado.
3.2 Deduccion de la version covariante de las ecuaciones de hidrodinamica

Para deducir la version covariante con componentes fisicos de las ecuaciones de
hidrodinamica, en este trabajo se escogio como base la version diferencial rectangular de
dichas ecuaciones; esta versiéon ha sido ampliamente usada en distintos trabajos de
investigacién; algunos de ellos son: Ponce y Yabusaki (1981), Tawatchai y Selvaratnam
(1990), Borthwick y Barber (1992) y Borthwick y Akponasa (1997). entre otros. Las

correspondientes expresiones son las siguientes
Ecuacion de continuidad
oH Ak = o(vh) 0

3t oxX  ar (.1
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Componente de la ecuacion dinamica en la direccion del vector unitario e,

ou du Ju oH E.u
gu ySu 8 g O S Eyy
at 0.4 oY dX Cith

B CL AR LCY )

ph | 90X aY (3.2)
Componente de la ecuacion dindmica en la direccion del vector unitario e,
dv v av oH & v
D, S 2y
ot oX aY oY (Cth
a(hT, (T
L |8ty SGL)E (3.3)
oh | X 3y

donde u y v son los componentes rectangulares de la velocidad promediada en la
profundidad, en m/s; H la cota de la superficie libre del agua, en m; h el tirante, en m; Vel
modulo de la velocidad, en m/s; g, la constante de la aceleracion de la gravedad, en /s
C el coeficiente de friccion de Chezy, enm'/s; T, T o« Y T, son los esfuerzos efectivos, en

Nint’.

En Kuipers y Vreugenhill (1973) y Flokstra (1977) se discute que cada uno de los esfuerzos

efectivos, es decir T, T,y T,,, estan formados por tres partes que son: los esfuerzos
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viscosos laminares, 10s turbulentos debidos a las variaciones en el tiempo y en un mismo
punio de la velocidad, y los que incluyen el efecto de que la distribucion vertical de la
velocidad no es uniforme; dado que los esfuerzos turbulentos son més importantes que los
demas, (ver por ejemplo Rastogi y Rodi (1978}), en este trabajo s6lo se consideran los
esfuerzos turbulentos, los cuales se pueden expresar con el concepto de Boussinesq (1877)

de la llamada viscosidad turbulenta como sigue

cu

T. - 2pv, =
AT (3.4a)

dv
Ty =20vi53 (3.4b)

du ov

T - .

> pv'(ar ax] (3.4¢)

donde v, es la llamada viscosidad turbulenta, en ms. la cual es una variable por

determinar. En el subcapitulo 3.4 se describen dos métodos para obtener dicha variable.

La version de las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas curvilineas que se presenta
en este trabajo es muy parecida a la usada por Borthwick v Akponasa (1997), aunque ellos
le llaman la version contravariante. El autor del presente trabajo considera que esta version
debe ser llamada covariante, puesto que como se demostro en el capitulo 2 (de este trabajo),
los componentes que acompanian a los vectores base contravariantes reciben el nombre de

componentes covariantes.
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Para simplificar la notacion de los métricos se hacen las definiciones siguientes

Como se demostré en el capitulo 2, los componentes covariantes fisicos, u, 5 Y v, ¥ los

componentes rectangulares, ¥ y v, del vector velocidad estan relacionados por las

expresiones siguientes

yfl x“l
Mgy = u- v (3.5a)
b 4)) En
¥ yi u xE v 3 Sb
m- =" T = .
fen Ve (3:35)
o en forma inversa
En \/g_u
u = Xe Uy © ——— % Vi (3.6a)
Vg Ve
\/3—2; V8
Vs Y b =Y Y (3.6b)
Ve ve o
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Es importante hacer notar que los componentes rectangulares del vector velocidad
sustituidos en las ecs 3.5, permiten determinar los correspondientes componentes
covariantes fisicos del vector en e! sistema curvilineo. Entonces, para obtener las
ecuaciones dinamicas en el sistema curvilineo, se siguen estos tres pasos: a) con base en
la regla de la cadena, todas las derivadas parciales con respecto a las coordenadas
rectangulares se sustituyen por derivadas parciales con respecto a las coordenadas
curvilineas; b) los componentes rectangulares se sustituyen por sus correspondientes
componentes covariantes; ¢) a los componentes rectangulares de la ecuacion dinamica, ecs
3.2y 3.3, se les aplica la trasformacion dada por las ecs 3.5, con lo cual se obtienen las
ecuaciones dinamicas en términos de las coordenadas curvilineas y los componentes

covariantes fisicos.

Con base en la regla de la cadena, las derivadas parciales de una funcién cualquiera f{X, Y)
se expresan en funcion de las coordenadas curvilineas y los parametros meétricos como
sigue

3X ~ [got  Jgom 7a)

o. 50 K (3.7b)

3y T Jgot  Jgon

3.2.1 Ecuacién dinamica en la direccion normal al eje curvilineo ¢ constante

A continuacion, se deduce cada uno de los términos que forman la version covariante con
componentes fisicos de la ecuacién dinamica en la direccion normal al eje curvilineo §

constante, en coordenadas curvilineas generales.
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Aceleracion local

Con base en las ecs 3.6, los componentes rectangulares de la aceleracion local se expresan

como

= E‘. = i __Ngnx N - ——'g“x Vv (383)
at af ‘/é E (£) \/é L] (n)
ary . 8v . 2 V&2 véu 3.8b
= = yE M(E) - yn ('I) ( . )
at at ,,lg ‘/g

El término de 1a aceleracion local en la direccion normal al eje § constante se obtiene como

sigue (ver ec 3.5a)

Yo Bu Xy dv

VL ‘/g—nﬁ

(3.9)

Al sustituir las ecs 3.8 en la 3.9, desarrollar ésta v reducir términos semejantes, se obtiene

du
e (3
AL ry (3.10)

Aceleracion convectiva
La parte convectiva de la ecuacion dinamica en la direccion del vector e, se define como
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3
ACK - ug—}, vl 3.11)

Al aplicar la regta de la cadena en la ec 3.11, y tomar como factor comun las derivadas

parciales de u, resulta

acx . Dao X an Dew % o (3.12)
Ve o ¢ ve o '

Al sustituir las ecs 3.5 en la 3.12, se obtiene

Acx . Y8z, U VEu vy 2 (3.13)
e WaE g ™an

Si se sustituye la ec 3.6aenla3.13, se llegaa

(3.14)

Por otro lado, la parte convectiva de la ecuacion dinamica en la direccion del vector e, es

34




ACY=u—a—\i'v2

Py (3.15)

Al aplicar la regla de la cadena a los términos de las derivadas parciales de la ec 3.15,y

tomar como factor comtn los términos de las derivadas parciales dei componente v. resulta

ACY - (Vﬂu'xq V) gv (-yEu‘xE V) gv (3.16)
- - - J.
Vg & Ve an

Al sustituir las ecs 3.5 en la 3.16, se obtiene

P N TN
/e

u, b — —_—
(£) aE \/é (n} an

(3.17)
Ahora, si se sustituye la ec 3.6b en la 3.17 se tiene que
\/g_zz d {vExn \/g—n
ACY‘—“(E)QE e e = Yn Y |
Vg Vg Ve
(3.18)

La parte convectiva de la ecuacion dindmica en la direccidn normal al eje curvilineo €
constante se obtiene como
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Xy

M 4cx -
VEz Ve

AC = ACY (3.19)

Al sustituir las ecs 3.14 y 3.18 en la 3.19. y después de ordenar algunos términos se obtiene

AC - w2 d $/§; Egn d \/-g;
BRCEF £ : ot 3o | T2 ]
Ve ez "\ Ve

In

a d
gzz“(t)gg("e”m) . gu"(n)g(xe“(&] '

d g d
Z gu”(t)gg("n"(n)) ' —v(n)"é:]'(xnv(n)) . (3.20)

Ve

n- d 9 |
;h'\/g_zz“(era—&(?e“(c)) - gu"(n)gq(yc“(zﬂ_ )

x d By d
Tg'l'\/g_n"(nggo’n"(n)) l _"(n)g(ynv(n))

es

Se hace notar que los dos primeros términos del lado derecho de la expresion 3.20
involucran derivadas parciales de los elementos del tensor métrico; dichos términos reciben
e] nombre de Simbolos de Christoffel de segunda especie, y toman en cuenta que los

vectores base contravariantes cambian de direccion a lo largo de los ejes curvilineos.
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Gradiente hidraulico

Con base en la regla de la cadena, tos términos del gradiente hidraulico en tas direcciones

de los vectores e, y e, se definen respectivamente como

3H & |3H  8H

GHX - p 282 . 2» (8482, 22
& oy % Se 7 anyg} (3.21a)

3H & |8H_ 8H

GHY - a . —=
g Sy 7 [ TR x.gl (3.21b)

El gradiente hidraulico en la direccién normal al eje § constante se expresa como

o 2 o (3.22)

— -gv
BX‘/E_; c?Y\/g_22

GH’gv

Al sustituir las ecs 3.21 en la 3.22, y después de desarrollar y reducir términos semejantes

se obtiene

0H = Bi 9H
= 3E /2 on

&

T (3.23)

GH
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Resistencia al flujo

E] efecto de la friccién en las direcciones de los vectores e, y e, se expresa respectivamente

de la manera siguiente

B, u
SFX « Z22|V
T (3.24a)
g, v
SFY « 24—V
oo h! | (3.24b)

La resistencia al flujo en la direccién norma al eje curvilineo ¢ se obtiene como sigue

X,
sE. 2 Beup Fa & vy

- 3.25
2 Czh \/g—zz Czh ( )

Nuevamente, al sustituir las expresiones 3.6 en 3.25, v reducir términos semejantes, se tiene

que el efecto de la friccién esta dado por

g, ¥ .
SF = — e ¥ (3.26)

T
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Términos de turbulencia

Los componentes que toman en cuenta el efecto de fa turbulencia en las direcciones de los

vectores e,y e, son respectivamente

hT, AT,
TURX - _; [____aa; . ___—aayv] (3.27a)
p
h h
rony . 2L 20y 91T oam)
p

El efecto de la turbulencia en la direccion normal al eje curvilineo £ constante se expresa

como

TUR - — .

o 1 [ahrn 8th?)
en PR\ X oY

(3.28)

x, .1 | oA, aHT,
ax oY

Jzm o

Al aplicar la regla de la cadena en las derivadas parciales de la expresion 3.28, y después

de ordenar términos se obtiene que ¢l efecto de la turbulencia en la direccion normal a §

constante se expresa como sigue
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-1 2 a(h T n) a(hT n) a(hT
TUR - y - Yy - ey Ve —2 ] -
ph&ﬁ; n aE En a.n (‘E n ﬁyw)—a,q_
-1 _ a(hrxy) _ S(hT”,) . xza(hTyy)
oh/z/2n " g Y 41 AT

Esfuerzos de turbulencia

El esfuerzo T, se expresa en coordenadas rectangulares como sigue

Si se sustituye la ec 3.6a en la 3.31 se obtiene que
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T, - zp: ¥ [—a%[‘“\{/:_:— e“(t)] ’ ( ‘/\; n (H)H

() ()
\/g 'a‘l] \/EE(E) \/—‘1('1)

(3.32a)

Procediendo de manera similar con los otros esfuerzos, T,y T,,, se llega a las expresiones

siguientes

(3.32b)

LA I [ \/gzzy " )] 3 [ \/811 ()]
Vel 3 £H
Vg 19 Vg ol vz "0
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20v, 13| y& gt Vg
Txy =T \/E n E[ -?—'z'z'yiu(i)) ) aE{ —\/-—-Hyﬂ (‘l)]l
(3.32¢)
Jevotof Ve, | 0 Ve,
\/é Ea'l'[ ‘/g {(E) a.n \/E’ nn

Estos son todos lo términos trasformados que forman la ecuacion dindmica en la direccion
normal al eje curvilineo £ constante. De manera similar se obtiene la ecuacién dinamica

en la direccion normal al eje curvilineo n constante.
3.2.2 Ecuaci6n de continuidad en coordenadas curvilineas

La derivadas parciales de una funcion f{.X, ¥) se expresan con la forma conservativa de la

regla de la cadena como sigue

of  _Liso .9
2 @Lﬁcm) e f) (3.332)
of L ¢ .8
= \@[ 5 /) an(ng)] (3.33b)

Al aplicar las ecs 3.33 a la version rectangular de la ecuacion de continuidad, ec 3.1, resulta
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H

b

}-

S 0auh) -

(3.34)

1| @ 3
— |-=(x_vh) - —(x vh)] .
Jg Lo o °

Si se aplica la propiedad asociativa a la suma de los operadores de las derivadas parciales

en esta ecuacion, se tiene

OH 1 (y uh - x, vh) - __.__( yeuh - x,vh) - (3.35)

ot \/‘aE N RAl

Con base en las ecs 3.5, la ec 3.35 se puede expresar de manera mas sencilla.

3.3 Ecuaciones de hidrodindmica en coordenadas curvilineas generales con componentes

fisicos
A continuacion se presenta la versién covariante completa, con componentes fisicos, de las
ecuaciones de hidrodindmica en coordenadas curvilineas generales, la cual se usa en este

trabajo para modelar el flujo bidimensional horizontal a superficie libre.

Ecuacion de continuidad

oH
R az(‘/g_” ugyft) - -\ZE--—( g Vi M - (3.36)
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Componente de la ecuacion dinamica en la direccion normal al eje curvilineo § constante

BU(E) . ”{i) KA [ ng_l] i \/311 uey Vi _Fa_ ( V*gn] .
n
ot el d Jé \/é; an ‘/é

Yy d d
© T \VEn ke = (g u) - VB V) 3o @1 )| -
14 an

2 En d
Sy \/81 Ye) 3E oV - _\/g_ Viny A &, "(n))] :
22

I R ) 2w )

2 \/g_zz Ueey 3t (ye "(E)) &1 Y am ¥ ue)

(3.37)
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Componente de la ecuacion dindmica en la direccion normal al eje curvilineo n constante

Ny | 2 0 (__\/gn) . Y& 9 [__\/gn)
) ey Yim N
a Vol g/ a Vet | /g

322 6 d
) (12 Uy + VB2 Yy 5= e et
\/g_” BE on

X

€ d
* 2z [\/3; “o 3 Paven) * VU Yo a O, "m)}

Y

 —

g

g é
- = %) T (g ug) - V&I Ve 37 O U]
VEn

(3.38)

d d
& g 3 ("n"(n)) - ‘/g_“ Yim n b, "(n))] iy

gv J_ oH 312 oH gv v(r])
s — WEn —— - —/— T7|° —= |V
2 on g, %| C

28T ) hT,) 3T, )

e O SO O

3T, ohT,)  ,6T,)

2x - XX R x
134 an £°n 3 £ a.q
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3.4 Modelos de turbulencia

La mayoria de los flujos a superficie libre son turbulentos; esto se distingue por la presencia
de remolinos causados por paredes, obstaculos dentro del flujo o cambios de direccion en
las fronteras que definen el escurrimiento. Este complicado fenémeno se considera en el
modelo numérico al incluir los esfuerzos efectivos o de turbulencia que estan en las
ecuaciones dinamicas. Dichos esfuerzos dependen de la llamada viscosidad turbulenta, v,
Existen varios modelos para calcular esta variable. En el presente trabajo se han incluido

los dos procedimientos siguientes.
3.4.1 Modelo de orden cero

Consiste en calcular la viscosidad turbulenta con la expresién siguiente:

v,-C h U (3.39)

donde U. es la velocidad asociada al esfuerzo cortante del flujo, la cual se puede expresar

de la manera siguiente

0’.=‘ﬂg_"lV! (3.40)

En cuanto al coeficiente empirico C,, en la literatura consultada se reportan los valores
siguientes: Tingsanchali y Maheswaran (1990) utilizan C;=0.0765; en Duc er a/ (1996) se
usa C=0.07; Huy Kot (1997) y Yulistiyanto et al (1998) proponen C=0.1. En este trabajo
se usa C=0.0765.
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3.4.2 Modelo de turbulencia - ¢

Este método, propuesto originalmente por Launder y Spalding (1974), ha sido usado
ampliamente para calcular la viscosidad turbulenta en modelos de hidrodinamica que se
basan en resolver la versién rectangular de las ecuaciones de continuidad y dindmica,
algunas de las publicaciones donde se reporta su uso son: Tingsanchali y Maheswaran
(1990), Bravo y Holly (1996), Zhou er al (1994). entre muchos otros; en la mayoria de los
fittimos articulos publicados se aclara que se le han hecho modificaciones al modelo

original de turbulencia k- £.

La viscosidad turbulenta se calcula con la expresion siguiente

k
Ver G (3.41)

donde c, es una constante empirica, k es la ltamada energia cinética turbulenta del flujo y
eindica la tasa de disipacién de dicha energia. Estos parametros se obtienen al resolver las

ecuaciones diferenciales parciales de transporte semiempiricas siguientes

3 X oY aXjo, X
(3.42)
U3
« P, -k -
¢ h
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o, 3

e 8 o 9|V¥i0e| 9 %%
& aX &Y aXjo,oX| oY
(3.43)

e U
Py -t - ey

E
v Clc;

donde:

2 2 )2
P, - 2v, ou - 2v, 9y .V, du . f"
oxX ayY dY oX

@=‘/‘E”;U.-@IVI

C

C
2e
c =36 o ‘/c“

c, - 1.49; ¢, - 1.43; ¢, - 192, 0, =10, o, - 1.3

Las expresiones 3.41 a 3.43 forman la version rectangular del modelo k-¢. Para acoplar
dichas ecuaciones a la version covariante del modelo de hidrodinamica, es necesario
expresarlas en funcion de las coordenadas curvilineas y los componentes covariantes del
vector velocidad. Debido a que las ecs 3.42 y 3.43 son escalares, su transformacion se hace

aplicando la regla de la cadena dada por las ecs 3.7. A continuacién se muestra la
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trasformacion de los términos que forman la ecuacién de trasporte del parametro .

. Ok Mok
) ¢ \@65
PR X
L) 4 \/éai

9 ikx L ﬁi(vrkx)
ax 9, /g ok

EG

Q)
f_‘\
|_~<
il
L]

e ok

e

Xe ok

/o

__(x
o "]

1 X, 8
Hmmen des)

En cuanto a los términos de P, se tiene

du yq du  Ye du

ax gk Jgon

Al sustituir la ec 3.6a en la 3.46 se obtiene
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(3.44b)

(3.45a)
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ST‘:/ - y_‘/% gag o ) - éa—E(T:"m_))] :
(3.47)
\@ ( gy (T‘m)}
De manera similar se obtiene
g“r - y_\é 3% (Tyuge) - -;E-(T,,V(,,))] ’
(3.48)
- “3‘—;“ Ty - 4"m))}
%; T ‘% “a% (Tyug) - gag( ~"’(n>)} -
(3.49)
\@ { (Tugy) - i(TZ"un)}

50




oY Vg 13 i
(3.50)
X | 4 3
’ T; [E]‘(TJ“(:)) ) 5;(7-4"01))}
donde

T, - %IE i I - —\/j;xn
g b4
£ 4

Al sustituir las expresiones 3.44, 3.45, 3.47, 3.48, 349 y 3.50 en la 3.42, se obtiene la

ecuacion de transporte del pardmetro 4.

De forma similar se obtiene la ecuacion de trasporte del parametro €. A continuacion se

escriben ambas ecuaciones en coordenadas curvilineas.
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(3.51)

5 ok |, %ok

S S S ol .
o, Jgon "V 9k /g on

donde ahora P, se calcula en funcion de las expresiones 3.47 a 3.50.




Inde X de

(e 58 L 38

(3.52)

Se hace notar que cuando se dispone del parametro , los esfuerzos cortantes de turbulencia

se expresan, en notacion tensorial, como sigue

du du,
w’v,[ L. ’]-Ekb




4. ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS

Entre los distintos esquemas de diferencias finitas que se han publicado en los tltimos afios,
destaca el propuesto por MacCormack, el cual ha sido usado ampliamente en dinamica y
mecanica de fluidos para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, y
recientemente también en el calculo del campo de velocidades en flujos a superficie libre;
algunos ejemplos de esos trabajos son los siguientes: Garcia y Kahawita (1986) muestran
el calculo del flujo bidimensional horizontal en coordenadas rectangulares; Fennema y
Chaudhry (1990) modelan el fendémeno del salto hidraulico, donde se tienen
simultidneamente los regimenes de flujo subcritico y supercritico; Garcia-Navarro y Saviron
(1992) calculan el movimiento de un frente de onda: Yulisuyanto e al (1998) resuelven la
version conservativa de las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas rectangulares para

modelar el flujo bidimensional horizontal a superficie libre alrededor de una pila.

El esquema de MacCormack es explicito, de segundo orden en el espacio, y consta de dos
etapas (tipo predictor - corrector): en la fase de prediccion se calculan las variables
dependientes (llamadas variables predichas) con diferencias espaciales hacia atras; y en la

fase de correccidn se obtienen las variables dependientes (llamadas variables corregidas)
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con diferencias espaciales hacia adelante, en funcién de las variables calculadas en la etapa
de prediccién. Los valores de las variables dependientes al final del intervalo de tiempo se
obtienen en funcion de los valores de las variables al inicio de! intervalo de tiempo y de las

variables obtenidas en la fase de correccion.

En Garcia y Kahawita (1986), Chaudhry (1993), Yulistiyanto et a/ (1998), entre otros, se
indica que se obtienen mejores resultados con este esquema, cuando se alterna el calculo
de las diferencias en cada etapa de calculo, es decir, en un paso de tiempo se calcula la
etapa de prediccion con diferencias hacia atras y la etapa de correccién con diferencias
hacia adelante; y en el siguiente paso de tiempo, la etapa de prediccion se calcula con

diferencias hacia adelante, y la etapa de correccion con diferencias hacia atras.

Sea el plano computacional mostrado en la fig 4.1, donde se muestra una malla de calculo
de M celdas en la direccion del eje £ y N celdas en la del eje n. En la misma figura se
indica que las celdas det lado izquierdo definen una frontera abierta donde se conoce el
gasto que ingresa y en las celdas del lado derecho se conoce el nivel del agua, mientras que
en la parte superior e inferior del plano computacional se tiene fronteras solidas, también
llamadas cerradas. Para aplicar el esquema de MacCormack se propone que todas las
variables dependientes sean calculadas en el mismo lugar, esto es, en el centro de las celdas
como se muestra en la fig 4.1; esto tiene la ventaja de que se requiere menor nimero de

parametros métricos en las ecuaciones discretizadas.
4.1 Metodologia de célculo

a) En un tiempo inicial, &, se asignan valores propuestos a las variables

(H*, 1k, viy')i; €n cada punto central (i) de las celdas
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Frontera cerrada
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Fig 4.1 Malla de calculo en el plano computacional




Fase de prediccion

b) Se calculan las variables dependientes de la etapa de prediccidn, (7, u/), v(n,p),u,
con diferencias hacia atraispara2 <1 s My2<j< N
c) Con base en la hipotesis de la frontera reflejante, la cual se explica

posteriormente, se calculan las variables predichas paraj=ly2 <is N

Fase de correccion
d) Se calculan las variables dependientes de la fase de correccion, (H', ug)’, Vin) )
para2 < i< M-1y1 <js N-1, con diferencias finitas hacia adelante, en funcién de
los valores de las variables obtenidas en la etapa de prediccién
e) También con base en la hipotesis de frontera reflejante, se calculan los valores
de las variables de la fase de correccion paraj=Ny2 <1< M-]

Valores para la etapa de tiempo k+1
f) Hasta aqui se tienen tanto los valores predichos como los corregidos para las
celdas comprendidas entre 2 < i < M-1y 1 <j < N. Con esos valores se calculan las

variables dependientes al final del intervalo de tiempo para esas celdas, en funcion

de los valores de las variables iniciales y corregidas como sigue

a1 .
Hy' - S(Hy - Hyj) (4.12)

k-1 1, & ¢
My, = 5, 4o, (4.1b)
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k-1 1 k c
Vinyy * E(V(n)u " V) (4.1¢c)

Efecto de las fronteras abiertas

g) Se resuelven las celdas que definen las fronteras donde se conoce la velocidad
del flujo o el nivel de la superficie libre del agua, como se explica posteriormente.
h) Una vez que se tienen los valores de las variables dependientes para cada una de
las celdas del plano computacional, los valores de las variables dependientes para
el paso de tiempo k+1 se toman como los valores iniciales y se repite ¢l
procedimiento de calculo, pero ahora calculando primero la fase de prediccion con

diferencias finitas hacia adelante y la fase de correccién con diferencias hacia atras.
La solucion del campo de velocidades, para un flujo con régimen permanente, se obtiene
cuando durante el ciclo iterativo las variables dependientes no cambian de una iteracion a
otra.

4.2 Discretizacion de las ecuaciones

A continuacion se muestra la forma como se discretiza cada una de las ecuaciones de

hidrodinamica.
Diferencias finitas hacia atras

Con base en la ecuacion de continuidad (ec 3.36) se obtiene la variable predicha 4P;; con

diferencias finitas hacia atrds como sigue
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At
He? : Hr‘:' - _[( gzz”mh)f.; - { gzz“(z)h)f-u -
&y
(4.2)

At k k
- —-—[( £V - ( gn"(n)")u-i]

i

El valor predicho del componente de la velocidad «”,; en la direccion normal al eje §
constante, se obtiene al expresar la ecuacion dinamica (ec 3.37) con diferencias finitas hacia

atras, de donde

”(?)q : “(E),, - ANACXIP! - ACXIP2) -
- At (ACXIP3 + ACXIP4 - ACXIP5 « ACXIPG) - (4.3)

- At (GHXIP - SFXIP . TURXIP)

donde

ACXIP? - &n ué:)uv(:)u ( \/E‘;] ) ( \.fgzz]
i i1
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g ¢ k
ACXIP3 - [—%ynu(g)) [(xa“(z))u - (xe“(sﬂi-u} :
i

V& k k £
. (—""g”yn"(n)] {(xﬁu(ﬁ))ij : (xa“(a))u.n]
g

8]

g k k '
ACXIP4 - [%}’n“u)] - [(xnv(n))f.r' . (xnv(n))f-l.f] ’

i

i Yq £ £
’ (__n"(-n) {(xnv(n))!j - (xnv(n))u-l]
8, 8 iy

g k k i
ACXIPS - - (%xn”m] - [(ye“(s))u - (ys“m).-.u] :

W

b4 F k k
B [ \/;xnv(n)) [(yeu(i))u - (yE"(E))i.i.l]
if
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it *q & e ¢
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b

&y i g
orp - £ | e - HY) - [—..”

‘/g_U Exn

k
g | Uy r
SFAIP « [F] 1A
iy
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) PU (y!y n [ kax)fJ - (h sz)Ij.]]) -
* I‘ij (xiyn'x,]}’g)[(h an')f.f - (h kTv)U’]] "

- 28, x (R kT,y)U - (h kay)I-]_u‘] .

B PU xﬁxn[(h kTw)U - (h kT»).'j.[] *
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- Ty xR 'T),; - (AT )

donde

1
T, « ———
(ph g /2n),

k
I - 2pv, 2011 uey - (Tl -
Vg
k
- 20y, 22 [(12 Yodun - (T2v)]
Vg
k
- 29":')’—5[(” ”(:))u - (Thugy)y -

Ve

V k
- 2p% S (T2 - (T20),p)
Ve
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7 7 k -
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Ve
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k -
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y
- p":“'i" [(T4V(:))(:'J) - (T4v(:})1’j-ll
Vg

T rr3nk T3u,
Tyy “ -2pv,—-—-[(T u(f))hf - ( u(n)"”] i
Ve

X
- 209, LTy - (4D
V2

X k k
. 2pv,T[(T3u(E))u. - (T3ugy,.] -
g

Xg k b
- 2pr—J—_ [(T4V(n))('.n - (T"v(n))l-‘f_l]
g

De manera similar se discretiza la ecuacion dinamica (ec 3.39) en la direccién normatl al

eje curvilineo n constante, de donde se obtiene la variable predicha v ..

Diferencias finitas hacia adelante
Se calculan las variables dependientes con diferencias finitas hacia adelante, en funcion de

las variables obtenidas en la etapa de prediccion como sigue
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Hj - HY - 73_1[(\/87;”(0")?1; : (\/g_zwz“(s)hff]'

&y
4.4)
At
- —[( gllv(q)h)fj-l_( 311”(11)”)?;]
Ve,
c o)
U, = Fr gy Y (4.5)
c )
Vo, = F2 Haugvo (4.6)

4.3 Condiciones de frontera

Las expresiones anteriores no se aplican en celdas cuyos lados coinciden con las fronteras
que definen la zona en estudio, ya que se carece de valores para el cilculo de las derivadas
parciales con el esquema de MacCormack. Para resolver las celdas en cuestion es necesario
identificar el tipo de frontera que se tiene. En general, existen dos tipos de frontera que son
cerradas (paredes) o abiertas; a continuacion se discuten las expresiones correspondientes

para celdas cuyos lados forman parte de una frontera.

4.3.1 Frontera cerrada (pared)

La modelacién numeérica del flujo bidimensional horizontal requiere de la definicidn
adecuada de las condiciones de frontera dadas en las paredes. Existen varios
procedimientos para modelar el efecto de una pared en el campo de velocidades, los cuales

se explican y discuten a continuacion.
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Ley de pared

Este método consiste en utilizar la ley logaritmica de la distribucidn de la velocidad en la
zona cercana a la pared. Como se sabe, cerca de la pared se distinguen tres zonas: una de
esas capas se conoce como la subcapa viscosa, donde los efectos de turbulencia no son
importantes; otra como la zona de transicion y la tercera como de franca turbulencia, donde
es valida la ley logaritmica. El dominio de aplicacion de la ley logaritmica se define con

base en el parametro adimensional siguiente

4.7)

donde y, es la distancia perpendicular a la pared, en m. del punto p donde se desea conocer
la velocidad u,; v es la viscocidad cinematica del fluido, en m*/s; y U, se define como la
velocidad de friccidn o asociada al esfuerzo cortanie medio que hay entre el flujo y las
paredes del canal, en m/s. En general, la expresion para calcular la variable U, se obtiene

a partir de la definicion de flujo uniforme

U - JghS - ‘/g U, (4.8)

donde g, es la aceleracion de la gravedad, en m/s*; § la pendiente de la linea de energia; A

el tirante del flujo, en m; y U, el médulo de la velocidad media del flujo, en mi/s.

Con base en las ecs 4.7 y 4.8 se calcula la distribucion de velocidades cercana a la pared

cOmo sigue

U
u, - —In(E y); 30 < y°s 100 (4.9)
K
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donde £ = 9.793 para paredes lisas, y k es la constante de von-Karman que tiene un valor

de 0.4187, segun Versteeg v Malalasekera (1995).

En gran cantidad de articulos publicados, donde se presentan aplicaciones de modelos de
flujo bidimensional horizontal en coordenadas rectangulares, no se discute con mayor
detalle el uso de la ley logaritmica para definir la velocidad cercana a una pared como
condicion de frontera; ejemplos de dichas publicaciones son: Tingsanchali y Maheswaran

(1990), Rastogi y Rodi (1978} y Duc er al (1996).

La aplicacion de la ley logaritmica como condicion de frontera para calcular, por ejemplo,
la distribucion trasversal de la velocidad en un canal rectangular, es tal vez la mejor manera
de resolver el problema, y tiene la ventaja de que la malla de calcuio no debe ser demasiado
fina en la zona cercana a la pared, donde el gradiente trasversal de la velocidad es notable.
En Jiménez (1998) se muestra la aplicacion de esta metodologia para calcular el perfil

trasversal de un flujo bidimensional horizontal en un canal rectangular.

Una cuestion importante que se tiene al utilizar las expresiones 4.8 y 4.9, es que se requiere
conocer el valor de U.. Al considerar que U. es constante en todo el campo del flujo, el
autor de este trabajo demostro que la ley de pared no es una técnica adecuada para modelar
flujos bidimensionales con zonas de separacion o recirculacién, como se puede ver en

Jiménez (1998).

Sin deslizamiento o velocidad nula en la pared

El hecho de que los componentes horizontales de la velocidad del flujo en una pared
impermeable son nulos, se toma en cuenta en el calculo de las derivadas parciales
correspondientes en las celdas cuyas orillas coinciden con la pared; sin embargo, algunos

autores han hecho notar que el calculo de la variacion de la velocidad en la direccion
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normal a la pared requiere que la malla de calculo sea demasiado densa en esa zona, lo cual
no es recomendable debido al notable incremento en los requerimientos de memoria de

méquina y de tiempo de proceso de calculo.

Libre deslizamiento o frontera reflejante

Para este caso se hacen las hipétesis de que tanto la variacion de la velocidad tangencial a
la pared, en el sentido normal a la misma, como la velocidad normal a la pared son nulas.
Sea el caso de una celda, donde uno de sus lados forma parte de la frontera que confina a
la superficie libre del agua, como se muestra en la fig 4.2. Con base en las hipotesis
mencionadas, se supone que en la frontera hay una imagen de la celda. la cual esta definida
por puntos ficticios en la pared solida, como se muestra en la fig 4.2 (ver Chaudhry (1993)
o Yulistiyanto (1998)).

N7 NN N7 77NN

1 Celda ficticia
{£) |

Frontera cerrada

Fig 4.2 Celda con frontera cerrada
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En la figura se observa que los componentes de la velocidad paralelos a la pared son
idénticos y los perpendiculares a la misma tienen signo opuesto. De esta manera, las

derivadas parciales en la direccion normal a la pared se expresan como

donde P;; es un pardmetro métrico o la combinacién de algunos de ellos en la celda i

Debido a su sencillez esta es la manera como se modelan las fronteras cerradas en el

modelo numérico que se desarrolla en este trabajo.
4.3.2 Frontera abierta con nivel de agua conocido

En cuanto a la modelacidon de una frontera donde se conoce la variacion de la superficie
libre del agua en el tiempo y se desea conocer el gasto, se propone calcular el componente
de la velocidad en la direccion normal al eje curvilineo £ constante, con base en el
compenente de la ecuacién dinamica en la misma direccion, y suponer que el otro
componente de la velocidad es nulo, como se muestra en la fig 4.3 (ver por ejemplo,

Rahman y Chaudhry (1995)).

De esta manera se tiene que el componente de la ecuacién dindmica en diferencias finitas

con el esquema de MacCormack se expresa como sigue

69




"&)’ “(:; At [”(E),,] ‘E - "‘/g_— ’
\/_ 1y

V2

VB2 k '
A [_f_y "] U ey el -
g i

(4.10)

\/g_n : K &
Y [Tgx“] u, [Gere)y O] -
i

k
\/ Uiy
- At (.EE gv(H,:;r - H:U) - Ar & l"| |
\/é i C h!.f
T T T
t I I
I | !
L. --- IL_)-- ----- L—)-- ----- L-.)--
1 i '
| : |
[ 1 !
T L) 1
1 ; '
: : :u1§|
] A st DAl
i ' Vo
l i I
| | |
i ' i
: : :
JUE---- :—9-- ----- iL—>—- ————— g———>—-
: : :
1 1 ;
=\
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Con esta velocidad y el tirante se determina el gasto en la frontera. Se hace notar que la
expresion 4.10, se debe aplicar en secciones donde se cumpla que el flujo es practicamente
paralelo, para que de esta manera se satisfaga la hipotesis de que el componente de la

velocidad en el sentido trasversal al flujo principal sea nulo.
4.3.3 Frontera abierta con flujo conocido
Cuando el gasto de ingreso (') es conocido, la cota de la superficie libre del agua se

obtiene al aplicar la ecuacion de continuidad, donde se supone que el componente v, es

nulo, de esta manera, para la celda mostrada en la fig 4.4 se tiene la expresion

k1 t Ar k k1
Hu = Hu - —“[(“(5)}’);.11 - 0%] (4.11)
8y
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Fig 4.4 Celda i, j con frontera de gasto Q" conocido
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Se hace notar que la solucion del campo de velocidades de un flujo permanente, se obtiene
cuando los valores de las velocidades y niveles de agua convergen a un cierto valor. Puesto
que lo que se obtiene son los componentes covariantes del vector velocidad, para conocer

los componentes rectangulares correspondientes se utilizan las expresiones 3.6.
4.4 Filtro numérico y condicidn de estabilidad

Debido a que el método de diferencias finitas es aproximado e introduce errores numéricos
de truncado, €l método de solucién puede no tener solucién numérica estable. Para lograr
fa estabilidad del modelo numérico es comun aplicar un filtro en este tipo de modelos. En
el modelo desarrollado en este trabajo, se aplica un filtro propuesto por Abbott (1979), el
cual se ha adaptado para el flujo bidimensional y que consiste en modificar cada una de ias

variables dependientes en funcion de los valores vecinos de la misma variable como

Ky X+ X (4.12a)

Rf"XI Ayt

Ay T

Xfu - (l-4e)X, - aR, (4.12b)

donde X;; es la variable que se va a filtrar; a un factor de peso (0 < a< 0.25);y .X‘i‘i es la

variable filtrada.
Puesto que el filtro numérico se obtiene con base en el promedio pesado de las variables

de las celdas vecinas, al aplicar la expresién 4.8 a celdas que definen las fronteras, el

promedio se hace unicamente con los valores de las celdas vecinas.
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Debido a que el esquema que se usa en este trabajo es explicito, el paso de tiempo debe
cumplir con la restriccién de Courant. En Yulistiyanto (1997) se demuestra con algunas

simplificaciones que el esquema de MacCormack es estable cuando se cumple la condicion

siguiente

a—

At < C,
u*CL V‘CL 2VI 2\?’ (4.13)

+

\[g: \/g_n g 8x

donde C, es el numero de Courant, el que debe ser menor a la unidad, y

C, - \gh
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"Los witimos peldarios

son los mas dificiles de subir".

Goethe.

5. CALIBRACION Y VERIFICACION DEL MODELQ NUMERICO

La calibracion y verificacion del funcionamiento del modelo matematico desarrollado se
hizo con base en mediciones de laboratorio de campos de velocidades en canales definidos
por fronteras de distintas formas geométricas. A continuacion se descniben cada una de las

cinco pruebas realizadas.

5.1 Fiujo en una curva horizontal

Entre los trabajos experimentales mas interesantes de mediciones del campo de veloctdades
en canales con fronteras curvas destacan los realizados por Rozovskii (1957), cuyas
mediciones han sido utilizadas por varios investigadores, como por ejemplo Leschziner y
Rodi {1979), una parte de dichas mediciones estan reportadas en Molls (1992). Dichos
experimentos se levaron a cabo en un canal rectangular con ancho B = 0.80 m, que forma
una curva en planta de 180°, con pendiente de plantilla nula, coeficiente de friccion de
Chezy reportado de C = 60 m"*/s, velocidad de entrada al canal U= 0.265 m/s y tirante de
0.06 m, lo cual da un gasto de 0.0123 m*/s. Con esta informacion se aplicé el modelo

numérico desarroliado en este trabajo.
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La malla de calculo se muestra en la fig 5.1, la cual consta de 117 x 20 celdas, donde se
nota que el tamafio de las celdas cambia en forma gradual en las zonas aguas arriba y aguas
abajo de la curva. Para la modelacion se utilizo un intervalo de tiempo At = 0.005 s, con
coeficiente de filtrado ¢ = 0.05, el cual se aplicé cada 10 Ar. Debido a que no se reporta
el valor del tirante en la salida del canal se propuso un valor constante de 0.058 m; no se

considerd el efecto de la turbulencia en los calculos.

E! correspondiente campo horizontal de velocidades para ¢ = 60 5 se muestra en la fig 5.2.
Se aclara que con esta malla se logré una exacta conservacion de masa en los célculos; y

en algunas celdas. el numero de Courant tlego a tener valores mayores a 0.30.

En la fig 5.3 se muestran los perfiles medidos y calculados de la distribucion trasversal de
la velocidad en dos secciones de la curva para los angulos de 37° y 102°. Notese que tanto

la velocidad calculada como la medida son mayores en la parte interior de la curva.

En la fig 5.4 se muestra {a comparacién de los perfiles de la superficie libre del agua
medidos y calculados en las paredes de la curva. Se nota que en la pared de la curva
exterior el nivel del agua aumenta, mientras que en la pared interior de la misma dicho nivel
disminuye; ademas, el perfil trasversal de la superficie libre del agua tiene pendiente

distinta a cero, tanto en la entrada como en la salida de la curva.

El autor considera que los resultados obtenidos con el modelo numérico son muy buenos,
ya que el flujo que se estd modelando es notablemente tridimensional, mientras que ¢l
modelo que aqui se utiliza se basa en la hipétesis de flujo bidimensional horizontal
promediado en la profundidad. Conviene aclarar que los resultados de este modelo
numérico son muy parecidos a los reportados por Molls (1992). Se aclara que al incluir el
efecto de la turbulencia en los calculos del modelo matematico, se observo que los
resultados obtenidos son casi iguales con respecto al caso donde no se incluye el efecto de

la turbulencia, lo cual coincide con lo anotado en Molls (1992).
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5.2 Efecto de un espigon en el flujo de un canal rectangular

Rajaratnam y Nwachukwu (1983) realizaron varias series de experimentos y mediciones
en un canal horizontal rectangular de 37 m de longitud, 0.915 m de ancho y 0.76 m de
profundidad, con sistema de recirculacion de agua y una compuerta plana en el extremo
final para regular el nivel del agua en el canal. En uno de sus ensayos, el "A2", colocaron
en la mitad de la longitud del canal una placa de 3 mm de espesor y 0.15 m de longitud,
como se muestra en la fig 5.5; durante la prueba el tirante en el canal fue de 0.223 m con
velocidad del flujo a la entrada de U = 0.22 m/s. Tingsanchai y Maheswaran (1990)
reportan una grafica adimensional de la distribucion del componente horizontal de la
velocidad en el sentido longitudinal del canal, para las cinco secciones trasversales
mostradas en la fig 5.6. De dicha grafica se obtuvieron los valores medidos con los cuales
se revisd el funcionamiento del modelo numérico desarroliado. La malla de calculo que se
usd se muestra en la fig 5.6, la cual consta de 112 x 43 celdas; para la modelacion se uso
At de 0.001 s, coeficiente de filtrado « = 0.05, el cual se aplicé cada 10 Ay, y coeficiente

de friccion de Chezy reportado de 60 m'*/s.

YD, NN NSONONY/
a 3
iad
=

B=0915m = i
° E 3
B.=0.15m &
-
TRSTRIRN RSTRTN N7 E §

Fig 5.5 Canal rectangular con espigon
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El modelo numérico se aplico para las tres opciones siguientes:

a) Sin considerar los términos que incluyen los esfuerzos efectivos turbulentos

b) Se incluyen los esfuerzos efectivos, con la viscosidad turbulenta calculada con la
expresion 3.40.

c) Se calcula la viscosidad turbulenta con el modelo k-€, el cual se explica con detalle

en el subcapitulo 3.4.2.

Al comparar los resultados obtenidos de cada una de las opciones con los datos medidos
en laboratorio, se observé que la segunda opcion da resultados excelentes; en la fig 5.7 se
muestra el campo de velocidades obtenido con la segunda opcion para r = 120 5. En las figs
5.8 y 5.9 se muestran los campos de velocidades obtenidos para v, =0y v, obtenida con el
modelo k-¢ en ellas se observa que cuando no se incluye el efecto de la turbulencia, la
longitud de la zona de separacion es demasiado grande, mientras que cuando se calcula la
viscosidad turbulenta con el modelo &-¢, dicha zona es demasiado pequefia en cuanto a su
longitud y ancho, lo cual ha sido sefialado en varios trabajos publicados, como por ejemplo,

en Tingsanchai y Maheswaran (1990).

La comparacién entre el componente rectangular « de las distribuciones de velocidad
medidas y calculadas con la segunda opcidn se muestra en la fig 5.10. Se aclara que en

algunas de las celdas cercanas al espigén, el nimero de Courant llego a 0.35.

En la fig 5.11 se muestran Unicamente los perfiles trasversales calculados del componente
rectangular v de la velocidad, para cada una de las cinco secciones indicadas. Se hace notar

que los valores de dicho componente son negativos en la Gltima de las secciones analizadas.

En la fig 5.12 se muestran las distribuciones de la viscosidad turbulenta calculada con la
segunda opcion, para cada una de las secciones indicadas en la fig 5.6. Como se observa
en la fig 5.10, este método sencillo de calcular la llamada viscosidad turbulenta produce

muy buenos resultados.
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5.3 Obstaculo de forma irregular

Con ¢l propésito de aplicar el modelo de flujo bidimensional horizontal en coordenadas
generales, se propuso colocar un obsticulo de forma irregular en el canal de pendiente
variable de la Coordinacion de Hidrautica del Instituto de Ingenieria, de la UNAM, como
se indica en la fig 5.13. El canal tiene 30 m de largo, 0.78 m de ancho y 0.8 m de altura, con
un sistema para recircular el agua, tanque de carga constante, tres bombas con capacidad
para bombear hasta 40 //s, un vertedor rectangular de cresta afilada con 1.48 m de ancho
sin contracciones laterales, y paramento aguas arriba de 2.32 m, un limnimetro para aforar
el gasto en dicho vertedor, y una compuerta vertical plana en la salida del mismo para
controlar el nivel del agua. Se revisé que la plantilla del tramo del canal donde se ubica el
obstaculo estuviera horizontal. La malla de calculo correspondiente se muestra en la fig
5.14, donde se puede apreciar que las celdas que forman la malla en la zona cercana al

obstaculo son cuadrilateros no ortogonales. La malla esta compuesta de 151 x 35 celdas.

NP SSUPRNGERN SN

0.78 m

0.62 m

P77 N7 N7\ |

Fig 5.13 Canal rectangular con un obstaculo
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Prueba 2. Gasto de 0.0296 m’/s

Sin modificar las dimensiones ni la ubicacion del obstaculo colocado en el canal de
pendiente variable, se hizo pasar un gasto de 0.0296 m’/s, con lo cual la velocidad del agua
en la seccion ubicada a 1 m aguas arriba del obstaculo fue de U = 0.22 m/s, mientras que

a 5 m aguas abajo del mismo se mantuvo un tirante constante de 0.17 m.

También para este caso se aplicd el programa con cada una de las tres opciones descritas
en el subcapitulo 5.2. Se utilizo Ar = 0.001 s, con coeficiente de filtrado « = 0.05 para las
celdas comprendidas entre 10.06 < X < 10.58 m y a = 0.02 para todas las demas, el cual se
aplico cada 10 Ay, y no se modifico la malla de calculo. En la fig 5.20 se muestra la malla
de calculo y en 1a 5.21 el campo de velocidades calculado con la segunda opcion; en las
figs 5.22 y 5.23 se muestra la comparacidn de los perfiles trasversales de los componentes
de la velocidad medidos y calculados; como se puede apreciar en las figuras, también para
este caso los resultados del modelo numérico con la segunda opcion coinciden bastante bien
con los valores medidos. La discontinuidad que se nota en los perfiles del componente u
para X =9.95 y 10.66 m se deben a la discontinuidad que presentan las lincas de la malla
para n constante en la zona cercana al obstaculo. En cuanto a la oscilacién que se tiene en
el perfil trasversal del componente v para X = 10.31 m, se considera que esto es también

consecuencia de los cambios de direccidn de las lineas ) constante.

En la fig 5.24 se muestran los perfiles trasversales de la distribucion de la llamada
viscosidad turbulenta para cuatro secciones, la cuales se considera que son de mayor

relevancia.
También para esta prueba se obtuvo la serie de fotos mostradas en la fig 5.25, donde se

aprecia el confeti de distintos colores que permite visualizar la zona de separacion y los

correspondientes remolinos que se desplazan hacia aguas abajo del obstaculo.
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Fig. 5 25 Fotos del experlmento con Q=0 0296 m’/s
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5.4 Flujo en un canal horizontal con curvatura compuesta

Una prueba mas que se decidio hacer con el modelo matematico, fue aplicarlo a un canal
de seccion rectangular definido por curvas compuestas, como se muestra en la fig 5.26.
Para ello, se colocaron varias estructuras en ¢l canal de pendiente variable del Instituto de
Ingenieria. En este caso la velocidad aguas arriba de las curvas fue de U = 0.088 m/s, con
tirante aguas abajo de 0.149 m, lo cual da un gasto de 0.0103 m%/s. De manera similar a
como se midié el campo de velocidades en el caso del obstaculo, se obtuvieron los
componentes rectangulares de la velocidad en las secciones indicadas en la fig 5.26, donde
también se indica la malla de calculo, la cual consta de 129 x 30 celdas. Para la modelacion
numérica se usé Az = 0.002 s, con factor de friccion de Chezy de 60 m"?/s. El modelo se
aplico primero para v, = 0 con coeficiente de filtrado e = 0.02 cada 10 A¢, y después con

v, calculada con la expresion 3.40, con coeficiente de filtrado de 0.05 cada 10 A

Al comparar los resultados se observé que no hay diferencias notables entre ellos

incluyendo o no la turbulencia.

El campo de velocidades se muestra en la fig 5.27. En las figs 5.28 y 5.29 se indican los
componentes de la velocidad medidos y calculados en las ocho secciones indicadas en la
fig 5.26; con linea discontinua se indican los resultados sin incluir la turbulencia y con linea
continua los resultados que incluyen el efecto de la turbulencia. Se hace notar que para el
componente u, unicamente en las secciones para X = 11.55, 11.71 y 11.86 m hay
diferencias notables en una zona muy cercana a la margen izquierda del canal, mientras que
en las demas secciones los resultados obtenidos con el modelo numérico son bastante

aproximados.

En la fig 5.30 se muestran los perfiles trasversales de la distribucion de la llamada

viscosidad turbuienta, donde se nota que todos los valores son muy pequefios.
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"La alegria v el amor son las dos alas

de las grandes acciones”.

Goethe.

6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se desarrolté un modelo numérico de flujo bidimensional horizontal, para predecir el
campo de velocidades en cuerpos de agua con flujo en régimen subcritico, cuyas fronteras
pueden estar definidas por lineas curvas o con orientacion distinta a la de los ejes de un

sistema de coordenadas rectangulares.

Puesto que la forma de las fronteras que definen los cuerpos de agua de rios, lagunas y
estuarios, es muy irregular, el uso de mallas en coordenadas curvilineas generales da mayor

versatilidad al modelo numeérico desarroliado.

Debido a que se usan sistemas de coordenadas curvilineas generales, fue necesario aclarar
algunos conceptos importantes relacionados con las distintas formas de expresar vectores
en dichos sistemas de coordenadas. Puesto que el uso de tales conceptos ha sido
relativamente nuevo en el campo de la ingenieria hidraulica, esto ha dado lugar a
interesantes discusiones de diferentes investigadores sobre la manera mas adecuada de
utilizar vectores en sistemas de coordenadas generales, y a la forma de expresar las

ecuaciones de hidrodindmica en coordenadas curvilineas generales. Por ¢llo, en este trabajo
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se explican con detalle y sencillez varios conceptos fundamentales de las formas como se
expresan los vectores en coordenadas curvilineas generales, lo cual permite justificar con
més claridad la seleccion de la version utilizada para expresar las ecuaciones de
hidrodinamica en coordenadas curvilineas generales, asi como demostrar con mayor

facilidad la deduccion de ias correspondientes ecuaciones.

El modelo matematico incluye los términos que permiten tomar en cuenta el efecto de la
turbulencia para determinar zonas de separacién o recirculacion del flujo. Con base en los
resuttados del modelo numérico se deduce que en aplicaciones semejantes a las aqui
descritas, con la expresion 3.40 el funcionamiento del modelo es bastante satisfactorio, y
que esta manera de calcular dicha variable ¢s mucho mas sencilla que aplicar el modelo de

turbulencia k-€.

E!l esquema de diferencias finitas de MacCormack que se usa en este trabajo, requiere que
las variables dependientes y los métricos de la malla se calculen en el centro de cada celda
de la malla de calculo; esto permite reducir notablemente los recursos de memoria de

maquina.

La manera de calcular el efecto de las fronteras en el flujo ha presentado siempre
complicaciones; en este trabajo se utiliza el concepto de frontera reflejante, lo cual permite

modelar las fronieras cerradas de manera sencilla.

La técnica de filtrado numérico que se usa en este trabajo es sencilla y se aplica en general,
cada diez pasos de tiempo, lo cual es mucho menor en comparacion con otros métodos de
filtrado, donde se aplica dos veces en cada paso de tiempo y se requiere en algunos casos

de mayores recursos de memoria de maquina.

Se calibro y verificd el funcionamiento del modelo matematico con cinco series de

experimentos de laboratorio, los cuales se indican a continuacion:
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Las mediciones experimentales del caso t de Rozovskii (1957), las cuales estan
reportadas en Molls (1992).

Las mediciones de Rajaratnam y Nwachukwu (1983). las cuales estdn reportadas
en Tingsanchai y Maheswaran (1990).

Las tres series de mediciones realizadas para este trabajo en el canal de pendiente

variable del Instituto de Ingenieria de la UNAM.

Con base en la comparacién de las mediciones de velocidades en laboratorio con los

resultados obtenidos del modelo matematico, se puede decir que el modelo de

hidrodinamica en coordenadas curvilineas generales desarrollado en este trabajo funciona

muy bien.

Se considera que las contribuciones mas importantes del presente trabajo son las siguientes:

1)

2)

3)

Mostrar las distintas maneras de expresar un mismo vector en un sistema de
coordenadas curvilineas generales; para ello se utilizaron las diferentes formas de
la representacion geométrica de un mismo vector, explicando con detalle los
vectores base locales y sus correspondientes componentes para cada caso.

Con base en las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas rectangulares, se han
deducido cada uno de los términos de las ecuaciones de hidrodindmica en
coordenadas curvilineas generales. Para ello se emplean los métodos para expresar
derivadas parciales en coordenadas curvilineas generales, en funcidén de las
coordenadas rectangulares, y los métodos para obtener los componentes covariantes
fisicos de un vector en funcién de los componentes rectangulares.

Con base en los ¢jemplos mostrados en el subcapitulo 5.3, se ha mostrado la
importancia que tiene la construccion de la malla en la determinacién del patron det

campo de velocidades, cuando se tienen zonas de separacion o recirculacion.

109




4) De la calibracion y verificacion del modelo numérico se deduce que el modelo de
turbulencia descrito en el subcapitulo 3.4.1 es sencillo. y da muy buenos resultados

cuando se tienen zonas de recirculacion en el flujo.

Para futuras investigaciones se recomienda desarrollar otro generador de mallas que
permita integrar bloques las mallas, cuyas lineas en la union de dichos bloques tengan
curvatura suave en la medida de lo posible; esto es con el fin de representar flujos en rios
con islas y cambios notables en el ancho de la superficie libre del agua, y adecuar el modelo
matematico para calcular la hidrodindmica con ese tipo de geometrias. Aunque el esquema
de diferencias finitas que se usa en este trabajo produce buenos resultados, convendria
probar otro esquema del tipo semi-implicito, para poder incrementar ¢l tamafo en el paso

de tiempo en el modelo.
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VECTORES EN COORDENADAS CURVILINEAS GENERALES

El objetivo de este apéndice es mostrar algunas de las formas como se expresa un vector
cuando se utiliza un sistema de coordenadas curvilineas generales. Para ello, se definen los

ejes del sistema de coordenadas curvilineas no ortogonales con las parabolas siguientes

Y- - J(R-BEY - 4P(K-An) - L? . (2P-Ly - 2P - L (A1)
X - JAP(Y-K-An) (A2)

Las funciones inversas son

g . ¥X2- (PL) - R (A.3)

4P (A.4)

donde A =10,B=5,K=20,L=70,P=-25,R=40.

En la fig A.1 se muestran el plano rectangular y los ejes curvilineos para § =1y n = 1.
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40

Xenm

Fig A.1 Vector q en el sistema de coordenadas curvilineas generales

Se desea expresar el vector g que tiene componentes rectangulares v =5 m/s y v=0.5 mis,
y cuyo origen se ubica en ¢l punto £, con coordenadas rectangulares X = /5.2674my Y=
276691 m, en la forma contravariante, covariante y covariante fisica. También se desea
calcular la magnitud del vector en funcion de los correspondientes tensores métricos y

componentes.
Para calcular tanto los vectores base covariantes y contravapiantes, como los
correspondientes componentes de los tensores métricos y vectores, se requiere conocer los

valores de las derivadas parciales de las coordenadas rectangulares con respecto a las
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coordenadas curvilineas. Estos valores se anotan a continuacion, para el punto P, con

coordenadas curvilineas £ =l yn = 1.

g_: .- FLA: - 54153 m (A.5a)

_S%’ .. M%:E@ . - 2.4369 m (A.Sb)
a;: ] %{'i (é‘%’ ] ,4) - 150147 m (A.5¢)
g%f . %gﬁf . 7.9807 m (A.5d)
J-Vz - _gfg_'% i g;:g_;’ - 79.8070 m? (A.5€)

donde

FR - J(R-BEY - 4P(K-An) - L* - (2P-L)
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Forma contravariante del vector q

La forma contravariante del vector ¢ esta dada por la expresion 2.7, donde los vectores base

covariantes se calculan con las ecs 2.8, como sigue

ez = aE " -a--é-ey (A.Ga)
ax )
L qu"ex - '-3;1‘9, (A.6b)

Al sustituir los correspondientes valores de las expresiones A.5 en las A.6 se obtienen los

vectores base covariantes en funcion de los vectores base rectangulares

e, - 7.9807e, - 2.436%,; le;| - 8.3444 m

e, - 150147¢, . 5.4153e,; le,| - 159614 m

Se hace notar que los vectores base covariantes no son unitarios y tienen dimension de
longitud, lo que difiere de los vectores base del sistema rectangular, los cuales son unitarios

v adimensionales.

Los correspondientes componentes contravariantes se obtienen con base en las ecs 2.11,

cuyas expresiones se escriben a continuacion

127




1 gY 1 dX
v (A.7a)

Lav, 1A,
Tt s (A.7b)

vl o= -

Al sustituir los valores de las expresiones A.5 en las A.7 se obtienen los componentes

contravariantes del vector ¢, de donde u* = 0.2452 1/s y v? = 0.2027 1/s, por lo que la forma

contravariante del vector g es

g - 0.2452¢, - 0.2027e, (A.8)

Para obtener la magnitud de este vector es necesario calcular los elementos del tensor

métrico covariante, g;;, 10s cuales se obtienen de las ecs 2.12, como sigue

ax)? [ar)?
12X 2Y) . 69.63 m?
B (aa) (aa) 09.63 m

8XeX  oYoY _ 1466312 m?

4 ——

812 3¢ 5n " FE an

254.7663 m*

o - é{]z’ QZ]:
22 an an
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Con estos valores y los componentes contravariantes sustituidos en la ec 2.16 se obtiene

que la magnitud del vector g es

g - g, (uh? - 2gutv - g,(v) « 5.0249 mis

Enla fig A.2 se muestran los vectores base covariantes y los componentes contravariantes

del vector q.

40

q=-u
Yenm |-

1 ;
10 20 30

Xenm 40

Fig A.2 Forma Contravariante del vector ¢
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Forma covariante del vector q

La forma covariante del vector ¢ esta dada por la ec 2.17, donde los vectores base

contravariantes se obtienen al aplicar las ecs 2.19 siguientes

g Lor, 1oX,

N 1 ax

= m———— g 4

x —ey
oE T g ot

(A.9b)

Al sustituir los valores de las expresiones A.5 en las A.9 se obtiene los vectores base

contravariantes en funcién de los vectores base rectangulares

et - 0.0679¢, - 0.188le,; |ef| - 0.20 Um

e" - 0.0305¢, - 0.10e,; [e"] - 0.1045 1/m

También en este caso se hace notar que las dimensiones de los vectores base

contravariantes es de L.

Los correspondientes componentes covariantes del vector ¢ se obtienen al aplicar las ecs

2.22 siguientes
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5 aY
u, = ;Yu * v (A.]OB)

v, - X, 9L, (A.10b)

de donde se obtiene que u, = 38.6851 mlsy v, =77.7811 n*/s; al sustituir estos valores en

la ec 2.17 se obtiene el vector g en su forma covariante

q - 38.6851e" . 77.7811¢" (A.11)

Para obtener su magnitud es necesario calcular los elementos del tensor métrico

contravariante, g, cuyos valores se obtienen con las expresiones 2.23 siguientes

g - §gz_2 - 0.04 1/m? (A.12a)
gl . %1 . - 0.0167 Um? (A.12b)
g? - % - 0.0109 1/m? (A.12¢)
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Con estos valores y los componentes covariantes del vector g sustituidos en la expresion

2.25 se obtiene que

lql = g''ul - 2g 2w, - g%y - 5.0249 mis

En la fig A.3 se muestran los correspondientes componentes covariantes. Debido a su

pequefia magnitud, los vectores base contravariantes se notan en el recuadro de la misma

figura.
40
Yenm -
30 —
20—
qg=u ety e
10 ' ! !
10 20 30 40

X enm

Fig A.3 Forma covariante del vector ¢
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Forma covariante fisica del vector g

En este caso, los vectores base contravarianies (los cuales son unitarios) se obtienen a partir

de las ecs 2.27 siguientes

1 dY 1 oX
. — e - —"e, (A.13a)

V82 M /82 9N !

e, L%, . LI, A.13b
\/g—“a&‘ \/g—uaz} (A.13b)

Al sustituir los correspondientes valores de las expresiones A.5 en A.13 se obtienen los

vectores base contravariantes en funcidn de los vectores base rectangulares

€V - 03393, - 0.9407e, ; [€9) - 1

€™ - 0.2920e, - 09564e, ; || - 1

Para este caso se hace notar que los vectores base contravariantes fisicos son unitarios y sin

dimension, igual que los vectores base del sistema de coordenadas rectangulares.

Los correspondientes componentes covariantes se obtienen de las ecs 2.28, como sigue
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1 aYu 1 aXv

By » =5 - P A.l4a)
LI (

L .. loar 1 oKX (A 14b)

M T T T = T T — 2y )
@aa ‘/g_“af

de donde se obtiene que 1, = 1.2260 m/s y v, = 1.9384 m/s, por lo que la forma covariante

del vector ¢ con componentes fisicos es

q - 1.2260£% . 1.9384¢™ (A.15)

Para calcular la magnitud del vector g en forma covariante con componentes fisicos se

requiere conocer los elementos del tensor métrico contravarante fisico, g“”, cuyos

elementos se calculan con las eco 2.30 como sigue

g . Bu8z 5 7e57
g

" - \/8.8x -gf - 2.2298

g . 8281 59857




Con estos valores y los correspondientes componentes sustituidos en la expresién 2.31

resulta que {a magnitud del vector es

1),,2 12 2
lg| = \/g( g « 2g Uy * BanVin = 5-0249 mis

En la fin A.4 se muestran los vectores base unitarios contravariantes y los correspondientes

componentes covariantes fisicos.

40
Yenml-
30~
20 — 16.0
]0 ! l |
10 20 30 X en m 40

Fig A.4 Forma covariante del vector g con componentes fisicos
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