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Introducción 

Uno de los problema.-. principales de la topología lo coru.tituye el problema 

de extensión de fw1ciones continuas. En general, esto es lo siguiente: 

Sean X un espacio topológi.co, A un subespacio cerrado de. X y f : X --+ Y 

alguna función continua en un espacio topol6gico Y. ¡, Cuándo f posee una 

extensión continua F : X --t Y o F : U - Y, donde U es una vr,eindad cLe A 

en X? 

El teorema clásico de Tietzc-U rysohn afimra que cuando X ffl un espacio 

normal y Y es un conjunto convexo en la recta real R, por ejemplo Y= [O, 1], 

entonces el problema de extensión tiene solución. En otra.., palabras, lo que 

dice es que Y es un extensor absoluto para la clase de los espacios nonnalcs, 

lo cual se denota como Y E AE(N). 

Otro teorema clásico de extensiones e. el de J. Dugundji, el cual dice que 

cada conjunto convexo en un espacio vect.oriN. localmente convexo CH w1 AE 

para la clase de lm espacios metrizables. 

Éstos jnnto con otros resultados confonnan una parte importante de la 

teoría de retractos, cuyo desarrollo sistemático comienza a partir de loo 

trabajos de K. Borsuk. 

La idea de un grupo topológico de transformaciones o ,m G-<5pacio, se 

remonta al inicio del presente siglo y es uno de los ejemplos más interesantes de 

la intersección exitosa de diversas área.., de la UU\tcmática, como la topología, 

el análisic; funcional, el álgebra y la geometría. 

Un G-espacio X es un espacio topológico en el que ffltá actuando llll gTupo 

topológico G por medio de homcomorfismos de X sohre sí mismo. En otras 

palabras, se elige un grupo topológico de Himetrías en X t.al que la ac(.-ión gx 

depende continuamente del par (g, x) E e X X. 



En varias áreRB ele la matemátic-.a frocuenterncnte surge la noce,,jcfarl de 

considerar la versión simétrica del problema de cxl.erniión, mencionado en un 

principio. E,, decir: 

Sean G un grupo topológico, X y Y dos G -e..spacios, A tm subespacio 

cermdo de X, invariante bajo la acci6n de G y f : A - Y, una funci6n 

equitiariante. ¿ Cuándo existe una exteru;ión equivariante F : lT - Y de f, 
donde U es una vecindad invariante de A o U =- X? 

La noción de función "equivariante" significa la la continuidad de la misma 

y <¡ue conmuta con la acción. 

El análogo cquivariM.te del teorema de Tietze-Urysohn fue demostrado en 

1951 por A. Gleason (GI] para los grupos compactos de Lie; J. Jaborowski 

{Jal], (Ja2J y S. Antonyan [Anl], [A.112] obtuvieron variM versiones 

equivariantcs del teorema de Du.gundji . Para WUL exposición más amplia de 

la teoría equivariante de retractos se puede consultar en [An3). 

El presente trabajo se encuentra dentro de la rama de la teoría 

equivariante de retractos y su objetivo pincipal es mostrar resultados nuevos 

(que corresponden al capítulo III), acerca de laa condiciones bajo las cuales 

el espacio de adjunción de dos espacios G-ANR's conserva propiedades de 

extensión, y particularmente, el cono de un G-e.'}laeio; además de 

presentar versiones equivariantcs de proposicione. de topología general 

referentes a retractos, extcnsionc. y espacios nonnale.. 

K. Borsuk [Bol] en 1932, J.H.C. Wlütehead (WhJ en 1948 y O. Hanner 

[Ha) en 1951, probaron de manera sucesiva el siguiente teorema: 

Sean X e.5pacio topológico, A tm cemido en X y f : A -+ Y una funci6n 

continua de A sobre un espacio Y. Si X,A,Y E ANR entonces 

X LJ ¡ Y E AN R, siempre que sea metrizahlc. 

Aqtú W E AN R significa que si W c:s un subcspacio cerrado de un espacio 
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métrico Z, ent.om~ W e~ 1m retracto de algi.ma vccinda.d U de \t' en Z. 

El hecho de que un espacio W E AN E significa que si J : A -. W es 

una función continua de un suhe;pacio cerrado A de un espacio métrico Z, 

entonCCH existe una extensión continua F' : U -+ W, donde U es una vecindad 

de Acn Z. 

Poot.erionnente D. M. Hyman [Hyj en 1967 generaliza este teorema 

afinnando que bajo las mismas hipótesis se tiene que X LJ I Y e, un espacio 

AN R, no necesariamente métrico. 

En nuestro caso, el Teorema 3.5 corresponde al análogo de esta 

generalización para el caso cquivariante. Es decir: 

Sean O un grupo compacto, X un O-espacio, A un cerrado invariante de 

X y f : A-+ Y una funci6n continua equivariante de A sobre un G-cspacio 

Y. Si X, A, Y E G-AN R entonces X LJ 1Y E G-AN E. 

La prueba de este teorema se basa principahncnte en la existencia de 

cuhiertBS semicanónicas, de la métrica invariante y el concepto de O-retracto 

fuerte por deformación, además del teorema 3.2, el cual se encuentra también 

en {Hyj para el caso en que la acción es trivial y representa uno los principales 

dentro de la tesis. F.ste teorema dice lo siguiente : 

Sean G un grupo compacto, (Z, B) tm G-par con cubierta semican6nica y 

B un O-retracto de vecindadfuerle por dcfonnación de Z. Si By Z\B son 

espacios G-ANE, entonces Z E 0-ANE 

Del teorema. 3.5 se derivan algunas consecuencias y aplicaciones 

intere,antes al cono de un O-espacio, de forma que se obtienen concliciones 

necesaria..'l para que tal espacio sea uu 0-AE. 

Es importante seña.1ar que lai principales resultados de esta t.esis 

dependen de la compacidarl del grupo que actúa en el espacio topológico. Sin 

did1a propiedad la mayor parte de ellos no pueden fommlarse. No obstante, 

m 



alg1111(~'> de cll08 han sido cstablccidc-,¡; p;u-a d CTl.80 en que el grupo es 

localmente compacto, pero ha sido necesario ruiadir condicionC'S adicionales a 

la acción, como se puede ver en [Pa2) o [Ab). 

La tesis eitá cstrncturada en tres capítuloo. En el primero se eitablecen 

los conceptos preliminares que serán 11tilizadoo a lo largo de todo el trabajo. 

De esta manera, se definen y enumeran algunos ejemplos de grupos 

topológieoo, i;in detallar sus propiedades. Luego, se enuncia lo que es un 

Grupo Topológico de Transformaciones y se muestran sus resultados 

hásicoo, incluyendo la existencia de la métrica invariante y proposiciones 

clAsica.<,¡ de espacios normales adapta.das a la teoría de lo.'l G-<spac;ios, como 

es el teort:nm de extensión invariante de Tietze-Urysohn. Este teorema 

8C prueba por ejemplo en [Pal) utilizando la integral de Haar. Nosotros 

presentamos tma prueba diferente i;Íil utilizar este hecho. AdernáH se incluyen 

algunas cuestione'! de topología general como son redes, identificaciones y 

espacios de adjm1ción, jrmto con algunos de sus resultados que serán 

csenciale'I para nuestros propósitos. 

En el segundo capítulo se introducen los conceptos de G-AN R y G-AN E, 

así como algunas proposiciones referente'! a la obtención de dichos espacios a 

partir de otros que p=n tales propiedades, como es el caso de los suhespacios 

abiertos o el de retractos. Serán tratadas también las cubiertas crutónicas y 

su existencia en espacioo métricos (Teorema 2.12). Así mismo, se definirán 

los G-retractos fuertes por deformación. 

El último capítulo está destinado al tema central de la tcsui. En él se 

esw.blecen los teoremas que cosntituyen nuestra aportación a la teoría 

eqnivariante de retractos y extensores, así como sus consecuencias. Entre 

ellas tenemos el análogo del Teorema 3.5 para el caso G-AR. &to es: 
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Sean G rm grupo compacto y A, X, Y cspacios G--AR. f,;11lonccs X U I Y 

es un eipacio G--AE. 

Dado que cl cono de un r:--cspacio métrico es un caso pa.rticull\I' de 

lrni espacios de adjunción y además w1 espacio G--eontraíhlc, se establece 

t..runbi(:n el siguiente resultado: 

Si G es un grupo compacto y T E G--AN R entonces Con('I') E G-A¡.;, 

Al final del capítulo este remlta<lo es generalizado considerando a 'I' como 

un G-espacio no necesariamente métrico y cambiando la topología cociente 

de Con(T) por otra má.'l débil. Esta topología será denotada por O y consiste 

de todos los W ~ C 011 (T) tal<S que: 

i) Si el vértice * (/. W entonces W E O si y s6lo si p- 1(W) es abierto en 

T x 1, donde p es la proyección canónica de T x 1 sobre Con(T). 

ii) Si el vértice * E W entonces W E n si )' sólo si p- 1 (W) es abierto en 

T x I y a.demás existe un e> O tal que T x [O,e) e p-1(W). 

En eite caso al cono de un G-espacio T con la topología n lo denot.arcmoo 

como con(T), de forma que la generalización mencionadn se enw1cia como 

sigue: 

Si G es un grupo compacto y T E G-AN E entonces con(T) E G-AE. 

En este último resultado cs importante notar que el espacio T 

no es necesariamente mcLrizable, y su prueba es independiente del Teorema 

:.i.5, basándose principalmente en la compacidad de G y la topología débil 

n de con(T). E3t.a topología coincidirá con la topología cociente de Co11(T) 

cuando T es compacto. 

El hecho de que el cono de un G-espacio T sea un espacio G-AE es 

importante para diversoo re:iult.ados de la teoría cquivariaute de retractos, 

dado que algunos espaci06 se pueden encajar equivariantcrnentc en pro<luctoo 

de comlli y eso les permite heredar pmpiedarlm de {',xtcw;ión. 
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En cuanto a la pr~e:ntación del texto, los cncab<2a<los de las proposiciones, 

lemas, corolarioo y teoremas se encuentran escritos en letras negritas. Se han 

numerado anteponiendo al número de proposición, el número del capítulo al 

<¡ue corresponde, mientrM que el enunciado se ha escrito en letras cursiva..~. 

El súnbolo O indica el fin de una prueba. Las referencia.a; se encuentran 

entre paréntesis cuadrados con la.<i primeras dos letras del apellido del autor 

y en ca.'io de tener más de un artículo, se encuentra escrito un número que 

corresponde al orden cronológico de cada publicación. 
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l. Preliminares 

En este capítulo se estableccrán los conceptos básicos de la teoría de grupos 

topológicos de transfonnaciones, así como algunas cuestiones bá.'>icas de topología general 

que serán utilizadas en capítulos posteriores. 

l. GRUPOS TOPOLÓGICOS. 

Definición 1.1. Un conjunto G es un grupo topolégico si satisface las siguientes 

condiciones: 

(1) G es un espacio de Hausdorff, 

(!J) G es un grupo, 

(3) Las funciones o G x G --. G y fJ G --. G definida.~ por a(g, h) = gh y 

fJ(g) = g- 1 sori continuas. 

F.'.B importante notar que G X G tiene la topología producto y que la condición (3) es 

equivalente a la siguiente. 

(3 ') La funci6n 'Y: G x G-> G definida por -y(g, h) = glc 1 es continua. 

Algunos ejemplos de grupos topológicoo son los siguientes. 

1.- Cualq\Úer grupo con la topología discreta. 

2.- El grupo aditivo de los números reales IR y cl grupo aditivo de los mímeros 

complejoo C con la topología de su métrica ordinaria. 
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:J.- El grupo multiplicativo Gl(n,IR) de las matrices no singul.are; n x II sobre IR y 

el grupo multiplicativo G L(n
1 
C) de }a<; matrice, no singulares sobre C. En efecto, sc-.a 

M(n,lR) el conjunto de todas las matrices n X n sobre lR. Si identilicrunos Al(n1 R) con 

IRn', entonces Af(n, IR) tendrá la topolo¡,'ia del producto cartesiano IRn'_ Así, GL(n, IR) 

tiene la topología relativa de M(n,IR) y la definición de multiplicación de matrices)" la 

regla de cálculo de la matriz inversa implican que es un grupo topológico. De manera 

similar G L( n, C) uunhién es un grupo topológico. 

4.- Loo suhgrupos de GL(n,IR), oomo son: 

el grupo especial lineal SL(n,IR) = {A E GL{n,IR): det{A) = !}, 
el grupo ortogonal O(n) = {A E GL(n,IR): AA'= I), 

)' el gru¡,o cs¡,ecial ortogonal SO(n) = O(n)nS l,(n, IR), constituyen también grupos 

topológicoo. 

5.- Loo subgrupos de GL(n,C), como son: 

el grupo espe.cial lineal complejo SL(n,C) = {A E GL(n,C): det(A) = !}, 

el grupo unitario U(n) = {A E GL(n,C): A(A)' = [), 

y el grupo especial unitario SU(n) = U(n) n SL{n,C), son también grnpos 

topológicos. 

6.- El círc,tlo 8 1 = SU{!) = {x E C 11:i:II = 1} es un grupo topológico con la 

multiplicación de números complejos. 

El concepto de grupo topológico, junto con el de espacio topológico y el de acción, 

definirán lo que son los grupos topológicos de transfonnaciones. En esta teoría, una 

propiedad topológica del grupo que permite obtener resultados interesantes es la 

compacidad. En nuestro caso, dicha pro¡>iedad representa w1 papel importante en la 

obtención de los remita.dos principales. 
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2. REDES. 

La teoría de r<-'Cl.cs nos proporcionará wrn herramient.a bastante útil para las pruebas de 

algunas proposiciones y tooreffii\S de nuestro trabajo, puesto que permite controlar la 

estructura topológica de w1 espacio. 

Para definir lo que es = red es necesario primero, introducir el concepto de conjwito 

dirigido. 

Una rdación binaria $ en un conjunto no vado A se dice que dirige a A sí y sólo si 

se cum¡ilcn las siguientes tres condiciones: 

ij Si ,\ E A entonces >,, $ .>.., 

ii) Si ,\,, ,\2, ,\3 E A tales .qv.c ,\¡ $ ,\2 y .>..2 $ ,\3 entonces ,\1 $ ,\3, 

iii) Si ,\1, ,\2 E A entonces existe un miembro ,\ E A tal que ,\1 $ ,\ y ,\2 $ .>... 

Ejemplos. 

El conjunto N de todos loo números naturales al igual que el conjwit.o lR de los números 

reales son dirigidos usando como relación binaria el orden usual $. 

También, cada base local de vecindades de un punto en un espacio topológico, es 

dirigido por la inclusión f;, es decir U$ V si y sólo si V~ U. 

Se dice que A es un conjunto dirigido si está provisto de una relación binaria $ que 

lo dirige. 

Una red en v.n conjunto no vacío X es una función </) ; A -. X de un conjunto 

dirigido A = (A,$.). Al punto </J(,\) se le denota usualmente como x" obteniendo as( la 

red { X>.}• 

En particular, si A = N con la relación usual $, entonces ,Ji será llamada una sucesión 

en X. 
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Se dice que uwi red ( J;>.} en un esp,icio X coucrge a un punto x si para carla Vf-(:i11d,ul 

V de x existe un ,\ E A tal que x>.' E V para lodo X ~ >.. Esto lo denotaremos como 

(x:,,.}--+ X. 

La siguiente proposición ei nmy importante, pua.to que caracteri?.a la topología de 

un espacio X mediante la convergencia de redes. 

Proposición 1.2. Un conjunto U en un e3pacio X es abierto si y s6lo si nirlguna ,--r.d 

en X \ U puede converger a un punto de U. 

Pnteba. ~) Sea U una vecindad abierta de p y { x:,,.} una red oont.enida totalmente en 

X\U. Supongamai que {x.., ....... p E U. Puesto que U es una vecindad de p, se sigue de 

la definición de conVEtgencia que existe >..' E A tal que x.., E U, para toda ,\ ~ X, lo cual 

contradice el hecho de que x,. E X \ U, para toda,\ E A. 

{::::) Supongamm que U no es abierto. Entonces cxíste tm punto p E U tal que cada 

wcindad de p corta a X \ U. Sea D una base local en el punto p en X. Luego, D es 

un conjunto dirigido por la inclusión C- Para cada vecindad 1' E D, seleccione un punto 

x 1 E 1'íl(X \ U). Entoncm la red {x,} está en X \ U y mnverge a p en U, lo cual es 

una contradicción. Por lo tanto U es abierto. O 

El concepto de red proporciona también el camino para probar la rontinuidad de 

una función. 

Proposición 1.3. Una función f: X-+ Y es continua en psi y s6lo si siempre que 

una red (x.1,) converge a p en X, la red { f(x,.)} corwerge a f(p) en Y. 

Prueba. ~)Si/ es continua en p, X>.--+ p en X y V es una VECinclad de /(p) en Y, 

entonce. para la vecindad ¡-1(V) existe,\' para el cual X:,,. E ¡-1(V) siempre que A~>..', 

por tN1to / {x:,,.) E V. 

{::::) Si / no es wnt.imm en p, para cada vecindad U de p en X, alguna vecindad V de 

/(p) no contiene a f(U) para nínguna vecindad U de p. Entonces podemoo scloc:ciorw 
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nn ptmto xu E [/ de t.al manern que J (xu) 1 V. Es claro que { xu }- p ~- qllc {J(xu)} no 

converge a /(p). O 

3. GRUPOS TOPOLÓGICOS DE TRANSFORMACIONES. 

En fflta sección se enuncian conceptos básicos de la teoría de grupoo Lopológicos de 

transfonnaciones, dentro de la cual se engloba el pre.ente trabajo. 

Definición 1.4. Por un grupo topológico de transformacionEB o w1 C:-cspacio Sf 

entenderá una tema (G, X, fJ) donde Ges uu grnpo topol6gico, X es un espacio topolégico 

y 0: G x X-. X es una fuuci6n co11tinua que satisface las siguientes co11d1ctoncs: 

i) B(e, x) = x '<lx E X donde e es el elemento identidad de C. 

ii) O(h, 0(g, x)) = 0(hg, x) 'vx E X y Vg, h E G. 

A dicha función la llamaremos la acci611 de G en X. Para simplifü-ar, denotaremo::i 

a 0(g, x) como gx y a ( G, X, 0) como X. Algunos ejemplos de grupoo topológicos de 

transformaciones ::ie mencionan a continuación. 

Ejemplos. 

l.- Cualquier grupo topológico C actúa en sí mismo mediante la multiplicación izquierda. 

2.- La acció11 trivial de un grupo arbitrario Gen cualquier espacio X es la dada por 

0(g,x) = x para todos g E G, x E X. 

3.- Si { X0 },,E.A es una colección de G-cspacios, entonces se define la 11.Cnón diagonal 

de e en el producto cartesiano n X. por g ( Xc,) = (gx,.). 
~•A 

4.- El grupo .51 actúa en el plano IR.2 de la siguiente manera: 0(e'1 ,ré') = 1-e•(.r+tl, 

para cada eit E 8 1, 1·e;;, E IR.2 = C. 



5.- Sea X un espacio topológico de Harn,dorff y sea IR el gTUpo topológico de los 

números rcalc...""i. Entonces la IR-acción sobre X es llama.da un si,-;tema dinámico o gn1po 

1-varámetro dt honu:omorfismos de X. 

Ahora bien, para cada g E G, la acción O dctermllU\ w1 homeomorfismo 

89 : X - X, donde 

o.(x) = O(g,x). para tocio x E X. 

A 09 la llamaremos tmn.sici6n por g. Ao:;í, la correspondencia g - 0
9 

define una 

función <J, : G - I I orneo( X), donde H o meo( X) e. el gntpo de homeomorfismos de X r 
de la Definición 1 A se sigue inmediatamente que C.P es un homomorfüuno de grupos. 

Si X e. w1 Ci-~pacio y x E X , se definen los siguientes conjuntos: 

Gx = {g E C : gx = x} llamado el estabilizador de x. Si X es de Hauo:;dorff, entonces 

Gx es 1m subgrupo cerrado de G. 

G(x) = (gx; 9 E G}, la órbita de x. 

Adcmá.c.;, si C :r = G, entonces x es un pu11to fijo, y Xª es el conjunto de puntos fijos 

ele X. Aún más, xc: será un subconjunto cerrado de X [DNJ. 

Sea A un subconjunto de X, H w1 suhg;rupo de C y denotemos por HA el subconjunto 

de X definido como HA= {ha; h E H,a E A}. Luego, 

Definición 1.5. Si HA= A, entonces din;mos qut A es un conjunto H-invariante. 

En el caso que 11 = G entonces A se dirá simplemente invariante. 

Es fácil verificar que si A es invariante entonces el interior y la cerradura de A son 

también invariant(..""i. 

Si X es un G-c:..1>acio, H un subgrupo de G, entonces se induce una acción de H en 

X. En particular, si A es m1 conjunto invariante, la acción restringid.a al conjunto G x A 

es también una acción. 
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E,i necesario, parad amHisis categórico de loo gTuprn-; topológicos de tran.':lformacioncs, 

definir S\L<; morfismos corrCHpondicntes. 

Definición 1.6. Una función continua f : X -. Y entre G-.cspacios es una 

G-Junción o función cquitiaria11tc si satisface J(gx) = gf(x), para cada g E G,x E X. 

Lo anterior significa que J conmuta con las acciones, transformando órbita.':I en órbitas 

puesto que f[G(x)] = G[f(x)]. 

En el caso que Y es un G-espacio trivial, e:i decir G actúa trivialmente sobre Y, 

ent.oncm Ü\ función equivariaute J : X -. Y será llamada invariante, es dccir, 

f(gx) = f(x) parn todo x E X, g E G. 

Note que la función identidad ci equivariante y la composición de dos funciones 

cquivariantes es oquivariante. A'ií, loo G-espacioo como objetos y las G-funciones como 

rnorfismoe forman una categoría, la cual denotaremos por Topº o G- Top. 

Es fácil ver, que t:JÍ f : X -. Y es m1a función eq1úvariante, lf un subgrupo de G y 

A, B son subconjuntos U-invariantes de X y Y respcctÍVRinente, entonces f(A) es un 

subconjunto H-inVB.fiante de Y y ¡-1(13) lo es de X. 

Proposición l. 7. Sr.an G un grupo topoló_qico, X un G-<'.spacio, K un subconjunto 

de G y A un subconjunto de X. Luego se cumple, 

(1) Si A es abierto en X, e11t011ces KA es abierto en X, 

(2) Si K es compacto y A es cerrado en X, ento11ccs KA es ccrmdo en X, 

( 3) Si tanto K como A sor1 r.ompactos, entonces KA es compacto. 

Prueba. (1) Si A es abierto, entonces gA = 011 (A) es un abierto para cada g E G, 

puesto que 09 es un homeomorfismo. Así, el conjunto KA= LJ gA, es también abierto. 
yEK 

(2) Sea B un subconjunto cualquiera de X. Es fácil vcrficar que se cumplen las 

siguientes equivalencias: 

Fíjemoo x E X \ KA un punto arbitrario. Por la observación anterior se tiene que, 
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Cflto rn, 

K- 1 x {x} e (G x X)\ o- 1(A). 

Puesto que A C8 cerrado en X' entonces 0- 1(A) es cenado r:n e X X, y por lo tanto, 

(G X X)\o- 1(A) es abierto y además contiene al conjunto g-a x {x}. Así, para cada 

punto g E K- 1, existe una vccinclad abierta U9 3 gen C y una vecindad ahierta Vg 3 x 

en X, tales que, 

Notemos que x es fijo, y que lanto U9 como V9 varían de acuerdo a g E ¡._·- 1• Además, 

trivialmente se tiene que, 

g-i e U U9 • 

9EK-, 

Oado que K es compacto, K- 1 eR también compacto por la contumidad de la operación 

de inversión del grupo. Por lo tanto, existen 9 1, 92, ... ,g,, E K- 1, tales que 

" K-1 e U Uy,· 
,~1 

Ahora bien, sea 

" n 

U= U U9,, V= íl Vg,, 
•=I i--= 1 

los cuales son abiertoo en G y X rcspcdivament.e. Note que 

g- 1 x ve u x ve (G x X)\ o- 1(A), 

esto !.'l, 
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De esta manera, y m;ando la..:.¡ cx¡uivalcnciac, mencionada"> al principio de la pntcha, se 

si1:,'11c que, V n /{ A = 0. l~to es, para cad.-'l. x E X \ /f A, existe una vecindad abierta V 

de x en X, tal que x E V C X \ /( A, lo cual significa que /{ A o. cerrado en X. 

(:J) Si K y A 80Il compactos, su producto cartesiano K X A es también compacto. 

Entonces, su imagen O(K, A)= KA es c-.ompado, por la continuidad de 0. O 

U no de loo factores nocc~rios para obtener G-cspacioo a partir de otros, es la 

verificación ele la cont.inuidad de la acción en el nuevo espacio. El siguiente resultado será 

útil en (!<;te tipo <le cueitioncs. 

Proposición 1.8. Sea X tm G-espacio con acción O. Entonces 0 es abierta. E11 el 

caso r¡uc G u compacto, O es cernida. 

Prueba. Como G x X Licne la topología producto, entonces sus abiertos básicos son 

de la fonna U X V donde U es abierto en G y V es abierto en X. Luego, O(U X V) = UV 

y por ( 1) de la Proposición 1. 7 se tiene que UV es abierto y por lo tanto 0 es abierta. 

1\-lootrcmos ahora que O es cerrada cuando G es compacto. 

Sea G' un cerrado de G X X y x un punto de X. Sea {g,x,} una red en O(C) 

que converge a x en X, donde {(g>., x>.)} está en C. Como G es compacto, existe una 

suhred {g>.7 } de {g>.} que converge a un elemento g de G. Luego {g;
7
1

} converge a g-1 

y por continuidad de la acción, {x>.
7

} = {_q;
7

1(g>..yx>..,)} converge a g- 1x. Entoncc:-i la red 

{Y>.7,X>.7 } en C converge a (g,g-1x} y como Ces cerrado, {g,g- 1x} E C. Por lo tanto 

x = O(g,g-'x) E O(C). O 

Ahora bien, si x 1, x 2 E X, entonces srn, órbitas coinciden o son ajenas, es decir, 

G(x1) = G(x2 ) ó G(x1) ílG(x2) = 0. Esto origina m,a dcscornpooición de X en las 

órbitas de c.ada 1mo de sus puntos. Así, la relación x ,.., y {::} G(x) = G(y), es una 

relación de equivalencia cuyas clases son precisamente la.e-, órbitas de X. El conjW1to X/......, 
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lo denotaremos por X/G y a la íw1ción que &'iocia a c&Ü\ x con su clase de equivalencia, 

la reprC8Clll.arcmos por 1r y la llamaremos proyección or·bital. 

Definición 1.9. Sc._an X un espacio topológico, Y utt conjunto y p : X ---,. Y, una 

función sobreyectiva. 

Eutonces se define la topología cociente T en Y como 

T = {U<; Y : p- 1(U) es abierto en X) 

y p se dirá que es una identificaci6n. 

Es claro, de acuerdo a la constn1cción ele la topología cociente, que una identificación 

es continua. 

De aquí en adelante, X /G será considerado un espacio topológico con la topología 

cociente. Algunas propiedades important.cs de 7r se prueban a continuación. 

Proposición 1.10. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio. Entonces 

la proyección orbital 1r es abierta. Más aún, si G es compacto, se cumple lo siguiente: 

1) ,r es cerrada. 

2} X es de Hausdorff => X/G es de Hausdorff. 

3} X es compacto <=> X/G e.e compacto. 

4) X es localmente compacto <=> X/G e.9 localmente compacto. 

Prueba. Si O es un abierto en X, entonces por ( 1) de la Proposición l. 7, se tiene que 

GO es abierto en X. Así, ,r- 1(,r(O)) = GO es abierto en X, y pueito que X/G tiene la 

topología cociente, cntoncffi 1r(O) es abierto en X/G. Por lo tanto 7r ffi abierta. 

Supongamos ahora que G es un grupo compacto y probemos la segunda parte de la 

proposición. 

1) Sea A un subconjm1to cualquiera de X. Entonces se cwnplc lo siguiente, 

CA= 1r-1(1r(A)) =X\ {1r- 1(X/G \ n(A)]} (*) 
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Si A es cerrado en X, entonce; CA es cerrado en X por (l) de la Proposición l.7. 

De(*) !le sigue que 1t'- 1[X/G \ 7r(A)] es abierto en X y por la definición de topología 

cociente, X/G \ 7r(A) es abierto y entonces 7r(A) es cerrado en X/G. Así 7r es cerrada. 

2) Observemos que si X es de Hausdorff y G es compacto entonces las órbitas son 

campadas y cerradas por la Proposición 1.7. Ahora bien, cualesquiera doo puntos 

diferentes de X/G pueden ser escritos como 7r(x) y 7í(y) para x, y E X mn 

G(x) íl G(y) = 0. Dado que X es de Hausdorff, entonces existen conjunto.~ abiertos U :r 

V tales que G(x) e U, G(y) e V, y UílV = 0. 

Se tiene que, V íl G(y) e V íl V = 0. &to significa que 7r {y) í/; 7r(U). De esta manera, 

1r(x) E 7r(U), 7r(y) E X/G \ 7r(fJ), 7r(U) íl(X/G \ 7r{U)) = 0. 

Por la Proposición 1.8, 7r(U) es abierto, y por (1) de esta proposición, X/G \ 7r(V) 

es también un abierto. Luego X/Ge;; de Hausdorff. 

3) =>) Si X es compacto su imagen continua X/G es también compacta. 

{=) Dado que 1r es cerrada, que cada órbita es compacta y que G(x) = 1r-1(rr(x)), 

entonces 7r- 1(C) es compacto para cada compacto C de X/G (!Ka, p. 381). Por tanto, 

1r-1(X/G) = X es compacto. 

4) =>) Dado y E X/ G, seleccione un punto arbitrario x E 1r- 1 (y). Si X es locahnente 

compacto, entonoes existe una vecindad abierta U de x y w1 conjunto compacto C que 

contiene a U. Así, y= 1r(x) E 1r(U) C 7r(C). Como rr(U) es abierto y n(C) es mmpacto 

cntoncei X/Ges localmente compacto. 

{=) Suponga que X/Ges localmente mmpacto. Entonces, 1>ara cualquier x E X, 

existe una vecindad abierta U de 7r(x} y un conjunto compacto C que contiene a U. Se 

sigue que x E 7r- 1(U) C 1r-1{C). Se tiene que n- 1(U) es abierto, y por [Ka, p. 38j, 

7r- 1(C) es mmpacto. Entonces X es localmente compacto. O 

La adaptación de teoremas topológicos clásicos a la teoría equ.ivariante no siempre se 

lleva a cabo de manera natural. Uno de los fact.ores que influyen para lograr lo anterior, 

es por supuesto la ex.istencia de una acción en los espacios topológicos. Además de 
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esto, en repetidai oca.~ion(.."i será n~io que loo !-luhconjuntoo de los G-espacios sean 

invariantes, 106 cuales no &-iempre HC tienen. En particl.lU\r, cuando se trata de obtener 

vecindades invariantes de algún punto o conjunto, la siguiente proposición e-i bastante 

ütil. 

Proposición 1.11. Smn G un grupo topológico compacto y X un G-espacio. 

Entonces toda vecindad de un conjunto invariante A c.ontiene una vecindad abie.rta 

invariante de A. 

Prueba. Supongamos que V es una vecindad abierta de w, conjunto im-ariante A El 

conjunto U = X/G \ 1r(X \ V) es \m abierto de X/G que contiene a rr{A) y además 

1r- 1{U} C V debido a que si u E U entonces 1r- 1(u) íl(X \ V) = 0. De esta forma, 

1r- 1(U) = X\(G(X\V)) es la vecindad abierta invariante de A contenida en V. O 

4. MÉTRJCA INVARIANTE. 

En esta sección se menciona, qué es una métrica invariante y cuáles son las condiciones 

para que exista en un G-espacio metrizahle. 

Definición 1.12. Una métrica p paro un G-espacio mctri.zable X, compatible con su 

topologfa, es una métrica invariante si p(gx,gy) = p(x,y) ¡,ara todo g E G, y x,y E X, 

esto es, si el homemorfismo 0q e,s uua isometrla rnspecto a la métrica p, para todo g E G. 

La siguiente proposición establece una condición para la existencia de una métrica 

invariante. 

Proposición 1.13. Sean G un grupo compacto,~ un G-espacio metrízable. Entonces 

existe una métrica irzttariante p para X. 

Prueba. Sea p cualquier métrica consistente con la topología de X. Para x,y E X 

definimos d(x, y) =Sup p(g:i.:, gy) 
~EG 

12 



Afirrrnunos que d f:i la mélric.a buscada. En efeclo, 

d(hx, hy) =sup p(ghx,ghy) = sup p(gh,--c,ghy} = d(x, y). 
gEO ghEC 

Prohemos ahora que p y d generan la mifillla topología de X. Para esto, mostremos 

que cualquier sucesión de puntos {x,.} en X converge a Xo en (X,d) si y sólo si {xn} 

converge al mi'lmo punto Xo en (X, p). 

Como p(x, y) :S d(x, y) entow:.cs claramente x,. ..,... Xo en (X,d) implica que Xn ....., x0 

cu (X,p). 

Supongamos ahora que Xn .,,... :i:o en (X, p), es decfr, para todo e > O existe N > O tal 

que p(xn,x0 ) < e, para toda 11 ;::= N. Afirmamos que x,, = x0 en (X,d). En efecto, sean 

e> O, g E G y Vg = {y E X: p(g:1:0 , y) < H vecindad abierta de gx0 • Por continuidad de 

la acción podernos elegir vecindades abiertas 0 9 de g y W9 = {y E X; p(xo, y)< 69 } de 

xo tales que 0(09 x W9 ) C V:q- Luego, para cada h E 0 9 y x E W9 , se tiene que hx E Vg, 

esto es 

p(h.x, gxo) < ~ (**) 

Por la compacidad de G existen g1, ... , g,. E G y vecindades 0 9, de g, con i = 1, ... , n, 

tales que 

Además, para cada Og, existe su respectivo Wg, = {y E X : p(xo,Y) < 69.} tal 

que 0(09; X W9J C Vg,. Sea 6 = mín{69 ,, ••• ,69n}. Dehido a que Xk ..,... Xo en (X,p), 

entonces para 6 existe N 1 > O tal que p(xk,Xo) < 6 :S 69,, para toda k 2: N 1• Tenemos 

cnloncei que cualquier g debe e;;tar en algún 0 9, y xk en lf'.q,, lo que implica por (**) 

que p(gxk,g,xo) < ½-

De esta manera, p(gxk,gxo) :S p(gxk,g;xo) + p(g,xo,gx0 ) <½+½=E:, para k 2'. N1• 

Luego, tomando supremos se tiene que sup (gxk,gx0) :SE:, es decir, d(xk,xo) :SE:, para 
gEG 

toda k ;::= N1. Hemos probado entonces que xk-..-. x0 en (X,d). O 
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5. ESPACIOS DE ADJUNCIÓN. 

El proceso de "pegar" dos CSJ)8Cios topológicos por medio de una función continua es 

de gran importancia dentro del estudio de la topología. En este proce¡o se encuentran, 

por ejemplo, las constmcciones del cono, de las suspensiones, de C,W-c.omplejos, cte. En 

nuestro caso, las propiedades de extensión y retracción de estos espacios vistos como 

G-espacios representan nue:itro problema principal. 

Definición 1.14. Se.an X y Y dos espacios topológicos ajenos. La suma disjunta 

X + Y es el espacio fonnado por la unión disjunta de. X y Y, con la topolog(a 

V = { U e X LJ Y : U íl X es abierto en X y U (l Y es abierto en Y}. 

Dado que X íl Y = 0, X y Y conservan sus topologías y son abiertos disjuntos en 

X+ Y. Además, A e X+ Y es cerra.do si y sólo si AílX y AílY son cerrados en X y 

Y respectivamente. 

Definición 1.15. Se.an X, Y espacios topol6gicos, A un subconjunto cerrado de X 

y f : A -+ Y una función continua. Si se genera una relación de equivalencia en X + Y 

dada por a,._, f(a) para cada a E A y x ...., x para cada x E A, entonces se dice qut el 

espacio cociente X + Y/ ...., es el espacio de adjunción de X a Y por medio de f y será 

denotado por XLJ1 Y. 

La función p; X+ Y-+ X U, Y definida por z t-+ p(z) = [z], donde [z] denota la clase 

de equivalencia de z, de acuerdo a la defunción anterior, es llamada la proyixción canónica 

o natural de X+ Y en XLJ1 Y. 

. Oaramente p es sobre )' X LJ I Y tiene la topología cociente respecto a ella, lo cual 

implica que p es una identificación. 

A lo largo de este trabajo, el espacio de adjunción tendrá la topología cociente respecto 

a i.u proyección canónica, y sólo cuando sea necesario se especificará otra topología sobre 

el mismo. 
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Ejemplos. 

1.- Sean A C X un cerrado y Y= {y0 }. AcUtcriendo X a Y por medio de /(A)= y0 ¡ 

entonces XLJ1{y0 } ~ X/A. En particular, adheriendo el int.crva.lo unitario I = [O, lj a 

Yo por /(O)= /(1) = y0 se ohtiene el círculo S'. 

2.- Si se adhiere X x I a un punto Po por f(X x O) =Pose obtiene el cono sobre X, 

el cual denotaremos por Con(X). 

3.- Pegando X x I x Y a la suma disjunta X + Y por (x, O, y) .-. x, (x, l, y} t-t y 

obtenemos el espacio join X*Y de X a Y. F~te con<riste de los cspacioo X y Y junto 

con los segmentos de línea que unen cada x E X a cada y E Y, donde ningún par de 

segmentos tiene puntoo en común fuera de X LJ1 Y. Ea fácil ver que X* {yo}~ Con(X). 

Las propiedades topológica'> de X + Y, nos pcnniten estahlecer las de su e,1pacio de 

adjunción. 

Proposición 1.16. Sea p : X + Y --> X LJ I Y la proyección canónica. Entonce.<J: 

(1) i = PIY e8 un enmjr. cr.rmdo. 

{2) j = Plx\A es un encaje abierto. 

Prueba. ( l) & claro <le la definición que i es continua y biycctiva. Si C e Y es 

cerrado, p-1(i(C)) = CLJJ- 1(C) es cerrado en X+ Y, )-a que Ces cerrado en Y y 

¡-1 ( C) es cerrado en A, el cual a su vez es cerrado en X. Por lo tanto, i( C) es cerrado 

en X LJ I Y. A-ri, i es encaje cerrado. 

(2) De la definición es fácil ver que j es continua y biycctiVR. Si U C X \ A es abierto, 

p- 1 (j {U)) = U es abierto en X y por tanto en X + Y. Luego, j { U) es abierto en X LJ I Y 

y entonces j es encaje abierto. O 
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6. PROPIEDADES DE IDENTIFICACIONES. 

Las propieclades topológiras de los espacios de adjunción dependen en gran medida 

de IM propiedad.es de su proyección canónica. A continuación se mencionarán algun<L'> 

de ellas. 

C'..omenzaremos con establecer las condiciones para que una identificación sea abierta, 

para lo cual definimos lo que es un conjunto saturado. 

Definición l. 17. Seo. p : X -+ Y una identificación. Un subconjunto A de X ts 

saturado, si C11 la imagen inversa de algún subconjunto de Y. 

De esta manera, podemos establecer las condiciones necaaiariaa y suficientes para que 

una identificación sea abierta. 

Teorema 1.18. Sea p: X -+ Y una identificación. Entonces p es abierta (cerrada) 

si y sólo si la saturación p-1 p(A} de cada conjunto abierto (cerro.do} A en X €3 tambié.n 

abierto (cerrado/ en X. 

Prueba. ~) Si pes abierta (cerrada), entonces A abierto (cerrado} en X implica p(A) 

abierto (cerrado) en Y. Por la continuidad de p obtendremos que p-1p(A) es Abierto 

(cerrado) en X. 

<=) Si Aes abierto {cerrado) en X, entonces por hipótesis, p-1p(A) es abierto (cerrado) 

en X, lo que implica por ser puna identificación, que p(A) es abierto (cerrado) en Y. 

Por lo tanto pes abierta (cerrada). O 

La compooición de identificaciones es siempre una identificación. Sin embargo, el 

producto de identificaciones no es siempre una identificación. A continuación se 

mencionará cuándo ocurre este hecho. Para esto necesitamos los siguientes lemas, cuyas 

demostraciones las puede encontrar en [Du, pp. 123-124 y 261). 

Lema 1.19. Sea p: X -+ Y una función continua sobreyectiva. Entonces p es una 

identificació11 :1i y s6lo si, pam cada espacio Z y cada función g : Y -+ Z, la mntinuidad 

de gp implica la de g. 
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Lema 1.20 (Transgresión). Sean p: X ---, Y u,¡a identificaci6n y h: X......, Z una 

funci6n continua. Supongamos que hp-• es univaluada (esto es, h es constante sobre 

cudajibra p- 1(y)). Entonces hp- 1 : Y--, Z es continua. 

Lema 1.21. Sea zY el espacio de todas las funciones continuas de Y en Z, con 

la topolog{a compacto-abierta, y sea a : X -. zY la funci6n asociada a la funci6n 

o:: X x Y--, Z, definida como x f-+ éi(x): Y--+ Z, donde [a(x))(y) = o{x,y). Entonces, 

{1} Si o: X x Y--+ Z es continua, entonces a: X --+ zY es también continua. 

{2) Si 5 : X --+ ZY es continua y Y es localmente compacto, entonces a : X x Y ..._. Z 

es también continua. 

Los tres lemas anteriores nos penniten probar el teorema principal de esta sección. 

'Thorema 1.22 (J.H.Whitehead). Sea p : X --+ Y una identificaci6n y sea Z 

localmente rompacto. Entonces La funci6n p x id : X x Z --+ Y x Z es una identificaei6n. 

Prueba. Sea W cualquier ffll)8,Cio y g : Y x Z ---. W cualquier función tal que 

g · (p X id) : X x Z -, W es continua. De acuerdo al Lema L 19 debemos de probar que 

g e, continua. Nótese primero que si a = g · (p x id) es continua y wz denota el espado 

de todas las funciones continuas de Z a W con la topología compacto-abierta, entonces 

la función asociado éi : X ---, wz es también continua por (1) del Lema 1.21. Aún más, 

np- 1 : Y--. wz es univaluacla, dado que 

[éip- 1(y)](z) == a(p-1(y),z) = g(pp- 1(y),z) = g(y,z) = [g(y))(z). 

Por el Lema 1.20, se tiene que éip-1 = g: Y ......, wz es continua, y puesto que Y es 

localmente compacto, por (2) del Lema 1.21 se concluye que g ; Y x Z --t W es continua. 

o 
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7. TEOREMAS SOBRE G-ESPACIOS NORMALES. 

A continuación se est.ahlccen las versiones equivari.antes de algunos teoremas clásicos 

sohre espaci~ normales, lns cuales posterionnente se aplicarán al caso particular <le los 

G-cspacios métricos 

'Iborema 1.23. Si Ges un grupo compacto, X un G-espacio normal y A un cerrado 

invariante de X, entonces pam cada abierto U :J A, e.xiste un abierto invariante 

V tal que A e V e V e U. 

Prueba. Como X es normal entonces existe una vecindad W <le A tal que 

A C W C W C U. Como A es invariante y W es vecindad de A, existe por la Propoi,"i.ción 

1.11, una vecindad abierta e invariante V de A tal que A C V C W. Iv!ás aún, V e W. 

Entonces A e V e V e W e U . o 

La siguiente proposición se sigue fácilmente del teorema anterior y será utilizada en 

el Teorema 1.25. 

Proposición 1.24. Si Ges mi grupo compacto y X un G-espacio nomw.1, e11tonccs 

X/G es un G-espacio normal. 

Una caracterización de los espacios normales es el Lema de Extensión de 

Tietze...Urysohn. Para los fines de este trabajo, probaremos la versión equivariante. 

Thorema 1.25 (Lema Invariante de Extensión de Tietze-Urysohn). Sean G 

un grupo compacto, X un G-espacio normal y C un cerrado únrariante de X. 

Si f : C-+ [O, l] es 1ma funci6n invariante, entonces existe 1ma extensi611 ilwariantc 

F: X-> [O, 1] de f. 

Pt·ueba. La función invariante / : C -> [O, l] induce wia función continua 

f: 1r(C)-+ [O, l] definida como J(1r(x)) = J(x), para cada x E C y donde 1r: X-> X/G 

es la proyección orbital. Dado que Ges compacto entonces 1r(C) rn lm cerrado en X/G. 

Por la Propa,;ción 1.24 X/Ges normal. A'lí, aplicando el teorema clásico de extensión 
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de Tiet~<}-Urysohn cxi'ite una extensión¡- : X/G-, [O, 1] deja todo el espacio orbital 

X/G. Considérese la función F = f"n : X -,, [O, 1¡. Afinnamos que F es la extensión 

deseada. 

En efecto, /!Ca k E C, entonces F(k) = f"(7T(k)) = f(1r(k)) = f(k). Adcmá.~, 

F(gx) = /"(n(gx)) = J°(n(x)) = F(x), para todo x E X y g E G. O 

Del teorema anterior se deduce el siguient.c corolario, que corresponde a la versión 

equivarianle del Lema de Urysohn. 

Corolario 1.26. Si G es u,¡ grupo compacto y X un G-espacio nonnal, entonces 

paro A y B subespacios cerrndos i1wariantes de X existe una función invariante f de X 

C1t el intervalo unitario tal que JIA = O y JIJJ = l. 
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11. Propiedades de Espacios G-A(N)E y 
G-A(N)R 

Los espacios A(N)R(G') y A(N)E(C) (sobre la clase C), poseen propiedades 

interesantes relacionaclfL.'l con encajes en espacios vectoriales topológicos y propiedades 

de extensión (véase [Hu] o [Bol)). 

En nuestro caso, estahlecercma;i la.'l definiciones para dichos espacios en la categoría 

Topª (véase [Anl}, (An2], (A.n3l). 

l. DEFIMCIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS DE ESPACIOS 

G-A(N)E Y G-A(N)R. 

Para cualquier clase de cspa.ci.06 topológicoo C, denotaremos por C° la crnse de todos 

los G-eipacios X, tales que X como espacio topológico pertenece a C. 

Definición 2.1. Un G-espacio Y es llamado un G-extensm· absoluto de vecindad de 

CC o G-ANE(C) (resp., G-extensor absoluto de C° o G-AE(C)) si pam cada X E c;<l 

y cada subconjunto r,er-rado invariante A de X, cualquier función equivariante f : A -, Y 

puede ser extcndid.a lL una /urid6tt equivariante J ; U --t Y, donde U es una vecindad 

inv,iriante de A en X (rr.sp., U= X). 

Antes de definir lo que es w1 espacio G-AN R( C), recordaremos el concepto de retrncto. 

Se.a Z un espacio topológi.co y Y un subespacio de Z. Se dice que Y es urz retracto 

de ¡,ecindad (resp., 1'ct1·acto) de Z, si la/unción identidad id: Y-+ Y se puede extender 

a una función continua r· : U -. Y, donde U es una vecindad de Y en Z, {ff.sp. U = Z ). 

Dicha extensión se llama rctr·acción de 1iecíndad (rcsp., retmcción). 
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El análogo de retracto en la categoría de los G-01pa.Cios, lo enunciamos a continuación. 

Definición 2.2. Un subconjunto invariante Y de un O-espacio Z es llamado un 

retracto equivariantc de vecindad (resp., un retracto equü,ariante) de Z, si existe una 

retracción eqv.ivariante r : U -, Y, donde U es una vrcindad invariante de Y en Z 

(resp., U= Z). 

Entonces podemos definir lo que es rm espacio G-ANR(C). 

Definición 2.3. Un G-espacio Y es llamado un G-retracto absoluto de vecindad de 

C° o un G-AN R(C) (respectivamente, un G-retracto absoluto de C° o un G-AR(C)J, 

si Y E Cº y siempre que Y sea un cerrado invariante de un G-espacio Z E Cº, entonces 

Y es un retracto equivariante de vecindad (respectivamente, un retracto eqv.ivariante) de 

z. 

En nuestro trabajo, los principales resultados serán sobre los espacios G-A(N)E(M) y 

G-A(N)R(M) donde Mº ea la clase de los G-espacios metrizables. Asf, para simplificar 

la notación, dichos espacios se denotarán simplemente como G-A(N)E y G-A{N)R. 

Además, si X es un G-espacío y A ~ X un cerrado invariante, entonces (X, A) será 

llamado un O-par. En el ca.'i<l en que la acción es trivial, (X, A) será llamado simplemente 

un par. 

Las siguientes proposiciones se refieren a propiedades de los espados G-ANE(Af) 

(donde JtlG es la clase de los G-espacios normales), que ¡.>enciten obtener espacios 

G-ANE(N) a partir de otros y¡i. dados. Dichas propiedades serán aplicadas más adelante 

al caso particular de los espacios G-ANE. 

Teorema 2.4. Cualquier subconjunto abierto invariante de un G-ANE( J,/J es un 

G-ANE(JI). 

Prueba. Sea Y E G-ANE(Af) y sea W un subconjunto abierto invariante de Y. Sea 

f ; A ---+ W rma función equívariante, donde A ·es un cerrado invariante de W1 G-espacio 

normal X. Entonces afirmamos que f tiene una extensión equivariante de vecindad. 
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En efecto, sea i : W --+ Y la inclm,ión. Como Y E G-ANE(N)i la composición 

4> = i · J : A --+ Y tiene una cxtcrnñón equivariante 1/J ·: V --+ Y, donde V es m1a vecindad 

invariante de A. Considere la preimagen U= ,¡,-'(W) en V. Como U es ahicrto en \/ 

y V es abierto en X, entonces U es un abierto en X que contiene a A. A.demás, U c....., 

invariante ya que W lo es y 1/J es equivariante. Entonces la fnnción g : U - I-V, definida 

por g(x) = ,t,(x), para x E U, es una extensión equivariante de vecindad de J. O 

Proposición 2.5. Sea G un grupo compacto. Si Y1 y Y2 son dos subespar:ios abic,·tos 

G-ANE(/11) de un G-cspacio Y y Y= Y1 UY,, entonces Y es un G-ANE(NJ. 

PnLeba. Sea f : A - Y cualquier fnnción equivariantc de un cerrado invnriantc .4 

de un G-espacio X normal. Debemos probar que J tiene una extensión equivariante de 

vecindad. 

Es claro que ¡-1(Yi) LJJ-'(Y,) = A. De la misma manera, si w, = ¡-1(Yi) LJ(X\.4) 

y W, = ¡-1(Y,)LJ(X\A),se tiene que X= W 1 LJW2• Como X esnonnal, por el Teorema 

1.2-1 y [Sa, p. 81), existen cerrados invariantes X 1 C W1 y X 2 e W2, en X tales que 

X= X,LJX,. 

Sea A, = X, ílA y A, = X, íl A. Entonce, A= A, LJ A,. Claramente, J(Ai) e Y1, 

f(A,) = Y, y f(A, íl A,) e Y, íl Y,. 

Además, Y, íl Y2 E G-ANE(.N) por el Teorema anterior y puesto que A, íl A2 es un 

cerrado invariante del subcspacio invariante normal Xi ílX2, la re,itricción f!AinA,1 tiene 

una extensión e<¡nivariante ef> : Af - Y¡ n Y2, sobre Wl abierto invariante A/ :) A1 n 11.? 

dex,nx,. 
Dado que XI íl X2 es normal, por el Teorema 1.23, existe un abierto invariante N ele 

x, nx, tal que 

A1ílA2 e Ne Ne M cX,ílX,. 

Considere la intersección N íl A; entonces 

~íl~cNílAc~íl~ílA=A,íl~
Por lo tanto, N íl A = A, íl A,. 
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~to nos permite definir la sig,ticnte fm1ción equivariantc y : N LJ A - Y, dada por: 

g(x) = { 4,(x) 
/(x) 

si xE N 

si :r.E A. 

Es fácil ver que g(N U A1) C V1 y como Y1 E G-ANE(N), la restricción olNUAi tiene 

una extensión equivariantc h 1 : Vi - Y1 a una vecindad abierta invariante Vi ::, NLJA1• 

De la misma manera, 9livUA2 tiene una extensión cquivariante /t.i : ½ --+ Yz a 1Ula 

vecindad abierta invariante ½ ::, N U A2 • 

Para cada i = 1, 2 se sigue de la normalidad de X. y del Teorema 1.23, que existe nn 

abierto inv-<Uiante Q¡ en X;, tal <¡ue N LJ A. e Q, C Q¡ e V; e X;. 

Ademá..", dado que (XI íl X 2 ) \ N y A son cerrados invariantes y disjuntos del espacio 

normal X, existen abiertos invariantes disjuntos D y E de X, tales<1ue (X1 ílX2)\N CD 

y A e E. 

C.Onsidere los cerrados invariantes de X, 11 = (Q1\X2 ) n E y h = (Q2\X1) n E. 

Entonces, 11 e Vi, J2 e½ y J1 ílJ2 e N. 

Sea K1 = J,LJN y K2 = J2 LJN. Luego, K1 y K2 son cerrados invariantes de X con 

K1 C Vi, K2 e V2 y K1 íl K2 = N. 

Puesto, que hdr7 = gj¡;¡ = l~I,¡, podemos definir la función h : K --+ Y sobre 

K = K1 U K2, de la siguiente manera: 

si x E K1 

lil X E K2 

la cual es extensión cqtriv-driante de /. 

Sea R = Líl E, donde L = (Q1 \ X2)LJ(Q2 \ Xi)LJN. Entonces, A e Re K. 

Tenemo.'I que E Cl'I abierto invariante y L es un subconjunto invariante. Probaremos 

que L es abierto en X. 

De las definiciones de N, Q 1 y Q2 , se sigue que existen abiertos B0 , B 1 y B2 de X 

tales que, 
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Se sig11c imncdiatmncnte que Q1 \ X2 = [) 1 \ X 2, Q2 \ X 1 = B2 \ X1 !K>Il abiertos 

de X. Como Ne Q1 y N C Q2 se tiene que 

(l) 

Sea X E Bo n B ¡ n B2 un pUilto arbitrario. Tcnemoa tres casos; 

i) X E X¡ ílX2 => X EN. 

ii) x E X \ X2 => x E B1 íl(X \ Xi) = B¡ \ X2. 

iii) X E X\ Xi ==> X E B2 íl(X \X¡)= 82 \ X1, 

(2) Boíl B1 íl 82 e L. 

Las inclusiones de ( 1) y (2) implican que L == ( 81 \ X2) U( B2 \ x.) u Bon B1 n B2, 

Lo cual prueba que Les abierto en X. 

En conclmüón, hin: R-. Y es extensión e<¡uivariant.c de vecindad de f. Por lo tanto, 

Y E G-ANE(N'). O 

Es importante Heñalar que en los G-espacios métricos la propiedad de ser G-A(N)E 

es equivalente con la de Rer G-A(N)R.. Aunque esto sucede no sólo para eita cla.<ie de 

e,¡pacios (ver (Anl] y [An3]), nOBotros sólo lo probaremos para el caso métrico. Para ffito 

es necesario el siguiente lCIJll\. 

Lema 2.6. Sea X un G-espacio métrico. Si X es un retracto equivariante de vecindad 

de un espacio Y E G-ANE, entonces X es un G-ANE. 

Prueba. Sea A un cerrado invariante de un G-fflpacio mélrico Z, y f: A-+ X C Y 

una función equivariante. Como Y E G-ANE, entonces existe g ; U -. Y, una fw1ción 

t,-quivariantc, donde U es UIIB vecindad invariante de A en Z y YIA = f. 
Sea r : V -. X la retracción equivariaatc de una vecindad invariante V de Y sobre X. 

Definamos W = g- l (V) y F = rglw. Es claro entonces que F es una función cquivariante 

de W sohre X. Además, FIA. = f. Por lo tanf.o X ea un G-ANE. O 

'Ieorcma 2.7. Sea G un grupo compacto. Entonces un G-espacio métrico X es un 

G-ANB si y s6lo si X es w1 G-ANR. 
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Prt,eba. =>) Sea X E G-ANR. De acuerdo a fAn:J, p.p. 518 y 52.'3) tenemos que X 

puede ser encajado de manera cquivariaute, corno un cerrado de algún G-espacio métrico 

Z E G-AE. Como X E G-ANR, entonces es m1 retracto de vecindad equivaril\Iltc de Z. 

Ah;, por el lema anterior se concluye esta parte. 

*=) Considere a X como un cerrado invariante de un G-espacio métrico Z y considere 

id : X -+ X, la identidad en X. Como X E C-ANE entonces id tiene una extensión de 

vecindad. equivariante r : U -,. X, con una vecindad invariante U de X en Z. Por lo 

tanto X E G-ANR. O 

2. G-RETRACTOS FUERTES POR DEFORMACIÓN Y CUBIERl'AS 

CANÓNICAS. 

El concepto de Retracto Equivariante de Vecindad Fuerte por Deformación 

será manejado dentro de las hipótesis necesarias para que el espacio de adjunción de doo 

C-ANE sea un G-ANE. A continuación lo e.tablecemos. 

Definición 2.8. Sea Y tm G-espacio. Un cerrado invariante B ~ Y e.s un 

G-retracto de vecindad fuerte por def armacián de Y si e:tiste una vecindad invariante 

W de B 1J una homotop{a equivariante h : W x I -,. Y, donde I tiene la acción trivial, 

tal que ho : B <--+ Y es la inclusión, h 1 es una retmcción de W sobre B, y h(b, t) = b 

paro todo b E B, t E / = [O, 1). En este Ctl.'!O h será llamada una G-retracción fu.erte 

por deformación de W sobre B. 

La continuidad de algunas funciones en las pniebas de los tcoreinas principales del 

siguiente capítulo, estará determinada por las cubierta.~ canónicas de loo espacios. Dichas 

cubiertas se definen de la siguiente manera. 

Definición 2.9. Sean (Y, B) un par y (V,.) una colecció11 de subconjuntos abiertos 

de Y. Decimos que dicha (V0 } es una cubierta canónica de (Y, B) si cumple con las 

siguientes co11dicione,9; 
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{l) LJV" = Y\IJ 
o 

{2) Paro. cada b E R y cada vecindad U de b en Y, C.1,i,stc una vecindad W de b c11 Y 

tal que V" e U .~icmpr-c que V" íl W i- 0. 

{3} {Ve,) es localmente finita (es de..cir, para cada y E Y existe una vecindad V de y, 

tal que V intersecta a lo mds mi número finito de elemento!! de (Ve,}). 

Además, si {Ye.} cumple sólo con las dos primera.s condiciones, entonces se dice que 

{Vc,) es una cubie1·ta. semicanónica. 

Si un PI\I' tiene 1ma cubierta canónica, diremos que es un par canónico. Má.-, aún, 

si { V c,} es una cubierta canónica de un par (Y, B) y para cada y E Y\B se selecciona 

un elemento V~ de { V,, } que contenga a y, entonces la colección {V~} es una cubierta 

canónica de (Y, B). 

Antes de probar que todos los pares métricos son canónicos es necesario mencionar 

algunas cuestiones prcliminarrn. 

Definición 2.10. Sean {Ac. : o- E J} y {BfJ : f3 E J} dos cubiertas de un espacio 

Y. Se dice que {Ac.} refina a (o es un refinamiento de) { Bp} si para cada A,. existe 

algún 8/J con Ác, C BfJ, lo cual se denotará de la siguiente manera {Ac,} >- {Bp}· 

Si { Ac,} es una familia localmente finita entonces se dice que {Ac,} es un ref inamíento 

localmente finito de {B/J}. 

Definición 2.11. U1i espacio X de H ausd.orff es par-acompacto si cada cubierta 

abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito. 

De esta manera, llegamoll al rcsultl!.do principal de eita sección. 

'lborema 2.12. Cada par métrico (Y, B) es canónico. 

Pru.eba. Sea y E Y\ LJ, r(y) = ½d(y, B) y C(y,r(y)) = {x E Y: d(x,y) < r(y)}. Es 

claro que Y\B = U C(y, r{y)). 
yEY\B 
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Ahora bien, puesto que Y es métrico, lo~ también V \ B, y por el teorema de 

A. H. Stone [Du, p. 186], Y \ B es para.compacto. Así, existe un refinamiento abierto 

IOCAfJllente finito U= {U¡.} de C = { C(y, r(y)) }. Afinnamos que U es la cubierta canónica 

que buscamos. 

Si V,. es una. vecindad de un punto a E B, entonce:i existe e > O tal que la bola abierta 

en Y, con centro en a. y de radio e, está contenida en V,.. Sea W0 la bola abierta con 

centro en a y radio !e- Supongamos que existe w E U,..nW,., para algún U¡. E U. Puesto 

que U refina a C, podemos encontrar un puntos E Y\ B, para el cual U,.. C C(s,r(s)). 

Ad<."IIlás, w E C(s, r(s)) y consecuentemente d(w, s) < ½d(s, B) $ ½d(a, s}. De esta 

manera, d(a, s) $ d(a, w) + d(w, s) < d(a, w) + ½d(a, s); de aq1ú1 ½d(a, s) < d(a, w), y 

como d{a, w) < ½e, entonces d(a, s) < ie. 

Luego, si z E U_. C C(s, 1·(s)) se tiene que, 

d(a, z) $ d(a, s) + d(s, z) < lé + ½d(s, B) ~ je+ ½d(s,a) < le+ ½e= e. 

Por lo tanto z E Va, Es <lecír, U,.. C Va. O 

Para nue:itros propósitoo las cubiertas a utilizar serán laq seniícanónicas, por lo que es 

importante mencionar que para estas últimas, la proposición anterior es válida también 

y será aplicada en el capítulo siguiente. 
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111. Espacios de Adjunción de Espacios 
G-ANR's 

Sean X, Y e::¡pacios métricos, A ~ X un cerrado de X y /: A -> Y una función 

continua. Entoncrn si X, Y, y A son ANR's, el ffipacio de adjunción. X U I Y también 

lo es siempre y cuando sea ruetrizable. Esta propooición fue probada en distintas etapas 

por Borsuk [Bo2j, Whitehead [Wh] y Hanner [Ha]. Posteriormente Hyman [Hy] hace una 

gcnerali7,ación de dicho t.oorema. 

Nue.tro propooito es llegar a un rem]t.ado análogo a este último, en la categoría de 

G-eo;pacios. 

l. TEOREMA EQUIVAR[ANTE DE BORSUK-WHITEHEAD-HANNER. 

Es importante mencionar que en este capítulo se utilizará el concepto de cubierta 

semícanónica. El propósito de utilizarlo se debe a que dichas cubiertas son un caso más 

débil que las canórúc.as dado que no poseen la propiooad. de ser localmente finitas y en el 

espacio de adjunción no neceiitaremos utilizar <lidm propiedad, annque los dos tipos de 

cubiertas se conservan. bajo la proyección canónica en los e<1pacios de adjunción. 

El siguiente lema será útil e11 cuC8tioncs de continuidad para la demostración del 

teorema posterior. 

Lema 3.1. Suponga que {V0 } es una cubierta semicanónicapara un par (Y, B). Sean 

{x>.} y {y.d dos redes en Y\ B, y su.ponga que pam cada,\, x~ y Y>. e.stán en un elemento 

común V>- de {V,.} . Entonces { x" } co11vcrge a un punto b E B si y sólo si { Y>- } co11vcrge 

a b. 

Prueba. Suponga que { XJ.} converge a b. Sea U cualquier vecindad de b y W una 

vecindad de b tal que V,. s U siempre que V,. n W f:. 0. Como existe >.o tal que x,. E W 
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para toda,\ ?: ..\o, loo conjuntos Vi. están contcnidoo en U para tocia ,\ ?: ,\0 r pursto qnc 

Y>. E Vi, se síguc que {y;.,) converge a b. El inverso es análogo. O 

A continuación estableceremos el teorema en el cual se sustentan nuestros resultados 

principales acerca de las propiedades de extensión de los espacios de adjunción 

equi variantes. 

Teorema 3.2. Sean G un grupo compacto y (Z, B) un G-par semicanónico tal quf; 

B es G-rctracto de vecindad fuerte por deformación de z. Si B y Z \ B ,,on G-.4.NE, 

cnton= Z es un G-ANE. 

Prueba. Sea h : W x 1 -, Z una G-retracción fu<>..rtc por defonnación de W ~brc 

B, con W vecindad invariante de B. Sea {Ve,} una cubierta scmicanóniea para el G-par 

(Z, B). Si para cada y E Z \ B se selecciona un elemento Vu tal que y E ½,, entonces 

{½,} será también 1ll1l\ cubierta semicanónica para el G-par (Z, B), de acuerdo a la 

observación hecha en el capítulo anterior después de la definición de cubierta canórúca. 

Por la Proposición 2.5, sólo tenemos que probar que W ea un G-ANE pues 

Z = WLJ(Z \B). 

Sea {X, A) un G-par métrico y f : A -, W una función ec¡uivariantc. Debemos probar 

que/ tiene una extensíón equivariante de vecindad. 

Definamos los siguientes conjuntos Ao = ¡-1 (B}, A,= A\ Ao 
X1 =X\ Ao. Así, f(Ai) !;;;; Z \By CU\d.o que Z \Bes un G-ANE, entonres como :1 1 

es un cerrado ínvariantc en Xi, existe una vecindad G-invruiante r, 2 A1 cu X, y una 

funcíón cquivariantc '-Pt : r, ...... z \ H, tales que '-PdA, = JIA,. 

Para cada a E A,' sea ro el conjunto de puntos X E r l ta}eq que se cumplen las 

siguientes condiciones: 

i) d(x, Ao) > ½d(a, Ao) 

ii) d(:i:,a) < d(a,Ao) 

iii) x E <.p11(Vo¡,,(a)) 

iv) x E <p11 (W} 
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Haciendo r 2 = LJ r ª, entone~ se tiene que f' 2 es abierto en XI y contiene a A 1. 

aEA1 

Puesto que X ~-s métrico y por el Teorema 1.23, existe vecindad inv-&iantc U de A1 

en X¡ LRl que V== /( en X 1 cumple K ~ r2 . Además, por el Corolario 1.26, existe una 

función inVRriante A: X1 -. [O, l] tal que A(Ai) = O y .>.(X1 \ U) = l. 
Defínase ahora: 

972 (x) ={ h(rp1(x),A(x)) si x E K 

/(x) si X E Ao. 

Tenemos que '{)2 conmuta con la acción y está bien definida puesto que K íl Á-0; 

adcmá.'> extiende a/. Aún más, '{)2 es continua excepto, posiblemente, en los puntos de 

Ao, los cuales son puntos límites de K \ A,. Para probar la continuidad en dichos 

puntos, suponemos que a E Ao, es el límite de una auca1ión {xn} en K \ A1 

y mostremos que {rp2(xn)}..,.. cp2(a). fulí, para cada n, escójase On E A1 tal que 

Xn E r ..... Puesto que {xn} ...... a E Ao, se sigue de i) que {d(0n,Ao)}--..-. O y de ii) que 

{d(xn,an)}.,..O. Así {a,,}.,... a. Debí<lo a que {ip1(0n)} = {f(an)} ..,... /{a), encontramos 

por iii) y el Lema 3.1 que {971(xn)}..,.. /{a). Dada una vecindad V de /(a) en Z, existe 

w1avccindadV¡de/(a)cnZ,talqueh(Vj x i)~V. Como {JP1(xn)}-/(a), entonces 

existe no tal que para toda n 2: no, íp¡ (xn) E V y por definición de cp2 , ¡p2(xn) E V, 

para tocia n ~ no. De esta manera, cp2 es continua en a y por consiguiente es continua 

en K U Ao. Por tanto, ¡p2 es equivariante. 

Dado que ). = 1 sobre la frontera de U en X 1 y h envía W X { l} en B, se sigue que 

,p2 envía la frontera de K U Ao en X, en B. Entonces, restringiendo 9 2 a la frontera 

de Fr(KLJÁ-0), tenemos, ip2 lr,(Ku,\o}: Fr(KLJAo)-+ B. Como Bes un G-ANE, se 

sigue que rp2 IF,(KU.'\o) tiene una extensión equivariantc tp : T -> B, para algún abierto 

inVRriante 7' ::) Fr( K U Ao) en X. 

Sea Q = TU int(KLJAo), donde Int(KUAo) es el interior de KLJAo en X. 

Definamos la función equivariante F : Q -> Y de la siguiente manera 

F(x) = { ip(x) 
'P2(x) 

si x ET 

si x E KLJAo. 

30 



De e.to se sigue que la restric(.'ÍÓn FfF- 1 (W) es una t.-xtcnsión de vecindad ele f, así 

W ~ un G-ANE, y como Z = WLJ(Z \ 8), entonces por la Proposición 2.5, Z es nn 

G-ANE. o 

Mostremos ahora que el espacio de adjunción es un G-espacio. 

Proposición 3.3. Se.an G un grupo localmente compacto, (X, A) un G-par, Y u.11 

G-espacio y f : A --, Y ,ma función equiva.riante. 

Entonces X LJ I Y es un G-cspacio con acci6n ip : Gx X LJ I Y -+ X LJ 1 Y, definida 

de la siguiente manen1, ip(g, [x]} = (p(})(g, x), donde 0 es la acci6n natural sobre X + Y 

y p la proyecciót1 canónica (equivariante). 

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

G X (X+ Y) u1.:,r G X (XU,Y) 

O 1 ! ip 

X+Y-.!'.. XLJ 1Y 

Mostremos que ip es una acción continua en X LJ f Y, donde id es la identidad sobre 

C. Veamos primero que ip está bien definida. Para esto renemos tres casos: 

i) Si x E X\ A o x E Y, es trivial. 

ii) Sea x E A y y= f(x) E Y; mostraremos que si [x] = [y] entonC01 

({J(g, [x]} = 9(9, [y]). Así, 

<p(g, !xl) = p0(.g, x) = p(gx) = [gx) y ({J(g, [y]) = p8(g, f(x)) = p(gf(x)) = [f(gx)]. 

Pero [gx] == !f (gx)], lo que implica que r.p(g, (xi) = <p(g, [yl). 

iii) Sea x 1, x2 E A, donde J(xi) = f (x2 ). 

Luego ip(g, [xi]) = ,p(g, [J{xi)]) = lf(9, (J(x2)]) == ,p(g, [:z:21). 

El hecho de que ,p es wia acción es claro y solamente falta probar que es conlinlll\. 

Por el diagrama se tiene que ip{id x p) = pO, como Ges loc.ahncnte compacto entonces, 
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por el Toorema 1.22, id X p es wia identificación, ··f corno pO es continua entoncc-; .p e; 

(..-Ontinua. Con esto queda probada la proposición. O 

El ~-iguicnte lema DOfi permite establecer la.., condiciones nece,¡arias para aplicar el 

Teorema 3.2 al caso de loo espacios de adjunción. 

Lema 3.4. Se,an G un gn,po compacto, (X, A) un G-par, Y un O-espacio, f: A. -t }' 

una función equivariante y p : X + Y -+ X LJ 1 Y la proyecci6n canónica. Bntonccs .,;e 

cumple: 

1) Si {Va} es una cubierta scmicanónica para (X+ Y, A+ Y}, entone<.< { p(\I,)} r., 
una cubierta scmicanónim para ( X LJ I Y, p(Y)}. 

2} Si X, A, Y E G-ANR entonces p(Y) es un G-rctrocto de vecindad fuc,-te por 

deformación de X U /Y. 

Prueba. 1) Por (2) de la Proposición 1.16, p envía al conj,u1lo X \ A 

homeomórficruncnlc sobre el conjunto (XLJ 1Y) \ p(Y), de lo cual se sigue que racla 

p(Va) es abierto y además que LJp(Va) = (XLJ,YJ \ p(Y). Sean y E p(}') y[/ 
a 

una vecindad de y en X LJ,Y. Puesto que {Va} es una cubierta scmicanónica, para cacla 

x E p- 1(Uílp(Y)) existe W1a vecindad W, C p-'(U) de x en X+ Y, tal que V0 C p-'(U) 

siempre que VaílW, ,f, 0. Sea W = LJ{W,: x E p- 1(Uílp(Y))}. 

De nuestra construcción es claro que y E p(W) y que si p(Va) íl p(W) i 0, cntonccs 

VaílW, ,f, 0 para alguna x E p- 1(Uílp{Y)). De manera que p(V0 ) <; U. 

Ahora sólo rmta probar que p(W) es abierto. Como p re una idcntificR.C:ión, por el 

Teorema 1.18 es suficiente mostrar que W es saturado, esto es, lV = p- 1(S) para &oO"\Í.11 

S C X U 1 Y. De nuestra oonstrucción tenemos que 

w np-'(p(Y)) = p-'(U) np-1(p(Y)) = p-'(U n p(Y)). 

Más aún, puesto que pes uno a uno en (X+ Y)\ p- 1(p(Y)) se sigue que \V\p-'(p(Y)) 

es saturado. Dado que W es la unión de los conjuntos saturados, IV np-'(p(Y)) )' 

W\p- 1(p(Y)), entonce; es saturado. De esta manera concluimos la prueba de 1). D 

2) Dado que p(Y) C8 homcomorfo a Y entonces p{Y) Cri un G-cspacio. Puesto que 
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A E G-ANR, existe una vecindad invariante U de A m X y una retracción cquivariante 

1/; : U ----. A. Como U es abierto ínvari~Lntc en X E G-ANR entonces por el Teorema 2.4, 

U rn 1111 G-ANR. 

Sea L = A x / U U x { O } U U x { 1 } y J : L --+ U la deformación definida de la siguiente 

manera: 

J(x, O)= x, .J(a, t) = a, J(x, 1) = ~(x), 't;/x E U, 't;/a E A. 

Como U e;; mi G-ANR, existe una exten~ión e<Juivariante J• : W -+ U de J a 

Ulli\ vecindad irM\riante de L en U X I. Luego, por la compacidad del segmento /, 

podemo;i 11eleccionar una vecindad invariante V ele A en U con V x I C W Así, tomando 

j = J•lvx1 tenemos la deformación j: V x J-. U, tal que j(a, t) = a, 'ria E A, Vt E/ y 

j(x, 1) = (i/ilv)(x) ¡iara x E V. 

Definamos la f1mción 

ki([z]) = { Pit(;;) 
[.;;j 

fli [.;;] E p(V}. O $ t $ 1 

si [zj E p(Y), O $ l :5" l. 

Como V+ Y e,i saturado y,abierto en X+ Y, se concluye que p(V + Y) es vecindad 

de p( A) en X U I Y, y fácilmente se pmeba que k es G-rctracción fuerte por deformación 

de p(V + Y) en p(Y). O 

El siguiente teorema constituye el resultado principal de nuestro trabajo. Es la versión 

cquivariante del Teorema de Uor!!ttk-Whit.ehea.d-Hanner. 

Teorema 3.5. Sr-'m G u11 gropo compacto y (X,A) un G-par. Si X, Y, y A 

son espacios G-ANR c11t011ccs XLJ 1Y E G-.4NE. 

Prueba. Por el Teorema 2.12, (X, A) tiene una cubierta scnricanónica y por tanto 

(X + Y, A + Y) es un G·par scmicanónico. 

Entonce; por (1) del Lema 3.4, y porque p(Y) es cerrado invariante en X LJ ¡Y, se 

tiene que (XLJ 1Y,p(Y)) es un G-par scmicanónico. Además, por {2) del Lcm.-'\ 3.4, 

p(Y) es un G-retrad.o <le vecindad fuerte por deformación de X LJ I Y, y como p(Y) es 

G-homcomorfo a Y cntonc:ei p(Y) E G-ANR. Ahora bien, X \Aes abierto en X y por 



lo tanto es un G-ANR, y dado que X\ A es G-homcomorfo a p(X \ A), eul.onccs 

p(X \ A) E G-ANlt 

De esta manera, si 7, == X U I Y y 8 = p(Y), por el Teorema 3.2, Z E G-ANE. O 

La sigi.úcntc proposidón muestra las condiciones ri.ecCSl\fÍ.as para que w1 G-ANE sea 

lUl G-AE. 

Proposición 3.6. Sean G un grupo r.ompacto y E E G-ANB. Si E pur,de 

ser deformado equívariantemente en un subespacio G-AE entonces E E G-AE. 

Prueba. Sean B C E un G-AE y h : E x 1 - E Wl3 defonnación ec¡uivariante tal que 

h(E x 1) C B. Sean (X, A) un G-par métrioo y/: A --o E tma función equiwuiante. 

Puesto que E E G-ANE, existe una vecindad invariante U :) A en X y llIU\ extensión 

cquivariante F : U --, E de /. 

Por el Corolario 1.26, existe una función invariante,\: X --, I, tal que A(A) e {O} y 

-\(X\U) e {l}. 

Sea la restricción a= h1FIFr(U): Fr(U) - B, donde Fr(U) es la la frontera de U 

y h1 : E - B es la función continua definida como h1 (y) = h(y, l}, para cada y E E. 

Como B E G-AE, existe una exteusión equivariante 'Y : X \ U --> B de a. 

Definimos 

si xeU 
{ 

h(F'(x), ,\(:r.)) 
fP(:r.) = 

1(x) si x E X \ U. 

Es fácil ver que fP extiende equivariantementc la función / a todo X. Es decir, 

EE G-AE. O 

URa11clo (2) del Lema :J.4, el Teorema 3.5 y la Proposición 3.6, se sigue do inmediato 

el siglúentc corolario para espacios G-AR. 

Corolario 3. 7. Sea G u11 grupo compacto. Sí X, A, Y E G-AR 's, c11to11ce..s 

XU,Y EG-AE. 
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2. APLICACIONES AL CONO DE UN G-ESPACIO. 

En esta parte aplicaremos los resultados mostrados en la sección anterior al ca.-so 

del cono de uu G-eipacio. Para esto probaremos antes que nada que dicho espacio es 

G-contraíhlc. 

Lema 3.8. Sean G un grupo compacto y T un O-espacio. Entorw:s Con(T) 

es G-contra<ble. 

Prueba. Sea ff : Con(7') x I -+ Con(T) la funcíón definida de la siguiente manera : 

H(Tx,t) = tTx, para rx E Cori(T); r,t E/. 

Afinnamos que H es \ma G~.ontracción. En efecto, como Ox = * donde * es el vértice 

de Con(T) RC tiene que : 

H(Tx,O)-== Orx = ~ y H(rx, 1) = lrx = rx. 

Luego observamos que H es equivariant.e, puesto que : 

H[g(rx,t)J = H(rgx, t) = trgx = g(trx) = gH(Tx, t). 

Sólo ~ta prohar que /{ es continua, para lo cual analizaremoo la continuidad en los 

punto6 de Con(T) x l. 

Tomemos cualquier punto ( ToXo, to) E Con(T) x I. Tenemos entonces dOH casos: 

i) Cuando To = O. Entonces ToXo = * y H(roxo, to) = *· Sea U una \'Ccindad del 

vértice•. Luego, (x,O) E p-1(U) para cada x E T. Además por la continuidad de p se 

tiene que p- 1 (ll) es abierto en T x I y por la definición de la topología en '/' x /, existen 

V,, una vecindad de x y [O,i::,.) t.ales que V.,x [0,E,.) ~ p- 1(U), para todo :1: E 7'. Sea 

Q = LJ V., x [0,e,.) y considtresc V= p(Q) y W = J. Es claro que V es vecindad del 
ze1· 

vértice y W CH vecindad de t0 • Mostremos ahora que fl(V x W) ~U.Sea t• E V y t E W. 

Com1ideremos lOH siguientes casos. 

a) 1, = *· F.n este caso H(•,t) =•E U. 

h) u = ry, donde T E (O, i::11 ), y E T. Entonce¡ existe V11 vecindad de 1J tal que 

v;, x [O,ey) e Q. Además, tr 5 T, para t.odo t. e/. Por lo t.anto tr E [O,eu)- Así, 
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H(v,t) = l.ry = p(y, tT) E ¡,((J) = V<; U. 

ii) Cuando To -¡ O. Luego To:r,0 ,f, *· Se.\ U una vecindad de H(To.T.D, /.o) = loTo.1:0. 

Entonces (Xo, loro) E p- 1(U). Como pes continua, p- 1(U) es abierto en T x / y por lo 

tanto existen vecindades /vi y N de x0 y lo To rcsp<,'C:tivamcnte, t.ales que Al x N <; p- 1 (U). 

Ahora bíeu, por continuidad de la multiplicación en IR, existen vecindades N 1 <le t0 r N2 

de To talC:1 que N1N2 f N. 

Sea V= p(M x N2 ) y W = N 1. Comop: T x (0,1]--> Con(T) \ {*} ffi 1ui 

homeomorfismo, V e;i abierto en Con(T) \ {*}y por tanto en Con(T). AdcmAo; ToXo E \/, 

dado que To E N2 y x 0 E M. Afnnrunoi que H(V X W) f U. En efecto, Hca rx E \/ y 

t E W. Entonces, t E N2, x E Af y 

H(rx,t) = tTX E p(M x (N1N2)) <; p(M x N) <; U. D 

A partir del Teorema 3.5 se obtiene el sig1.úente corolario importante sobre el cono de 

rm G-cspacio. 

Corolario 3,9. Sea G un grupo compacto y TE n-ANR. Ento11Cc.s 

Con(T) E G-ANE. 

Prueba. Sea A= T x {O}, Y= { *}, X= T x [O, 1], Z = Con(T). Es claro que A y 

Y aon G-ANR's. Además tanto T como [O, 1] l-!Oll G-ANR's, por lo tanto X tnmbiéu lo 

es. Entonces por el Teorema 3.5, Con(T) E G-ANE. O 

El siguiente resultado ca w1 corolario que se <hiprende del Lema :t8, del corolario 

anLerior y de In Proposición 3.6. 

Corolario 3.10. Sea C un grupo compacto y 1' E G-AN/l. Entonces 

Con(T) E G-AE. 

Prueba. Por el Lema 3.8, Con('/') es G-contrníhlc y por lo tanto puede ser clcfornm<lo 

de manera equivariantc en su vértice. Por el Corolario :rn, C01r(T) es 1m 

G-ANE. Entone~ haciendo E = Con(T) y /J = * se tiene por la PropO!iición :1.6 que 

Con(T) E G-AE. D 



f}; importante notar en la proposición anterior, que si T no se co11~idern un C-ANR, 

sino que suponemos que es un G-ANE no mctrizable, entonces la prucha no f,mciona, 

pücsto que la mclrizahilidad de 'f nos garantiza la existencia de cubiertas scmicanónicas 

y por consiguiente permite aplicar el Teorema 3.5 al caso del cono. 

Sin embargo, si T es tm G-ANE no métrico el corolario anterior también es válido, 

sólo que es necesario definir otra to¡X>logía para el Con(T), la cual llamarcmoo topolog(a 

débil y la denota'remos por n. Al cono de T con la topología n lo representaremos por 

con(T). 

As(, n consiste de todos los subconjuntos W ~ con(T) tales que p- 1(W) es abierto en 

T x l y si el vértice* E W, entonce.9 existe además é > O tal que T x {O,e) C p- 1(W), 

donde p es la proyección canónica de T x I en el con(T). 

Eet.a topología es más débil que la topología cociente y coincide con esta última cuando 

T e-i compacto. En este momento podemos ya establecer la proposición deseada. 

Proposición 3.11. Sean G un grupo compacto y TE G-ANE. Entonces 

con(T) E G-AE. 

Prueba. Sean (Y, B) un G-par métrico y / : B --,. con(T) una función cquivariante. 

Sea B0 == ¡-1 (*),donde * es cl vértice del cono, y defínanse /i = p¡ ofla\Bo : B \ Bo --> T 

y h == p2 o/ : B --> (O, 1], donde p 1 : con(T) \ { *} --,. T y p 2 : con(T) -> [O, 1], son 

laa proyecciones. Claramente / 1 es oq_uivariante y Í2 es invariante. Puesto que 

T E G-ANE, la función equivariante Ji tiene una extensión equivariantc F1 : U -+ T, 

sobre wia vecindad invariante U de B \ B0 en Y \ Bo. 

Co11Bideremos la restricción 7rl 8 : B ...... B/G de la proyecdón orbital 

1r: Y -+ Y/G, la cual induce una función continua Ji : B/G--> [O, 1], dada por 

fi[G(b)] = /2{b). 

Como G oi compacto, entonces 1r(Y \ U)U-rr(B) es un cerrado de Y /G. A,;í, dcfmamos 

la función continua,</>: 1r(Y \ U) U 1r{B) -, [O, 1] de la siguiente maneta, 
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si z E 1r(Y\U) 

si z E 7í(B). 

Puesto que Y/G es métrico por la compacidad de G, entonces por el Teorema de 

Extensión de Tietw-.Urysohn, existe una extensión el> ; Y /G -+ [O, Lj de ,j,. Luego, la 

función,\= <Ii o 1r: Y ...... [O, l] es continua, invariante y cumple con que ,\lnu = O y que 

,\la= h 
Definase la función F : Y -. con(T) por, 

F(y) = { p*(F¡(y), ,\(y)) si y E U 

si y E Y\ U. 

Th claro que es c.'Xtensión cquivariante de J sobre Y. 

Sólo falta probar que e<i continua, para lo cual sólo es necesario verificar la continuidad 

en los puntai del conjunto Y\ U. Sean y E Y\ U y W cualquier vecindad de: F(y) = •. 
Debemos probar que existe una vecindad V de y tal que F(V) C W Dado que W E íl, 

existe é > O tal que T x [0,é) e p- 1(W). 

Como y E Y\U, entonces ,\(y) = O Por lo tanto, ,\(y) E [O, e). Puesto que A es 

continua, existe una vecindad V de y tal que ,\ ( V) e [O, e:). Afinnamos que V es la 

vecindad buscada. En efecto, sea v E V. Tenemos entonces dos casos. 

Caso l. Si v E V n U. Luego, F(v) = p(F1 (v), ,\(v)) E p(T x [O, é)) C W. 

Caso 2. Sí v E vn (Y\U). E.ntoncIB, F(v) =•E W 

De esta manera, F(V) e W, es decir Fes continua y oon(T) E G-AE. O 
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