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INTRODUCCIÓN 

En este trabajo se estudian los procesos de Lé,,)' que constituyen una rama de 
la teoría moderna de probabilidad que ha tomado auge en ailos recientes. Los 
procesos de Lévy son procesas estocásticos con incrementos independient.es y 
estacionarios los cuales incluyen al movimiento Browniano, al proceso Poisson 
ya los procesos estables, entre otros. L~ importancia de estudiar los procesos 
de Lévy es que en los {lltimos años se han tenido numerosas aplicaciones en 
áreas como matemáticas financieras, física, teoría. de colas, estimación de 
riesgo, etc. 

Dado que se ClIenta con poco material bibliográfico sobre este tema, el 
objetivo de este trabajo es presentar de manera accesible la teoría de los pro
cesos de Lévy para gellte con conocimientos básicos de procesos estocásticos 
y deseen iniciar llll estudio en alguna de sus aplicaciones o desarrollar su 
teoría. 

Además de presentar los conceptos básicos de procesos de Lévy se gene
raliza el Teorema. del Límite Central para el caso más sencillo de procesos de 
Lévy que son las caminatas aleatorias. Estos resultados son nuevos y gene· 
ralizan los expuestos en el artículo de José Villaseilor [21]. 

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el .capítulo uno se re· 
cuerdan los conceptos de distribuciones infinitamente divisibles así COIUO la 
fórmula de Lévy-Khintchine para la construcción de los procesos de Lé,,)", 
dando en el camino algunos ejemplos de este tipo de procesos para enten
der mejor la construcción. En el capítulo dos se dá Ulla mejor descripción 
de los procesos de Lévy al asociar estos con los procesos de Markov. Esta 
relación se aprovecha para desarrollar un caso particular de procesos de Lévy 
llamados Subordinadores, que no son más que procesos de Lévy no decrco· 
ciente, los cuales se presentan en el capítulo tres. Al final de ese capítulo 
se hace un estudio del comportamiento asintótico de las trayectorias de los 
Subordinadores, el cual lleva al desarrollo del último capitulo en donde se 
generaliza el Teorema del Límite Central dando previamente los conceptos 
de Distribuciones Estables y Dominio de Atracción. 



CAPÍTULO 1 

Procesos de Lévy 

El objetivo de este capítulo es presentar un panorama detallado de los pro-

1.:(>$05 de Lévy en R recordando el concepto de distribuciones infinitamente 

divisibles, así como la fórmula de Lévy·l~hil1tchine que caracteriza a este tipo 

de distribuciones. El resultado más importante del capítulo se presenta en la 

última. sección en donde se da una construcción explícita de los procesos de 

Lb\'y· dando previamente algunos ejemplos, que ayudarán a entender mejor 

dicha construcción. 

§1.1 Notación 

Se denota por (Q, E, IP) a un espacio de probabilidad y a (Xtk~o un proceso 

estocástico real definido en éste. 

Se considera a.ó. como el plinto cCllIwlaiQ y a D(O, 00) como el espacio 

de lodas las trayectorias ((/(/(09 (cont.inuas por lit derecha con límite por 

la izquierda). Se define la filtración canónica asociada. al proceso (Xdt~u y 

completada con respecto a IP como Ft = (1(X, : s ~ t) para toda t ~ O. La 

notación roo se ent.iende como la compleción de (1 (U,;:::or,). 

De aquí en adelante .1. = 00 y se rollsidera a n = D[O,ooJ Y será un 

espacio de probabilidad filtrado (n, F. (Ft)t;:::o. IP). 

Se escribe .Y g y si [as variables ale.Horias X y}" tienen la, misma 

di::;{riIHlción. La di.stribución de X se denota por [Fx Y COIllO IPx" IPI' a 

la convolución de IP.r .v IPI" llA es la función indicadora del conjunto A y 

ó).(y) es la función masa de .r, es dl'Cir, vale l si y =:1:.Y O si y#. :t. ,?\.(.) 

denot.a a la fUllción característica de 1'. 



2 Pl'ocesos de Lévy 

§1.2 Definiciones y primeras propiedades 

~ Definici6n 1.1. Sea X = (Xt)f~O un proceso estocástico real definido en 

(n,:F, (:F/)t~o,IP), Se dice que (Xt),~o es un l,roceso de Lét,y si cumple: 

i) Para cualquier n ;?: 1 Y O ~ to < ti < , .. < t. n las variables aleatorias 

1'; = Xt, - Xt¡_1 (j = 1. 2, .. .. 11) son independientes. 

ii) .\0 = O C.5. 

iii) Para toda O < t, s la distribución de X t+" - X t depende de s pero no 

de t, es decir, ,\'1+" - XI g .Y". 

A estos procesos también se les llama procesos con incrementos inde

pendientes y estacionarios. Se puede pensar a los procesos de Lévy como 

caminatas aleatorias continuas en el tiempo. 

Los procesos de Lévy tienen relación con las distribuciones infinitamente 

divisibles. Se recuerda lo que significa que la distribución de una variable 

aleatoria, sea infinitamente divisible y algunas características de éstas. 

~ Definici6n 1.Z. Una, variable aleatoria Y, con distribución IPr Y función 

característ.ica ..pn se dice que es infinitamente divisible (i.d.) si para todo 

11 E N existe una sucesión (1Ik):=1 de variables aleatorias independientC's 

e idénticamente distribuidas tal que Y tiene la misma distribución que la 

suma de éstas p" g I1I + ... + 1]n) o de manera equivalente si .,:,. = ('1'1/1)11 o 

[PI';;::; IP'II *. ,. * IP "". 

Lema 1.1. Si Y es (i.el.) cntonces -,:,.(>'):j:. O para t()(/Ct ), y uistt !/llCt única 

!UIlÓÓIl cOlltillua IjI(Á) : R - e tal que I'dÁ) = exp{ -1jI(Á») COII IjI(O) = O. 

A la función \l1 se le llama el exponente caracte,.ístico ya que si dos varia

bles aleatorias tienen el mismo exponente, tienen la misma distribución. 

La forma general para funciones características que son (i.(I.) queda de

terminada por el teorema. de represent.ación df' Lévy-Khintchine. 

Teorema 1.1 (Lévy-Khintchine). [lila ftmción tJf : R ...... e {$ el €J.;ponellte 

c(t/'(lctel'Ístico ele ulla distribución (i.d.) si y sólo si cJ.'istefl (/ E R. q E R+ Y 



§1.2 Definiciones y primea'as propiedades 

utla I/Iedida n w R - {O} con f{l A x 2 )n(dx) < oc lales que 

(U) 'i'(.I) = id.l+ q'.I' + { (1- ".u· + i.lx1Url<I») n(dx). 
2 J~.-{oJ 

A. fa conslanl(.- d se le llama Jet'ira o "drifr; (1 la medida n, medida de Lévy 

9 1I q el coeficiwle gaussiano. 

La distribución de los procesos de Lé\'y y las distribuciones (i .d.) tienen 

la siguiente relación. 

Teorema 1.2. Si {Xt)t~O es 1/11 proceso de L{¡tU. entotlces In dislribución de 

.", (.$ infinitamente divisible pam lodn I U si yx. (>') =exp{ -1Ii(>')} entonces 

';x, (.1) = exp{ -t'i'(.I)}. 

DE~IOSTRACIÓ~ .. Y, es (i.d.) ya que dado I > O 

(1.2) 
X, = XL + (X,,- - XL) +".+ (X, - Xl!!.=!l!) 

" " " n 

= t lj COIl (li = (X* -x~) E x*) 
j=1 -, 

j= 1,2, ... ,n, 

es decir, X, es la suma de 11 variables independientes e idénticamente distri
buidas. 

En particular, para I = 1 Y por el lema 1.1 

';x, (.1) = lE (el.IX
') = exp{ -q,(.I)} 

De (1.2) se tiene 

(.1 E R). 

':>x, (,\) = lE (ex+'\ )~I (x* - X,;;-,-) }) 

= lE (ñ eXP{i.l (X. -Xci)}) 
)=1 "" 

= j~llE(exP{i.lX~}) 

= (lE (ex+.IX~}))" 
= (':>x, (,\»)" 

3 



4 Pl'ocesos de Lévy 

( ¡.IX,-) {I } esto es, YX,- (A) = lE e " = exp -;'1<(.\) . 

Siguien(lo el mismo razonamiento pero ahora para t = !!!. con 111.11 E N 
" 

ent.onces 

x" = f: (XL - Xci)' 
" j=l n " 

lE «'IX\\,) = jQI lE (exp {iU:~}) 

= (exp {-~'I«A)})''' 

= exp {-';'¡''I«A)}. 

Para t ~ O existe una sucesión (qn)n~l de racionales tales que {Ju ¡ t. Por 

ser X un proceso continuo por la derecha, la función exponencial continua y 

I é,\X'In l~ 1 se tiene, por un lacio, que 

y por ot.ro 

= exp {- lim q,,'I«A)} 
n~oo 

= exp (-t'l«A)} , 

entonces 'P.x'/.\.) = lE (ei.\X,) = exp {-t\ll(>")} para toda t ~ O. J. 
El recíproco del teorema anterior, que cualquier dist.ribución (i.d.) puedp 

verse como la distribución de Xl, donde (Xd,~o es algún proceso de Lé,,)'. 

se sigue del siguiente teorema.. 

Teorema 1.3. Si dE R, q ~ 0, rr una medida definida Ul R - {O} tal qllE 

f (1/\ x') n(dx) < 00 y ¡mm torla A E R. 

(1.3) '1«.1) = idA + q'.A
2 

+ 1. (1- é lr + iAxl{lrl<I)) n (,].1.) , 
2 K-{O) 

entonces existe (l1l espacio de l~l'Obabilj(huI (0, F, IP) JI UI! ¡J/VCfSO X bojo 

éste, tal que X es UII Invcrso de Lúy ('011 exponellte (:amcler,'sticu 111. 



§1.2 Definicioues y Pl'iuU!l'as IH'opicuades 

La representación de I{I dada por la tercia (rl,q,n) es única, por eso a 

«(/,q, n) se le llama la tercia genemdom, 

l.os primeros dos sumandos de (1.:3) representan la parte continua. oBro\\'

lIían .. del proceso y el último la parte de los salt.os. Al final de este capít.ulo sc 

hace la demostración (le este trofemtl en donde se da una idea más detallada 

de cada componente. 

~ Definición 1.3. Dada...: E n, la Imyeclo/'¡a del IJ1YXeso (X,)90 es la aplica

ción t -- X,(w) que se suele denotar como w(t) = X,(w). 

~ Definición 1.4. Un proceso (X,(w)),~o tiene t'Miatió" (/col(/(I(I (trayectorias 

de variación: acotada) si las trayectorias w(t) son de variación acotada para 

casi toda w. 

!tE Observación 1.1. Un proceso de l.é"y (X,),~o ticne variación acotada si 

y sólo si q = O )' fR_{O}{l "j.t·j)Il(d.r) < 00, y en este caso el exponente 

característico tiene la siguiente expl'esió •• 

(U) '¡'(Á) = -idÁ +!. (1 - él') n(d.r). 
R-(O} 

Este hecho se adara en la sección §1.4. 

Como se sabe. la funciólL característica determina. de manera única a la 

distribución. de aquí que si se conoce a !lI('\) se conoce la distribución dE' S, 

para toda f. En el caso de los procesos de Lé,,)', si se (Olloeen las di:·,tribu

ciones unidimensionales, por independencia . . v est.adonalidad. se conocen las 

distribuciones finito dimensionales y por lo tanto la dist.ribución del proceso. 

Por eso la importancia de estudiar al exponente característico. 

Se analizan ahora algunas propiedades asintóticas del exponente carac

terístico. 

Teorema 1.4. Con 1ft misma IIQtl/Ción (Iel teorema (1.:3) se tiene 

',) '" ./.\I !lO un "\T"" = 2' 1,\1-+= . 

ii) Si X tiene t.·ul'iació,. l/cotada, entotlces ¡im oJI\\) = -id. 
I·\I-too . 



G P,'ocesos de Lévy 

DEMOSTRACiÓN. 

(i) Basta- con demostrar que 

y 

lim r' (1 - ,i.\x + i.\x1{kl<l}) = O 
1·\1-+0.:. 

r' 1. 11 - e'-\x + i.lx1{lxl<lll n(dx) < 00, 
P.-{O) 

ya que por el teorema de convergencia dominada 

lim r' f.' (1- ,i.\x + i.\x1{lx l<l)) n(dx) = O, 
'.\1-+00 P~-{o} 

con lo que se llega. al resultado. 

Para demostrar que la integral es acotada, se demuestra que para A 

suficientemente gra.nde 

'-'1 1 i.\,· .,. 1 k'( .') A - e + tAXJI.{kl<l}:S; l/\:r , 

donde k es una constante, ~'a que f{ote (1/\ Xl) n(eh:) < oo. 

Se t.oma 1>'1 > 1 Y se hacen dos casos, Ixl < 1 Y I:rl ~ 1. Usando las 

desigualdades 

1I - eos(a)1 " 2 (1 A lal') y la - sell(al! " 2 (lal A laI3), 

(ver [1.1]) *, se tiene que si Ixl < 1, 

.1-' 11 - ei.\x + i.l,· 1 " .1-' 111 - eos(.Ixll + I.lx - sell(.Ix)1l 

" 2(1 A x') + .I-'I.lx - sen(.\xll. 

Como 

I.lx - son(.\x)l" 2 (I.\xl A l.lxI3) " 2.1'(1 A x') 

entonces 

.1-' 11- ei.\x + i.lx 1,;; ~(I A x'). 

--::----:-:--::-:-c:---::---:-
OLa notación [X.u] se reriere alll-ésimo enunciado del apéndice X. 



§1.2 Definiciones y primel'as pl'opiedades 

Con respecto al límite 

lim ~ -, (1 - él. + i~x) '" Iim ~-'(2 + I~D = O. 
1·\1-+~ I·\I-+·x,. 

Para el caso 1.1:1 ~ 1, 

y 

~-'II- ,;.1< 1 '" ~-, (11- ros(~,")1 + Isen(AxIII 

'" ~-, (2 (! A (~.1·12) + 2) 

'" 2(IAx'I+2(IAx'l 

= 4(1 A x') 

¡im >.-2 (1 - é\.r) ~ lim 2.\-1 = O. 
I·\I-+·;x. 1·\1-+-;.;· 

(ii) Por la obsen'ación 1.1 un proceso de Lé\",\' tiene \'ariación acotada si 

IR-{O} (1 A 1·<11 n(e/.rl < 00 J' q = O, de donde 

'¡'(~I = -id~+J. (I-e;"<) n(e/x) 
R-{O} 

entonces 

Iim r">j1(~1 = lim r 1 (-id~+ r (1_ e;·I<) n(e/x)) 
I·\I-+~ 1·\1-+·;.;. .If._{O} 

= -id+ lim >.-I/' (1- ei.\.r) O(d:I:). 
1·\1-+00 P.-{U} 

Ahora, siguiendo con la misma técnica de (i) y usando (1.1] 

tim .\-1(1_ei.\.r)~ Iim 2>'-'=0 
I·\I-+.x. '.\1-+00 

J' 

I~I-l 11 - ,;.Ir 1 '" I~¡-" (11 - cos(~xll + 1 sen(,lxlll 

se obtiene el resultado. 

'" I~I-l. 2(1 A 1,\;1'1) + I~I-l. 2(1 A I~xl) 

'" 4(IAI,"I), 

.1 

7 



8 PI'ocesos de Lévy 

§ 1.3 Ejemplos 

En esta. sección se dan algunos ejemplos de procesos de Lévy como son el 

proceso Poisson, el proceso Poissoll compuesto y el movimiento Browniano 

así como los procesos estables. 

§1.3.1 Proceso Poisson 

De los procesos más importantes de Lévy está el proceso Poisson; se da su 

definición, existencia. y algunas martingalas asociadas al proceso. 

~ Definición 1.5. Sea (n,J", (Ft)¡~o, IP) un espacio de probahilidad filtrado. 

Un proceso Poissoll (Nt),~o con intensidad O" > O es un proceso que cumple: 

i) No = O. 

ii) Para O < tI < ... < tk los incrementos Nt ¡, Nt2 - N/¡, ••• , Nt" - Nt~._¡l 

son independientes. 

iii) Para toda O ~ s < t .V l.' E N 

( (1 ))k -"(1-" 
IP (N, _ N, = k) = o - s e 

k! 

Nótese qUe bajo estas comliciones se tiene que un proceso Poissoll es un 

proceso con incrementos independientes y estaciona.rios. 

Construcción. Sean Xl,'" ,Xn variables aleatorias independientes con dis

tribución exponencial con parámet.ro a, es decir, lP(X¡ > .t;) :::; exp{ -o:t'¡} 

con Xi;?: O, i= l, ... ,n. 

Se puede ver a (X n)nEN como lIna sucesión de tiempos de llegada, esto cs, 

Xl es el tiempo en que OClll'I'C el primer evento y X" es el tiempo de llegada 

ent.re el (n - l)-ésimo y n-ésimo evento. Vistas así, la variable aleatoria 

Sil = L:?=l Xi· representa el tiempo de oClII'rcncia. del lI-ésilllO event.o. Se 
dcfinc So = o. 



§1.3 Ejemplos; 

Como IE(eiIX,,) ::;; ( .... ~itl pa.ra toda J.. ::;; 1, ... , n 

lE(e'S.) = lE (exp {it '~l X, }) 

= lE (f¡ .xp (iIX.») 
k=J 

n 

= rr lE (exp (ilX.}) 
k=l 

( )

n 

::;; O~lt • 

la cual representa a la función característica de una yariable aleatoria con 

distribución Gamma(ll, a), esto es, 

IPSn(X) = IP(8n ~ x) = LE ((nu2~~/ oe-OUdu para toda. x ~ O. 

Si se define 

1.~1, ~ max{n E N: SfI ~ t} . 

.\'/ representa el nlllucro de eventos que ocunen en el intervalo de tiempo 

[0,1]. 

Figura 1: Proceso POiSSOll 

3 

N, =0 

So=O 

Como consecuencia de esta definición se tiene que N, ::;; O si t < SI, en 

particular No = O. Además 

(j ,,5) {N, ? al = {Sn "I}, 

9 
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de donde 

( 1.6) {N, = n} = {S. '" t < S.+I} 

entonces 

IP (N, = n) = IP (S. '" t < S.+I) 

= IP (S. '" I,X.+I > t - S.) 

= r IP (X.+I > 1- x) IPs"(d:r) 
J{x~t} 

::::; [ e-a(t-2:) [on (!~~I)!e-or] dx 
J{X~I} 

= 
(Q<t)"e-O ! 

n! 

es decir. NI tiene una. distribución Poisson con parámetro 0'1. 

Se afirma que el proceso (Ntlt~O es un proceso Poissoll con intensidad Q. 

Ya se demostró (i), se verá que se cumplen (ii) y (jji). 

Sea. t fija y considérense los eventos que pasan después de 1. El primer 

tiempo de llegada después de t es SN,+l - t ya que SN, ~ t < SN/+l; el 

tiempo de llegada entre el primero y el segundo después de t es -'",\",+2, etc. 
Entonces, los tiempos de llegada después de t son 

Ahora., si s> O Y m E N por (1.5) 

{N t+1 - N, ;::: m} ;;;:: {Nt+1 ~ N t + m} 

= {SNdm ~ t + s} 

entonces 

;;;; {SN,+1 + .\Nt +2 + ... + .XN,+m ~ f + s} 

= {xlI} + xj'l + ... + X~I '" 8} , 
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y 

{!l' N } {,.(I) "(1) / "(') + \.(,)} 
'/+,- ,=m = '·'\1 +"'+'-'\m ~!;¡<"'\I "'+.- m+1 . 

La idea ahora es demostrar que las variables aleatorias (1.7) son indepen

dientes y exponenciales condicionadas alevcnto {N, = Ii}. 
Sean y ~ O." IPsn la distribución de 8TI! como Xn+I tiene distribución 

exponencial 

IP (Nt = tl , X~t) > y) == [p (Su ~ t < $,1+1, Sn+I - t > V) 

= IP (S" .; 1, Sn+l > t + y) 

= IP(S" ';1, X"+I > l+y-5,,) 

= 1 IP (X,,+, > 1+ Y - x) IPs" (dx) 
{.n¡;;/} 

= 1 c-'·(I+y-r)lPs .. (d.l') 
{r'-'t} 

= e-
a '1 IP (X"+I > I - x) IPs,,(d.,·) 

{r'-"} 

== IP (.Iv, == n) f-"II. 

Ahora, como las variables 'Yn son independientes 

IP ( " ,.(t) .. (1)) 
1', = ti, ."'\ I > YI,···, ."'\ j > Yi 

;;: IP (Sn ~ t < Sn+l,Sn+l - t > YI, XII+2 > Yl,··" .\n+i > Vi) 

= IP{SII ~t,SII+I-t >VI)e-Llln'··c-OIlJ 

Si se toma H == (YI, 00) X '" x (Yi' 00) entonces 

(1.9) IP (N, = 11, (xl'), ... , X) 1)) E H) = IP(N, = II}IP ((X" .... Xj) E H) 

y por el teOrema de extensión se sigue para HE B(Ri). 

El evento {N'i == mili=1 se puede escribir en términos de {(.Y 1", .. Xj) EH}. 
con j = mu + I Y H el conjunto de ..1: E Ri pal'a los cuales ,fl + .. , + ,tm, ~ 

Si < ,ti + .. , + ,fm¡+!l 1 ~ i ~ 11, 

11 
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. () {( ,.(11 ,.(11) ASI,por 1.8 "\1 """'\j EH} ;:;: {Nt+ .. , - N, == mi, 1 ~ i ~ u} y 

por la observación anterior y (1.9) 

IP(N,=n,N'+J,-N, :=m¡.l ~ i~ u) = IP(N,=n)· 

IP (N", == 11Ii, 1 ~ i ~ u). 

De aquí por inducción sobre /.:, si O:;;; to < ti < ... < 11._ 

k 

IP (N" - N t ._1 ;;::: ni, 1 ~ i ~ k) ::::; n IP (Nt,_t;_1 = ni) • 
i=l 

( t)" -Q' que demuestra (ii) y como 1P (X, = k) = ~ se cumple (jji). I 

Otra forma de justificar la existencia de un proceso Poisson es en base a 

los siguientes resultados. 

La función característica de una distribución Poissoll es infinitamente 

divisible, pues 

l' N, (A) = exl' { -01 ( 1 - él) } = (exp { -;" ( 1 - eil) } ) .. 

para toda 11 EN. 

Usando el teorema de extensión de Kolmogoroy y el teorema 1..5 (ver [5, 

pago 304]), se garantiza la existencia del proceso Poissoll. 

Teorema 1.5. Dada la jutlciól/ ealltcterístiea <p(A) de una distribución infitJi· 

(amente dit1isib!e, existe un p;'oceso (Nt)t>.o C01l inc,.ementos ;'ldependientes 

y eS!ltcju1HlI'ios COll Nu = O, tal que y,p,r = (..p().))'. 

Una vez que se vió que un proceso Poisson es un proceso de Lévy, se 

calcula su exponente característico. 

Comu rpN, (A) = exp{ -t(o - ne i .\)} enlonces IlJ(A) = O' (1 - é\). En este 

caso la tercia (d,q, n) está dada por d = 0, q = O Y n(dx) = o:6ddx). 

Algunas martingalas asociadas al proceso Poissol1 se mencionan en el 

siguiente teorema. 

Teorema 1.6. Sea (N,),~o 1111 jJl'oceso de PO;SSO/l cou /Xlrúmelro n, entonces 
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ii) (Aitlt;i!:O si .Út = Ml- ol es martingala. 

¡ii) Si (Ztlt;i!:O es un proceso f"fCllpreclaible y lE (J~ IZ .. lds) < 00 para tocla 

t ;:: O entonces (fltlt);o es martingala COIl 

iv) Si (Ztlt);O es como en (iii) y además lE (J¿ Z;cl8) < 00 y es acoioda, 

entonces (l\1t )t);O es martingala COti 

ú, = cxp {!a' Z,dN, + a !a'(1- eZ')dS}. 

T(I/lto en (iii) y (i,», la integral J~ Z .. dtY .. se entiende como uno integral l'ea/ 

(lE Stieljes, ya (jue N .. (w) es no decreciente en 8 para toda w E n. 

DEt\'IOSTrlACIÓN. 

(i) Sea s < t. Se sabe que lE (N. - osI F~) ;:; 1\7 .. - os, entonces 

lE (N, - 01 - (N, - o's) /F,) = lE (N, - N,/F,) - a(1 - s) 

= lE (N, - N,) - a(1 - s) 

= 0(1 - s) - 0(1 - s) = o. 

(ii) l3asta con demostrar 

lE (Al,' - M;/F,) = a(1 - .<). 

Nótese que 

M/ - Al; ;:; Nl + 0'2t
2 

- 2oftY, - (N; + 0 282 - 20·8.N.) 

= (N,' - N;) - 201 (S, - N,) - 20tN, 

+ 20-8.1\; .. + 0'2 (t 2 _ 8 2 ) 

= l'1{t (N, - N .. ) + 1\" .. (N, - N .. ) - 20"1. (NI - N .. ) 

- N,(2al - 2as) + 0(1 - .)(nI + os), 

13 



14 Pl"OCeSOS ue Lévy 

entonces 

lE (M,' - M¡/T,) 

,va que 

= lE W,(N, - N,) /T.) + N,IE (N, - N,/ T,) - 201 . 

lE (N, - N,/T,) - 11',(2<:" - 2(8) + a(1 - 8)(01 + as) 

= lE (N,(N, - N,) /T,) + N,a(1 - s) - 20/(0-1 - as) 

- 2a/N. + 20'811'. + 1>(1 - 8)(al + os) 

:;; lE (N, (N, - N.,) /r.) - a-t.N, + asN, - 20.1(0-1 - os) 

+ 0(1 - 8)(a, + os) 

= lE (N,(N, - N.) /T.) - 0-11'.(1 - 8) + a(l- s)( -o/ + os) 

= lE (N, (N, - N,) /T.) -lE (N. (N, - N.) /T.) - 0'(1 - s)' 

= lE ((N, - N.)' /T,) - a'(I- s)' 

= a(1 - s) + a'(/- 8)' - 0-'(1- s)' 

=a(l-8) 

lE ((N, - N.)' /T.) 

= 0'(1 - 8)' + 0(1 - s). 
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(iii) Recuérdese que un proceso elemental (Z,)I~O se define como 

m· 
(UD) Z,{w); <o(w)1{o} (1) + ¿: <,(:.»1("i.",+,](I) 

i=l 

con (¡ Fu¡-medible, O = !lo < 111 < /11 < ... < 11; < ... para i = 1, ... ,111-1 

Y m*=:=tl\(m-l). 

En el caso de que (Zt )t~O sea elemental 

entonces 

(Ul) lE (l Z"dN" - al Z"clU/F.) 

; IEC~ [<i (N", .. - N",) - a(¡ (II¡+I - u¡)] /F.). 
Exist.e jo tal que Itjo < 5 ~ IIjo+l' de uquí (1.11) es 

". 
¿: [lE «¡ (N", .. - N",) /F.) - a(¡ (U¡+l - U¡)] 

i=jo+1 

= l' ZudNu - O' Io~ Zu du + 
" . . ¡:: (;[IE((N",+,-N",)/F.)-O·(II¡+I-<t¡)] 

1=)0+1 

=:= lo' ZutlN .. - 0,1' ZlItlU+ 

". 
¿: (i{O' (Ui+l - u¡) - a: (Ui+1 - lid] 

i=jo+l 

= l' Z .. llN II - f\ Io~ Zudlt. 

15 



16 Procesos de Lévy 

Usando el hecho de que todo proceso predecible es límite creciente de una 

sucesión de procesos elementales se llega al resultado. 

(iv) Hay que demostrar que 

lE (exp {J.' Z.dN. + e /.'(1 - eZ')dU} /:1".) 

=exp {[ Z.dN.+c [(I-eZ')dU} 

lo que equivale a demostrar que 

Supóngase que (Zdt;;..:o es un proceso elemental y está definido como (1.10) 
entonces 

lE (exp {~: (; (N .. +, - N.,) + e(1 - e(')(II;+I - u;) } /:1".) 

= lE (Ir exp {(; (11'.,+, - ,v .. J + e(1 - eC' )(U;+I - U;)} /:1".) 
1=10 

= lE (lE en:exp {(;(N",+, -N .. J+c(l- '<')(u;+I -U;)} /:1".,"_,) /:1".) 

(m-, { = lE ;!1 exp (; (N",+, -N.,)+e(1 - '<')(11;+1 -u;)} . 

lE (exp {(m-l (N",. - 11'.",_,) +c(1 - e("-' HUm - Um_¡) } /:I".m_,) /:1".). 

Ahora se denota por }~m = Nu ,," - NUm _¡" Como (m-l es :FUm_ L medible e 
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independiente de }~n 

lE (exp {(m-I (Nom - No",_.l + e(! - e'm-' )(11,. - um_d} /Fom_.) 

= exp {e(! - .(m_' )(Um - um-d} lE (exp {(m-dNom - Nom_.)} /F'm_. l 

= exp {e(! - <'.0-' )(Um - um-d} r r exp {xy} IP,"", (dy)IP(m_. (dx) . iR iR 
::;:: exp {C(l- c'm-I HUm - lIm-d} . 

r [f: exp {xk} IP (l'm = k/F'm_. l] IP(m_. (el.) iR 1.:=0 
:;;:; exp {C(l- é m- ' ){Um - Um-d} . 

r [f: exp {xk} exp {-e(um - um_d} 1,I'm-¡,m 
iR 1.=0 

01"] IP (dx) 'm_1 

::;:: exp { -cém -
' 
(U m - ILm-d} [ [f (cc'J(U"'¡tm-¡ ))t] IP'm_¡ (c1x) 

iR 1.=0 

::;:: exp {-ce'III-I(lLm - um-d} L exp {ccl"(U m - um-d} lP'm_¡ (clx):;;:; 1 

y así por inducción se llega al resultado. 

§1.3.2 Movimiento Browniano 

El movimiento Orowniallo, también conocido C0ll10 el proceso de Wiener, es 

parte fundamental para la construcción de los procesos de Lévy, de hecho 

éste representa la parte continua de un proceso de Lévy. 

~ Definici6n t .6. Un proceso estocástico real (Bt)l~o es un movimiento B,'Ow

'ÚallO estándar en el espacio filtrado (n,:F, (rt),~o, IP) si cumple las siguien
tes propiedades: 

i) Bo = O CoSo 

ii) La función t .",..¡ Bt(w) es una función continua para toda t E R+ C.s. 

iii) Para toda I.h ~ 0, Bt+h - Bt es independiente de (Bu)t~u~o Y tiene 
distribución normal con media O y ,"arianza. h. 

17 
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Se sabe que la función característica de D, es 

1'8, (-') = e<p{ -i'-tl 

por lo que <1>(-') = -,' {2. En este caso l. tercia (d, q, n) está dada con q = 1 

Y n = d = O. 

Como consecuencia inmediata. de la definición de (B,),;¡:o se tienen las 

siguiente propiedades. 

Proposición 1.1. Si (Bdt;l!:o es un mOlJimiento Brown;cu)O (:lItQIIC(~ 

i) (simetría) el¡Jloceso (- Bt}¡;¡:o es un mOl7jm;ento Bl'Own;o/lo. 

ii) (escala) el proceso (CBtc-2) con e > O es Ull mot'imit'Ilto B/'Own;allo. 

en particular si O < s < t yc = Vi entonces (v'iBr)¡~ .. ~o eOIl ,. = Sl-I 

es un movimiento Brown;ano, y 

iii) (invarianza bajo translaciones) paro h > O (B,+/¡ - B¡)I'~o es un 

mOt:imiento Browlliano. 

Otras propiedades que se emplearán a lo lal'go de este t.rahajo y cuya 

demostración se puede consultar en [1.5] son las siguientes. 

Proposición I.Z. Seo (Bdt~O es tul movimiwto BrowniallQ entonces 

i) (reflexión) IP (sur {B, > al) = 21P (B, > a) = IP (lB.1 > a). 
0"'_ 

ii) (propiedad de Markov) pam T un tiem1JO de 1XUY' ¡iHitO d 1)/'ÚCf.~~O 

es independiente de FT, y 

iii) (variación) las trayectorias de un mol'ilJl;enlo BrowlIiouo 8011 dé {'(j

riac;óIl infinila sobre intel,tJalos, es decir, JXlIYI lodo s ~ I 

llont/e el sUl,re,~,o se loma sobre to<[as las Plu·ticiones s < ti < ' .. < t JI < I 
del inlerualo (8,/), 
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AlgllllttS martingalas asociadas con el movimiento Browniano se mencio

nan a continuación. 

Proposición 1.3. Sea (B,)t~O es 1/11 mOI~illlieutQ Broll7lliWIQ en/O/Ices (Xt)t;..o 
es martingala si 

i) X,= B" 

ii) .Yt = B; - t Y 

DEMOSTRACIÓN. 

(i) Usando el hecho de que el movimiento Browniano tiene incrementos 

independientes y estacionarios se tiene que para s ~ t 

IE(BdF.) = IE(B. + (B, - B.)/F.) 

= IE(B./F.)+ IE(B, - B./F.) 

B. + IE(B, - B.) 

= B •. 

(ii) Como Bt - B. t.iene media O y varianza t - s 

IE(BilF.) = IE(B; + sB.(B, - B,)+ (B, - B.)' /F.) 

= B; + 2B.IE(B, - B./F.) + IE((B, _ B.)'/F.) 

= B; + O + (/ - s) 

(iii) Igualmente que (i) y (ii) 

lE(exp {cB,) / F,) = exp {cB,} lE(exp {c(B, - B,)} / F.) 

cxp{cB.,}exp {e2 «t;.,))} 
ya que la función generadora de I!l0mentos de una variable aleatoria.\ 
con distribución normal eon media O y varianza t es exp {(2t/2}. .1 

19 
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§1.3.3 Proceso Poisson compuesto 

Otro ejemplo importante de procesos de Lévy son los procesos Poisson com

puestos ya que son parte fundamental para construir un proceso de Lévy. 

~ Definición 1.7. Sean l'l, rí, ... variables aleatorias independientes, las va: 

riables l~ tienen distribución común IP)·· y sea (Ntll~o un proceso Poisson 

con parámetro a independiente de (l'n)I1EH' El proceso (X,)t~O se dice que 
es un ¡mx:es() Po;sson cOllllJUestQ si para toda t ~ O 

N, 
X,= LIj. 

j=l 

Se verá que es infinitamente divisible y se encontrará su exponente ca

racterístico. 

I'x, (,\) = f lE (e'·\X' IN, = a) 11'(.1\', = a) 
n=O 

:;;: E lE (ei.\w¡+ .. +)o·nl) t-<>~~I)" 
"""0 

:;;: f: lE (é\)"¡) 11 t-Q~t'I)". 
n=O 

Si "PI' (A) es la función característ.ica de }'l 

l' . (,\) = f ." (,\) ,-·'(oti" 
Ji f n=O 'r¡. n! 

__ 01 ~ (o..:'r(·\)(ot))" 
- e ~ n! 

11=0 

= exp {at(I',.('\) - I)} 

= (ex!, {7,1(,o,('\) - 1)})" . 

por tanto la distribución de XI es infinitamente divisible y de aquí que sea 

un proceso de Lévy. Su exponente característico es 1li(A) == n{l - <,'}.(.\)). 

Como un proceso Poissoll compuesto es de variación acotada, \}I(A) se 

expresa como en (lA), de donde la tercia (el, q, n) está dada por ({ =: O, q = O 

Y n(dx) = all'¡o(dx). 
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Otra manera de escribir a \lI es la siguiente: 

O/I(~) = { (1 - ei'r) alPl'{dx) 
i{o)' 

= -;0 ( ~x1{1rl<l}lPddx) + { (1 - c'0\r + l{lr l<I)) "IP..-{d,,) 
J{O}C J{O}C 

= -;d~+ { (1-c'o"'+l{lr l<I))OIP,,(dx) 
J{O}C . 

si d = J"I' d{lrl<I)"IP,.-{dx)o 
Esta (1ltima expresión, que es un caso particular de la fórmula de Lévy

f\:hint.chine, sugiere la posibilidad de aproximar una distribución (i,d.) usando 

una sucesión de procesos Poisson compuestos. 

Si se define el proceso puntual 

entonces 

si N t - < n= Nt 

en otro caso 

En este caso se tiene que (edt;;:o es un (p.p.p.) con medida característica 

t! = nIPr (ver apéndice 11). Su exponente característico, dado por la. fórmula 

exponencial [11..5], es 

(1.12) O/I(~) = { (1- e;o\r)v(dx) = { (1- é\r)oolP,'(dx)o 
iR-lO) iR-lO) 

Figura 2: Proceso 'Poissoll Compuesto 

X, 

" 
lO, 

'" 
lO, 

1, 
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w Observación 1.2. Como caso particular de un proceso Poisson compuesto. si 

se toma IPr{dx)::;:: 61(dx), se tiene el proceso Poisson; igualmente si ('~:~) ::;:: 

(x)-Ie-u.r, se tienen los procesos Gamma(o, t). Est.e hecho se demuest.ra 

en §3.2.4. 

§ 1.3.4 Procesos estables 

~ Definición 1.8. Se dice que un proceso de Lévy (Xtlt~O es un proccso establl 

con índice ll: si para cualquier (l > O, 

(1.13) 

con a E (O,2J. 

w Observación 1.3. Se llaman procesos o'-estables a los procesos estables COI1 

índice o. Si se hace el cambio de variable (t ::;:: t- 1 , la. condición (1.13) sería 

(tl/O X.¡,~o g (X'¡,~o. 

La propieda.d de ser un proceso n-estable queda dado, en términos del 

exponente característico, como 

W(t l
/,' >') = tW(>') ó w(k>') = k"w(>.), 

con k ::;:: fllu y t > O. 

La familia de procesos n-estables se caracteriza porque el exponente ca

racterístico tiene la. ¡:;iguiente representación 

w(>') = el>'l" (1- i¡JfxIz(>., a)) , 
donde O < G' ~ 2, 'IPI ~ 1, e una contante positi\'a, A/IAI::;:: O si A::;:: O Y 

_(' .)_{tan("O) 
... A,O - 2 

-;; In 1>'1 
si (\" f; 1 

si a ::;:: l. 

En la sección §4.1 se dará una. idea más detallada de esta. representación. 

Como ejemplos de procesos estables· están el movimiento Bro\\'lliano que 

se obtiene con o· =:;: 2, de donde 

W(>') = e>.'. 
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En este caso, la tercia (d, q, n) está dada con n((Lx) ;::: d = O Y q;::: .¡:¡c. 
Si O' = 1 se tiene un proceso de Cauchy con derhta, ya que 

con JI:; C13~ In P.1. Pa,ra este caso d = JI, q = O Y n~::l ;::: ;?-. 
Si además de a ;::: 1 se toma e = 1 Y ¡J = O se tiene un proceso de Cauchy 

simétrico, para el cual 

q«A) = IAI 

d O n(d'"1 ( ')-' ". . • . 1 . Y = q = y dI;::: 1!"X • !\oteo;e que procesos SJll1etnros se o )ttenen 

cuando ¡1 :; O ya <Iue IJf(>.) es real y por tanto la función característica 

I'x. (A) = exp{ -t'li(A)) también. 

La represent.ación general de '1'(..\) para procesos n-estables, con o· ::p 2. 

en términos de la tercia (d, q, n) es la siguiente 

d=1' xO(dx)=.g-. ", ("')' q=O y 
-1 <.1 r(l-o)cos 2 

IGS" Observación 1.4. La restricción sobre el índice O' se debe a que la medida 

de Lévy debE' cumplir 

r (1" x')O(dx) < oo. 
iR-lO} 

En este caso 

si y sólo si 2 - O' > O Y -O' < O, es decir, o' E (0,2). Nótese que el caso O' = 2 

es el movimiento Browniano. 

23 
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§1.4 Construcción de un Proceso de Lévy 

Básicamente se demostrará el teorema 1.3 y se harán algunas observaciones 

sobre esta construcción. Para hacerlo más claro, se reescribe el exponente 

característico de la siguiente manera 

(1.14) 

q,(A)~idA+q:.+ r (l-/")O(dx)+ r (l-ei·"+iAx)O(dx). 
J{lrl~') JUrl<') 

La intención ahora es construir un proceso de Lévy (.\",)t~O como 

(1", O) 

en donde (X:il)t~O, i = 1,2.3. son procesos de Lévy independientes con 
e.xponente característico 1l1{i)(,\.), i = 1,2,3, respectivamente. 

Por la independencia entre estos tres procesos se tendría que 

CXp{-tq,(A)) ~ I"x,(A) ~ I"x'" (A) . "x,,,(A) . I"x'" (A) , , , 
~ exp{ -t(q,l'I(A) + q,I21(A) + q, I31(A))), 

de donde q,(A) ~ q,ll)(A) + 11'(2)(.\) + q,(3)(A). 

Como se sabe, si Y es una \·ariable aleatoria con distribución N(m,u2), 

entonces 

1",. (A) ~ lE (exp{¡An) ~ exp {iAm - "';'} . 

Sean (Bdl~o un movimiento Browniano y q > O, entonces si se define 
X?l = qBt - di, se tiene que IE(Xt(ll) = -dt)" Var(.\"I(I)) = (Pt, de aquí que 

y pOI" lo tanto 'I'(ll(~) = j)'d+ 1).2q2. 

Sea (e,)t~O un proceso Poisson puntual, independiente de (Btlt~o con 
medida característica n. Se define 

si letl ~ 1, 
en otro caso. 



51.4 Constl'ucción de uu Pl'oceso de Lévy 

Ent.onces (e!'l)),~o es un (p.p.¡>.) con medida característica 

n(2)(clx) = n(dx n {lxl ~ I}) 

(ver apéndice 11). 
Nótese que 

y por lo tanto e~2) es discreto. 

Se considE"ra para I ~ O un lluevo proceso 

,\":1) = L e~1) . 
• ~I 

el cual es un proceso Poisson compuesto y por lo tantu un proceso de Lév)' 

(ver §L3.:3). Por la fórlllula exponencial [11..5] o por (l.l:?) 

0/1(2) = r (1- e'-\X) 11(2) (d.1') = j (1- ei,\X)I1(d.t). 
JF; (lrl~l) 

Por últ.imo se defin<, 

(3) {el 
e, = O 

si letl < 1, 

en otro caso. 

Este nuevo proceso resulta ser un (p.p.p.) con Illedida característica 

ind<'pendiente de (e~ll)I~O, pues ambos son procesos Poisson puntual que no 

t.ienen saltos en cOllnín. 

En este caso se puede tener E.~; lel31i ;:; 00, si no fuera así se tendría 

simplement.e otro proceso Pois .. '''.on compuesto, por eso se considera. para cada 

( > O (Iue la SUllla es inOnita y se define el proceso de sUlllas COlllpcllsadas 

(1.15) \ ,«,3)_ '" (3) t ~ , Il(d") ,., - L JI.{ 11'1)<I)e, - .tJl.{~<I.t·I<l} .t 
,~t !< e. F. 

(t ~ O), 

el cual resulta ser un proceso de Lévy, pues es sUllIa de dos proc('Sos de Lévy 

independientes. 

2ó 
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1& Observación 1.5. El primer sumando de (l.Ui) corresponde a un proce

so Poisson compuesto con parámetro n(f/;t: n {t: < 1.1:1 < 1}) y tiene COIIIO 

exponente característico a la expresión 

H I 1 " I ,. I \.(<.3) ce la e5ta o )SerVaC10n, se encuentra e exponente C<ll'acten5t.leo (e .- I . 

lE (exp {iAX:~·3)}) 

= IE( eXi> {iA .~I 1{'<1'\"1<1¡<~3)}) . eXi> { -iA(I) l d{.<I*t)I1(dl-)} 

= exp {-l (1 - ,i.\r)l{'<lrl<I)I1(clX)} . eXi> { -l iAd{'<lrl<t)I1(clX)} 

= eXi> {- (1,.0 - ,i.\r)l{.<lrl<I)I1(clx) + l.. iAd{'<lrl<I)I1¡cIx))} 

= eXi> {- (J.. (1- e'-\" + iAX)l{'<I,-J<t)I1(clX))}, 

por lo tanto 

'1'( •. 3)(>.) = {(1 _ ,L\r + iAx)l{'<lrl<I)I1(cI.r). iR 
Por ser (.\,}~.3))t~O un proceso de Lévy t.iene incrementos indepcndientes y 
pOI' la fórmula exponencial, 1E(.y¡(c3)) == O, por lo que (X:~·3))I~o es una 

martingala. 

POI' la desigualdad maximal de Doob [1.5] 

entonces si 1\, t: -4- 0+ se tiene que 

,,4 (lxl'l{'<lrl<,¡I1(d.r) i .. 
,,4 ((IAx')I1¡clx) <oc. iR 

lE ('''i> IX.!"") - .1'1,,3)1') -; O. 
' .. 
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Por lo tanto, X,(~·3) 4 .xPI uniformemente en L"l si t: ~ 0+. Así, el exponente 

característico de Xpl es 

'!>(3)p,) = J (1 - ei.\r + iA.r)n(dx). 
(lrl<l) 

Con lo que se obtiene la igualdad (1.14). 

IGY Observación 1.6. El proceso (X,(1))I;¡:O es una trasformación lineal de U1l 

movimiento Browniano con derh'a, el cual representa la parte continua de UII 

proceso de Lév)'. (.yPI),;¡:o es un proceso Poisson compuesto que tiene única· 

mente saltos no llIenores que uno y por último {X,(31),;¡:o es una martingala 

que tiene saltos menores que uno. 
Un proceso de Lévy es continuo si y sólo si n = O Y es un proceso de 

saltos si y sólo si lJ = O. 

Si se denota por eX, el salto de X en el tiempo t. esto es eX, = .Y, - X,-. 

entonces L".leX.1 representa la serie parcial de los saltos de (.\''),;¡:o. De 

la. fórmula. exponencial se tiene que 

Sabiendo est.o y que un movimiento Browniano no tiene \'ariación acotada se 

deduce que un !>roceso de Lévy (Xtl,~o tiene variación acotada. si ~. sólo si 

q = O Y f(l A IxlJn(dx) < oo. En esle caso 

(1.16) x, = dI + L: e. (1 > O), 
O".t" 

donde (e,)t;¡:o es un (p.p.p.) con medida característica n. El exponente ca· 

ra.cterísticio de (.\")I~O es por tanto 

'!>(A) = -idA + r (1 - ei.\r)n(dx). 
J •. 

Claro est.á que si en (l.lG) el = O entonces {Xtlt;¡:o es un procesos Poissoll 

compuesto. 
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CAPÍTULO 2 

Procesos de Lévy como Procesos 
de Markov 

En este capítulo se dan algunas propiedades de los procesos de MarkO\' que 

satisfacen los procesos de Lév)', ya que los procesos de Lé"y cumplen la 

propiedad de Markov. Se aprovecha esta relación para asociar algunos ope

radores lineales, de la teoría de Markov I a los procesos de Lé"y dando una 
mejor descripción de éstos {.ltimos. 

§2.1 Propiedad de Markov y funciones de transi
ción 

En esta sección se dan algunas propiedades de los procesos de Lévy en tÉ'nni
nos de procesos de Markov. 

~ Definición Z.1. Sea (Xdt~o un proceso estocástico definido en el espacio 

filtrado (n, F, (F,),~o, 11') con \'alores en (E, o). Se dice que (X')90 es un 

proceso de Markov si para O ~ s < t Y A E [. cumple la 1J1'Opiedad de Mw'/"'oP, 
es decir, 

11' (X, E A/F,) = 11' (X, E A/u (X,)). 

Esto es equivalente a decir que 

lE (J (X,) /F,) = lE (J (X,) /u (X,)), 

pal'a toda f : E .... R acotada y [.-Iuedible. 
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Un resultado importante que relaciona a los procesos de Lévy y los pro

cesos de Markov está dado por el siguiente lema. 

lema 2.1. Si (Xtlt~O es un proceso con incrementos independientes y esta

cionarios entonces tiene la propiedad de Marl.:ov. 

DEMOSTRACiÓN. Para v < u < ", X r - Xu y Xu - Xv sou independientes y 

para A¡ E E, 

IP ((Xt; - X,,) E Ai, i = 1,2, ... , n) = IP Pit;_" E Ai, i = 1,2, ... , n) 

con ti > 1'¡, i= 1,2, ...• n. 
Sean s, t. ~ 0, si 

x = X t+lI - XIt l' == X t ! 9 = :Ftl Y .4 E [; 

de [1.6] se obtiene el resultado. tI! 
Ahora, ya se sabe que un proceso de Lévy (Xt)t~O es efectivamente de 

Markov. 

Una propiedad de la filtración (.:F,)t~O que se empleara a lo largo del 

trabajo es la siguiente. 

Proposición Z.1. La /iltmción (.1"tlt~O es continua por la derecha, es decir, 

para toda t ~ O. 

DEMOSTRACIÓN. Primero hay que demostrar que Fo = nJl>oFJI' Se denota 

por T al espacio de t.rayectorias de (.\·t}t~o. 
Para cada 11 E N se define x(n) : n _ T como 

\ -Inl _ {V ". O 1 } 
,¡ - ·-\t+rn - ·-\rn. ~ t ~ F> . 

Por tener (Xt}t~O incrementos independientes, (x(n)}nEN es una sucesión 

de variables independiente. Las trayectorias {X, : O ~ t ~ 2-n} se pueden 
recuperar de x(n+I), x(n+2), ... ya que * 

~ 

{Xt : O '" t '" 2-
n¡ = U{Xt : tE [,n1+" ,.:+.ll 

i=1 

=.U {X1il + X;,;}. 
I=n+l . 

·Por continuidad por la derecha de (Xd, en el cero se toma el límite. 



fi2.1 Pl'opicdad de Mal'kov y fuuciollcs de tl'ausiciólI 

Si .:F('¡) es la (1-álgebra generada. por X(JI), X(JI+I)," .. , la cual es una 

a-álgebra cola, entonces .:F(JltI) :;;;; .:FT " y por la ley O - 1 de Kolmogorov 

.:F(~l :;;;; n FIJI) == n .:F-p, :;;;; n F, :;;;; .:Fot, 
JleN /len '>0 

es decir, .:Fo+ es la a-álgebra trh'ial. 

Para t ;:: O, sean ( > O Y .:F,+( =..F, V F: en donde (.:Ft V:F::;;;; a(FI UF:)) 

F: :;;;; a("Y~ : O ~ It ~ c) 

:;;;; (1(X,+u - X, : O ~ u ::.;; d 

== u(.\"t. - X t : f ~ " ~ f + f) 

y Ft :;;;; a(X, : s ~ t). Por lo t.anto 

de aquí que :Ft sea independiente de F:. Como (Xdt~o y (X~)u~o 5011 imlis

tinguibles F: == :Ft • De todo esto 

n F,+, = n (F, V F;¡ = F, V (n F,) = F, V Fo+ = F" 
~>o {>o ~>o 

Se dán algunas definiciones que serán de utilidad para trabajar con los 
procesos de t...Iarkov. 

~ Definición 2.2. Para t ;:: O se define el opemdor de Imns[acióll como la 
runción 

9, : n-n tal que (O,W) (s) =",(1 + s),s;;' O 

donde w(u) == Xu(w). 

El erecto dc (JI sobre la trayc{"toria. d(> ...: es qne corta la. parte a!lINior a 
t de ésta.Y mueve el origen a t. 

31 
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Figura 3: Operador de translación 

w 

~ Definición 2.3. Sea (E, E) un espacio medible. Se dice que una función 

N(x, A) : E x [. -- R+ es una pro!xlbilid(/(/ de transición si 

i) N(.r,·) es una medida en [ para toda x E E, 

ii) N(·. A) es [-medible para cada .4 E r, 

¡ii) ¡Y(x, E) = 1 para toda;t: E E. 

lIna probabilidad de transición N da el mecanismo para el mo\'imiento 

aleatorio sobre el espacio E. 

~ Definición 2.4. Una función (le tmnsicióll sobre un espacio medible (E, [) 

es ulla familia (P",tlt>,,:;¡:o de probabilidades nf> t.ransición sobre (E, n tal que 

clImple la propiedad de ChajJlnan-A'olmogorOl', esto es. para cada ti < 11 < l. 
xEEy.4EE 

1',.,(x, A) = fe p,,"(x, dy)P",,(y, A). 

Se dice que una función de Imnsic;ól1 es homogénea si P",t depende sólo de 

la diferencia (t - sL es decir, P!!,I :;;:: PO,I-" en este caso se dellota p, :;;:: PO,I 

Y la propiedad de Chapman-I\:olmogoroy tOllla la forma 

P,+.Cr.A) = r P,(,r,dy)P,(y,A) JE (O':; s, 1), 



§2.1 Propiedad de Markov y funciones de h'allsición 

ya que 

P,+,,(x, A) == pu.u+t+" (x, .4) 

== i pu.u+.t(x, cly)Pu+",u+"+I (y, A) 

= h po .• (x. dy)Po,,(y, A) 

= h P.(x,dy)P,(y, .4). 

para S,t,I';:: O. 

" Definición 2.5. Se dice que una función de transición P",,(x, A).está asocia

da a un proceso de lvlarkov (X,)I~O si para todo t > s ~ O Y .4 E E 

p.,.(x, A) = IP (X, E AlX, = x) 

con x E E, o de manera e<:¡ui\'alente, si 

(2.1) P.,,(X, . . 4) = IP (X, E .'l/X,), 

o 

lE (f (X'¡ IX,) = h f(y)P",(X" dV) 

para toda f : E ...... R acotada y E-medible. 

Proposición 2.2. Sea (Xdl~o un 1Jf'OCeM de 'uar/.:o/'. Si St __ define P".I como 

en (2.1) entollces (P".,)t>,,~o ES /lila función cié fmllsicióll. 

DEMOSTRACIÓN. Para toda t > It > S Y .4 E [ 

p." (X .. A) = IP (X, EA/X,) 

= IP (X, E .4/:F,) 

= IE(IP(X, E AI:F,)/F,) 

= IE(IP(X, E AjX,)/F,) 

= lE (P,,,(X,,, .4)/:F,) 

= h p,.,(V. A)P •. ,(X" dV) 

= h P",(X .. dV)P,.,(V, A) 
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y se pllede concluir que P",(.'(., ,4) es una función de transición, '1 

Asodada. una función de transición a un proceso de Markov, la definición 

(2.1) se expresa de la siguiente manera. 

~ Definición 2.6. Un proceso (X¡)t;;:o es un !JI'OCeso de Mal'kov con función de 

lmns;cjón ps .: si para toda función f : E ...... R acotada y E-medible y para 

t>~~~O 

lE (f (Xtl /.1'.) = P",(X" f), 

donde p." (X,,!) = P,,'¡(X,) = f f(y)P",(X" dy), De mallera equi~'alente, 
si para cada A E t: 

(2,2) IP (X, E ,4/.1',) = P", (X" A), 

La medida de probabilidad l' dada por "(.4) = IP (.Yu E A) se llama 

disll'ibución inicial. 

EGY Observación 2.1. Si un proceso de Markov es homogéneo, las condiciones 

anteriores quedan dadas como 

IE(f(X,j/F,)=P,_,f(X.) y IP(X, E ,4/.1'.) = Pt_,(X",4) 

respecti vamente. 

Una descripción de la propiedad de ?vIarkov es la siguiente: 

Teorema 2.1. Un proceso (Xtlt):o fS 1111 1)/,oceso de MartoL' COII t"f.SpéctO a 

(.1'dt~O eOIl función de trrmsicióll (P"dt>,~o y distribución illicial v si y sólo 

si 1Mm IQ(!a O::; lo < ti < ... < t~. Y (f¡)7"=o funciones acotadas y [.-lJIedibles 

lE (.n f'(Xd) = { ,,(<lxo)fo(xo) { f¡ (x, )Po", (xo, dI,) '" 
1=0 lE JE 

h !k(xdP'''_lh. (Xk_l, dXk). 

(2,3) 

(se considem PO,o(:.t, .) = ór (·)). 



§2.1 Propiedad de Mal'kov y funciones de h'RllSicióll 

DEMOSTRACiÓN. Supóngase que (X,),~o es un proceso de l\larkov, es claro 

que para" :; O se cumple (2.3), Supóngase válido para ~, :; n - 1 entonces 
p¡ua l' :; rl 

lE CDo /; (X,.)) = lE (]~ li (X,,) lE (tu (X,,,) /FI ,,_,)) 

= lE OJ~ /; (X") p,,,_,.I,,/u (X'n_,)) 

= lE ('Ji' li (X,,)) , 
1=0 

dOlld~ Ir = f¡ para i = 1,2"",'1- 2 Y I~-l = In-tP'''_I,r,,!n, entonces 

lE ('ñ' H (X,,)) = r v(tlxo)/ú(.<o) r li(x'¡Po.,,(xo.tI.I'¡··· 
/=0 lE lE 

," como 

r I~-l (xn_tl Ptn_1,t,,_t (X n_2, d,l"n_.) lE 
= r v(tlxo)/o(xo) r Idx'¡Po." (xo. drd ... lE lE 

r In-l (x,,-dPt"_2,t,,_, (X n_2, d,l'n-¡)Prn_lot"ln (Xn_l) lE 

se llega al resultado. 

Para demostrar que (Xd,~o es Ull proceso de l\larkO\' si se supone (2.3) 

es suficiellte, por el teorema de clases monótonas [I.i]. COIl demostrar que 

(2..1) lE (tI I;(X,,) 9 (X,)) = lE (tI li (X,,) p,."g (X,)) 
1=0 /=0 

con O = lo < tI < 12 < '" < tI; ~ v y (f¡)~~o, acotadas." E-medibles. 
1'01' (2.3) 

= r lo (xo) v (d,'o)'" r h (.,.,.) P"_,,t, (X'_I, ,üe! lE lE 
~ 9 (x,) P", (.It, elx,,) 

y COIllO Pt,l.g (X,) = J~ 9 (xv) P"v (Xt. (fl- l ,) entonces (2,-1) es cierta. 1. 
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a- Observación 2.2. Este t'i1timo teorema dice que la distribución inicial y la 

función de transición determinan de manera línica a la distribución de un 

proceso de ~-Iarko\'. Como ejemplos tenemos al movimiento Browniano con 

función de transición en (R, B) dada por 

P, (x, A) = '¡""e-" dy 1 l=rlO 
A ..,,21r/ 

y al proceso Poisson con función de transición 

c> 0, a .¡. 0, n == 0, 1,2, .. , 

Como caso particular de (2.3), considerando procesos homogéneos y fun

ciones indicadoras, se tiene 

(2.5) 
[p~, (X/o E .4.0 , ••• , X/k E Ad == 1 .. ·1 P,,,-t.,,_¡ (Xk_l, dx¡..) .,. 

Ao ,·h 

Pt2-f¡ (Xl, dX2) P,¡-to (xo, d:r¡)l' (clxol . 

entonces para cada .1:0 se tiene una. medida de probabilidad IP $"'0 que se 

denota por 1P.1' Y por IEr la esperanza con respecto a IP r' Es claro que para 

procesos homogéneos tenemos la igualdad 

11', (X, E A) = P,(x,A), 

es decir, la probabilidad de que. el proceso que inició en x est.é en .4 en el 

t.i~lllpo t, está dado por el valor de la probabilidad de transición n (x, .4.). De 

est.o se t.iene que x .."... IP r (XI E A) es medible. De manera general se tiene 
el siguiente lema. 

Lema 2.2. Si Y es Foo-medible y acotado, la fUllción 

x ~ IE,(Y) : (E, [.) ~ R 

es medible y 

IE,(}') = L IEx(Y)v(dx). 



§2.1 Pl'Opicdad de Mal'kov y funciones de tnmsicióu 

DEMOSTRACiÓN. Por el teorema de clases monótonas es suficiente con de

mostrarlo para 

En este caso 

IEr (Y) = 1P,(.4) 

= r PO,t¡ (.1'. d,t:tl··· r Pt"_l,t" (Xn_l' (1;1:,,) 
) A¡ 1.4" 

= L· i 1-" (x,)·· ·lA" (·'n) Pt,,_, .'" (.',,-1, elx,,) ... po." ('l·. el.,,) 

la cllal es medible en .1'. 

Por otro lado 

IE.(Y) = IP ,.(.4) 

= 1 V ((l:r) J PO,t¡ (.t,dX¡)···l Pt"_I,t,,{X,,_I,dxn ) 
E Al .4" 

= fe" (d.,) fe··· fe lA, (x,) .. ·1,,, (x,,)· 

PO,II (xo,dx¡) ,··P,n_l,t" (x,,_I,d.I'n) 

= fe IP A.4)t'(dx) = fe lE, (l·) l' (elx) . I 

Ahora se da la propiedad de l\,'h;rko\' cn términos dcl operador de trans
lación, 

Teorema Z.Z. Si l" es F=-medible y acotada entonces para t > O Y distribu
ción inicial v 

(2.6) lE,. (YoO,jY,) = IEx, (l·) IP,.-c.s. 

donde e/lado de,'Ccho de (2.6) es la va"¡lIUle aleatof'ia que se tiene (tI COIJI/mllo' 

las ftmciones u) ........ X t ( ..... ) y:r ........ IEr 0-'). 

DEf..-IOSTRACIÓN, Por la definición de esperanza condicional, lo que hay que 

demostrar es que para cualquier Z acotada y F,-medible 

lE,. (l. o O, . Z) = lE" (IEx, (l.) . Z). 
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Por el teorema de clases monótonas es suficiente con demostrarlo para 

k 

Z = f1 li (X t ,) y = f¡ 9; (X t,) , 
i=l j=1 

donde {!¡}7=1 y {gj};=l son funciones acotadas~y f·medibles con ti ~ t para 

toda i. 
Aplicando simplement.e (2.:j) se liene el resultado. lZ: 

lGi' Observación 2.3. Como caso particular de (2.6) si se toma l' = 1l{X,E.4} se 

tiene 

IP, (Xt+. E AfFtl = IP", (X, E A) = p. (X t ,.4), 

que coincide con (2.2). 

Ahora, se da la conexión ent re los scmigrupos de operadores y los procesos 

de Markov. Sea Co(E) el espacio de funciones continuas f tales que se anulan 

en infinito con norma 1/(x)I.;.;:. = sup If(x)l. , 

~ Definición 2.7. Un sem;yru]Jo de Feller en Co(E) es una familia Tt. t ~ 0, 

de operadores lineales positivos en Co(E) t.al que 

i) T,f E CotE), para toda I E CotE). 

ii) Si lE CotE) y O ,;; 1';; 1 entonces O ,;; T,f ,;; 1. 

¡ii) To = 1 (la. ide·ntidad en Co(E)) y T,+& = TI o Ts para s, t ~ O. 

i\") Para toda I E CotE), limlT,f - 11= = O. 
t.O 

La importancia de.esta definición es la siguiente 

Proposición 2.3. Si (Tt)t;;..o es U1l semigrul'o de Feller entonces existe un(j 

función de tlYlIlSicíÓIl ?,(x, A), t ;:: O. ell (E,t:) tal que 

T,f(,') = P,f(x) 

¡)(1m loda f E Co(E) y x E E. 



52.1 Pl"Opieuad de Mal'kov y fuuciones de h'allsición 

DEt.IOSTRACIÓN. Para t.oda x E E la aplicación / _ T,J(x) es lineal y no 

negativa., Por el teorema de Riesz (ver [1.8]) existe una medida P,(x,·) en [. 

tal que 

1;f(x) = J f(y)f>t(x.dy) 

para cada / E Co(E). 

Como Pt! E Co(E) para cada f E Co(E) se tiene que Pd es medible 

y por el teorema de clases monótonas resulta que P,(x, A) es medible en 

,1' para cada A E [.. Las demás propiedades de función de transición son 

consecuencia de las propiedades de semigrupo de T,. '.1' 

~ Definición 2.8. l/na función de transición asociada. a un semigrupo de Feller 

s(> lE' llama fUHción de Imnsición de Fellr:,.. 

Sea X = (X,)t~O un proceso de Lévy. Se define para cada x E E, a P.l" 

como la distribución de X + x, es decir, P.l" es la distribución del proceso de 

Lé\'y 'lIle cmpieza en x (Pzp:o = x) = 1). 

Sc define para t ~ O un operador sobre Co(E) como 

(2. ,) P'¡(x) = Er (f(X,)). 

D'i'f Observación 2.4. El operador de (2,7) tiene la siguiente expresión 

P,f«) = Er (f(X,)) = lE (f(X, + x)) = r f(x + y)1P x.(dy). lE 
Proposición 2.4. La familia (P,)/~O es 1111 semigru/w de Felle,·. 

DEMOSTRACiÓN, 

(i) Usando el hecho de que f es acotada 

lim P'¡(x) = lim 1E(f(x + X,)) = IE( lim f(l' + X,)) = O. 
1 .. I .... oc'''· 1..,1 ... .,." l.rl ... ~ 

Sean f E Co(E) y (xn)nEN tal que ;t'1l --+ .1', entonces por convergencia 
dominada 

""'1;\: 

IP,f(x,,) - P,f(.1·)I~. = I~ (I(x" + y) - f(x + y) )lPx.(dY( 

,¡; ~ I (nc" + y) - f(·, + Y))I~ IPx.(dy),~ O. 
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40 Procesos de Lévy como Procesos de Mal"kov 

(ii) Si O ,:; / ,:; 1 entonces O':; P./(x) = Ez (/ (Xd) ,:; l. 

(iii) Para la primera parte Pof(x) = Ex (/(-'<0)) = lE (/(l' + Xo)) = ¡(l'). 

Para s, t ~ O 

y 

P, (P,/(x)) = P,(E, (/(X,))) 

= Ex (Ex, (/(X,))) 

= Ez(Ex (/(-'<,) o8dF.)) 

= EE(Ez (/(-'<,+,)/F.)) 

= Ez (/(-'<,+,)). 

(iv) Para toda x E E Y para fE Co(E), por ser XI cadlag 

IPrf(x) - /(·"l!oo = IEx (/(X,)) - /(¡)Ioo 

= IEx (f(X,)) - E,. (/(Xo))loo 
,:; EE I/(X,) - f(-'<o) loo -> O 

, .... 0+ 

entonces sup ¡P./(x) - /(x)1 -> O. 
r ' ..... 0+ 

I 

Se refuerza la propiedad de Markov mostrando que los tiempos fijos t se

pueden cambiar I)ur tiempos aleatorios. 

<!ii!, Definición 2.9. 

i) Se dice que T es un tiempo de ]Jaro si {T ~ t} E :F! para toda t ~ O. 

ii) Bajo un tiempo de pa.ro, el operador de translación se define como 

8TW(S) = 8T1wl"'(s) = w(t. + s) 'Is ~ O Y {T < 00) 

¡ii) Se define la a-álgebra parada en T como 

FT = {A : .4 n {T':; t) E F, para toda t ~ O) .. 



§2.1 Pl'opiedad de Mal'kov y funciones de trallsición 

A la. siguiente propiedad se le llama lJt'Opiedad fuerte ele Markou. 

Teorema 2.3. Sean Z acotada y :F.x,-mtdible y T un tiem/JO de 1)(11'0, entonces 

}J(/I'fl cualquie,. dist,-ibIlCiólI inicial v 

IP ,,-e.s. 

sobre el conjunto {XT:j:. .:l}. 

DE!o.IOSTRACIÓN. Supóngase que T toma valores sobre un conjunto numera

ble D = {t, < t, < ... }. Sea .4 E Fr. entonces 

An {T= tn} = (.4n{T::; tu}) - (An (T::; t,,-d) E F'n' 

Ahora aplicando (2.6) 

lE,. (Z oOriAn (T < oc}) = I; lE, (Zo8'n;An (T = t,,}) 
u 

= I;lEx ... (Z;.4n{T=tu }) 

" = IEXT (Z). 

Para un resultado general se define 

es decir. 

Tu = (111 + 1)2-n si m:,rn ~ T < (m + 1)2-". 

Si tE (-f,;,~] entonces {7~l < t} = {T < m2-n} E:F, por lo tanto T" es 
tiempo de paro y Tn ¡ T si t, ~ oo. 

Set\l1 A E :FT Y Z = ni=1 I¡(X/,) donde las /¡'S SOn acotadas y continuas. 
Como T < Tn entonces .4 E FTn . 

Obsérvese que {Tn < oo} = {T < oo} y aplicando el caso anterior para Tn _ 

lE, (Z08rniAn (T" < oc}) = lE,. (D, /;(.\") o8r .. ; .4n (T" < oo}) 
= lE" C~, /;(.\,,) o Orn ;·4 n (T < oo}) 
= IE XT .. (f¡ Ji(X.,)) . 

1=1 
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42 Procesos de Lévy como PI"OceSOS de Mal'kov 

Por el teorema de convergencia dominada IExr" (ni~1 f¡(X¡J) es continua y 

acotada. Ahora por el teorema de cOlwergencia acotada y las observaciones 

anteriores 

ZO(JT" --+ Zo(}r y 
"~~ 

llegando al resultado. 

§2.2 Operador resolvente 

Otro operador lineal ill1portant~ asociado a los procesos de Lévy es el ope

radol' resolvente. 

~ Definición 2.10. Para q > O Y .t E E se define el Qpemdor resolvente (le 

orden q asociado al semigrupo (P,)t)O como 

Por comodidad se le llamará a Uq el opemdor resolvellte. 

lGi" ObseI"Vación l.5. Este Ilue\'o operador no es más que la transformada de 

Laplace del semigrupo (P,)t~O definido en (2.7), ya que usando Fubini 

u' ¡(x) = 1'" e-,tEr (f(X,)) dI 

= 100 

e-qt Pt/(x)dt. 

Proposición 2.5. El o¡JCmdor' ,.esolt~ellte tiene las siguifmtes pl'O}Jiedlld€s. 

i) Cumple la ecuaci6/1 1"Csok€llt€, esto es 

u' f(x) - [JP f(x) + (q - p)U'[JP ¡(x) = O (q,p> O). 

ii) si z(q) es tina t~ClriClble alelltoria €X¡xl/leucial con ¡xu'(ímetl'O q ;ncle¡Jeu 6 

(liente de tttl IJI'OC€SOS de Lioy (X t )t~O entonces 

(2.8) E,. (J(X'¡,J)) = q[l' ¡(,.); 



§2.2 OpCI'ltdOl' ¡·csolvclltc 

iii) lim U' J(x) = J(x); 
,-+00 

ivj lim U'/(x)=O; 
Irl-+oo 

v) si se defille V=Uq(Co) entonces V '10 dfflenlle (h: q, es decjr~ la imagen 

ele Co bajo Uq no depende de q. 

DEMOSTRACIÓ'" . 

(i) Si q = ¡,es obvio, supóngase que q i' [1. Usando Fubini )'1'$ propiedades 

de semigrupo de Feller de (P,)t~O 

U'U'J(x) = UP (¡~ e-"pt/!J')ell) 

= ¡~ e-P'P, (¡~ '-"Pt/(X)dt) ds 

= ¡~ e-P'E, (1~ ,-" Pt!(X,)ell) el. 

= 1~ e-P' (1~ e-"E,. (P,f(X,)) di) els 

= 1~ e-P' (1= '-"P,Pt!!X,)"I) els 

::= 100 1"'" e-p~e-qt P~+tf(X~)dlds 
haciendo un cambio de variable T(s, t) ::= (11, t') con 11 ::= S + t Y v = t 
de donde r-1(It,v)::= (u- v,v) y el jacobiano J(T-II = 1. De aquí 

[.lP[I'lf(:v) = 11')(; folJ e-p(U-t')-'lt'Puf{:r)t!vdll 

= 100 foIl e-u1q-p)-u'l ~J(.r)dvdll 

::= 11')(; e-UP Puf(,!:) (l
U 

el:(p-q)(lt) (lit 

-100 

-.pp J( ) (,.,,-.,-,) I - e u x (1'_'11 ( 11 
o 

= ",':'1) 1= (e-U'l ~J(:r) - c- IIP Puf(.'!:)) d/( 

= (p~ql (U' n,·) - [TP J(J")). 
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(ii) Si =(,J) tiene distribución exponcm:ial cutOllcCS lP:hl(dJ') :;;::: ljf-q1ttl 

por lo que 

Er (J(X,(,))) = Er (E, (J(X,(p))/z(q))) 

= E, (100 qe-" /(X,)dl) 

= qU' /(x). 

(iii) Usando.1 hocho de que P,/(x) -; /(x) )' la igualdad (2.8) 
,¡O 

lim qU' /(x) = Iim E, (I(X,(,))) = Iim p,(,)/(x) = /(.r). 
'1-+1)(, q-t-;:.:.. '1-+= 

(i,,) Se sabe que le-ql Pd(x)l ~ e-qt y que e-qt eS integrable. Así, por 

conn~rgencia dominada 

lim Vil 1(.1') = ¡im 1'>' f-qt P,j(x)clt = 1'X< e-qt lim Ptf(.r)clt:;:: Q. 
l;rl-+x Irl-+= o o Ixl-+= 

(v) POI' la condición (iv) y por como está. definido el operador I"{':)oh'cllt.e 

es claro que si Pt! E Co entonces [iq f E Co-

Sca fE Co entonces pOI' (i) 

U"/ = U' / + (1'- q)UPf. 

Si se define 9 = (i'l f y IIsando que el resot\'cntr PS un operador lineal 

[J' / = (TP / + (1' - qjUPg = W(/ + (1' - '1)9) = (TP/¡. 

donde h = f + (¡J - q)9 E Co- Esto es, dado f E Co existe /¡ E Cu tal 
que U" f = [fPh, por lo tanto [r'/(Co) e UP(Co) para toda,., q. dE' donde 

~~)=~~). ~ 

Proposición Z.6. Si se denota la ltntl .. .;:fol"nwda de Founet· de una !llIlcióu 

gEL' po,. 

:F(y)(O = L cit 'y(.1C)d." ~ E R, 



§2.2 Opm'ador l'esolvente 

elltonces 11(1/'(/ lo(la f E L 1 n Loo se cumplen 

:J (P'¡)(~) = exp {-tq« -O} :J(/)({) t > O 

y 

DEMOSTRACiÓN. Sean { E R.v f E U n Loo. Para la primer igualdad 

:J(P,f)(~) = !.e;exlE(/(X,+xn 
F. 

= !.e;e
r 

(!./(X+Y)lPx,(dY)) dx 

=!. e;e'J(z)dz lE (exp {i(-{)X,}) 
R 

= :J(/)(~) exp {-tq« -O}. 

Para la segunda igualdad se lisa Fubini .Y el resultado de la primer igualdad 

:J (U' f) (~) = j~ ,;er (f.'~ ,-" P¡f(X)dl) dx 

= 1.00 

e-" (:.J(P,fl (e)) dI 

llegando al resultado. 

= 1.00 

,-,'.-'01-0,11 :J(/)({) 

= _'-"'+'1-"'1 00 

:J(f)(~) q+í1I( -() o 
_ :JlIlIO 
- q+~(-O 

1tF Observación 2.6. Como consecuencia de la ecuación resolvente se tiene que 

Se caracteriza al operador resolvent.e de otra manera. Usando Fubini 

U' J(x) = 1.00 

,-"ErlJ(X¡)) di 

= 1.= ,-" (1. J(y)P ,,(X, E tly )) di 

=!. U'(x,dy) 
R 

45 
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donde U'(x, dy) = ft e-"Pr(X. E dy)dt. 
La familia (Uq(X,')lreR asociada al operador resolvente es una familia de 

medidas, ya que Pr(Xt E .) lo es. A esta familia se le conoce Como núcleo 

del resolvente y se puede escribir como 

~ Ddinici6n 2.11. La medj,la potencial U(x,·) corresponde a la medida resol
vente con q == O. es decir, 

En el siguiente capítulo se trabaja con un caso particular de esta nueVa 

medida. 



CAPÍTULO 3 

Subordinadores 

En este capítulo se desarrolla lo visto en los dos capítulos anteriores pero para 

procesos de Lé\")' con ,"alores en R+. A estos procesos se les conoce como 

subordinadores. Se da un estudio detallado del comportamiento asintótico 

-tanto en infinito COIllO en CCI'O- de las trayectorias de los subordinadores, 

10 '111(' permite dar teoremas COIllO la Ley Fuerte de los Grandes Nlllneros 

(r.rc::\). 

§3.1 Definiciones 

~ Definición 3.1. Se considera. a (n, F, (Ft)l~o! IP) C0l110 un espacio filtrado. 

lin proceso estocástico (a,)t~O es un sltboly/i/l(ulor si es no decreciente y tiene 

incrementos independientes y estacionarios con IP(uo = O) = 1. 

IG.Y' Observación 3.1. Un subordinador 110 es más que un proceso de Lévy con 

valores en R+. Esto se debe a la propiedad de incrementos independientes y 

estacionarios. Nótese que por ser no decreciente u ::; (at)l~o no tiene saltos 

negativos y tiene va.riación acota.da. 

Como a : n ...... R+ se puede ha.blar de la. INlsformada de Lap/(lce, esto es, 

de IE(C·'"). 

Al igual que se hizo en §1.2 para (lSOCilU a los procesos de Lévy con el 

exponente característico, se hace para subordinadores. Por ser UI (i.d.) y que 

.-;n transforma.da de Laplace nunca se anula 
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donde 4> : R+ ...... R+. A ~(.\) se le llama exponente (le La/)/ace /)(lm suoordi· 
nadores que por comodidad sólo se le llamará eX¡JOtlelltf de Laplacl. 

Por las observación (1.1) y (3.1) el exponente característico de un suhor

dinador está dado por 

>I«>')=-id>'+ !..(I-e'-\r)n(dx) (>'eR) 

con la condición Jo
oo (I/\ x)n(dx) < oo. 

Ahora, se encontrará la relación que existe entre el exponente de la place 

y el exponente característico. 

Se puede extender a las funciones>. - 1iI(>') y ). - ",(>.) uC' manera 

analítica en (l>' > O, de aquí que <l>(>.) = >I«i>') por lo tanto 

(3.1) <l>(>') = d>' + 1.00 

(1- e-·\r) n(dx) (>' e R+). 

A esta última expresión se le llama representación de Létty-Khintc/¡ilH: paro 

subordinadores. Ahora la pareja (d, n) es la que caracteriza a un subordinador 

ya que q siempre es cero para esta clase de procesos. 

Teorema 3.1. El exponente de L(tplace I)(U'(J subor,linadores es CÓIIC(/t'O y 

cumple la desigualdad 

¡¡am toda>. > O Y k > 1. 

DEMOSTRACiÓN. Las funciones 1- exp{ -).x} y x exp{ -),x} están acotadas 

superiormente por (1" x), con ). ~ O Y x ~ O. Por. lo que para toda .1' ¿: O 

<l>'(>.) = d + 1.00 

(xe-.\r)n(dx) 

=> <l>"(>.) = 1.~(-x'e-,\r)n(dX) < O 

demostrando"que ~(),) es cóncava. ~().) satisface 

<l>(,¡>', + (1 - q)>.,) ;¡, ,¡<l>(>'¡) + (1- ,¡)<l>J>',) 

con ).¡''\2 E R+ Y 1] E (0,1). Si en particular se toma).2 = O Y JI = t se tiene 
la desigualdad. I 

Otra manera de expresar a 4l es por medio de la medida cola de Lévy. 



!i3.2 Ejemplos 

~ Definición 3.2:. La medie/a cola de LÚ'y se define como 

(:3.2) n(x) = n((x,oo)) = ['" n(dx). 

Por simplicidad simplemente se le llama a IT medida cola. 

Proposición 3.1. En términos de la malida cola, el exponente de Laplacf. 

f:slá dodo po,. 

con Id IT(t)dl < oo. 

DEr-.losTRAC¡ÓN. Usando Fubini y (3.2) se tiene 

Sólo falta. ver que se cumple la condición sobre la medida cola 

J.' IT(I)dl = J.' 100 n(dx)dl 

= J.' l' dtn(,I.t-) + lX'l' dtn(dx) 

= l' xn(dx) + ['" n(,!J,) = 100

(1 A x)n(dx) < 00, 

con lo que se concluye la proposición. 

§3.2 Ejemplos 

I 

Entre los ejemplos que ya se \'ieron en la sección §1.3 y que resultan ser 

subordinadores están el proceso de Poisson )' los procesos estables con índice 

o E (0,1). 
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§3.2.1 Proceso Poisson 

El exponente característico de un proceso Poisson es IV()') :::::: 0'(1 - e j
,\}. 

Como y. se vio, ~(A) = >I«iA) entonces ~(A) = a(l - e-Á), de donde (d, TI) 

queda determinad. con d = O r TI(dx) = a6¡ (dx). 

§3.2.2 Proceso H+ para un movimiento Browniano 

Sea (Bdt~o la trayectoria de un movimiento Dl'owniano en R que inicia en 

cero, Se define para t ~ O 

H+ = H,+ = inf{s > O: B, > tj. 

Se sabe que 1P({3s > O: B~ > t}):::::: 1, por lo tanto Ht es finito para toda 

tE R+, Por construcción (Htk;?::o es un proceso con valores en R+, 

Figura 4: Proceso H+ de un Browniallo 
B. 

······AAI /v0. B,,:, 
O~-f~----------------------~H~+---------, 

Para s E R + se define 

entonces se tiene que (B;)~~o es un movimiento Browlliano que inicia en cero, 

es decir, IP(Bo :::::: O) = 1. Además, este proceso resulta ser independiente de 

F H+ porque elmovimienlo Browniano cumple la propiedad fuerte de 1brko\', 

¡Se toma H/t.J = inf{r > O: Br > t + s} y sea l' E R+ t.al que 

B,. > t + s <=> l' > H t+ <=> ,. - Ht > o. 



§3.2 Ejemplos 

Si se define It == ,. - H,+ entonces 

por lo tanto 

H/t , == inf{u+Ht+,u>O: 8 u+H,+ > t+s} 

== I1,++inf{u >0: Bu+H"t >I.+s} 

= Hi + ¡nf {u > O : Bu+II ,+ - t > s} 

= H( +inf{u > O: B.+H+ - BH+ > s} , , 

es decir, H¡-+t, - llt 1. Ht Y como Hit., - Ht sólo depende de (B;),)o se 

puede concluir que [{+ tiene incrementos independientes y estacionarios, de 

M¡uí que H+ sea un 8ubordinador. 

Para t ~ O se tiene {Ht < t} == Slip {B, > l}, entonces por las proposi-
0"" ciones 1.1 Y 1.2 

IP(Ht < t) = IP (sup (B, > l}) 
00;;;':10' 

= IP (sup {ViDe> l}) 
0"0;;;1 

= IP (,~~~, { B, > 7.} ) 
= 21P (BI > 7.) 
== 2100 

I e-J·'/2(h:. 
t-I/2 7i . 

haciendo el cambio de variable, .1: == ¡¡-I/2, dx == -~u-3/:ldu 

lP(ll+ < t) == - 2 JO !u-3/2e- 1/( 2IJ lc/u 
I 7i: ¡ 2 

== I t u-3/2e-1/(2u)du 
Ji; Jo ' 

entonces IE(e-,\ut) = exp{ -CI>(A.)} con 

<!>(,\} = ¡~ (1- e-·\'(2",·3)-I/') dx = hA 

por lo tant.o el == O.v n~:r) == (21r:r3)-1/2. 

51 



52 Subol"diuadol"cs 

§3.2.3 Proceso Gamma 

Una variable aleatoria Tt tiene distribución Gamma con parámetros (a, t) si 

su densidad es 

La distribución Gamma es (i.d.) ya que 

Integrando (t - 2) veces por partes 

si .r ~ O, 

si x < o. 

Si (Tt)t;¡:o es un proceso GaUllI1a, es decir, Tt tiene distribución Gamma(n, t) 

para toda tER Y sabiendo que - Jooo e-r¡xx-1c!x = IOg(1J) entonces 

§3.2.4 Procesos estables 

Antes de ver que bajo ciertas condiciones algunos de los procesos estables 

SOI1 subordinadores, se dan nuevas características de éstos. 

~ Definición 3.3. Sea (Xtk<!:u UI1 proceso o'-estable. Se llama pal'ámetro de 

positividad a 

(3.:3) p = IP(X, " O). 



§3.3 Medida de renovación 

Este parámetro no depende de t pues por la observación 1.3 

p = IP(X,,, O) = IPU-'/uX, "O) = IP(X, "O). 

Para Q' E (0,1) U (1,2) se puede expresar (3.:1) en términos de j3 COIIIO 

p;::: ! + Jrl" al'ctan(.6 tan (Tt2~)} 

(ver [18]). 
Si a E (0,1) entollces tan( Jr:l0) > O, si además ¡3 ;::: 1 se tiene que p = 1 

I>or lo que X, ~ O para toda t ~ o. Ahora, si}3 = -1 Y Q' E (O, 1) se tiene 

p = O, es decir, -X, ~ O para toda t (vel' figur,JS de §.Ll). 

Hecho esto, los procesos a-eStables (Xt)/~O con n E (0,1) Y ¡3 = 1 SOIl 

subordinadores. Al igual que (-Xtlt~O con ¡3 ;::: -1, pues son procesos de 

Lévy 110 negati \'05. 

En este caso, la pareja (d, n) queda de la. siguiente manera 

(/;::: _,_ • C"C óf.' y n~dr) <~c -1-" 
1-0 r(l-a)cos( 2 ) l' ;::: r{l-o)cos(Ó

2
ri) x 

(ver \1.3.:3). 

§3.3 Medida de renovación 

En esta sección se trabaja con UIl caso particular de la medida potencial vista 

en §2.2. 

~ Definición 3.4. En el caso en que se tOllle ;t = O en la medida potencial se 

tiene la medido (le l-elWt'llcióIl 

U(O. A) = lE (1~ l{u.EA¡dt) = 1~ IP(<1, E A)dt 

la cual se denota por UtA). 

~ Definición 3.5. La. función de distribución de la medida de renovación sr 

denota y se define para toda x ~ O como 

U(x) = U([O, x]) = lE (l{u,~,.¡dt) 

y se le conoce como la ¡uución de rello('(Jcióu. 
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Ahora, se encontrará una relación entre la función de renovación, la me

dida cola '.i el exponente de Laplace. 

Teorema 3.2. Si fv denota la t1'tl/lsjormad(1 de LaJJlacc, entonces 

q11)(A) = ~(\) y qn)(A) = !!fl- d. 

DE1\'IOSTRACIÓN. Siguiendo la definición y usando el teorcma de cambio de 

variable 

Para la segunda- igualdad 

qn)(A) = l x 
e-·lrn(x)d.T 

= l x 
1~ e-·lrn(dy)dx 

= f~ f" e-·I"d.Tn(dy) 
./0 Jo 

= ~ f (1- e-·I ,) n(dy) 

= ~ (<1>(,\) - dA). 
Con este resultado se tiene que la función de renovación y la medida_ cola 

caracterizan a 4> y por 10 tanto a la dist.ribución del subordinado!". 

Si se define la ¡nver'su ele un subOltliuador (adt~o como 

(:lA) Lr = .np {t) O: U¡ ,.:,,¡ = ¡nf {t ) O: U¡ > J:} 

para .1: ;?: O. ést.a cumple con ser continua y no decreciente. 

Teorema 3.3. Definida L,; como ell (:lA) entonces 



!i3,3 Medida de l'cllovacióu 

D8MOSTHACIÓN, Nótese que por definición dc LJ.' se tiene que 

En base a esto 

U(x) = lE (1'» l{,,~,}ell) 
= ~(t ell) 
= IE(L,). 

Proposición 3.2. La/uución eJe t-ellOl'oción es sulxulitivo, es decir, 

U(x + y) ::; U(,·) + U(y). 

DE~IOSTRACIÓN. Teniendo el1 mente que LJ' == i/lf {t: a, > .e} en lances 

U(.,.+y) -U(x) = 1~ lP(x <~,::; x+y)dt 

= lE (lX'l{'<C'~'+VJdt) 

= lE (lE (f l{,<,,~,+,)dl/:h,)). 

!J:I 

Ahora. si (TI, ... ;:: J' entonces a, -.t ;;::: (JI - (JL~,. por lo que si al -;e ~ y 

cntollc<,$ (T/ - (floJ- ~ Y Y L1sando la propiC'dild de ~[arkov se tiene que 

U(x + y) - U(,·) ::; lE (lE (¡~ l"'_"r~,)dl/:hr)) 
= lE (fo~ l{,,~,)(lt) 
=U~. ~ 

DE Observación 3.2. De este resultado se concluye también que 

IE(L,.+,) ::; IE(L,) + IE(L,). 

Ahora., se dan ullas est.imaciones de la medida de rcno\'ación en t.érminos 

del exponente de La[>lacC', Esto se siguC' del hecho de que la transformada 
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de Laplace de las medidas ti y IT tienen una expresión scncilla en términos 

del exponente de Laplace. Para este fin, se usará la notación f :::::: 9 para 

entender que existen constantes e y e positivas tales que eJ ~ 9 ~ eJ, donde 

f y 9 son funciones no negativas. 

Proposición 3.3. Para iod(1 :r ;:: O se cumplen 

U(x) x $(1:) y ~xI(~)+cl, 

donde I dfnota la integrol cola lle la medida cola, es dec;,', [(x) = J:O(t)(It. 

DEMOSTRACiÓN. Primero se demuestra que 

(3 .. 5) 

Para esto se utiliza el t.eorema 3.2 e integrando por partes se llega a que 

Para encontrar la cota inferior de la primera relación se usa el hecho de que 

ti es crecient,p, entonces pal'a toda A, k> O Y Y ~ k 

por lo t.anto, eligiendo '.: == 1 Y ,,\ = ~ 



fi3.3 Medida de renovación 

Para la cot.a. superior 

~t.\) = (' U (~) '-'dy + 1°C U (~) e-'dy Jo .1. 

;; U m 1."-'dY + 1~ U(f) ,-'dy 

;; Um+ [~u(~)e-'dY. 

tomando como caso particular de la cola inferior encontrada arriba a. k = ~ 
~. A ::; ~ se tiene que 

~r\) ;; U (X) + ~(lf) 1~ e-"'/'dy 

= U (') + 2 e-</2 .\ ~m 

;; U m + ~!.\)e-</2. 

En la ült.ima desigualdad se IISÓ el resultado del teorema 3.1. Si en particular 

se t.oma .t" ~ 210g 8, entonces -4e-J"/'l ~ ~ y por lo tanto 

~(l.\) ;; 2U (J:) . 

Para la segunda. relaciólI se demuestra primero que 

(:3.6) 

COlllO 

todo se reduce a demostrar, t.olllando y::; Al en (3.6), que 

J.~. e-·"j'f(t)dt = J.oo ile-·Ir I(t)clt 

lo que resulta cierto, ya que integrando por partes 

J.~ ile-·"/(t)dt = I(t) (e-·") I~· + J.~ e-·"j'f(t)dt 

= L~ e-·"j'f(t)dt. 
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Usando la misma. técnica aplicada para la primer equivalencia se tiene 

para toda A, k > O que 

~;. ¡~ e-Y (r m + d) cly 

;. (r(~)+d) roo ,-Y<ly 
Jk 

= (l(~)+d)Ck, 

por lo tanto si se toma. ,\ ;::: ;r y 1..- = 1 se tiene 

Igualmente se encuentra la cota inferior, pues 

~ ,;; (J (X) +d) [" e-'dy+ 100 e-Y (J m + (1) dy 

,:; (r Ud + el) + 1~ ,-Y (l m + el) dy 

,:; (T (Xl + d) + ~ 100 e-"YI'e1y 

= (J (Xl + el) + '.~,\J ,-xl' 

y si x ;.:: 21og4 entonces 2e-r/2 ~ ~. de donde 

Tl~~J,:; (r(~)+d), 

§3.4 Tasas de crecimiento 

'.1 

En est.a sección se estudian las tasas de crecimiento asintótico de la" trayec

toria.s de los subordinadores, tanto en tiempos pequeños como graneles. El 

mismo argumento que se da para el origen sirve para el infinito, así que sólo 

se dan las demostraciones para el origen y de manera análoga se sigue para 

el infinito. 



§3.4 Tasas de cl'ecimiento 

Proposición 3.4. Seall (o,)C);O UIl subordinodo,' y el coeficiente de";va d ~ O, 
eutonce ... 

Iim T:;:;;: el c.s. 
t-+O+ 

DC~IOSTnACIÓN. Sin pérdida d~ generalidad supóngase que (l :;:;;: O. Como se 

renlerda, PO(' el tCOl'ema (1.4-ii) 

lim ~:;:;;:O 
I·'H= 

ent.onces para toda ,\ ~ O 

Ahora. usando la desigualdad de t\'lal'ko\' [1.2], con h(:r) = 1- e-x y {l:;:;;: d, 

para. toda ( > O 

O" IP ('T > ,) " (! - e-'r' lE (l-exp{-f,-<1,)) 

" 1 - exp{ -t<!> (;'¡)). 

Así que (t- 1
0",)1>'0 converge en probabilidad a cero, Para demostrar que 

la convergencia s; da e.s. se demuestra que (t-IO",)t~O es una martingala 

reversible y aplicando el teorema de convergencia para martingalas (ver [1.4])! 

se tendría el resultado. 

Por la. propiedad de Markov sólo es necesario verificar que para toda 

O~..\,\'s<t 

lE ((~ - 'T) exp-A'T) = O. 

Esto es cierto ya que 
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IE((';--T)exp{-ÁT }) 

; IE((~- t)u,exp{-ju,}exp{-7(u,-",)l) 

-lE ( ti u, - u,) exp { -7 (u, - a,) l exp { -7u, l ) 

; (~-t)lE(a,exp{-iu,l)ex!,{-(I-S)<!>(7)l 

-tIE ((u, - u,) ex!, {-7 (u, - u,)}) ex!, {-s<!> U)} 
; (~- t) s<!>' (i) exp {-s<!> (i) lex!, {-(I - s)<!> m} 

-t(t - 8)<!>' m exp {-(I - s)<!> (m ex!, {-s<!> m l 
; o. 

Teorema 3.4. Sea (O't)j~O un subordillodor' con deriva (/ ::::: O y ",{(lida (h. 

Lévy n. Supóngase que h : [0,00) ...... (0,00) es Ul1a función Crf.cicllle t,,1 fJlIf 

t ....... ,-I(t) también sea creciente entonces ItIS sigllientes llfirlllllCiolles son 

equivalentes 

i) limsup (ifu) ::::: 00 C.S.; 
t-+O+ 

ii) l IT(/¡(I)jdt; oo.: 

y si algUlla de estas afimwciones no es. cierta el1tollce~ 

Iim (¡.fu(, ) ::::: O C.S. 
t-+O+ 

DEMOSTRACiÓN. (ii) ;:::} (i) Sean e > 1 Y ( > O. Usando el hecho de quC' 

t.- 1 h(t) es creciente se tiene que 

~ >!!\!l .. h(ct) > ch(l) 

por lo que 

IT(ch(t)) ~ IT(h(cI)) 



§3.4 Tnsns de crecimiento 

gracias a que TI es no creciente. Ahora bien, 

r O(eh(l))dl" (' O(h(et))dt = oo. Jo Jo ' 
Como ya se "io, el proceso de saltos de (O'dt;ro que se denota por (cutl¡;;J:o 

es UIl (p.p,p.) con medida característica n. Entonc(>s si '1 E (0 , í), la. variable 

aleatoria 

# {l. E ['1, <l : ea, > eh(l)) 

Lienc distribución Poisson con parámetro f~ IT(ch(t))dt. De aquí se deduce 

que existen una infinidad de puntos s E (O. í) tales que eO'lJ > ch(s) de donde 

se sigue necesariamente que 0', > ch(s) por lo que 

lim sup (ifu) ~ e 
1-+0+ 

y como e es arbitraria se llega al resultado. 

(i) => (ii) Supóngase que Jol 
IT(h(t))(lt < oo. Como la función h es creciente 

existe su inversa, la clIal se denota por;1, El proceso (il(eO'¡))I;;¡:o es un (p.p. p.) 

con medida característica ñ que cumple ñ[t,cc) = n[h(t),oo). 

Ahora bien 

1.' 1i[I,oo)dt = 1'!~ li(rI.r)dl 

= [ l' dlli(d.r) + 1~ 1.' dtli(dx) 

= 1"'(1 A x)Ii(e/x) 

)' como 1i[1,00) = l1[h(I),oo) = O(h(I)) entonces 

1~ (1 A x)li(dx) < oo. 

Así que ñ se puede pensar como la medida de Lévy de un subordinador. 

Para toda I ~ O sea 

á, = L it(ea.), 
0"'1 

Gl 
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el subordiuador con deriva el = O Y medida de Lévy ñ. Por ser t.-1h{l) 

creciente, se c.umple para toda a, b > O que h(a + b) ~ h(a) + h(b) de donde 

/'(",) = h ( L ;, (e",))" Le". = ",. 
o~.~r 0(.(' 

Esta. última igualdad se debe a la obser\'ación 1.6 tomando un subordinador. 

Por la proposición 3.4 se tiene que lim [-LiT, = O C.5. entonces para t: > O 
. ' .... 0+ 

)' t pequet'ta (1, ~ ( c.s. de donde 

o :¡; '" :¡; h(",) :¡; h(<I) :¡; ,h(l) 

siempre y cuando O < € < }. De aquí que 

Iim r(,) = O C.S. 
1-+0+ 

(ii) .. (iii) COIIIO <1>(,1) = A ¡; e-·ItIT(f)dl entonces 

1/>' (A) = 1.= e-·\tTI(I)dl - A [ 1,-·\tTI(t.)dl, 

así, 

Por ser IT no creciente se tiene 

IT(h(t)) "IT(xh(t)) :¡; IT(h(xt)) 

si O < x < 1 Y O < t. Concluyendo que las integrales en (ii) y (iii) coll\'cl'gen 

o di\'crgen simultáneamente. iJ: 
Como ejemplo de este teorema, se tiene que si (u,)t;;¡:o es UIl subol'dinador 

estable con índice n E (0,1) entonces 

Iim sup (¡"-('I) = 00 Ó O c.s. 
1-+0+ ¡ 
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dependiendo de si la. integral J; h(t)-Ctdt diverge o converge, ya que 

11 111~' 111'" 11(It(t))dl; n(dx)dt", x- 1- adxdt, 
o o hU) o h(l) 

La condición de que' ...... ,-th(t) sea creciente puede ser restrictiva ya que 

rrecuentemente falla para. una trayectoria típica de un proceso creciente. Esta 

condición se puede debilitar si la integral cola tiene incrementos positi"os, es 

decir, 

1, 'r 1(2r) 1 
un 111 1() > . 
.1:'-+0+ x 

Proposición 3.5. Sea h : [0,00) ...... [O, oo} una función creciente y SllpÓIl9ase 

qUE J(;l') tie"e incrementos positivos entotlces 1(1$ siguientes a/i"Imlciones son 

e.r¡lIiualel¡ie~, 

i) Iill\SUP(ifu) ==00 C.S.: 
1--+0+ 

¡i) l IT(/¡(t))dt; 00: 

Si OlgllllO (le estas a!irnwciofics no es cierta entollces 

lilll r(l) == ° c.s. 
1-+0+ 

DE¡"IOSTRACIÓN, Como TI es no creciente 

I(x); ir 11(I)dl " .TI(x). 

~dás aún 

(2r 
1(2x) ; I(x) + ir 11(t)dt';; I(x) + x11(2x) .;; I(.r) + .,TI(x) 

de donde 

1 < lim in[. I}tf
)) ~ lim inf (1 + rrrr~)')) . 

x-+O+ x ;(;-;.0+ l: 
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es decir) lim ¡!lf l(x)-l(xO(X» > O lo que significa que l(J'):=:: .rTI(.r). Por 1" 
z ... o+ 

proposición :J.:l, se tiene (IUC.t4> (~)::::: I(x) por 10 que 

)' de aquí que (i) y (ii) resulten ser equivalentes. 

Supóngase que J¿ IT(h(t))dt = 00 entonces por los mislllos argulll4?lltos 

vistos en el teorema 3.4 se llega a que 

¡im sup Km ;?: 1 e.s. 
1-+0+ 

Si se 5ustitll~'e h(t) por ch(t) con e > 1 en (3.:)·ii'I),' por ser CP cóuc::\\'<I. se 

tiene que 

de donde 

Iim sup W, = 00 e.s. 
t-+o+ 

Por otra parte: usando la desigualdad de ~Iarkov COIl h(.r) = 1- (-z (\'el" 

[1.2]) 

IP (0"1" (1) .; (1- (-1)-1 lE (1 - exp {-~O"tl) 

.; (1-e- I )-1 (l-exp{-t<!>(~)}) 

yen particular si t ;;:: 2-n +l y (l = "(2-Jl
) se lienp que 

La últim<l igualdad se debe al hecho de que 1 _ e-J
' ~ ;1:. 

Como t ....... <1) (h(t)-l) es decreciente, se tiene que 
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entonces por el lema de Ilord-Cantelli 

0"2-,,+1 ~ h (2- 11
) para toda T1 suficientemente grande c.s, 

y por un argumento de monotonía se sigue <¡ue 

a, ~ h (/) para. toda. I suficientemente pequeiia c.s. 

Si se sigue suponiendo que J¿ $.("(1)-1) dI < oc se puede remplaza l' /¡ por 

dI con f E (0,1) Y se llega a que 

lim 7iTh¡IJ = O c.s. 
t-+O+ I 

Teorema 3.5 (ley Fuerte de los Grandes Números). (LFGN) S<a ("')'~O 

1111 slIbordi/Uulor COIl IE(O"d < 00 elltonccs 

lim T = IE(a¡). 
I~~ 

DE~IOSTHACIÓN. Sea (l~I)II~1 Ulla sucesión de \'ariables aleatorias indepen

dientes con la misma. distribución y IE(l'd < 00 entonces por la (LFGN) 

~ ~ IE(l'd, 

Si se define l~. = 0"1; - O'~'_I entonces para toda~' ~ 1 

1E(1.) = IE(", - ",-tl = IE(", - "o) = 1E("tl 

y COIIIO 

" Sil == E }'k = O'n. 
k=1 

se tiene (llIC 

Ahora, por ser (O'tl,~o no decreciente y si tl ~ t < 11 + 1 

"" (_'_' ) ,( '" ,( ;:,,±! (!!±.l) n 11+1 ""<: f ""<: 11+1 11 

entonces 

lim T = IE(O".). 
1-+00 

Gá 



CAPÍTULO 4 

Generalización del Teorema del 
Límite Central 

En este capítulo se generaliza el Teorema del Límite Central para transfor

maciones de caminatas aleatorias con dominio de atracción una distribución 

est.able. Para esto se dan las definiciones de distribuciones estables y dominio 

de atracción así como algunas de sus propiedades básicas. 

§4.1 Distribuciones Estables 

~ Definición 4.1. Sea. Tuna "ariable aleatoria. Se denot.a por IPT su distribu

ción y su función caracterí~tica por ¡p. Se dice que es estable si para cllalquif'l' 

11 E N existen contantes C/u > O, bn E R Y \'ariables <1leatorias independientes 

{¡,6. ,- ',~n, con la misma distribución de T tales que 

(4.1) 

o equivalentelllente 

(4.2) IPr (X-b,) ; IPl' •... * IPl'(x) ., 
o bicll 

(4.:3) 

IIE Observación 4.1. Si X es tal que IP(X = m) = 1 para m constante, se dice 

qnc )( es r!pgeneracla. En este caso, <Yx (A) = ei.\1Il y claramcnte X cs estable. 

pues si se loma {In > O Y Ú" = (11 - (tn)1II se tiene (4.:3). 
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Una característica espedal de esta clase de distribucioncs es la siguiente. 

Teorema 4.1. Cualquier distribución estable es infinitamente (fivisible. 

DEMOSTRACiÓN. Por (4.3) 

por lo tanto 

'PU) = (" (L) exp {_ik.!})n o 

g" ,¡(In 
\.0 

Si se define Sn = {, + ... + (n' por (4.1) 

La pregunta que surge e::; ¿qué tipo de distribución se obtiene en el limite 

en (4.4)7 

Como respuesta parcial, se tiene por ejemplo que si las variahles aleatorias 

({j)j:l cumplen con que (12 ;;;: Var({¡) < co y si se definen an = CTVn Y 

bn :::; lIIE({x), entonces por el teorcma del límite cent.ral se tiene que 

Ahora, si 6 tiene densidad Cauchy, es decir, 

¡(Jo) = *,'+"I con 9 > O 

y sabiendo que Ir'(¡(t) = exp{-Oltl} se llega a que 'r'2:n.(t) = (exp {_~} )n, 
n 

Por lo que si (In = 11 Y bn = O 

, V 
': ----4- Cauchy(9) . ..... "'" 

El t.eorema siguiente da condiciones sobre T para que (4.4).se cumpla. 

Teorema 4.2. Una condición I1cces{/f';a U suficien/e ¡)(Ira que !I/!Q. variable 

alcalol'ía T sea e/límite el! distribuciólI de la t'ariable aleaforio Su-bu, u lI > O 
"" 

Y bl) E R, es que T sea estable. 



§4.1 Distribuciones Estables 

DEMOSTRACiÓN. Si T es estable, por (4.1) 

~~T. ". 
Sea ({n)n~l ulla suceSlon de var'iables aleatorias independientes e idéntica

mente distribuidas y supóngase que SRo:bn ~ T, con (tn > O Y bn E R. Se 
demostrará que T es estable. 

Sea k ~ 1 Y se define 

T~I) = ~, ... ,T~k) == S,\k)_bu • 
0u 0u 

Las \'ariables aleatorias T~l), ... , T~k) tienen la misma distribución y 

T(i)~T • (i=1.2 •...• k) . 
.~~ 

Si se define 

entonces por un lado 

(4.5) 

donde T(i) E T para i == 1,2, ... , k Y por otro 

U
(k) == S{l)_b S(l)_b S(k)_b 

11 ~+~+ ... +~ 
= s!.I)±sp)±,,+S~J,-)_kb, 

". 

_ ~{!+6+"'Hn" b~_" + bL'n-kbn 
- Ou ' 0Jrn Ou 

= o:~k)"kn + f3~k) \ 
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donde 

O(k) _!!..IUL 
n - Gn ' 

¡JI k) = b,,-kb, 
fI o,. Y 

De todo esto se tiene que 

(4.6) 

Ahora, aplicando el resultado del lema 4.1 existen constantes a 1kl > O Y 

{3l k) E R tales que a~k) -> ,,1') y ¡J~k) --t ¡Jlk). Por (4 .. 5) y (~.6) se concluye 

que 

lo que afirma que T es estable. 
p 

Lema 4.1. Sean {n ~ {, an > O Y 6n E R constantcs 1(lles qlU 

v . 
(ln{n + bn -::::: {, 

entonces existen constantes (L > O Y b E R toles que 

,!~! al! :;: a, 2~~ bn == b Y ¿;::: a{ + b. 

La demostración de este lema se puede consultar en (6]. 

Dado que las distribuciones estables son (i.d.) y éstas se caracterizan 

por la fórmula de Lévy-Khintchine, las distribuciones estables se pueden 

determinar por medio del exponente característico que es un caso particular 
de Lévy-Khintchine. 

Teorema 4.3 (Representación Espectral). Una variable olfatoria T tiene 

distribución estable si y sólo si su función c(¡T"(lcle,'Íslic(I está dada po,. <PT (,x) == 
exp{ -W(.I.)} COII 

(.1.,) 11'(.1.) = i,.I.+~I.l.la [l-¡Jf,¡Z(.I.,<.t)], .1. E IR 

donde)' es ulla COllstante t'e(tl, Ii ~ O, a E (O, 2J, {J E {-l, 1). rtI = O si), == O 

Y 

si 0':1 1, 

s;O'=1. 



§4.2 Propiedades de las distribuciones estables 

lGi" Observación 4.Z. Como una distribución estable se caracteriza por los pará

metros a! 7! h. Y f3 se denota a una distribución estable por So (h., f3, ),) y pa fa 
indicar que una \'ariable aleatoria X tiene distribución estable, se escribe 

X ~ So(", ¡J, ,l· 

La idea de la demostración del teorema 4.:3 es usar (4.4) y obtener una 

representación de Lévy-Khinchine de la función característica, la cual sería 

I'T(A); exp{->I«A)) con 

si 0'= 2, 

si (1'< 2. 

Aquí Al E R, h. ~ O, P Y Q son nluneros no negativos y 

ap, x); 1- ".Ir + i.\d{lrl<l}(X). 

En particular, para o' < 2 Y X no-degenerada P + Q > O. Más aún, se tiene 

que 

M; po, ("',), 
(l-o)r(1-o)coa 2 

p == (I+.B crIC 
2r{l-a)cos -t) Q _ (l-Plo" 

y - - 2r(1 u)cos( l~i). 

de donde ;3 == ~~g. Lo que restaría es e\'aluar las integrales para llegar a (4.7) 

Y encontrar que 

que coincide con lo \'isto en §1.3.4. Una demostración detallada se puede 

consultar en [6]. 

§4.2 Propiedades de las distribuciones estables 

Algunas de las propiedades básicas de las distribuciones estables se mencio

nan y se analizan en esta sección, así como la interpretación de los parámetros 

Q', Ii, {J Y l' 

Proposición 4.1. Sean XI Y.\"2 vw·jobles alwforjas ilHiel1emlientes llondf 

Xj '" So (Ii j, {Jj, "/j}, j == 1,2, entonces .\1 + .\2 '" Sa(K, ¡3, 1) con 

y 1 == 11 + 12· 
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DEMOSTRACiÓN. Para (\' '11 

In (l'x,+x,(A)) = In (I'x, (A)) + In (l'x,(A)) 

= ;(" + ,,)A + (~, + ~,)IAI· + iIAI·Ji¡ tan (",") U)¡" + f3,',) 

= i(í'l + 12). + (~l + 1.:2)1).10: {l - i¡3I::!~"1 ~ tan (1';) J . 

Para O' = 1 es similar. 

Proposición 4.Z. Si X ~ S.(~, f3, ,) ya, bE R entonces aX +b ~ S.(~, /:J, 7) 

con 

DEMOSTRACiÓN. Para a '11 

. {a"I+b Y ,-
- '" + b - ~'f3a In 101 

si o' '# 1; 

sio'=1. 

In(l'.x .. (A)) = i,(Aa)+"IAal"[I-if3~tan(·,")l +;Ab 

= i(ra + b)A + "lal"IAI" [1 - if3f.¡Ji¡ tan (.,') 1 ' 
e igualmente se hace para a' = 1. 

Proposición 4.3. Paro cu(¡[quier () < 2, 

IJ:. 

DEMOSTRACiÓN. Es claro tIe la proposición 4.2 tomado a = -1 Y b = O. ¡Ji 

Por las proposiciones 4.1,4.2 Y 4.3 105 parámetros a, ti, (J determinan la 

naturaleza. de la distribución. En cambio, la constante 'Y es sólo un parámetro 

de localización. El parámetro,.. es ulla constante de escala, el parámetro ¡3 

describe la asimetría de la distribución y el parámetro o' reneja el compor

tamiento de la. distribución en infinito. 

Aunque las distribuciones estables son absolutamente continuas sus den

sidades se expresan por funciones muy complicadas, sólo en algunos casos se 

expresan por funciones elementales. Por ejemplo, el caso 5 a (O,,6, 1') corres

ponde a la distribución de una variable aleatoria degenerada. Para 52 (K., 0, r) 

se tiene ;p(..\) = exp{ir), - ,..),2} , la cual corresponde a una distribucion 

N(O, 2,..), aquí el valor de f3 es irrelevante y suele tomarse como f3 = O. 
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Figura 5: $0(1 • .8.0) COIl a = 1.5, o == 1 y 0= 0.5 respectivamente 

03 

U.! 

o .• 

11.6 

p_o 
fl- .~, 
P a.5 
p" .H 
P - • 

Para el caso en que ¡3 = O se tiene una fUllción característica real, por 

lo que si fJ = ° la distribución estable es simétrica alrededor de T. Como 

caso particula.r para 5.(,.;,0,0) se tiene la distribución de CauchY(Ii) y para. 

5',/2(,..,1,1') surge la distribución de Lévy. cuya funcion de densidad es 

¡(xl = (*)1 /2 Ir_~)'I,exp{ -2Ir~,)} 
y se concentra en b, 00). Si X", SI/2(,.;.I, O), entonces para ;r > O 

donde cf> es la. función de distribución de ulla N(O, 1). 
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Generalización del Teorema del Límite Centr'ul 

Figura G: 8 Q (1,O,O) variando O' 

LIJ,·"" ... ", ., ~ u· 
• - _. • •• I.~ 

:.:..: :: : !:: 

Si ¡3 ;;:: 1 Y (\ < 1 la variable T es posit.iva, y si ¡3 ;::; -1 Y o < 1 es 

negativa. Para el caso en que 1131 < 1 Y O':f: 1 la variable aleatoria T tiene 

como soporte al eje real (ver figuras 5 y G). 

§4.3 Teorema del Límite Central 

En §4,1 se discutió sobre las características que T debía satisracer para que 

Su-bu ~T, 
Un n-+OV 

en donde (XII)'I~1 es ulla sucesión de variables aleatorias independientes e 

idént.icamente dist.ribuidas y S'n la suma parcial de las primeras 11 de éstas. 

llegando a la conclusión de que T '" 5'a(n.,¡3,~,-). 
Los siguientes resultados definen y caracterizan a las variables aleatorias 

{X,¡)u;¡';¡ ya las constantes (tl¡ > O Y bn E R tales que 

lim 1P (s,-." ",r) = 5.(1<,/3,,) 
,1-+00 <1" 



§4.3 Tcorellla del Límite Cellh'al 

~ Definición 4.Z. Sea (Xn)n~l una sucesión de ,·a.riables aleatorias indepen

dientes con la misma distribución !P Xl' Se dice que ,\'. ó IP Xl pertC>llece al 

dominio de ofmccióll de S'a(Ii,¡J.¡) si existen constantes lln > O Y bu E R 

t.ales que 

S',-b" ~ 5'o("/!")' 
n n .... "'" 

'" = EX;. 
.=1 

Esto se denota C0l110 X E DA(o-) Ó IPXl E DA(o') y se dice que (Sn)n;¡¡;¡ 

cumple el Teorema del Límite Central con límite 5'0("" ¡J, A¡). 

Recordando la teoría de funciones de variación regular (ver apéndice 111). 

se tiene la sig1liente caracterización del dominio de atracción. 

Teorema 4.4. 5',,{,6"9<18e q"e X, E DA(a) co" a E (0,2] 9 l' = 1E(.\'tI· 

i) Si IE(X2 ) < 00 elltonces 

Sn-n1E(S¡) TI 11'(0 1) 
(1 fo --::::::'.. 

ii) Si IE(X2) = 00 yo' = 2 6 si o' < 2 entonces 

S,-b, ~ 'i (, f3 O) 
Un n .... ""'· O' 1 , 

si a E (1,2], 

,iaE(O.l), 

si (1' = 1 y !PSI simétl'ica 

ya n = ni/a L(Il) con L IInoJllllc;ón apropi(jdll de (,(¡!'lelción lellta (11l.1]. 

La demostración de este teorema se puede consultar en (Il]. 

Ahora, si se considera una transformación h(Sn) con ciertas propiedadE's. 

surge la- interrogante de si existen sucesiones an > O Y bn E IR tales que se 

siga cUlIlpliendo 

(4.8) h(So )-b" ~ S' ( . '3 O) 
fin " ..... X> •. el 1. 11 ) , 

La solución pa.ra. el caso .5'2(1/2, O. O): es decir, para el caso en que el dOlllinio 

de atracciÓl1 sea. una. distribución llormalestándar se da en [21]. 
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70 Generalización del Teol'ema del Limite Central 

El nuevo resultado que se explica. en esta sección y que extiende el encon

trado para la normal estándar ¡ es para So( Iitl3, O} con o' E (1,2]. Quedando 

como un caso particular lo encontrado en (21). 

La demostración de esta generalización sigue la misma técnica empleada 

en el caso de la distribución nOfmal estándar. 

A continuación, se dan condiciones sobre H = /¡-l para que se cumpla 

(4.8). Las siguientes condiciones sobre H se toman como ciertas en toda la 

sección. H(x) es una. función positiva en (xo l 00) para. algún Xo > O Y cumple 

que ;~'! H(x) = oo. 

Lema 4.Z. Seo H UlW función diJer-eliciable en (xQ,oc) para (tlgún Xo > o. 

i) Si 

(4.9) 

entonces H E VR(ó). 

ii) Si H'(x) es ulla func;6n monótona 1) H E VR(6) entonces (4.9) se 

cumple. 

DEMOSTRACiÓN. (i) Sea t > 1 entonces para ( > O Y x > O 

'fA':i = exl' {Iog H(xt) - log H (x)} = exp {iEl ti:i dy } . 

Por hipótesis, para 1· > Xo y ( > D 

de donde 

De la misma manera se procede para t E (D, 1) llegando a que 



fi4,3 TeorelUa del Límite CCllh'al 

por lo que se concluye <¡lIC 

\
' 1f¡(XI) .5 
IIn (r):;;; t ~ ,,-+.;x. 

es elecir. 11 E \TR(ó). 

(ii) Sin p&rdida de generalidad se considC'ra a U' (~r) no creciente, Para t > 1 

Y .L' > O 

f .o 'J ' 11(l·t) _ 1 _ H(x»-H{x) t JI (y) /J ~ H (r) J.'(( _ 1) 
If(x) - (xl ¡{(~.) ~ 7l'fIf 

)' COI1\O H E VR(ó). 

(,1.10) 

:\hora, si t !- I queda 

• / \' 'f :rlf' (..1) 
11 ~ ~!I:!l IT[Jf 

[",II;¡lll1l'nle se h'tcc para t E (0,1) Y :1:: > O obtenicndo en este caso 

Ó \
' J·H'(~·) 

~ IIll sup --¡¡¡;:¡, 
x-+oXo 

concluycndo que //(;1:) cumple (4.9). 

Teorema 4.5 . .1'''(1 H(:l.') 11/1(/ fUllción (/ifcrf/lcioble en (.1'0,00) /mm alglín 

f r) > O. ,'ii se el/mlllr. 

\
' ..1./1' (J:) • 
IIn H(') :;;;(}>O 

x-+o.;. J 

elltonces/)(Im 11(:1') = H-l(;¡:} 11 Q- E (1,:2] se tielle que 

(/ande bn = h(IIJ1) 11 fin :;;; h(n¡t)/Ójll1 1- I/u . 

DE~IOSTRACIÓK. La. función [[-1 existe,\'a que ¡¡'(.c) > O en (xo,oo). Como 

lim IP (h(Snl-b" ~ ;r) = lim IP (Su ~ H(all.l' + bn )) 
11-+';"::' "" rI-+'x. 

_ r IP (5 .. -",. ~ li(u"r+bnl- II /,) 

- 1I~~~' -;;¡-r;:;- ~ ,,1/'" 

11 
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Genel'alización del Teol'cmu del Limite Central 

sólo hay que demostrar que 

(-1.11) I,-m H(a"r+fJn)-nl' _ . 
n 1/<> - X. 

Como ll(bn ) == TlJI r si se define X n :::: anl: + bn 

HI,-,,)-Hlb,,) _ .Ji' (H ,,,)-Hlb,,)) 
n L 1<> - -;;r¡:;:=-¡¡r If( bn ) 

= Jii ( lHiJ;bW9 ) (1 + 

Primero se demuestra que Iim H(xn)/H(bn) == 1, para. esto se hace notar 
0->00 

que 

}i~. (r,:-x+ 1) == 1 
.va que a,¡fbn = l/(ó/mI - l / O) ~ O si n -+ 00 entonces para f > O 

b.(I- 'l "b. (¡;;x + 1) "b.(1 + ,) 

Hlb,,11-<1I H(b" i ¡;;'+1 )) 
.. Hlb,,) " 111,,) 

s: H(b,,(l+~)) 
.... f/(b,,) 

y como H E VR(6) se llega a que 

1, W'''I 'm lb = 1. 
" ..... 00 n 

Ahora bien. 

~-~ _ , ¡'" (.II'I')),[i!jji I 
ni " I l - n1/o-1/2 11(,,) 2y (y. 

b" 

por el lema (-t-.2-i) para r1 grande y O < € < Ó 

¡r" ,rm;:¡ (S-~) ~ 
"I/o.-In 'ly (ly::;;; 

b" 

,: 1'+') ['" ,[i!jjid' .... ;;rro=m 2" Y 
• b" 

ya que lim Un = :)o. Por ser J H(y) no decreciente 
" ..... 00 

1'-') Hlb,,) (, ) 
2n1 0_1 1 lag t!:1: + 1 ~ ~-JHib,:l ni o. 1/2 

,: ('+.),¡¡¡¡;:;;¡ 1 ("'" + 1) .... 2,,1/<> 1/2 og b" 1 . 

" ' 
" . ..: 



§4.3 TeOl'cma del Límite Ccuh'al 

Multiplicando y dividiendo por Cln/ón las desigualdades de arriba, se llegll a 

que 

h ~ 
",,(1+,1 HI,"I lo. (""x + 1)"" =,1 (l+')JZI'i"!log(l+ ' )'''' 
b" 2n.' ",-11 o bn 1J'ii;r ( " (b"f u ,,) 

Por otra parte 

lim 
,1""¡',X, 

w?) - 1 ( n) - )' lilU log (1 + ,é)" = ,r 
1I""¡'0.:;. 11 

así que 

por lo que 

llegando a demost.rar (.tU). I 

Teorema 4.6. Sw H(x) flnll fU/leión dlferellci{lbh: eIl (xo~ 'Xl) 1)(HYI {l/glí" 

Xo > O. Si 

,~" . IlIn ... 11=0>0 
r--to.:;. r r 

¡lfIm lIlglíll V > -1 entollces 

1, 1P (h I5,,1-'" /) S' ( 3 O) II~!?L, -,-,,-::::: ,1' = (l "',/. 
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Geucl'alizacióll del Teol'ema del Límite Central 

DE~fOSTRACIÓN. Por las misma razones expuestas en el teorema 4.5, lo que 

se tiene que demostrar es que 

Iim H(a"r+b., )-n/l 
n l/<> II-ttt 

.r. 

Sea .1:Jl == a,¡X + bn entonces 

(4.12) H(.::t"n)-If(bnl = ttn l - 1/ O (H(En) _ 1). 
. nl]o 11(b,;T 

Nótese que 

log (ZI~.:n = f ,~Jr;)y"dy 
así que para 11 grande y O < l < Ó 

(4.13) 

Obsérvese que 

(4.14) 

se llega. a 

Como 

= ~ (lxu,,/bn+l1,,+I_l) 2.u.x 
u+1 Ea"!b,, b" 

= I (lorll"lb"+III'+I_l) , 
v+1 rr¡"flJ" ,slml-I/a 

lim ~::; O 
n-+oo 1)" 

lim (l+r),,+I-l = J) + 1 
.r-tO r 

lim log (Z!(b"l) = O 
II-+~ n 

l· Zlr,,) 1 1m b) = . 
"-too " 

l· 1-1 1 
1111 ¡--(ti = • 1-+1 og 

si se elige t == H(XJ1)fH(b td se tiene para n grande y O < f < 

(1 ) 1 ( 1IIx"l) (II¡,''') 1) (1 ) 1 (/("'')) - ( og Hlb .. ) < H(b,,) - < + ( og U(b,,) . 



§4.3 Teoa'ellla del Límite Central 

Usando (4.13). el desarrollo de Jb~:' y"dy~' (-1,1"') se tiene 

concluyendo (Iue 
.1 

IGY Observación 4.3. En todos los casos si se considera a = 2 se tiene lo ('x

puesto en [21J. 

Quedaría como un trabajo a seguir encontrar las constantes (In y ÚI/ pa

ra el caso en que O' E (0.1]. Igualmente se plantea el hacer un Teorema 

del Límite Central generalizado para procesos de Lévy, no sólo para casos 

particulares, como son las caminatas aleatorias. 
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CONCLUCIONES 

En este trabajo se desarrolló la teoría básica de los procesos de Lh~·. Se 

hizó cnfásis en los procesos de Markov ya que estos constituyen una carac

terística. importante de los procesos de Lé,,)'. 

Además, se estudiaron los subordinadores que son un caso particular de 

los procesos de Lévy dando UIl tratamiento detallado del comportamiento 

asintótico de las trayectorias de los subordinadores. 

Con esta idea se generaliza el Teorema del Límite Central donde se en

cuentran constantes adecuadas que hacen que ulla transformación de lIna 

caminata aleatoria, S"' converga él una distribución estable con índice entre 

1 y 2. De esta forma se extiende el resultado de José VilIaseúor. el cual sólo 

considera C0ll10 dominio de atracción él distribuciones est.ables con índice 2, 

es decir, la distribución normal estándar. Esta gelleralización aplica la 'lllisllla 

técnica. empleada por VilIaseJior para demostrar los resultados. 

Como continuación de est.e trabajo puede quedar el análisis para (\ E (0, 1 J 

así como trabajar con procesos de Lév)' de fOl'llla general en vez de considerar 
sólo caminatas aleat.orias. 



ApÉNDICE 1 

Fundamentos 

En esté apéndice se dan algunos resultados importantes que se empleará,n a 

lo largo de todo este t.rabajo. 

Desigualdades 

1.1. Los 8i!Juiellfe~~ dcsigualclades se ctlmplen pal'a todu a E R 
(1) (2) 

;) !t - cos(a)1 ::; 2 (1 ¡\ lal') ::; 2 (1 ¡\ lal) 

(1) 11) 

;;j la - sen(a)1 ::; 2 (lal ¡\ 1"1 3
) y 15en(all::; 2 (1 ¡\ 1,,1) 

DEMOSTRACIÓN 

(;-2) Para 1,,1 ~ 1 es obv;o, pues 2(1 ¡\ I'd') = 2(1 ¡\ I<d). S; 1"1 < 1 t.amb;én 
se Cllltlp10 la desigualdad ya que 

(i-l) Como JI - cos{a)l;;: 1 - cos(a) hay que demostrar que 

1- cos(,,) ::; 2(1 ¡\ 1"1') 

Para el caso O < a < 1 se t.iene que 

C05((I) (4 {;} l d 

cos(x)d.!· (..J 1" d:r 

{:} sen(a) ( ..Ju 

{::;o 1<1 ~en(x)(I.l' ~ .J.lu 

:l'dx 

{:} l-c05(a) ~ 2a-¿. 



8G Fundamentos 

Si -1 < lt < O entonces O < -(1 < 1 Y aplicando el resultado anterior 

se tiene que 

1- cos(-a) ~ 2{_1I}2 <:;} 1 - cosía) ~ :2a2, 

En el caso lal > 1 es claro. pues cosía) ~ 1 Y enlonces 1 - COS{ll) ~ 2. 

(ii-l) Para el caso a ~ 1 

a - sen(a) ~ :la {::} 1 - cosía) ~ 2. 

Si (t ~ -1 entonces -(j ) 1 Y aplicando la igualdad anterior se llega él 

-(t - sen( -a) ~ 2( -a) <=> -(1 + sen(a) ::;; 2( -a) 

por lo tanto la - 5en(a)l ::;; 21al. Si O < a < 1 entonces 

cosía) ::;; 12 <=> sen(a) ~ l:la 

{:::} 1 - cosía} ~ 6(/1 

<=> a - sen(a) ::;; 2a,1 

y para el caso -1 < a < O se tiene que O < -(l < 1 Y por el resultado 

anterior 

-a - sen( -a) ~ 2( _a)3 <=> -el + sen( _(/)3 

por lo que la - sen (a)! ::;; 21a1 3 • 

(ii-2) Es claro que si a ) 1 se cumple la desigualdad. Para O < /1 < 1 

cosía) ::;; 1 <=> sen(a) :::;: a 

y por ser la función valor abs,?luto par se tiene que para -1 < (! < O 
también se cumple. I 

1.2 (Desigualdad de Markov). Sea Y tl1W t'l/riable aleato/"ia fOIl )' E L1 

Y sea h : (0,00) ...... [0.(0) 1//)(/ fllnción creciente. S; (t > O Y O < h(fI) < Xi 

entonces 

!POl"l" a):;; h/,¡IE(h(ll"l))" 



Martiugalas 

1.3. Un proceso estocástico (M,),~o (le/inicio eu (n, F, {.F,}t;:¡:o, IP) es II/W 

IJ/m'liIi91111l si pa/'{] 1m/a t ~ O~ 'Al1 eS Frmedible Y 

lE (MdJ',) ; ,\1" 

1.4. Swn ((;d,~o unll a.lílgt-bra decreciE/lte y (lt),~o un proceso (ulalJlado a 

{(jI )t~o. Se dice que (\",)t~O es l/na martingala reversible si pum toda s < I 

lE (I;¡g,¡ ; I~, 

Si (}"dl~o es tIIW mal'tinyaht reversible cntO/lees 

1.5 (Desigualdad Máximal de Doob). Sea (0,.1", (.1"t)t~O, IP) tIIl C$/X!· 

cio ji/lm(lo. Si (M,)t;:¡:o es !I/la mal'fin9l/la en/ollce ¡Jam toda t > O se. fiCHe 

lE (SUI' IM,I') ,,4IE (lMtI') , o,.,. 
EII par'licu/m'. ,~i f una función boreL sobre Eu {i~.} con f(J.) = 0, entollces 
¡){1m r:unlquif'l" T > O fija 

Propiedad de Markov 

1.6. Sean .Y y y dos cm'jables alentorias deJillidas en (0,.1", IP) y 9 l/tUI 

.~lIb.a-álgeb('(j de F lales que )., es (j-Il/edible y X es indepel1diente (le " 

(X 1.. (1(1'")) entonces en particular 1)(//'(/ J¡ : R 2 ........ R tal que sea bo,.e/ioJla. 

h(.Y, l') E L'(fl,J', lP) y 1> ; f 'y, con f, y ; R - R 1"",1;(//1(/" 

IE(I>(X, l')¡g) ; IE(I,(X, 1')(,,(1')), 
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88 Fundamentos 

DEMOSTRACiÓN. Sean J,!J : R - R borelianas y sea. h ::: / . 9 entonces por 

un lado 

IE(f(X)· g(I")/(1) = g(Y)IE(f(X)/9) = g(Y)IE(f(X)) 

y por otro 

IE(f(X)· g(Y)/u(Y)) = g(Y)IE(f(X)/u(Y)) = g(I')IE(f(X)). 

llegando al resultado. Como caso particular si h(X, Y} = ll.{X+l'EA} se tiene 

IP (X + Y E A¡g) = IP (X + Y E A/u(I')). 

TeoremA de Clases MonótonAS 

1.7. Sea A un 7r-sislema y sea 1i un es/x/cio l'ectorial de /tmciones reales 

definidas en n. Si cumplen 

i) si A E A, 1.4 E 1/; 

ii) si O ::;; In E 1í y In t ¡, una funci6n acolada, erllonees J E 1i.. 

Entonces 1{ contiene a todas las funciones acotadas en n que SOl} medibles 

eOIl /''(:speclo a 0(04). 

Teorema de Riesz 

1.8. Sea pUlla fUllcíolUtllineal 110 negativa continua e" Co(E) entonces exisft 

una IÍnica mediclo Ji finita no negatitm erl E tal que paro loclcJ f E Co(E). 

pU) = lf(Y)I'(dy). 



ApÉNDICE II 

Procesos Puntuales 

Sean (E,f) un espacio medible y (n,F.(:F¡)t~o,lP) un espacio de probabi

lidad filtrado. Se considera a E ;:;;; E U {j,} donde j, es el punto cementerio. 

Sea e = (et)r~o un proceso adaptado a F/. 

Proceso Puntual Discreto 

]1.1. "r diré que (tt)I~O. e: n x R,+ --- E ($ 1111 proceso puntual (lisere/o o 

jillifo '1 el COlljUllto D"" = {t E R+: e¡(..:) f.~} (S finito e.s. 

<¡'r rtbl'('uia esta ciaSE (le proceBos COIl/O (p.p.d.). 

Proceso Puntual u-Discreto 

11.2. Se 11(1/11(1 o/ !JmccsQ (el)/;::o 1111 proCf.~~O ¡JllIltIW¡ CT-discreto (p.p,a·d.) si 

c.riste u/w sI/cesión (EIl)uEN tal que EH t E U (c¡}t;¡¡,o l'esll'illgido (/ E'I es tul 

(p.[).d.). 

Pl'OCCSO Poissoll Puutual 

1I.3. Sean B E r: y N,B :::: #{s ~ t : t., E B}. SE dice que (el),;:::U es UI/ 

proceso POiSSOIl puntual (p.p.p.) si (el k;!:o es 1/11 (p.p.u-d.) caú scgfllYlmelllE 

y (NtB)/~o es ItII proceso Poissoll con pa,.ámetro v(B). 

Defillichl así l'(.) ,.esulta ser UlW f1Iulid(l, ya que si B l , B 2 E t~ ajenos 

e/llonees .N,BI y N/Hz SOIl dos ¡JI"OCeSOB Poissou sin saltos en comlÍlI y por 

lo tanlo ¡'ulepe1ulielltes. asív(/3¡ + 131) = ¡·(al ) + v(Hl ). Pam tl1l(/ familia 

IIl1/J1cmbk se p,.ocedc (le igual f)Ulllenl . 

.4 {a IiIHlida e(·) $( le conoce como la II/olida c(//Y/cfcdsli("(j del ([).p.p.) 
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FÓ1'UlUla de Compensación 

Il.4. Sea G:;:: «(.'r)t;;>-u un rl1veeso JJrec/lcible. positivo definido en R x n x E 

lal '!tU ¡JlIm rodal g..:..:. G(t,:..J,~):;:: O fIllollces 

1E(li, (;(s,,,,,e,(w))) = lE (1~ els fs (;(8,"',lIldelU I), 

DE~IOSTRACIÓN. Por el teorema de clases monótonas [1.6] es suficiente pro~ 

bar la igualdad para G(s, ..... ·, 1/) ::::: H(S,w)ll.B(U) donde l\" es un proceso pre

decible en R+ x n y B E E. Como 

¿: 18(e,(w)) = #{s ,;; t : e, E Bl = :\'," 
0', .... 

y por el teorema (1.6-iii) eDil $ = O 

lE (l [\(8,~')dN'(wl- v(B) l [\(8,W)elS) = O 

entonces 

IEeE., [\(8,",118 (',(w))) = lE (l [,(8,-,,)<lN,(-"I) 

= lE (,,(Bll 1\'(8,",ld8) 

.V si f ~ 00 se cumple la. igualdad. 

= lE (fs 18(II),,(,llIll [\'(S,.:1<l8) 

= lE (l ds fs [\(8,",11B(u)('(dll)) 

FÓI'Il111la EXpQllcucial 

I 

1I.5. Si J: E ...... e (S 1111(/ ¡unció" 1(// 'lilE: f(~) =0 y Jo(>:,' 11 - €/(u)!¡'«(IIl) < oc: 

tUIOllces P(llll toda t ~ O 



DEMOSTRACiÓN. Supóngase que f(u);;:: :D.s(u). Usando el tC'Ol'ema (1.6-iv) 

con s ;;:: O Y 11 ;; J se ticne 

lE (exp {f.' iBelN, + ,,(8) f.' (1 - e1D )dS}) = I 

o de manertt cqlliyalelltc 

lE (exp {N,B)) =exp(-/(I-e)l'(8)}. 

Por lo tanto 

IE(CXp { L iB(e,)}) = lE (exp {N,"}) 
0"(1 

= exp (-/(1 - <),,(B)} 

= exp { -/ h (1 - e1D('))V(dU)}. 

Siguielldo así para f simple, J posit.iva y sabiendo que cualquier función f 
es límite de simples se llega al rcsttlt.ado. 'l· 
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ApÉNDICE III 

Variación Regular 

Las demostraciones de todo este apéndicC' se pueden consultar en [1;3]. 

Funciones de Variación Regular 

111.1. Sw l/ : (O, (0) - (O. oc) ulla función medible. Se dice que H(x) f.S 

de /,(/1';lIción regula!' con índice ó E R si IX/m t > O 

y se dwola como H E VR(ó). 

Sf. puede IUlblar de {'(lr;ación ngular CII cao COll1m simple cambio. H(.1") 

f.S lit, t~(¡/'i(lciÓI/ rtgulat, en infillito si y sólo si H(x- 1) es de var';aciól/ I'f.gu!a/' 

erl cero. 

Si ó = O se dice que 11 es de t'o/'iació" lenta. Las funciones (le uar;ació" 

ICllta se suelen denotm' como L. Si II E VR(ó) entonce.':: H(x)/J.~J E VR(O) 

g si sr. define L(.!:) = ll(x)/xJ se concluye que toda función f{ E Vll:(ó) se 

puede c:;¡cribú' como H(x) = xJ L(.r). 

Representación pal'a FUllciones de Variación Regulal' 

1lI.2. H(x) E I'R(ó) $i y sólo si 

H(x) =exp{c(x)+ t '~:'Id¡¡} 

jJ(J1'lI ol!Ju/I(/ :: > O tal que .r > :: U dOl/de las fUllciones e !J ~ son mulibli$ 

tales (lllC c(:I:") --+ e E IR Y f(:I') -+ Ó CI/(1I/(/O :/: -+ oo. 
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Teorema de Densidad Monótona 

111.3. Sea H(x) = fe: h{y)dy donde h es monótona en (:.00) lxlm alguno 

= > O. Si 

H(.r) - <J" L(x) x --t oc 

con e > O. !J E R. !I L.E VR{O) €Il/ollces 

h(.r) - eóx'-I L(.r) 

f: ;npc1'samenle $j H(x) :::: J; h{y)dy y h E VR(ó - 1) co" Ó > O el¡IOnCfS 

HE VR(ó) y 

H(.,·) - er'xh(x) 

Teoremas T8Ubcl'iallOS de K~U'8Illata 

111.4. Seu H una función 110 dec,.eciente, continua por la derecha definida 

en R4-, Si L € VR(O), e > O !I 15 ~ O el¡IQllces los siguiente;; afirmaciones 

son equivalentes 

i) H(J:) - ex' L(.t)jr(l + ó) si x --t 00: 

ii) .c.([{)p)-e.\-'L(lj.\) 8i .\.0. 

COII/O consecuellci(! se tiene qtW ~i H E VR(ó) e011 Ó > O entonces SIL ¡uvel'sa 

f¡ E VRW'). 
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