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Resumen

Se usa el método de elementos de frontera (Indirect Boundary Element Method o IBEM)
para simular la propagacién de ondas eldsticas en medios limitados por fronteras con
geometria irregular. En particular, se analiza la respuesta de sistemas estratificados bi-
dimensionales excitados por ondas planas y por fuentes lineales de dilatacion. A partir
de resultados en el dominio de la frecuencia se calculan sismogramas sintéticos por medio
de la transformada de Fourier. Como validacién de los programas se presentan compa-
raciones con series temporales obtenidas con soluciones analiticas o con otros métodos
numéricos, como aplicacién se muestran la simulacién de la respuesta de la Cuenca de
México y varios ejemplos. Con base en los resultados, se discuten algunas de las limi-
taciones del IBEM 7y se sugiere una estrategia para superar una de ellas. En efecto, se
expone un anilisis preliminar de una nueva condicién de frontera absorbente para ondas
SH y de Love. El estudio se lleva a cabo en los dominios mimero de onda-frecuencia y
espacio-frecuencia y conduce, para ondas SH, a una solucién analitica que se prueba con
un ejemplo numérico.




Capitulo 1

Introducciéon

La simulacién numérica de la propagacion de ondas elasticas es de interés tanto en In-
genieria como en Sismologia. En efecto, para el disefio y el cdlculo estructural de las
construcciones en zonas sismicas, se requiere la evaluacion cuantitativa de los movimien-
tos del terreno relacionados con temblores. Hay muchos sitios donde los registros de
sismos pasados permiten predecir las caracteristicas de dichos movimientos, por ejemplo
con los datos de la red acelerométrica instalada en la ciudad de México se pudo elaborar la
microzonificacién del drea urbana (Pérez-Rocha, 1998). Por otro lado, la cobertura instru-
mental puede ser insuficientemente densa o del todo ausente; en esos casos el inico recurso
es la simulacion numérica de la propagacién de ondas. Otras aplicaciones del modelado
matematico estriban en reproducir registros de temblores, explosiones ¥ vibraciones por
hincado de pilotes, por ejemplo.

Puesto que un tren de ondas sismicas modifica su patrén segun las caracteristicas
del medio que atraviesa, la interpretacion cuantitativa de la informacién contenida en las
sefiales permite elegir entre diferentes modelos de la estructura terrestre. Esto concierne
tanto a problemas de ingenieria como de sismologia, pudiéndose identificar heterogenei-
dades relativamente superficiales o muy profundas.

La solucién de la ecuacién de onda en un medio homogéneo es relativamente sencilla;
sin embargo, satisfacer las condiciones de frontera en configuraciones irregulares es dificil
(Sédnchez-Sesma, 1996) y, para modelar casos reales, es necesario utilizar algin método
numérico. Se han desarrollado algoritmos para simular el comportamiento de estructuras
muy especificas, por ejemplo destacan los trabajos de Haskell (1953), Kennett (1983),
Bouchon (1981) y Luco y Apsel (1983} en los cuales se analizan sistemas de capas planas.
De otra forma, el cdlculo de la respuesta sismica se puede llevar a cabo con técnicas que
permiten amplia libertad en la eleccién del modelo. Entre ellas se mencionan elemen-
tos finitos, diferencias finitas (Ohminato y Chouet, 1997), métodos espectrales (Faccioli
et al., 1997), métodos basados en la descomposicién en nimero de onda discreto (Aki
y Larner, 1970), métodos de frontera {Manolis y Beskos, 1988; Sanchez-Sesma y Cam-
pillo, 1891) y métodos hibridos en que se combinan diferentes esquemas (Moczo et al.,
1997). Cuando el método numérico por emplear requiera la discretizacion del medio o del
operador diferencial, se precisa definir un modelo de dimensiones finitas aun cuando se
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quisiera modelar un semiespacio con una capa superficial irregular e inhomogénea. Por
consiguiente, se han dedicado esfuerzos significativos para formular diferentes condiciones
que simulen fronteras ficticias, tratando de reproducir la condicion de irradiacion al infi-
nito. Por ejemplo, Lvsmer y Kuhlemeyer (1969) usan amortiguadores viscosos; Lysmer
y Waas (1972) y Chen et al. (1981) adoptan formulas analiticas; Smith (1974) combina
iterativamente condiciones de Neumann y de Dirichlet; Clayton y Engquist (1977) y Hig-
don (1990) proponen condiciones exactas por particulares 4ngulos de incidencia; exacta
es también la condicién proporcionada por Keller y Givoli (1989), mientras que errata,
aun si efectiva, es la condicién publicada por Stacey (1988).

A raiz del trabajo presentado en esta tesis esta el interés en el modelado de medios
irregulares. Mi asesor y yo implantamos un algoritmo (el IBEM) para resolver la ecuacion
de onda en dichas configuraciones excitadas por ondas planas y lo aplicamos a un modelo
de la estructura geolégica de la Cuenca de México. Queriamos comprobar si la larga
duracién de los temblores registrados en la cuenca pudiera adscribirse a una irregularidad
cortical a tres kilémetros de profundidad, pero la respuesta simulada no fue realista ni en
duracién ni en amplitud. Trabajamos entonces en dos direcciones distintas. Por un lado,
modificamos el algoritmo para modelar un sistema de N estratos, siempre bajo incidencia
de ondas planas. Por otro lado, substituimos el tipo de excitacién con una linea de
dilatacién. En ambos casos el area de memoria del instrumento de computo de mas facil
acceso (una estacién de trabajo Sun, modelo Sparc 10 con 32Mb de RAM) llegaba a
ser insuficiente para los cdlculos de interés, ademds las simulaciones podian tardarse dias.
Decidimos dar un nuevo rumbo a nuestra investigacién, abordando el tema de las fronteras
absorbentes en el dominio de la frecuencia. Frecuentemente, la calidad de los resultados
depende de la extensién espacial del dominio en que se resuelve la ecuacion de onda y
ésto, a su vez, determina el costo de cémputo. Una frontera eficiente permite circunscribir
la regién bajo estudio disminuyendo su vastedad, i.e. reduce el costo computacional.
Probablemente, en un futuro no muy lejano, la tecnologfa de los equipos de computacién
volverd posible trabajar con dimensiones de RAM y de memoria mucho mayores que las
actuales. Si, hoy en dia, una frontera absorbente eficiente es una necesidad, manana
podria convertirse en una simple moneria. A pesar de eso, la bisqueda de una nueva
frontera absorbente sigue siendo un tema de investigacién interesante porque vivimos en
el presente.

En las siguientes secciones se recorre €l proceso arriba descrito. En el capitulo dos
se ofrece una muy rapida introduccién a los conceptos de elastodinamica. No se pretende
explicar los principios de esta disciplina; mas bien se desglosan hipétesis, ecuaciones y
notacién usadas en el trabajo. En el capitulo tres, se presenta el miétodo numérico em-
pleado para las simulaciones ilustradas en el capitulo cuatro. Este tltimo estd dedicado al
modelado matemdtico de propagacién de ondas en medios estratificados. En el capitulo
cinco, se discuten los avances en la bisqueda de una nueva frontera absorbente. El texto
termina con unas breves conclusiones y anélisis de los logros. Se mencionan varios puntos
que merecen ser profundizados y caminos que apenas se empiezan a abordar.

Aun si se trata de una tesis de sismologia, este trabajo se presenta para obtener
el grado de maestro en mecanica de suelos y conceptos que se consideran elementales
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en sismologia no son necesariamente ordinarios en mecanica de suelos. Por eso, en la
redaccion de esta tesis, se buscé un balance entre claridad y trivialidad, tratando de
acercar a la sismologia los geotécnicos.




Capitulo 2

Elementos de elastodinamica

2.1 Introduccion

Bajo hipdtesis muy simplistas, la tierra puede considerarse como un medio elastico, ho-
mogéneo e isétropo y un temblor como una excitacién del medio. La excitacién produce
upa perturbacién que se propaga en forma de onda mecdnica, por consiguiente los puntos
suficientemente lejos de la fuente estin sujetos a movimiento alrededor de la posicidén de
equilibrio estatico sin que haya transporte de masa. En la realidad, los trenes de ondas se
modifican al atravesar heterogeneidades y reflejarse en la superficie del terreno, ademds
pueden interferir constructivamente o destructivamente entre ellos. Los registros sismicos
instrumentales presentan caracteristicas de gran complejidad; sin embargo, con la ayuda
de los principios de la elastodinamica, se logran identificar algunas caracteristicas bésicas.
Para un estudio de la elastodinamica, se recomienda la lectura de los textos de Aki y
Richards (1980) ¥y Achenbach (1975). Este capitulo estd dedicado exclusivamente a la
aclaracidén de notacion y convenciones usados en el texto.

2.2 Deformacién y esfuerzo

En un medio continuo, los desplazamientos (u) de dos puntos (P ¥ Q) estén relacionados,
despreciando los términos de orden superior, por la siguiente ecuacién

Sui

(Q) = ue(P) + = (24 £ 0% gy, 4 L (0% _ O 4,
w(@=uiP)+y (G P Yy L (GE - T ey, (20)

donde dx = P — Q y se adopta el sistema de referencia cartesiano, siendo este el idéneo
para el estudio de los problemas aqui presentados. Segun el caso, se usara notacion indicial
o extensa. El dltimo paréntesis de la ecuacién 2.1 define la rotacién relativa, mientras que
el primero define el tensor de deformacién infinitesimal

_ 1 [/ Ou; 5_‘(&]_
“ =73 (_3?_, + 3z¢> ‘ (22)

13
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€;, cuando i = j, expresa el alargamiento/acortamiento en la direccidn zy; ¢, cuando
i # j, mide variaciones de angulo entre las direcciones z; y z;. Por construccion, el tensor
de deformacidn es simétrico (&; = €;i).

Considérese un corte imaginario del medio; sea A la superficie de dicho corte, n la
normal a ella asociada y F la fuerza que cada una de las dos partes del medio ejerce sobre
la otra. Para un punto P de A, se define el vector esfuerzo asociado a n como

1™ = lim — (2.3)

donde el vector t{®) es conocido como traccién y AA es una porcién del drea A alrededor
de P. El teorema de Cauchy demuestra que tf-n se puede calcular mediante los esfuerzos
que actian en el mismo punto P, pero en tres planos ortogonales

tt(n) =N, (24)
donde o;; es el componente del esfuerzo que actia en la direccién z; sobre un plano normal
a z; v n; es €l coseno director de n con respecto a z;. Los subindices asumen valores de
Tad

Se puede demostrar que en un medio elastico homogéneo e isétropo los esfuerzos y
las deformaciones estan relacionados por medio de dos pardmetros independientes segin
la ley de Hooke

oij = Aeredi; + 2p€;5 (2.5)

donde X y u son las constantes de Lamé, pardmetros mecanicos del medio, y ¢;; es la
delta de Kronecker. En muchos campos de la ingenieria se acostumbra usar una notacion
diferente: E = p(3X + 2u)/(M + p) {médulo de deformacién longitudinal o de Young),
G = p (médulo de deformacién tangencial) y v = A/2(A + ) (mddulo de Poisson}. Cabe
aclarar que sélo dos parametros de la terna £, G y v son independientes.

2.3 Ecuacién de onda

Para que exista equilibrio dinamico rotacional respecto a los tres ejes coordenados, tiene
que cumplirse o;; = oj; (el tensor de esfuerzos es simétrico). El equilibrio dindmico en
translacion conduce 2 la ecuacién
2
ao‘,'_,' B u;

6z, T1i =9

(2.6)

donde f es la fuerza de volumen, p la densidad del medio y ¢ la variable temporal.
Substituyendo las ecuaciones 2.2 y 2.5 en la ecuacién de equilibrio dindmico (2.6} se=
llega a la ecuacién de Navier

J*u

#V2u+(}t+#)V(V'u)+f=Pgt“; (2.7=
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8%u
(A +2u) V(T -0) =gV x{(Vxu)+f =g, (2.8)

donde 7 es el operador nabla (¢ = 8/9z 7 + /0y 7+8/0z k), vy 7 es e} laplac1ano
(7% = 8%/8z* + 0*/0y* + 3%/02%); z,y,2 corresponden a las dxreccxones 7,7,k o bien
1,2,3. Para los casos en estudio f = 0.

El teorema de Lamé enuncia que si las condiciones iniciales admiten descomposicion
por medio de potenciales también el campo de desplazamiento se puede descomponer en
potenciales y la ecuacién de Navier se reduce a dos ecuaciones de onda (una escalar y una
vectorial).

2.4 Ondas planas

La solucién general de la ecuacién de onda en un medio infinito y homogéneo es una
funcién del tipe f (t + --——) cuyo argumento se llama fase. Cuando la fase es constante,
¢

f describe un plano que se mueve en direccién n, sentido expresado por el signo de z
y velocidad ¢; f representa una onda plana. El vector unitario n se denomina rayo; en
sentido mds amplio se le lama rayo también a una linea recta formada por la secuencia
temporal de n. Existen ondas para las cuales la direccién de desplazamiento es igual a
la direccién de propagacién, este tipo de onda y su velocidad se de..otan con las letras P
y « respectivamente. Hay otras ondas para las cuales la direccién de desplazamiento es
transversal a la direccidn de propagacidn, en este caso se usan S y 8 para indicar tipo de
onda y velocidad de propagacién respectivamente. Por el teorema de Lamé resulta que
a=+/[(A+2u)/py B =+/u/p, notese que a > ﬁ Entre mas blando es el medio, menores
son los valores de a y 8. Las propiedades mecanicas del medio, dadas por A y u en la
seccion anterior, se pueden especificar también asignando a y 8 o 3 y v. Los parametros
pa y pf se llaman impedancia de ondas P y S respectivamente.

Se adoptarid un sistema de referencia cartesiano donde el plano z;z; se ubica en
superficie y el eje z3 estd dirigido hacia el interior de la tierra. Con este sistema de
referencia e] desplazamiento asociado a una onda S se puede descomponer en la suma de
dos vectores, uno en direccién z, y otro contenido en el plano z,z3. El primero indica
el movimiento asociado a ondas SH y, matematicamente, se representa con la ecuacién
escalar

DPuy | Puy 1 8w,
dz? ' 9z} ¢ 8t

(2.9)

donde u = uz(:cl,a:a,t)? = v(x,z; t); U3, Opyzy ¥ Orpz, SOD la inicas variables no nulas.
El segundo vector indica movimiento asociado a ondas SV y se representa con la ecuacion
vectorial de Navier escrita para u = ul(zl,mg,t)z+u3(:c,,3:3,t)k = u(z, z; t)z-i—w(;r z; t)k
Uy, Oz,z, ¥ Ozyz, son nulos. Para las ondas P, como para las SV, el campo de desplaza-
miento es u = uy(z1, 75 t)i + us(z1, 23i 1)k = u(z, 2,10 + w(<,2;8)k) ¥ U2, Oayzs ¥ Oraes
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son nulos. En el caso en que el medio no sea infinito y homogéneo, la existencia de onda
P es acoplada a la existencia de ondas SV.

2.5 Ondas homogéneas e inhomogéneas

La solucién de la ecuacidn de onda se puede expresar como producto de funciones de un
sola variable

f (t * ici) = vo(ky, k2, ki )& 5% dosdke, dkpdhy | (2.10

donde i = /1 es la unidad imaginaria, k; = wn;j/cy ks = \/w?/c? — k} — k2, ya qu
n es un vector con modulo unitario. En este trabajo, se asumird &, = k, k; = 0
ka =n. Si Jk| < |w/B], n es real y la ecuacién 2.10 representa una onda plana homogénez
0 sea n; vV n, son reales y la onda se propaga en direccion positiva de los ejes z y :
51 |k| > Jw/B|, n es imaginario y la ecuacion 2.10 representa una onda inhomogénea, -
sea n, es real mientras que n, es imaginario, la onda se propaga en direccién ¢ y s
amplitud varia exponencialmente en z. Dado el sistema de referencia elegido, se requier
imponer Im(n) < 0, asi que se respete la condicién de irradiacién al infinito o condicié
de Sommerfeld {Eringen y Suhubi, 1975). En un semiespacio homogéneo es posible qu
un par de ondas inhomogéneas P-SV se propague a lo largo de la superficie, en este cas
se habla de una onda de Rayleigh. En un semiespacio con uno o més estratos, es posibl
que ondas S H inhomogéneas se propaguen a lo largo de la superficie, es este caso se habl
de ondas de Love. En presencia de varios estratos también se pueden propagar ondas d
Rayvleigh. La velocidad de propagacion de las ondas de Rayleigh v de Love depende de
y las ondas se dicen dispersivas.

2.6 Transformada de Fourier

En lugar de trabajar en el dominio espacio-tiempo, a veces, es itil cambiar de variable :
moverse en el dominio espacio-frecuencia. Matemadticamente esto corresponde a operar |
transformada de Fourier

Flw) = ] fltye “'dt (2.11

donde ¢ es el tiempo y w es la frecuencia circular. La transformada de Fourier inversa e
— 1 00 i

f{t) = 9 ]-m Fw)e dw . (2.12

Aplicar la transformada de Fourier en la variable temporal equivale a descomponer la ond
en una suma de ondas armdnicas. A la funcién |F(w)| se le dice espectro de amplitude
de Fourier. Ademads del valor absoluto de F', se acostumbra analizar su variacién co
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respecto 2 una funcién de referencia, a esta relacidn se le llama funcién de transferencia.
En este trabajo, F' se normaliza con respecto al campo de desplazamiento asociado 2 la
onda incidente. La funcién de transferencia se analiza en valor absoluto versus w.

La versién discreta de la transformada de Fourier y la transformada répida de Fourier
(FFT) son los algoritmos que permiten el uso practico del operador de transformada. La
transformada discreta de una funcién real de soporte compacto f(t) goza de propiedades
de simetria, por eso es suficiente calcular la funcién de transferencia hasta la frecuencia de
Nyquist, o sea hasta la mitad de la frecuencia maxima deseada { fmqz), para poder construir
la funcién sobre el intervalo completo. Debido a las propiedades de la transformada
discreta de Fourier, existen ciertas relaciones entre los pardmetros en el dominio del tiempo
y de la frecuencia. Considerando w = 2rf > 0, Af = 1/t,q; (donde Af es el paso de
muestreo en frecuencia y f(¢) esta tedricamente definida entre 0 v t0r) ¥ At = 1/ frnas
(donde At es el paso de muestreo en el tiempo y F(w) estd tedricamente definida entre
0 ¥ fmaz)- La transformada discreta introduce una periodicidad ficticia en los pares de
Fourier (f y F), el periodo es tmer para f(t) vy fme.r para F(w).

También se puede operar la transformada de Fourler en la variable espacial

F(k)= /_ i f(z)e*dz (2.13)

flz}= —él; /_oo F(k)e = dk | | (2.14)

pasando asi del dominio espacial al dominio del nimero de onda (k). Analogamente a las
relaciones vistas entre tiempo y frecuencia, en un intervale de mimeros de onda simétrico
con respecto al cero resulta km,; = #/Az. A la cantidad A = 27 /k se le llama longitud
de onda. La relacion entre longitud de onda, frecuencia y velocidad de propagacién
estd expresada por la ecuacién Af =¢.

2.7 Condiciones de frontera

Para estudiar problemas de propagacién de ondas en medios finitos, en una o mas direc-
ciones, hay que introducir alguna ecuacién para describir el comportamiento de las ondas
en presencia de fronteras. A estas restricciones matematicas se le ilama condiciones de
frontera. En los casos presentados en este trabajo se utilizan dos tipos de restricciones.
La primera se denomina condicién de superficie libre e implica tracciones nulas. Segiin la
terminologia aqui adoptada, la segunda se llama condicidn de interfaz y traduce continui-
dad de esfuerzo y desplazamiento entre dos medios de diferentes propiedades elisticas, es
decir representa un contacto soldado.

Cuando la superficie es libre, toda la energia se refleja. Cuando se trata de una
interfaz parte de la energia se refleja y parte se transmite. Una onda SH incidente genera
solamente ondas SH. Una onda P incidente generaondas P v SV. Unaonda SV incidente
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genera ondas SV y, en relacion al 4ngulo de incidencia, ondas P o de Rayleigh. La ley de
Snell-Descartes traduce el comportamiento de una onda que se refleja o se transmite
inf
227 = Const. ; (2.13)
¢
donde @ es el dngulo que €l rayo de la onda incidente forma con la normal a la superficie.
En el caso de onda SV incidente

SEBHSV _ sin BP ’ (216)
B8 &
para algunas combinaciones de 85y, 8 y o puede resultar asinfgy/Z > 1. En general,
cuando una onda se propaga de un medio méas blando a un medio mas rigido, puede resul-
tar ¢ sin &y /¢y > 1 (donde 6; es el angulo de incidencia, ¢; es la velocidad de propagacién
en el medio més blando y ¢, es la velocidad en el otro medio). En estos casos se genera
una onda inhomogénea.

2.8 Atenuacion

En los materiales reales existen procesos de friccidn interna que disipan parte de la energia
ligada al movimiento. Para tomar en cuenta este fenémeno se modela el comportamiento
viscoelistico del medio introduciendo un término correctivo en los pardmetros elasticos
(Sénchez-Sesma et al., 1999). Cominmente se usan valores complejos de las velocidades
de propagacién

a*=a (1 + -2—5—;) , (2.17)

?
=014+ =1, 2.18
5 =5(1+55) (218)
donde Q; es el factor de calidad del tipo de onda 1. Con base en trabajos experimentales
se determiné que ) es constante en un amplio rango de frecuencias (Seed y Idriss, 1970;
Aki y Richards, 1980).
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Capitulo 3
El IBEM

3.1 Introduccién

Para los recientes progresos en sismologia, asi como en otras ramas de la ingenieria, ha
sido vital el uso de las computadoras y el desarrollo de técnicas numéricas. Un panorama
completo de las diferentes técnicas utilizadas para resolver la ecuacién de ondas se puede
encontrar en Sanchez-Sesma (1996). Existen métodos de dominio en los que se discre-
tiza el medio (elementos finitos) o el operador diferencial (diferencias finitas y métodos
espectrales). Estos conllevan un alto costo computacional, pero permiten tratar de forma
sencilla heterogeneidades y fenémenos no lineales. Cuando el medio se puede representar
como conjunto de dominios homogéneos con leyes constitutivas lineales, es posible aplicar
el método de niimero de onda discreto o un método de frontera (BEM o IBEM). La ven-
taja principal del IBEM (o del BEM) es que se resuelve la ecuacién de onda sélo sobre la
frontera del medio. Es decir, se trabaja con una dimensién menor con respecto al dominio
fisico. Adicionalmente, los métodos de frontera satisfacen desde su planteamiento la con-
dicién de radiacion al infinito. En este capitulo se ilustran las ecnaciones basicas y algunos
detalles del método numérico utilizado para las simulaciones presentadas en el siguiente
capitulo. Para estudios mds amplios el lector puede acudir a Manolis v Beskos {19883),
Sanchez-Sesma y Rosenblueth (1979), Sanchez-Sesma y Campillo (1991), Sénchez-Sesma
et al. (1993), Sdnchez-Sesma y Luzén (1996) y Sdnchez-Sesma (1996).

3.2 Ecuaciones integrales

Para la deduccién de las ecuaciones integrales fundamento del IBEM en el dominio de la
frecuencia se puede consultar Sdnchez-Sesma y Campillo (1991). Otro texto de interés
es el libro de Manpolis y Beskos (1988). En esta tesis se decidié por una presentacién
alternativa mds intuitiva, aunque menos rigurosa. La formulacién ilustrada es valida en
el dominio de la frecuencia. Se plantean y resuelven las ecuaciones por una frecuencia
dada, luego se repite el procedimiento por un conjunto de frecuencias, en fin se aplica la
transformada de Fourier para obtener la solucién en el tiempo.

19
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La solucién de la ecuacién de la elastodindmica en un espacio infinito eldstico ho-
mogéneo e isétropo estd dada por las funciones de Green del espacio completo. Dichas
funciones proporcionan el campo de desplazamiento G(x,£) y tracciones T(x.§) en x
cuando se aplica una fuerza unitaria en {. En el anexo A se transcribe la expresién de las
funciones de Green, aqui cabe mencionar que G y T son singulares en x = ¢, 0 sea en el
punto de aplicacién de la fuerza.

Del espacio completo, se aisla un volumen V, el cual estd sujeto a una densidad de
fuerzas desconocida ¢{¢). El desplazamiento de un punto de V se calcula sumando las
contribuciones de ¢ a lo largo de toda la frontera S (que puede ser cerrada o abierta)

w(x) = [ ()G (5.6 dS; (31)
y las tracciones se obtienen mediante la ley de Hooke
00 = i) + [ (T (6 dSe. (32)

donde el primer término del segundo miembro de la 3.2 se debe a la singularidad de T
en x = £ (ver anexo A). ¢ se llama coeficiente de término libre; cuando S es plana en
X, |c| = 1/2 (ver anexo A). La existencia de singularidades que requieren tratamiento
analitico de la integral implica inestabilidad numérica para distancias pequenas entre Xy

£

Para que se respeten las condiciones de irradiacién al infinito, las ecuaciones 3.1 y
3.2 no se pueden aplicar al campo incidente, sino al reflejado y difractado. Entonces, se
descompone el campo total en dos términos

= ul®+u®, (3.3)
b= DO (3.4

donde 1@ y #{© son los campos de referencia, que estan dados por desplazamjentos y
esfuerzos asociados a la excitacién. Si el sistema en estudio estd compuesto de mas de uz
medio, la solucién de referencia puede ser nula en algunos dominios. Por ejemplo, si L
excitacion es una onda plana incidente, la solucion de referencia es diferente de cero sok
en el semiespacio donde 2, positivo, tiende a infinito. Si en un medio estd colocada un:
fuente, u{® y +0) son diferentes de cero sélo en ese medio. Operativamente, se impone!
las condiciones de frontera correspondientes al problema en estudio y se obtiene un sis
tema de ecuaciones integrales en las incognitas ¢. Resuelto dicho sistema, se substituy
la distribucién de densidades de fuerza en la ecuacién 3.1 y se determina el campo d
desplazamiento reflejado y difractado que va sumado a la solucién de referencia. En e
anexo B se dan algunos detalles sobre las soluciones de referencia usadas en este trabajc

3.3 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera que se utilizan en este trabajo son de dos tipos: superfici
libre v contacto soldado entre dos medios. La primera requiere tracciones nulas en ]
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frontera

1

5(35;' + /Stﬁjﬁ]ds =+ tso) =0, (35)

donde la normal a S apunta hacia afuera del medio. La condicién de unién de dos medios
(R: y Ri+y), sin que haya fractura, implica continuidad de desplazamiento y esfuerzos

]S QSf‘Gﬁ‘dS; + UEO)R‘ = j ¢?-+IG§-+1dS:_+1 + uEO)R-'H : (3.6)

i i1

%q&?‘ +L ¢?i1’:’?.‘d&+t§0)ﬂ.‘ - __;_¢fi+1 + : ¢?+1ﬂ?5+1d8i+1+tEO)R.+z ,(3.7)
: i41

donde la normal a la interfaz apunta de R; a B;y;. La variable de integracién es £ y
describe las superficies que contornean los medios, S; y Siy; por R; y Riy, respectivamente.
El punto x en que se impone la continuidad esta colocado en la interfaz entre los medios,

Sl' ﬂ SH.] .

3.4 Discretizacion

Las ecuaciones integrales 3.1 y 3.2 no tienen solucién analitica y su resolucién numérica
impone su discretizacidn. Ademds, en muchos problemas de sismologia, las fronteras §
son infinitas, por ejemplo en el caso de topografias o de medios estratificados, entonces se
necesita truncar los las superficies S. De esta forma, el conjunto de £ pasa de infinito a
finito y el sistema de ecuaciones integrales se reduce a un sistema de ecuaciones lineales.
En forma matricial, las ecuaciones 3.1 y 3.2 se escriben

u=Go, (3.8)
t="To, (3.9)

donde u, t y ¢ son los vectores de desplazamiento, traccién y densidad de fuerza, respec-
tivamente, en los puntos de discretizacién. G y T son las matrices de las funciones de
Green, sus diagonales principales corresponden a los términos singulares.

La frontera curva se discretiza en segmentos lineales, cuya longitud es inversamente
proporcional a la frecuenciz. Cuanto mayor es la frecuencia, tanto mayor es el detalle del
campo de onda. Entonces, para que la solucién numérica de una aproximacién suficien-
temente buena de la realidad, en alta frecuencia es necesaria una discretizacién muy fina.
La misma discretizacién seria innecesaria en baja frecuencia, ya que se pueden obtener
resultados igualmente precisos utilizando un muestreo mas ralo. El mimero de segmentos,
es decir de incdgnitas, crece casi linealmente con la frecuencia. Operativamente, con la
ecuacién Af = ¢ (ver sec. 2.6) se calcula la longitud de onda en los dos medios en contacto,
la longitud minima determina el paso de discretizaciéon. A lo largo de cada segmento, se
asigna arbitrariamente una ley de variacidon para las densidades de fuerza y se integra
numéricamente, o analiticamente en correspondencia de las singularidades de G y T. Mas
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detalles sobre el procedimiento de discretizacidn se pueden encontrar en Sanchez-Sesma y
Campillo (1991} v Sanchez-Sesma et al. {1993). Los resultados que se presentan en esta
tesis se obtuvieron escogiendo una longitud de segmento menor de un sexto de longitud de
onda, ¢ constante y tres puntos de integracion gaussiana (para detalles sobre el algoritmo
de integracion gaussiana ver Abramowitz y Stegun, 1970).

El IBEM se puede ver como la realizacién numérica del principio de Huygens. Es
decir, para reconstruir un frente de onda, todo punto de la superficie de discontinuidad
actia como fuente e irradia energia. Al truncar las fronteras, se desprecia el aporte de las
superficies laterales y la solucién numérica carece de estas contribuciones. Ademas, los
bordes actdan como puntos de difraccion que generan ondas espurias. Para reducir este
ruido se puedern adoptar diferentes estrategias. La solucién mas simple consiste en escoger
una longitud total de la superficie tal que las ondas ficticias queden afuera de la ventana
espacio-temporal de observacion. Alternativamente se puede variar el factor de calidad
aumentando el amortiguamiento cerca de las extremidades (Pedersen, 1994) o aproximar
la integral sobre la superficie infinita usando una expresién analitica asintdtica (Yokoi y
Takenaka, 1995). Los resultados que se presentan se obtuvieron sin utilizar artificios de
ningin tipo. Mas detalles sobre los problemas encontrados son puntualizados ilustrando
los sintéticos {en sismologia, la palabra sintético se usa para designar un sismograma
generado a partir de un modelo matematico). Puesto que el costo computacional aumenta
con el tamano de las superficies, se buscé un compromiso entre economia y precisién.
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Capitulo 4

Aplicacién del IBEM a medios
estratificados

4.1 Introduccidn

Por medio estratificado se entiende un sistema de capas superyacente a un semiespacio.
A pesar de su sencillez, esta geometria permite modelar muy bien muchos casos reales, de
aqui el interés en examinarlo. El célculo de la respuesta sismica de un medio estratificado
se puede llevar a cabo con técnicas numéricas cuyo esquema resuelve cualquier tipo de
morfologia; sin embargo se encuentran en la literatura algunos algoritmos optimizados
para simular la propagacidn en este tipo especifico de configuracién. Para el estudio de un
sistema de capas planas elasticas e isétropas, los métodos mas conocidos son el de Haskell
(Haskell, 1953 y Aki y Richards, 1980) y el de Kennett (Kennett, 1983). En el primero se
define por cada capa una matriz propagadora P, multiplicando las P se propaga la solucién
entre diferentes niveles. En el segundo se escribe la respuesta del sistema en funcién de los
coeficientes de reflexion y transmisién; la formulacidn puede interpretarse en términos de la
teoria de rayos (para una introduccidn a la teoria de rayos ver, por ejemplo, Aki y Richards,
1980). El método de Kennett puede usarse también con fuentes puntuales y, en muchos
casos, resulta ventajoso con respecto al método de Haskell (Chapman y Orcutt, 1985). Si
el medio no es homogéneo, se pueden usar el método WKBJ o la expansion asintética de
Langer y adoptar métodos iterativos (Chapman y Orcutt, 1985). En la literatura existen
por lo menos otras dos técnicas que han tenido mucho éxito para la solucién de la ecuacién
de onda en medios estratificados. La primera, presentada en Bouchon (1981), calcula las
funciones de Green en el dominio de la frecuencia utilizando una expansion en nimeros
de ondas discretos. La segunda, debida a Luco y Apsel (1983), usa una factorizacién de la
matriz generalizada de los coeficientes de reflexion y transmisidn. Desde la divulgacién de
esos métodos, se ha hecho mucho trabajo para optimar las formulaciones y generalizarias,
con particular atencién por los métodos de Kennett y de Luco v Apsel. Por ejemplo,
Fryer y Frazer (1984) y Mallick y Frazer (1988) reestructuran la formulacién original de
Kennett para aplicarla al estudio de medios anisétropos. Por otro lado, los trabajos de
Chen (1993), Hisada {1994 y 1995) y Zeng y Anderson (1993) se han desarrollado con
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base en el del algoritmo presentado por Luco y Apsel. Rara vez, las capas litolégicas se
presentan planas y paralelas, sin embargo las técnicas citadas son de gran interés. En
algunos casos, el margen de incertidumbre en la definicion de la morfologia es tal que no
se justifica el costo computacional de un modelo de estratos irregulares. En ortos casos,
la precision y la rapidez de un método optimizado para geometrias sencillas pueden ser
prioritarias con respecto a la posibilidad de resolver morfologias complejas. Por ejemplo,
cuando se trata de inferir las caracteristicas del subsuelo a partir de registros de sefiales,
se resuelven muchos modelos buscando el mejor ajuste entre datos v simulaciones. Esto
no seria posible usando técnicas muy sofisticadas que requieran dias o semanas para
completar una sola simulacién. En fin, hay casos en que es necesario tomar en cuenta el
efecto de irregularidades laterales. En este campo destacan las contribuciones de Akiy
Larner (1970) y Bouchon et al. (1989), en las que se utiliza el método de nimero de onda
discreto. Asimismo es importante el trabajo de Boore (1972), en el que se usa un esquema
de diferencias finitas. Nolet et al. (1989) proponen una técnica modal aproximada. Chen
(1990) extiende el método de Kennett con una formulacién que se hace muy competitiva
conforme aumenta el nimero de estratos.

Fl trabajo que se presenta en el siguiente capitulo dio lugar a la publicacion de tres
articulos (Sénchez-Sesma et al., 1995a, Sdnchez-Sesma et al., 1995b y Vai et al., 1999).
Se implanté el IBEM para un sistema de capas planas irregulares. El algoritmo se valido,
para ondas SH, con otras técnicas (niimero de onda discreto, ptica glorificada, haces
gaussianos y elementos finitos) y se aplicé a un modelo inspirado a una seccién geolégica
propuesta por F. Mooser, A. Montiel y A. Zifiiga (comunicacion personal, 1994; la seccién
definitiva se publicé en Mooser et al., 1996). También se exploré el uso del IBEM para
resolver la ecuacién de onda en un medio irregular estratificado excitado por una fuente
lineal sepultada. El programa se validé analizando la distribucién de las densidades de
fuerza en superficie, comparando con la solucién analitica de Garvin (Garvin, 1936) y con
resultados numéricos obtenidos con un método espectral (Vai et al., 1999 ¥ Komatitsch
et al., 1999). Para este tipo de excitacién se discuten algunos ejemplos de aplicacion.

La solucién de referencia utilizada para simular la incidencia de ondas planas se
calculd con el método de Haskell. En el anexo B se discuten algunos detalles de su
implantacién. En la misma seccién se presenta la solucidn de referencia para la linea de
dilatacién.

4.2 Validacion del programa

4.2.1 Incidencia de ondas planas

Para validar el programa desarrollado se resolvié el ejemplo presentado por Aki y Larness
(1970). Se trata de una capa cuyo espesor varia segin una funcién coseno a lo largo de
50 km (Fig. 4.1). En las extremidades laterales el espesor del estrato es de 1 knz, mientra=
que en la parte central alcanza un méximo de 6 km. El medio superficial estd caracterizad—
por 8 igual a 0.7 km/s y p igual a 2 g/em?®, en el semiespacio § es igual a 3.5 km/[s ==
p igual a 3.3 g/em®. No se considera atenuacién en mninguno de los dos medios. Sem
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calcularon sintéticos en cuarenta y nueve estaciones sobre la superficie libre. Este modelo
se resolvié considerando incidencia vertical de ondas planas. La excitacién fue dada por
un Ricker (ver anexo C) con periodo caracteristico de 18.67 s. En el articulo de referencia
(Aki y Larner, 1970), se present6 el método de nimero de onda discreto y con ese se
calcularon los sintéticos para el modelo propuesto; sin embargo, otros autores resolvieron
el mismo ejemplo con diferentes técnicas y, en la comparacién, se hace referencia a una
figura de Nowack y Aki (1984) (Fig. 4.2). El acuerdo entre las soluciones obtenidas con
el IBEM y con el DW es excelente.

4.2.2 Fuente lineal de dilatacion

El comportamiento de las densidades de fuerza puede dar una primera validacién del
programa. Se eligié un ejemplo (Fig. 4.3) que se resolvié como topografia y como estrato
irregular sobre un semiespacio. En el primer caso, de aqui en adelante indicado con T,
la tdnica condicién de frontera corresponde a tracciones nulas en la superficie libre. En
el segundo caso (E), a la ecuacién anterior se afiaden dos condiciones, correspondientes
a continuidad de esfuerzos y desplazamientos a lo largo de la interfaz. Se consideraron
propiedades iguales en el estrato y en el semiespacio, asi que la solucién de T coincide
con la de E. Las pendientes de la irregularidad forman un dngulo de 45° con la horizontal
y la altura de la colina es ignal al espesor del estrato. La velocidad de propagacién de
las ondas P es el doble de la de las ondas S (v = 0.3333). El modelo se excité por
medio de dos lineas de dilatacidn, una (S1) a la mitad del estrato y la otra (S2) simétrica
a la primera con respecto a la interfaz (las dos son colocadas sobre €l eje de simetria
geométrica). Sea S, la superficie libre y S; la interfaz. Sea ¢* la densidad de fuerzas a lo
largo de la superficie ¢ para el caso j. Para validar el programa se demuestra tedricamente
y se comprueba numéricamente que ¢'7 = ¢'Z. El siguiente planteamiento matematico se
desarrolla a partir de la expresién del desplazamiento en un punto de la superficie; cabe
aclarar que un procedimiento analogo se podria comstruir a partir del desplazamiento
en cualquier punto de observacion. Cuando la excitacion estd dada por la fuente S1, se
escribe

TY  w= f HTGydS + (4.1)
5
B)  w= [ 456uds+ [ #5G,da5 4, (42)

[1] . . B
donde u; y uf- ) son iguales en las dos ecuaciones. Ya que la interfaz es transparente,

es decir divide dos medios caracterizados por los mismos pardmetros mecanicos, no hay
ondas reflejadas hacia la superficie libre. Salvo errores numéricos, toda la energia tiene
que irradiarse hacia el semiespacio

,/52 ¢12-EGijd5 =0. (4,3)
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Esto implica que qﬁ}T ~ ¢§E . En las figuras 4.4a y b se presenta la distribucién de
las densidades de fuerza en superficie para la frecuencia adimensional n = 0.5 (donde
n = 2a/Bf, f es la frecuencia y a es el espesor de la capa). El acuerdo es excelente, la
prediccién tedrica resulta confirmada. Se analiza ahora la solucién de los dos modelos
iluminados por la fuente S2.

) = / $7GydS +ul (4.4)
5
B w= /S $IEG;dS + /52 5G5S . (4.5)

Ya que la interfaz es transparente toda la energfa irradiada por la fuente hacia la superficie
libre tiene que propagarse hacia arriba

u | $EGdS. (4.6)
52

Esto implica que, salvo errores numéricos, tiene que ser ¢}T & ¢'>J1-E . En las figuras 4.52 y
b se presenta, para la misma frecuencia considerada en el caso anterior, la distribucién de
las densidades de fuerza en superficie. También en este ejemplo se cumple la prediccién
tedrica y el error numeérico resulta despreciable.

Para la validacién de los resultados en el tiempo se utilizé una solucion analitica.
Garvin (1956) expresé con formulas algebraicas exactas los desplazamientos superficiales
debidos a una fuente lineal de dilatacién aplicada impulsivamente en un semiespacio
homogéneo. Con el IBEM modelamos un estrato irregular con las mismas propiedades
del semiespacio. La superficie libre es plana (Fig. 4.6). La irregularidad tiene forma
trapezoidal: su base mayor mide 2 km y la menor 1 km; la profundidad del estrato
varia de 0.5 a 1 km. Las velocidades de ondas son de 1 y 2 km/s para las ondas S
y P, respectivamente. No se considera atenuacién (Q=1000). La fuente estd colocada.
sobre el eje de simetria del modelo, a una profundidad de 0.2 k. Se usa un arreglo de
once estaciones equiespaciadas (0.4 km de distancia entre dos estaciones sucesivas). La
excitacién fue dada con un pulso de Ricker con periodo caracteristicode 1 s v ¢, de 2 s. Se
sobrepusieron los sintéticos obtenidos con el método numérico con las trazas calculadas con
las formulas de Garvin (Fig. 4.7). La comparacién muestra un acuerdo excelente. Se puede
identificar la llegada de ondas de Rayleigh espurias (Fig. 4.8), que representan un efecto
“de borde, debido a la longitud finita de la superficie discretizada. Los limites laterales de
la superficie libre parecen ser los tinicos puntos en que se generan ondas espurias. Al variar
la longitud total de las superficies discretizadas, la funcién de transferencia mantiene el
mismo patrén, pero los niveles de amplificacién muestran pequefias diferencias {Fig. 4.9).
El efecto de borde es pervasivo, las frecuencias altas resultan afectadas al igual que las
frecuencias bajas y no es evidente una relacién con la longitud de onda. No es facil
encontrar una explicacion a este fenémeno. La solucién en cualquier punto X siempre se=
construye considerando todos los puntos de discretizacidn; sin embargo, intuitivamente se=
pensaria que las contribuciones serian diferentes. En particular se esperaria que el aporte=
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principal viniera de los puntos de discretizacién cuya distancia de x sea comparable con
la longitud de onda, asi que en alta frecuencia no se tendria que ver ningin efecto de
borde en las estaciones centrales, contrariamente a como se ilustra en la figura 4.9. La
relacion entre la amplitud de ondas espurias y real depende de la posicién de la estacién.
Puesto que en los ejemplos analizados la diferencia es mayor de un orden de magnitud, no
se profundizé més el estudio. La solucién converge aumentando la relacién entre dominio
discretizado y observado, o sea conforme los efectos de borde quedan afuera de la ventana
espacio-temporal de observacion.

En fin, se presentan dos ejemplos de validacién para los cuales se utilizé otro método
numérico. Estudiando el efecto de irregularidades laterales, comparamos los resultados
obtenidos con el IBEM y con ¢l SEM (la formulacién espectral a que hacemos referencia
es ilustrada en Komatitsch y Vilotte, 1998 y Komatitsch et al., 1999). El modelo de
figura 4.10 estd caracterizado por 3 igual a 0.5 km/s y p de 1 grfcm® en el estrato, B de
1.5 km/s y p de 2 gr/cm® en el semiespacio; en ambos casos o es dos veces 8 y no se
constdera amortiguamiento. Se examinaron fuentes localizadas en el estrato y en el semies-
pacio, pero la simulacién aqui presentada corresponde sdlo a las fuente S1[-1 km,3 kmj.
Se calcularon sintéticos para cincuenta y una estaciones igualmente espaciadas sobre un
longitud de 4 km en superficie libre. La frecuencia central del pulso de Ricker fue de
0.75 Hz y i, de 1.4 s. Se analizaron los efectos producidos por una interfaz irregular des-
crita por la funcién z = 14+0.5[sin(m(z+1)/2)]?, si —1km < z < 1km. En la figura 4.11 se
presentan los resultados. El encimarse de las trazas indica efectos de amplificacién. Este
fenémeno es notable por el movimiento horizontal asi como por el vertical. Las diferencias
entre los niveles de amplificacién dependen de la posicién de la estacién y del componente
considerado (Fig. 4.12). Para un andlisis minuciosa del campo de desplazamiento ver la
seccion 4.3.2.

El segundo modelo que usamos para validar el programa en caso de estratos irregu-
lares se obtuvo del anterior introduciendo una superficie libre irregular segin la funcién
z = ~0.5[sin(n(z + 1)/2)]? por —lkm < z < 1km (Fig. 4.13). En este caso, para dismi-
nuir el costo computacional, la superficie plana discretizada se truncd en z = L4km (en
lugar de ¢ = £6km). Los sintéticos presentados en la figura 4.14 se obtuvieron por la
fuente S2|-1 km,1.5 km]. El acuerdo entre las dos soluciones numéricas no es tan bueno
como para el ejemplo anterior. Las diferencias entre las dos trazas se deben a efectos de
borde, que se manifiestan en las discrepancias en las fases y en las amplitudes tardias. Las
ondas difractadas en los extremos y en el interior de la depresién, interfieren constructi-
vamente, sin que sea posible identificar diferentes grupos de ondas. Ademds al truncar
las superficies se pierde la contribucién de fuentes que, segin el principio de Huygens, son
Decesarias para reconstruir correctamente Jos frentes de onda. Por ello, si la superficie
discretizada es demasiado corta, se desprecia una cantidad considerable de ondas y los
sintéticos no pueden ser precisos. El tiempo de viaje de las perturbaciones gobierna la
ventana temporal en que la solucién es confiable. Se logra reproducir muy bien el mo-
vimiento para los primeros seis segundos, cuando el desplazamiento alcanza su méxima
amplitud. Considerando los primeros cinco segundos, el movimiento calculado en las es-
taciones laterales esta dominado por los arribos directos y las principales reflexiones en la
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interfaz. En tiempos sucesivos, €l campo difractado generado por la topografia irregular
modifica el patrén le movimiento.

Para dar una idea del costo computacional del IBEM, se reportan algunos datos de
esta ultima simulacion, en la cual se resolvieron conjuntamente cinco fuentes distintas.
Se calculé la funcién de transferencia con un paso de muestreo de 0.01 Hz hasta una
frecuencia de 1.33 Hz. En la figura 4.15 se grafica nimero de incégnitas versus frecuencia.
Los célculos se efectuaron en una estacién de trabajo Sund /80 (SPARCstation 10), con
32Mb de RAM y 126Mb de Swap; sistema operativo SunOS Release 5.4 Generic-101945-
42. El tiempo de CPU ocupado por la corrida fue de catorce horas y media por un tamano
maximo de la matriz de ochocientos noventa por ochocientos noventa.

4.3 Estudio de efectos de sitio

4.3.1 Incidencia de ondas planas

En los sitios de zona lacustre de la Ciudad de México, se han observado movimientos
prolongados durante més de tres minutos y con una coda casi monocromadtica. Para
investigar la relacién entre este patrén y el efecto de una posible variacién lateral de los
depdsitos bajo la Cuenca de México, se estudié una seccién aproximada SSW-NNE en la
direccién Chapultepec-Pefion (Fig. 4.16). De la seccién geolégica proporcionada por F.
Mooser, A. Montiel y A. Zufiga (comunicacién personal, 1994) se definié un modelo muy
simplificado (Fig. 4.17). Un estrato irregular con variaciones de espesor entre 2 y 4 km, por
una longitud de 7 km, apoya sobre un semiespacio. El estrato se caracteriza por « igual a
3.5 km/s, 3de 2 km/s, p de 2.2 g/cm®y Q de 250, mientras que los parametros mecanicos
del semiespacio son: o igual a 5 km/s, 8 igual 2 2.9 km/s, p igual a 2.8 g/em® y Q igual a
500 (Mooser, comunicacién personal, 1994). Las estaciones forman un arreglo que cubre
19.2 km y la distancia entre ellas es constante, igual a 0.4 km. El modelo se excité con
ondas planas SH, asi como P o SV, con diferentes éngulos de incidencia. La forma
temporal de la sefial incidente fue un pulso de Ricker con una frecuencia caracteristica de
1 Hz. En las figuras 4.18, 4.19 y 4.20 se presentan algunos resultados de las simulaciones.
En general, el modelo se comporté de manera similar ante la incidencia de ondas 5 y
SV. Para incidencia de ondas SV con inclinacién mayor de o igual a 45%, el componente
vertical se excita significativamente. Para incidencia de ondas P, el componente vertical
predomina por 4ngulos de incidencia bajos. Este patrén de respuesta, obvio en el caso
de un semiespacio, nos indica escasa influencia de la irregularidad. En todos los casos
analizados, las sefiales muestran efectos moderados tanto en amplificacién como en el
aumento de duracién. Ademés todos los sintéticos calculados tienen semejante duracidn,
mientras que la duracién de un mismo evento sismico registrado en diferentes puntos de la
ciudad puede variar de un orden de magnitud. Las pruebas realizadas indican que ligeras
variaciones de las propiedades mecénicas de los medios o de la geometria, no afectarian la—
duracién de la coda de forma significativa. Otras simulaciones de la respuesta sismica de=
la Cuenca (por ejemplo Chavez-Perez, 1993), que se basan en el uso de modelos similaress
pero diferentes métodos numéricos, son consistentes con los sintéticos aqui presentados—
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En realidad, la larga duracién de algunos registros se debe probablemente a un conjunto de
causas. El movimiento que excita la cuenca es mucho mds largo que la ruptura en la fuente
(Singh y Ordaz, 1993). Ademas, la velocidad de las ondas de corte en las rocas volcanicas
del Oligoceno y del Plioceno, cuyo limite superior se encuentra a profundidad variable
entre 0 y 200 m, presenta valores anormalmente bajos (Singh et al., 1995 y Shapiro et al.,
1997). Al efecto de amplificacion regional se suma la influencia de las capas superficiales
de 30-70 m de profundidad maxima (M. Ordaz, comunicacién personal; 1999). Trabajos
recientes muestran que existe una relacién directa entre duracién del movimiento, rigidez
(Reinoso et al., 1996) y amortiguamiento {Barcena-Vega, 1999) de estos estratos. En
conclusién, la larga duracién de los temblores en la cuenca de México no se debe a la
influencia de una irregularidad cortical a 2 km de profundidad.

4.3.2 Fuente lineal dé dilatacién

Para analizar la influencia del contraste de impedancia y de la irregularidad en las ca-
racteristicas de la respuesta sismica local, se comparan cinco diferente modelos excitados
por la misma fuente. En el orden de las figuras se presentan las geometrias alternadas
con los sintéticos, para que sea inmediata la asociacién entre modelo y respuesta. A
continuacién se describen primero todos los modelos y luego se discuten las diferencias
entre las respuestas. Se analizaron: 1) semiespacio elastico caracterizado por 8= 1.5
km/s, v=0.3333 y p = 2 grfcm® (Fig. 4.21); 2) semiespacio eldstico caracterizado por
B=0.5 km/[s, v=0.3333 y p = 1 gr/cm3; 3) estrato plano horizontal de 1 km de espesor
(Fig. 4.24), con los pardmetros eldsticos utilizados en el modelo de la figura 4.10; 4) mo-
delo la de figura 4.10; 5) modelo de la figura 4.13, pero excitado por la fuente S1 [-1 km;
3 km] (Fig. 4.26). En los cinco casos no se consideré amortiguamiento y la excitacién
fue dada por la fuente S1. Los pardmetros del Ricker son ¢, = 1.33 y t, = 1.4 5. Para
los primeros dos ejemplos, las ondas emitidas por la fuente alcanzan la superficie libre,
se reflejan y se propagan hacia el semiespacio (Figs. 4.22 y 4.23). Siendo la fuente un
centro de dilatacién relativamente profundo, las ondas llegan con incidencia muy cercana
a la vertical, el componente vertical del movimiento predomina sobre el horizontal y no
se aprecia propagacion de ondas superficiales. La onda P directa es el primer y inico
arribo y alcanza la superficie en instantes distintos por el primer y segundo modelo. Los
tiempos de viaje de la perturbacién dependen, por supuesto, de los pardmetros mecinicos
del medio. La amplitud del desplazamiento es mayor mientras mas blando es el suelo.
Cuando se considera un estrato plano superficial (tercer modelo) la historia del campo
de desplazamiento empieza a hacerse un poco més compleja (Fig. 4.25). La geometria
de los rayos indica que en el estrato las ondas se propagan con direccién casi vertical,
entonces las trazas horizontales y verticales de los sintéticos representan arribos de on-
das § y P, respectivamente. Arriba de la fuente, entre las estaciones trece y catorce,
el desplazamiento horizontal es despreciable, mientras que en los extremos del arreglo
se 1dentifican claramente los arribos de las ondas S. En la estacion cincuenta y uno, el
primer arribo es una onda P con angulo de incidencia de 15°, después de 1 s se registra
la llegada de una onda S con dngulo de incidencia de 8°. En los instantes sucesivos el
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movimiento esta determinado por las reflexiones de estas dos ondas entre superficie libre
e interfaz. El componente horizontal del movimiento registra un arribo en t = 6 s que se
asocia a la reflexion de la onda P en la interfaz. Sin embargo la energia de este arribo
es muy pequefia y no se detectan otras conversiones entre ondas P y SV. Puesto que
el contraste de impedancia entre los dos medios es el mismo para ondas S y P, las dos
pierden el treinta por ciento de energia en cada reflexién en la interfaz. Después de cinco
reflexiones Ja amplitud de las ondas es tal que casi no se alcanza a distinguir en la escala
de la figura 4.25. Debido a la relacién entre las velocidades de propagacién en el estrato
se registra el arribo de una onda S cada dos llegadas de P; sin embargo la energia inicial
de la onda S es inferior a aquella del arribo directo y la duracién del movimiento fuerte
horizontal y vertical son comparables. El patrén del campo de desplazamiento generado
por una interfaz irregular se discutié en la seccién anterior. Al comparar este ejemplo
con el anterior se nota que la amplitud de los primeros arribos disminuye notablemente
entre las estaciones treinta y ocho y cuarenta y tres. El fendmeno se observa tanto en
el componente vertical cuanto en €l horizontal. El trazado de rayos muestra que la onda
emitida por la fuente incide sobre la parte derecha de la irregularidad (0 < z < 1) con
angulos muy proximos a 90°. En lugar de propagarse casi verticalmente, las ondas trans-
mitidas se propagan hacia la parte izquierda (z < 0) de la superficie libre. Este efecto es
s6lo parcialmente compensado por la reflexion sobre una pequeiia porcién de la parte mas
profunda de la irregularidad, delimitada por el rayo normal a la interfaz y el punto de
coordenadas (0,-1.5). Las reflexiones multiples de las ondas P y S se pueden identificar
solamente en las primeras y ultimas estaciones del arreglo. En las estaciones centrales
no hay relacién entre el desplazamiento simulado por este ejemplo y por una capa plana.
La irregularidad de la interfaz, aun si suave, aitera tiempos y amplitudes de los arribos,
ademas es responsable de la notable generacién de ondas superficiales. Al igual que para
la simulacién de la figura 4.14, los resultados obtenidos para el modelo de la figura 4.26
son confiables solamente en los primeros segundos, antes de que se genere interferencia
por efectos de borde. Comparando con el cuarto ejemplo (Fig. 4.11 versus Fig. 4.27),
adentro del valle se nota un incremento tanto en amplificacién como en duracion. La
doble irregularidad es tal que el campo difractado no puede ser facilmente irradiado al in-
finito. Resumiendo, el movimiento calculado por el primer modelo presenta claramente la
forma del pulso, es prevalentemente vertical y de corta duracién. Por la presencia de una
interfaz plana se generan reflexiones miltiples y se observa conversién de ondas P-SV.
Puesto que la energia no puede irradiarse libremente hacia el semiespacio, la duracion
del movimiento aumenta. Cuando la interfaz es irregular, el campo de desplazamiento se
altera notablemente con respecto a los ejemplos anteriores. Las caracteristicas del mo-
vimiento son determinadas por la relacion entre angulo de incidencia e inclinacién de la
interfaz y se puede generar concentracién de energia en algunas partes del modelo. En
fin, por la doble irregularidad, se concentra ain mds la energia en la zona central. El
campo de desplazamiento es determinado por interferencias constructivas y destructivas.
Ya no se pueden identificar las reflexiones miltiples de la tercera simulacién y se generan
ondas superficiales.
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4.4 Conclusiones

Se han presentado ejemplos de modelado para sistemas de capas excitados por cndas
planas o por fuentes dilatacionales y resueltos con el IBEM. Los sintéticos obtenidos son
de optima calidad, pero los programas elaborados resultaron ser de dificil aplicacién en
la practica. Para el estudios de problemas geotécnicos, se necesita simular la respuesta
sismica de sistemas complejos y de alta frecuencia. Entre mayor es el grado de complejidad
del modelo, menor es la eficiencia del IBEM en comparacidén con métodos de dominio.
En particular el IBEM no es adecuado para simular la propagacién de ondas en medios
con propiedades no lineales y/o altamente heterogéneas. Entre mayor es la frecuencia
que se pretende calcular, mayor es el costo de computo (en términos de dimensién del
area de memoria y de tiempo de calculo) y menor es la posibilidad que una pequeda
empresa de geotécnia tenga el hardware necesario. En el modelado en sismologia, por lo
regular las dimensiones del modelo son muy grandes y constituyen el obstaculo principal
a la aplicacién de los programas elaborados. Ademads, para obtener una ventana espacio-
temporal de observacién en que la solucién sea confiable, tenemos que extender el dominio
a causa de efectos de borde,

Dos lineas de investigacién se abren para abordar los problemas sefialados. Por un
lado se puede buscar una forma més eficiente de construir, almacenar y resolver el sistema
de ecuaciones que se construye con el IBEM. Por otro lado, se puede buscar reducir
el dominio bajo estudio introduciendo fronteras absorbentes. Logrando estas metas se
abrir{an posibles aplicaciones en sismologia.
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4.5 Figuras
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Figura 4.1 Modelo del valle presentado por Aki y Larner, 1970 y utilizado para validar—
el programa elaborado.
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Figura 4.2 Comparacion de los sintéticos obtenidos con varios métodos numéricos en
algunas estaciones del modelo de la figura 4.1 (DW niimero de onda discreto: GO dptica
glovificada; FE elementos finitos; GB haces gaussianos; IBEM método indirecto de ele-
mentos de frontera). Esta figura es adaptada de Nowack y Aki. 198f. En el ¢je vertical se
indica el nimero de estacion a la cual corvesponde la traza de desplazamiento horizontal
graficada contra el tiempo. El acuerdo entre la solucion obtenida con el IBEM y el DW
es ercelente.
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N

Figura 4.3  Topografia irregular superyacente a una interfa: transparente. El modelo se
us6 para una primera validaecion del programa elaborado. Los astertscos indican la posi-
cion de las lineas de dilatacion paralelas al eje y.
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Figura 4.4 Distribucion de las densidades de fuerza en superficie libre por el modelo de
la figura {.3, excitado por la fuente SI. Las densidades de fucrza, ilustradas en valor
absoluto, se calcularon por = 0.5 (donde y = 2a/3 es la frecuencia adimensional y a es
el espesor de la capa). Pare el caso T. ¢ se graficé en linea continua. mientras que por el
caso F se utilizo la linea punteada.
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Figura 4.5 Distribucion de las densidades de fuerza en superficie libre por el modelo de
la figura 4.3, excilado por la fuentc §2. Las densidades de fuerza. ilustradas en valor ab-
soluto, se calcularon por 1y = 0.5, Para el caso T, ¢ se graficd en linea continua, mientras
que por €l caso F se uiilizo la linca punteada.
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Figura 4.6 Modelo utilizado para la calidacion del programa elaborado. En la figura se
indica la posicion de algunas estaciones {numeradas de 1 a 11) y de la fuente (marcada
por el asterisco). La interfaz es transparente. Con notacion del todo personal se grafica
con linea continua la superficie libre, con linea punteada la interfaz y con linea de raya
los ejes. Este estilo se mantiene en fodos los croguis de los modelos.
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Figura 4.7 Sismogramas sinléticos obtenidos por el modelo de la figura {.6. Con linea
continua se dibuja el resultado obtenido con el IBEM. mientras que la {inea punteada co-
rresponde a la solucion analitica de Garvin. El ecuerdo es ercelente.
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Figura 1.8 Para resaltar los efectos de borde se aumentd el nmimero de estaciones, sé
amplificaron en un orden de magnitud los sistmnogramas presentados en la figura 4.7 y s¢
eligid otra ventana femporal. Las nuevas estaciones estdn colocadas cada 0.1 km, es decir
que tomando una cada cuatro. a partir de la primera, se reconstruye el arreglo descrito
cn el texto. Dos onda de Rayleigh espurias “dibujan™ una eruz. Una onda se propege de
la estacion | {donde llega at =4 s) a la {1 (donde llcga a t = 8 s). La otra se propaga
de la {1 ala l.
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Figura 4.9 Funciones de transferencia calculadas por el modelo de la figura {.6. E£n
ordenada se indica el nimero de la estacion correspondiente. En abscisa se indica la
frecuencia adimensional n calculada como n = 2af /8, donde a es una dimension carac-
teristica de la geometria {por el modelo de la figura 4.6, a es igual a 1 km). La linea
conlinua se obtuvo discretizando una superficie libre de 6 km de longitud. mientras que
la linea punteada corresponde a una superficic libre de & km. Aumentando la extension
de la superficie discretizada. la funcién de transferencia mantiene el mismo patrén, pero
se suaviza. Se notan difcrencias entre las dos soluciones tantos en bajas cuanto en alfas
frecuencias.
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Figura 4.10 Una capa irreqular con superficie libre plana es excitada por la fuente pro-
funda §1. Se calcula la respuesta en 51 estaciones colocadas en superficie libre. La
irregularidad se encuentra entre las estaciones 13 y 38.
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Figura 4.11 Sintéticos obtenidos por el modelo de la figura 4.10. La linea continua co-
rresponde a la simulacion con el [BEM, mientras que la linea punteada corresponde al
cdleulo con el SEM. El acuerdo entre las dos soluciones numéricas es mds que bueno. la
linea punteada prdcticamente desaparece encimandose a la continua.
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Figura 4.12  Sintéticos obtenidos por el modelo de la figura 4.10. Se comparan los sinf¢ti-
cos en las estaciones 1, 11, 21, 31, 41 y 51 (linea continua) con el sintético en la estacidn
25 (linea punteada). Las diferencias entre los niveles de amplificacion dependen de la
posicion de la estacion y del componente considerado.
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Figura 4.13  Capa con irreqularidad superficial y profunda, excitada por la fuente 52 co-
locada en el semiespacio. Se calcula la respuesta en 51 estaciones en la superficie libre.
La irreqularidad se encuentra entre las estaciones 13 y 38.
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Sintéticos obtenidos por el modelo de la figura 4.13. La linea continva co-

rresponde a la simulacion con el IBEM, mientras que la linea punteada corresponde al

Figura 4.14

calculo con el SEM. El acuerdo entre las dos soluciones numericas es bueno, sobretodo en

los primeros seis segundos.
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Figura 4.13  Frecuencia adimenstonal versus numero de ecuaciones. o de nodos, del sis-
tema lineal. El nimero de incognitas aumenta casi linealmente con la frecuencia.
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Figura 4.16  Seecion preliminar de la cuenca de Mézico. Un horizonte volcdnico de es-
pesor variable yace sobre formaciones sedimentarias de calizas cretdcicas.
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Figura 4.17 Modelo simplificado del Valle de Mérico inspirado al corte geologico ilustra-
do en la figura {.16. El modelo trata de reproducir el graben de fa seccion geoldgica pare
simular el efecto de una irregularidad cortical profunda.




438 CAPITULO 4. APLICACION DEL IBEM A MEDIOS ESTRATIFICADOS

S0t

40 N A ey \pa——

30

20

Desplazamiento Horizontal, V

Tiempo [s]

Figura 4.18  Sismogramas sintéticos obtenidos excitando el modelo de la figura {.17 con
ondas SH (dngulo de incidencia de (P).
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Figura 4.19 Sismogramas sintéticos obtenidos excitando el modelo de la figura {.17 con
ondas P (dngulo de incidencia de 3(P).
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Figura 4.20 Sismogramas sintélicos obtenidos excitando el modelo de la figura {.17 con
ondas SV (dngulo de incidencia de 60°).
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Figura 4.21 Semiespacio elastico excitado por la linea de dilatacidn profunda S1. Se
calcula la vespuesta en superficie libre en 51 estaciones.



52 CAPITULO 4. APLICACION DEL IBEM A MEDIOS ESTRATIFICADOS

{/

Desplazamiento Horizonlal,
0
=

IO:M
0 ":_W. ; | 1
0 5 10 15 20 25
Tiempo [s]
=
50 E=A\E=
W/\_/*\_/
~ %
§ 20@—\\/\/%%
S :@/\/\ﬁ
0 5 10 15 20 25
Tiempo |[s]

Figura 4.22 Respuesta en superficic calculada por el modelo ilustrado en la figura §.21,
con 3 =15 km/s. v =103333 yp =2 gr/em*. El movimicnto es asociado a la onda
directa, no se aprecta propagacion de ondas superficiales.
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Figura 4.23 Respuesta en superficie calculada por el modelo tlustrado en la figura 4.21,
con 3 = 0.5 km/s, v = 03333 yp = 1 gr/em®. Fl patron de respuesta es el mismo
de la figure anterior, pero amplitudes y tiempos de propagacion varian segin los nuevos
parametros eldsticos.
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Figura 4.24 El semiespacio en que estd colocada la fuente subyace a una cepa plana con
diferentes propiedades mecdnicas. Se indica la posicion de la fuente 51 y de las 51 esta-
clones.
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Figura 4.25 Respuesta en superficic calculada por el modelo de la figura §.24. Al arribo
directo, siguen los rebotes de las ondas entre interfaz con el semiespacio y superficie libre.
Después de cada rebote disminuye la energia de las ondas que se propagan en el estrato.
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Figura 4.26 Capa irregular (en su topografia y en la interfas con el semiespacio) excitada
por la fuente profunda S1. Se estudia la respuesta en 51 estaciones colocadas en superficie
{thre.
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Respuesta del modelo de figura 4.26. La amplificacion del movimiento ho-
rizontal en las estaciones centrales del arreglo es por lo menos dos veces la amplificacion
estemada por el modelo de la figura 4.21.




Capitulo 5

Fronteras absorbentes

5.1 Introduccién

Usando algunas técnicas numéricas (por ejemplo diferencias finitas, métodos espectra-
les, elementos finitos y de frontera) se precisa definir un modelo de dimensiones finitas,
mientras que al estudiar problemas de propagacién de ondas sismicas es comin encontrar
modelos de semiespacios o de capas. En estos casos, hay que definir una frontera artificial
entre la regidén analizada y el espacio exterior. Frecuentemente, la cuidadosa representa-
cién de dicho limite es crucial para el éxito de la simulacidén numérica. La condicién de
frontera ficticia tiene que propagar hacia el interior del dominio la excitacién proveniente
del semiespacio. Por otro lado, tiene que propagar hacia el exterior del dominio las ondas
reflejadas, difractadas y generadas por eventuales fuentes internas. La condicion ideal
corresponde a una frontera transparente, pero también una frontera absorbente resulta
ser adecuada. Lo importante es que no se generen ondas espurias, reflejadas por las fron-
teras ficticias de! modelo. En efecto, estas ondas contaminarian la solucién, empeorando
la calidad de los resultados.

En un problema 1-D, las tracciones normales (o tangenciales} son proporcionales a
la velocidad normal (o tangencial) de la particula. Lysmer y Kuhlemeyer (1969) explo-
raron el uso de esta condicién en 2-D usando dos amortiguadores viscosos, uno normal y
uno tangencial en cada punto de la frontera convexa. La solucién propuesta es ficil de
implantar en el dominio espacio-tiempo, asi como espacio-frecuencia, y logra reproducir
suficientemente bien las condiciones de irradiacién al infinito; sin embargo es correcta sélo
para incidencia normal. En efecto, Clayton y Engquist (1977) ilustraron que tracciones
y velocidades en 2-D y 3-D no dependen linealmente una de las otras. La ecuacién que
las relaciona no puede ser manejada facilmente, pero su signo permite diferenciar entre
ondas que entran o salen del dominio. Con una expansién en serie se obtienen algunas
expresiones utiles para fines practicos y vilidas para ondas que viajan en direccion casi
normal a la superficie. Para incidencia normal las condiciones de frontera propuestas por
Clayton y Engquist corresponden a la solucién exacta y coinciden con las de Lysmer y
Kuhlemeyer. Clayton v Engquist proponen que, cuando haya una informacién e priori
sobre la direccidn de las ondas, se desarrolle en serie alrededor de esa direccidon. A partir
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de esta idea Higdon (1990) elaboré una condicién de frontera exacta para un grupo de
angulos de incidencia. Se trata de un producto de operadores diferenciales lineales apli-
cado al campo de desplazamiento en el dominio espacio-tiempo. Cada operador permite
cancelar las reflexiones para un angulo de incidencia. La condicién de absorbencia para
toda onda homogénea implica el uso de un mimero infinito de operadores, pero Higdon
(1990) sugiere que una cuidadosa seleccién de un par de operadores lleva a muy buenos
resultados. Peng y Toksoz (1994) minimizan la amplitud de las ondas reflejadas en la
frontera introduciendo oportunos coeficientes en su esquema de diferencias finitas. La
condici6n de frontera es del todo empirica; sin embargo resulta mds eficiente que la condi-
cién de Higdon (Peng y Toksoz, 1994; Peng vy Toksoz, 1995). Smith (1974) propuso aplicar
iterativamente condiciones de frontera libre y rigida, para promediar luego los resultados
y cancelar las reflexiones espurias. Esta idea resulté aplicable sélo para problemas 2-D
escalares y bajo condiciones muy restrictivas. Muy pocos trabajos han enfrentado el pro-
blema de ondas inhomogéneas. Al respecto se puede leer algo en los articulos de Lysmer
y Kuhlemeyer (1969), Lysmer y Waas (1972) y Higdon (1994). Una revisién completa de
las contribuciones en el campo de fronteras absorbentes se encuentra en Turkel (1983},
Kausel y Tassoulas (1981), Kausel (1988) y Givoli (1991). A pesar de los avances en el
tema, como el desarrollo de soluciones exactas (por ejemplo la de Keller y Givoli, 1989), de
esquemas originales y de mejorias a las formulaciones anteriormente mencionadas, muchas
veces se usan simples trucos computacionales. Ejemplos de estos artificios son las férmulas
de Stacey (1988) y bandas laterales con amortiguamiento creciente hasta alcanzar factores
de calidad casi nulos.

La idea que inspird el desarrollo del trabajo que se presenta aqui (ver también
Sanchez-Sesma y Vai, 1998) se puede encontrar en Kausel (1992), donde se presenta la
matriz de rigidez del semiespacio como absorbedor perfecto. A partir de esta concepcion se
llegé a una condicién de frontera transparente que parece original. Se encontré una forma
analitica cerrada para la absorcién de ondas homogéneas, mientras que las ondas inho-
mogéneas requieren tratamiento numérico. En este capitulo se ilustran las bases tedricas,
algunos detalles computacionales y un pequefio ejemplo de aplicacién. En las conclusiones
se hace énfasis sobre las perspectivas para continuar esta linea de investigacion.

5.2 Desplazamiento, esfuerzo y rigidez

En un medio eldstico homogéneo e isétropo, el campo de desplazamiento asociado a ondas
S H satisface la ecuacidn de onda

v v 1% 51
322 + ke EEEE ; (5.1)
donde 8 es un pardmetro real, puesto que en este capitulo no se considera amortigua-
miento. Se hace notar que, a pesar de esta condicién, el desarrollo aqui presentado es del
todo general. El objetivo es el estudio de condiciones de frontera, condiciones locales en
el espacio, por ello es irrelevante tomar o no en cuenta la pérdida de energia asociada a__



5.2. DESPLAZAMIENTOQ, ESFUERZO Y RIGIDEZ 61

fenémenos de propagacién. Al expandir la solucién de la ecuacién 5.1 en ondas planas, se
escribe

o
| R
g

v(a:, z; t) — :1_1; /] ‘v(k;w)ethe-ikz'inz(k;w)dk(ﬁ.u ’ (

donde k* + n® = w¥/B%y Im(n) £0.
El campo de desplazamiento en la ecuacién 3.2, transformado al dominio nimero
de onda-frecuencia, es

v(k; w) = vo(k; w)ekwdz (5.3)
Las tracciones asociadas, evaluadas en el plano z = 0 con vector normal en sentido
negativo del eje z (Fig. 5.1}, son

dv :
ty I =0 - [—5;] =0 =y ‘ r=0 = K‘D | z=0 = K'Uo(k;w) ? (54)

donde K es la rigidez, segin la interpretacién sugerida por Kausel (1992). En forma
explicita la rigidez se escribe

. . . f k?
K=Kgp+1K;=iug =1i8plw[y{1 - W , (5.5)

la condicion sobre la parte imaginaria del nimero de onda vertical se traduce en la desi-
gualdad Re(K) > 0. La representacién de K con curvas de nivel se jlustra en la figura 3.2,
mientras que en las figuras 5.3a, b y ¢ se representan diferentes cortes de esa superficie.
A lo largo de las rectas k = *w/3 la rigidez es nula, dichos lugares geométricos son la
interseccién entre los dominios en que estdn definidas parte real y parte imaginaria de K.
El méximo de K crece monoténicamente con la frecuencia, mientras que K crece con [kj
(Fig. 5.3a y b). A frecuencia fija la parte imaginaria de la rigidez presenta forma eliptica,
la parte real define dos ramas hiperbdlicas asintéticas a K = ulk{ (Fig. 5.3c).

Para obtener la rigidez en el dominio espacio-frecuencia es necesario antitransformar
la expresion de la ecuacidn 5.5

K(e;w) = i@%ﬂ f Ty1- L—U%e'ik’dk (5.6)
: o0 ’ k2

Las tracciones correspondientes se calculan como

t@,00) = [ [ Kigwpoohswle oSk, (5.8)

donde, debido al cambio de dominio, el producto en la ecuacién 5.4 se transforma en
convolucién.
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5.3 Limite estatico

Para frecuencia nula, o sea en el caso estatico, se obtiene

K(z;0) = oB3*w [sin rzf/Az 1 (sin vrm/QAx)Q] ’ (5.9)

Az | mz/Az 2\ rz/2Az

donde Az es el paso de discretizacién. La rigidez en z = 0 se calcula como limite de la
ecuacién 5.9

271’
K(0;0) = gizz . (5.10)

La integral que define la antitransformada (Ecn. 5.7) no convergeria si fuera calculada de
cero a infinito, pero el hecho de tratar numéricamente un dominio discreto modifica el
1{mite superior de integracién de infinito 2 un numero de onda mdximo. La discretizacién
en la variable espacial z, limita naturalmente el ancho de banda del nimero de onda
horizontal hasta 7 /Az, por lo que la transformada espacial de Fourier converge.

5.4 Ondas homogéneas

Se considere una onda plana homogénea con dngulo de incidencia & (Fig. 5.4). En este
caso k = (w/B)sin @ < w/B. Aqui se presentan los resultados para w > 0, pero igualmente
se podria seguir un desarrollo mas general. La rigidez esta dada por

K = iK; = wpfcosf . (5.11)

Se hace notar que, para angulo de incidencia fijo, una distribucién adecuada de amorti-
guadores viscosos reproduce la condicién de frontera exacta.

Para incidencia vertical (k = 0), la rigidez resulta ser igual a twp3. Este operador,
antitransformado al dominio espacio-tiempo, lleva a

dv(z, z; 1) }
ty(‘zv Z,t) = Pﬁ at H (012)

que es la condicién de frontera de Lysmer y Kuhlemeyer (1969). Si & es pequedio, la raiz
en la ecuacién 5.5 se puede expandir en serie obteniendo

Keiwpp (1- 2F ) =i 5(1—3'26 (5.13)
R twp, ~ S = twp 5 sin , 5.

que, en el articulo de Clayton y Engquist (1977), se denomina condicién A2 y se propone=
para absorber ondas con incidencia casi vertical.
Transformando la rigidez al dominio espacio-frecuencia segin la ecuacidn 5.7 se=

encuentra la forma analitica cerrada
¢ N @;()
Ki(z;w) = swpf——7—

3 7] , (5.14



5.5. ONDAS INHOMOGENEAS 63

donde J; es la funcién de Bessel de orden 1 (Fig. 5.5). Cabe sefalar que el intervalo de
integracién no va de cero a infinito, sino de cero a w/f3, ya que K; es nula para nimeros
de ondas mayores. La rigidez en z = ( se calcula como limite de la ecuacién 5.14

ipw?

K(0;w) = 1

(5.15)

Para el calculo de las tracciones se resuelve la ecuacidén 5.8, que lleva a un caso
especial de las integrales discontinuas de Weber-Schafheitlin (Abramowitz y Stegun, 1970).
La integral es nula para k£ > w/3, como era de esperarse por consistencia (K; es nulo en
ese rango de numeros de onda), mientras que para k < w/@ resulta

t,{0,0;w) = ivy(k; w)wpﬁ /1 - ;% = 1vg{k; w)wpB cos . (5.16)

La ecuacién 5.16 es la expresién exacta de las tracciones calculadas en el origen del sistema
de referencia y asociadas a una onda plana homogénea. Al resolver numéricamente la
integral de la ecuacién 5.8, no es necesario extender el intervalo de integracion de menos
a mas infinito. En efecto, tomando el segundo cero de Ky, o sea de la funcién de Bessel,
se encuentra que la contribucién principal es a lo largo de una longitud de onda alrededor
del punto de interés (Fig. 5.5).

En la mayoria de los trabajos sobre condiciones de frontera se estima la validez de las
formulas propuestas calculando los correspondientes coeficientes de reflexion y transmision
y confrontandolos con los exactos. Las tracciones deducidas a partir de la convolucién
entre rigidez y campo de desplazamiento son exactas (Ecn. 5.16), entonces los coeficientes
de reflexién y transmisién también son exactos.

5.5 Ondas inhomogéneas

La parte real de la rigidez, asociada a ondas inhomogéneas, requiere tratamiento numerico.
La inversa formal de Ky, segin la ecuacién 5.7, no existe, sin embargo su célculo numérico
converge. Como en el caso del limite estatico, la discretizacion espacial del dominio acota
el intervalo de nimero de onda. Las ecuaciones 5.7 (con rango de integracién entre w/3
y m/Az) y 5.8 siguen siendo vélides, atin si no presentan solucién analitica en forma
cerrada. La figura 5.6 ilustra la forma de Kg(z;w).

5.6 Tratamiento numérico

En las secciones 5.4 y 5.5 se calculé la rigidez a partir de la ecuacion 5.7. Se dividio el
intervalo de integracién en dos subintervalos, de 0 a w/3 y de w/f3 a m/Axz, separando las
contribuciones de las ondas homogéneas e inhomogéneas y obteniendo disjuntamente la
parte imaginaria y real de K. Otro procedimiento se desarrolla a partir de la ecuacién 5.6,
usando la transformada ripida de Fourier (FFT). En la figura 5.7 se ilustra la rigidez
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calculada con FFT para diferentes frecuencias, la FF'T da directamente tanto parte real
como imaginaria. En la figura 5.8a2 y b se presenta la comparacién entre la solucién
analitica (Ecn. 5.9 y 5.10) y la numérica (con FFT) para el caso estatico. En la figura 5.92
y b se superponen K; analitico (Ecn. 5.14 y Ecn. 5.15) y numérico (con FFT). Todas las
grificas muestran un acuerdo excelente. Si la longitud total discretizada en z (2L} es
menor que la longitud de onda A, el uso de la FFT no permite reproducir las oscilaciones
de la funcién Ji, sino lleva a K; constante (Fig. 5.10a). Si 2L > A, por pequefio que
sea 2L, la aproximacién numérica es muy buena (Fig. 5.10b}, sin embargo es oportuno
calcular K; por lo menos hasta el segundo cero de J;. Las variaciones de Az, cuando
2L (o sea Ak) es fijo, no parecen ser muy significativas (Fig. 5.10c). Cambiar el paso
de discretizacién permite ganar o perder detalle, pero no hay diferencia substancial en el
error, cuyos maximos son asociados a valores muy pequenos de K; y Ji. Por supuesto,
siempre hay que garantizar que el paso de discretizacién espacial permita barrer el dominio
entero en que estan definidas las ondas homogéneas.

Para el cdlculo de las tracciones en = = 0, la integral 5.8 se simplifica. Las tracciones
se confrontan con su correspondiente resultado exacto (Ecn. 5.16) para incidencia de ondas
homogéneas e inhomogéneas (Fig. 5.11 de a a d). Considerando ondas homogéneas (a, b
y ¢), el célculo de las tracciones con transformada répida de Fourier es muy preciso para
cualquier dngulo de incidencia (#) que se considere. Los resultados numéricos presentan
parte real no nula oscilante sin patrén fijo, sin embargo los valores de Re(t,) son muy
pequefios, comparados con los de Im(ty), y el error es despreciable. Al aumentar 8 es
necesario aumentar 2L (o sea disminuir Ak), para mantener cierto grado de precisién. Las
variaciones de Az no son significativas, siempre y cuando sea kmqz = w/B. Por otro lado,
las tracciones asociadas a ondas inhomogéneas resultan ser muy sensibles a variaciones de
Az, siendo éste el parametro clave para la confiabilidad del resultado.

En fin, se presenta otro método para el tratamiento numérico de la rigidez. El IBEM,
aplicado a una frontera libre plana, sugiere una interesante relacién entre la funcién de
Green y la rigidez. Considerando como solucién de referencia unicamente a la onda
incidente, teniendo como incégnita al campo reflejado y al difractado, y discretizando las
ecuaciones integrales, se obtiene

v =G¢, (5.17)
t =Té, (5.18)

donde T = 1/2 1, ya que la frontera es plana. Resulta entonces

v =2Gt (519)

K =2G, (5.20)

donde ahora K es una matriz de rigidez cuya estructura se grafica en la figura 5.12. Un
caso de comparacién para los renglones centrales de las dos matrices (K estimada con
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FFT versus G calculada a partir de la funcién de Green) se ilustra en la figura 5.13. La
funcién de Green para el desplazamiento inducido por una onda SH en un medio elastico
homogéneo y is6tropo es

=gt (5)=am () (3)] o

y los esfuerzos correspondientes, escalados por 2p3%/r, son

2
Qf»f’ gz _ 29:? i;[h( )+1J1 (?’»’t)] (5.22)
_ P Y( )-HK (5.23)
= 9 1 6 I .

La parte imaginaria del segundo termino de la ecuacién 5.22 reproduce explicitamente
K; (Ecn. 5.14). Con las grificas de la figura 5.14 (a y b) se ilustra el significado de
la parte real. La funcién de Green es definida para un medio continuo e infinito, por
consiguiente también la Y] se refiere a ese medio. En realidad se estd operando sobre un
dominio discreto, Kr se puede ver como la realizacion discreta de Y;. Mientras que los
valores de K; son insensibles a variaciones de Az, los valores absolutos de Kg aumentan
disminuyendo Az. En condiciones limites, cuando Az tiende a cero, la rigidez tiende a
infinito. Para dar un desplazamiento unitario a un segmento de longitud ideal nula y
mantener fijos los demas, se necesita un esfuerzo infinito.

5.7 Un ejemplo de aplicacion

Para evaluar la eficiencia de la condicion de frontera ilustrada en este capitulo, se propuso
un pequefio ejemplo de aplicacién. Se consideré un medio infinito elastico homogéneo e
isotropo, en el que estd localizada una fuente lineal de ondas S H rodeada por una frontera
cilindrica no coaxtal (Fig. 5.15). Para este tipo de excitacidn, el campo de desplazamiento
y las tracciones en la frontera se expresan de forma analitica cerrada

v=H? (ﬁR) : (5.24)

_ o woay fw a—bcosd _
s (57) (570 (5:29)

donde R es la distancia entre fuente y estacion, a es el radio de la frontera circular, b es
la distancia de la fuente desde el origen, @ es el angulo entre un vector del origen a la
estacién y el eje z. Las tracciones numéricas se calcularon proyectando una porcién de la
circunferencia sobre la tangente por el punto de observacién, el segmento de integracion es
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aproximadamente de un par de longitudes de onda. Bajo estas hipétesis y considerando
s6lo ondas homogéneas, la ecuacion 5.16 nos lleva a

J (watan a)
A YLy g
d b °_da. (5.26)

ty X ip— v(a
v ”2;3 _A atano ( )cosza

En esta ecuacién, 24 es la longitud del segmento de integracién, que depende de la frecuen-
cia en estudio; v es el campo de desplazamiento analitico calculado con la ecuacton 5.24
donde R = \/a? + 62 — 2abcos(§ — ). En la figura 5.16 se presenta la comparacion entre
solucion exacta y numérica cuando 3/a es unitario, b/a = 0.8 y la estacién se encuentra
a 45° del eje z (medidos en sentido antihorario). A pesar de las numerosas simplifica-
ciones adoptadas, el acuerdo entre las dos soluciones es excelente. En baja frecuencia la
proyeccién de un arco de circunferencia sobre una recta da una aproximacién muy burda,
sin embargo el error no es muy grande. Para frecuencias medianas y grandes, €l error es
mucho menor.

5.8 Conclusiones

Se ha presentado una nueva condicién para simular fronteras transparentes. Para ondas
planas homogéneas en el dominio espacio-frecuencia, se ha llegado a una forma analitica
cerrada, mientras que para ondas inhomogéneas la solucién de las ecuaciones tiene que
ser numérica. La FFT resulta ser una poderosa herramienta para la implantacién de las
expresiones ilustradas.

Para superar la fase de estudio preliminar procede una validacién mas rigurosa y la
extension al dominio espacio-tiempo, asi como al caso P-5V. Antes que todo se necesita
elaborar un criterio para la seleccién de longitud y paso de discretizacion éptimos. Se
precisa entender las relaciones entre la rigidez y la funcién de Green, con las implicacio-
nes debidas a la discretizacién de la frontera. Con base en estos resultados se podran
estudiar sistemas sencillos, similares al ilustrado en la seccién anterior, o bien combinar
la formulacién actual con métodos numéricos en frecuencia (FEM o IBEM). Los primeros
desarrollos matematicos para la extensién de las condiciones de frontera en el dominio del
tiempo condujeron a formulas muy similares a aquellas presentadas por Peng y Toksoz
(1994). Esta linea de investigacién permitird la combinacion de las nuevas condiciones de
frontera con los métodos numéricos en el tiempo (diferencias finitas en particular). Lo que
procede para desarrollar el dlgebra correspondiente al caso P-SV es tomar la matriz de
rigidez para el caso vectorial (Kausel, 1992) y seguir un procedimiento similar al utilizado
para ondas SH.

Se hace notar una interesante conexién con los problemas de mecanica de la fractura.
En esta disciplina se acostumbra imponer una dislocacién y calcular el campo de esfuerzo
correspondiente por medio de ecuaciones integrales bastante complicadas. En la formu-
lacién aqui presentada se ilustra una relacién lineal entre esfuerzos y desplazamientos,
resolviendo naturalmente el problema.
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5.9 Figuras

<___“_-__.__..___.a_.*_.__~

Figura 5.1 Sistema de referencia asociado a una frontera plana. La frontera estd colocada
en =0 y la normal a ella asociada tiene sentido opuesto al sentido del eje :.
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Figura 5.2 La superficie K(k;w) se puede representar en el plano & — w por medio de
curvas de nivel. La parte veal de K se dibuje con linea continua. mientras que la linea
punieada corresponde a la parte imaginaria de la rigidez. Kg y Wy estdn definidos en

domintos distintos que se intersectan a fo largo de las rectas k = tw/3.
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~K(0 )} ~ Kk D)

Figura 5.3  (ortes de la figura 5.2 para nimero de onda nulo (a), para frecuencia nula
(b) y para frecuencia fija (¢). (a) La rigidez es imaginaria y aumenta linealmente con la
frecuencia definiendo la recta W = wwpB. (b) En el caso limite estdlico la rigidez es real y
evece con el modulo del ndmero de onda (K = ulk|). (¢} De acuerdo con la notacion de
figura 3.2, limea punfeada y continua representan parte imaginaria y real respectivamente.
Las asintotas de las ramas hiperbolicas también se dibwan con linea continua.
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NS

<_____ﬁ_.._______H.__«_._.___,___

Figura 5.4  Unae onda plana homogénea SH. representada por su rayo. incide con dngulo
) sobre una frontera plana en = = 0.
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Figura 5.5 Croquis de la parte imaginaria de la rigidez. Ky es la funcion de Bessel J,
escalada por un factor dependiente de la frecuencia. La funcidn decrece rdpidamente y

oscila alrededor del cero, los valores mayores se encuentran en un rango de una longitud
de onda (para x > 0).

Ax

Figura 5.6 Croquis de la parte real de la rigidez. La funcion es discreta y su cdleulo es
posible solo debido @ la discretizacion de la frontera. Se marcan con asteriscos los puntos
en los cuales estd definide la funcion, la linea punteada evidencia la secuencia.




CAPITULO 5. FRONTERAS ABSORBENTES

=1
2

Figura 5.7 Parte real e imaginaria de la rigidez en el dominio espacio-frecuencia. Mien-
tras que el mdzrimo de la parte rveal decrece, el mdzrimo de la parte imaginaria crece con la
frecuencia.



e e

5.9. FIGURAS 73

200

100

_’00 e, b I
~0.4 -02 oo 02 03

GOl eeee800080bsvne 0404000 s0cnnars

>
3%
a2

. o
.30 0% eant
+ -

.1)00

*ea,

-0 4F ¢

0.6k - -

=
Ky

__)'0..

-1 4

Figura 5.8 Se compara la rigide: estdtica eractae (rombos) con K calculada numerica-
mente (asteriscos). Debido a la diferencia entre los valores de la parte central y extrema.
se presenta la comparacion por diferentes rangos espaciales (a y b, respectivamente]. El
ejemplo se caleuld sobre una longitud en z de 6.4 unidades, con paso de discretizacion
0.1. En la parte central el acuerdo es excelente. La solucion degenera hacia los bordes.
pero el error no es significativo (verse la diferencia de escala en los valores de lkp).
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Figura 5.9 Se comparan las partes tmaginarias de la rigidez calculada a partir de su
forma analitica (linea continua) y con FFT (linea punteada). El ejemplo presentado se
caleuld sobre una longitud total en x de 3.2 unidades, con un paso de discretizacion de
0.05 y por una frecuencia de 0.5 Hz (a) y 2 Hz (b). La transformada rdpida de Fourier
resulla xer wna poderosa herramienta para lo deferminacion de K.
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Figura 5.10 FEstudio paramétrico preliminar para el calculo de Ky con la transformada
rdpide de Fourier. En todas las grdficas, correspondientes a los casos en sequida enlis-
tados, la solucién analitica se represenia con linea continua. {a} 2L = 25.6, Ar = 0.1,
f = 0.003 H:. No es posible reproducir las oscilaciones de J, si 2L es menor de una
longitud de onda. (b) 2L = 0.8 (linea punteada}), 2L = 25.6 (linea de rayaj, Az = 0.1.
f =2 Hz Aun con un nimero muy reducide de elementos se puede alcanzar una ercelente
aprozimacion de la funcion de Bessel en su parte central. (¢) 2L = 12.8, Ar = 0.05 (en-
cimado sobre la solucidon eracta), Ar = 0.1 (linea de raya), Ax = 0.2 {linca punteada),
f =2 H:=. Al variar del paso de discretizacion se pierde 0 se gana definicion en x.
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Figura 5.11  Comparacidn entre tracciones analiticas (linea confinua) y numéricas (kinea
punteada). Se ilustra la parte real (Re(t,))} asi como la imaginaria (Im(t,}). Las traccio-
nes son calculadas en x = Q0 por un numero de onda fijo y al variar de la frecuencia. En
sequida se detallan los pardmetros de cada ejemplo. (e}l § = 0°, 2L = 3.2, Ax = 0.05.
(b) @ = 40°, 2L = 6.4, Ax = 0.05. (c) 6 =83°, 2L = 1024, Ar = 0.05. (d} 2L = 0.768
y Ar = 0.006 (linea punteada); 2L = 1.132 y Az = 0.009 (linea de rayas): kffw = 8.
La linea punteada se encima perfectamenie a la linea continua en Re(t,). mientras que el
rango de valides para el ejemplo graficado con linea de raya es desde 0 hasta 7 H:.
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Figura 5.12  Estructura de la matriz de rigide: corvespondiente a una fronfera plana.
Re(G™') es su parte real, mientras que Im(G') es la imaginaria. En ordenada se indi-
ca el nimero de renglon, en abscisa el nimero de nodo. Cada nodo es el punto medio
de un segmento de discretizacion. El renglon i da lo distribucion de esfuerzas cuando
el elemento 1 sufre un desplazamiento unitario. La parle imaginaria ensena un pequeno
efecto de borde. La malviz se celculé discretizando en 35 segmentos una longitud total de
2 unidades y considerando una frecuencia de 1 Hz.
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Figura 5.13  La rigidez calculada con el método de elementos de frontera (linea punteada)
enseria un ezcelente acuerdo con N calculado por medio de la FFT (linea continua). El
ejemplo aqu? graficado se calculo por una frecuencia de 2 H-x.
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Figura 5.14 Comparacion entre Y| (linec continua) y Kp {linea punteada). Kg oscila
alrededor de Yy. Debido a la diferencia de escala en los valoves de J| se seleccionaron dos
intervalos espaciales —0.3 <z <03 (¢) y0 <z < 1.6 (b). La linca continua representa
Y|, mientras que Kp se dibuja con el mismo estilo adoptado en la figura 5.6. La oscilacion
de Y, en r = +0.1 se debe a imprecision numérica y es ficticia, un paso de discretizacion
mds pequeno también definiria mds claramente la cuspide en r = £0.3.
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Figura 5.15  Modelo utilizado para validar la condicion de frontera absorbente. ['na fron-
tera transparente cilindrica circunscribe una fuente lineal. Fn la figura se representa el
sistema de referencia cartesiano (x,z), asi como el sistema de coordenades cilindricas
[a,b.8.0). La fuente estd indicada por un asterisco, mientras que la posicion de la esta-
cion estd marcada por un punto. El eje @ pasa por el centro de la frontera circular y por
la fuente.
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Figura 5.16 Se dibujan las tracciones eractas (trazas obscuras) versus las numéricas ftra-
zas ligeras). La linea continua representa el componente real, la punteada corresponde a la
imaginaria. Se presentan dos diferentes rangos de frecuencia normalizada n (n = 2af/3,
donde a es el radio del la frontera circular). (a) 0 <n < 10. (b) 30 < n < 50.
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Conclusiones

Se presentaron ejemplos de modelado en medios lineales homogéneos e isotropos. En
particular se analizaron y resolvieron sistemas de capas excitados por ondas planas o por
fuentes lineales. Los sintéticos obtenidos son de ptima calidad. Una exitosa simulacién
de problemas en sismologia se podria obtener, por un lado, mejorando el algoritmo de
escritura y solucién del sistema lineal implicito en el IBEM vy, por otro lado, implantan-
do fronteras absorbentes que minimicen el tamafo del modelo. Por lo que concierne esta
ultima linea de investigacion se ha presentado una novedosa condicién de frontera transpa-
rente, su base tedrica y algunos resultados preliminares. En el dominio espacio-frecuencia
las solucién es analitica para ondas SH homogéneas, mientras que las inhomogéneas re-
quieren tratamiento numérico y la FFT resulta ser un poderoso instrumento de calculo.
Lo que procede es una validacién mas rigurosa, para optimizar los pardmetros de célculo,
y la extension al caso vectorial y al dominio del tiempo. Paralelamente habra que acoplar
las condiciones de frontera a algin método numeérico para verificar su eficacia en casos
practicos. Las condiciones de frontera presentadas muestran interesantes analogias con
elementos de mecanica de la fractura.
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Apéndice A

Funciones de Green del espacio
completo

A.1 Expresion analitica de las funciones de Green

Las funciones de Green (G y T) son solucién de la ecuacion de la elastodinamica en
un espacio elastico homogéneo e isétropo. G y T son funciones vectoriales y, cuando
el espacio es infinito, se llaman solucién fundamental del espacio completo. Gij(x,€) y
T:;(x, €) expresan el desplazamiento en el punto x en direccién ¢ debido a la aplicacién de
una fuerza unitaria en el punto ¢ en direccién j. T;; se puede deducir de G;; aplicando la
ley de Hooke. En seguida se detalla la expresién de las funciones de Green (Sénchez-Sesma
y Campillo, 1991).

1 Hg(wr/B)
Ga = PR (A.1)
Gls = Aéls - B(g'Yl'Ta - (51_,) y (Ag)
Ty, = 2ﬁrL)(w/g)a,mk , (A.3)

D

T, = % {[ 4B + A\———= w';/a)} Ysnt + [ 1B + -—(‘;—;;{L@] X [ying + nnkégs]} +
% {(C + 16 B)yivsvene} (A.4)
donde

(2) 2)
sl [Hg (wrfa) , Hg (wr/m] |

- 18p ot 32
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1 | HP(wrfa)  H{™(wr/B)

B: a) 2 2 1
18p o Ié;

_ Dlwr/e)  D(wr/B)
C= a’ 32 ?

r= /(21 — &)% + (23 — &)?, &; es la delta de Kronecker, v = (2m — &n)/7, los subindi-
ces | y s toran los valores 1 y 3 mientras que k varia de 1 a 3, H2(-) es la funcién de
Hankel de segunda especie y orden m (H,(,f)() = Jm(-) +1¥m(+)). Se hace notar que Gy; y
T;; son funciones singulares en el punto de aplicacién de la fuerza, es deciren x =¢. La

singularidad de G es del tipo logaritmico, mientras que la singularidad de T es del tipo
1/r.

A.2 Integracién de las funciones de Green

En el método de elementos de frontera el campo de desplazamiento en un medio eldstico
homogéneo e isétropo se expresa por la ecuacion

uilx) = ]S $:(6)Gs (%, ) dS; . (A.3)

donde u;(x) es el desplazamiento calculado en x, S es la frontera del medio y ¢;(£) una
funcién que describe la densidad de fuerzas en direccidn j calculada en £ sobre 5. Ya que
la singularidad de G es débil, la integral se calcula expandiendo en serie G alrededor de
x. Aplicando la ley de Hooke a la ecuacién A.5 se encuentra el campo de esfuerzos

£(x) = CPV [ [ @ x0ds) (A6)

donde con la notacién CPV| se indica que el integrando presenta una singularidad fuerte
en x = £. Para resolver la integral de T sobre S, se deforma la superficie alrededor de
x (Fig. Al ¢y d) as{ que x y € quedan separados y la singularidad eliminada. Sea S la
superficie original y S, la superficie de la parte deformada. La integral sobre S se calcula
como limite cuando la superficie deformada tiende a la original

CPV [ /S $;(6)Ti; (%, €) dsg] = 513510{ ¢;Ti;dS + [5 P quﬂjds] : (A.7)

S-S,

Cuando x no coincide con ¢ el cilculo de la integral de T es directo (5, = 0). T es impar
y la integral de T(x,x) sobre S — S, es nula. Cuando S es plana en x, el limite de la
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integral T(x,x) sobre S, es 1+¢;/2 (el signo es positivo o negativo segin si ¢ se acerca a
x del interior o del exterior del medio, Fig A.1). En conclusién resulta

6 =250+ [ OT; (o8 dse, (A3)
donde £ # x.
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A.3 Figuras

1
]
1
1
V-1 v Z

(c) | (@)

Figura A.1 Fuerza antiplana aplicade a una geometria bidimensional. Las dreas som-
breadas marcan las secciones verticales del medio. En el plano zz, la superficie S5 coincide
con el eje z, mientras que S, se indica con linea punteada. Con notacion del todo personal
los ejes se representan con linea de rayas. (a) £ es el punio de aplicacidn de la fuerza,
z =0 es la frontera plana en estudio y F = Fj es la fuerza aplicade en €. (b) Equilibrio
de fuerzas a lo largo de un cilindro coazial con F cuando lo fuerza es aplicada en un punto
del espacio completo. (c, d) Se deforma el medio utilizando un semicilindro coarial con
F. En (c) la resultante de las fuerzas sobre la protuberancic es R = —F/?J £ pertenece
al medio y se dice que x se acerca a € del interior. En (d) R = F/25. € no pertenece al
medio y se dice que x se acerca a £ del exterior.



Apéndice B

Cdalculo de las soluciones de
referencia

B.1 Incidencia de ondas planas

Para un medio estratificado excitado por ondas planas se calculé la solucidn de referencia
(u) con el método de Thompson-Haskell (Aki y Richards, 1980). En Aki y Richards
{1980) viene las expresiones de los propagadores para ondas SH y P-SV, sin embar-
go se sefiala un error de impresién para uno de los coeficientes. Segin Sinchez Sesma
(Sanchez Sesma, comunicacién personal, 1994) el coeficiente P,y del propagador P-SV
debe escribirse

k3

sinh vz
w

Py =~Py= (k* + %) —~ 2vsinh gz} . {B.1)

La solucién de referencia es tedricamente valida en un sistema de capas planas y
paralelas, mientras que las ecuaciones integrales requieren la evaluacién de u(® a lo largo
de todas las superficies irregulares (Fig. B1). El célculo en los puntos A y B {considerados
pertenecientes a la capa R;) y en el punto C (considerado perteneciente a la capa Riys) no
presenta ninguna dificultad conceptual, en cuanto los puntos se encuentran “adentro” del
estrato de referencia. Se nota que A, B y C {considerados pertenecientes a Ri.y, Riv1 ¥y
R;, respectivamente) se encuentran “afuera” de los medios de referencia; entonces, se usa
una extensién analitica de la solucién, o sea se propaga la solucién hasta la profundidad
real del punto, sin considerar el nivel de referencia. Este modus operandi genera una
solucién potencialmente inestable cuando el punto se encuentra arriba del limite superior
del estrato de referencia. En efecto, la expresién analitica de las ondas inhomogéneas
presenta decaimiento exponencial de amplitud en el sentido positivo del eje z ¥ a partir del
limite superior del estrato de referencia, porque asi tiene que ser para una solucién estable
de un un sistema de capas planas. Desafortunadamente, a este decaimiento corresponde
crecimiento exponencial a partir del mismo limite, pero en el sentido opuesto del eje z.
Por lo tanto, la solucién en los puntos A y C siempre es estable, mientras que la solucién
en B (considerado perteneciente a la capa Riyy) puede ser numéricamente indeterminada.

a7
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A pesar de los problemas ilustrados, el algoritmo se ha usado con buenos resultados para
resolver irregularidades relativamente grandes.

B.2 Fuente lineal de dilatacion

Una linea de dilatacién genera ondas cilindricas longitudinales coaxiales con la fuente.
Para desarrollar la expresién de la solucidn de referencia en un plano perpendicular a la
linea de dilatacién se parte del campo de desplazamiento estitico generado por un centro
de dilatacion (Love, 1944)

o P ar=1
YOS O+ 2p) B

(B.2)

En el origen del sistema de referencia, se aplican tres fuerzas de magnitud P/h y direccion
y sentido de los ejes. Se generan tres dobles pares aplicando otras tres fuerzas (una en
(k,0,0), una en (0,h,0) y una en (0,0,A}) con magnitud F/h paralelas a los ejes pero
de sentido opuesto. Cuando h tiende a cero mientras que P permanece constante se
reproduce la solucién para el centro de dilatacién. A y g son las constantes de Lamé,
pardmetros mecanicos del medio; r = /7 + 23 + 25 y Or™ [8z; = ~z;/73 = ~v/r%. Sea
el eje z, la linea de dilatacién, integrando las contribuciones de la linea en el plano z,z;
(Fig. B2) el campo de desplazamiento B.2 se escribe

— = MQ L MO =1 _ M{) z;
u; = [_oo 47‘?[)02 ;E‘ﬁd‘s = 247796!2 '/; ;E?;dé = QW;? R (BS)
donde Mp es el momento por unidad de longitud (equivalente de F), p es la densidad del

medio, o = /(X + 21)/p y £ es la distancia entre el punto en examen y el eje 72. Por
analogia se escribe

My 1
T 2mpolr’

(B-4)

Ur

donde ahora r = +/z% + z3 (Fig. B1).
Pasando al caso dindmico en el dominio de la frecuencia, se expresa el campo de
desplazamiento en funcién de un potencial escalar ¢

%
Ur = 5o

Para ¢ se elige una representacién que verifica la ecuacién de ondas, escalada por un
factor C desconocido

(B.5)

6 =SHP(er), (8.6)

; 1
u, =iCorHy (gr)> , (B.7)

T e R
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donde ¢ = w/a y w es la frecuencia circular. El coeficiente ' se determina haciendo
coincidir solucidén estdtica y dindmica cuando gr tiende a cero. Se nota que r nunca es
nulo, entonces gr es cero a frecuencia cero. Algebraicamente

M, 1 , 2C'1
ompalr qlrl_ngou, =T (B.8)
de donde
M,
C==r (B.9)

Por lo tanto, en coordenadas cartesianas, se escribe

oM eyl
u; = 4ipaﬂqTH1 (qr)r'r,. (B.10)

Aplicando la ley de Hooke y la ecuaciones de de compatibilidad, el campo de esfuerzos
correspondiente a los desplazamientos expresados por la ecuacién B.10 resulta

M, A+ p
oo =i (s ) { A EERDarss + B s -2l |- (B

La solucién de referencia expresada por las ecuaciones B.10 y B.11 viene sumada al
campo difractado cuando la fuente se encuentra en el medio en estudio. La solucién de
referencia es nula cuando la fuente no se encuentra en el medio.
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B.3 Figuras

1] o -
R, B. ________ e ; o
Ri+1 ;

Figura Bt  Con linea punicada se dibujan los limites de la capa irregular R;, con linea de
raya los limites del correspondiente estrato plano de referencia. El cero del eje = esid co-
locado en superficie libre, frontera del estrato R,.
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Figura B2 Representacion de & para el cdlculo de uy (a}, ua (b) y u, (c} en P. 1 yace en
el plano 1,73 mieniras que 1, y & sobresalen.




Apéndice C
Pulso de Ricker

C.1 Expresién analitica de la ondicula

Un pulso de Ricker esta definido por las siguientes funciones analiticas

r(t):(az-— %) e (C.1)
R(u.*) = _:/t;sze—bQG-iwt; , (02)

donde a = 7{t ~ t,}/tp, b = wfwy, wp = 21 f, = 2w /t,. t, es el periodo caracteristico
del pulso, la duracién de la parte central del pulso es igual a v/6t,/7 (Fig. Cl1). 1, es
un parametro que trasla el pulso a lo largo del eje de los tiempos (Fig. Cl). f, es la
frecuencia de energia maxima (Fig. C2) y se llama frecuencia caracteristica. Para que la
respuesta de un sistema sea significativa, es necesario que la funcién de transferencia del
modelo y el pulso que lo excita presenten energia en el mismo intervalo de frecuencias. El
éxito del pulso de Ricker se adscribe a que es elemental identificar el pulso apropiado para
excitar un modelo en una determinada frecuencia de resonancia f,, en efecto es suficiente
tomar ¢, = 1/f,. Ademds se tiene un control directo sobre la eficiencia del muestreo
confrontando duracién del pulso y paso de muestreo en el tiempo {determinado por la
frecuencia maxima de la funcién de transferencial.
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C.2 Figuras
{ P \/6 / 7T

i

7

¢

S

Figura C1 Representacidn de un pulso de Ricker en el dominio del tiempo. La amplitud
mdzima se presenta al tiempo t, y el ancho del pulso depende de t,,.
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Figura C2 Representacion de un pulso de Ricker en el dominio de la frecuencia. El pulso
tiene energia no despreciable hasta una frecuencia igual a dos veces la frecuencia de pico,
aprorimadamente.
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