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1. Introduccién

El agna es un recurso natural renovable esencial para el consumo humano, y también es
empleado para la generacion de corriente eléctrica. Sin embargo, aun cuando se trata de un
recurso valioso, puede causar dafios sustanciales al presentarse en grandes cantidades.

Los volimenes de agua que fluyen por un rio varian ampliamente con el tiempo, por esta razon
los proyectos de abastecimiento de agua, riego o hidroeléctricos que extraen directamente ¢l agua
de una corriente, pueden no satisfacer la demanda de los usuarios durante los periodos de sequia
o no proteger las actividades que se desarrollan, durante los periodos de grandes escurrimientos.

Uno de los objetivos de una presa es regular los escurrimientos naturales para adecuar el régimen
de las extracciones a los requerimientos de la demanda, para ello, se almacenan temporalmente
los excesos de agua generados durante los periodos de avenidas para luego ultilizarlos en los
perfodos de estiaje; otro objetive es controlar las avenidas para que los gastos de salida no sean
excesivos.

En la fase de operacion de una presa, el problema consiste en determinar una politica que indique
el volumen de agua disponible en un momento dado para satisfacer la demanda, previendo
ademas las condiciones futuras en lo que respecta a volimenes de ingreso y demanda.



Cuando se conoce a priori, a lo largo de la vida 1itil de la obra, tanto las demandas como los
volimenes de ingreso, determinar una politica de operacién adecuada es mas o menos sencillo.
Sin embargo, cuando se considera el caricter aleatorio de los voliimenes de ingreso al vaso, el
cilculo se complica, ya que una misma politica en algunas ocasiones no podra satisfacer la
demanda (principalmente cuando la presa esté vacia y al inicio de una época de estiaje) y en otras
dispondra de mucha mds agua que la necesaria (por ejemplo, cuando la presa esté llena al inicio
de una época de avenidas).

Hay muchas formas de operar una presa, unas mejores que otras. Sin embargo existird una o
algunas que se prefieran sobre todas las demdas al considerar los criterios de utilidad, como
pueden ser: la que menos veces provoque déficit, la que maximice los beneficios econémicos o la
que menos agua desperdicie,

1.1 Generalidades

Al diseflar obras hidraulicas se revisa el funcionamiento del sistema frente a diversas opciones de
configuracion del mismo, seleccionando aquella que este més cerca de los objetivos propuestos v
con el menor costo asociado. Es posible que durante la vida ttil de las obras, se vean modificadas
las condiciones inicialmente consideradas de funcionamiento, demanda, climatolégicas e
inclusive las del tipo politico y social, en estos casos es necesario revisar y modificar de la mejor
forma; no llevar a cabo estas acciones puede redituar en bajos rendimientos, paralelamente con
algunas otras consecuencias negativas.

En términos generales, el mal manejo de un sistema hidraulico conlleva a un bajo
aprovechamiento de una cuenca superficial, por lo que es necesario implantar una “politica de
operacién” que permita obtener los beneficios econémicos y sociales.

Considerando el caso de una presa hidroeléctrica, cualitativamente, su politica éptima de
operacién sera aquella que no desperdicia agua tirdndola por el vertedor de excedencias y que
garantice, tanto en época de estiaje como de avenidas el agua y la carga suficiente para generar
energia eléctrica. Si la presa hidroeléctrica se utiliza ademas para el control de avenidas, es decir
proteger las zonas aguas abajo del vaso contra inundaciones, la politica de operacién éptima se
modifica para considerar que el gasto de descarga no provoque dafios aguas abajo y mantenga
niveles bajos de almacenamiento para regular las grandes avenidas. Nétese que ambos objetivos
se contraponen, ya que para efectos de generacion se prefiere tener el embalse en niveles altos,
mientras que por razones de control de avenidas conviene que los niveles estén bajos.



Resumiendo, la politica de operaciéon éptima de una presa para generacién de corriente eléctrica
y control de avenidas, indica la cantidad de agua a utilizar en cada momento, de tal forma que se
logre maximizar la energia generada y minimizar los dafios por inundacién aguas abajo de la
presa

Se dice que una politica de operacién 6ptima es factible cuando todas y cada una de las
decisiones que la componen pueden llevarse a cabo. Ademds, bajo este término se engloban fos
lineamientos a seguir en el manejo de un sistema hidraulico, simple o complicado, de acuerdo
con las denominadas variables de estado (p. e. el nivel de almacenamiento en una presa o en un
acuifero) y las variables decision (p. e. un volumen de extraccién) incluidas en el proceso.

Para obtener la politica de operacién éptima, puede procederse por iteraciones, considerando
que si las caracteristicas estadisticas no cambian de una iteracién a otra se conforma un proceso
de Markov, el cual tiene un comportamiento asintético al limite, lo cual quiere decir que después
de un numero finito de ciclos (iteraciones), el beneficio esperado en cada ciclo es constante e
igual a todos los demds). Por lo tanto, si el beneficio maximo esperado que se obtiene en una
iteracion es semejante al de la anterior, el proceso empieza a estabilizarse y la politica de
operacion 6ptima correspondiente ya no cambia, ver Tadeo (1990).

1.2 Objetivos

Los objetivos basicos que se pretenden cubrir en el desarrollo de esta tesis son los siguientes:

- Enmarcar dentro de la ingenieria de sistemas, los problemas de operacién de un sistema de
aprovechamientos hidraulicos, en este caso se tratard un sistema hidraulico constituido por
varias presas en serie.

- Describir el procedimiento para obtener las politicas de operacién dptima, bajo el esquema de
la Programaciéon Dinamica Estocéstica tanto en una presa de almacenamiento individual
como en un sistema de presas en serie.

- Desarrollar e implantar la herramienta de cémputo indispensable para abordar y resolver
problemas del tipo mencionado.



Para cubrir los objetivos propuestos se han desarrollado 6 capitulos, cuyo contenido general es el
siguiente:

Capitulo 2.

Los métodos de optimacion constituyen una herramienta fundamental para el andlisis de sistemas
de recursos hidraulicos. En este capitulo se describen algunos métodos de optimacién y sus bases
tedricas, aplicaciones, limitaciones, ventajas y desventajas; métodos que se utilizan para
determinar el control éptimo. Entre estas técnicas se encuentran: la Programacion Lineal, la
Programacién No Lineal y la Programacién Dindmica.

Los problemas que se resuelven utilizando la Programacién Lineal son muy importantes, por dos
razones; primero, existen muchos problemas importantes de decision que se relacionan con la
asignacion de recursos limitados, donde se busca obtener los mejores resultados; segundo, existen
métodos de computacién que permiten resolver problemas de Programacién Lineal con una gran
cantidad de variables y que involucran numerosas restricciones, con una computadora sencilla.

Mientras tanto, en la Programacién No Lineal, la funcién a optimizar es no lineal de varias
variables.

La Programacién Dindmica es una técnica matemética de optimacién que divide ¢l problema,
esto es, lo descompone en otros nuevos problemas, cada uno con algunas decisiones,
concatenadas en forma secuencial, cuya solucién es equivalente a la del problema original. Aqui,
lo que se busca es resolver la tiltima etapa y usar dichos resultados para resolver la penultima
etapa y asi sucesivamente.

También existe, la Programacién Dindmica Deterministica, la cual se aplica a problemas donde
¢l estado en la siguiente etapa estd completamente determinado por el estado y la politica de
decisién en la etapa actual, mientras que la Programacion Dindmica Estocdstica o
Probabilistica trata de un proceso estocdstico de decisién con un cierto numero de etapas donde
el estado en la siguiente etapa no estd determinado por el estado y la politica de decision de la
etapa actual.



Capitulo 3.

Se describen las caracteristicas del sistema de presas del rio Grijalva, el cual por su caudal es el
segundo en importancia en México y el més importante en el pais desde el punto de vista del
aprovechamiento hidroeléctrico.

Se mencionan las dreas, las caracteristicas fisicas y los datos de cada una de las plantas
hidroeléctricas de las diferentes presas del sistema del rio Grijalva.

Capitulo 4.

Se plantea el modelo de optimacién.

Las metodologias para obtener las politicas de operacién de una presa requieren de una funcidn
de beneficios que refleje las ganancias derivadas de la entrega de agua, este inciso se centra en la
forma de determinar dicha funcién, considerando beneficios y costos generados.

Se establece la ecuacion de continuidad que rige el funcionamiento de una presa de
almacenamiento y asimismo se desarrolla la teoria de la Programacién Dindmica Estocastica
correspondiente, para determinar sus politicas de operacidn 6ptima.

Para definir las politicas de operacién dptima se desarrolia un algoritmo de solucién.

Por otro lado, se establece la metodologia de la Programacion Dindmica Estocéstica para resolver
el problema de definir las politicas de operacién dptima de dos presas en serie, cuyo
funcionamiento es gobernado por la ecuacién de continuidad, que definira el comportamiento
hidraulico de cada presa.

El problema de presas en serie se aborda con el esquema de la Programacién Dindmica
Estocdstica, donde el algoritmo de solucién a emplear considera que la operacion de las presas no



es independiente, puesto que el volumen de extraccion en la primera presa depende del volumen
almacenado y de la etapa que tenga la segunda presa.

Capitulo 5.

Se aplica la metodologia de la Programacion Dindmica Estocéstica a un conjunto de presas en
serie, el algoritmo de esta técnica de optimacién se codifica para determinar las politicas de
operacion optima de un sistema de presas en serie. Se elige el sistema de presas del conjunto
hidroeléctrico del rio Grijalva cuya generacion representa el 41.8% de la capacidad hidroeléctrica
de México.

Se definen las funciones objetivo de las presas con mayor capacidad de regulacién, en este caso
Angostura y Malpaso, estas funciones consideran costos o penalizaciones por derrames y déficits.

Se realizan analisis estadisticos de los volimenes de ingreso de las presas en serie. Se obtienen
los estados de cada presa, segin la capacidad util de cada una. Para aplicar el algoritmo es
necesario primero definir las etapas, para lo cual se analizan 31 afios de registros de volimenes
mensuales histdricos.

Por ofro lado, se consideran la magnitud de los escurrimientos y el volumen util de cada presa, y
después de varios intentos de agrupacion, se decide analizar dos intervalos de discretizacién uno

de AV =600x10°m> y otro de AV = 450x10°m>.

Después de efectuar el analisis estadistico para formar las etapas, se calculan las probabilidades
asociadas a los voliimenes de ingreso y entonces a cada etapa del afio se le determina su politica
de extracciones optima.

A continuacidn, se establece el volumen que demandara cada etapa y se fija el numero méiximo
de posibles extracciones de cada etapa, pero este valor puede sufrir modificaciones, de acuerdo
con los resultados obtenidos en el proceso de simulacion, donde se aprecia el efecto de la politica

obtenida.



Asi pues, utilizando los modelos de optimaciéon y simulacion se determinan las politicas de
operacion del conjunto de presas en serie que definirdn los volimenes que deben ser turbinados
cada mes y se evaluaran los beneficios.

De manera general se puede decir que la politica dptima calculada para operar en forma conjunta
las presas, mostrard si la extraccion en cada una de ellas era una funcion que dependia del
almacenamiento inicial en ambas y de la etapa misma.

Por otro parte, para tener una visién mas clara y explicita de las consecuencias derivadas de las
politicas de operacién obtenidas en el proceso de optimacidn, las cuales dictan las posibles
extracciones a efectuar, es necesario simular el funcionamiento de las dos presas en serie, con 31
afios de ingresos histéricos de escurrimientos, de 1959 a 1989.

Se utiliza un programa de computo, el cual simulara el funcionamiento del sistema en cuestion,
escrito en lenguaje Fortran, el cual lee un archivo que contiene los volumenes de ingreso
registrados, se usa la ecuacion de continuidad, el volumen almacenado en cada presa y se
interpola bilinealmente si es necesario para obtener el volumen de extraccion que dicta la politica
de operacidn.

Finalmente en el capitulo 6 se consignan las conclusiones y recomendaciones derivadas de este
trabajo.
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2. Antecedentes

2.1 Sistemas de aprovechamiento hidrdulico

Se define a un sistema de aprovechamiento hidraulico como la intervencién del hombre
encaminada hacia el Optimo uso de los recursos hidriulicos disponibles, con objeto de
satisfacer las necesidades de usuarios en materia de aguas.

Un ejemplo muy simple de un sistema de aprovechamiento hidraulico lo constituye un canal
para desviar las aguas de un rio con objeto de regar un campo de cultivos. Més complicado es
un sistema de presas, canales y pozos de extraccion de aguas subterrdneas, construido para
abastecer de agua potable a una poblacién urbana; inclusive puede pensarse en un sistema de
aprovechamientos hidraulicos con objetivos multiples, que contemple ademds de la generacion
hidroeléctrica, al riego agricola.

11



2.1.1 Andlisis de sistemas de aprovechamiento hidrdulico

En este trabajo, el sistema de presas del rio Grijalva contempla nicamente la generacion de
energia hidroeléctrica y no se considero la idea de utilizar los recursos hidraulicos de este
sistema con objetivos multiples, como la produccién de alimentos, a través de la préctica del
riego, esto debido a la complejidad del sistema y dado que el sistema del Grijalva solo se
utiliza para generacién y control de avenidas.

Descrita la problematica, es necesaria una herramienta técnica que permita abordarla y
determinar la mejor solucién considerando aquellos componentes del sistema cuyo
comportamiento sea estudiado con detalle por las diversas ramas de la ciencia.

En la gran mayoria de los casos, sobre todo en sistemas complicados, se hace necesario tomar
en cuenta las distintas interrelaciones entre los componentes y los distintos problemas
interdisciplinarios.

El propésito central del analisis de sistemas de aprovechamientos es contribuir en la toma de
decisiones y resolver los problemas que de esta se derivan; por ejemplo en muchos casos es
necesario el mejoramiento de las normas en la generacion de la informacion requerida.

A continuacién se describen los pasos que contempla el andlisis de sistemas, haciendo énfasis
en los aprovechamientos hidraulicos.

a) Identificacién de componentes

Se establecen los componentes del sistema de aprovechamientos hidrdulicos a analizar. Si se
considera un sistema de presas en serie desde el punto de vista oferta-demanda; la oferta se
constituye por los almacenamientos de agua formados por las cortinas de las presas; el rubro
demanda corresponde a la zona de riego, urbana o industrial a la cual servira el sistema. En
términos generales los elementos del sistema, la oferta y la demanda se ajustan en tiempo y
espacio de acuerdo con las denominadas “medidas de disefio”, las que se refieren a las

capacidades de los componentes.

12



b) Identificacién de objetivos

Establecer claramente los objetivos técnicos, sociales, politicos, econdémicos o de otra indole
que estén relacionados con el sistema. Es asi como en aprovechamientos hidraulicos, muchas
veces se requiere maximizar las ganancias econdmicas esperadas del funcionamiento del
sistema; cabe mencionar que en ocasiones este objetivo va en contra de algunos de tipo politico
o social.

¢) Generacidn de opciones

Valorar los posibles resultados que se tendrian en caso de implantar cada una de las opciones
generadas en el paso anterior.

Para cubrir esta fase es necesario utilizar técnicas de simulacion que reflejen la tendencia de las
variables frente a la opcion de solucién. Es asi como en una presa de almacenamienio es
indispensable simular su posible funcionamiento, tomando en cuenta una politica de operacion
generada.

d) Presentacion de resultados y toma de decisiones

Seleccionar y evaluar 1a accidn a seguir, esto es, efectuar la toma de decisiones. En el caso que
ocupa esta tesis, se refiere a seleccionar la mejor politica de operacion del sistema que cubra
los objetivos preestablecidos, los cuales, desde el punto de vista técnico, pueden ser: surtir de
la mejor manera posible los volimenes demandados, tener una preservacion adecuada de los
recursos; establecer los niveles maximos y minimos de extraccion, definiendo de esta manera la
capacidad efectiva del almacenamiento, sobre la cual deberd planearse una regulacion
adecuada.

Es importante comprender que las técnicas de andlisis de sistemas de recursos hidrdulicos, no
proporcionan la respuesta a todos los problemas, existen algunos de gran escala donde es dificil
aplicar métodos de optimacién, en estos casos los resultados pueden ser engaiosos o mal
interpretados.

13



2.2 Métodos de optimacion

Los métodos matemiticos de optimacién suelen clasificarse en términos del tipo de funcién
objetivo que manejan, es decir, continuas o discretas, sujetas a restricciones o irrestrictas, para
casos deterministicos o estocasticos, lineales 0 no lineales. En general, estos son los criterios
de tratamiento con que estos temas se presentan en la ya abundante literatura especializada.

Tradicionalmente, las técnicas de optimacion se reducian al problema del “mejor ajuste”, en
parte debido a los costos, en términos de tiempo y esfuerzo, y también a la tendencia, producto
de la incapacidad fisica, de manipular problemas con un niimero muy alto de variables. En la
actualidad, existen dos corrientes metodoldgicas bien definidas para resolver problemas de esta
forma, cada una de las cuales considera tanto aspectos relacionados con la eficacia de los
procesos de solucién, como con la adecuacion del criterio empleado en la solucion. Cada una
de estas corrientes se puede identificar de acuerdo con la finalidad que caracteriza al problema
de optimacion, esto es:

1- El disefio y solucién dptima de problemas estiticos; por ejemplo: los problemas del drea de
la Programacién Lineal, o bien los métodos de optimacion de funciones no lineales.

2- El comportamiento 6ptimo de sistemas dindmicos con informacion, ya sea de tipo
deterministico o estocastico, como en los casos de la Programacién Dindmica o el cdlculo
de variaciones basado en el principio de Pontryagin.

En la teoria cldsica de optimacién se tratan problemas en los que, para ciertas condiciones
iniciales, al definir el valor de las variables independientes (variables de decision o control) se
determina una sola sohicién (trayectoria) del sistema. Sin embargo, existen sistemas en los que
al definir el valor de las variables de decisién (o simplemente, el control), no se define una sola
trayectoria factible, sino un conjunto. Esto se debe, a que dentro del sistema existen variables
aleatorias (de disturbio) que no pueden controlarse y provocan dicha indeterminacion.

Cuando la ley de probabilidades de las variables de disturbio queda definida al especificar el
control, se dice que el sistema es probabilistico o estocdstico.

14



Enseguida se mencionardn algunas limitaciones, ventajas y desventajas de algunas técnicas de
Optimacion, por ejemplo, ¢l cdleulo de variaciones tiene la desventaja de que la mayor parte de
la teoria supone una funcién objetivo cuadritica y continua, lo cual no siempre es
representativo de la realidad. En contraste, Ja Programacion Dindmica tiene como ventaja su
facil aplicacion, la funcién objetivo y sus restricciones pueden ser discontinuas y no lineales,
pero tiene la desventaja de que los requerimientos de memoria y tiempo de computo pueden ser

muy grandes.

2.2.1 Vemtajas y desventajas entre algunos métodos de optimacion

Como los escurrimientos son aleatorios y una presa en ocasiones, no puede construirse tan
grande como para satisfacer cualquier demanda, es necesario decidir, en cada momento, cudnta
agua debe extraerse por la obra de toma para satisfacer la demanda; las reglas con las que se
toman estas decisiones se conocen como politicas de operacidén y definen cuinta agua debe
extraerse, almacenarse y asignarse para su posterior uso, en cada época del afio, en funcién del
volumen almacenado y del ingreso registrado cn la etapa anterior, para obtener a largo plazo,
por ejemplo los beneficios maximos por generacion de energia eléctrica y que se logre un buen
aprovechamiento de la presa.

Para hacer lo anterior, se considera que en el vaso se dispone de un volumen til, entre el
NAMINO y el NAMO, que se destina a satisfacer la demanda de agua y otro volumen,
denominado superalmacenamiento, que sirve a regular las avenidas.

De acuerdo a lo anterior, se reafirma que el andlisis de las politicas de operacién en una presa
a largo plazo es muy importante, debido a que condicionan los niveles del agna en la presa al
inicio de las avenidas y los dafios que estas pueden llegar a causar, ver Dominguez (1989).

A continuacién se hablard de algunos de los métodos utilizados para definir tales politicas,
segin el caso que sea estudiado y se mencionardn algunas de sus limitaciones, ventajas y

desventajas.
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2.2.1.1 Programacion Lineal

Los mateméticos y otros investigadores han desarrollado un conjunto de teorias y de métodos
analiticos, para resolver problemas para la planificacion de actividades o la determinacion del
mejor plan de accién para realizar los objetivos dados dentro de una situaciéon donde los
recursos son limitados; estos métodos son conocidos bajo el nombre de “Programacion
Lineal”, su definicién matemdtica es simple, y consiste en hacer el andlisis de problemas
dentro de los cuales se intenta maximizar o minimizar algin objetivo lineal, donde este €s una
representacion matematica de la meta total establecida en términos de las variables de decision,
satisfaciendo un conjunto de desigualdades lineales o restricciones estructurales y no negativas,
una para cada variable de decision, ver Dorfman et Co. (1962).

A esta programacién también se le denomina un subconjunto de un drea mayor de los
procedimienios matematicos de optimizacién, denominado programacién matematica, aun
cuando la aplicacion de estos métodos a menudo requieren del empleo de la computadora,
ninguno estd relacionado con la “programacién” con computadora, ambas se relacionan con la
estructuracion de un conjunto Optimo de decisiones.

Esta programaci6n es muy (til y se aplica a resolver problemas de decisiones secuenciales, se
ha usado con bastante éxito dentro de las industrias militar y del petréleo, mientras los sectores
de servicios y publico de la economia aplican estos métodos en forma creciente.

Las restricciones estructurales reflejan aspectos tales como limitaciones en recursos y otras
identificadas en forma explicita en el enunciado del problema, por ejemplo, maximizar
utilidades, minimizar costos, etc.

Cuando un modelo de Programacién Lineal se establece en términos de dos variables de
decision, el problema se resuelve por procedimientos pricticos como los de solucion grafica,
obteniendo un conjunto solucién para un sistema de desigualdades lineales, ellos proporcionan
un magnifico cuadro visual de referencia y resulta extremadamente Util para comprender la
posible solucion.

Sin embargo, muchas aplicaciones reales de la Programacién Lineal contienen mas de dos
variables vy los procedimientos pricticos como los métodos graficos no pueden emplearse,
entonces se utiliza la técnica de solucion mas popular, el método simplex, esie procedimiento
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algebraico complejo da la solucion de los sistemas de ecuaciones simultineas, donde se
pretende optimizar una funcién objetivo, siendo un proceso iferativo en el que se identifica una
solucién factible, esto se ha seguido investigando para ver si existe una solucién mejor. Por
“mejor” debe entenderse la medida en la que se puede perfeccionar el valor de la funcion
objetivo. Si se identifica una mejor solucion, la investigacién se reanuda. La generacion de
cada solucién sucesiva precisa de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales. La
busqueda continda hasta que en la funcidn objetivo ya no sea posible encontrar una mejora
adicional. Una caracteristica importante del método simplex es que garantiza que cada
solucion sucesiva serd factible, y que el valor de la funcion objetivo serd por lo menos tan
aceptable como el valor en la solucién anterior, ver Budnick (1981)

En un problema general de Programacién Lineal, la solucién puede tomar cualesquier valor y
si se necesitan enteros, se deben utilizar métodos especiales. Excepto cuando las variables
toman grandes valores (quizd de centenas) el redondeo de los valores de la solucién al entero
més cercano no producird la mejor solucién en enteros y por ¢l contrario, puede estar muy
lejano del dptimo, ver Ackoff-Sasieni (1982).

Para determinar las politicas de operacién en el caso de una presa se pueden utilizar las
técnicas de la Programacién Lineal, (sobre todo para casos donde se restringe la probabilidad
de que ocurran determinados eventos indeseables). En estas politicas se supone que para cada
etapa, se establece una demanda que debe satisfacerse siempre que sea posible; las extracciones
son mayores solo cuando se sobrepasa el nivel maximo de operacion y menores solo cuando no
existe disponibilidad; se puede utilizar esta técnica con Probabilidades Restringidas. Si, por
otra parte, se imponen restricciones a las probabilidades de situaciones indeseables (déficit,
derrame, etc.) puede formularse un problema de programacién lineal. Logrando convertir una
restriccién, establecida en términos probabilisticos, en una equivalente, establecida en forma
deterministica, ver Dominguez (1989).

2.2.1.2 Programacién No Lineal

Si las restricciones o la funcién objetivo no son lineales, se dice que se tiene un problema de
Programacion No Lineal, ver Ackoff-Sasieni (1982).

La Programaci6n No Lineal se puede aplicar a problemas de probabilidad restringida relajando
los requisitos de linearidad, ver Dominguez (1989).
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Si en cierto problema desaparece la linealidad, lo cual priva de disponer de métodos cémodos
con soluciones précticas. Sin embargo, la programacion no lineal conserva una cierta
importancia prdctica y los mateméticos poseen los medios de cambiar la dificultad, ver
Dorfman et Co. (1962).

2.2.1.3 Programacion Dindmica

El método de optimacioén de la Programacion Dindmica se escoge por la flexibilidad y facilidad
de su aplicacién, analiza problemas no lineales, donde las variables se manejan en secuencia,
este método es muy poderoso, esencialmente, si se tienen que tomar k decisiones secuenciales
se pueden ordenar los cilculos de manera que, en lugar de tener un problema con k variables
se tengan k problemas con una variable, ver Ackoff-Sasieni (1982).

Una de las razones por la cual comtinmente no se usa el método de la Prograrnacion Dindmica
sucede cuando se trata de sistemas estocdsticos, ya que el modelo propuesto por ser de tipo
iterativo, involucra una gran cantidad de célculos y memoria requeridos, por 1o que se emplea
una computadora y aGn asi, es necesario hacer algunas adaptaciones al método para desarrollar
un algoritmo eficiente, tanto en el aspecto del nimero de operaciones, memoria necesaria y
tiempo de proceso, para reducir sensiblemente las limitaciones y hacer factible su utilizacion.

Con respecto a reducir sensiblemente la memoria requerida para la matriz de transicion, esto
se logra haciendo la subdivisién de estados y decisiones igual y uniforme. En el caso de una

presa, q"!,c(i, j) es la probabilidad de pasar del estado 7/ al j durante una etapa n, dada una
extraccién & . Con la anterior variable designada se hace una simplificacién que permite evitar
el calculo y almacenamiento de memoria de elementos repetidos de la matriz de transicion, si
se utiliza un solo tamajio de discretizacién A¥ para los estados y decisiones.

La Programacién Din4dmica se puede encontrar en sus distintos desarrollos como programacién
dindmica deterministica, programacién dindmica estocdstica, programacién dindmica
incremental, etc.

La Programacién Dindmica se utiliza para estudiar la operacién de una presa, sobre todo para
definir sus politicas de operacién, con una funcién objetivo discontinua que tome en cuenta la
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energia generada asi como los costos por déficit y derrame; considerando estados, etapas
dentro del afio e ingresos aleatorios caracterizados por funciones de distribucion no
condicionadas, que tomen en cuenta la dependencia entre los ingresos de etapas sucesivas.

Los llamados modelos de programacién matemdtica constituyen la herramienta fundamental
para el andlisis de sistemas de recursos hidrdulicos; a continuacidn, se describen las
caracteristicas de algunos métodos para determinar €l control optimo; entre ellos se encuentran:
la Programacion Lineal, la Programacién No Lineal y la Programacién Dindmica, ver
Rebolledo (1990).

2.3 Programacioén Lineal

Los problemas de Programacién Lineal son muy importantes, por dos razones. Primero,
permiten abordar muchos problemas de decisién, como los que se relacionan con la asignacién
de recursos limitados para obtener los mejores resultados posibles. Segundo, existen métodos
de computacién que permiten resolver problemas con miles de variables y que involucran
centenas de restricciones, con una computadora sencilla, ver Edley (1978).

Esta técnica es utilizada en aprovechamientos hidriulicos fundamentalmente en problemas de
asignacion de recursos escasos, su concepeion facilitd el desarrollo de otras técnicas como la
Teoria de Redes, la Programacién Entera y la Programacion No Lineal.

Existen aplicaciones de las Técnicas de Programacion Lineal con probabilidades restringidas,
para determinar politicas de operacién en presas de almacenamiento, que establecen
restricciones que eviten situaciones no deseables, ver Dominguez (1989); otro caso para ¢l cual
es aplicable este concepto es el desbordamiento de la cortina de una presa, ver Joeres.
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2.3.1 Teoria de la Programacion Lineal

En un problema de Programacién Lineal se desean seleccionar valores no negativos de las
variables que maximicen (0 minimicen) una funcion lineal, conforme a una o mds restricciones
lineales del tipo de desigualdad, igualdad o ambas.

2.3.2 Definiciones bdsicas

Considérese el siguiente problema de Programacion Lineal.

Minimizar Z=cx +ex, +.. e, X,

Sujeta a ayX) +a,%, +...+a,x, 2b

Ay Xy + AppXy + ..+ 8y, %, 2 b,

ApX) + @ Xy +.+a,,x, 2b,

X Xgyiiy X, 20

Aqui ¢x, +c¢,x, +---+c,x, es la funcién objetivo (o funcién criterio) que debe minimizarse y
se denotard por Z. Los coeficientes ¢,, ¢,,...,c, son los coeficientes de costo (conocidos) y

Xy, X5,..., X, son las variables de decision (variables, o niveles de actividad) que deben

"

n
determinarse. La desigualdad Z= a;x; 2 b, denota la i—ésima restriccion. Los coeficientes

J
a, para i=1,2,....m, j=12,.,n se llaman los coeficientes tecnoldgicos. Estos

coeficientes tecnolégicos forman la matriz de restricciones A siguiente:
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Qyy dpy ... 4

R

Qy Oy ... Q,

R

Laml am2 e amn

Al vector columna cuya i —ésimo componente es b, se le llama el vector del lado derecho,
representa los requerimientos minimos que deben satisfacerse. Las restricciones
X;5 Xq,..., X, 20 son las restricciones de no negatividad. Un conjunto de valores x,, x,,..., X,

que satisface todas las restricciones se llama un punto factible o vector factible. El conjunto de
todos esos puntos se llama regidn factible o espacio factible.

Usando la terminologia anterior, el problema de Programacion Lineal se puede enunciar como
sigue: entre todos los vectores factibles, encuéntrese aquel que minimiza (o maximiza) la
funcion objetivo.

2.3.3 Suposiciones de la Programacion Lineal

Para representar un problema de optimacién, como un Programa Lineal se requicre que se
cumplan varias suposiciones que a continuacién se explican.

1. Proporcionalidad. Dada una variable x, su contribucion al costo total es ¢,x, y su
coniribucién a Ia i—ésima restriccién es a,x,. Esto significa que si, por ejemplo,
se dobla el valor x, entonces se dobla su contribucién al costo total y a cada una de
las restricciones.

2. Aditividad. Esta suposicion garantiza que el costo total es la suma de los costos
individuales, y que la contribucién total a la i —ésima restriccion es la suma de las
contribuciones individuales de cada actividad.
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3. Divisibilidad. Fsta suposicién asegura que las variables de decision se pueden
dividir en cualquier nivel fraccional, de modo que se permiten valores no enteros
para las variables de decision.

Para resumir un problema de optimacién se puede escribir como un programa lineal sélo si se
cumplen las suposiciones anteriores. Esto excluye casos en los que existen economias de
escala; por ejemplo, cuando el costo unitario decrece al aumentar la cantidad producida. En
estos casos se debe recurrir a programas no lineales. También debe observarse que los

pardmetros ¢,, a, y b, deben ser conocidos o estimados.

2.3.4 Andlisis

A continuacion se presentan tres propiedades claves de las soluciones factibles en vértices que
constituyen los principios fundamentales del método simplex. La primera propiedad relaciona
estas soluciones con las soluciones éptimas.

Propiedad 1.

a) Si existe exactamente una solucién Gptima, entonces debe ser una solucion factible en un
vértice,

b) Si se tienen soluciones Optimas multiples, entonces al menos dos deben ser soluciones
factibles en vértices adyacentes

La propiedad 1 es un tanto intuitiva desde un punto de vista geométrico. Para cualquier
problema que tenga s6lo una solucién optima, siempre es posible mover la recta (hiperplano)
de la funcién objetivo hasta que s6lo toque un punto (la solucién Optima) en un vértice de la
region factible.
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El punto de vista algebraico que sigue aclara también por qué debe cumplirse la propiedad en

el caso a). Dendtese por Z* el valor de la funcién objetivo para la solucién Gptima tnica.
Considérese ahora las implicaciones si esta solucién no es una solucién factible en un vértice.
Por definicion, debe estar sobre un segmento rectilineo que una a otras dos soluciones
factibles, es decir, es un promedio ponderado de estas otras dos soluciones factibles. Dendtense

por a(0<a<1) y (1-a) los pesos de estas soluciones y sean Z, y Z, sus valores de la
funcién objetivo, donde Z* =a +Z, +{(1-a )Z,. Como la suma de estos pesos es 1, las tnicas
posibilidades para la forma en que Z, Z, y Z, estan relacionadas son:

1) 2" =2,=2,, 2 Z,<Z'<Z, y 3Z>ZI">7

La primera posibilidad implica que las otras dos soluciones factibles también son 6ptimas, de
modo que son soluciones Optimas miuiltiples. Las dos ultimas posibilidades implican que la
solucién original en realidad no es Optima. La conclusién resultante es que es imposible tener
una sola solucién éptima que no sea una solucién factible en un vértice.

La propiedad I simplifica en gran parte la bisqueda de una solucién 6ptima, ya que s6lo es
necesario considerar soluciones factibles en vértices. La magnitud de esta simplificacion la
hace resaltar la propiedad 2.

Propiedad 2

Sélo existe un nimero finito de soluciones factibles en vértices.

Para ver por qué, en general, el ndmero es finito, recuérdese que cada solucion factible en un
vértice es la solucion simultinea de un sistema de n ecuaciones extraidas de las (m+n)
ecuaciones de las fronteras de las restricciones. El nmimero de combinaciones diferentes de
(m+ n) ecuaciones tomadas n a la vez es
(m+n)!
m! n!

>

que es un nimero finito. Este nimero, a su vez, es una cota superior para ¢l nimero de
soluciones factibles en vértices.
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La propiedad 2 sugiere que sélo puede obtenerse una solucion Optima por enumeracion
exhaustiva, es decir, hallar y comparar todas las soluciones factibles en vértices.
Desafortunadamente hay ndmeros finitos que (para todos los fines précticos) pueden
considerarse infinitos. Por ejemplo, un problema de Programacion Lineal mas bien pequefio,
con sélo m=50 y n=50, jtendria (100!)/(50!)% 10¥ sistemas de ecuaciones por resolver! En
contraste, el método simplex sdlo requeriria examinar aproximadamente 100 soluciones
factibles en vértices para un problema de esta magnitud. Se puede obtener este tremendo
ahorro de trabajo debido a la propiedad 3.

Propiedad 3.

Si una solucién factible en un vértice es mejor (segin lo mide Z) que todas sus soluciones
factibles en vértices adyacentes, entonces es mejor que todas las demds soluciones factibles en
vértices (es decir, es optima).

La razén bésica por la que la propiedad 3 también se cumple para problemas mas grandes es
que la region factible siempre tiene la propiedad de ser convexa.

La propiedad 3 proporciona un criterio conveniente para determinar si una solucion factible en
un vértice es optima, sin tener que enumerar todas las soluciones posibles. El método simplex
explota este hecho, examinando sélo algunas de las soluciones factibles en vértices que se vean
prometedoras y deteniéndose tan pronto como una de ellas pase esta prueba de optimacién. En
particular, repetidamente (iterativamente) se mueve de la solucién factible en un vértice, en
curso, hacia una solucién factible en un vértice adyacente que sea mejor (lo cual puede
realizarse de manera muy eficiente) hasta que la solucién actual tenga alguna solucion factible,
en un vértice adyacente, que sea mejor. Enseguida se resume ¢l procedimiento que emplea el
método simplex.

Los conceptos expresados en los parrafos anteriores pueden visualizarse en las siguientes
figuras en dos dimensiones (es decir n=2).
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2.3.5 Planteamiento de un problema de Programacion Lineal

El problema es elegir los valores de x; y x, afinde

Maximizar Z = 3x, +5x,

Sujeta a las restricciones
X, <4
2x, 12
3x, +2x, <18

20y x,20

Este problema tiene dos variables de decisién y tnicamente dos “dimensiones™, de modo que
puede usarse un procedimiento grafico para resolverlo. Este procedimiento comprende la

construccién de una grafica bidimensional, con x; y x, como ejes. El primer paso es
identificar los valores de (x,, x,) permitidos por las restricciones. Se realiza esto trazando las
rectas que deben limitar el intervalo de valores permisibles. Para empezar, notese que las
restricciones de no negatividad x, 20 y x, >0 requieren que (x,, x,) se encuentren en el lado
positivo de los ejes. A continuacién, obsérvese que la restriccion x, <4 significa que (xl, xz)
no puede estar a la derecha de la recta x, =4 . En la figura 2,1 se muestran estos resultados,
en donde el drea sombreada contiene los tnicos valores de (x,, x,) que todavia son permitidos.

En una forma semejante se agregaria la recta 2x, =12 a la frontera de la region permisible.
La restriccion final 3x, +2x, <18 requiere que se sitien los puntos (x,, x,) tales que
3x,+2x, =18 (otra recta) para completar la frontera. (Nétese que los puntos tales que
3x, +2x, <18 son aquellos que se encuentran debajo de la recta 3x, +2x, =18, de modo que
esta es la recta limite m4s allé de la cual deja de cumplirse la desigualdad). En la figura 2.2 se
muestra la regién resultante de fos valores permisibles de (x], x,).
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El paso final es seleccionar el punto de esta region que maximice el valor de Z =3x, +5x,.
Este paso se vuelve automatico después de un poco de préctica; para descubrir su base, resulta
instructivo proceder por tanteos. Inténtese, por ejemplo, Z =10 =3x, +5x, para ver si existen
valores de (xl, xz) en la regién permisible que proporcionen un valor Z tan grande como 10.

Trazando la recta 3x, +5x, =10 se ve que existen muchos puntos de esta recta que se
encuentran dentro de la region (véase la figura 2.3). Por lo tanto, inténtese un valor mayor de
7, digamos, por ejemplo, Z=20=3x +5x,. Una vez mds, un segmento de la recta
3x, +5x, =20 estd dentro de la regién, de modo que el valor maximo permisible de Z debe
ser al menos 20. Notese que esta recta que proporciona un valor mayor de Z estd mas arriba y
mas alejada del origen que la primera y que las dos son paralelas. Por consiguiente, este
procedimiento por tanteos no es nada més que trazar una familia de rectas paralelas que
contengan al menos un punto de la regién permisible y seleccionar aquella que se encuentre
més alejada del origen (en la direccion de los valores crecientes de Z). Esta recta pasa por el
punto (2,6), como se indica en la figura 2.3, de modo que la ecuacidn es
3x,+5x, = 3(2)+5(6) = 36 = Z . De donde la solucion deseada es x, =2, x,=6

\I'E

L
[
1 2 3 4 5 %,

figura 2.1 El 4rea sombreada muestra los valores de (x,, x,) permitidos por x; = 0
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figura 2.2 El drea sombreada muestra los valores permisibles de (x,, x,)

xZ

8 ]

N (2,6)
6 \P/

/Z=36=3x, +5x,

Z =20=3x, +5x,

Z=10=3x+3x,

figura 2.3 Valor de (x,, x,) que maximiza 3x, +5x,
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2.3.6 Terminologia para las soluciones del modelo

Es posible que se tenga la costumbre de reservar el término solucién para nombrar la respuesta
final a un problema, pero la convencion en Programacion Lineal (y sus extensiones) €s un tanto
diferente. Aqui, cualquier especificacion de valores para las variables de decision

{x, %0000 x,) se llama solucién, sin importar si es una eleccion deseable, o incluso admisible.
Entonces se identifican los diferentes tipos de soluciones usando un adjetivo apropiado, como
se verd a continuacion.

Una solucién factible es una solucion para [a que se satisfacen fodas las restricciones.

En el ejemplo, las soluciones factibles son los puntos dentro o sobre la frontera del drea
sombreada (a veces llamada regién factible) de la figura 2.2. Por tanto, (2, 3) y (4, 1) son
soluciones factibles, pero (-1, 3) y (4, 4) son soluciones #no factibles.

Dado que existen soluciones factibles, la meta de la Programacién Lineal es hallar aquella que
sea la “mejor”, medida por el valor de la funcion objetivo en el modelo.

Una solucién éptima es una solucién factible que tiene el valor mas favorable de la funcion
objetivo.

Par valor mds favorable se entiende el valor mayor o menor, dependiendo de si el objetivo es
maximizacién o minimizacién. Asi entonces, una solucién Optima maximiza/minimiza la
funcién objetivo sobre la regién factible completa.

Con frecuencia, un problema tendrd s6lo una solucion optima. Este fue el caso en el ejemplo,
en el que s6lo la solucién (x,, x,)= (2, 6) es Gptima.

La tercera posibilidad es que un problema no tenga soluciones optimas. Esto ocurre Unicamente
si: 1) no tiene soluciones posibles, o bien, 2) las restricciones no evitan el crecimiento del

valor de la funcién objetivo (Z) indefinidamente, en la direccion favorable (positiva o
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negativa). Por ejemplo, se tendria este Gltimo caso si se eliminaran las dos dltimas restricciones
funcionales en el ejemplo.

2.3.7 Geometria del método Simplex

Se tratardn aqui los principios geométricos fundamentales del método simplex, utilizando la
solucién grafica para el ejemplo anterior con el fin de ilustrar los conceptos generales. Asi

entonces se analizan las variables de decision (xl,xz,...,x,,) para cualquier problema de
programacién lineal, al mismo tiempo que se ilustra en dos dimensiones con las variables de
decisioén (x,, x,) para el ejemplo anterior; en la figura 2.2 se han hecho resaltar las cinco
rectas de restriccion y sus puntos de interseccion, en virtud de que constituyen las claves para
el andlisis.

Se comenzar4 por introducir cierta terminotogia bésica, ver Hillier (1982).

2.3.8 Terminologia

Las soluciones dptimas deben estar sobre la frontera de la regién factible y, en efecto, esta es
una propiedad general. Como “frontera” es un concepto geométrico, las dos primeras
definiciones aclaran en qué forma se identifica algebraicamente la frontera de la regién factible.

La ecuacioén de la frontera para cualquier restriccion se obtiene reemplazando su signo

<, =, Z por un signo de =.

Por tanto, las ecuaciones de la frontera para las cinco restricciones del ejemplo son las
ecuaciones dadas para las cinco rectas de la figura 2.2. En general, la forma de ]a ecuacién de
la frontera para upa restriccion es a,x +a,x%,+...+a,x, =0, para las restricciones
funcionales, y x, =0, para las de no negatividad. Estas ecuaciones definen una forma
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geométrica “plana” (llamada hiperplano) en el espacio n-adimensional, andloga a la recta del
espacio bidimensional y al plano del tridimenstonal.

La frontera de la regidn factible consta de aquellas soluciones factibles que satisfacen una o
mas de las ecuaciones de la frontera de las restricciones (es decir, que se encuentran sobre uno
o mas de los hiperplanos frontera).

Probablemente, no se habra notado en el ejemplo que la solucién dptima (2, 6) no s6lo estaba
sobre la frontera de la region factible sino que también en uno de los vértices de esa regién.
Esto no es coincidencia, como se vera mas adelante, por lo que primero se deben definir cudles
son estos vértices en el espacio n-dimensional.

Una solucién factible en un vértice es una solucién factible que no estid sobre segmento
rectilineo alguno que una a ofras dos soluciones factibles.

Asi en el ejemplo (0, 0), (0, 6), (2, 6), 4, 3) v (4, 0) son soluciones factibles en un vértice,
Sin embargo, €stas son las Gnicas soluciones factibles en vértices.

Por e¢jemplo, la solucién (2, 3) estd sobre el segmento rectilineo entre muchos pares de
soluciones factibles, tal como (1, 4) y (3, 2), y la solucién (0, 5) estd sobre el segmento
rectilineo entre pares como (0, 3} y (0, 6).

Con n variables de decisién (n = 3}, esta definicién no es muy conveniente para identificar las
soluciones factibles en vértices. Por lo tanto, es mas util identificarlas algebraicamente. En el
ejemplo, cada solucién factible en un vértice se encuentra en la interseccion de dos (n=2)
rectas de restriccién; es decir, es la solucion simultdnea de un sistema de dos ecuaciones de la
frontera de las restricciones.

Anilogamente, para cualquier problema de programacion lineal, cada solucién factible en un
vértice se encuentra en la interseccion de n fronteras de restricciones; es decir, es la solucién
simultdnea de un sistema de n ecuaciones de la frontera de las restricciones. Empero, esto no
equivale a decir que fodo conjunto de n ecuaciones de la frontera, elegidas de entre las (n+m)
restricciones proporciona una solucidon factible en un vértice. En particular, la solucion
simult4nea para tal sistema de ecuaciones podria violar una o mds de las otras m restricciones,
en cuyo caso se trata de una solucion no factible en un vértice.
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Ademds, un sistema de n ecuaciones de la frontera de las restricciones podria no tener solucién
en lo absoluto. En el ejemplo esto ocurre dos veces con los pares de ecuaciones 1) x =0 y
x, =4; 2) x,=0 y 2x,=12. La posibilidad final es que un sistema tenga soluciones
mudltiples, debido la presencia de ecuaciones redundantes.

Solo se necesita una definicion més para identificar agrupamientos convenientes de soluciones
factibles en véitices para el método simplex.

Se dice que dos soluciones factibles en vértices son adyacentes si el segmento rectilineo que
las une esta sobre (una arista de) ia frontera de la region factible.

Asi entonces, en el ejemplo, los pares de soluciones factibles en vértices que son adyacentes
son (0, 0) y (0, 6); (0, 6) y (2, 6); (2, 6) y (4, 3); (4, 3) y (4, 0); y finalmente, (4, 0) y (0, 0).
Noétese que, en cada caso, sélo una de las ecuaciones de definicion es diferente para soluciones
en vértices adyacentes.

Se aplican estas mismas conclusiones cuando (n > 2). Recuérdese que una solucion factible en
un vértice esti en la interseccién de n fronteras de restriccién. Supdngase que se elimina una de
estas fronteras de restriccion (ecuaciones de definicion). La interseccion de las restantes (n - 1)

fronteras de restriccion es una recta. Un segmento de esta recta se encuentra sobre la frontera
de la region factible, y el resto de la recta no la admiten las otras restricciones. (El término
técnico usado en la definicién anterior para un segmento rectilineo de este tipo es el de arista).
Supéngase ahora que nos alejamos de la solucién factible en un vértice, en la direccion
factible, a lo largo de esta recta, hasta que se llega a la primera frontera de restriccion
(ecuacién de definicion) nueva. Este nuevo punto es una solucion factible en un vértice
adyacente. El moverse mas alld de ella, a lo largo de la recta, hasta otras fronteras de
restriccién nuevas sélo conduciria a soluciones no factibles en vértices. Por tanto, una solucién
factible en un vértice tiene inicamente n soluciones factibles en vértices adyacentes, a cada una
de las cuales se llega en la forma que acaba de describirse, eliminando una de n ecuaciones de
definicién para esta solucién y reemplazandola por la nueva ecuacion de definicion apropiada.
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2.3.9 Caracteristicas del método Simplex

Paso de iniciacién. Partase de una solucidn factible en un vértice.

Paso iterativo. Muévase hacia una solucién factible en un vértice adyacente que sea mejor.
(Repitase este paso tantas VECes COmo se necesite).

Regla de detencion. Deténgase cuando la solucion factible en un vértice, actual, sea mejor que
todas sus soluciones factibles en vértices adyacentes.

Fsta es la esencia del método simplex, aun cuando una descripcion completa especifica una
manera conveniente de elegir la nueva solucién, tanto en el paso de inicializacién como en los
pasos iterativos.

Al final, el método simplex debe hallar una solucién Optima para todo problema de
programacion lineal que tenga una (o mds). Las razones por las que se puede garantizar lo
anterior son las siguientes: Primera, en virtud de las propiedades 1 y 3, se tiene una solucion
éptima que es una solucién factible en un vértice, pero la regla de detencién nunca suspende al
algoritmo hasta que se llega a una solucién de este tipo y, en tal caso, siempre lo detiene.

Segunda, como el paso iterativo siempre hace que uno se mueva hacia una mejor solucion
factible en un vértice, de modo que el valor de la funcién objetivo se va mejorando
continuamente, el algoritmo nunca puede repetir una solucién factible en un vértice que ya
haya examinado en una iteracién previa. Por tanto, continda buscando nuevas soluciones
factibles en vértices, hasta que se encuentra una solucién optima, de donde, el nimero de
iteraciones debe ser menor que el nimero de soluciones factibles en vértices.

Tercera, debido a la propiedad 2, el nmimero de soluciones factibles en vértices es finito. Por lo
tanto, el método simplex debe hallar una solucién 6ptima en un nimero finito de iteraciones.

Con anterioridad se hizo el comentario de que el solo hecho de ser finito no es muy alentador.
La clave real del éxito del método simplex es que requiere unicamente un namero
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relativamente pequefio de iteraciones. No puede ofrecerse prueba matemética alguna para este
hecho, s6lo los resultados consecuentes de més de dos décadas de resolver problemas reales.

2.3.9.1 Otros métodos de solucion de la Programacion Lineal

En este trabajo se utiliza la Programacion Lineal con el método simplex, debido a su facilidad
para usarse, tanto graficamente como algebraicamente.

Dentro de la Programacién Lineal existen otros métodos de solucién como el Primal, el Dual,
etc. En algunos casos es convenienie plantear el problema Dual o Primal para facilitar la
solucién del problema.

A continuacién se mencionaran algunas propiedades de dualidad del Primal y del Dual.

Una solucién factible es aquella en la cual la funcién objetivo alcanza su meta, es decir su
minimo ¢ maximo, y a esta solucién se le llama solucién factible optima. Pero, si una 0 méas
variables basicas de una solucién bésica es (son) igual(es) a cero, se dice que es una solucion
bésica degenerada.

1) El dual del dual es el primal

2) Si ambos problemas, primal y dual son no degenerados y tienen soluciones factibles,
entonces los 2 problemas tienen solucién Optima y los valores Optimos de las
correspondientes funciones objetivo son iguales

3) Si uno de los problemas no tiene solucién factible, entonces ambos problemas no tienen
solucion 6ptima.

4) Si uno resuelve por el método simplex uno de los problemas, en lo que respecta a 2)
uno puede ver, en la tabla Optima, la solucién ptima del otro problema. Para esto y 1)
uno debe resolver “el mas facit”
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2.4 Programacion No Lineal

En este caso, la funcién a optimizar es no lineal de varias variables. Resolver el problema no
resulta sencillo, ya que la mayoria de los métodos conducen a 6ptimos locales y no globales. El
enfoque mas utilizado parte de la base de una revisién del entorno de una solucion propuesta,
moviéndose entonces en la direccién que presenta mayor decrecimiento de la funcion objetivo y
estableciendo originalmente un tamafio de paso que puede ser modificado posteriormente, ver
Hillier (1982).

La mayoria de los métodos desarrollados para buscar la solucién a estos problemas, se basan
en la seleccién de una direccién de avance por etapa, para posteriormente simplificar Ia
busqueda a una sola dimension.

Esta metodologia es muy aplicable en la Hidrdulica, particularmente en los problemas
relacionados con las redes de distribucion de agua potable y en los ajustes de funciones de
distribucion de probabilidad a datos de gastos fluviales o precipitaciones.

2.4.1 Teoria de la Programacion No Lineal

En forma general, el problema de Programacion No Lineal es encontrar x =(x,, %,5...0 %,)
para

Maximizar f (x)

sujeta a g (x)<b, para i=1,2,...,m y x20

Donde f(x) y las g {x) son funciones dadas de n variables de decision.
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No se dispone de algoritmo alguno que resuelva fodos los problemas especificos que se ajustan
a este formato; sin embargo, se han hecho progresos sustanciales para algunos casos especiales
importantes de este problema, haciendo diversas suposiciones acerca de estas funciones, y la
investigacién continmia en forma muy activa.

2.4.2 Programacion convexa

El problema de programacion convexa es el caso especial del problema de programacion no
lineal en el que f(x) es una funcién concava y todas las g,(x) son funciones convexas. Estas
suposiciones simplifican mucho el problema. La convexidad de las funciones g, (x) implica
que el conjunto de soluciones factibles es un conjunto convexo. Esta propiedad y la concavidad
de f(x) implican que cualquier dptimo local es también un dptimo global; esto es, cualquier
solucién factible que maximiza f (x) sobre las soluciones factibles en su vecindad inmediata,

también maximiza a f (x) sobre el conjunto completo de soluciones factibles. Por lo tanto, en

lugar de temer que encontrar y comparar un nimero grande (tal vez infinito) de Optimos
locales, s6lo es necesario encontrar un 6ptimo local y, en consecuencia, global.

Para evitar complicaciones excesivas, se adoptaran las suposiciones de que todas las funciones
son diferenciables.

Se ha desarroliado un niimero considerable de algoritmos para programacién no lineal convexa.
La mayor parte usa algin tipo de procedimiento de biisqueda para encontrar una sucesion de
soluciones que lleven a una solucién Optima. Es caracteristico que se hagan ajustes que
permitan al procedimiento de busqueda enfocarse sobre uma versién no restringida del
problema, durante la parte principal de cada iteracion. Por lo tanto, con el objeto de exponer
las bases para describir uno de los algoritmos, se presentardn los procedimientos de busqueda
para problemas no restringidos, en donde el objetivo es simplemente maximizar una funcién
concava f (x) . Como puede verse en la Tabla 2.1, esta presentacion comienza con el familiar

problema unidimensional de maximizar una funcién de una sola variable, después se considera
una funcién de varias variables antes de pasar al problema general de programacion convexa.
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Tabla 2.1

Problema Condiciones necesarias y | Procedimiento de solucion
suficientes para la
Optimacion
No restringido df(x) 0 Procedimiento de buisqueda
unidimensional dr unidimensional

No restringido
multidimensional

af(x)=0,(j=1,2,...,n)
ax

J

Procedimiento de busqueda
del gradiente

general

Programacién convexa

Condiciones de
Kuhn-Tucker

Algoritmos basados en el
procedimiento de blisqueda
del gradiente, etc.

2.4.3 Condiciones de Kuhn-Tucker

Antes de considerar los algoritmos, es necesario aprender a reconocer una solucion optima
para un problema de programacién no lineal. A continuacion s¢ dan las llamadas condiciones
de Kuhn-Tucker, que describen este tipo de soluciones.

Supdngase que f (x), 2,(x), g, (x), ,g,,(x) son funciones diferenciables que satisfacen ciertas
condiciones de regularidad. Entonces x* = (x]* y X5 ...,x;) puede ser una solucidén éptima para
el problema de programaci6n no lineal s6lo si existen m ndmeros, u,,u,,...,4, , tales que se
satisfacen fodas las condiciones siguientes:

1L 93, % <
6xj =1 axj
=, 0
2. x; af—Zu[ & l_0
axj p 6xj

* )
roenx,=x,, paraj =12,...,n
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Es usual que se haga referencia a estas condiciones como las condiciones de Kuhn-Tucker. Las
u, son parecidas a las variables duales de la programaci6n lineal y tienen una interpretacion

econdmica comparable. (Sin embargo, las u, en realidad surgen en la deduccion matemaética
como multiplicadores de Lagrange generalizados). Las condiciones (3) y (3) no hacen mas que
ayudar a asegurar la factibilidad de la solucién. Las otras condiciones eliminan a la mayor
parte de las soluciones factibles como posibles candidatos para ser una solucién optima. No
obstante, debe hacerse notar que la satisfaccion de estas condiciones no garantiza que la
solucién sea optima. Al igual que la condicién andloga para una funcioén no restringida de que
sus derivadas parciales sean cero, estas condiciones sélo son necesarias, y no suficientes, para
la Optimacién. De cualquier manera, igual que antes, si se satisfacen ciertas condiciones
adicionales se vuelven suficientes para garantizar la Optimacién. Kuhn y Tucker suministraron
la siguiente extension del teorema.

Corolario. Supbngase que f(x) es una funcién concava y que g,(x), g,(x),...,g,{x) son

funciones convexas que satisfacen las condiciones de regularidad. Entonces x" = (x]’" y X5, ...,x,,)
es una solucién éptima si y s6lo si se satisfacen fodas las condiciones del teorema.
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2.4.4 Procedimiento de biisqueda unidimensional para el problema no restringido de una sola
variable

Considérese el problema de maximizar una funcién céncava f(x) cuando no existen
restricciones para los valores factibles de la variable tnica x .

dfix)_,
dx

/)

figura 2.4. El problema no restringido unidimensional

Como se observa en la figura 2.4, en principio, es posible resolver este tipo de problema
igualando la primera derivada a cero y resolviendo la ecuacion que resulta para el valor optimo
de x, denotado por x°. (El que la funcién sea céncava implica que la segunda derivada es
negativa). Sin embargo, si f (x) no es una funcién particularmente sencilla, puede que no sea

posible resolver esta ecuacién analiticamente. Si éste es el caso, el procedimiento de busqueda
unidimensional proporciona una manera directa de resolver el problema numéricamente.

La idea implicita en el procedimiento de bisqueda unidimensional es muy intuitiva, a saber:
que el que la pendiente (derivada) sea positiva o negativa en una solucion tentativa indica en
forma definitiva si es necesario incrementar o disminuir esta solucién para acercarse a una
solucién 6ptima. Asi, si la derivada evaluada en un valor particular de x es positiva, entonces
x* debe ser mayor que x y por lo tanto x se convierte en una cota inferior para las soluciones
tentativas que necesitan considerarse en adelante. Por el contrario, si la derivada es negativa,
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entonces x~ debe ser menor que x y donde x se convertiria en una cota superior. Por lo
tanto, una vez identificados los dos tipos de cotas, cada nueva solucién tentativa seleccionada
entre las cotas actuales proporciona una nueva cota mds cerrada de un tipo, haciendo la
basqueda mds reducida. Mientras se use una regla razonable para seleccionar cada solucién

tentativa en esta forma, la sucesién resultante de soluciones tentativas debe converger a x”. En
la préctica, esto significa continuar la sucesion hasta que la distancia entre las cotas sea lo
suficientemente pequefia para que la siguiente solucion tentativa deba estar dentro de una

tolerancia del error preespecificada de x*

Enseguida se resume este proceso completo, usando la notacion

solucion tentativa actual

cota inferior actual para x”
cota superior actual para x”
tolerancia del error para x*

m & = =

Aunque existen varias reglas razonables para seleccionar cada nueva solucién tentativa, la que
se usa enseguida es la regla del punto medio (tradicionalmente llamada plan de busqueda de
Bolzano), que sélo dice que se seleccione el punto medio entre las dos cotas actuales.

Resumen del procedimiento de biisqueda unidimensional

Paso de inicializacion. Selecciénese <. Encuéntrese una x y una x iniciales por inspeccion (o
encontrando respectivamente cualquier valor de x en el que la derivada sea positiva y luego
negativa). Selecciénese una solucién tentativa inicial.

. x4x
x'==
2
df(x
Puaso iterativo 1. Evaltiese —% en x =x'
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>0, higase x = x'

2. Sifl@
dx

<0, hiagase x = x'

A
dx

+ X

.. X
4. Seleccidnese una nueva x'==

Regla de detencion. Si (;——g)s 2-e, y por lo tanto x, debe estar dentro del € de x*,
deténgase. De otra manera, regrésese al paso iterativo.

Cuando el calculo de las derivadas en forma analitica es dificil, puede utilizarse el algoritmo de
Fibonacci.

2.4.5 Procedimiento de busqueda del gradiente para el problema no restringido de variables
mitltiples

Ahora considérese el problema de maximizar una funcién concava f(x) de variables muliples
x:(x],xz,...,xn), en donde todavia no se tienen restricciones para los valores factibles.
¢Como puede extenderse el procedimiento anterior de busqueda unidimensional a un problema
multidimensional? Antes, se uso el valor de la derivada ordinaria para seleccionar una de dos
direcciones posibles (incrementar o disminuirx) en la que habia que pasar de la solucién
tentativa actual a la siguiente.

La meta era alcanzar finalmente un punto en el que la derivada fuera (en esencia) cero. Ahora
existen innumerables direcciones posibles en las cuales moverse, que corresponden a las tasas
proporcionales posibles a las que las respectivas variables pueden cambiarse. La meta es
alcanzar finalmente un punto en el que todas las derivadas parciales sean (en esencia) cero. Por
lo tanto, Ia extensién del procedimiento anterior requiere el uso de los valores de las derivadas
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parciales para seleccionar la direccion especifica en la cual moverse. Esto implica el uso del
gradiente de la funcién objetivo, como se describird enseguida.

Dada la suposicién de que la funcién objetivo f(x) es diferenciable, resulta que posee un

gradiente denotado por Vf(x) en cada x. En particular, el gradiente en un punto especifico

x=x' es el vector cuyos elementos son las derivadas parciales respectivas evaluadas en
x = x', de manera que

V2| 9F 9F 9L _y
vf(x)_(ﬁxl o, ) en x =

n

El significado del gradiente es que el cambio (infinitesimal) en x que maximiza la tasa a la que
f(x) aumenta es el cambio que es proporcional a Vf(x). Para expresar esta idea

geométricamente, la “direccion” del gradiente, Vf (x‘) se interpreta como la direccion del
segmento rectilineo  dirigido  (flecha) que va del origen (0, 0, 0) al punto

(ﬁf/é’x], o”f/é’xz,...,é’f/é’an, endonde &7/ f, seevaltaen x, =x',. Por lo tanto, se

puede decir que la tasa a la que aumenta f (x) se maximiza si los cambios (infinitesimales) en
x se hacen en la direccion del gradiente Vf{x). Como el objetivo es hallar Ia solucién factible
que maximiza f(x) pareceria adecuado intentar moverse en la direccion del gradiente tanto
como sea posible.

Como el problema actual no tiene restricciones, esta interpretacion del gradiente sugiere que un
procedimiento de biisqueda eficiente debe continuar moviéndose en la direccién del gradiente,

hasta que se alcance (en esencia) una solucién ptima x* donde Vf (x*) = (. Sin embargo, en

general no serfa prictico cambiar x continuamente en la direccién Vf(x), ya que requeriria
una reevaluacién continua de las &f/Jf, y cambiar la direccién de la trayectoria. Por lo
tanto, un procedimiento mejor es continuar moviéndose en una direccion fija, desde la solucion
tentativa actual, sin detenetrse hasta que f (x) deje de aumentar. Este punto de detencion seria

la siguiente solucién tentativa, de manera que entonces se calcularia de nuevo el gradiente para
determinar la nueva direccion en la cual moverse. Con este enfoque, cada iferacion comprende
un cambio en la solucién tentativa actual x como sigue:
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Hagase x'=x'+¢-V/ {(x)

Donde ¢ es el valor positivo de ¢ que maximiza f(x'+¢-Vf{x')); esto es,
S(x+1-Vf (x))= mix f(x+1-V7 (7))

Las iteraciones de este procedimiento de bisqueda del gradiente continuarian hasta que
Vf(x) =0 dentro de una pequefia tolerancia de error €, es decir, hasta que

a1

éx,;

<e paratoda j=1,2,...,n

Casi siempre, la parte ms dificil de este procedimiento es encontrar a ¢*, ¢l valor de ¢ que
maximiza f en la direccion del gradiente, en cada iteracién. Como x y Vf (x) tienen valores
fijos para la maximizacién y f(x) es concava, este problema debe concebirse como una
maximizacién de una funcién céncava de una sola variable ¢ . Por lo tanto, puede resolverse
por el procedimiento de bisqueda unidimensional tal como el que acaba de describirse (excepto
que lIa cota inferior inicial para ¢ debe ser no negativa, debido a Ia restriccién 7= 0. En forma
alternativa, si f es una funcién simple, debe ser posible obtener una solucién analitica,
igualando a cero la derivada con respecto a ¢ y resolviendo.

Resumen del procedimiento de biisqueda del gradiente

Paso de inicializacion. Seleccionar e y cualquier solucién tentativa inicial x . Pdsese primero
a la regla de detencién.
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Paso iterativo 1. Usese el procedimiento de busqueda unidimensional (o Cilculo) para
encontrar { ={" que maximice f(x'+t-Vf(x')) sobre £ 20.

2. Hagase x'= x'+1-Vf (x'). Pésese entonces a la regla de detencién.

Regla de detencion. Evaliese Vf (x') en x =x'. Compruebe si

é’f<

—~ e paratoda j=12,...,7

é’xj

Si es asi, deténgase con la x actual como la aproximacién deseada de una solucion Gptima X"
De otra manera, pasese al paso iterativo,

El procedimiento de biisqueda del gradiente por lo comin zigzaguea, en lugar de moverse €n
linea recta hasta la solucién Optima. Se han desarrollado algunas modificaciones del
procedimiento que aceleran ¢l movimiento hacia lo Optimo, tomando en cuenta este

comportamiento tipico.

Si f(x) no fuera una funcién cdncava, el procedimiento de bisqueda del gradiente todavia
convergerfa a un miximo local. Para este caso, el Gnico cambio en la descripcion del
procedimiento es que ¢* Ahora corresponderia al primer mdximo local de flx+1t-Vf (x))
para valores positivos de /

Si, por el contrario, el objetivo fuera minimizar f (x) un cambio en el procedimiento seria
moverse en la direccién opuesta del gradiente en cada iteracién. En otras palabras, la regla
para obtener el siguiente punto ahora seria
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Hagase x'=x'—¢-Vf(x')

El tnico otro cambio es que ahora ¢" seria el valor positivo de ¢ que minimiza

Fx'=1-Vf(x')); esto es,

fe=1-Vf () =min £ (' ~1-Vf (x'))

(Esta es la forma del procedimiento de buisqueda del gradiente que se usara para el algoritmo
de programacién convexa).

Se ha descrito el procedimienio de busqueda del gradiente bajo la suposiciéon de que el
problema de Optimacion no tiene restricciones. Este es el #nico caso para el que esta disefiado,
asi que no es aplicable directamente a la programacion convexa general, en donde las
restricciones son una parte importante del problema. Sin embargo, como se menciond al
principio de la secci6n, se han desarrollado varios algoritmos que adaptan el procedimiento de
diferentes maneras para tomar en cuenta las restricciones. Por ejemplo, se aplica el
procedimiento (sin modificacién) a una sucesién de problemas de minimizacion no
restringidos, en donde la sucesién resultante de soluciones optimas converge a una solucién
6ptima para el problema de programacién convexa.
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2.5 Programacion Dindmica

La Programacion Dinidmica es una técnica matemdtica de optimacion que divide el problema en
N etapas de decisién, esto s, descompone el problema original en N nuevos problemas, cada
uno con pocas decisiones, concatenadas en forma secuencial, cuya solucién es equivalente a la
del problema original. A grandes rasgos, lo que se busca es resolver la 1ltima etapa y usar
dichos resultados para resolver la penultima etapa y asi sucesivamente.

Se requiere un cierto grado de ingenio y de vision de la estructura general de los problemas de
programacién dindmica, a fin de reconocer cuidndo un problema se puede resolver mediante
procedimientos de esta programacién y c6mo se haria.

Por fortuna, la Programacién Dindmica proporciona grandes ahorros computacionales en
comparacién con la enumeracién exhaustiva para encontrar la mejor combinacién de
decisiones, en especial cuando se trata de problemas grandes, y reduce dristicamente los
requerimientos de célculo respecto a la evaluacion directa. Por ejemplo, si un ejemplo tiene 10
etapas con 10 estados y 10 decisiones posibles en cada etapa, la enumeracion exhaustiva tendria

que considerar hasta 10" combinaciones, mientras que la Programacién Dindmica necesita
hacer cuando mucho 10° calculos (10 para cada estado en cada etapa).

El término programacion tiene el significado de una planeacion de actividades, de entre las
cuales se determinan aquellas que producen la mejor solucién o que optimizan €l problema. El
término Dindmica se debe al tipo de problemas en que tuvo sus primeras aplicaciones esta
técpica, en los que la variable tiempo indicaba el paso de una etapa a otra.

Las aplicaciones de la Programacién Dindmica son muy amplias y comprenden areas tan
diferentes como la quimica, la electrénica, la ingenierfa industrial, de control y aerodindmica,
ademds de la investigacion de operaciones, las matemdticas y la economia. Algunos problemas
especificos resueltos con programacién dindmica son los de transporte, inventario, ascenso
minimo para aviones o proyectiles, trayectorias de satélites, control realimentado, prediccion
lineal, reemplazo de equipo, planificacién de gastos de publicidad, distribucién del esfuerzo de
ventas y programacién de la produccion.
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La Programacién Dindmica es un método matematico desarrollado por R. Bellman, para
determinar el control Gptimo factible de un sistema empleando un concepto llamado,
principio de optimacién, que dice:

Principio de optimacion. Una politica 6ptima tiene la propiedad de que, independientemente de
cual sea el estado y las decisiones iniciales tomadas para llegar a un estado particular en una
etapa particular, las decisiones restantes deben constituir una politica dptima para abandonar el
estado resultante de la primera decision.

Para aplicar este principio, comiéncese con la Gltima etapa de un proceso de n etapas y
determinese para cada estado la mejor politica para abandonar ese estado y completar el
proceso, considerando que todas las etapas precedentes se han concluido. Después contintese a
lo largo del proceso, etapa por etapa. En cada etapa, determinese la mejor politica para
abandonar cada estado y concluir el proceso, considerando que todas las etapas precedentes han
sido concluidas y empleando los resultados ya obtenidos para la etapa subsecuente.

2.5.1 Teoria y caracteristicas de los problemas de Programacidn Dindmica

A continuacién se presentardn y estudiardn estas caracteristicas bésicas que distinguen a los
problemas de programacion dindmica.

1. El problema se puede dividir en varias etapas, cada una de las cuales requiere una politica
de decisién de acuerdo con cierto criterio.

2. Cada etapa tiene un cierto nimero de estados asociados a ella. En general, los estados son
las distintas condiciones posibles en las que se puede encontrar el sistema en cada etapa del
problema. EI nimero de estados puede ser finifo 0 infinito.

3. El efecto de la politica de decisién en cada etapa es transformar el esiado actual que se
examina, en un estado asociado con la siguiente etapa (en ocasiones de acuerdo con una
distribucién de probabilidad).
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La red establecida consiste de columnas formadas de nodos, donde cada columna
corresponde a una etapa y en cada politica de decisién se cambia de etapa 0 sea que se
avanza de columna. El procedimiento de solucién estd disefiado para encontrar una politica
optima para el problema completo, es decir, una receta para las decisiones de la politica
Gptima en cada etapa para cada uno de los estados posibles.

Dado el estado actual, una politica dptima para las etapas restantes es independiente de la
politica adoptada en etapas anteriores. En general, en los problemas de Programacion
Dindmica, el conocimiento del estado actual del sistema expresa toda la informacioén sobre
su comportamiento anterior, y esta informacién es necesaria para determinar la politica
Optima de ahi en adelante.

El procedimiento de solucién se inicia al encontrar la politica éptima para la dltima etapa,
la cual prescribe la politica Optima de decisién para cada etapa.

Dentro de las caracteristicas propias de la solucién del problema se tiene que el método de
solucién principia encontrando la politica 6ptima para cada uno de los estados de la dltima
etapa y se define una relacién recursiva que identifica la politica 6ptima para la etapa #,

dada la politica 6ptima para la etapa (n+1)

Entonces, para encontrar la politica dptima de decisién cuando se comienza en el estado s de
la etapa n se necesita encontrar el valor de x, que dé un minimo. El costo minimo
correspondiente se obtiene si se usa este valor de x, y después se sigue la politica Optima

cuando el proceso se encuentra en el estado x, de la etapa {(n+1)

La forma precisa de la relacién recursiva difiere de un problema a otro, pero se usard una
notacién analoga a la introducida en la seccién anterior. Asi, sea x, (variable o vector) la

variable de decision en la etapa n (n=1,2,..., N). Sea f,(s, x,) el valor de la funcién
objetivo que debe maximizarse (0 minimizarse), dado que el sistema se encuentra en el estado

s enlaetapa n y se elige x,. Sea £, (s) el valor méximo o minimo de f, (s, x, ) sobre todos

los valores posibles de x, . La relacion recursiva siempre tendrd la forma
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frls)=mix {£,(s,%,)} o £ (s)=min{f (s,x,)}

en donde f, (s, xn) se escribirfa en términos de s, x,, f,:m () y tal vez alguna medida de
eficiencia (o ineficiencia) de x, para la primera etapa.

8. Cuando se usa esta relacion recursiva, el procedimiento de solucién se mueve hacia atrds,
es decir el método de solucién es recorrer la red de atrds hacia adelante, pasando por las
diferentes etapas, encontrando en cada etapa la politica Optima y la funcion de costo
correspondiente a cada estado, continuando asi sucesivamente hasta determinar la politica
Optima a partir de la etapa inicial.

2.6 Programacion Dindmica Deterministica

Esta seccién profundiza sobre el enfoque de Programacién Dindmica a los problemas
deterministicos, en donde el estado en la siguiente efgpa estd completamente determinado por
el estado y 1a politica de decision de la etapa actual. El caso probabilistico en el que existe una
distribucién de probabilidad para lo que puede ser el siguiente estado, se analizara en la
seccidn siguiente, ver Joeres.

La Programacién Dindmica Deterministica se puede describir en forma de diagrama como se
hace en la figura 2.5. En una etapa » el proceso se encontrard en algin estado s, . Al tomar

la decision x, se mueve a algin estado s,,, en la etapa (n-+1). El valor de la funcién objetivo
para la politica 6ptima de ese punto en adelante se calculé previamente como f,;l(sm). La
politica de decisién también hace una contribucién a la funcién objetivo. Al combinar estas dos
cantidades en la forma apropiada se obtiene el valor de la funcién objetivo £.(s,,x,)
comenzando en una etapa #
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figura 2.5 Estructura bésica para la Programacion Dindmica Deterministica,

Etapa Etapa
/7 n+1

Estado: @ @

Contribucion de x,,

ﬁ(‘gn’xn) fnil('gnﬂ)

La Optimacién respecto a x, proporciona entonces f.(s,)=f.ls,,x;). Una vez que se
encontraron x, y f, (sﬂ) para cada posible valor s,, el procedimiento de solucién se mueve
hacia atrds una etapa.

Una manera de clasificar los problemas de Programacién Dindmica es por la forma de la
funcion objetivo. Por ejemplo, el objetivo puede ser minimizar la suma de las contribuciones de
cada una de las etapas individuales, o maximizar esa suma, o bien minimizar el producto de los
términos, etc. Otra clasificacion se puede bacer en términos de la naturaleza del conjunto de
estados en las respectivas etapas. En particular, los estados s, pueden estar representados por
una variable de estado discreta, o por una variable de estado confinua, o tal vez se requiera un
vector de estado (mds de una variable).

2.6.1 Ejemplo

El Consejo Mundial de la Salud se dedica a mejorar el cuidado de la salud en los paises
subdesarrollados del mundo. Ahora cuenta con cinco equipos médicos para asignar enire tres
de esos paises a fin de mejorar su cuidado médico, su educacion sanitaria y sus programas de
entrenamiento. Por consiguiente, el Consejo necesita determinar cudntos equipos (si resulta
conveniente) asignar a cada uno de estos paises para maximizar la efectividad total de los cinco
equipos. La medida de efectividad que se estd usando es los aflos de vida adicionales del
hombre. (Para un pais particular, esta medida es igual a la esperanza incrementada de vida del
pais, en afios, multiplicada por su poblacién). La Tabla 2.2 da los afios de vida adicional
posible en funci6n del nimero de equipos medicos.
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Tabla 2.2 Datos para el Consejo Mundial de Salud

Nimero de | Miles de afios de vida adicionales del hombre
equipos Fais
médicos 1 2 3
0 0 0 0
1 45 20 50
2 70 45 70
3 90 75 80
4 105 110 100
5 120 150 130

Solucion.

Este problema requiere tomar tres decisiones interrelacionadas, a saber, cudntos equipos
médicos asignar a cada uno de los tres paises. Por lo tanto, ain cuando no se tiene una
secuencia fija, estos tres paises pueden considerarse como las tres efapas en un planteamiento
de programacién dindmica. Las variables de decision x,(n=1,2,3) secrian el mimero de

equipos por asignar a la etapa (pais) »

Es posible que no sea facil la identificacién de los estados. Para determinar esto, deben
plantearse preguntas como las siguientes: ;Qué es lo que cambia de una etapa a la siguiente?
Dado que se han tomado las decisiones en las etapas previas, ;Como puede describirse la
condicién de la situacion en la etapa actual? ;Qué informacion acerca del estado actual de las
cosas se necesita para determinar la politica Optima de aqui en adelante? Sobre estas bases, una
eleccion apropiada para el “estado del sistema” es el nidmero de equipos médicos que todavia
guedan disponibles para ser asignados (es decir, el nimero que no haya sido ya asignado en
las etapas previas).

Sea p, (xl.) la medida de la efectividad de asignar x, equipos médicos al pais i, como se da en
la Tabla 2.2. Asi, el objetivo es elegir x,, x,, x;, de modo que
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3
Maximizar Z b, (x, ) ,

=1
3
sujetaa » x, =5 ylos x, son enteros no negativos.

1=]

Usando la notacién para f,{s,,x,), se tiene

£.(s,x,)= p,(x,)+ max Zp,(x

i=n+]

3
tal que > x, =+,

i=n

las x, son enteros no negativos,

para n=1,2,3. Ademis £, (s)= méx £, (s, x,)

Por lo tanto fn(s:' xn)':pn(xn)—l-fr;:l(s_xn)

(con f; definida como cero). Estas relaciones basicas se resumen en la figura 2.6. Como

consecuencia, la relacion recursiva que conecta a las funciones f£', f; v f,y para este

problema es f'{s)= _mix {p,(x,)+ fii(s—x,) . para n=1,2. Para la Gltima ctapa (n=3),
n:(}, PR

= méx py(x)

Enseguida se dan los célculos resultantes de la Programacién Dindmica, empezando con la
ultima etapa (n = 3) y retrocediendo hasta la primera etapa n=1:
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J5(s) X
0 0 0
I 50 1
2 70 2
3 80 3
z 100 5
5 130 5

figura 2.6 Estructura basica para el problema del Consejo Mundial de la Salud.

Etapa Etapa
n n+1
Estado: @ @
p.(x,)
ﬁi(sn’xn)x fr:a-l(s_xn)
= p,(x,)+ fiuls—x,)
n=>2
X, fz(sa x2)=p2(x2)+f3*(s—x2) fz*(s) Xy
8 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0
| 50 20 50 0
2 70 70 45 70 0,1
3 30 90 95 75 95 2
4 100 100 115 125 110 125 3
5 130 120 125 145 160 150 160 4
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X1 fl(S,xl):pl(xl)""fz*(S"x:) f1*(S) X
8 0 1 2 3 4 5
5 160 170 165 160 155 120 170 1

Asi entonces, la solucién éptima tiene x, =1, lo cual hace s=5-1=4 para n=2, de modo que
x; =3, lo cual hace s=4-3=1 para n=3, de donde x]=1. Puesto que f£;"(5)=170, esta
asignacion (1,3,1) de los equipos médicos a los tres paises proporcionard una estimacion total
de 170000 afios de vida adicional del hombre, que es al menos 5000 méas que para cnalquier
otra asignacion,

2.7 Programacion Dindmica Estocdstica o Probabilistica

Un proceso de decision de n etapas es estocdstico, si el rendimiento asociado con al menos una
decision del proceso es aleatorio. Esta aleatoriedad generalmente se presenta en una de dos
formas: o los estados son determinados exclusivamente por las decisiones, pero los
rendimientos asociados con uno o mas de los estados son inciertos, o los rendimientos son
determinados exclusivamente por los estados, pero los estados que se presentan a partir de una
0 mas de las decisiones son inciertos.

La Programacién Dindmica Probabilistica difiere de la Deterministica en que el estado en la
siguiente etapa no estd completamente determinado por el estado y la politica de decision de la
etapa actual.

Si las distribuciones probabilisticas que rigen a los eventos aleatorios son conocidas y si el
nimero de etapas y el ndmero de estados son finitos, entonces el enfoque de Programacion
Dindmica es util para optimizar un proceso de decisidn estocdstica de n etapas. El
procedimiento general es optimizar el valor esperado del rendimiento. En aquellos casos en que
la aleatoriedad ocurre exclusivamente en los rendimientos asociados con los estados y no en los
estados que se presentan a partir de las decisiones, este procedimiento tiene el efecto de
transformar un proceso estocéstico en uno deterministico.
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En el segundo caso, existe una distribucion de probabilidad para determinar cudl serd el estado
en la siguiente etapa. Sin embargo, esta distribucién de probabilidad si queda bien determinada
por el estado y la politica de decision en la etapa actual. En la figura 2.7 se describe la
estructura basica que resulta en los problemas de Programacion Dindmica Probabilistica; en
ella N denota el nimerc de estados posibles en la etapa n+1; (p1sPyoespy) €8 12
distribucion de probabilidad para el estado que ocurrird, dado el estado s, y la decision x, en
una etapa »n; C es la contribucién a la funcién objetivo que se obtiene de una etapa n si

1

resulta que el estado es [ .

figura 2.7 Estructura basica para la Programacién Dindmica Probabilistica.

Etapa » Probabilidad Contribucién  Etapa n+1
de la etapa »n

Ay

n+l

/Q) Jui' @)

Decision 7y C, @ Jon ' (2)
Estado: @ . . .

£, (s,.%,) pN\C

T £ )

Cuando se expande la figura 2.7 para incluir todos los estados y las decisiones posibles en
todas las etapas, se obtiene lo que con frecuencia se conoce como drbol de decision. Si este
arbol de decisién no es muy grande, proporciona una forma util de resumir las distintas
posibilidades que se tienen.
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Debido a la estructura probabilistica, la relacién entre f, (s,, x,)y fn';l(s,,ﬂ) necesariamente

es mas complicada que para el caso deterministico. La forma exacta de esta relacion dependerd
de la forma global de la funcién objetivo. Para ilustrar esto, supdngase que el objetivo es
minimizar la suma esperada de las contribuciones de las etapas individuales. En este caso,

I (sn,xn) representa la suma esperada minima de una etapa »n en adelante, dade que en la
etapa n, el estado es s, y la politica de decisién es x, . En consecuencia,

1,650 7)= e, + £7460)

con fnj—l (Sn+1 ) = rl}in m+l (Sn+l ’ xn+] ) ’

n+l

donde la minimizacién se toma sobre todos los valores factibles de x,_, .

La Programacién Dindmica es una técnica muy util para tomar una sucesion de decisiones
interrelacionadas. Requiere la formulacién de una relacién recursiva apropiada para cada
problema individual.

2.7.1 Ventajas y desventajas de la Programacién Dindmica

Destacar las ventajas y limitaciones del uso de la Programacién Dindmica para obtener
politicas de operaci6n en presas, depende en gran medida de las dimensiones de cada problema
particular. Aplicando este método al caso de presas, la magnitud de las operaciones que toma
la solucién del problema estars dada por las siguientes relaciones, desde el punto de vista de la
dimensionalidad, considérense los casos siguientes.

Con Programacién Dindmica Deterministica, es decir, suponiendo conocidos los escurrimientos
de entrada, la cantidad de alternativas analizadas es de una por cada nivel inicial, una por cada
opcién de extraccién, y una por cada nivel final y un conjunto de las mismas por cada etapa

considerada, o sea:
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NS -NK .M, alternativas
donde
NS namero total de estados

NK ndimero total de alternativas de extraccion ‘
M nimero total de etapas en el afio consideradas |

Para una presa, dividida en 10 estados, el andlisis de 12 etapas, para el caso deterministico,
implica evaluar y comparar

a) Con el método directo: 10*10*1*...¥10 = 10" = un billén de alternativas
b) Utilizando la Programacién Dindmica se requiere evaluar y comparar 100 alternativas en la

primera etapa, 100 en la 22.,.., etc. Hasta un total de: 12*100 = 1200 alternativas 1

Si se analizan dos presas en cascada, la extraccién en cada presa debe ser funcion del
almacenamiento inicial en ambas, por lo que, suponiendo que la capacidad util de cada presa se
divide en 10 partes, el nimero de estados resulta igual a 100. En tal caso, el andlisis implica
evaluar:

a) Con el método directo: 100" =10" alternativas

b) Con Programacién Dindmica: 12*100° =120,000 alternativas

En general, para el caso deterministico, es necesario evaluar

a) Con el método directo: (NS)"

b} Con Programacion Dinamica: (NS)2 *NE ‘

Si se analiza ahora el caso estocéstico, se observa que por cada alternativa de extraccién y cada
estado inicial es necesario considerar todos los estados finales j factibles, calcular la

probabilidad de transicién y valuar el beneficio correspondiente, de tal forma que se requiere
evaluar, lo que a continuacién se explica.
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Con Programacién Dindmica Estocéstica, considerando la funcién de densidad de probabilidad
de los escurrimientos, se debe considerar, en adicién a las del inciso anterior, que por cada
alternativa de extraccion, se revisan adicionalmente las probabilidades de ilegar a cada uno de
Jos estados finales, por lo tanto se analizan:

(NS)* - NK - M , alternativas

¢) Con Programacién Dindmica Estocastica: (NSY * NE

Por lo que, para el caso de dos presas en cascada, por ejemplo, se requeriria el cilculo de
12 % (100)3 =12 millones de alternativas.

La principal diferencia entre los resultados del modelo Deterministico y Estocastico es que al
resolver al N-ésima ecuacién recursiva no se puede trazar la politica éptima en los siguientes
periodos, ya que los escurrimientos (variable aleatoria) son desconocidos: sin embargo, dado
que la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria es periddica (se tiene la misma
probabilidad de escurrimiento mensual cada afio) se puede obtener una politica de operacidn
estacionaria para aplicarse cada afio sobre un horizonte de planeacion completo, ver Tadeo
(1990).

El andlisis anterior trata de mostrar como la Programacién Dindmica reduce drdsticamente los
requerimientos de calculo respecto a la evaluacidn directa. Se observa también que, dado que
los ingresos son aleatorios, la situacién real implica el uso de programacion dindmica
estocastica, siendo un gran auxiliar, sobre todo en problemas complejos, cuyo uso para mas de
una presa implica simplificaciones en los cdlculos, cuyos resultados deben analizarse y
complementarse con estudios adicionales, ver Dominguez (1989).
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3. Descripcion Hidrolégica del rio Grijalva

Por su caudal el rio Grijalva es el segundo en importancia en México, nace en el cerro de los
Cuchumatanes, Guatemala, siendo su origen dos arroyos (el Santo Domingo y el Cuilco) que al
juntarse en tierras chiapanecas forman el rio Chejel, al recorrer los municipios de Comitan y
La Libertad hasta La Angostura se denomina rio de Chiapa, hasta Chicoasén, pasando por
Chiapa de Corzo y cerca de Tuxtla Gutiérrez, inclusive el cafién de El Sumidero; enseguida se
le nombra rio Mezcalapa y al transitar en el Estado de Tabasco toma el nombre de rio Grijalva
hasta su desembocadura en el Golfo de México. Este caudaloso rio fue descubierto en 1518 por
don Juan de Grijalva. La cuenca del rfo Grijalva se muestra en la figura 3.1, ver Mellanes

(1982).

3.1 Descripcion del sistema de presas del rio Grijalva

El rio Grijalva es e] mds importante en el pais desde el punto de vista del aprovechamiento
hidroeléctrico; en el se encuentran las presas La Angostura, Chicoasén, Malpaso y Pefitas
mencionadas de aguas arriba hacia aguas abajo y sus correspondientes plantas hidroeléctricas.
Ver figura 3.2, ver Torres (1980).
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fig. 3.2 APROVECHAMIENTO HIDROELECTRICO DEL RIO

GRIJALVA

__ANGOSTURA ‘. |

<405.00

81 km 72

" CHIGOASEN . | - MALPASO . | PERITAS -

_<97.50
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Fl régimen de escurrimientos de este rio ha venido evolucionando a causa de la construccién de
las presas de almacenamiento: Malpaso o Nezahualcoyotl, en 1964; Angostura en 1974;
Chicoasén en 1979 y finalmente Peilitas en 1987,

3.2 Caracteristicas de las presas del rio Grijalva

Para Angostura se considera toda el drea del Grijalva situada aguas arriba de la presa de
18,099 km’

Para Chicoasén, el drea comprendida entre dicha presa y la de Angostura es de 7,194 km?

Para Malpaso se considera toda la cuenca comprendida entre Angostura y Malpaso de 15,641
km* , debido a que se consideré despreciable la regulacién de las avenidas de Chicoasén.

Para Pefiitas, el drea situada aguas arriba del sitio de esta presa y aguas abajo de Malpaso es de
1,402 km’

Las 4reas asi definidas constituyen la cuenca propia de cada presa.

La capacidad de las presas destinada a la regulacién de avenidas, que suma més de 6x10° m’,
influye determinantemente en el régimen de escurrimientos de la planicie costera de Tabasco y
ha permitido disminuir notablemente los escurrimientos méximos que se descargan aguas abajo
de Peiiitas, de tal forma que esta capacidad de regulacién constituye una herramienta muy
importante para el control de las inundaciones en Ia planicie.

Para analizar el sistema de presas del rio Grijalva se hicieron las siguientes consideraciones:
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Se toma en cuenta que Chicoasén y Peiiitas operan con poca variacién en los niveles medios
mensuales de sus vasos, debido a que su volumen ttil es muy pequeiio y el intervalo de andlisis
para la operacién a largo plazo (un mes) implica el manejo de volimenes de ingreso a las
presas y de extraccidn por las turbinas bastante mayores que su volumen util. En estas
condiciones, se busca desarrollar una metodologia que permita definir los volimenes de
extraccién mensual en Angostura y Malpaso, en funcion del estado en cada presa al inicio del
mes, tomando en cuenta la energia generada en las 4 presas.

En la prictica, Angostura actia como almacenamiento para Chicoasén y Malpaso para Peiiitas,
de tal forma que la politica de operacién para las dos presas pequefias se reduce a tratar de
turbinar los volimenes que ingresen sin modificar el nivel del agua en ¢l vaso.

3.2.1 Datos de la Planta hidroeléctrica Angostura

Localizacion: La presa Angostura se encuentra en la cuenca del rio Grijalva, Chiapas, a 55 km
de la poblacién de Tuxtla Gutiérrez, ubicada entre los meridianos 91°30" y 94°30' de

fongitud Oeste y los paralelos 14° 30" y 19° de latitud Norte.

Datos de la Cuenca. Volumen medio anual escurrido 9.7x10°m’ a 270 km de longitud hasta la
Angostura. Precipitacién promedio anual 1,379 mm. Evaporacion media anual neta en el vaso,

55x10° »’ con el agua a la elevacion 523 msnm. Temperatura en la estacion Arco de Piedra
préxima a la Angostura 288°C y 20.6° C, mixima y minima, respectivamente.

Elevacion inicial en el vaso 533.0 msnm
Volumen almacenado inicial 15,549.20x10° w’
Potencia instalada 9000.0 MWh
Gasto de disefio 1170 m’/s
Carga bruta de disefio 94 m
Miximo volumen mensual turbinable 3074.76 x10°  w’
Valor de K en la ecuaciéon P=K-O-H 0.00818
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. 2

Generacion: La casa de miquinas es subterrdnea con 100 m de longitud, 20 m de ancho y 35 m
de altura. Las caracteristicas de la planta son: 3 turbinas tipo Francis con potencia de 253,800
H.P. y 3 generadores con eje vertical.

3.2.2 Datos de la Planta hidroeléctrica Chicoasén

Chicoasén se encuentra en la parte baja del rio Grijalva, su planta hidroeléctrica subterrinea
aloja ocho grupos, cada uno estd formado por una turbina Francis de eje vertical de 416,000
CV de potencia, ver Torres (1930).

3.2.3 Datos de la Planta hidroeléctrica Malpaso

Localizacién: La cortina de la Presa Netzahualcdyotl, construida por la Comision del Grijalva,
SRH, esti en la cuenca del rio Grijalva, ubicada esta dltima entre los meridianos 91°30" y
94° 30'de longitud Oeste y los paralelos 14° 30" y 19° de latitud Norte.

Datos de la Cuenca; La cuenca ocupa una drea de 32,540 km*. La precipitacién anual es de
3,950 mm y la evaporacién anual de 1,230 mm. Las temperaturas méxima, media y minima
son 37°C, 26°C y 13°C, respectivamente.

Generacién: La casa de maquinas es subterranea con seis unidades, cuatro pozos de oscilacion,
dos tineles de desfogue y una subestacion elevadora. La obra de toma se ubica en la margen
derecha de la cortina y se opera mediante 6 compuertas rodantes de 4.8 x 8.2 m que alimentan
cuatro turbinas tipo Francis de eje vertical, con potencia de 240,000 HP c/u. La casa de
méquinas tiene las siguientes dimensiones: 120 m de longitud, 20 m de ancho y 30 m de altura.
La subestacion estd ubicada en la margen derecha a la elevacion 192.0 msnm. Dos lineas de
transmision de 691 km de longitud, transportan la energia hasta la Ciudad de México a 400

KV.
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No se instalaron vilvulas de admision a las turbinas, ni fue necesaria la construccion de pozos

de oscilacion, ver C. F. E. (1969).

3.2.4 Datos de la Planta hidroeléctrica PeFiitas

Nivel de la corona

Name

Nivel maximo de operacion (Namo)
Nivel minimo de operaciéon (Namino)
Nivel medio de desfogue (Namino)
Numero de unidades

Potencia por cada unidad

99.00 msnm

93.50 msnm

87.40 msnm

85.00 msnm

53.00 msnin

4

105.00 MW

Tabla 3.1
Otros datos de las plantas hidroeléctricas
Presa Angostura Chicoasén Malpaso  Peiitas
Nimero de unidades 5 5 6 4
Capacidad instalada (MW) 920 10 1080 500
Generacién media anual (GWh) 1149.4 5580 3200 1819
Eficiencia media (%) 90.60 90.00 85.30 94.20
Carga de disefio (m) 94 180 85 32.1
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Las caracteristicas fisicas bdsicas del sistema de presas del rio Grijalva se presentan en la
Tabla 3.2, ver Dominguez et Co. (1993).

Tabla 3.2

Presa | Elevacién | Capacidad | Elevacion | Capacidad | Gasto Nivel | Mdximo

al NAMO | al NAMO al al de |medio de| volumen

NAMINO | NAMINO | disefio | desfogue | mensual

turbinable
(msnm) | (10° m*) (msnm) Gotw’) | (wrs) | (msnm)} | (16°m’)

Angostura | 533.00 | 15549.20 500.00 2379.53 | 1170.00} 421.50 | 3074.76
Chicoasén | 394,00 1419.80 380.00 1169.19 | 933.00 | 203.00 | 2160.00
Malpaso | 185.00 | 13119.10 144.00 3055.70 | 1440.00| 84.50 | 3732.50
Peititas 87.40 1091.08 85.00 060.99 [1596.00| 53.00 | 3860.00

65




4. Desarrollo del modelo de optimacién

4.1 Planteamiento de la problemdtica

En el estudio de los aprovechamientos hidréulicos, un topico que ha despertado gran interés es
la determinacién de politicas de operacién en las presas de almacenamiento, para lo cual hay
que tomar en cuenta factores deterministicos y estocdsticos que intervienen en un problema,
sefialando los voltimenes de agua que deban ser extraidos y almacenados en las diferentes

épocas del afio.

4.2 Beneficios y costos generados

Las metodologias para obtener las politicas de operacion de una presa requieren de una funcion
de beneficios que refleje las ganancias derivadas de la entrega de agua. Este inciso se centra en
la forma de determinar dicha funcidn.
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4.2.1 Beneficios

La mayoria de los métodos existentes para determinar las politicas de operacion, se basan en la
maximizacion de los beneficios que pueden ser obtenidos a largo plazo o durante la vida util de
la obra. Dichos beneficios son cuantificables de acuerdo con el uso del agua del embalse
(agricola, urbano, industrial, generacion de energia, etc.).

4.2.2 Costos

Los costos o penalizaciones en los que puede incurrirse en la operacion de una presa pueden
ser de dos tipos:

* Costos por déficit en la entrega prometida

* Costos por derrames de agua

Los primeros corresponden al volumen de agua prometido y no entregado, estos costos deben
reflejar las pérdidas monetarias que tienen lugar a consecuencia del déficit en el volumen,

Es normal considerar que de no entregar el volumen de agua prometido, es posible perder no
sélo el beneficio que deja de obtenerse, sino ademds parte de la inversién inicial.

El segundo tipo de costo o penalizacién consiste en pérdidas derivadas de los volumenes de
agua derramados por el vertedor de la presa; esta penalizacion estd directamente ligada con los
posibles dafios que puede ocasionar una inundacion aguas abajo de la presa; asi pues se busca
minimizar los dafios y garantizar la seguridad de la presa.

Se consideran diferentes costos de penalizacién por derrame en las presas, ya que puede darse
el caso que las zonas de proteccién sean diferentes en magnitud y uso, en esta situacion se
asignan mayores o menores costos por derrame en cada presa, dependiendo de la jerarquia e
importancia de las obras que requieren su proteccion.
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En muchas situaciones por falta de datos no es posible obtener las funciones de penalizacion
por déficit y derrame, por lo que se tiene como opcién entrar a un ajuste progresivo de la
politica, iniciando con la funcién de beneficios y suponiendo un costo unitario del déficit y del
derrame, multiplicados por los volimenes deficitarios y derramados, respectivamente,
guardando las debidas relaciones de proporcién adoptadas en la funcién de beneficios
propuesta. Si al simular la politica obtenida, con los datos hist6ricos de ingresos a las presas,
se encuentran demasiados casos de déficit o derrame, se incrementa gradualmente el coeficiente
de costo correspondiente, hasta obtener resultados satisfactorios de la simulacion.

En cualquiera de los casos, ¢l beneficio neto obtenido al entregar un volumen de agua & del
almacenamiento de una presa durante una etapa » es:

bn,k (17) =G,, (f/:)_ CDH (VD,, )" CA,, (VA,, ) 4.1)

donde

G,, Beneficio en una etapa n del afo, indica la ganancia obtenida al extraer de una

presa un volumen de agua &

C, Costo unitario de penalizacién por un volumen deficitario

C, Costo unitario de penalizacién por un volumen derramado en una presa durante

una etapa »

VD,, Volumen deficitario (volumen ofrecido y no entregado) en una etapa 7

V, Volumen de agua derramado durante una etapa 7

En la anterior ecuacién b, , representa un beneficio neto, donde se ha incluido la dependencia

del valor del almacenamiento medio en la presa ¥ durante una etapa », ya que en las
hidroeléctricas esta directamente relacionado con la carga y, por lo tanto, con la energia

generada.

Todas las funciones mencionadas en este inciso deben ser univaluadas, es decir, para cada
valor de volumen deber ser asignado uno y solo un valor de beneficios o costos.
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4.3 Funcionamiento de una presa de almacenamiento

El funcionamiento de una presa se rige por la ecuacién de continuidad y considerando un
intervalo de tiempo, queda en la forma:

AV, =X, ~K, (4.2)

donde

AV, variacién del volumen almacenado en una etapa n
X volumen de agua que entra al vaso durante una etapa n
volumen de agua que sale del vaso durante una etapa n

Por otra parte, se tiene la ecuacion

AV =V, -V, (4.3)

donde
AV variacién del volumen almacenado en una etapa n

Ve volumen almacenado en la presa al final de una etapa n

v, volumen almacenado en la presa al inicio de una etapa n

No se consideran voliimenes de evaporacion, de infiltracién o de lluvia en la presa. Se igualan
las ecuaciones 4.2 y 4.3 y se obtiene:

V.=V, +X,-K, “4.4)

En la ecuacion 4.4, el volumen de ingreso X, es aleatorio y se representa con una funcion de

distribucién de probabilidades que depende principalmente de la época del afio a la que
pertenece el intervalo de tiempo, constituye el componente estocastico no conirolable del

sistema. El volumen aimacenado en cualquier tiempo (V,) define la condicién inicial y

determina por ello el estado del sistema. La extraccion de la presa se designa como (Kn),
variable sobre la que se puede actuar y se denomina variable de control o decision.
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E] sistema estd restringido en los almacenamientos y las extracciones posibles, de tal forma que
su intervalo de variacion esta sujeto a las siguientes relaciones:

Vow <V <V
K,.<K, <K,

max

Las salidas de la presa estdn constituidas de las descargas por el vertedor y los desfogues que
tienen lugar por la obra de toma. Dicho volumen no puede exceder al de méxima descarga de

la presa compuesta por la capacidad del vertedor de excedencias (V,) y de la obra de toma

(V) segin:

0<K, <(V,+7,) @.5)

Por otro lado, el aimacenamiento en la presa debe ser mayor o igual que la capacidad muerta,
ubicada por debajo del nivel de la obra de toma (NAMINO) y menor o igual que el volumen
almacenado hasta la elevacién de la cresta del vertedor (NAMO), esto es, el almacenamiento
efectivo es el que constituye la capacidad til, o sea el volumen que almacena la presa en

condiciones normales de operacion (¥, ) es decir:

o<V <V (4.6)

X u

Seglin las condiciones del nivel de almacenamiento, en una presa se pueden presentar dos
estados criticos. Uno denominado de superavit o de derrame, en el nivel més alto del embalse;
se llega a dicho estado cuando a pesar de la extraccién es necesario derramar cierto volumen de
agua que excede a la capacidad til disponible, El volumen derramado durante una etapa n

(VA” en el estado de superdvit se calcula con la expresion:

4.7

"

v v -(V,+X,-K,);, si V,=V,+X,-K,
o s st YV, <V, +X,-K,

En la anterior ecuacién, el valor de K, solo incluye la extraccién por la obra de toma; por

tanto la extraccion total de la presa es (VA o Kn)
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Bl segundo estado critico es el de déficit y ocurre cuando se requiere extraer mayor volumen
que el almacenado en la presa. En este caso existird un déficit en la entrega del volumen

demandado durante una etapa n, (VD" ) dado segun la expresion:

V, =

n

V.-V, +X,-K) si V,>V,+X,-K,
(4.8)

0 ; s V, sV, +X,-K,

V., Capacidad muerta

4.4 Programacion Dindmica Estocdstica aplicada a la operacion de presas de almacenamiento

En general, la operacioén de una presa o un sistema de presas debe definirse de tal forma que
los beneficios obtenidos a largo plazo (por ejemplo durante la vida ttil) sean maximos; en otras
palabras, no se busca el miximo beneficio derivado inmediatamente de una determinada
decisién, sino mds bien, se busca que Ia suma de los beneficios obtenidos como consecuencia
de una secuencia de decisiones sea Optima.

La determinacién de politicas de operacién éptima en presas de almacenamiento s un caso al
que se adapta el método de la Programacién Dindmica Estocastica, debido a que la no
linealidad de 1a funcién objetivo conduce a utilizar con éxito este tipo de técnica, en la cual es
necesario definir las decisiones, los estados del sistema y los beneficios, los cuales se presentan
secuencialmente en el tiempo. Una caracteristica muy importante de esta programacion es que
no obtiene una solucién estdtica de la forma U = f(s) sino que ofrece una secuencia de
decisiones, U, = f(s,,¢) para cada situacién (estado s) del sistema (presa) y cada etapa (mes o
estacion t). Asi pues, se discretizaron los niveles de almacenamiento de una presa, acotados por
Ja capacidad Gtil de la misma. Obteniendo un conjunto de decisiones de extraccion,
correspondientes a cada estado del volumen de almacenamiento discretizado.

El método de la Programacién Dindmica Estocéstica permite resolver el problema mediante la
ecuacién recursiva

BE() =3[0, .+ B3, () 9)
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donde
B; (i) = méx, B! ()

K,

(/) extraccion para la cual B;(i)= B;(i)

max k[ B () ] representa la seleccién de un volumen optimo de extraccion £, que
acarrea el maximo beneficio neto acumulado, desde el afio final N de la vida Util hasta la
etapa »n+1

Tomando en cuenta el cardcter aleatorio de los escurrimientos de entrada a la presa (caso
estocastico) y definiéndolos mediante las funciones de densidad de probabilidades f£,(x) la
politica de extracciones conduce a obtener €l beneficio esperado maximo, durante una etapa »
con lo cual la ecuacién (4.9) se modifica a:

J=NS

B )= 3[4, 061) b, . )+ BLa (D) ] (4.10)

2=t

donde

B (i) beneficio neto obtenido del funcionamiento de una presa desde el final de la vida
dtil hasta una etapa » para un nivel de almacenamiento / extrayendo un volumen &

by (i,j) beneficio en una etapa » cuando se extrae a la presa un volumen £ y el nivel de
almacenamiento pasa del estado inicial 7 , al final j

Qi (i, j) probabilidad de transicién del sistema en una etapa n de pasar del estado inicial
i, al final j bajo una extraccién k. Debido a que el proceso descrito es estacionario, las

probabilidades de transicién se mantienen constantes en cada periodo o etapa de la vida
util de la presa, esta consideracién implica manejar en cada periodo que la integra, la
misma funcién de densidad de probabilidad de los escurrimientos
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Ia ecuacién anterior corresponde al esquema planteado de la Programacion Dindmica
Estocastica.

De acuerdo con la ecuacién de continuidad, la probabilidad de transicién g, , (1,j) depende
solo de una etapa » y del ingreso x = j~i+k es decir:

0.0 0)= £, ~i+k) 4.11)

Para una extraccién dada existen (i- j) posibles transiciones del sistema analizado; este hecho
permitié hacer referencia a una matriz de transicion de los estados del sistema, la cual retrata
las probabilidades del sistema de alcanzar las condiciones finales (j) dadas las condiciones
iniciales (/) y una extraccién k. En el mismo caso se encuentran los beneficios obtenidos en
las transiciones del sistema, esto es, el paso del sistema desde la condicion inicial i, a la final
j genera un beneficio que debe ser valuado con base en la expresion 4.1. En la literatura
técnica, sobre este tema se hace referencia a este conjunto de valores como matriz de
beneficios.

Para resolver el problema mediante la ecuacién 4.10, se utiliz6 un esquema simplificado de
aproximaciones sucesivas, antes de pasar a su planteamiento fue necesario realizar algunas
actividades previas, que se describen a continuacién:

a) Discretizar los niveles de almacenamiento de la presa acotados por la capacidad util (V")
Es necesario dividir el volumen itil de la presa, seleccionando un incremento de volumen
AV de tal forma que el nimero de estados (NS) quedé definido como:

NS = Lo (4.12)
AV

Utilizando el incremento de volumen antes mencionado se discretizaron las variables que
intervienen en la ecuacién de continuidad, estableciendo las siguientes variables discretizadas:

Se consideraron valores enteros i ; i=1,2,...,NS para representar el volumen almacenado al
inicio del intervalo Ar. Andlogamente, el volumen almacenado al final del intervalo se

representd, en forma discreta, por el entero j; j=12,...,NS
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b) Discretizar los voldmenes de ingreso a la presa (X, ) tipificados en la funcion de densidad
de probabilidad, para cada uno de los perfodos interanuales considerados. Se representaron
en forma discreta mediante los enteros x y fueron limitados por un valor méaximo NX .

En un periodo existird un nimero de ordenadas de la funcion de densidad (NQ), dados por:

NQ = Zomix (4.13)

X, volumen méximo de escurrimiento en el periodo

¢) Discretizar los posibles voliimenes de extraccién que pueden ser suministrados por la presa
en cada perfodo considerado. Esto se realizé tomando en cuenta la capacidad maxima de
descarga por la obra de toma (COT) y generando las alternativas de acuerdo con:

_COT
AV

NK (4.14)

En todo momento se trabajé con la misma discretizacién de volumen A} para los estados y las
decisiones, este hecho simplificé en gran medida el esquema de solucion que se abordod.

Los volimenes de extraccién K, se representaron en forma discreta, mediante los enteros k'y
fueron limitados por un valor maximo NK

De esta forma, para incrementos discretos de tamafio AV la ecuacién de continuidad se
expres6 mediante la relacion:

jeitx—k (4.15)

sujeta a las restricciones 4.5 y 4.6, afectadas por la discretizacién de estados resultaron:
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1<i< NS

1<j< NS (4.16)
0<k<NK

I£x< NX

En la figura 4.1 se representan cada una de las variables discretizadas que intervienen en la
ecuacion de continuidad, ver Tadeo (1990).

figura 4.1
a(x) A
NAMO -\
r N\
Capacidad 1til
(Vu)
NAMINO v/
k
~a

RITXSKKT RERTRIRI KRR RKKRS N RERERSRIRS KIS KSR R
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Para analizar los estados criticos de déficit y superdvit, se utilizaron Jas ecuaciones 4.7 y 4.8
reescritas como:

para ¢l derrame

m |i-NS+x-k ; si NS»i+x-k
V," = _ , 4.17)
0 ;o5 NS<i+x-k
y para el déficit
k—i—x ; si i+x—-k=<0
v," = ’ 4.18
¢ [O D osi o itx-k=20 (4.18)

4.5 Algoritmo de solucién

Para encontrar la politica de operacién X, (z) que hace maxima la ecuacién 4.10 se desarrolld
un algoritmo con las siguientes caracteristicas:

a) Con base en las condiciones de estacionaridad del proceso y de discretizacion de las
variables que intervinieron, se realizaron algunas simplificaciones en la expresion 4.10, las
cuales redundaron posteriormente en reducir los célculos. El producto de la probabilidad por
el beneficio en la transicion es constante a lo largo de todo el proceso de optimacion, para
cada periodo interanual #n, por lo que se consideré una nueva variable:

®,,)=>9,,07)b,,67)=> f,G-i+k)b,Gj) (419

j=1 f=1

El valor de la variable @ se denominé valor esperado del beneficio inmediato en una etapa »
dada una condicién inicial / y una extracciéon k
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El beneficio éptimo total alcanzado en cada nivel de almacenamiento y cada paso en €l proceso
iterativo (en realidad cada paso corresponde a una etapa) de la Programacion Dindmica
Estocastica se calcula entonces, como:

NS
Bi()=,, 1)+ q,,G/) B, (/)
j=1
o considerando la ecuacién (4.11):

B ()= ()+Zf (j-i+k)-B;,(j) (4.20)

Los valores f,(j~i+k) y ®,,(i) dependen de la época del afio, por 1o que Gnicamente se

calcularon para las N etapas en que se dividié éste. Los restantes términos de la ecuacién
recursiva 4.20, en cambio, se calcularon para las n etapas de la vida 1til, mediante el siguiente
procedimiento:

b) Se establecieron los valores iniciales B(i)=0, Vk y Vi, que fueron asignados

arbitrariamente; se utilizé la ecuacién recursiva 4.20, considerando un nimero total de
etapas N, esta ecuacién fue aplicada en sentido inverso al tiempo presente, iniciando con la
tltima etapa del afio (primera en sentido contrario al tiempo), por ejemplo al final de
diciembre. A partir de estos valores se calculé el valor esperado de los beneficios
correspondientes a diciembre, noviembre, etc., hasta terminar un ciclo anual; los ciclos
anuales se repitieron hasta que no cambiasen los incrementos en los beneficios, calculados
para cada opcion de extraccion; de forma que para cada etapa y a cada nivel de
almacenamiento discretizado y para cada valor i se repitiese de un ciclo anual al otro. En
ese momento se concluy el cdlculo y la politica dptima qued6 representada con los valores

K;(#) correspondientes al dltimo ciclo de cilculo.

La expresion 4.20 indica la presencia de dos componentes que definen una decision; un
beneficio esperado durante una etapa » y un beneficio esperado a largo plazo hasta cubrir la
longitud de la vida de la obra.
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Por otra parte, fue necesario conocer los estados finales de la transicion, segin el estado inicial
y la extraccién; por lo cual se utilizé la ecuacién de continuidad 4.4, en la que se introdujo la
discretizacion de los estados de almacenamiento seguin las expresiones:

V.=i-AV+V,
V, =7 AV +V, (4.21)
X, =x-AV
K, =k-AV

4.6 Matriz de transicion

Los elementos de las matrices de transicidn para cada alternativa de extraccién, se calcularon
en el inciso (a), siendo facilmente deducibles, ya gue para un esquema fijo de extraccién y
niveles de almacenamiento, segin la ecuacién de continuidad 4.15, el volumen de entrada
requerido fue:

x=j—i+k (4.22)

Valor que tiene asociada la probabilidad q(x) en la funcién de densidad de probabilidad
discretizada. Asignando dicho valor a la probabilidad de transicion g, , (i, ), si el valor de x

resultante no existe en la funcion q(x), esto indicaba que la probabilidad en la transicion
analizada era cero.

Un caso muy interesante e importante fue la determinacion de las probabilidades de alcanzar
1os estados criticos. En el caso del derrame, en el estado final j = NS si al aplicar la ecuacion

4.22 se obtuviese que la presa alcanza dicho estado con un volumen de entrada x, menor que
el maximo posible x,, dentro de la funcién de densidad de probabilidad, o sea si x < x,, ;

ello indicaba que para el rango de entradas entre ambos valores (x,, <x<x,,), se alcanzaba
al finalizar el periodo del estado del derrame j = NS; debiendo asignarse por tanto la suma de
las probabilidades de los escurrimientos a la transicién estudiada segin:
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4 mix

g, NSy = D q(x) (4.23)
x=q

Los volimenes que se derraman con cada alternativa de entrada (x) se calcularon con la

expresion 4.17, este dato cobrd importancia al evaluar el beneficio esperado en la transicion ya
que para cada x se aplicé la ecuacién 4.1 que incluye el conocimiento de dichos volimenes. El
beneficio neto esperado de la transicion, en este caso fue también la suma de los productos de
las respectivas probabilidades de los escurrimientos por los beneficios particulares que cada
uno genero.

Con respecto al estado del déficit, este tiene similitud al de derrame explicado; si al analizar
una transicién de cualquier estado inicial al estado final de déficit, j=0 la aplicacién de la
ecuacion 4.22 arroja un valor de x mayor que el minimo que registré la funcién de densidad
de probabilidad de los escurrimientos, x> X, esto indicG que para entradas menores a la
resultante, existiria un déficit en la entrega, por lo cual al calcular la probabilidad de la
transicién fue necesario asignarle la suma de las correspondientes a los valores incluidos en el

intervalo x,,, £x <X, O sea:

4., G0 = Ya() 4.24)

X=Xmin

Los volimenes deficitarios que se presentaron en cada caso se calcularon utilizando la ecuacion
4.18; en cuanto a los beneficios esperados de la transicién, fueron validos los comentarios
mencionados en el caso anterior.
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4.7 Aplicacion de la Programacion Dindmica Estocdstica al problema de dos presas en Serie

El esquema de la Programacion Dindmica Estocéstica es una técnica de optimacién que permite
atacar €l problema de optimizar el funcionamiento de presas de almacenamiento con grandes
proporciones de agua, que estin sujetas a condiciones deterministicas y aleatorias. Con
respecto a las restricciones de tipo computacional, en un problema de operacién de dos presas
de almacenamiento en serie es abordable, sin embargo la metodologia puede consumir tiempo
de computo excesivo para tres o més presas, ya que el nimero de opciones a analizar crece en
forma cubica.

En este caso el problema estribé en manejar conjuniamente y de la mejor manera el
almacenamiento disponible en cada una de las presas, tomando en cuenta las restricciones del
funcionamiento impuestas por las dimensiones de las estructuras de descarga o desfogue de las
mismas, como son el vertedor de excedencias y la obra u obras de toma.

En cuanto al funcionamiento, la ecuacién de continuidad gobierna ¢l comportamiento
hidraulico de cada presa. Una politica de operacién conjunta de dos presas en serie, en la
mayoria de los casos implica dependencia probabilistica en los escurrimientos de entrada a cada
una y dependencia en los niveles de almacenamiento particulares, para tomar la decision de
extraccién simultdnea al inicio del periodo. Tomar la decision mis adecuada dependio, entre
otros factores, de plantear una estructura de costos acorde con la realidad, que reflejase
necesariamente la jerarquia de cada una de las variantes que integran la problematica.

Desde el punto de vista técnico, se persiguié por un lado surtir de la mejor manera posible los
volimenes demandados ¥ por otro lado tener una preservacion adecuada de los recursos.

El problema de presas en serie se abordd con el esquema de la Programacién Dindmica
Estocastica, donde los estados del sistema se conformaron por todas las posibles combinaciones
de niveles de almacenamiento en las presas. Las posibles decisiones de extraccion del sistema,
fueron formadas por ¢l conjunto de pares combinados que indicaron la salida de cada presa de
marnera simultinea; el conjunto de decisiones se construyé con los volimenes de extraccion de
cada embalse, una vez discretizados, siguiendo el procedimiento antes descrito.
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Como el sistema que se requirié optimizar consta de dos presas en serie, se pretendié encontrar
una politica de extracciones K;,(i.i,) que indicase la exiraccion a efectuarse para el vaso /

durante una etapa » en términos de los estados iniciales (z‘, ,iz) para hacer méiximo el beneficio
acumulado a lo largo de las N etapas de operacion de las presas.

Dada la similitud que existe con el problema de una sola presa, desarrollado anteriormente; a
continuacién se plantea la ecuacion recursiva final de la Programacién Dindmica Estocistica,
que aplicada al sistema de dos presas en serie resulta:

" NS, NS ,
B," z(ilaiz)z 2 D, (ilsjl)’ Gty by (iZ’jz)[{br:,k; (ilﬂjl)+bn,kl,k2 (ivjuiz:jz)}‘*“ B, (jpjz)] (4.25)

2=l Jp=1
donde

B*:(i,i,) beneficio neto obtenido del funcionamiento de las presas desde el final de
la vida util, hasta una etapa n en funcién de las extracciones factibles (k,k,) en
términos de los estados iniciales (i,7,)

NS, y NS, méximos almacenamientos discretizados en cada presa

Gt (i,/,) probabilidad de transicién de la presa 1 durante una etapa », al pasar de un

estado inicial i al final j, bajo una extraccién k, . Debido a que el proceso descrito es
estacionario, las probabilidades de transicion se mantienen constantes en cada etapa de
la vida ttil de la presa.

G, ,h(iz, 7,) probabilidad de transicién de la presa 2 durante una etapa 7, al pasar de
un estado inicial i al final /, bajo una combinacién de extracciones (k;,, ).
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b:,,k,(f;» ) beneficio en una etapa n cuando se extrac a la presa 1 un volumen & y el

nivel de almacenamiento pasa de un estado inicial i al final

b bty (ii» /-5, J,) beneficio por la generacion de energia en la presa 2; esta en funcién
del derrame y del déficit, en estos casos se consideraron penalizaciones que se

reflejaron en la funcién objetivo

B, (‘ii ’ iz) = méxk, A {B: b (il aiz)

max, {B,’,""‘2 (i,i,)  representa la seleccion del volumen Gptimo de extraccidn que
acarrea el maximo beneficio neto acumulado, desde el afio final N de la vida util hasta

una etapa #+ 1

K .(i,i,) extracciones para las cuales B, (i,,5,) = B (i;i,), que deberdn satisfacer las

siguientes condiciones:

Las ecuaciones de continuidad:

Enlapresal: j, =i +x, —k

En la presa 2: j, =i, +x, — k, siendo

x',: ingreso por cuenca propia enla presal

x, = x',+(k, + derr, ), cuando hay derrame en la presal

x, = x',+{k, —def}); cuando hay déficit enla presal

x, =x',+ k;; cuando no hay derrame, ni déficit en la presal

Las restricciones en cada presa son: 1< j, < NS, y 0<% < NK|
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figura 4.2

g(x)

KXKA KA XXX

La figura 4.2 muestra las variables que intervienen en las ecuaciones de continuidad en un
sistema de dos presas en serie.
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4.8 Algoritmo de solucion para un sistema de presas en serie

El algoritmo de solucién empleado para el sistema de presas en serie considerd que la
operacién de las presas no es independiente. Ademds, ¢l volumen de extraccion en la primera
presa depende del volumen almacenado y de la etapa que tenga la segunda presa,

Para encontrar la politica de operacién K ,,(il,iz) que hiciese maxima la ecuacion 4.25 se
desarrollé un algoritmo con las siguientes caracteristicas:

) Para evitar cilculos repetidos, la ecuacion 4.25 se reorganizé para obtener una expresion
simplificada, ya que el producto de la probabilidad por el beneficio en la transicion es
constante a lo largo de todo el Proceso de optimacion, se considerd una nueva variable @ :

NS, NS,
D, 4, (il » iz) = an,k, (il i ) brli,ic, (il 2 Ji ) + an,k, Joa (izv J2 ) b:,k,,kz (jl 2 Jisbys fz) : Valor

n=l 42=1
esperado del beneficio inmediato en una etapa » en funcion de una combinacion de
extracciones factibles (k,%,) dadas las condiciones iniciales (i\.4,)

Para calcular @ se utilizaron las probabilidades asociadas a los voliimenes de ingreso de las
presas 1 y 2, y los beneficios correspondientes a ambas presas.

De acuerdo con la ecuacién de continuidad j, =i, +x, —k, la probabilidad de transicion,
Do, (i,,/,), depende s6lo de una etapa n y del ingreso, x, = j, —i, + k;, es decir:

9 i, (injf): fn(xf)

Tomando en cuenta el caracter aleatorio de los ingresos, se les definié mediante funciones de
densidad de probabilidad f, (x,), ya que el sistema para el cual se pretendi6 definir las

politicas de operacién consta de dos vasos cuyo funcionamiento no es independiente, la politica
de extracciones debi6 obtener el beneficio esperado maximo, en un horizonte de planeacion de
n etapas en que se dividi6 el afio, definiendo las condiciones iniciales o sea los estados

iniciales (i] ,iz) y garantizando la convergencia a una politica 6ptima de extracciones.
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Entonces, se obtuvo:

G, s Ji)= 1,0 =i+ k) (4.26)

La ecuacién recursiva de la Programacién Dindmica Estocastica resultd:

NS, NS,

Bk' kl(llslz) D,k ks 11’12)+qunkl(ll=.]1 anl,kz(zafz) +1(Jl’-]2) (4.27)

h=liy=1

donde

Los valores de gq,, (i, §) y de D, 4 1, (i;,i,) dependen de la época del afio, por lo que se

calcularon sélo para las N etapas en que se dividié éste; los restantes términos de la ecuacion
recursiva 4.27 debieron en cambio calcularse para las » etapas de la vida util, mediante el
procedimiento siguiente:

b) Se utilizé la ecuacién recursiva 4.27, considerando un nimero total de N etapas, iniciando
con la ultima etapa del afio (primera en sentido contrario al tiempo), por ejemplo al final de
diciembre. A partir de estos valores se calcul6 el valor esperado de los beneficios
correspondientes a diciembre, noviembre, efc., hasta terminar un ciclo anual; se
establecieron los valores iniciales B (j,7,)=0,V K,,i;;1=1,2, que fueron asignados
arbitrariamente por lo que los ciclos anuales se repitieron hasta que el incremento en los
beneficios para cada (i, 1'2) se repitiese de un ciclo anual a otro. Al cumplirse esta
condicién se dio por terminado el célculo y la politica 6ptima se representd por los valores

K; ,(i,,i,) correspondientes al iltimo ciclo del célculo.

Como puede verse, los beneficios dependen de los niveles medios de almacenamiento
alcanzados en cada una de las presas durante una etapa # y del volumen entregado por cada
una.

La figura 4.3 esquematiza la aplicacién de la Programacién Dindmica Estocastica en un
sistema de dos presas en serie.
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4.9 Simulacion del funcionamiento de un sistema de presas

Al utilizar 1a Programacién Dindmica Estocastica, en sistemas de presas se realizan variadas
simplificaciones como no considerar la evaporacion, los costos de déficit y derrame, etc.; las
cuales pueden alejar al modelo de la situacion real. Para corregir esta limitacion, fue necesario
complementar los estudios de optimacién con los de simulacion, los cuales reflejasen la
sensibilidad del sistema frente a la politica de operacién; esta accién permitio ademas conocer
el nivel deficitario que impondria la politica a la ley de demandas particular de cada problema.
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5. Aplicacién de ia metodologia de la Programacién Dindmica.

5.1 Generalidades

La operacién de una presa con ingresos aleatorios puede tratarse como un sistema estocastico,
cuyo control 6ptimo puede determinarse utilizando la Programacién Dindmica (método de
optimacién) el cual se escogié por la flexibilidad y facilidad de su aplicacién, el caracter
secuencial del problema, ya que posee la ventaja de permitir practicamente cualquier tipo de
funcién objetivo, la cual puede ser no lineal o incluso discontinua, sin embargo, existen severas
restricciones sobre el niimero de las variables de decision.

Uno de los inconvenientes de este método son sus requerimientos de memoria y tiempo de
cémputo, por lo cual se desarrollo un algoritmo que permite reducir sensiblemente estas
limitaciones para hacer factible su utilizacion.,

Una de las razones por la cual comtnmente no se usa el método de la Programacion Dindmica,
particularmente cuando se aplica a sistemas estocdsticos, es por la gran cantidad de calculos y
memoria requeridos. Por esta razén se hicieron algunas adaptaciones al método para desarrollar
un algoritmo eficiente tanto en el aspecto del nimero de operaciones como en el de memoria
necesaria.
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Para aplicar la metodologia descrita en el capitulo anterior, se realizaron algunos anélisis para
tener en cuenta las peculiaridades de cada presa, los que se describen a continuacion.

Ademads se utilizaron los modelos de optimacion y simulacién que permiten determinar las
politicas de operacién, para definir los volimenes que deben ser turbinados cada mes y asi
evaluar los beneficios.

El algoritmo de la Programacién Dinamica se codificé en dos programas de computo escritos en
lenguaje Fortran; el primero de ellos calculé los beneficios esperados para cada etapa

D, ¢ x, (i,,i,) y los escribié en archivos (uno para cada etapa), que el segundo programa leia para

realizar los calculos sucesivos hasta cumplir con las condiciones que le permitiesen obtener las
politicas mensuales de operacién optima del sistema de presas del rio Grijalva. El modelo de la
Programacion Dindmica desarrollado fue alimentado con las funciones objetivo que definieron la
operacién 6ptima a largo plazo, éstas funciones consideraron los beneficios por generacion de
energia, los dafios que causarian los volumenes derramados y procuraba evitar derrames y
déficits.

5.2 Funcion objetivo

El objetivo al operar cualquier sistema de aprovechamientos hidrdulicos estd encaminado a
obtener el maximo beneficio del sistema durante la vida Gtil de las obras; este beneficio esta
condicionado por diversos factores de tipo deterministico y aleatorio.

Entre los factores deterministicos, en el caso de una presa se encuentran sus caractetisticas fisicas
y el volumen demandado por sector o sectores usuarios.

El volumen de ingreso a un vaso se considera aleatorio, por esta razén al tomar una decisién
cuando la presa se encuentra en un estado inicial dado, el estado resultante puede tomar varios
valores, cada uno con cierta probabilidad, segiin sea el volumen de ingreso. Por este motivo, el
beneficio o costo asociado a dicha decisién sélo puede conocerse en valor esperado, el cual se
obtiene multiplicando el beneficio correspondiente a cada estado resultante por su probabilidad
de ocurrencia y sumando después sobre todos los estados factibles.
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El factor aleatorio o estocastico es representado con la funcion de distribucion de probabilidad:

F, (X)=P(Xx <x,) (5.1)

donde

x, variable aleatoria del volumen de escurrimiento que entra a la presa en una etapa »

Por otra parte, la corriente de beneficios se refiere estrictamente a los generados por la presa
como sistema productivo, razén por la cual no deben ser incluidos los costos de construccidn,
operacién y mantenimiento, relacionados directamente con la seleccién optima de la capacidad de
la presa en las etapas de disefio de la misma.

El problema consiste en determinar los principales aspectos de los que depende un buen o un mal
control. Cualitativamente un buen control debe cumplir los siguientes requisitos:

- Ser factible

- Obtener el mdximo beneficio por generacidon
- Minimizar los dafios por inundacion

- Surtir durante la etapa la energia prometida

- Garantizar la seguridad de la presa

Por otro lado, una vez definido el algoritmo para determinar las politicas de operacién dptima del
sisterna, se seleccioné aquella que hiciese dptimo el funcionamiento de las presas, por lo cual fue
necesario establecer una norma que permitiese comparar distintas politicas y decidir cual es la
mejor, esta norma de comparacién fue la funcion objetivo. Para definirla, se eligio el sistema de
presas que conforman el conjunto hidroeléctrico del rio Grijalva, en el sureste de la Republica
Mexicana, cuya capacidad de generacién (3,900 MW) representa el 41.8% de la capacidad
hidroeléctrica en operacion en diciembre de 1995, motivo por el cual es de suma importancia que
su funcionamiento sea Optimo.
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I.a operacion del conjunto hidroeléctrico de presas del rio Grijalva que funcionan en serie no fue
facil de determinar, por lo cual, se consideré adecuado representar el efecto de las presas
Chicoasén y Peifiitas, que tienen una capacidad de regulacion pequefia en las funciones objetivo
planteadas para los vasos con mayor capacidad de regulacidn, en este caso para las presas
Angostura y Malpaso, entonces ¢l sistema se traté como un conjunto formado por dos presas en
serie, las dos presas mas importantes en cuanto a capacidad de regulacion.

Para determinar la energia generada (GWh) en una etapa, en funcién de los valores discretos del
estado (i) y de la extraccién & se ajusté primero la funcion:

h=c (AV -i)* +h,

donde

h diferencia entre el nivel de la superficie del agua y el nivel del NAMINO

¢, v ¢, constantes de ajuste de la curva elevacién sobre el Namino vs Volumen
almacenado expresados en forma discreta (adimensionales)

carga cuando el nivel estd en el volumen minimo

G

Para definir las funciones objetivo de las presas Angostura y Malpaso se analizaron los datos de
las curvas Elevaciones-Capacidades de cada presa y a todo aquel valor de elevacion (o
capacidad) mayor o igual que la elevacion (o capacidad) correspondiente al NAMINO se le resté
este ultimo para obtener el conjunto de datos al que se aplicaron diversos tipos de ajustes hasta
obtener aquel que diera el valor més alto para el coeficiente de correlacién, esto llevé a obtener
un ajuste de tipo potencial, las ecuaciones de ajuste se muestran en las figuras 5.1y 5.2.
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figura 5.1

Curvas de gjuste para las presas.
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Los coeficientes ¢, y ¢, fueron constantes y tuvieron los siguientes valores:
a) Para Angostura: ¢, = 00214, ¢, =0.7763

b) Para Malpaso: ¢, = 00107, ¢, =08982

07763

La funcién para la presa Angostura fue: /= 0.0214(AV i)

0.8982

La funcién para la presa Malpaso fue: 7 =0.0107(AV /)

Asi pues, la carga total se expreso como: H = cnam + ¢,(AV -i)®

cnam Carga al Namino (diferencia entre la elevacién del Namino y el Nivel medio de
desfogue)

Las cargas totales resultaron ser, para la presa Angostura:

. . 0.7763
HAngos:um = [Hnamino - H” md ]AHEOSMM + [Hmzmo - Hn md ]Chicoasén + 0.02 14|:A V( ll -;JI J:l

para la presa Malpaso:

08982
. + .
HM“"PGSO = [Hnﬂmmu - Hn m.d. ]Malpaxo + [Hnama - Hn.m d ]Peﬁims + 00107|:AV[ 22 2‘]2 J:I

Y la energia generada se expres6 como:
E,, = fac-k-AV-H,, -¢fic (5.2)
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E,., Energia generada (GWh)

fac Factor de conversion de unidades ( Jac = %}
k Valor discreto del volumen turbinado

AV Incremento de volumen

efic Eficiencia (fraccidn)

La energia generada en cada presa se expresd como:
Egen {Angostura) = fac k-AV - HAngasrum ) eﬁC (5°3)

Egen (Maipaso) = fac k-AV- HMa.’paso ’ eﬁc (5 '4)

Por otro lado, fue necesario evaluar el Beneficio Neto obtenido por la Generacién de Energia;
para ello se consideraron tres casos fundamentales como se indica en las siguientes ecuaciones.

- 8ise cubre la Demanda se obtiene un Beneficio del 100%.

= Beneficio =100

- Si la Energia Generada > Energia Demandada, se puede entregar Energia Secundaria y el
Beneficio se incrementa en una proporcion © (menor que 100).

E
= Beneficio =100 + p(E—g""— - IJ

deint
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- Sila Energia Generada < Energia Demandada, es decir no se cubre la Demanda de Energia
(caso de déficit), entonces el Beneficio disminuye en una proporciéon £ (mayor que 100).

E
= Beneficio =100 + ﬂ(Ege" - 1]

dem

Se utilizaron los valores p = 20, £ =150, como se muestra en la siguiente figura:

Beneficio A

(%)
120
100 >
B
A/ A/ ’
250 Energia 2* Energia Enereia
_ demandada demandada &

v

figura 5.3 Evaluacién del Beneficio obtenido por Generacién de Energia.

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacioén de continuidad j=i+x—% y considerando que los
ingresos x, son aleatorios, para una combinacidén del estado inicial 7, y de extraccién £, es
posible llegar a un estado final j, que implique un derrame ( Jr > NS,) o un déficit ( J = 1) ; en

estos dos casos se consideraron gostos o penalizaciones que reflejaron la obtencién de menores
beneficios, lo que llevé a agregar dos variables mas en las ecuaciones 5.3 y 5.4, entonces las
funciones objetivo obtenidas fueron:

bAngosium = f ac- k ' A V ' HAngosmra ) eﬁ ¢ (deﬂngosmm ) kdef Angoastura )_ (derAngosmra ) kderAngos:ura)
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Ma!paso = f ac: k A V HMaIpm‘o ' e‘f\C (ddMammo ’ kdef Malpaso ) (derMaipaso kderMaIpaso )

Las dos situaciones no deseables antes mencionadas, se penalizaron si se presentaban,
estableciendo un costo (kder) por cada unidad derramada, o un costo (kdef) por cada unidad

deficitaria. Dada la necesidad de garantizar un gasto de entrega minimo, se afectd con un costo de
castigo a la funcién objetivo, en el caso de no poder cumplirlo, penalizacién impuesta cuando a
pesar de que la politica de operacién indicase el volumen a turbinar, esto no fuese posible debido
a que el vaso no contase con el suficiente volumen almacenado (CASO DE DEFICIT); estas
situaciones ocurren sobre todo como consecuencia del caricter aleatorio de los escurrimientos
que ingresan a la presa.

5.3 Andlisis estadistico de los voltimenes de ingreso a un sistema de presas en serie

Los ingresos correspondientes a cada época del afio se caracterizan estadisticamente mediante su
funcién de distribucion de probabilidades, dicha funcién se puede calcular para cada mes del afio,
sin embargo, las condiciones de discretizacion que requiere el método, hicieron necesario un
compromiso entre la discretizacién de los volimenes, dado por el incremento de volumen que
resulté de dividir la capacidad til en NS partes y la discretizacién en el tiempo, dada por las
etapas en que se dividié el afio; la solucién del compromiso se logré formando etapas con
caracteristicas estadisticas similares (media y desviacién estdndar) e incrementos de volumen

AV

Para discretizar la capacidad ttil de las presas en serie, en este caso Angostura y Malpaso, se
considerd un solo intervalo de discretizaciéon AV para las dos presas. Asi pues, se obtuvo un
cierto niimero de estados para cada presa, de acuerdo con la capacidad til de cada una,

Para aplicar el algoritmo fue necesario primero definir las etapas, para ello se analizaron 31 afios
de registros de voliimenes mensuales histéricos con los que se determiné el volumen promedio
mensual, para luego dividir el afio y formar grupos de meses cuyas medias y desviaciones
estandar resultaran del mismo orden de magnitud, cuidando de no asociar meses de poca lluvia
con meses de escurrimiento abundante.
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Las etapas formadas se muestran en la Tabla 5.1. Por otro lado, considerando la magnitud de los
escurrimientos, Tabla 5.1 y el volumen 1til de cada presa, Tabla 3.1 del capitulo tres, y después
de varios intentos de agrupacion, se decidié analizar dos intervalos de discretizacion. Dividiendo

el volumen 1til de las presas en intervalos AV = 600x10°m’ quedaron definidos 22 estados para
la presa Angostura y 16 para la presa Malpaso. Y con AV =450x10°m° quedaron definidos 29
estados para la presa Angostura y 22 para Malpaso.

Tabla 5.1
Escurrimiento medio mensual en millones de m’
Etapa Presa: Angostura | Presa: Malpaso
1: noviembre, diciembre 1196.89 1110.98
2: octubre 1891.07 1104.95
3: septiembre 2207.69 1502.20
4: agosto 1396.42 872.46
5: junio, julio 1973.00 1199.52
6: enero,febrero,marzo,abril,mayo 1221.82 1352.58

El algoritmo de la Programacion Dindmica requirié que el andlisis de las etapas fuese en sentido
contrario de avance del tiempo, es decir, seleccionando como etapa inicial la que uno quisiese
pero a partir de ella la siguiente etapa debia cumplir con estar integrada por meses anteriores a los
meses que componian a la etapa inicial; por ejemplo, si se seleccionaba la etapa uno, formada por
los meses de junio y julio, las restantes etapas serian:

- Etapa dos: enero, febrero. marzo, abril, mayo
- BEtapa tres: noviembre, diciembre

- Etapa cuatro: octubre

- Etapa cinco: septiembre

- Etapa seis:  agosto

En este estudio, la seleccién de ordenamiento de las etapas fue:

- Etapa uno:  noviembre, diciembre
- Etapa dos:  octubre
- Etapa tres:  septiembre
- Etapa cuatro: agosto
- Etapa cinco: junio, julio
- Etapa seis:  enero, febrero, marzo, abril, mayo
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Después de efectuado el analisis estadistico para formar las etapas, se calcularon las
probabilidades asociadas a los volimenes de ingreso, estas probabilidades son valores empiricos,
es decir no han suftido ningumn tipo de ajuste de alguna funcién de distribucién de probabilidades.

Las probabilidades calculadas para el valor AV =450x10° m® se muestran en la Tabla 5.2 y para

AV = 600x10° m® se encuentran en la Tabla 5.3.

Tabla 5.2

AV =450 millones de m®

mar
abr
may

i | Etapa | Mes Probabilidades asociadas a los ingresos Vol.
Dem,
NKi
1 1 nov | 0.000 | 0.238 | 0.476 | (.190 | 0.096 12
2 dic | 0.065 | 0.161 | 0.516 | 0.258 16
1 2 oct | 0.000 ] 0.095 { 0.143 | 0.143 | 0.286 { 0.238 | 0.071 | 0.024 6
2 0.032 | 0.290 | 0.355 | 0.290 | 0.000 | 0.033 8
1 3 sep | 0.000 | 0.024 | 0.167 | 0.071 | 0.310 | 0.190 | 0.119 | 0.048 | 0.048 | 0.023 6
2 0,032 | 0.258 | 0.161 | 0.194 | 0.129 | 0.129 | 0.065 | 0.032 8
1 4 ago | 0.000 | 0.238 | 0,310 | 0.262 | 0.071 | 0.095 | 0.000 | 0.024 6
2 0.097 | 0.548 | 0.226 | 0.065 | 0.032 | 6.032 8
1 5 jun | 0.000 | 0.024 | 0.190 | 0.190 { 0.333 | 0.119 | 0.048 | 0.071 { 0.025 12
2 jul 1 0.097 | 0.129 | 0.452 | 0.226 | 0.065 | 0.000 | 0.031 16
1 6 ene { 0.00¢ | 0.095 | 0.571 | 0.310 | 0.000 | 0,000 | 0.024 30
2 feb | 0.032 | 0.129 | 0.419 | 0.290 | 0.065 | 0.065 40

i=1, Datos correspondientes a la presa Angostura
i=2, Datos correspondientes a la presa Malpaso
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Tabla 5.3

AV = 600 millones de m’
1 | Etapa | Mes Probabilidades asociadas a los ingresos Vol.

1 nov [0.04810.548 | 0.310 | 0.095 10
dic [ 0.097]0.581 10.323 12
2 oct | 0.000]0.214]0.167 | 0.405 1 0.190 | 0.024 5
0.194 | 0.387 | 0.387 | 0.000 | 0.032 6
3 sep 10.000)0.11970.143 | 0.381 [ 0.214 | 0.071 | 0.048 } 0.024 5
6
5
6

0.129]0.323 [ 0.194 | 0.226 | 0.097 [ 0.032
ago |0.095[0.333|0.381 | 0.095 | 0.071 | 0.024
0.226 | 0.581 | 0.129 | 0032 0.032

e b ED v IR e N D = D = R
e

5 jun |0.006|0.119]0.286 [ 0.381 | 0.119 | 0.071 ; 0.024 10
jul | 0.097]0.355]0.452]0.065 | 0.032 12
6 ene | 0.024 1 0.476 | 0.476 | 0.000 | 0.024 25
feb | 0.03210.387 | 0.452(0.097 | 0.032 30
mar
abr
may

i=1, Datos correspondientes a la presa Angostura
i=2, Datos correspondientes a la presa Malpaso

A continuacién, se establecié el volumen que demandaria cada etapa; para ello se expresé ¢l
gasto de disefio en intervalos de discretizacién y este valor se multiplico por el nimero de meses
que integra cada grupo. Cabe destacar que el valor asi obtenido fija el valor méximo NK de la
etapa, pero puede sufrir modificaciones, de acuerdo con los resuitados obtenidos en el proceso de
simulacién, donde se apreci6 el efecto de la politica obtenida. Los valores usados en este estudio

fueron:

Con AV =450x10° m* el valor mensual resultante del volumen demandado NK
expresado en AV, fue de 6 para la presa Angostura y de 8 para Malpaso.

Con AV =600x10° m® el valor mensual resultante del volumen demandado NK
expresado en AV, fue de S para la presa Angostura y de 6 para Malpaso.

Los valores maximos NK para cada presa se encuentran en las primeras columnas del lado
derecho, en las Tablas 5.2 y 5.3
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5.4 Proceso de optimacion

Una parte impottante en el proceso de optimacién es modelar matematicamente un fenémeno real
y escoger una medida de utilidad (funcién objetivo) que dependa de las variables independientes
o controlables del fenémeno.

La modelacién adecuada del fendmeno y de la funcién objetivo es basica para obtener buenos
resultados en el uso de los métodos de optimacién, ya que estos Ultimos determinan el valor de
las variables controlables que mejor cumplen con la funcién objetivo. Por lo tanto, si la definicién
matemdtica del fenémeno y la funcién objetivo no reflejan la realidad, los resultados que se
obtengan seran poco representativos.

En la teoria clasica de optimacién se tratan problemas en los que, para ciertas condiciones
iniciales, al definir el valor de las variables independientes (variables de decisién o control) se
determina una sola solucién (trayectoria) del sistema. Sin embargo, existen sistemas en los que al
definir el valor de las variables de decisi6bn (o simplemente, el control), no se define una sola
trayectoria factible, sino un conjunto. Esto se debe a que dentro del sistema existen variables
aleatorias (de disturbio) que no pueden controlarse y provocan dicha indeterminacion.

Para emplear el modelo de optimacién propuesto es necesario contar con informacion respecto a
las caracteristicas generales de la presa o las presas, a los volimenes de ingreso y a la funcion
objetivo. Ademas es necesario especificar el niimero de etapas a considerar en el afio, el nimero
de estados en que se subdivide la capacidad Wtil de la presa y el nimero de posibles extracciones
(variables de decisién) que se tomardn en cuenta.

Una vez que se cuenta con esta informacion se utiliza el modelo de optimacién y se determina la
politica de operacién 6ptima, la cual tiene para el ingeniero la insensibilidad de los mimeros, ya
que al determinarla se hacen simplificaciones que en muchos casos alejan al modelo de la
realidad; por este motivo es conveniente utilizar la técnica de la simulacién, para conocerse
pardmetros importantes, por ejemplo: el nivel deficitario, ¢l comportamiento del volumen de
evaporacion, el mimero de veces que derrame una presa, los niveles de almacenamiento promedio
alcanzados, etc. Asi pues, las politicas pueden ser ajustadas o afinadas mediante la técnica de la
simulacion del funcionamiento del sistema.
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Con respecto a AV =600x10° m®, se probaron diversos valores de k. para la etapa

comprendida por los meses de enero a mayo; en un primer intento se fijaron los valores de
extraccién maxima multiplicando la demanda de un mes (5AV para Angostura y 6A) para
Malpaso) por ¢l niimero de meses que integran la etapa, cinco en este caso, con lo cual resultaron
valores de 25AV y 30AV pero al simular la politica obtenida con estas condiciones resulté que
la presa Angostura pricticamente operaba a partir del segundo afio en niveles muy bajos,
cercanos al NAMINO, porque la extraccion que la politica dictaba era extremadamente alta; esto
Hevo a descartarla y se buscé entonces reducir los valores de extraccién y simular los resultados
obtenidos para visualizar su efecto en el comportamiento de las presas. Los valores de extraccion
méxima con los que se logrd que la politica obtenida manifestard un buen funcionamiento de los
vasos, fueron 10AV para Angosturay 12AV para Malpaso.

Por otro lado, para el conjunto de presas se establecié una penalizacién mayor en el caso de
déficit puesto que se considerd prioritario entregar la energia en forma continua. Adicionalmente
se establecieron restricciones en cuanto a extraccion minima y méxima, con lo que se tuvo
flexibilidad para modificar estas cantidades y mejorar la evolucion de la cantidad del agua en el
vaso.

Cuando se presentaron déficits o derrames en el sistema, los valores de penalizacion influyeron
en la determinacion de la politica optima, para determinar estos valores no existe una regla a
seguit, por lo que fue necesario hacer diversas pruebas hasta encontrar aquellos valores con los
que se obtuviesen los mejores resultados, los valores numéricos que se usaron fueron:

Para el valor de discretizacion de AV = 600x10° m* se tiene:
a) Para Angostura: penalizacion por déficit=10, por derrame=1,000

b) Para Malpaso: penalizacion por déficit=10, por derrame=3,000

Para el valor de discretizacién de AV = 450x10° m’ se tiene:
a) Para Angostura: penalizacion por déficit=10, por derrame=1,000

b) Para Malpaso: penalizacién por déficit=10, por derrame=10,000
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De manera general se puede decir que la politica dptima calculada para operar en forma conjunta
las presas, mostré que la extraccién en cada una de ellas era una funcién que dependia del
almacenamiento inicial en ambas y de la etapa del aflo, lo que permitié optimizar el
funcionamiento del sistema y el aprovechamiento de los ingresos. Ademds la politica obtenida
siguié un comportamiento légico, ya que a mayor volumen almacenado en las presas mayor
extraccién se obtenia, tratando de cuidar que los estados en ambos vasos no llegasen a
condiciones que implicasen derrame o déficit.

Los resultados obtenidos del programa de optimacion para cada periodo analizado y estado de la
presa, fueron el valor discreto en términos del valor AV seleccionado, la extraccion propuesta, el
beneficio acumulado y la probabilidad asociada a cada estado; esto filtimo es importante puesto
que fue un indicador de los niveles mds probables en el vaso y permitié estimar a priori (antes de
realizar la Simulacidn), si se tendrfa déficit o derrame.

Las siguientes figuras forman parte del comportamiento de una politica calculada, para diversos
valores de volumen almacenado en las presas Angostura y Malpaso, en dos diferentes etapas del
afio. En la figura 5.4 se tienen algunas graficas de la politica de operacién para la etapa 1,
conformada por los meses de noviembre y diciembre, donde se muestran diversos
almacenamientos en la presa Angostura. Mientras que en la figura 5.5 se tienen otras graficas que
conforman la politica de operacién para la etapa 3, constituida por el mes de septiembre, para
diversos almacenamientos en la presa Angostura.

Usando el valor de discretizacion del volumen dtit de AV =600x10° m® las politicas de
operacion determinadas para el conjunto de presas, para dos distintas etapas se muestran en las
siguientes tablas. En la Tabla 5.4 se muestra la evolucién completa de la politica de operacién
para la etapa 1, compuesta por los meses de noviembre y diciembre, y en la Tabla 5.5 se halla
toda la politica de operacién para la etapa 3, conformada por el mes de septiembre; en estas tablas
los resultados son cifras de 4 niimeros, los dos primeros corresponden a la extraccién programada
para la presa Angostura y los 2 tltimos niimeros corresponden a la extraccién a realizar en la
presa Malpaso, las extracciones estin expresadas en términos de AV (discretizacion en
incrementos de volumen).
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fig. 5.4 Politica de operacion para la etapa 1, (noviembre y diciembre).
Volumen (Angostura) = 600x10° m’
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fig. 5.5 Politica de operacion para la etapa 3, (septiembre).

Volumen (Angostura) = 6060x10° m*®
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3.5 Proceso de simulacion de un sistema de presas en serie

Por otro parte, para visualizar las consecuencias derivadas de las politicas de operacion obtenidas
en el proceso de optimacion, las cuales dictan las posibles extracciones a efectuar, fue necesario
simular el funcionamiento de las dos presas en serie, con 31 afios de ingresos historicos de
escurrimientos, de 1959 a 1989,

Se utilizo un programa de simulacién elaborado en lenguaje Fortran, el cual lefa un archivo que
contenia los volimenes de ingreso registrados. Para obtener el volumen de extraccion que dictaba
la politica de operacion se uso la ecuacion de continuidad, el volumen almacenado en cada presa
y se interpold bilinealmente si era necesario

El andlisis de los resultados de la simulacién condujo a los siguientes comentarios:

Con el valor de discretizacion de 600 x10° m’, se obtuvo:
La presa Angostura no presenté derrames en los 31 afios simulados.

El almacenamiento minimo en el vaso fue de 5205.99 x10° m’, en junio de 1974.

Malpaso presenté derrames en varios afios: en enero y noviembre de 1959 con 54.42 x10° m’
y 255.27 x10° m®, respectivamente; en octubre de 1965 con 727.81 x10° m’; en septiembre
y octubre de 1970 con 586.79 x10° m® y 211.41 x10° m’, respectivamente. Y en octubre de
1987 se presentd un derrame de 295.83 x10° m’.

2131.51 x10° md°.

Estos cuatro afios totalizaron

Fl almacenamiento minimo registrado en la presa de Malpaso fue de 5873.64 x10% m’ y se
presento en septiembre de 1968. ’

No se presentaron déficits en el sistema durante los 372 meses simulados.




Con el valor de discretizacion de 450 x10° m’, se obtuvo:

La presa Angostura no present6 derrames en los 31 afios simulados.

El almacenamiento minimo en el vaso fue de 5158.19 x10° m” v se presenté en julio de
1974.

Malpaso tuvo varios afios con derrames: en enero y octubre de 1959 con 24.42 x10° m’ y
9.56 x10° m°, respectivamente; en octubre de 1965 con 622.56 x10° m’; en septiembre y
octubre de 1970 con 609.27 x10° m*> y 885.41 x10° m’, respectivamente. Y en octubre de
1987 se presentd un derrame de 698.64 x10° m’.

2849.85 x10° m®.

Estos cuatro afios totalizaron

El almacenamiento minimo registrado en la presa Malpaso fue de 6120.81 x10° m’ y se
presentd en septiembre de 1984,

No se tuvieron déficits en el sistema durante los 372 meses simulados.

La Tabla 5.6 presenta un resumen de los derrames ocurridos en el sistema; la primera columna
indica la fecha en la que se presentd el derrame; para la segunda y tercera columnas, el volumen

de discretizacién es AV =600x10° m*, la segunda columna indica la magnitud del derrame en
unidades de volumen derramado y la tercera columna muestra la magnitud del derrame en
unidades de gasto medio derramado; mientras tanto, la cuarta y quinta columnas corresponden a
un volumen de discretizacion de AV = 450x10° m’, la cuarta columna indica lo mismo que la
segunda columna y 1a quinta columna indica lo mismo que la tercera columna.
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Tabla 5.6

Derrames ocurridos en la presa Malpaso
AV =600x10° m’ AV = 450x10° m®
Fecha Volumen Gasto Volumen Gasto
Derramado Derramado Derramado Derramado
(10°m?) (m*/s) (10°m?) (m*1s)
Ene-59 54.42 20.07 24.42 9.29
Nov-59 255.27 97.13 9.56 3.63
Oct-65 727.81 276.94 622.56 236.89
Sep-70 586.79 233.28 609.27 231.83
Oct-70 211.41 80.44 885.41 336.91
QOct-87 295.83 112.56 698.64 265.84
Total 2,131.51 136.74 2,849.85 180.72

La figura 5.6 muestra dos graficas, cada una con su correspondiente incremento de volumen
AV ; las dos graficas tienen un mismo volumen almacenado en la presa Angostura y muestran las
variaciones del volumen almacenado en la presa Malpaso.

Se notan algunas variaciones entre estas dos graficas. Se observa que para AV =600 x10%m*, los
resultados que se obtienen son ligeramente mejores, que para AV =450 x10° m®.
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Con respecto a la grafica con AV =450 x10°»°, al inicio la presa Angostura tiene un volumen
almacenado de 3600x10°m°. Y la extraccién en las presas Angostura y Malpaso es de
450 x10° m*, esta exiraccién se mantiene constante conforme aumenta el volumen almacenado en
la presa Malpaso, esto sucede hasta el valor de 5850 x10°% m*, donde las anteriores condiciones

cambian, y la extraccién de 450 x10° m’ en la presa Angostura se mantiene constante, mientras
que ¢l almacenamiento en Malpaso sigue creciendo y su extraccién aumenta poco a poco.

Con tespecto a la grafica con AV =600 x10°m’, al comienzo la presa Angostura tiene un

3

volumen almacenado de 3600 x10° m* y su extraccion es de 1200 x10%m’, este volumen se

mantiene constante, hasta el volumen de 6000 x10° m’, después de este valor la extraccién de la

presa Angostura se decrementa en un valor 600 x10° m’, esta extraccién se mantiene constante
mientras que ¢l volumen almacenado en la presa Malpaso se incrementa. Mientras tanto, al inicio,

la presa Malpaso extrae un volumen constante de 600 x10° m*, después el volumen almacenado

* en este valor las

comienza a aumentar, esto sucede hasta el volumen de 6600 x10% m
condiciones anteriores cambian y la extraccion de la presa Malpaso se incrementa presentando

una pendiente constante.
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figura 5.6 Politica de operacion para la etapa 3, (septiembre).
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6. Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo se ha hecho especial énfasis en el planteamiento de la funcion
objetivo, en la reduccion de los requerimientos de memoria y en el tiempo de computo del
método de Programacién Dindmica. Esto se debe a que la aplicacion de los métodos de
optimacién para establecer las politicas de operacién de presas que pueden encontrarse en la
literatura no es inmediata, sino que es necesario efectuar una serie de estudios y célculos que
permitan adecuar los métodos generales a las condiciones particulares, aprovechando sus ventajas
y reduciendo sus limitaciones.

El modelo de optimacién desarrollado permite considerar una funcién objetivo tan complicada
como sea necesario para representar la realidad y ademas, gracias al algoritmo desarrollado que
hace posible efectuar un analisis fino en cuanto a mimero de estados y etapas, sin que por ello sea
necesario utilizar una cantidad excesiva de memoria.

Recomendacién con respecto a la aplicacién de la metodologia: la seleccion del moédulo de
discretizacién es muy importante, en general se debe subdividir la capacidad atil de la presa en
cuando menos 20 estados de almacenamiento, tratando de que la funcién de densidad de
probabilidad discreta cuente con al menos dos o tres barras de entradas.

Para el caso de un sistema de presas en cascada, se hace necesario considerar en la funcién de
densidad de probabilidad de escurrimientos de la presa ubicada aguas abajo, las condiciones que
imponen las posibles descargas por la obra de toma y por el vertedor de la presa ubicada aguas
arriba.

La politica 6ptima determinada para operar el conjunto de presas del sistema hidroeléctrico del
rio Grijalva presenta un comportamiento I6gico. De manera general, durante las ¢pocas de
escurtimiento abundante si la presa uno (Angostura) se encuentra en estados altos y la presa dos
(Malpaso) tiene poco almacenamiento, el volumen de extraccion mas alto se debe efectuar en la
presa que mayor almacenamiento tiene y en la presa dos efectuar la extraccién minima requerida,
manteniendo este comportamiento hasta que la presa dos incremente paulatinamente su
almacenamiento, permitiendo que a partir de ese momento se pueda disminuir la extraccién en la
presa uno y aumentar el volumen de extraccién en la presa dos. Es decir, la politica pide que en
los meses en los que se presentan escurrimientos abundantes las extracciones que se lleven a cabo
en las presas cumplan con extraer la mayor cantidad de agua permisible y asi evitar en lo posible
los derrames.
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Si en época de estiaje la presa Angostura se encuentra practicamente llena (estados 19, 20, 21 y
22) y Malpaso tiene poco almacenamiento (estados 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7), la politica pide efectuar
una extraccién maxima de 1100 x10°m’ en Angostura y para estados bajos de Malpaso pide se
extraigan 90x10°m’ y se incremente este valor paulatinamente hasta llegar a un méximo de
1400 x10°m* .

Inicialmente, se usaron valores iguales para penalizar los casos de déficit y derrame en las dos
presas pero al simular el comportamiento del sistema con la politica asi calculada se observé que
Malpaso derramaba en casi todos los meses de los 31 afios y como los volimenes que se
descarguen por los vertedores de Angostura y Malpaso tendrdn que derramarse, probablemente
sin aprovechamiento y provocarian inundaciones en la planicie de Tabasco, por el vertedor de
Pefiitas, se incrementd el valor del coeficiente de penalizacién en los casos en que Malpaso
derrame, buscando que la politica de operacién de las presas con mayor capacidad de regulacion
cumplan con disminuir su probabilidad de ocurrencia. Con los cambios efectuados, Malpaso
mejord notablemente su funcionamiento, aunque en ninguna de las simulaciones que se
realizaron en este trabajo se logrd que la presa Malpaso no presentara derrames.

Una opcién por analizar para tratar de disminuir los derrames presentados en la presa Malpaso
seria estudiar las condiciones en las cuales la presa derrama y ver si el volumen de extraccién que
la politica dicta puede sufrir modificaciones, de tal forma que si la suma del volumen demandado
por la politica y el volumen derramado no excede el volumen méximo turbinable, se extraiga este
nuevo valor para evitar el derrame. Es decir, la politica de operacién calculada es la dptima pero
en la simulacién del funcionamiento del sistema se pueden establecer condicionantes para
minimizar al maximo los casos de derrame o déficit que podrian presentarse en el sistema.

Esta busqueda de optimizar al méximo el funcionamiento del sistema, tiene como objetivo
establecer las mejores condiciones para analizar si es necesario hacer modificaciones en el
sistema actual de presas, especificamente estudiar con mas detalle la alternativa de sobreelevar la
presa Malpaso y asi tener una norma con la cual decidir si es necesario efectuar cambios y
comparar los beneficios que se tendrian,

Por otro lado, después de haber obtenido las politicas de operacién éptima del sistema de presas,
se hubiera podido proceder a generar registros hidrolégicos, llamados también sintéticos, los
cuales tienen las mismas caracteristicas estadisticas que los histéricos y pot lo tanto la misma
probabilidad de ocurrir, con la ventaja que de estos Ultimos se pueden generar tantos como sean
necesarios para lograr una simulacién adecuada. Generados los registros sintéticos, se les
aplicarian las politicas de operacion obtenidas y se simularia el funcionamiento del sistema, el
realizar esto serfa de gran ayuda para predecir lo que posiblemente sucederia dentro de algunos
afios.
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