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CAPITULO 1
Modelos de difusion

1. Introduccién

En este capitulo se hara la deduccién de las ecuaciones de difusidn
de dos formas alternativas: la de caminatas aleatorias que utiliza he-
rramienta de probabilidad ¥ la de medios continuos que se basa en las
leves de la Fisica aplicando la ecuacidn de continuidad y la ley de Fick.
En e} siguiente capitudo se estudiardn dos aplicaciones gque se le han
dado a éstas ecuaciones en e] drea de biclogia.

2. Deduccidén de las ecuaciones de difusién

2.1. Caminatas aleatorias. Un modelo discreto de la difusién
es el de caminatas aleatorias. Consideremos un espacio unidimensional
homogéneo donde cada individuo se mueve una distancia corta A a la
derecha o & la izquierda en cada intervalo de tiempo 7. Llamemos

N = probabilidad de que no hava movimiento,

R = probabilidad de moverse a la derecha.

L = probabilidad de moverse a la izquierda,

Como el conjunto {N, R, L} es un conjunto completo de sucesos. se
cumple que N + R+ L = 1. Por lo que la probabilidad p(z,t) de estar
en un sitio 2 al tiempo £ estd dada por

plz.t)=plat—TIN4+plz—-At-7)R+plz+ At—-7)L

donde N, R ¥ L pueden depender inclusive de p v .

Desde el punto de vista de la modelacidn el hecho de que N. R
v L pudieran depender explicitamente de z permite poder incorpo-
rar en la deduccién caracteristicas espaciales asi como factores denso-
dependientes.

Si se hace el desarrcllo de Taylor de p(x.t) alrededor de (z.1) se
tiene qite :

2]
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Por lo tanto

plz.t) = p(z.t)+A—a£(L— R) - ;—a_p(L,{_B_;._J\r)

Oz o
+%§@m+L)'rfﬁw+R+m
3 2
con lo cual se obtiene
ap ﬁp Tazp
(1.1) i (L R)+ 7 B2 2(}? LY+ = 3F

En el caso en que este movimiento se tome totalmente aleatorio, la
probabilidad de ir & la derecha o a la izquierda es la misma. es decir
que R = § = L, con lo cual (1.1) se simplifica a

dp N&Pp 8%
(1-2) -y = ¥ TTh

Si se toma el limite cuando A, 7 — 0, ¥ Se supone gue |

2

5 .
(1.3) . : Alz_rllng — D,

entances se llega a la ecuacién de difusidn

ép 3%
(1.4) Z-03h

Desde el punto de vista interprefative esto significa que el espa-
cio en el que se efectiia el movimiento es homogéneu. % tomamos el
mevimiento de un conjunto de particulas, buscariames saber la forma
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de la distribucién espacial después de que han pasado n unidades de
tiemnpo. es decir. un tiempo total 7. Las particulas podran localizarse
en cualguiera de los puntes —n.—n+1.....0.....n— 1, n

: ! | ! '

' 1 1 1 T T

- A o 1 Z v
Fiqura 1

ca conoren la probabilidad de que nn individuo llegie a un
ituade e lugares a la devechn del origen. Para que ectd suceda,
supongamos qie ha cado a salios a la derecha v b a la izguierda. De
aqui se tiene quea—b = iy utl = n. yporlotanton = B v ) = B0
si nn + i es par. Como consecuencia, el niimero de posilles caminos
por los cuales el individuo puede llegar & 1n depende de los saltos a la
derecha cue se han cado v se puede poner come las cumbinaciones de
7 saltos en donde se den a saltos a Ja derecha.

nt n! n!

(1.3) L. L

alv—a)t @t () 20 (= m) ;2)

Ahoura, el miimeru de posibles caminos de n saltos es 2" v Ia probabilidad
de gque 1ina particuia llegue al punto i después de n saltos (caleulada
cumo cosos favorabies / total de casos) es

ITH

(in+an) N1 ({n — ) f2)!

(1.6) plm.s = (1/2)"
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que es una distribucién binomial. Para valores de n suficientemente
grandes v utilizando la férmula de Stirling, ésta distribucién binomial
se aproxima a una Gaussiana o normal. Esto es,

(1.7) plm,n) ~ (%)lﬂe;p ('2’:2) .

Consideremos las variables continuas (ir,1) definidas como = = m,
t = n 7. Si se toman los siguientes limites: m — ¢, n — x, A - 0 ¥
+ — 0 de tal forma qite = v t sean finitas, entonces tiene més sentido
tomar como variable a

P
2Ax
donde u2Az es la probahilidad de que nna particula esté en el intervalo
(.7 + Ax) al tiempo ¢. 51 en (1.7) se sustituyen m ¥ n dadas como £
v i, respectivamente, entonces

b2y ()" (~5)
a2y 2)

= () "o ()

Si ademds existe I # 0 de tal forma que

(1.8) im — =D,

entonces, en el limite. es posible concluir que

(1.9)‘ ulr. t)= (47119—1,)”2 exp (_'-lEDQ-!) . -

A la constante D) se le acostumbra llamar coeficiente de difusion v
coincide con la (1.3). El hecho de que se cumpla la ecuacidn {1.8) es
una rcondicion muy fuerte que se impone al modelo. Ademés de que la
forma en que se alcanza el limite puede influir en €l comportamiento de
las particulas. Esta funcién w{z, 1) cumple con la D obtenida en (1.4).
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Cabe mencionar también que éste es un caso muy simple de difusién
va que se supusc que el medic era homogéneo. En el caso en que
el medic sea inhomogéneo, la probabilidad con a que se mueve una
particula puede depender del lugar en donde se encuentre, v también
de la densidad que hay en el punto. Los cdlculos resultan ser mis
complicados si se 10ma en cuenta lo anterior, pero los modelos que se
obtienen a cambio pueden acercarse més a lo que sucede en la realidad.

2.2. Modelos Continuos. Otra forma de estudiar la difusién,
desde un punto de vista de las leves de la Fisica es utilizando una
ley de cunservacién de materia. Para ilustrarlo, tomemos €] caso de un
flujo en una dimen:ién. De acuerdo a la Lev de Fick, el fiujo J;, es
decir. la cantidad de materia transportada en la direccidn = a través de
una unidad normal de drea en una unidad de tiempo, es proporcional
al gradiente de concentracién de materia. Por tanto,

dc

donde ¢ es la concentracidn de materia, [J es la difusividad v el signo
negativo indica que e} flujo ocurre de altas a bajas conecentraciones.
Usandc esta lev puede obtenerse la ecuacién de Fick para la difusién.
Por un principio de conservacidn, el cambio en la concentracidn de
marenia en una regidén depende del flujo en la frontera v de lo que se
estd creando. 5ino se crea materia, entonces la concentracién cambiard
de acuerdo a la diferencia entre lo que entra v lo que sale. Por lo tanto,
en una region unidimensional determinada por 1y < £ < 1, la razén
de cambic de la concentracién esta dada por la ecuacién

{1.11) g_frl elz, tidr = J(zq.t) — J(z,.1).

Suponiende que ¢ es continua en x v aplicando el Teorema dei Valor
Medio para Integrales. se tiene que

I3
/ el )dz = () — z0)c(E) " para £ € {zo.x;).
S8i se considera que z; = 25 + Az v se toma el Iimite im Ax — 0,
se obtiene la ecuacidn



10 1. MODELOS DE DIFUSION

¥ por la forma de J mencionada en (1.10), tenemos que para I3 con-
siante,

(1 10) . ﬁ = Dﬁz_c
DA . a2’

La ecuacidn (1.12) es la llamada Ecuacidn de Difusion de Fick que
tiene la misma forma que la ecuacién de Fourier. Es facil probar que
{1.9) es solucidn de esta ecuacidn bajo el supuesto de que inicialmente
_ son liberadas de un punto un cierto nimero de particulas. De he-
cho, aunada a la ecuacidn (1.12) unoc debe agregar tanto condiciones
iniciales como condiciones de frontera a fin de completar el problema
matematicc & estudiar. Este hecho relaciona €] modele de las cami-
natas aleatorias con la ecuacién de difusién. La ecuacién de difusidn
pertenece a la familia de ecuaciones diferenciales lineales parabdlicas v
sus soluciones han sido estudiadas para un gran niimero de problemas.

Se presentaron dos enfuques para la modelacidn de Ja difusién, uno
con caminatas aleatorias que usa de la herramienta probabilistica v
otro con la ecuacidn de continuidad basado en las leves de la Fisica.
La ventaja de uno sobre el otro dependera del contexto en el que se
quiera estudiar la difusion, Por ejemplo. si se busca estudiar la difusidn
de seres vivos, el.medio influve de manera importante en el compor-
tamiento de éstos. En el modelo de caminatas aleatorias es posible
incorporar esta influencia como se menciuné anteriormente. En cam-
bio, el modelo solo es aplicable a particulas por lo que no es posible
incorporar cuestiones de comportamiento de éstas. El paso siguiente
consistird en estudiar dos mudelos de principios de siglo considerados
como clasicos en el estudio de la difusion.



CAPTCLO 2
Algunos modelos clasicos

Se estudiarén el modelo de Fisher-Kolmogorov, Petrovsky, Pisk-
ounov que estudian la propagacion de un mutacién genética en el gen
v el modelo de Skellam que busca explicar la dispersién de ciertas es-
pecies en Europa. Cabe mencionar que el primero que aplicé un modelo
de difusidn en otro contexto fue R.Luther [2] quien a principios de este
siglo buscaba estudiar la propagacién de un impulso nervioso.

Como antes se menciond, la presencia de ondas es lo que da origen a
patrones en la distribucién de particulas. Se pondré particular atencion
a un tipe de ondes que son las ondas viajeras.

Se dice que una salucién u{z,1) de una ecuacién diferencial de tipo
parabdlice es de tipe onda viajern si puede ser escrita de la forma

(2.1) ufz.t) =ul(z—ct)=U(z) con t=gz-—ct

donde ¢ es la velocidad de la onda que es constante en todo tiempo. Si
¢ > 0. la onda viaja a la derecha, mientras que si ¢ < 0, lo hace 2 ia

izquierda.
Para definir un frente de onda es necesario mencionar que un estade
eslacionario de una ecuacién diferencial parcial

= Y. 75}
o dz’ Oz
con f un operador diferencial auténomo es una solucién "™ que cumple.

. Ous Fur

f(u _&_—&T)=O

En la siguiente seccidén se obtendra una solucidn como onda viajers
para una ecuacién que modela la dispersion de una mutacién a nivel
genético.

11



12 2. ALGUNOS MODELOS CLASICOS
1. La ecuacién de Fisher-Kolmogorov, Petrovsky, Piskounov

En 1937, R.A. Fisher publicd su trabajo The wave of advance of
advaniageous genes [8] en donde su objetivo era el estudic de la propa-
gacion en las células de un gen ventajosu. Se sabe que muy frecuente-
mente ocurren mutaciones a nivel de genes en los seres vivos. Si alguna
resulta ser benéfica, ésta dari ventajas al individuo con respecto al
resto de la poblacidn. Un aspecto importante seria conccer que tan
significativa es esa mutacidn para las futuras generaciones por lo cual
el objetivo de Fisher fue analizar que tan rdpide se propagaba un gen
que sufre una mutacién benéfica para e] organismo. Para lievar a cabo
este estudio hizo una analogia cun la difusién fisice, donde, en este
casc, el lugar de las particulas fue ocupado por las células. La ecuacidn
propuesta para la propagacién de una mutacién es

|

{2.2) %:- = k% +mufl ~ u}.

Esta es una ecuacién no lineal donde k y m son pardmetros positivos,
u es la frecuencia del gen mutante. 1 — u es la frecuencia del ‘padre’
alelomurfo. es decir. la frecuencia del gen que se encuentra en el mismo
sitio pere que no ha mutado, m representa la intensidad de seleccién a
favor del gen mutanre que se encuentra en la posicién T en el habitat
lineal ¥ k representa ¢l coeficiente de difusién. Las condiciones que se
tienen est4an simplificadas: el hébitat es lineal v la distribucién de la
poblacidn es uniforme. En el caso de ausencia de difusidn. el primer
términe se anula y el crecimiento de la poblacién es de forma logistica.
Se analizara con detalle la ecuacién {2.2) para hacer evidente la pre-
sencia de soluciones de tipo onda viajera.

Haciendo €] cambic de escala.

" = mt
By V2
I' ‘r(_)
"

v omitiendo Jos asteriscos, la ecuacidn original toma la forma

Au Alu

q ZY
(23) ) a - fa?

. Lz ecuacion (2.3) tiene dus estados estacionarios v homogéneos que san
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u=4_q v u=].

El primerc de éstos resulta ser inestable mientras que el segundo es
estable. Esto sugiere buscar soluciones como frentes de onda para los
cuales 0 < v < 1 va que e] caso © < 0 no tiene sentido en el contexto
que se esté considerande. Para buscar soluciones de onda viajera. bus-
caremos soluciones {7 {z} que cumplan con la condicién {2.1). Si existen
dos estados estactonarios, en una solucidn U como frenie de onda se
tiene que la solucion tiende a cada uno de éstos conforme : crece o de-
crece infinitamente. Por lo tanto, en este caso, se buscardn los valores
de ¢ para Jos cuales

I— 0

Iim (s

Zrm 00

bajo las condiciones L'(2) < 0V € (—ac. o) ¥ O S U(2) £ 1 Ve

lim U7 (z) =
)

Imponiendo a ¢ la condicién de ser no negativa ¥ sustituvendo la
solucién de onda viajera (2.1) en la ecuacidén (2.3). resulta que U7 (:)
debe cumplir la ecuacidn

(2.4) U+l + G U =-1)=0

siendo la derivacidn con respecto a .
Estudiaremos la ecuacién_(2.4) en el plano (I7. V) donde 1 = V. Se
tiene e} sistema

=V

(2.3) Vo= =V = U1 -U).

con las siguientes condiciones: 0 < Ui(z) € 1, U{-x) =1, V(—oc) =
0. U{+2¢) =0, V(+3x) =0y V'(z) <0 Vz

De aqui se obtienen travectorias en el plano fase como soluciones de la
ecuacidn

dV  —cV - U (1-17)
9 —_— e
(2.6) - dl v
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El sistema {2.5) tiene dos estados estacionarios, también llamados pun-
tos singulares: B (0,0) v 7 (1,0). Se hard un andlisis local de la es-
tabilidad de éstos puntos analizando los velores propios Al hacer el
analisis de estabilidad se tiene que los valores propios del sistema (2.3).
Los valores propios resultan ser de la forma

(27), )\———%(-c:l-: F-11-)).

Evaluando en Py (0,0}

(2.8) =g (mexvE@TT).

En este caso, si 7 > 4, se tienen dos valores propics reales negativos
por lo que el punt¢ es un nodo estable. Por otro lado, si ¢? < 4. los
valores propios son complejos con parte real negativa v el punto es una
espiral estable, este caso no tiene sentido en el contexto que se estd
considerande pues se tendria gue [7 < 0.

Para P {1,0),

(2.9) - A:%(—cix/c’-}--l)

v se tienen 2 valores propios distintos, reales ¥ positives, por lo que
resulta ser un punto silla independientemente del valor de ¢. El retrato
fase quedaria como en la Figura 2.

Para hacer un analisis global, se busca encontrar trayectorias hete-
roclinicas para asegurar la existencia de una travectoria que una los dos
estados estacionarios. Vamos primeramente a ver que no hay travectc-
rias cerradas. Esto se hace utilizando el criterio de Bendizon. En este
caso

dir{U. VY= —c< O
Como esta condicién se da en todo el plane podemos asegurar que no
hay travectorias cerradas en todo el planc.

Ahora se construird un conjunto positivamente invariante [ dei
flujo asociado al sistema (2.3). Se propone gue este conjunto sea aquel
delimitade por las rectas V = 0, I/ = 1. v V' = ~mli. Veremos que
sobre cada recta, e] campo vectorial apunta hacia el interior de esta
regién. v con esto no hayv posibilidad de que salga ningnna travertoria.
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Sobre la recta 1V = 0, el sistema queda de la forma

U
V.'

0
~U(1-U).

En este caso las travectorias solo tienen direccién en V', ¥y como en la
region D. 0 < U < 1. entonces podemos asegurar V' < 0 por lo tanto
los vectores apuntan hacia el intericr de la regién D.

Sobre la recta {7 = 1. el sistema tiene la forma

U= v
Vi = —cV.

Como sabemos que 0 < V en la regidn D, entonces aqui también es
posible asegurar que las travectorias apuntan hacia el interior de la
regién D.

Por tltimo, scbre la recta ¥V = —ml/ el vector normal interior es
n = (m.1). El sistema tiene la forma

(II = —m(_?
Vo= oml-U(1-0).

Para asegurar que las travectorias tienen direccidn hacia el interior
de [ es necesario que
n-{(U.V) >0,
esto es equivalente a la condicién

(2.10) m?—em + (1~ U) < 0.

Como 0 < 1=U < 1 tenemos que

m? ~on+{(1=-0) <m?—cm41,
Sera suficiente con probar que f{m) = m? ~em+1 < 0. Con la
herramienta bdsica del cilculo real se puede probar que f{rn) tiene un
minime en m” = ¢/2. Evaluando en este punto tepemos que f{m*) < 0
si v solo si ¢ > 4 por lo enal se cumple (2.10). i
Con esto se probd que la regidn D es positivamente invatiante por
lo que ninguna travectoria sale de aqui. Como ademés va se vio que
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ne hay trayectarias cerradas, entonces tiene gue existir una que sale de

P, (3.0} ¥ termina en /% {0.0) contenida en /7 para toda ¢ 2> e = 2.
(Véase Figura 3)
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En términos de {a ecuacién (2.2}, se concluve que la velocidad debe
satisfacer

(2.11) €2 Comin = 2(km)'2.

Fisher fue unc de los primeros en plantear una ecuacién de reaccidn-
difusién. antes de que se le denominara ¢on este nombre. Esta ecuacidn
es un caso particular del conjunto de ecuaciones que estudian Kol-
mogorov, Petrovsky v Piskounov con el objetivo de caracterizar la pre-
sencia de soluciones en forma de onda viajera. El trabajo de Fisher
dejé bases ¥ resultados importantes para una teoria que ha seguido
siendo muy utilizada hasta nuestros tiempos.

Otroe punto importante es conocer bajo que condiciones iniciales
es posible tener este tipo de soluciones de onda viajera. Kolmogorov,
Petrovsky y Piskounov en su trabajo Etude de l'equation de la diffu-
ston avec croissance de la guantilé de matiére et son applicalion 4 un
probléme biologigue (9] publicade en 1937, ademas, demuestran que si
u(z,0) = up(®) 20 ¥

1 sizgz;,
212 = -
( ) o (z) 0 siz2zx

para 13,73 € R, 1y < 39 v ug () es continua en 1) < = < 13, entonces
la solucién u (x.t) de la ecuacién de Fisher resulta ser una solucién de
frente de onda viajera u(z) con & = £ — 2, es decir, una solucién de
unda con velocidad minima ¢, = 2. Para otras condiciones iniciales ia
solueién, v mds especificamente la velocidad ¢, dependera de] compor-
tamiento de u (x.0) conforme r tienda a +o0. Para ver la dependencia
de la velocidad de la unda a las condiciones iniciales, consideremos el
extremo en donde u se acerca 2 0. Aqui es posible ignorar el término
u?. La ecuacidn linealizada toma la forma

Hu 8%u
(2.13) -ét— =t 3;}-

Consideremos que para a >0 ¥ A > 0 con A arbirraria,

(2.14) u (r.0) ~ Ae™™ cuando z — .

Busquemos soluciones de onda viajera. de la forma
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u(z,t) = Ae™o==Y),

Si suponemnaos que el extremo que guia a la unda tiene ésta forma para
la solucidn de frente de onda de la ecuacion no lineal, al sustituir esto
en la ecuacidn linealizada se tiene una relacién entre ¢ v a:

ca =1+ a?

de lo cual se obtiene '

-+ a.

S

c=

Al ver a ¢ como funcién de e, vemos gue el valor minimo de ces £y, = 2
v ocurre cuando a = 1. Para e] resio de las a positivas, ¢ > 2.

Sia < 1. la velocidad ¢ estard dada pore=a + i vsia>1como
e ™ < e~7, la velocidad asintética serd ¢ = 2.

2. Skellam

En 1951. Skellam publicd su trabajo Random dispersal in theoret-
ical populations [16} donde utiliza el enfoque de caminatas aleatorias
para poblaciones. Entre otros casos que Haman su atencidn estd la’
dispersion de los sauces al norte de Gran Bretafa en la era postglacial,
un problema que Reid habia deseado explicar tiempo atrds. En su tra-
bajo deduce la ecuacién de difusién en dos dimensiones y toma come
ejemplo al ratén almisclero Ondata zibethica en Europa central que fue
introducido en Europa en 1905 v cuvos datos de dispersién para ahos
posteriores son conocidos.

Siguiendo el mismo argumento de las caminatas aleatorias men-
cionado en la seccidn anterior. deduce la ecuacidn de difusidn en dos
dimensiunes. La solucion a la ecuacion de difusidn serd nuevamente
una distribucién normal que, en este caso, se llamard conjunta, cuya
densidad es )

_ 1 xt+
oyt = T 62p (_( wry ))’

donde la varianza cumple que var{r) = vur(y) = 2Dt, come en el
modele en una dimension.
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Para deducir esto se denotard &(x.y.t} a la densidad de probabili-
dad y se considerara una particula que se mueve en el planc euclidia-
no una distancia ¢ cada unidad de tiempo. Entonces, para cualquier
tiempo { + At, la particula debe estar en un circule de radio € centrado
en la posicién que ocupaba en el tiempo t. Por tanto, la densidad
de probabilidad al tiempo ¢ + At en la posicidn (r.y) es la media de
&(€. 0.t + At) sobre todos los puntos (£, 1) en un circulo de radio € con
centro {I.y):

1 ¥z
(2.13), dlzr.y.t + At) = q—”/ &(g.n. t)ddn.
- 0
Sif=17+¢€cosf ¥y 1=y +esinb, entonces
1 g2
(2.18) PlE.nt+ M) = 7 / o{x +ecos @,y + esinf 1)d6.
T o

Si se supone que ¢ es continua v tiene derivedas continuas hasta de
tercer orden, es posible desarrollar el lado 1zqmerdo en serie de Tavlor
alrededor de (z,y,¢)

1R
olE.mt+ At) = Sz, y.8) + At+7)67§)(._\.t)2+

Haciendo lo mismo para el lado derecho en {2.16) se tiene que

.
—-—j ¢(z+ccosﬂ ¥+ csiné.t) 6-—2—/ o(z.y,t)

¢ a¢ ¢ Fé
+¢ ((‘0‘85-4- mﬂa ) 96
¢ i o? Jo
+2! ( cos()smﬁaray-i- sin 96 > )df?.

Usando que

2n = 2%
(2.17) / cos8dd = / sin 0dé = [ sin # cus 0df = 0.
Jo o Jo

v
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' 2= . ¥
(2.18) : f cos? 8df = / sin? 0d = =,
[}] 1]

se tiene al sustituir en (2.16)

4

1/ & &
("l"‘)Q = ¢(I1 yt)+£_2_ (ﬂ-gg + W'é'gfg)‘“...

18

&lz, y,t)+ Ai+"(’3‘t1’

la que, al dividir entre At, se transforma en

Bcb 18% € 8’0) (’7"0 e

donde of+) signiﬁca.n términos de orden mayor o igual a €2/ Af, es decir
que

HIHAM_TB—L = 0.

Aquf ¢ es la distancia en el planc que cubre un salto infinitesimal de
una particula, de tal forma que ¢ = (Az)? + (Ay)2
Si ahora suponemus
. (Ax)?
'_\a'lir!!l-or At

=2D,

entunces. por la simetria cun la que aparecen las variables espaciales T,
y se tiene

var(z) = var(y) = 20t
v al caloular el limite se obtiene que

1 & D
i — =4D.
im 7

LAt—oc

La ecuacién de difusién en dus dimensicnes queda comeo

0¢

{2.19) Dv &,

dounde,
52 &
=== +53
. v et Gyt
es el uperador laplacianc en dus dimensiunes. Ndtese que la distribueién
escrita al inicio de esta seccidn es solucidn de la ecnacidn (2.19).
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Tumemos ahora el caso de una poblacién que inicialmente (en t = ()
tiene una masa puntual concentrada en el origen, entonces ¢(z, y, t}dzdy
denota a la fraccidn de la poblacién que esté en este elemento de 4rea
al tiempo t. Un aspecto importante seria analizar el cambio de la den-
sidad con respecto a la distancia del centro de difusién. Si se hace un
cambic a coordenadas polares:

r=rcosf. y=rsinf = dzdy = rdrd?,
por lo que
2.20 ¢(r.6.1)drd6 = — =Y 4rat
(2.20) e = o P gD )

Sea a® = 4D, donde a® es la media cuadrética del desplazamiento
en una unidad de tiempo, entonces

r —~r?
) = -
(-.21? o(r. 6.t)drdf o5 ©XP ( pn ) drdé.

- Integrando con respecto a # de ambos lados de esta igualdad se tiene
¢(r,8.1)dr. que es la fraccién esperada de particulas cuva distancia del
origen estd en un rango de r + 3dr.

Se quiere enconirar el indice de dispersién de la poblacién. En
caso de’ que no hava deriva, Jos contornos de iguales densidades se
moveran come eireuilos expandiéndose constantemente. Para encontrar
el tamaho esperado del circulo que contiene a tuda la poblacién en
el tiempo f se evalia la fraccién de la poblacién que al tiempo t esta
fuera de una distanciz H,, del centro de difusidén. A esta fraccion se le
denotarg por gy, que resulta ser

. N oap —r? R?
(2.22) Vp,—‘/R.. Eexp(ﬁ)dr—exp(—mA.
1

Si el mimero de particulas de la poblacién es ¥ x hacemos py = &,
esto nos da un valer para py v para A, de tal forma que sdlo un miembro
de la poblacién esté fuera del circulo de radio R,.

1 -2 2 2
-—N—-—-e.\y(ﬁt) R =a’tInN.
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Por lo tanto, el drea del circule que contiene a la poblaeidn en
expansién es proporcional al tiempo transcurrido desde el inicic de la
difusién. : '

Si se supone que N permanece constante, la densidad deberd dis-
minir progresivamente con el tiempo. Ahora, si se agrega la condicidén
de que V' es una poblacidn en reproduccién con una poblacién ini-
cial Ng v que va incrementando exponencialmente como resultado de
nacimientos ¥ muertes. entonces se tendrd que al tiempo £ la poblacién
estd dada por N; = Npe™ donde ¢ es el indice de reproduccidn v
In Ny = ¢t =+ k ¥ para Ny pequenu. k = 0. -
En este caso, como In N, = cf + cle,, para Ny muy pequena es posible
ignorar el valor de la constante. El radic del] eireulo que contiene a
tuda la poblacidn estd dado, igual que en el caso anterior, por

R =a¥InN = a*t’c.
De aqui es posible concluir que el radic del circulo e proporcional al
tiempo. ‘ R

Skellam estudié este indice de dispersidn en los ratones almiscleros
que fueron introducidos en Europa Central en 1905, Esto fue posille ya
que se tenian varios mapas de la distribucion hasta 1928 (véase Figura
1}. A pesar de que los contornos ne eran circulares, fue posible aproxi-
mar el drea en la que se encontraban los ratones por una circunferenca
de radic =R2, Es muy razonable pensar que los ratones almiscleros
tengan un crecimientc exponencial va que, en ese momento, eran una
especie inmigrante que se expandia sin la presencia de competidores.
Skellam verificé que esto, en efecto, sucedié pues la raiz cuadrada del
drea resulté tener una relacién lineal con el tiempo,

En el caso de los sauces en Gran Bretarnia, también estudid el indice
de dispersidn posterior a la era glacial del Pleistoceno tardio. Supo-
niendo gue los sauces avanzaban 600 millas er 20,000 afios, relaciend
este indice con el del incremento numérico de la poblacidn ¥ ]a distancia
a la cual lus sauces padres diseminan sus semillas. Concluyé que habia
dos tinicas razones para la presencta de los sauces en Gran Bretana. La
primera. ¥ muy poce probable, era que hubleran sobrevivido en algunos
Ingares con hielo. La segunda era que la reinvasidn forzosamente tuvo
que haber sidu consecuencia del transporte de semillas por animales.
Esto lo justificd con el hecho de gue la veloridad era demasiado grande
para pensar que la dispersién sélo se debid a semillas que caen a los
alrededures de donde ge encuentran sus padres.

Un aspecto importante en el trabajo de Skellam es que relaciona
los problemas ecoldgicos con lus fisicos, 1o gne facilita las cosas pues los
problemas fisicos ¥a han sido muy estudiados. En e} caso de organismos




2. SKELLAM 23

vivos, estos interaciiian con otros. lo que le da un caricter nuevo a las
ecuaciones ya conocidas. En este caso, la difusidn va de regiones con
condicicnes favorables a regiones con condiciones menos favorables.

iea

Figmura 4

Desarrollando miés la idea de estudiar voblariones cun reproduccidn.
hizu nn analisis unidimensional para poblaciones cun crecimiento de
fipu exwonencial o Malthusiano v logistico:

do 1,8 . | )
2,23 = = zat = + o
(2:23) T R P R
v
o 1 ,8%
{2.24) ETimE Ll + vl — o).

respectivamente. Es-z 1litima ecuiacién esigual a la que propuse Fisher.,
También sxtendidé ec1os modelos a dos dimensicnes llegé a resulta-
dus muy warecidos, complementandolos con simulaciones muméricas de
éstos mismos. Plart2d la situacidon de plantas con reproduccion dis-
creta comio lo son las anuales v la posibilidad de aplicar lus resujtados
para el esiudio de la dispersidn de insectos. Inclusive Hegd a praponer
modelos ¢ rumpetencia entre dos especies. Advierte gue Iz dispersion
aleatoria =2 cumple zara una gran cantidad de plantas v animales te-
rrestres. Lelo que. s patrunes de condueta de ciertus animales lus
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guian & condiciones mas favorables. Sin embargo, en la mavoria de los
casos las consideraciones que se han hecho para este modelo son sufi-
cientes pues la percepcidn de un animal resulta ser minima comparada
con la capacidad de dispersarse.



CAPITULO 3

Modelos a tiempo discreto de fendmenos de
dispersion

En este capitulo se da una breve explicacién de las ecuaciones en
diferencias v mencicnamos algunus ejemplos que han side muy estu-
diados en esta teoria. Este tipo de ecuaciones resultan ser de gran
utilidad en la modelacién de poblaciones cuyva reproduccidn es discre-
ta, es decir, donde las generaciones no se traslapan. 5i se agrega una’
componente espacial, se obtienen ecuaciones integrales en diferencias.
Se estudiara un ejemplo simple de una ecuacién en diferencia con una
componente espacial tratando de dar posibles interpretaciones en un
contexto bioldgico. Este capitulo servird de introduccion para los con-
ceptos que se trataran en el siguiente capitulo donde se estudiard un
modelo de dispersién de plantas.

1. Ecuaciones en diferencias

Los modelos continuos, come los mencionados anteriormente, de-
terminan una drea muy importante de estudio. Sin embargo, no son
los tinicos. En la naturaleza también hay individuos que se reproducen
en tiempos discretos donde las generaciones no se traslapan. Para este
tipo de situaciones los modelos con ecuaciones en diferencias resultan
adecuarse mejor a la realidad. Como ejemplos de especies con este tipo
de reproduccién estén algunos insectos ¥ peces gque se reproducen en
ciertas temporadas. asf como las plantas anuales » perennes.

El crecimiento de este tipo de publaciones mientras permanezcan
sedentarias se modela con ecuaciones de la forma

(3-1) - 41 = f(-’\"a) 1

donde f{A\})-es una funcién no lineal de N,. TUn caso que ha side
profudamente estudiado es el modelo logistico en el que la ecuacién
{3.1) toma la forma

25
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: r
(3.2) N =(l+r) N, - T(’N?"

Otro modelo discreto comiin en la literatura es el de Ricker
N,
(3.3) Nyjp = Neexp (r (1 - 7('1)) .

donde 7 es la tasa de crecimiento v N, la poblacién al tiempo t. Nétese
en ambuos casos que para Ny > K, la poblacidn decrece pues Ny < Ny,
por lo que a K se le conoce como capacidad de carga de la poblacidn.
Ny también puede representar, en un contexto de epidemiologia, a la
fraceidn de la poblacién infectada en el tiempo ¢; 0 en genética el cambio
en la frecuencia de un gen en el tiempo.

Esios modelos, a pesar de su apariencia simple, describen una am-
phia diversidad de comportamientos dindmicus. Es posible tener equi-
librio, cicios v hasta caos al hacer variar los pardmertros en una ecuacion
de este tipo. Para estudiar esto es necesario encontrar los puntos de
equilibriv o estados estacionarios que, en el caso de modeloes discre-
tos, son puntos n* que para ecuaciones de la forma (3.1) satisfacen la
condicidn : '

n" = f(n"),
es decir. los estados de equilibrio de ecuaciones como (3.1) son punios
fiius de f. A continuacion hatemos una sucinta revision de la dindmica
a la que da lugar el modelo logistico descrito, Para esto reescribamos
(3.2) come ' ‘

(34) ’ . .rVg.;,l = .'N: (ﬂ - bA'Yf) .

Noétese que N, no puede tomar valores mayvores que -z va que N, no debe
ser negativo. Si hacemos un cambio de variable X, = %‘ es posible
lievarla & la forma candnica

(35} -er+1 = a.\’, (] et _\',_) .

con X € 0.1} y el pardmetro queda restringido al intervalo (0, 4].
Las estados estacionarios de (3.5) son

a

(3.6) X'=0 v xw=1-1



1. ECUACIONES EN DIFERENCIAS ' 27

Si calculamos la pendiente de f{z) = az(l — z) en los estados de
equilibrio, tenemos que

f(x) =a— 2ax.

Por lo tanto en X, = § hay un miximo que vale §.
Un estado estacionario X * se define cumo atractor si para toda X,
en cierto conjunto

Jim f(X0) = (X7) = X°

Una condicién necesaria v suficiente para que X* sea afructor es
que

(3.7) XY <1,

En caso contrario, a ese punto se le lama repulsor.

Para X" = 0 se tiene que f'(X") = ¢, v podemos concluir que
serd atractor en el casp que @ < 1. Para X* =1~ &, se tiene que
J'(X™) = 2—a, por ko que éste sera estable (o atractor) paral < a < 3.

" 36lo queda ver lo que sucede para a > 3. St a > 4. la poblacién crecerd
infinitamente con excepcion de poblaciones cuyvos valores iniciales sean
X* v X**. Para estudiar el comportamiento cuando 3 < a < 4 es
necesaric buscar érbitas de periodo 2. es decir, puntos X** no triviales

taies que

(3.8) JUX?) = X

v analizar sn estabilidad. Resolviendo la ecuacién (3.8) en el modelo
que se estd estudiando se obtienen 3 soluciones no triviales. siendo una
de éstas .\ que se sabe es inestable. Los otros dos tienen la forma

\,_2=a+1:{:\/(a+1)(a-—3)

Para que sean reales positivos debe cumplirse que @ 2 3. Si se busca
que se cumpla (3.7) para f?, se tiene que esta drbita serd atractora
‘para 3 < a < ay dunde ay &= 3.3. En el caso que a > ay aparecera una
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Orbita de periodo 4, que serd atractora hasta cierto valor ay, v asi irdn
apareciendo érbitas de periodo 2°. Si se pasa del valor @ & 3.8284...,
se tiene un comportamiento cadtico en donde hay ciclos de cualquier
pericdo entero, ¥ un nmiimero no numerable de trayectorias aperiddicas.

Para el modelo de Ricker, el andlisis de estabilidad puede hacerse
buscando puntos de equilibrio de periode 1 ¥ 2. NV* = K es de perivda
1, v por una Funcidn de Lyapunov de la forma

(3.9) VN = (N, — Kyt

Para comprobar que, en efecto, (3.9) es una funcién de Lyapunov
tomemoas N; > 0¥ 0 < r < 2. Tenemos que,
Vi=(N=-K)*20

v. ademas ‘

AV, = Vin -V

Ny (E'(]_%) - 1) (N, (e("%) + 1) - QK)

El primer v segundo factor de este producto son positives. Para probar
qne AV; < 0 es suficiente probar que el tercer factor es negativo, lo cual
se signe facilmente de que Ny € K para todo{ v la siguiente desigualdad

(N._ (e(’_%’) + 1) - 2K) = Ny + N — 2K <0

En conclusion tenemos que V(N;) es una funcién de Lvapunov para
(3.2} con lo cual, usando el Teorema de cstabilidad de Lyapunov para
ecuaciones en diferencias se puede asegurar la estabilidad giobal para
el equilibrio X* = K. '

Ahora. para puntos de periodo 2, N* = K es también un equilibrio
que resitlta ser estable si r < 2, pero en el caso r > 2 se hace inestable,
v bifurca a una orbita de periodo 2 estable para 2 < r < 2.526. Estc va
bifuredndose més conforme r > 2 y el orden de los ciclos va cambiande
de 2" 4 2"*1, v para r > 2.526 se tiene caos. ]

Como puede verse, las ecuaciones en diferencias poseen una gran
veriedad de comportamientos dindmicos & pesar de que, hasta este
punto. sélo se han considerado poblaciones en las que no hav movimiento
de los individuos, En la siguiente seccidn se tratara este aspecto que
afiadirad una mavor dificultad al estudio de estos modelos.
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2. Modelos a tiempo discreto con espacio discreto

Para tomar en cuenta la dispersion en una poblacién con repro-
duccién discreta se supondrd que existen dos etapas en el ciclo de vida
del urganismo: una sedentaria v otra de dispersién. En la sedentaria
ocurre tamto €} crecimiento del individuo como el de la poblacién, y,
como su nombre lo indica, en la de dispersidn ccurre el movimiento.
Primero consideraremos un ejemplo muy sencillo que consta de un
habitat compuesto de dos parches iinicamente. Sclo pueden ocurnir
dos cusas, lus individuos permanecen en su parche ¢ se mueven al otro.
Sea p Iz probabilidad de moverse al parche vecino. con lo cual 1 — p
debe ser la probabilidad de permanecer en el mismo parche. Se tiene
entonces que la dindmica de la poblacién esté dada por un sistema de
dos ecuaciones en diferencias de primer orden:

_ N (z1) = (1 =p}Hf (2. N) + pf (22. NY)
(3.10) Ny (z2) pf (1. Ne)+ (1~ ) [ (a0. NY).

El siguiente caso de complejidad es un hébitat compuesto de dos
parches en el que los parches no son iguales. La probabilidad de mo-
verse o de quedarse en el mismo va a depender del parche en el que
se encuentre el ‘individuo’. En estas condiciones, sean p y s la prob-
abilidad de que, estando en el parche z;. se mueva al parche 79 v la
probabilidad de que, estando en el parche z,, se mueva al parche x;,
respectivamente. Entonces 1 —p v 1 - s serdn las respectivas probabili-
dades de que, estando en z; v Iy, el individuo permanezca en el mismo
parche. Ademds, para simplificar. es posible suponer que el crecimiento
de la poblacidn no se ve influenciado por el medic. de hecho es del tipo
logistico. Entonces el modelo es de la forma

It

(1 —=p)rige(l ~ g} + srez(l - :g)
priw(l = o) + (1 - s)raz (1 —z),

Yet+1
(3 11 ) RN |

donde. para facilitar la notacién. g4 v 4, sustituven a los valores
Nepi(ry) ¥ Nogo{2y) respectivamente.

A fin de obtener la dindmica a la que da lugar e! sistema {3.11) ,
se procede de manera similar al caso en el que se tienen sistermnas de
ecuaciones diferenciales. Se busca estudiar el comportamiento a large
plazo encontrando, si es pusible, los estados de equilibric de ambas
ecnaciones al igual que los de periodos mavores. Sin embargo, como hay
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variables aleatorias involucradas, el andlisis se hace mis complicado.
En este caso s6lo se verdn algunos ejemplos muy particulares en donde
estas variables aleatorias tienen un valor fijo constante. Situdndose en
un contexto ecoldgico se hardn algunas posibles interpretaciones de los
resultados obtenidos. :

Dado que las variables p ¥ s son probabilidades, deben tomar valores
entre 0 y 1. Un valor cercano a 0 significaria que pocos individuos
abandonan su parche correspondiente. mientras que un valor cercanc a
1 indicaria que en esa poblacidn la mayoria de sus habitantes se mueven
de parche. Lus pardmetros vy y ry, en cambio, pueden tomar valores
mavores que 1 va-que son indices de repreduccidn. Por ejemplo, para
e} sistema (3.11), los valores se pueden tomar de acuerdo a los descritos
para Ja ecuacion (3.2). Recordemos que si el indice es un niimero entre
1 v 3. se tiene un equilibrio estable mientras que para valores mayvores
que 3.57 hay caos.

Para nuestro estudio se fijaron valores para las varialles tratando
de abarcar lus casos mds generales v, utilizando €] programa Mathema-
tica, se obtuvieron hasta 200 iteraciones de estas ecuaciunes partiendo
de una condicién inicial. Los casos que se consideraron en cuanto a
la movilidad fueron tres: mucha muvilidad en ambos parches, poca
movilidad en ambos parches v el casu en que un parche tiene mucha
movilidad mientras qgue en el otro ocwire jo contraric. Deniro de estos
casos se fijaron los indices de reprudurridn abarcando los rangos en que
hav estabilidad v caos haciendo las pusibles combinaciones de éstos en
las dos poblacicnes.

El primer caso que se estudio fue el de mucha movilidad contra poca
movilidad. Dentro de este se analizaron tres subcasos. El primere co-
rresponde a valores para los pardmetros de ambos parches por debajo
del valor de caos: aqui se obtuvieron eguilibrios estables para ambos
parches. Al cambiar uno parametro por cadtico v €] otro correspon-
diente a equilibrio, se obituvieron también equilibrics. Finalmente al
poner ambos son cadticos. se obtuvieron drbitas periddicas o caos.

Pp=barl =% 22l

£

Pl 327 Hcd rze2s

bk 82l Mee 237
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El seg:u.ndo caso consistié en poca movilidad pars ambos parches.
Aqui también se tomaron los tres subcasos mencionados anteriormente.
Los resultados fueron equilibrio para cuando ambos parametros corre-
sponden a equilibrios y orbitas periddicas o caos para las otras dos

posibilidades.
]
i
—————

—_—
—_—

PR 3x2 Nuz Re23

Frlsel riad madd

El 1iltimo caso fue aquel en donde ambos parches presentan mucha
movilidad. Dentro de los tres mismos subcasos que se tomaron, los
resultados fueron drbitas periodicas ¢ equilibrio para pardmeiros de
equilibrio, drbitas periddicas para parimetros de equilibrio v cadtico v

caos para ambos pardmetros cadticos.

Fal. s+K Mal rmezp

P=T.3n8 M udb rTae
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Algunos resultados que consideramos importantes son, entre otros,
que si la tasa reproductiva de ambos parches estd por debajo de la
cadtica, la movilidad no altera el comportamiento de equilibrio, sola-
mente provoca que el equilibric mejore para la especie que presenta
una movilidad menor. También se vio que si unc de los parches tiene
un indice reproductive cadtico v el otro estd por debajo de ese valor
critico. entonces le movilidad produce drbitas periddicas o caos para
ambus parches. En conclusidn se puede decir que la movilidad provoca
que ambos parches presenten un comportamiento similar aun en el caso
en que el comportamiento en los parches aisiados sea opuesto.

Si en vez de tener crecimientu de acuerdo a-un modelo logistico
se tiene uno que sigue el modelo de Ricker. entonces damos lugar al
sistema de la siguiente forma

Yy = (I=plyeexp{ri(l —y)} + sz exp{ra(1 — &)}
{(3.12) 24y pyeexp{ri(1 — w)} + (1 - s)z expira(1 - z,)}.

Se llevé a cabo un andlisis similar al de parches con crecimiento
logistico. Un resultado importante al hacer un anélisis similar al des-
crito para el caso logistico fue que para indices de reproduccidn que
dan origen a equilibrics estables, la movihidad no afecta €l compor-
ramiento de equilibrio, sdlo cambia el valor de éste para cada especie,
También. en el caso en que unc de los indices sea menor que €l que
produce caos v el otro sea cadtico. se presentan tante equilibrio como
érbitas periddicas. Para valores de ambos pardmetros mavores a 2.56..
que corresponden a cadticos, €] comportamiento varia desde equilib-
rio v drbitas periodicas en el casoc en que ambos parches tengan gran
movilidad. hasta comportamiento cadtico para poblaciones con poco
movimiento pasando también por drbitas periddicas.

Un andlisis més detallado de estos casos puede llevarnos a ver qué
tipo de estrategias aportan un mayor beneficio a la especie en general.
También es pusible analizar el efecto que tiene la movilidad en cada
parche visto individualmente. Este modelo tiene muchas simplifica-
ciones que lo hacen poco realista. Sin embargo. siguiendo esta misma
idea v considerando que el medio también influve en la reproduccidn
de la poblacidn, es decir, variando las tasas de crecimiento, se podrian
obtener resultados importantes con la ayuda de mas herramienta ma-
terndtica para el analisis.

Después de haber analizado €l caso de un habitat con dos parches.
consideremos ahora un hdbitat bidimensional compuesto por n parches
(discretus). donde cada uno de estos parches se denotard como Iy,
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= 1.2, ...n. Sea N,(x;) la poblacién en un parche z; al inicic de la
etapa sedentaria t. Durante ésta, el tamafie de la poblacién al tiempo
t+ 1 va a crecer de acuerde & la funcidn f{z, N, (z)). La funcién f
depende tanto de la densidad de la poblacién como de la posicién z.
En algunos casos, para facilitar ¢l problema, es posible suponer que la
reproductividad de la especie no depende de la posicidn y. por tanto,
estd dado por f(N:(z)). En la etapa de dispersién los f(z;. N,) or-
ganismos se mueven de ta)] forma que para el inicio del siguiente ciclo
el tamano de la poblacidn estd dado por

(3.18) Nevr () = 3k (e zs) £ (25 N0),

siendo k (z;, z;) la probabilidad de que un individue se mueva. durante
la etapa dispersoria, del parche j al parche ¢. El paso siguiente es
analizar esta misma situacion en un habitat continuo.

3. Meodelos a tiempo discreto con espacio continuo

Cuando la poblacidn estd distribuida continuamente, z es una va-
riable espacial continua en algin intervale ya sea finito o infinito. En
este caso. la suma en (3.13) se convierte en una integral, ¥ la ecuacién
que resulta es una ecuacidén integral y en diferencias dada por

&
(3.14) N (@) = f k(z,9) S (N, () dy

Aqui ¥ (z.y)dy es la probabilidad de que un individuo se mueva del
intervalo (y.y + dy)} al punto x. Por ser una funcidn de densided.

{3.13) - : Lk(:.y)dy =1.

Ademss, en ausencia de dispersion, la poblacién en un punto r sdlo
cambia de acuerdo a J(N()).

Si el ambiente es isotrdpico, es decir, que las condiciones son iguales
en cualquier punto. las densidades k(x,._y,) son simétiricas en v y.
Por lo tante k (1. y) = & (y.x). v sélo dependen de la distancia entre el
recurso v su destino.



3 3. MODELOS A TIEMPC DISCRETO DE FENOMENOS DE DISPERSION

Encontrar una funcién de densidad que describa lo que sucede en la rea-
lidad en el caso de organismos cuya distribucién es continua puede re-
sultar una tarea bastante dificil. Como ejemple. tomemos como habitat
un imervalo cerrado [—%: -é‘] de longitud L ¥ ¢como densidad la funcidn

(316)  k(z9)= 50 oxp(—alo =yl £ (M () dy.

La ecuacién que se obtiene es

(3.17) N (2)= 30 / " ep(-ale - ¥/ (N, () dy

2

+ Kot y Sheaffer [10] han estudiado este tipe de modelos v han
prebado la existencia de soluciones en forma de onda viajera con her-
ramientas desarrolladas por Weinberger [19] para las ecuaciones inte-
grales v en diferencias. En Capitulo 4 trataremos dos modelos en los
que utilizan la ecuacién (3.14) con algunas modificaciones para modelar
la dispersién de plantas.



CAP{TULO 4

~Otro enfoque al problema de dispersién. Un
ejemplo. '

En este capitulo se estudiaréd un modelo desarrellado por L. Allen,
E. Allen v X. Gilliam en su trabajo titulado “Dispersal and compelition
models for plants™ (1] para la dispersién de planias con reproduccién
discreta. donde las generaciones ne se traslapan. Se construird el mo-
delo v se hard el andlisis de éste.

La dispersidn en plantas se da por medic de las semillas. Estas
pueden germinar ¢ mantenerse latentes por varias etapés de germi-
nacion. $1 no hay bancos de semillas. el crecimiento y dispersion de
este tipo de poblaciones puede modelarse con una ecuacién integral ¥
en diferencias como las mencionadas en el Capitulo 3.

(4.1) . Ny (z) = j;k(z:y}g(n, (z))d=.

Para estos modelos se ha probado la. existencia de soluciones del tipo
onda viajera [19]. Sin embargo, fenémeno importante y muy comiin
que este tipo de modelos no toman en consideracidn es la latencia en
las semilias. Esta consiste en un periodo donde el metabolismo de la
semilla se desarelera esperandv a que hava condiciones favorables en
¢} medioc para iniciar su germinacién. Hay muchas mds semillas en el
banco en comparacién a las que germinan. Por esta razdn, a pesar de
que el banco estd sujeto a muchos peligros incluyvendo la depredacidn de
los animales, resulta ser un mecanismo de sobrevivencia de la especie.
La latencia en las plantas anuales resulta ser un lazo crucial entre gen-
eraciones. L. Allen. E. Allen v X. Gilliam {1] proponen un modelo en
donde &1 se toma en consideracion la latencia de las semillas v para
el cual demuestran la presencia de soluciones de tipo ondas viajeras
calculando las velocidades de éstas.

35
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1. Modelo para plantas anuales

. Para el caso de una planta anual, éste tiene un cicle de vida que
comienza con la germinacién de las semillas gqne han sobrevivido el
ciclo anterior. De éstas. sdlo una fraceidn germina al inicio del ciclo ¥
el resto pasa a formar parte del banco de semillas que podra germinar el
siguiente ano. Sélo una porcién de las semillas germinadas se convertird
en plantas, ¥ de éstas, sdlo una fraccién liegaré a la etapa adulta.
Las adultas son las que tienen la capacidad de producir semillas, las
cuales se dispersan con cierta distribucién de probabilidad. Con esto
se termina el ciclo que vuelve a empezar con las nuevas semillas.

Definiremos varias variables que se utilizarin en el modelo:

P, = probabilidad de sobrevivir al cicle anterior
P = probabilidad de germinacién
Pz = probabilidad de establecerse coma planta

P, = probabilidad de llegar a adulto

d = mimero de semillas producidas por adulto
1y (r} = densidad de plantas adultas al tiempo ¢ en la posicién =
rr(x) = densidad de las semillas del banco al tiempo { en x
w{2) = densidad de semillas nuevas al tiempo t en

f{r.2) = funeién de densidad de probabilidad.

En este caso, la probabilidad de que alguna semilla que se encuentra
entre y v y + Ay pase a la pusicion z esta dado por

./ywafyf(:t:.:)dz.

Se cunsideraré que f {r.z) cumple cun las siguientes condiciones:

1. f € C(R?), § es no negativa. diferenciable por pedazos en B? v

fgﬂ estd acutada por una funcidn integrable en R2.
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fl{z.2) = f(u). donde u = | = z|

)

Su}du =1,
7

v existe un intervalo (0.£], con £ > 0, en donde f{u} > 0 para
w € {0,£).
iMoo 7 f(z.2)dz=1 Va2 0y

4. Existen cunstantes s,, ¢7. 83, 84 > 0 tales que

f J{z.2)dz <€ 85 exp (—s9x)

o

f f{z.z) exp (**2 )dz < 53 exp(sy {8480 — 7).

Ejemplos importantes de funciones de densidad que satisfacen estas
condiciones son :

e la distribucidn normal con [J como coeficiente de difusion:

exp (— (z — z)* /2D?)
V2D% '

(4.2) flz.2) =

En este caso las constantes que cumplen son §; = 0.5 exp (%)
sp=F, 83 =1y 8 =025D.

o distribucion Weibull 1:

(4.3} J{x.z}= % exp (:_Eb'_f_l) .’;wl >0

v

o distribucidn Weibull 2:

|z — z|exp (i (z — 2)% /b2) |
by

{4.4) " fz.z)= b>0

0s
by T

% v 0 respectivamente. Pare la Weibull 3. s,. 8y, ¢4, 54 tienen valores

0.5 exp (Oﬁ

Para Ja Weibull 1. las constantes &, 83, 53. 54 estdan dadas por 0.3,

b’-g._ 1.5 v 0.2382 respectivamente.
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Se supondra que la densidad de las plantas tiene un méaximo que en
este caso llamaremos M con M > 0. Como la densidad de las semillas
nc puede exceder de M, a este término se le conoce come capacidad
de carga.

Puesto que el caso que se estd viendo es el de plantas anuales, €l
tiempo t s€ mide en ancs. De acuerdo & las cundiciones antes men-
cionadas, las densidades de plantas adultas, semillas nuevas v semillas
residuales pueden ser modeladas por las siguientes ecuaciones:

{43) ne1(@) = PaPePo Py (w(x) + relx))
{(4.6) rfz} = (1= Fe) Py (g (2) + 1o (2)
(4.7) , yf{x) = min {AL de(:r. ) n,(:)d:} .

Si se sustituven (4.6) v {4.7) en (4.3) se tiene una sola ecuacidn:

Mgy (T} =a miﬁ {M:d/Rf(a:, :}‘n, (:)d:} +ab (y-1 () + 7y (2))
= a min {M,d/ﬂf(:c.:)n,(:)d:} +bn, {x).

Por lo tanto,

(4.8} 41 () = a min {M.d‘/; Sz 2)ny (:)d:} + bn,'(.z):

donde a = R4P5P(;P; ¥ b= P[ (1 - P(;)

Si no existe €l bancu de semillas. la ecuacidn que se obtiene es una
similar a la (4.1) va que F;z =1 » el segundo término se anula.

De la ecuacién (4.3) puede verse que el mudelo no es densodepen-
diente va que la densidad de las plantas al tiempo { 4+ 1 no depende de
la que se tiene al tiempo L.

Los estados estacionarios de (4.8) se obtienen resolviendo la ecuacién
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(19)  nlg)=a ﬂﬁn{M:d-/Rf(z,:)m(-:)d:} +om(a),

¥ son dos

nt o= 0,
. _ ahi
1-b

E! segundo existe mientras se tenga la condicién
M< d/f(:l:, z)n,(z)d:z equivalentea ad>1-b
R

Esto se traduce en que dn* > Af, lo cual significa que el niimero de
semillas producidas por las planta en condiciones de reproducirse debe
ser mayar gue la capacidad de carga de las semillas, ya que b < 1 v
n" > 0. Si esto sucede, entonces la poblacién puede sobrevivir. Estu-
diaremos, ahora la estabilidad del equilibric no trivial haciendo algunas
suposiciones sobre las condiciones iniciales: ng(r) es no negativo ¥
continuo por pedazos en R v estrictamente positiva en algin intervalo
[@.8]. De la ecnacion (4.8) ¥ la condicidn (2} para f(z,:z) se sigue que
ny(x) es continua por pedazos ¥ positiva en un intervalo de la forma
la—t£.3+t)cont=1,2,.

Proposicién 4.1. S5i ad > 2, enionces la solucion n, (z) de la -
ecuacion (4.8) converge uniformemenie en compacios de R an® = ﬁ'f’T)

cuando { — 0.

DEMOSTRACION: Sea C un subconjunto compacte en R. Entonces
existe Tp > 0 tal que C C [~%p.zo). Se tomarda € > 0 v 1; > 10
de tal forma que para toda = que cumple [z] < 1y . se satisfacen las

desigualdades _
1
ad (5 — (.) >1

r+¥ 1
[ f('u) du > § — £

-7

¥ .

Ahora se escoge ty > 0 tal que ny(z) > 0 en f—xy. 1], Esta 1y existe
gracias a las condiciones que cumple n,{r) mencicnadas antes de la
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proposicién. $i lamameos # = inf i<z, {m{x)}. se puede garantizar
que fi es estrictamente positiva por los siguientes argumentos:

eni=10
3+€

Sz, z)ng(z)d:
o-§
es positiva ¥ continua en 1 € {a — ;. b — 73] por lo que tiene un infimo
estrictamente positivo. Entonces
' asf
min {.—\!.d flz 2)ne(z) d:}

a-f
s contimio v estrictamente positivo en [a—x;, b+ ;] v, por tanto. tiene
un infime estrictamente positivo. Como en el intervalo [a — £, 5+ £],

ay () 2 a min {M,da — £*¢f (2,2} (2)dz}

entonces n, (x) tiene un infimo estrictamente positivo en [e — @y, b+ 1],
v extendiendo este argumento a n; (z),

ERdi
/ f(I::) ny.(2)dz

s
es continua v positiva para = en [a — t£, 3+ t&}.
Como . o
g
1 (z) > @ min {M, f flx.2)my (:)d:} ,
a—if
n,(z) tiene un infime estrictamente positivo en el intervalo {a—r;, b+xy),
-~ pare u € (0.x], f(u) > 0. Ahora si es pusible garantizar que para
=0 . :
n= inf {n,(x)} >0
rjsas
Para continuar con la demostracion, se considerardn dos casos:

Cuso 1. n>alM

Para {r| < x) se tiene que

/f(;r.:)n,u(:)dzz [:"'f(a)n,o(;)du
=2 .

I-T)

T+1 1
2ﬁ/ flwydu >0 (3-—{)
-7 =

i . MM

Pwd T ed d
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Tomando en cuenta gque M < d_];’j:;' J () n(z)dv para |z| < xy, se
tiene que

Mer1{x) = aM + bn,(x)
> aM.
Mgs2(Z) = aM + bny 4 (x)
= aM +b(aM +bn,(z))
eM + ba] + BPn(x).
ngea(z) = aM + bnygya(z)

= aM +b(aM + bad + ¥y (z))
= aM + baM 4+ bPad! + Bn, (1),
¥, en general, )
Rigse(7) = aM 4 baM + b2 M + ... + ¥ oM + bny ()

t—1

=" aMb +b'ng(2).
=0
Ahora,
t—13
< M
)= 0| = Y -2
¥”to+1.(j"") n*| ;“ + b (z) 1—%
ok aM
<Y oMy - |+ [t ()]
T=20
X -1 1
< ah P T '
<aM ;b % +¥B
- oMb |1 +b’B.‘
I-b

= aMZb‘ + 4B
=t

Por lo tanto. en el intervalo [—&;. ;] ¥ en el compacto C, n,(z) converge
uniformemente a n” va que b < 1 v la cota no depende de x. Para esto se
hizo la supusicién de que existe un limite maximo B al gue la poblacion
puede Hegar al tiempo ¢, lo cudl tiene mucho sentido.

Cuso 2: fi < oM

Se demostrard que para alpin #° que cumple t* > 5, se tiene que
ng{x) 2 aM para |rl < x. Cun esta condicion es posible aplicar el
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caso 1 y se tiene el resultado que se quiere. Esta demostracidén se hara
por contradiccion. .
Supongamos que para tode & > tg v para alguna z° con |z°| € T
m(z") < aM. Por la ecuacién (4.8). se tiene que

n,ofl(a:'} = amin {M,djaf (I'.:)nw(:)d:} + by (z*)

= ad-[ Sz . z)ny (2)dz + b (27)

> ad o J(z.z) n,o(:)d.:- + by {z*)

-

> adn -/:.“l flz®.2)dz+ bn;(:r')

ez

> adh (% —c) = b (") -
> (ad(%—c) +b).
Mip42(T) = a min {M.dfaf(r'.:) n,{,“(;)d:} + by (x7)
= ad [ (2" o) + bingis (&)
R

e S
2 Gd/ J (2. 2) g (2)dz + by (7)

- €) -+ b) /’ *:l{(:l".;:) dr + brggay (27)

rex

rat = 10—
i
~
p
+
o
S’
TN
B e
|
~
~—

Ahora supongamos que vale para {p + k., es decir, que

. .
Toi(x™) 2 1 (ad (% - 6) + b) .
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ENntonNces

g+ (T} = ad[‘ (& 2) mrgar(z)ds + b ra(z”)
' e
> ad FAz". 2) ngea()ds + bnggqafz”)
T =7 ‘

s i (o (3= ) o) [ s e
i (o (3-) 1)
2ﬁ(ad (12—6) -'.—b)k“.

Dado que ad {3 — €} > 1 se concluve que n,(7°} — o¢ cuando ¢t — ¢,
lo cual contradice el hecho de que 1,(x*) < aAl. Por lo tanto existe un
1" > tg. tal que
' 1
inf ne-(x) =2 2 all

L8135

y es posible aplicar el easc 1 a ny- (7).
' |

Con este resultado. podemos concluir que bajo ciertas condiciones
para las constantes, la poblacién va a tender al punto de equilibrio
con fo cual se tendrd que es asintéticamente estable. Posteriormente
se probara la existencia de soluciones del tipe onda viajera para éste
modelo.

2. Modelo para plantas perennes

Caon algunas modificaciones del modelo anterior. es posible obiener
un modelo para la dispersién de plantas perennes. En este caso, una
parte de las plantas adultas sobrevive a la signiente etapa por lo que la
densidad de las plantas adultas si resulta de importancia. No se va a
considerar la densidad de las semillas explicitamente sino sélo la de las
plantas adultas para simplificar el modelo. Se suponen algunas cosas:
una fraceion Pen de las plantas adulras sobrevive ano con afie. No
hay banco residual de semillas. es decir, que sdlo las producidas en esa
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etapa germinan, en términos del modelo anterior, esto quiere decir que
7 () = 0 v no afecta al modelo ya que los sobrevivientes adultos son los
que determinan en gran parte a las siguientes generaciones. Por iltimo
se supune que existe una densidad maxima K para las plantas adultas
en lugar de para las semillas pues en este caso las plantas adultas no
mueren despues de un ano sino que sobreviven, v la densidad de éstes
serd la que limitard Ja germinacién de nuevas semillas.

Si se utilizan las mismas variables deﬁmdas en el modelo anterior,
sélo hay gue introducr dos nuevas:
K = densidad méxima de plantas adultas
P, = probabilidad de subrevivencia de las plantas adultas a la siguiente
temporada
De aqui ¢ obtiene una ecuacién para la densidad de la poblacién adulta
de plantas:

neyi{z) = min {K, Pndz) + PIRAPEPGd.[ flz.z) n,(:)dz}

mm{k Pz +adjf 2Ym(z )d'}:

cona= P]I{APEP(;.

Los equilibrios de esta ecuacién son

(4.10) nt o= 0 7
(4.11) nm = K siad > 1— Fs.
La estabilidad de n* se piiede demostrar bajo la condicidn ad > 2.

Se supondrd que ng(z) es no negativa ¥ continua por tramos en R, ¥
estrictamente positiva en un intervalo o, ).

Proposicién 4.2. Siad > 2 enionces conformet — o, la selueidn
n(z) conrerge uniformemenie en compacios en R al estado estacionario
n'=~h.

DEMOSTRACION: Sea (¢ un subconjunto compacto en R. Entonces
existe 79 > 0 tal que C C [—Tn.zo]. Escojamos € > 0 13 > axq de tal
forma que para || € x; se cumplan las condiciones

1 T4 1
ud(-——r)>1 v / fluydu> 5 —c

—X1

Escogemos tg > O tal que ng () > Oen [—xy. 1y} v sea it = infir ey 1y (T)
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Por un razonemiento muy similar al utilizado en la propesicién (4.1),
7t > 0. La demostracién también se hard por casos: ’

Caso I: 2 > aK
Para |z| < z, se tiene que

Rigsr(z) = min{ K. ] 1 (2.2 () + Pan (2)).

Ahora, para encontrar el minimo entre estas dus cantidad tenemos
que

/_;f {z.2) np(z)dz 2 /;”n Sz, 2) g (2)dz

—

v

=
‘%--.7.'
a4
% i
3 3

Por lo tanto

De la igualdad anterior se sigue gue

“Tg+2{t) = min {h", ad / Jlz. z)Wdz + th"} .
JR
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- Por otra parte,

T+T1

/adf{a:,:)Kdz>ad f(z.z)Kdz
R

T—14

T+Ty
=adK j 'u)du

-

o (3

Por lo tanto. el minimo otra vez es K v tenemus que

Tigap{2)} =

Ahora supongamos que vale para i, es decir, que
() = K

f

entonces para ! + 1 se tiene que

Mygra1{E) = mm{h ad/f ) Kd:z + PeK (;r)}

En este caso también se tiene que

Tt+3

adf fl{z,z)K(2)dz 2 ad J{z.z)Kd:
" Jr-ry

= wdK 1 () du

> adl\’(%— —¢})

> K, }

concluvendo que

Ugre(T) = K Y20y |z €1

Caso 2: i < K

Se demostrara que existe {* > fp. tal que np.(z) = K para jzr} <
I;. Como consecuencia es pusible aplicar ¢l caso 1. lo cual prueba el
resultado. Supongamos que ocurre lo contrario. es dedir, que 7y (%) <
K para algin £” con |1°] € 1y v para tudo § > fy. Entonces parat =i
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ron(e) = min { K.ad | 1 2)ma(e)es + Pon (e}

= ad-/;f 2. 2)ny (2)dz + Pg ny{x7)
£t ¥ 21

> ad Sz 2) ng(2)de + Pe ny (™)

T -1

T +r)
> adit / 1(&".2)dz + P ne(27)

-—xe

> adn (%-—e)-&-Psﬁ

co(uft)er)

Meota(a®) = ad ]it S 2 g2z + Perngga(a”)

"+ Ty

> ad F (&, 2} e (2)dz + Psmygya(z7)
. E 1 E LR
2 adit (ad (3 - c) -+ PS) f fz".2)d:
2 p—
= Psnygr1(s)

>0 (ad (%u() +P5) (ad (%—c) +Ps)
i 2
=J‘J(ﬂd(g_()+}—’s) .
v por indnecidn,

] 4
ee{T) 2 00 (ad (; - () + Pg) .

Cumo {ad (1 — ¢} + Ps) > 1, se tiene que que n,(z*) — > cnando
t — x lo cual es una contradicecidn con el hecho de que ny(z") < K.
Pur o rante se puede aplicar el caso 1 a ny. (r) siendo |z| < x;.

o0 -
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Con esto se vio que los equilibrios no triviales en ambos modelos
resultan ser estables v atractores, es decir que para ciertas condiciones
en los pardmetros la poblacién sobrevive v de hecho se estabiliza. En
el capitulo 1 se mencionaron varios ejemplos en donde las soluciones
en forma de ondas viajeras eran las que provocaban la formacion de
patrones. En este casc. estos modelos resultan ser los andlugos pero
para tiempos discretos. Veremos gue si se toman intervalos de tiempo
infinitamente pequefios. el modelo resulta ser una ecuacién de reaccién-
difusién. .

Toumemuos. el modelo para plantas perennes. Si se hace el desarrollo
de Taylor de ny(z) alrededor de x, éste es de la forma

Ony(zT) &ny(z) (z — z)°
B O w7

ne(z) m n(z) +

Si se sustituve esta expresion en la ecuacion (4.10) se tiene

firs1{x) = min {h’, Psry(x) + ad Lf {z.z) n,(:)dz} .

Supongamos que f(z.:} es una densidad normal v que K > ni(x),
entonces. al tomar el desarrollo de Taylor de ny.q; tenemos que

8n{z)

dr

(= —z)

2

nt+l($)

Pone(z) + ad./.;f (z.3) (ne(x) +

Iny(z) (2 — ), |
dx? 2 )d:

Pgn,(x)-.l»ad/;f(r,:)n,(a:)d:

i NCOP Buifr) (= - 2\
.ﬂd-/Rf(-rz‘-)( B (z—z)+ aa? T)d~

ad &n,(x) D
ERE

-+

Pgny(x) + adny(x) +

La forma de llegar a esta iiltima expresidn se debe a que si f(z.2) es
una distriburidn normal. el término cuadrado queda como
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[ T, ,/( IV‘; D) (: - zpa:

=5 .2
o VD7
D
5

esta integral representa la varianza de la distnibucién normal.
Por otro lado, €l término de primer orden se anula-va que

. jf(:r::)(:“.r)d:zo,

pues en la dlstnbucmn normal el momento de primer orden es 0.
Considérese la diferencia

g {z) — ne{w) = (ad = 1 + Ps)ndz) + (aiD) 32;;(::)

para el caso n4{x} < K. Si en lugar de intervalos de una unidad, se
toman intervales con longitud Al entonces se tiene lo siguiente:

trear(z) — na(z) = (ad - 1 + Pe)Any(z) + (“%D) %ﬁ-’i

Dividiendo entre Af tomando el limite cuando At — 0 se obtiene,
para €] caso en gue nyy(x} < K la ecuacion

n " (ad — 14 P— Shy(z)  adD &n,(x)

o st Al TIAL a2
, By (z)
=r ﬂ,(.‘l’:) + 0 W,
donde
, . {ad =14 P-5) . adD
9 S wemrsr=2 . f adis
L . S v ¥ 0= lm TR
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En el caso en el que ny{z) = K

% = min {0, r'ny(z) + Ua’;;&r) } .

Se buscan soluciones como ondas viajeras para ambos modelos, por
lu que, siguiendo la definicidn gue se hizo en un principio, se busca

nfz) =n(z— clt)l,

donde ¢ es la velocidad de la onda. Ademas es necesario que

lim n (HN=n" zllm n{z)=10

Donde n- tiene el valor 222 en el modelo para plantas anuales (4.8),
v K para el de las plantas perennes (1.10). Weinberger [19] desarroils
una teoria muy importante para probar la existencia de soluciones como
ondas viajeras. Sin embargo, en este caso nho es posible aplicar sus
resultados va que ninguna de las ecuaciones {4.8) y (4.10) cumplen las
condiciones necesarias.

A continuacién se dard la prueba para la existencia de sclucicnes

del tipo onda viajera para la ecuacidn (4.8).

Teorema 4.3. Sean

o= [ " f0.0dz

w= [ [ 10956 vty
Si '

(-0 raa-m+Jos P00 s i - )

2{qr ~ gs)
entonces erisien e 2 0 yv € Cl.oc) talesque 0 < v} €1 yr 2 0
de tal forma que

K six—ct <0,
(413) T (.l") - {]\"1;(:{; — (‘f} st —cl 2 0

ad >

y n satisface la ecuacidn [4.10) para el modele de las planias perennes.
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La prueba de este teorema se divide en varios lemas y teoremas que
se prueban & contimiacion.

Lema 4.4. Seaw(z) = 1—[7 f(z.2) (1 — u())dz. Siparaz > 0
limynu{z) =0y 0 < ulz) <1, enfonces limenw(x) = 0 y
0<uw(x)< 1 poraz > 0. Mds ain st o' (z) <0 parz z > 0 enlonces
w {z) €0 para z 2 0.

DEMOSTRACION: Se tiene que

0<w(z) =‘»1—/0Tf(:r,:)(1—-u(:})d::5 1,

por ei*hecho de que 0 € w(z) £ 1v 0 <1 —u(z) £ 1. Ahora, para
+ toda N 2 0 tenemos que

:c)—l—ff (1 -uf / Fle.2) (1 - u(z))d=.

Al tomar limite se tiene que

.

S N
limw(z) = 1— lim fn T2l —w(z)dz

(4.4} ' “:h_nl /:Ic S —u(=))d:, -

usando la propiedad 3 para f(x.z) que dice que para a > ¢

(4.13) " lim f(x Slds=1.

T

tenemos que

lim / Jlr.z)(1-u(z})dz = 0.

J'"“T

con lo cual. utilizando nuevamente la condzc;on {(4.13) para f(z,z} se
obtiene que

(1.16). z]Lnl wir)=1— rli_nz_ /h S (..-r.:) (1~ u(z)d:
=1{.
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Ahora supongamos que ' (2} < 0, al tomar &' (x) parax > 0 se obtiene
que TN . ,

wa=- [ 8“* &3 (e

o (e i
_/0’ = ( (b)_)d~

(417) S Q-+ [ I e
. -‘-f(:c,(l}(l —u () -?—/Dmf(x.:)u'(z)d:

< 0.

La primera igualdad se obtiene derivando con respectc a r, en la
segunda se utiliza el hecho de que f (z,2) = f (1) donde v = |z —=|, es
decir que la funcidn de densidad es simétrica. A rontinuacién se hace
integracidén por partes y finalmente se llega a que 1’ (x) es la suma de

dos cosas negativas por la condicion de que #'(x) < 0.
n

Teorema 4.5. 5i .
(—(1 + P (1— )+ 0+ PO (1 - ) + 4 (g *qg))

. 2(q1 ~ q2)
entonces existen c > 0 y v € C{0. oc) tales que v (0) = 1, donde

ad >

’ o (x)
w{r)

D Pst(z4¢) +adw(z +¢)
1- [0 Flz.2) {1 — () de

y ademds pare loda x > 0 0 <u{r)<1.

Para la demostracidn de este teorema se usaran dos lemas que se
probardn antes. :

Lema 4.6. 57 se define una sucesidn {ry, c,) recursivamente de la
siguivele forma vo(2) =0 ¢ =0y
(1.18) ¥, = Peto_y (T + ¢} + adw,_ (T + ¢)
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porax 20 yc2 eny

(4.19) Sn = {c € [ca-1,00) : v (0) = 1}
{4.20) Cr = sup Sn
(4.21) =1 _‘/0' f(Ia :) (1 —Tn (;))d‘:

exceplo en el caso quen =1 yad < .l—l_q; para el cual se define el valor
¢) = 0, entonces {v,} es una sucesion de funciones conlinuas en [0.5c)
gue cumplen vp 2 tpo; PaTB ¢ 2 Cpy .

DEMOSTRACION: De acuerdo a como se definieron,

wolz) = 1—/ [z
v (z) = adup(z+c)

= ad(l-/o f(._r+c=;)d:)
(0 = ad (1 - .[ox fle.z) d:) )

Para analizar al conjunto $;. es necesario ver bajo que condiciones
vy (0) = 1, es decir. si

(4.22) : ud( f I« )

En el caso de que

Tenemos que -’
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t1{z) = adup(z 4+ ¢) .

es una funcién decreciente para ¢ del valor ad(1 — qiizlenc=0a0
cuando ¢ — o¢, Por lo que existe una wnica ¢ tal que (4.22) se cumple.
Si ' ‘
1
. 1-q’

la ¢ busrada no existe ¥ es por estc que se define ¢, = 0. Para am-
bos casos. aplicando el lema (4.4} 2 14 {z) con v (2} = O se tiene que
limg_s t3{T) = 0 v v} (z) < 0 para 1 2 0 v el-valor de 1| decrece de
ad (1 — ¢;) cuando ¢ = 0 a 0 cuando ¢ — o<. Por lo tanto es posible
concluir que para r > 0 v e 2 ¢

o) =0<ule)  H@<0  fmu(a)=0.

v
‘ L
0< vy (z) =ad (1 —/ 'f(I+C,:)d:) <l
1) .
Para la segunda iteracion
{4.23) to{r) = Pey{z+¢) +adw, (T +¢). .

con

Sp={c€[e,00) : 12(0) = 1}.
El término Fs oy (x + ) decrece pues 1y es decreriente, v aplicando
nuevamente el lema (4.4) a un(x) con w{z} = o (x) aseguramos que
() es decreciente para x > 0.
Al tomar la diferencia de {4.23) con (1.22)

ro() — vy(z) = Pery{x + ) + ad(wy [z + ) = wp(z + ¢}) = 0.

Por lo tanto 1z} > #y{r) para v > 0y ¢ > ¢. ¥ en particular
(0) < v2(0) para ¢ > ¢y
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Sy ={c€ 1. 2¢) 1 wa(0) = 1}.

Para ad > '“F se tiene que v (0) = 1. ¥ por lo mismo w(0) >
1. Ademis, por ser decreciente la funcién v, para ¢, existe ¢ tal que
129{0} = 1 ¥ S, es no vacio. En caso de que ad < ﬁ, ¢y = 0, entonces
v(0) = ad(1—¢q,) ¥ para que S sea no vacio es necesario que {0} > 1,
es decir.

T.'Q{O) = .ng] (0) + aduy (0)

(4.24) = (Ps+ lad(l - g5} + ad* (g — @)
>1 :

La igualdad se da cuando
ad®(g1 — g} + ad(Ps + 1)1~ g) ~ 1 =0.

Si se resuelve esto para ad se tiene

~(Ps+ 1)1 = g)+ V(Ps + 1P = G 4@ = 92)

ad =
2o — q2)

Por lo tanto sl

—(Ps + 1)(1 o)+ V(Pe + 120 — 01)7 + Ha — @)
g — @) ‘ ’

entonces 2(0) > 0 v 5; es no vacio. Con esto se garantiza que ¢y # 0.
Como ¢ va a ser la velocidad de la onda. el que sea distinto de cero
asegira que se tendrd una solucidn de tipo onda viajera con velucidad
distinta de cero.

St c2 = sup S entonces para ¥ > 0 vV € 2> ry se tiene que ty(x) <
in(z). 0 < rp(x) € 1. ti{z) <0y hm,_.c,.cvg(x) =0.

Supengamos que hasta la (n — 1)-€sima iteracién se cumple que °
parac 2 e, ~1lyx=20

ad >

'—"n—t(“r) 2 Un-2-
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Para la n-ésima iteracién se tiene que

r

tp{z) = Psta_1(x + ¢} + adwy,_{x + ¢},
v romando la diferencia de v, con v,—; resulta que

a{®) = tn1(2) = Peltga(z +¢) — taozlz + )
+ ad{wn_1{z + ¢) — Wn-2lx + ))
:2 0: h

pues

C1(@+ )~ wn_alz +€) = f " H@ = 2 tns () = ool )z

Por el lema (4.4), t4{z) < 0six > 0¥ lim;_va{x) = 0. Ademas
1,{0) > 1 para ¢ = ¢n-; ¥a que 15(0) 2 241{0} 2 1 ¥ como v, () — 0
si ¢ — oc. existe ¢ € Jeg_;, 2¢) tal que v, (x) = 1. Por lo tante 5, # ¢
Si ¢, = sup S, entonces cn > Cn-y ¥ COMO 52, ¥y € Cl0. 3¢}, v, €
Cid x). . : B .
‘ N , -

Lema 4.7. La sucesidn {Cj};‘;u definida seqin {4.20) es creciente
v acolada, y por lo lanio, su limile {(que se denotard por ¢* ] eriste.

DEMOSTRACION:  Por la forma como se construyeron las ¢, ¢, =
Chq > ... 2 7 2 cg = 0. Para ver que es acotada se demostrard que
existe € >0 tal que si ¢ > & tn(z) < 1paran € Ny r2> 0 porio que
en < €8 n € N, es decir, que si ¢ > ¢ ya no existirian las ¢, de tal
forma que v, (0} = 1. ’

Para simplificar la notacién definiremos

h.(u;) = .[;f(m,::)dz‘.‘

Se sabe que
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/Rf(:r:,:)d: =1,

entonces

hiz) =1~ f flz, )d:
0
v. pur las propiedades de f{x, z),

m{z) = adh(z +c)

. =ad /:pf(z._ 2)dz

< 81 exp(—s2(z + ¢)).

Es posible garantizar que existe & > 0 tal que ad exp(—s;8) = 0.3 y
por tanto. parac > Ev x> 0 '

() < 0.5 exp{—syz).
Ahora supengamos que

tn-1(2) < 0.5 exp(—5,2).

entonces
va(@) € 0.5F5 exp(—sy{xr +¢)) ‘
“+ad (1 —/ S 4e1-05 exp(-»sz:)d:)
o
£ 0.5Fs exp(~ac) exp(—sax)
+ad (1 - / [l +c._:)d:) + 0.5(sy exp(sa(se8y ~ (2 +c})
Jo .
= (0.5 + ads; +0.58; exp(sis,)) exp(—se) exp(—s,1).
por lo cual

ro{r) < u{c) exp(—syr).

Sea & la solucién de w(c) = 0.5. entences patac > évar >0
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vz} € 0.5 exp(—szz) < 1.

Aplicando un argumento de induccién se concluye que t,(z) < 1
para n € N, £ > 0 v ¢ > & Esto quiere decir que {cn}" estd acotada
superiormente por ¢. Ademss por ser minotona, creciente, v acotada,
se puede asegurar que existe

lime,=¢

Firms O

DEMOSTRACION: Ahora se proseguird con la demostracién del teo-
rema (4.3}

Definamos una nueva sucesién {t;}7" como t}{z) = vn(r) para el
easo en que ¢ = ¢ v 2 0. Esta nueva sucesién esta bien cefinida
para c =c¢* ¥ n € N va que ¢, £ ¢". También se tiene que

lim v} {0) = 1.
n—x
¥ 1) (£} es decreciente. Denotemos
hm to{z) = v*(x),

entonces, aplicando el !emema de Convergencia \Ionotona a {v;}7,

lim eh(z) = ©*(x)

L o

il

Fs lim tp_y{z +c)

+adl—nhmf Sl )1 = u.{z jdz)

Fer*(z) + ad{l — /ﬂ fla. 2} (1 = v {z)dz).

Por 1o tanto, sien lngar de T se toma r —cexiste c € B v v € C[0. x)
que cumplen que para x > ¢

1(:r:—c)—! v(x) + adh 'r)-i-ad/ e 2v(2)dz,



. 2. MODELO PARA PLANTAS PERENNES 59

v(0)=1
Esta v v esta ¢ son las que se buscaban en el teorema (4.3).

Si se define n:(x) como sigue,

K siz—el <0,

4.25 ne{r) =4 . . -7

(4:23) rtz) {hzf(r—cﬁ) sixr—ct 20,
ésta cumple con (4.10). Con esta prueba se tiene la existencia de solu-
ciones de onda viajera para la ecuacién (4.10). v para el caso de (1.8} es
posible acotar las soluciones superior e infericrmente por las soluciones

para (4.10). Pars ver que las soluciones estdn acotadas, sea
_ {x)
u(r) = w

donde

alM
n* = .
1-b
v up{z) = 1 para para £ < 0 y uo{x) = 0 para r > 0. Al sustituir esto
en (1.8} se tiene

R {T)
n*

= min{l —b4 bu,.(.r.), bu,(x) + ad L Sfix, :)u,(:)d:} .

vei{z} =

Ahora tomemos una i, que cumpla

iey1{r) = min {l,bﬁ,(.r) + tuij f{.r.:)r‘:,(:)d:} .
R

con do(x) = 1si 2 < 0 v tg(z) = 0 para r > 0. Esta @4(z) cumple
(.10} con K =1 ¥ Pz = b, pur lo tanto, existe una solucién para ii,(z)
de onde viajera.

Puesto que para f.x >0

{1 = bYitrs s (x) < mgy < diggy ().
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entences u,(z), ¥ como counsecuencia también n.(x}. se propagan ala
misma velocidad promedic que 4,(x).

Weinberger, en su trabajo, da una forma explicita para la velocidad
minima de las ondas viajeras. Si se definen dus operadores Q) [n](z)
y Qain}{z). uno para cada modelo de los antes estudiados, es posible
probar que éstos cumplen las condicivnes para la velocidad minima de
sus soluciones. Sea !

Qs [n}(z) = min {aM’_.d f f(a:.;)n(:}d:} +bn(z),
R
para el modelo de las plantas anuales, ¥
Qs[n]{z) = min {K, Pgn(z) + ad / f(;r,:)n(:)d:} .
R

para el de plantas perennes.

Definicién 4.8. Se define un habitat H como el conjunto de puntos

s en R con la propiedad de que si x y y pertenecen al conjunio H, entonces
f 0 T4y yx—y lambién pertenecen. Esio implica que 0 estd en H, y mis
o arin, H es un grupo bajo lu suma. En este espacio H también se define
- un operador Tyu(x) = u(x — y) '
Definicién 4.9. B es el conjunic de las funciones continuas en H
. *5a con valores en el inlervalo [0. N].donde N = n*.
anh -
<1
-fif-'; o Proposicién 4.10. Siad+b > 1 y Ps +ad 2 1, enfonces Oy y

., Q2 cumplen las siguienies condiciones (que son las que cumplen los
-y “isoperadores del irabajo de Weinberger en dende define relocidudes para
rd aamih .
ot hpiles soluciones en forma de ondas):

gt

Vi 1. QnleBsineB
- 2. Q[T,(n)] = T,(Qn]) perun € B .
3. Ezisic 3, 0 < 3< N, de tal forma que Qla] > a pare o € (0, 1),

Qlo] < a parna € (3. N), Q0] = 0 y Q[3] = 3.

. Sim{x) 2 n(x). enionces Q[m]{x) = Q[nj(x) puru toda z € R.

. Siny converge uniformemenie an cuando t — ¢ en todo subcon-
junto acotado de R, entonces Q[nij{(z) converge a Q[n](x) para
cado = € R.

[41 3 08
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DEMOSTRACION: Se ird probande cada condicidn:

1..Por la proposicién (4.1), se tiene gue ), converge a n° en com-
pactos, por lo tanto, @|n] € B. Andlogamente se tiene para Q,
por la proposicidn (4.2).

2. Tenemos que

llzr-y = anﬁn{ﬂl.d/ﬁf(z-—y,:)n(:)dz}+tm.(.7:—y) |
Ty{@i[n)) = min {aﬂ-f,ad/ﬂf(z-—y:z)ﬂ(:)d:}+bn(a:—y),

Qa[n)(z — y') min {K, Pen(z - y) + a.d[qf(x -1, :)n(:)d:}

Ty{Q?_[nD

Por lo tanto las igualdades se cumplen en ambos casos.

min {K._ Pen(z—y) + ad/l;f(z - y,::)n(::)d:} .

3. La condicién (3) se cumple en la ecuacion (4.8} si § = n”, esto

es. si f= 22 v en la ecuacidn (4.10) si 4 = K.

T-b"

" 1. Sea m(z) > n{x), entonces se cumple lo que se busca va que

bm(;r:)-.Ldj;_f(;r,:)m(:)d: > bn(x)+d/nf(z, z)n(z)ds.

3. Para demaustrar esta condicién es necesario tomar

A

ad/;f(:c._:) jn(z) — ne(2)ldz
+bin(z) ~ ny(z)]

d - u) = mnyz — !
a /Rf(u}[n(x u) = ny(z — u)ldu
<bjn(z) - m(x)
cxdj: Ty n(z = u) = ni(z— v)|du

1@} ~ Qumita)]

IA

[Fa

+b|n{z) = ny(x)] + ad J)2Ndu

ule
< elb+ ad + ad2N).
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La primera desigualdad se obtiene por la condicién de con-
vergencia uniforme de n;, postericrmente se hace un cambic de
variable v se divide la integral en dos partes. Para la tltima
desigualdad se usa una de las condiciones de la densidad para
¢ suficientemente grande. Para la ecuacidn (4.10), se tiene algo

similar,
QD) - el < ad [ f(a2) ) - m(2)l s
. +Peln(z) - m(z)]
< ad/af{u.) In(e — ) ~ mi(z ~ w)idu
+Psg n{x) — n,(z)}
< ad [ 1) Iote =) =l = w)la

+Py |n{x) ~ ut(a:)|—:-ad/. f(u)2Ndu
W

< ¢(Ps+ad+ad2N).

Los siguientes dos teoremas, cuva prueba no se hard, aseguran la’
existencia de una velocidad minima ¢*. Corresponden a los teoremas
6.3 v 6.4 del articule de Weiberger [19).

Teorema 4.11. 5i m{z,dz) es una medida no negativa y acolada
en un habital If con la propiedad de gue pare toda funcidn continua n
que cumple que parn 0 2> n > N,

Qi) < f n(z = yhmly.dy),

entonces,
- : 1
¢ (€) < inf ~log [ exp(pz)m{x. dr).
pt M

Teorema 4.12. §i H{z.dx) es una medida no negativa y acotada
en un habital H con ln propiedad de que [l(z.dx) > 1 y ndemds eriste
€ > 0 tal yue pare loda funcién conlinuan en 02 n > N
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Q) 2 [ nta - ity aw),
entonices. el conjunte S es no vacio y -
¢'(£) > inf l1’0_(; exp(puzL)l(x, dx)
= H>0 i - : )

Para el caso que se estd estudiando en este trabajo,

{(4.26) ¢ (§) > inf —l-log (b -§--ad/ J(x) exp(m)dm) . ¥
w0 ® I .

@) 2 jof e (Povad [ eptueias)

donde la ecuacion (1.26) corresponde a la velocidad para el modelo de
plantas anuales, ¥ la (4.27) para el de perennes.
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Apéndice

A.1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Para una funcién continua f(z) en el intervalo a, ). existe un valor
£ en el intervale tal que

[ ez = 6o

A.2 CRITERIO DE BENDIXON

Si en una regién simplemente conexa D C 22 sucede que

o 8f B
div(U,V) = % + 5

tiene el mismo signo. entonces el sistema

U= JU.V)
Vo= gt v)

no tiene travectorias cerradas en D.

A3 TEOREMA DE ESTABILIDAD DE LYAPUNOV PARA
ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Una funcidn 17 ze llama de Lyapunov alrededor del equilibrio s
cumple con dos condiciones: .

a) V,(x) es positiva definida, es decir, 1{z) > O para z £ " v
continua en I para cada n

by AV =V, -1, <0

5i existe tal funcién. entunces el equilibric es globalmente asintdticamente
estable, ‘

G5
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I,GUNDS CONCEPTOS DE PROBABILIDAD

l] un espacio métrico. se define una variable aleatoria como
in real valuada, que se denctard por X definida en los ele-
P espacio 2. Puede haber variables aleatorias discretas o
seglin los valores que estas toman. Las variables aleatorias
:oman un continuo de valores,

uier variable aleatoria continua X, la funcién de distribucién

Flzy=P{X <z} —x<r<oe

Imente la lev de probabilidad de una variable aleatoria con-
e ser expresada con una funcién de densidad de probabilidad
> la derivadad de la funcién de distribucién. Algunos ejem-
tribuciones v sus densidades son: :

ribucion normal Una v.a, con densidad

1 ‘ (x—p)?
Jla)= Vorat b (F 207 )
cr<x —x<p<oxyvl<a? <o sellama normal.
valores ¢ v 02 son la media v la varianza, y dichs v.a. se
ma como N{p.o). Sig=0yv o0 =1 lava. sellamav.a.
hal estandar. .
ribucién Weibull Una densidad Weibull con pardmetro A v

JOY(AP 7 exp(~ AtP) t>0 Ap>20

la media v varianza son

E(T)=A"+T (1 + :—))

Var(T) = A"% [r (1 + 3) -r (1 + 1)} .
P P

ruando p = 1 se tiene la densidad exponencial v cuandoe
2. la densidad rayleigh. i
la funcién de distribucién es

F{t) =1 —exp(—at")
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A5 TEOREMA DE CONVERGENCIA MONOTONA

Sea {f,} una sucesién de funciones medibles en R ¥ suponga que
a)eX filz)< failx) € .. < x paratodare R
b) fu(z) — fi{z) conforme n — oc para toda z € R,

Entunces [ es medible, ¥

]fndzﬂffdz c&nforme n—
R ®
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