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1- INTRODLCCION

La Universidad Nacional Hutonoma de Vfevico coma g mavma oot e
estudios de nuestro pais. ha tendo que responder a los cambios giue e ok fu
madernizaction v el progreso. el esfuerza de superacion ha estado de mwnfiests en oda
uno de los que pertenecemas | amamas a ¢sta gran ontucion sduging

Ls por dal mowvo que surge la mgueind de elaborar esie nabas Lo
principal obenv es proporconar, e la medide de sus posthiludades, wmi herranienia
und para profesores ) alumnos  de La bscuela Nacional Colegio de (rencian
Humandades, va que se apega af nuevo programe de Estadistiea v Probabilided T del
plan actual La presentacion sera manepada Como apuntes ¥ seran anxifiados con
dwagramas, dibigos 3 cuadros smopticos con ol obpero de doma una mepo
comprension de esta materia

Laranformacion fiue elegidua con base u la experiencia docente wdguiricks v con
el correspondiente fundamenio bibfiografico. ast como, varias horas de SISO
fpor fo que se reflere u lu reseda hisioriva) (on respecio a fa experionc i se ohwr o
que e alumio regurere de une motnacion Lomsate e mejor o por paiic def
profesor, hacia ly emelunza de lus matemiaticas Pebido a el s pretende enfatizur
e la estruciira clara v explicita de loy enunciadon a rratar

De esta forma. acuvidad por acnvidad  se hacen mienios por concionnizar
alumno, de que es myy imporianic oraalar el razonamienio pas v la memonsacon de
un procedimiento

Penno de esia nueva etapu qiee vive ol 4 olegio de Crencias v Humamidedes, se
da miuie a un nuevo proveso de ensellanza-aprendizape donde educar ey fu puirie
fundamental | es agut donde cualquier irabaio qie se desarralle en prode un espuerzo
para avidar @ la mejor s mas rapida comprension de oy cambios en Jos proganis,
tendra alguna justificacion Asimisma el trabags eia desarrolicdo en seis capriuders,
les capunilos uno ) dos pretenden proporcional al lecior fos aspectos irroduciorios 3

nha breve resena hisiorica del Colegio, donde e trata | ademas algune ausas que



originaron los cambios s pProgramas En [os capitulos ires, cuatre Y oanco, se
desarrolian ios apunies, basados en of Programa de la mareria que S imparird a paryr
del afio escolar 1998-1999. Cape destacar, gue en algunos puntos de eSIOS apuntes, s

levardn a capo algunos cambios de Jorma y no de Jonda Por eremplo, en el caprfy



2.- ANTECEDENTES

Il Colegro de Crencias 3 Humamdades, ahora Fscuela Nacional ‘oegio de
Crencias 3 Humanidades, desde su creacion y hasta la fecha ha experimentade cantbion
apegados a los requerimientos de una poblacion joven, como es la mexicana, que
demanda mds y mejor educacton a ntvel media supertor

{ino de los problemas a los gue se ha enfrentado el Colegio, es la elaboracion
de programas de estudio, tarea mucho muy importante en el dificil wabaw de la
docencia

Esta 1area, permite concretar las diversas concepciones ledricas ¢ ideologicas
que sobre el acto educanvo sustentan las personas que miegran la institucion 3 esia
debe ser realizada por los docentes responsables de cadea umdad de ensefianza, ya q.';'e
el programa es la herramienta fundamental del irabajo que realiza el docente | e
inumamente relacionado con los problemas y con la mtencionalidad que caracieriza a
la practica docente La elaboracion de los programas de eshud. PrOporciond uha
vision mas profunda de la problematica que se afronta en el proceso de ensefianza-
aprendizage de un curso especifico.

La participacion del profesorado en la reahizacion de los programas de estudio
de los cursos que se imparten, refuerza la ideq de o formacion diddctica de un
profesor, debe centrarse en el aprendizaje de enicas de ensefanza ¥y asi pusmo, en el
andlisis de la discipina, la oremacion pedagigica e weologica , etcétera. I2s por ello
que se prede sugerir, que los profesores participen en la elaboracion de los mismos, y
esto sea cada vez mayor, ya que son ellos los que al enfreniarse al alumno podrdn
proporcionar varwas y valiosas ideas gue fortalezcan a los encargados de esta difictl

tareq



21- RESENA HISTORICA

El objera de presentar una resefia hisicrica del Colegio. ey conr el fin de que
toda aquella persona que desee leer este rabajo. fenga antecedentes suficientes parg
comprender la necesrdad de un cambio inevitable

Desde maye de 1970, afio en gue se wmicio el Rectorado del Doctar Pablo
Gonzales (Casanova, comenzaron a reabzare estudios tendientes a  reformar
substancialmente la estructura 3 la metodologia de la ensefianza en los res niveles que
cubre la Unversidad Nacional Auronoma de México \ que son  Fducacion Media
Supertor, Licenciatura ) el Posgrado

Las labores nuciales fueron confladas a wn grupe no menor de ochenia
destacados  wniversitarios  encabezades por el Doctor Roger Dias de Cossio,

Cordmador de Crencias en agquella epoca

CREACION DEL COLEGIO DE
CIENCIAS Y HUMANIDADES

Son multiples los factores que mflwyeron en la creacion del Colegro. éste no
surgi como un hecho aislado, sino que formo parte de wi proyecio mas ampho que
estaba condicionada por una reulidad hisiorica concreta La reforma educanva que se
penso, buscaba combatyr el problema de la desercion, aumenmar la posibihdad de
acceso g la ensefianza a grupos marginados. uniizando recmcas  pedagogicas
modernds  Es en este comexto, gue surge la creacion del Colegio de {lencias v
Humanidades como parte de un proyecto tendiente a resofver. entre otras cosas, la
rencsacion de las esiructuras v fos metodos edneaiivos asi como, la creciente demanda
de wdncacion provocada por el acelerado crecimiento demografico de la poblacion Es
ast, gque el 26 de enero de 1971, el Cumsepo U niversiario aprobé por wnanmidad la

creacion del Colegio de Ciencias y Humamdades., y ef 12 de abrid det mismo aiio, se



miciaron la clases en los planeles Azcapotzalco, Vallejo y Naucalpan, proporcionande

educacion media superior a 15,000 alumnos y un afo mas tarde se les mcorporan ios

planieles oriente y Sur con 10,000 alumnos mas Ef Doctor Pablo Gonzalez Casavena,

Recior de la maxima casg de estudios, con motve de esle aeontecintienty que caisaba

una ransformacion historica en la vida educarva de la Umiversidad, sefulo fas haves

Fundamentales de la nueva nstiucion v que hoy pueden exponerse como foy obpetives

generales del CCH ) que son.

e Crear un organe permanente de mmovacion de fa Universidad, capaz de realizar
funciones distnfas sin tener que cambiar toda la estructura ynrversitaria, adaptande

{ sistema a los cambros y necesidades de la propra Universidad y del pars

* Preparar jovenes para cursar estudios gue vinculen las humunidades, las ciencias )
las técnicas, en el mvel de bachiilerato de licenciatura, de maesiria v de doctorado

¢ Proporclonar meevas oportuiidades de estudio acordes con el desarrolio de lay
crencias 'y las humamdades en el siglo XXy hacer flexibles los siviemas de
enseflanza para formar especialistas 3 profesionales gue puedan adapiarse a un
munda cambante en el terreno de fa crencia, fa recca v lay esiruciuras sociales y
culturales.

o Intemsificar la mmierdiscipling entre espectalisias, escuelas,  Faculiades, centros ¢
institutos de imveshigacion de la Universidad

e Promover el mejor aprovechumienia de fos recursos humanos v recricos de la

[ miversidad,

Al crearse el Colegio, se presento al Consejo Universitario un esquema
matricial del plan de estudios con una descripcion de las cuatro areas académicas de
esindios. las 20 asignamray obligaionias de los primeros cuairo semestres 3 las 44
marerias de quinio y sexto semestres, con las cuales se podra hacer muliiphicidad de
opciones para gue los bachilleres de este sistema cumplieran con las 33 asignaturas de

dicho plan, mismo que comprenderia un idioma extranjero y adiestramento 1écnico,



considerade comoe opeional, P abril de 1971, entonces s come guia para cumplir on
el plan. se entrego a fos profesores un temaric gue abordaba la astgnanea que debig
iy
Posteriormente los maestros recibieron la G de Profesor del CCH  Con fa
mformacion acerca de los objerves, orgamgrama. plan de estudios. metodologn
evaluacion de aprendizajes en &l CCH Ast como, un fulfeto u';’ nformacion agadenca
del Uolegio que incluia las bases pedugogreas del CCH. programas,  evalwacioney v
funciones de los jefes de drea y maestros

Por lo que toca a los estudianies, aquel que lograra cubrir el towd de los
crediios podria seguir cualqueer carrera de la Danersidad o cualquiera de s
combinactones de carreras mierdisaplinarias que esiablezean ¢l Colegio a ninvel
licenciaiira  Se extenderia dipioma de hachiller a los gue hanaur cubierro dicho
reguisite

Loy alumnos podrian, sin asm(r' u ddases acredirar los cursos de fenguas
exiranjeras mediame un examen en que demosirase su capacidad de raduccion
comprension del inglés o frances,

£n los laboratorios s plameo que los alumnos construyeran algunos de los
aparalos de observacion v que los aplicaran

Permanenmemente ¢f {"olegio revisuria v en su caso, actuahizaria el plan de
estwdios Los programas deberian ser publicados anualmente

Cada planie! de la Umdud Academica organizaria conferencias destinadas a
explioar ¢f plan de extudios v sus reglas de aplicadon

in cada plantel de la Vrdad Academica, deberia haber wia plama de

profesares de carrera, de asignatura ) de avudaines



CRONOLOGI A

1971

Ef 26 de enero, el ¢ ‘onsejo Universitario aprueha la creacion del ¢ ‘olegro de
Ceencias 3 Humanidades yel 12 de abril se pucian Jos cursos con 15,000 alimuer on
fres planseles, Azeaporzalco, Naucalpan y Vallejo, con una plama de 435G profesores,
seleccionados por concurso  de enire 2,057 participanies gue  acudieron o g

convocatoria de la Universidad,

1972

Se abren los plameles Oriense ¥ Sur, La poblacicn escolar asclende a 40,006
estuchantes y la planta docente o 900, Se mucia I aperactin del programa s
Opcrones Téemicas ¥ las acthidades de Educacion Fisica,  Las academuas de
profesores fienen un peso importante en la seleccion de prafesares Y en fa revision de

apayo diddctico.

1973

La poblacion estudianni alcanza 83,000 alumnoy La planta dacente llega a
1,330 profesores Y en los planteles de Ja norte corcliye la fercera elapa de ig
construccion. Se  publican Jas primeras guias de estudio para lps exdmenes

exfraordnarios,

1974

Se construye la Direccion de fa Urdad Académica ¥y las wmdades escolar y
admmrstrativg, se impulsan después de wna revision Y con un nuevo modelo, Jas

Operacivnes Téermens ¥ se aprueba su reglamento ¥ su Consejo Academico, se micia



el proceso de regulacion y defininvidad academica de profesores con la aprobacion def
acuerda numera 61 del Consejo Unmiversitario  {gresa o primera generdcion
estudianies de fos plameles Azcapotzalco, Naucalpan v Vallejo, se crea lo Secreturia de
Pluaneacion y se funda la Gacera del (UCH, organo oficial del Colegio Se promugven,
desde la Direccion del Bachilleraro, las actividades de superacion de la academia de
feos profesores 3 los eventos proprciados por eflos en beneficio de la formacion de tos

alumnos

Se ntegra la primera Comsion Dictaminadora,  se desarrollan los programas
para nstalar el profesorado de carrera de emsefianza superior, se creq la Secretaria

Auxthar de Planeacion def CCH

1976

Ef Comsejo del Colegro aprueba las primeras definitividades  para 523
profesores de Asignatura; B cousejo Lamversitario aprieeba los insiructivos que dan
hase al programa de profesorado Jde Carrera de Fnsefianza Media Superior v aprueba
ef proyecito de la Unidad Academiea de [os Cielos Profesionales v de Posgrado, Se
trabapa en cinco proyectos de Licenciatura, Maesiria y Doctoradeo, el Consejo aprieha
lo relaivo a los programas de complementacion v regularizacion aeadentica. en
agosto, es sometido al Consejo Unmiversuario we provecto de reglamenio para la
[nidad Academica del Bachilleraro, para estas fechas, {a planta docente def Colegior se

Fer

U

lestacado por su parncipacion en oy programas de formacion ) de actualizacion

&

generudos por la Umversidad, Los curses de didactica programados a partr de la

experiencia del (olegio en 1972 y 1973 alcanzan difusion a rivel nacional



1977

Se crean en los planteles las comisiones docentes, se formaliza el Semunario
Académico del Bachillerato como drgano awxiliar de la Jumta de Directores, con la
participacion de los secretarios y docentes de los planieies, se aprueba el mirucivo
para la asignacion de horarios, se compleia la reglamentacion del bachiileraio, se
construyen los edificios que puedon susteniar los programas de docencia v del

profesorado de carrera en los planteles del bachillerato.

1978

Se mnstala el primer Consejo Académico por drea 3 se ranfican las primeras
plazas de profesores de carrerc de ensebanza media superior, se entu el
aprovechamiento de los aprovechamienio de los materiales elaborados para el
programa de autoaprendizaje, en apoyo a los grupos regulares, a esias fechas han
egresado por esa via 61 de los 156 alumnos registrados en el programa, fos Comsejos
Académicos por drea, sers en total, con los de Opciones Téenmicas e idiomas, tenen
como funcion primordial la de aweliar al Consgyo del Colegio en lo que se refiere a la
oriemacion y evaluacion del rabajo de docencia, principalmente el que realizan los
profesores de carrera y complementacion académica, estos drganas esian thlegrados

por repiresentantes de los profesores 3 las autoridades

1979

El Consejo del Colegro, aprueba los criterros de promocion de profesores de
asignatira, y algunos profesores acceden a la categoria de asignatura B, se mucia la

transformacion historica en la vida educativa de la Universidad, sefalundo las bases



fundamertales de la rueva mstitucion v que hoy pueden exponerse como los obiein os
generales del Colegno de Ciencias y Humarmdedes.

Posteriormente los maesiros recrbieron la (fuia de Profesor del CCH Con la
mformacion acerca de los objetivos, organigrama, plan de estudios, metodologia
evaluacion de aprendizajes en el CCH. Asi como, un folleto de informacion académica
del Colegio que incluta las bases pedagogicas del COH, programas, evaluaciones y
Junciones de los jefes de darea y maestros.

Porlo que toca a los estidiantes, aquel que lograra cubrir el toral de ios
créditos podria seguir cualquier carrera de la Unwversidad o cualquiera de las
combinaciones de carreras mterdisciplinarias que establezcan el Colegio a nivel
licenciatura  Se extenderia diploma de bacthiller a los que hayap cubierto dicho

requisito.

1980

Ei Coordinador del Colegio, Lic. David Partoja Mordn, imvita a los consejeros
académicos, las comisiones dictaminadoras | las coordmacrones de drea v a la
comumidad académica del bachillerato, a un proceso de revision del contemdo v
orieniacicn de los programas de estudio, se establecen, en esa ocasion, los modelos de
documentos que han de configurar los programas del bachillerato, el Colegio cuenta
ya con aproxmmadamente 76,000 alumnos mscrifos v una planta de 1.874 profesores
de asignarura A, 54 de asignarura B, 12 de carrera de ensefianza media superior, 4 de

carrera y {20 en el Frograma de Complementacion Académica

1981
Para conmemorar el Déctmo Amversario del  Colegio, se aciivan de manera

sighificativa, los eventos en que participan los maestros y alumnos del bachillerato

- 10-



como el Frimer Foro Nacional de Investigacion en el Proceso de Ensefanza-
Aprendizae, el Congreso Nacional de Ensefianza de la Biologia, el Congreso Nacional
de Quimica v el Metropolitano de Ensefianza de las Matemdticas, asi como, los

concursos Inter-CCH de fisica.

1982

Con ocasion del Simposio Internacional sobre el Bachillerato los profesores de
la unidad generan mds de 1,500 paginas de comentarios al documento base, que se
recogen en seis volumenes; En el Foro-Muestra de trabajos de profesores de carrera y
complementacion se dan a conocer cerca de 100 trabgros producidos en apovo a la

docencia.

1983

Se revisa la onentacidn del programa de formacién de profesores y se imcian
acciones tendientes a fomentar la dtulacién de los maesiros; Se impulsa decisivamente
el trabajo de los consejos académicos y se les inviia a asumir plenamente las funciones
que en la publicacion del suplemento de ln Gaceta ECI (Experiencias, Comentarios e
Informacion) dirigido a los profesores, se wacian los trabajos de revision de los
Criterios Normanvos del programa de apoyo a la docencia, se amplion las acciones de
cardcter extracurricular para los alumnos, se formaliza el proceso de planeacion y
evaluacion en el Colegio y entre sus primeros resultados se presenta del programa
universitario de evalyacion la mformacion detallada sobre el bachillerato, en una
exposicion celebrada en el Plantel Vallejo, ante el Rector de la Universidad vy el

Colegio de Directores de Facultades y Fscuelas.

-Ii-



1984

Se aprueban los criterios normativos para el wabajo de apoye a la docencia que
simplifican {os procesos de evaluacion, posibilitan en mayor grado el trabajo colectivo,
drverstfican las actvidades a realizar homogéneamente los periodos de trabajo y la
socializacion de los resuitados del mismo, mediante el establecimiento de los
Seminarios por area, durante el periodo interanual, entre otras actrvidades, se realiza
el Encuenmro sobre las perspectivas del bachillerato del Colegio de Crencias y
Humanidades, en cuya ponencia insmucional se encmenirg ne solo mformacton
detallada sobre el estado de la unidad (en sus aspectos mstitucionales, alumnos,
profesores, accion  educativa y  proyecto), sino  planteamientos  optatvos
cuestionamientos  hechos desde la autoridad del Colegio, se hace la exposicion * Fl
Irbro de CCH * con una exhibicion de mds de 600 titulos producidos por profesores del
bachillerato. Es el Seminario por drea, formalzado por el Consejo del Colegro. en los
Cruterios Normativos, la reunion en que al menos anualmente los profesores de carrera,
de complementacion y de osignatura participan en el andhsis de las necesidades y
problemas académicos de su drea-plantel, conocen y comentan la orentacion y
resultados del wrabgjo del profesorado de carrera en apoyo a la docencia, estas
reuniones son wdispensables para la formulucion de los planes anuales de trabajo de

las areas, cuya elaboracion correspondiente a los consejos académicos por drea.

1987

Se efectiia la ceremonia de reconocimiento de alummos sobresalentes del
Colegio, se realiza la primera muestra de artistas plasticos del Colegio de Ciencias y
Humanidades, EI Rector de la UNAM, Doctor Jorge Carpizo, instala la Comision que
diagnosticard los primcipales problemas académicos v admimstratvos de la Umdad

Académica del Ciclo de Bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades.

-]2-



1988

&l Rector de la UNAM, Jorge Carpizo, designa al ingemero Alfonso Lopez
Tapra, Coordinador del Colegio de Ciencias y Humamdades, se presenta el Plan de
Trabajo 1988, con el fin de impulsar el desarrollo del Colegio, se suscribe un convenio
don el Centro de Investigacion y Servico Educatrvo (CIDE), mediante el cual se
Jormaliza el Programa de Formacion para el Fjercicio de la Docencia en el

Bachilleraro del CCH.
Fara los afios 1989 y hasta la fecha no se logro obrener informacion, s

embargo, este trabajo fue insprrado, por el momento que vive el Colegio, en lo que se

refiere a el cambio en los programas de estudio.
s
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3.- ESTADISTICA

La estadistica estd considerada una crencia, y su defimcion puede ser lan simple o tan
complicada como simple o complicado sea el estudic que se esié efectuando, por
ejemplo, si se desea saber jcudl es el mimero de vehiculos que pasan por wna cieriq
caseta de cobro o el mimero de personas gue escuchan una cierta esiacion de radio?.

Se puede decir gue:

Estadistica.- es la ciencia cuyo objeto es reunir, clastficar y contar todos los hechos

ern un mismo orden.

St por otro lado se guiere hacer un estudio sobre los indices de contaminacion
de la Ciudad de México, para proporcionar algunas alternativas de solucion, es claro
que también se estd proyectando un estudio de npo estadisuco, pero ya no tan sencillo
pues intervendran en él muchas variables que lo complican. ¥ en este caso se puede

definir como:

Estadistica.~ Trata de la teoria y aphcacion de métodos para coleccionar daios,

analizarios y hacer deducciones a parnr de ellos.

Orra definicion posible seria:

Estadistica.- esid ligada con los métodos cientificos en la toma, orgamzacion,
recopilacion, presentacion y andlisis de datos, tanto para la deduccion de conclusiones
como para tomar decisiones razongbles de acuerdo con taf andlisis

3.1 CONOCIMIENTO DE LOS FENOMENOS ALEATORIOS

£l estudio de los fendmenos determimisias y de los fencmenos aleatorios, sélo se
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definen en este apartado y se profundizardn estos conceplos cuando se vea el
tema Probabilidad.

3.1.1 FENOMENQS DETERMINISTAS ¥ FONOMENOS ALEATORIOS

Fencmenos Deterministas.- Son aguellos en los cuales de antemano se sabe cual serd
el resultado.

EJEMPLO 3.7

1) Después del dia ;qué viene?, pues la noche y a nadte se le ocurrirg pensar en ofra
cose.

i) 81 se juma un cerillo encendido y una sustancia inflamable ;qu. sucederd?
Obviamente se dard el fuego y nadie pensariq que otra cosa pudrera suceder, por lo

que se considera un hecho consumeado.

Fenomenos Aleatorios.- Para definir este tipa de fendmenos, es necesario entender
que, hablar de aleatorio es o mismo que hablar de azar o probabilidad, es decir, de
incertidumbre, por lo tanto, éstos al confrario de los deterministas no se sabe que es lo

que va a gcurrir,

EJEMPLO 3.2

1) Cuando una persona se propone parficipar en ung carrera de 20 klomeiros, hay dos
posibles resultados de miterés los cuales son, que termine la carrera y que no la
tfermne, el punto estd, en que no se sabe que resultado sucedera.

i1) Cuando un espermatozoide fecunda a un dvido, hay dos posibles resultados de
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interés, que sea wmijer u hombre, pero hasta ehora no se saber que realmenre
sucederd. Posiblemente en futurc con el avance de la ciencia tal feromeno pueda
controlarse y conocerse.

Cabe mencionar que antiguamente el parto, se consideraba un fenomenos
aleatorio, perc hoy en dia debido a las técmens modernas de ultrasonido, se puede
saber si el proceso de gestacion materna corresponde al de una dama o no, por Io que

el parto en st ha dejado de ser considerade un fenomeno aleatorio

3.1.2 ESTUDIO, SIMULACION Y GENERACION DE FENOCMENOS
ALEATORIOS

Se han defimdo los fenomenos aleatorios y deterministas, pero ahora se
empezard el estudio de la Estadistica y el tratamienio de los fendmenas aleatorios,
como Se mencions con anterioridad, seran estudiados en el capitulo de Probabilidad
que son los que a ella le preocupan o interesan.

Ll hombre desde tiempo nmemorial, registra la mformacién de  diversos
Sucesos, con el proposito de estudiarlos y saber, ,qué sucede?, ,como sucede?, ;como
lo afecta?, etc. Tal es el caso de los nacimientos, las muertes, los asesinatos, las
cosechas, las votaciones y un sm nimero de ejemplos mas.

Por ese lado, la estadistica ha hecho mucho al respecio y tiene mds por hacer,
Sin embargo, hay crertos fenomenos cuva ocurrencia o no es frecuente o bien puede ser
catastrdfica, como por ejemplo la quiebra de una empresa, la muerte de un paciente de
una crerta enfermedad, entre otro. En dichos casos, el conocimiento humano ha
desarrollade opciones alternativas para que a pesar de todo se pueda, en la medida de
lo posible, conocer el comportamiento de dichos fendmenos bajo ciertas crrcunstancias,
tal es el caso de la simulacion por computadora, que consiste en desarrollar algoriimos
que una vez programados semejan el fendmeno en estudio, nawalmente mientras

mejor conceptualizado esté el fenomeno, seguramente los resultados obtenidos serén
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mds apropiados.

La Estadistica para su estudio se divide en:
para datos agrupados
descriptiva .
para datos no agrupados

Estadistica '~

inferencial

3.2 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

La Estadistica Descriptiva, estd relacionada con los métados de recopilacion,
organizacién, presentacion, andlisis e wierpretacion de un grupo de daios, ya seq con

el total de los datos o una parte de ellos llamada muestra.
Se comenzard por estudiar la Estadistica Descriptiva y posteriormente la

Inferencial. Por faf motivo, es conveniente defimr algunos cohcepfos que son

wndispensables para lograr tal proposito
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3.2.1 VARIABLE, POBLACION ¥ MUESTRA

VARIABLE .- Una variable desde el punmio de wista estadisnco es una
caracteristica gue esid “presente” o tienen fodos los elementos de una poblacion y gue

varia o cambia de un elemento a otro. Ejemplos de lo anterior son lo sigmentes

£l sexo. Hay elementos que son o tienen la “caracteristica™ de mujer como
también los hay que son hombres, esta caracteristica no fiene muchos “valores' o

“categorias” solo dos, pero cambia de un elemento a otro,

La ocupacion, aqui los valores o categorias considerados pueden ser varios, por
ejemple albafiil, carpintero, jardinero, empleado, profesor, gerente, secretaria, ama de
casa, eicétera. Esta caracteristica tiene mds valores o categorias y suele determmarse o
especificarse segun el proposito de estudio en donde se vaya a unlizar dicha

caracleristica, qungue tenga o pueda tener varios valores ne se consideran demasiados

El peso es otra caracteristica que cambia de un elemento a otro de la poblacion
y los valores que pueden tomar son demasiados, casos de ellos pueden ser, 1350,
2130,.. . etcétera, representados en gramos, aunque se podrian reporiar en ofros
multiplos o submiitiplos , todo ello dependiendo de la poblacion de que se trate y los
propositos del estudio.

Es importante hacer notar que siempre en un valor cualquiera, se estardn
ubicando no solo elementos de la misma poblacion muy cercanos al valor ya
considerado, esto es, en el caso del peso, habrd algunos cuyo valor serd 57 kilogramos
exaciamente, pero seguramente habrd mas cuyos valores oscilaran entre + 0.000001 ¢

20.00001 ¢ £0.0001 6 £0.90! & #£0.00] & = 0.0] o cualquier combinacion de los

b

anteriores utilizando todos los digrios gue se conocen (1,2,3,4,5,6,7,8,9.0;.
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La edad es otra caracteristica que también tiene demasiados valores y que
generalmente se suelen registrar, reporiar o considerar de monera discreta,
dificiimente a una persona se le ocurrira decrr que tiene 21 afios, 3 meses, 24 dias, 5
horas, 32 minutos y 51 segundos, cuando se le pregunte su edad, lo que miy a menudo
ocurre es que se reportan los aiios y los meses o simplemente los afios v en el supuesio
caso de que a alguien se le ocurra comtestar como e Ssefiald anferiormente, por lo
general lo que se suele registrar es lo ya comentado.

De lo anterior se pueden observar dos cosas sumamente importantes, la primera
es que hay caracteristicas que tienen como “valores” pertenecientes a lo mirinseco de
su naturaleza ideas que no son estrictamente hablando nimeros, como fue el caso de
las caracteristicas, sexo y ocupacion, perc gue también hay caracteristicas que

utilizan niimeros para mamfestarse o entenderse como fue el caso del peso y la edad,

EJEMPLGQ 3.3

1) El niumero de hijos varones en una cierta familia, puede tfomar los valores de
0,1,2, ... pero no puede tomar valores de 1.5 0 4.56.

wh El mimero de tormllos defectuosos de una produccion de 1000 en una cieria
empresa, en este casc como en el anterior, la vanable puede lomar valores de
0.1.23.....

ifs) £f mimero de focos de 60w. Producidos diariamente en México durante un mes.

iv) La temperatura registrada en el observatorio astronomico de México cada hora,
durante un dia.

v} El periodo de duracidn de los focos de 60 w., producidos por una empresa.
Una variable para la gque sus posibles valores son wrucamente categorias se

llama Variable Cotegirice. por ejemplo. al evaluar la aceptacion de un cierto

producto comestible de nueva creacion, se les pregumié o los emas de casa s
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consideraban que el ruevo producto era bueno, malo o regular.

Las Variables Categoricas que no establecen minguna relacion de orden entre
sus categorias, es llamada Variable Categdrica Nominal.

St una Variable Categorica establece alguna relacion de orden entre sus
categorias, es llamada Variable Categorica Ordinal

St para una Varwable, los posibles valores que puede womar son npumeros, se le
{lamara Variable Numérica.

Una Variable Numérica que se cdracteriza por la propiedad de que para dos
posibles valores de la variable solamenie hay un nimero fintio valores, se ilama
Varable Numérica Discreta.

St una variable tiene la propiedad de que entre dos posibles valores de ésta
cualguier valor intermedio es también un valor posible de la variable, entonces es
Hemada Variable Numérica Continua.

Es muy importante comprender el significado de variable, s embargo, en
estadistica, es igualmente mportante miroducir el concepto de variable aleaioria gue

serd definida perfectamente bien cuando se vea Probabilidad.

POBLACION .- Es el conjunto de todos los posibles elementos. La poblacion es un
comunto, lo que indica que debe ser bien definido y cuya caracteristica primordial es
que es unTverscl.

La poblacion puede ser finita o wfimita. Finita cuando sus elementos pueden ser
contables y numerables e mfinita cuando sus elementos pueden ser numerables pero
no contables, Algunos estudios estadisticos son realizados con base en la poblacion, se

dice que se esta realizando ui censo.
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e El grupo 812 de estadistica I de la Escuela Nacional Colegio de Ciencias y
Humaridades plante! Vallejo. (Poblacion finita).
¢ Los microorganismos que se pueden enconirar en und Sustancla contaminada en un

crerto laboratorio. (Poblacion infinita)

MUESTRA - Es un subconjunto de la poblacidn.

Cuando un ensayo se leva a cabo con los datos de una muestra, se dice que se
esta muestreando, o realizando un estudio por nitestreo.
Obviamente, la mayoria de los trabajos se efectiuan con muestreo ya que éste

resulta menos costoso y reduce el margen de error,

EJEMPLO 3.5

i} Diez alumnos tomados al azar del grupo 812 de Estadistica I de la Escuela Nacional
Colegio de Crencias y Humanidades plantel Vallejo.
i) 33,000 habitantes de la Ciudad de México.

my) 1000 wornillos producidos por ung mdagquing en una clerta empresa.

3.2.2 RECOPILACION Y ORGANIZACION DE DATOS

Las dos vernentes por las cuales se pueden recapilar, orgamzar y analizar datos
en Estadistica Descriptiva son, cuandn los datos se toman en grupo (datos agrupados)
y cuando se tomam umiariamente (datos no agrupados). Tante en el primer caso como
en el segundo, se debe tener cuidado, al seleccionar los datos, que éstos sean
significativos, es declr, que puedan proporcionar buernos resultados no tendenciosos

Por ¢jemplo 51 se quisiera hacer un estudio sobre el desempleo en México, y se

seleccronaran solo personas que tienen empleo, esmuyy probable que los datos
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recopilados no dieran los resultados confiables.

Tomando en primera instancia cuando se watan datos no agrupados, la forma
de recopilarios es cast siempre sencilla, pues muchos de ellos salen de la observacion
repetida de w suceso, por ejemplo, las calificaciones que unq persona obtiene en un

semestre, el wimero de goles que wn jugador de fithol pueda anotar en diez partidos

Jugados, las veces que llueve en el afio, etcétera.

EJEMPLO 3.6

Un equapo de fiibol profesional, contratd a prueba a un goleador, se acordo

que se observaria su comporiamento en diez partidos jugodos, obteniéndose los

siguientes daios.

JUEGO GOLES ANOTADOS
No.
i {
2 o
3 0
4 7
3 ¥y
6 0
7 o
& 0
g g
10 g
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ya organizados los datos en forma tabular, se podrd hacer un pequefio andlisis que
aunque elemental ya se puede considerar esiadistico. Al observar la tabla anterior.

Jacilmente se puede ver que el jugador sélo anoto 3 goles en diez partidos, por lo que

se puede tomar una decision.

Otro ejemplo muy sencillo que puede mostrar la recopilacion v la orgamzacicn

de datos es el siguiente:

EJEMPLO 3.7

En la clase de Estadistica y Probabilidad I, el profesor llevd a cabo cinco
exdmenes para evaluar el curso, £l escogis al azar a unc de sus alumnos y observo las

calificaciones que obtuvo en sus cinco exdmenes

No. de examen Calificacion
7 8
2 5
3 10
4 ]
5 5

Como ficilmente se puede observar, los datos que arroja este pequesio estudio

son pocos, pero suficientes para obtener el promedio de el alumno escogido.
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EJEMPLO 3.8

Un obrero que trabaja por su cuenta, guiso lever un control sobre sus eniradas

durante una semana y elaboro la sigurente tabla.

. Dias entradas economicas____
U hunes 42600
: martes 618.50

miércoles 298.60

fueves 95.00

viernes 547.00

los datos anteriores muestran que el obrero ningin dia gand la muisma cantidad, lo que
significa que los datos aparecen s6lo una vez , con lo cual la recopracion y
organizacion es elemental y sencilla. Sin embargo, Ios datos estadisticos en su mayoria
son encontrados en mayor cantidad, dificultando aun mds las formas de orgamzacion v
de recopilacion. Con los siguientes ejemplos se trataré de mostrar otras formas de

orgamizacion para cuande Ios son muchos.

EJEMPLO 3.9

Se lievd a cabo wun estudio con 20 personas fumadoras que estcm en un proceso
de desmioxicacion de un aiio y se requiere saber después de seis meses ;jcudl! ha sido el
avance obtemdo? Si antes del tratamiento, cada uno de ellos fumaba un promedio de

40 cigarrillos (dos cajenllas de cigarros) diarios.
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La forma camo se obuvieron lo dutos, fue preguniando a cada wno de eflos

Loy cigarros fuma en este momenta’ e igual forma wws pranerd de

(lrgﬂi”:ﬂ]'f().\. Y tamando sus Hnthres

Nombre del Nimero de cigarros
Fumador consumidos por dic

Arturo Canales R.

4
Juan Fscalante 8
Maria Pérez 6
Josefina Ron 4
Roberto Tindero 6
Frresto Lecuona
Rubén Escalona
Alicia Rubio
Juan Matn P.

Martha Mora

Do Al ™

>

-1

Alberia Martinez

™t

Estela Vargas
Teresa Barron

Carlos Sandoval

~ b Ly

Alberio Gome:z

Rague! (mos

|

Ramon Facalante O
Hilda Casrro

Carmen Rosas

&‘-L..%ﬁc

Ramiro Cabrera

vt
th
]



$i se observa la tabla anterior con deterumiento, se puede ver que varias
personas fuman a la fecha 3 cigarros, lo pusmo sucede con aguellos que fumun 4 6
ms.

En muchas ocasiones para poder organizar y analizar mejor los datos, puedern
ser agrupados por alguna caracieristica de Importancia y que es comiin en el grupo.
Por ejemplo, se podrian agrupar por humero de cigarros fumados al dia, es decir se
pueden formar grupos de personas que fumen fa misma cantidad de cigatros por dia

quedando de la siguiente manera.

e 5

Cigarres Conteo Numero de personas gue
consumidos pertenecen al grupo
por dia.

3 XXX 3
4 XXXXX 3
5 0
6 xXxxx ]
7 xee 3
8 XXX 4

El conteo, como su nombre lo wndica, consiste en contar el nimero de personas
que pertenecen a cada grupo, lo gue es representado con una cruz. La sumea de las

cruces o numero de personas pertepectentes a cada grupo, serd lamada frecuencia

Analizando los datos de la tabla anterior, tres personas han logrado disminuir
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2 ugarros diartos, cuatro personas fuman ahora 3 cigarriios L el cave de dov gie
Sfuman cimco, nadie fuma esta cantidad, 6 fuman cinco personas, 7 jres y & solo cuatro
de los encuesiados,

Existen dos formas de orgamzar datos agrupados. cuando los datos se pueden
orgawizar en observaciones puniiales, y cwando esos por Aecesidud deben ser
organizados por ntervalos, Hamados “mtervalos de clase ™. Las formas en comeo estos

pueden ser formados son varias, una de ellas se mostrard con el siguente ejemplo

EJEMPLO 3.10

Se tomod una muestra de 50 personas de una escuela preparatoria ) se micico su

ESfatrd en maefros

1.62 i34 191 1.70 170
1.8 1.68 181 1.83 178
192 1.69 172 1.59 1.50
1.56 1.68 1.70 1.64 187
1.58 179 1.75 1.73 1.80
1.49 149 1.80 173 160
152 1.87 1.33 I 80 1.65
163 1.58 1.59 1.62 171
1.66 1.69 1.60 167 1.59
173 179 1.63 150 1 &0

Stguiende un melodo de Grganizacion por pasos e primer punlo, se obiendra el

Rango, que consiste en la diferencia que exisie entre el dato mayor y el dato menor.




Rango = dato mayor - dato menor

=1.92-149

Esta medida al ser dividida entre el nimero de mtervalos que se deseen formar,
proporciona solo un criterio de apertura de intervalos, lo que significa que, la mavoria

de las veces no es exacto, por lo que se tendrda que ajustar. Supéngase que se quieren

Jormar emco intervalos.

Rango
Apertura del intervalo =

numero de infervalos

43

.09

il

es decir, los intervalos deben abrirse en nueve centésimas. Fn ocasiones esta medida es
exacta y al formar los intervalos, los datos son contenidos totalmente en ellos, sin
embargo, en la mayoria de las veces, esto no sucede por lo que se puede tomar la
decision de abrir en menos .08 o en mas grande .10, en este caso se abrirén a .09 mis.,
se formara también el conteo (datos que pertenecen a cada grupoj y la frecuencia fi. Se

debe aclarar que la abertura es puniual.
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Intervalo de conteo frecuencia fi

clase
1 49-1.37 XXXXXXX 7
1.57 - 1.66 XXXXEXXXNAXXAX 14
1.67-1.735 XXXKXXKXXXXXXX i+
1.76 - 1.84 XXXXXXXXEIX il
1.85-193 xoex 4

3.2.3 TABLAS DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIA
¥ REPRESENTACION GRAFICA.

Una ves recopilados y orgamzados los datos, el principal inferes conssie e
observar cual es su comporiamiento, una de varias Sformas, es por medio de graficas,

jas mas comuhes Son.

» HISTOGRAMA Q HISTOGRAMA DE FRECUENCIA.- Consiste en uil serie de
rectangulos, los cuales tienen sus bases igual al tamario de fos mtervalos de clase y

altura igual a las frecuencias. € ontmuando con el ejemplo, s¢ tiene

HISTOGRAMA

FRECUENCHY

w
0
—
&

1761 84
1851930

el
~
=
I
w
-

—

INTERVALOS DECLASE



S prede obtener del cwadio apierien las frecuencas acmiladas fa e son

el rladkoas de fa sniente mobicra

fa, - 1,
Ja, = Fo - 1
fa = A= g
o=t -f-F -1,
fao - fo=fi-F i~ 1

fntervala de Srecuencia fi Jfree Acum fu
clase

I 49-1.57 B T

137 - 166 4 21

167175 14 35

176-184 1 46

1&5-1.93 +4 30

Cott fas cuades se prede oblener of hisagrama de frecieiod ac il

HISTOGRAMA DE FRECUENCIA

ACUMULADA
5C
a5,
'y
< g
oo
Sa x
UJ""
2z -
o3
Eg 15, B sewe
il
=Xl
e}

1:@15/1@

&
i

167 T

INT DE CLASE
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Ase come fueton abtemdas {a freciencas ae smndadas e prede Hevar a cabo
oire grafico dentro de o fumilia de fos hestogramas 3 oeste oy el hestograna de
e nene e refuanva fr Ja cuad comsisie en dos porcentages que tenen las frecenoaas fi

conr respedto a fa sima de las frecuencias

fntervalo de Jrecuencia fi free. Rel fr
cfaye

{49 - 157 7 750 14

1.57-1.66 M 145028

1.67-1.75 4 450 .28

176-184 1 1130 i

185 -1.93 +4 430 .08

de donde.
HISTOGRAMA DE FRECUENCIA RELATIVA
30
i~ B Seret
Sg
WE .
o5 '
& '
) . @
5 3 & @
INTERVALOS DECLASE
» P()].!(J()\() DE FRECUENCIA- [y un giafun frppaade por ung erpe e prontos

ohlenidos ertre fas marcas de e Xov ha frecuencas f, wndos extos por aina linea

Fecicr crre s
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Para obtener esta giafica, se deben encontrar fas marcas de clave Xi 1
comvemente aclarar que iodo wervalo de clase comsta de dos imines ol de el lado
1zquierda Hamads “hmite mfenior de clase™ v el de el lado derecho Hamadie hioute
superior de clase’  La marca de dase serd enjonce el resultado de o somea de fos

Immites mferior de clase y superior de clase divididas entre dos

. 149+ 157 -
= =133
2
158+166
, =——— =162
. 2
167+ 175
X, =————=171
176+ 184
Xy=—"7— = 18C
1854193
X.= 5 =189
Intervate de Sfrecuenvia fi mc X
clase
149-1357 7 1353
/37 - 166 i+ 1.62
P67 -173 i 17
I76-§84 i 1.80
1 85-1.93 4 I &9



POLIGONO DE FRECUENCIA

FRECUENCIA fi
[ -]

153 pote——r

g & 3

MARCA DE CLASE Xi

180 L

Uiro fipo de poligono, es el que se forma siguiendo ¢i mismo meiodo que of
anterior pero tomando en cuenta las frecuencias acwmidadas, deoabi s nombre,

poligono de frecuencia acumulada.

Xi fui
133 7
1.62 2
174 35
{ &G 46
{89 30

POLIGONO DE FRECUENCIA ACUMULADA

Senet

HEBEBHE

s T e

FRECUENCIA ACUMULADA

8

162 171 180 189
MARCA DE CLASE Xi
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Asi msmo, con las frecuencias relativas se formara el poligono de frecuencia

refativa.

POLIGOND DE FRECUENICA

REALTIVA
Coly
<%
= 25
s
3
. |.u20

'3
< i5
[&]
&
810
Pl

3

C —— Geref
153 18 171 18 189

MARCA DE CLASE X1

En muchos casos reales, las representaciones grafieds proporcionan il o
de vista sencillo del comportanuento de los datos Astun grafico guee e mun comun e
uso muy condiano y de muy buen aspecto, ¢s la grafrea cuaudar o grafica de pusiel La
fol it el Comoe se COMIFIe sie Hpo de graﬁm\ 4%

Se lever a caho wna equivalencia proporcional de las frecrencias con ke medida
en grados de naa crronnferencia, do gue s fomta, por medio de wrer reghn deotres
simple fjempio.

Para el primer case

Frecuencia @rerdos
30 360
v x
de donde
360*7
S = 304=50

S 34



para el segindo caso

360 30
X 14
360*%14 5040
x= =~ = 10080 = 101"
50 50
para el iercer mtervaleo
360 30
X i
360*14 5040 .
= c——— = —— = ]0080 = 101
50 50
para el cuario
360 34
X i
360*11 3940
= =——=7920=x=179
T 5 50 20
por tltmo
360 50
" 4
360*%4 1146
y=————="—"—"=2880=129



Intervalo de Jrecuencia fi grados

clase
{49 - 37 7 36
157-160 i 1o
1 67-173 14 10/
i 76-1.84 i 74
[.85-193 4 29

graficando

GRAFICA GIRCULAR O DE PASTEL

8% 14%

Orro eemplo del wo de la grafica de pastel, fo proporciong ¢l porcentaje de
asistencia de Jos profesores en el Colegio de Ciencias v Hunndades: Plamiel Vallejo
romado en febrero de 1994,

Asistencia 72%

Ticrsistencia 28%



PORCENTAJE DE ASISTENCIA DEL COLEGIO DE
CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL VALLEJO
FEBRERO DE 1998

INASISTENCIA
8%

" ASISTENCIA
70%

De igual jorma, el porcentaye de 1nasistencia poy area fue de:

Crencias Fxpermmentules 36%

Historia 7%
Matemancas 20%
Talleres 270

PORCENTAJE DE INASISTENCIA
POR AREA FEBRERO DE 1998

TALLERES
27% C EXP
5%

HISTCRIA
17%



4 comtimncion se efeciiand ot cjemplo Bl U ging con ol P

pundrrw ol conocimienio de o esindiado

FILMPLOAT

Los sigmientes daios, represeniuft wid muesird el grados centigradin de wi

AU muter i

472 4634 2642 466G 6K 4740 46 91 46 30
4740 4690 4712 6 KS J6 8T 4033 4693 46 5
470 4669 690 4722 d6v0 64N 4700 463

4694 4635 687 46 Th HOAT 600 4652 46 A8Y

Se obtendrd:
¢ rango
2 Craca grupos o piervalos de clase
30 enten fdistribicc son de fos diios por grepo)
3L recwencia fr ¢ numrero de dearas por miervalo de chise )
3 Frecwencia Acamidada fu
6 Frecuenca Kelaiva fr
Hestogaunee
8 Poligone

O dpafica de Pested

S 3%.



! Ruango

Comer ol rango de definig como L diferencia del doto mayvor 5 el dato menon
AN

rango 4740 -46 30

110
2 Intervalos de clase.
3 Conteo.
4 Frecuencia
Para vhtener los intervalon de clave, ei rango proporciona un excelente criterio

de apertira, al dividirio entre el mimero de imtervados deseados

rango

Tamaiio del inrervalo

pmera de mitervalos

i 10

e

P decir, dos mrervalos podriann ser abierios en 22 0 s embuargnr enoeste
ejemplo, al abrirse en esla medida Jos datos o san iotalmenie aoeptados, por la giie se
tendra que tomar fa decision de der wi aperiura de 23 quedando los mtervalos de fa

signuente manera Ademas e el spgnicite chadi o se pestra of conteo ) fa frecuenora

R

_39.



Intervalos de clase conteo frecuencia fi

46 30 - 46 32 xxxex 4
46.33-46.73 XxXX 4
46.76 - 46 95 XXXXXXXXCXXLNLXC 16
4699 -47.24 xxxx 4
47.22 - 47 44 xx 2

5 Frecuencia Acumulada fa

Ja frecuencia acumulada como ya se menciond, comiste en acumdar las

Jrecueneias por pitervalo

Intervalos de clase frecuencia fi frec. Acum. fa
46.30 - 46 32 4 +4
46.33-4673 < &

46 76 - 46 Y8 {6 24
4699 - 47 24 5 28
472247 44 2 30

o Frecuencia relativa fr.

Hubler de frecuenci relatna ey hablar de porcentages., de fal manera gue fa

it de fas frecnencas relatnas dene qrie ser agual a

-4



Intervalos de clase Jrecuencia fi frec. Rel fT.

46 30 - 46.52 4 430 {3
46.33- 46,75 4 430 {3
46 76 - 46.98 It i6 36 .33
+6 99 4699 - 47.21 4 430 13
47.22-47 44 2 230 06

7. Histograma.

HISTOGARAMA

FRECUENG!A

& Senet

4?224744“ '
N l‘

INTERVALOS DE CLASE

& Poligono de frecuencia.

_df -



POLIGONG DE FRECUENCIA

Sene*

FRECUENCIA fI

41 48B4 4887 4ATOR AT
MARCA DE CLASE X:

2. Orafica de Pastel.

GRAFICA DE PASTEL

% 13%

325 ASIGNACION DE VALORES CARACTERISTICOS.
Medidas de tendencia central

] 2 ;
Lees mwddicis de tendencra cemral, SO paramielros esadiiicos qie permicn
obvervar entre oiras cosas ef bueno o ad comportamiento o o datos Por epeniplo,

wpongase  que en i poblucion determnada de Ao, el promedio fmviia



wramiclicel)  por personid de Brifw ey ol poo aro L na Jisona (ii:.’/\/}m Fodoyhe
proriennzed o esa poblacion et notml qinc s enfomerd doogripe e vz S ai o
ok ves coda dos ailos o Uiz caredar froes qhicon Peroopio setia fon st i ikt
JUTSOIGE quie perieresca a esd pohlacion se erfermarade wmipc 6o T veees ol ahon por
ekt e fado gy B0 se eHfermod BRBLU SO connnvpendo cen el grago

Conne se paede obseran, ese pegueio anding s pride Hovar g caho oracnn
gt s contaba con el promedie de enfermos de ghipe por alie, qrie o cotitindcion Jdo

Ve ra e o8 Wi medida de endencia cenmal

VDT VRITM T - La media ariimética es ef tipo mas comun dv dos promedios

i se puedert obrener en estadistica descriptiva 3 ose dofine comao

Para daters no agrupados

Ry
: —
"
iennide
A modia arnmetica
Y daic oo
pIRY Bt sumi de toddos Tos dedos dosde el primere hasta el chesime
] iomera do daros

Para datos agriapado

-d3-



_1-

Lo+t -1, < 4
Donde
Ry media artimenica
Xt marca de claw
Jr frecuencia resima
L5
E fx {a suma de todas las muluplicaciones de lay frecaencas pol

faas marcas de clase X

Z £ la suma de todas las freciencias

Primero se vera el caso de datos no agrupados saio para ki media arninictioa

predianiad ¥ modet, ¥ pOste orpiente para dalos egripados

EJEMPL() 3.12

Retomando ol ejemplo del futholisia tratado en el apuriade 32 20 se ticnen Tos

stgzae i s datoy
Un equupe de futhol profesional, conprato a prucha a goleador . se acorde

give e observatic si comporiamichio o drez partides jugados, obtewicndose los

segrrrentes datos

oA -



JULG0 G2 S AN

Moy

f f
2 i
3 (J
4 !
3 i
14 t
v (i
el {t
@ f}
I i

Camo fucdmente se puede observar, Jos daros gie se preserialt eskan O porma
contti i e deort Ao aerapados o e proseniin une por o {o gie sinfica e v vy
cerves parar pogder 2 0fener fa media arimetica, se ntilizara o forsida para credindo lin

chstios 1 et g]}_’f‘“[?(gﬁ'{)k

iAEJ-_U-U—l-l—ﬁ—i)—U‘O

10
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EJEMPL( 313

Un estudiante del Colegro de Crencias y Humanidades, en la materia de
katadisiea y Probabilidad 1 presensc cinco exdamenes durante el semestre, obteriendo
las sigrientes calificaciones, en el primer examen su calificacion fue de weve, en el
segundo de 8 3, en el tercero 7 8 en el cuarto de 10y en el guonto y iltimo 9 Cual e
su promedic o media aritménica®

Acomodando los datos se neng:

Xi dato
Xi 9.0
X2 8.3
X3 7.8
X4 0.0
X3 9.0

caleulando el promedio o media ariimeticd.
-

*7_XiTX2+ +Xn_,§;)“

H H

?_90+83+78+}00+90

S 46 -



EJEMPLO 3.14

Los Kildmetros recorridos por ciiceo estudantes para vemnr af Colegier de
Ciencias y Humanidades, Plantel Vallejo desde su casa, se muestran en el signiente

cHadro.

Estudiante kms. Recorridos
(variable Xi)

LV L
—
[

L)
LY

como el ntimero de datos es impar, se unhizara la formula que corresponde, para lo

cual, se ordepan los datos de menor a mavor.
2, 4, 7015 22

XJ‘. .X), ./Y_«', X;, _Xj

sustituyerndo

EJEMPLO 3.15

Se tienen los stguientes datos, 34, 23, 36, 89, 23, 93, y se gurere calcular fa

k-



mediana Ordendandolos de menor a maor

X Az X3 S X3 \h
23 23 34 36 8y 93

coma el numero de datos €y par, se liehe.

X =X =X, =1,=5

n
(2*‘) i,

come fa formula para obener la mediana para cuando ef mimero de dedos os par e

1

= AentAo

‘X- — R
2
SIS CRG
o 34-3 00
X . — =43
2 2

40



MO - La moda se conoce como el dato gue trene mavor frecuenaa ey decr aguel
quie aparece mas veces La moda puede existir o no, piiede ser wnied © Inther mas d

una
EJEMPIL.()3.16

Primer caso. [.a moda no exisie.

Suponganse los sigientes datos
1.9.16.6,8 3

por lo que se puede abservar, ningunao de lus datos se repile mas de wha vez, por 1o
tania se comsidera que la moda en este easo, no existe Otra forma en la cual no hun

moda. es cuando los datos se repiten vanias veces pero de igual manera.
o4 404,22,2,2.33, 3 3444410 10,10.10

Segundo caso. Lu moda existe 3 es unu

Los siguientes datos, represenian wia muestra al azar de 11 alwnios de i

escuela primaria a los gue se s proguntd si edad

9,53 59 648 5,938

coma 3 es el dato gre mas veces se repue, ¢l valor de la moda v 53 seria onia.

Tercer caso. M & iina medu

Supdnganse fos sigientes daios



en este case ef pumero T4 el 2o Jos gire pias se repiien v ademas deosgrea o
f 7 }

b grie huace gue exitan din modas, dandeo i caso hineadal

Nosa Preden encontratse s de dos madas e conpinio de detes, B se coric

coma militmeodal

DATOS AGRUPADOS

Aun cuando ya se kan mencionado algunas cosas sobre daios auriipadios alra

ve focara e cave de T medna arimenca, medicana v mode para el efecio

VIR 4 LRITMIL IO

La media ariménea pura datos agrupados se define conmo

dode

mediar i tmeticu

Lt

Mo sumade tadas las mudtiplicaciones entre i

h

marea de clase X1 o frecuenaes

.
Z £ s de dodas Tas frecuencas fi



EJEMPL( 3.17

La sigurente tabla, muestra la forma en como fueron recopilados v organizadon

30 duaten en grados cemtigradeos

Intervalos de clase frecuencia fi
46.30 - 46 52 4
465346753 4
46 76 - 46.98 16
46,99 - 47 2/ +4
47224744 - 2
\\\
.
lmutes wnferiores de dlase Lumures supersores de clave

Se obtendrd, la media aritmética, medinia v moda

Medig aritmética X .

Para calcwlar la media aritmsuca, se deben calenlar Iy marcas de clase que e

obhenen de la suma de Tos Emites infenores sias fos superiores divididos enitre 2

Intervalos de clase J marca de cluse Xi
46.30 - 46 32 4 641
46.52-4673 + 46 64
46 76 - 46.95 16 16.87
4699 - 47 2] 4 47 09
47,22 -47 44 2 4733



se o e i medhia e tica come

dosarraliando

T fl "f‘( f\ *f4-k.41/k-‘—<
’ /3 f."f;'/‘x

(40046 41) = (3430 63 - (1003687) - (403709 - (37 33)
1-3-1e-4-2

]83 63 - 18()3(; 749 G2 - ?88 36~ 9496

30 o

Vo ’140514 - 46.84
30

VE AN
Por fo giie se refrere a ba moduiie parg detios ag wpados exnien by
crirerios de medida, por i paric e prede Hesar a o coneced wncamaente el yrenalo

de chase en donde se encuenira o mediania o dip o valor apovimadio g la mediana

por medio de iierpolacion



Para cpemplificar lo mencionadon s tomaran fos datos ded epempla it nior,
calonlander ademeas freciencia acmilada ¢oiniervalos reales de o dase g sven para

Toerar Bl efecio

EJEMPLO 3,18

Int de clase Ji fa Xt It Reales de clase
46.30 - 46 52 4+ 4 46 41 46205 - 46,525
3632 -46.75 4 & 46.64 #6525 - 36 735
46.76 - 46 98 f6 24 46 87 46 755 - 46 9X3
46.99 - 47.21 4 2% £7.09 S6.985 - 47223
47,2247 44 2 30 47.33 4722547445

La formula para ahiener la mediana o

> f

i A
n {2 /).

T 4

fnudiaia

dondy

X medi

Jo hmsre read miferin dod irervalo dv dase que conticne afa

medicnc

s e todas s frecucncia fi

14,
-



(> /), = suma de todas las frecuencias por debajo de la frecuencia del

miervalo de clase que contiene a la mediara
f mediana = frecuencia del imervalo que contiene a la mediana

¢ = tamafio del miervalo que contiene a la mediana

Como antes se menciono, se puede tmcamente conocer el mtervalo que contiene
a la mediana, con lo que muchos quedan satisfechos S embarge, aplicando la
Formula anterior, se puede llegar por mterpolacion al valor de la mediana

Ya se dijo gue la mediana es el valor que divide en dos partes iguales al
comunto de datos, por lo que para encontrar el intervalo que confiene a la mediaia, se

divide la suma de todas las frecuencias entre 2

el resultado obtemdo (15) se busca cual es la primera  frecuencia acumuiada de

manera asceidente que lo contiene.

Int. de clase  fi fa ¢ Iy, Reales de clase

- 46.30-4652 4 4 46,41 46.295- 46,525

4_65_2 - -‘{6.75 4 8 ) 4§.64___ 46.525 - 46.73%

:f68)7 46. _755 - 46 985
47.b9 7 46.985 - 47 225
‘4%.:?37”7 47.-225—47.445

46.76 - 46,98 6 24

46.99-47.21 4 28

47.22 - 47.44 2 30

Jrecuencia acumulada que contiene a 1§



En este caso, 24 es la frecuencia acymulada que contiene a 13, por lo cual. el
mtervalo de clase que contiene a la mediana es (46 76 - 46.98) v el mtervalo real de
clase que contiene a la mediana seria (46.735 - 46.983), quedmando asi que ef limite

wiferior real de clase que contiene a la mediana es 46.755

For lo que
L, =46.755
asi mismo.
L
a2

la frecuencra del intervalo que contiene a la medicma es 16, la suma de las frecuencias

gue estin por debajo de ésta, son: 4 ~ 4 =8 por lo gue.

(), =4+4=8
ademds
fmediana = 16
por ultimo
c=.23
sustituyendo
. 15-8
X =46755+( 323
16
X - 46,84

. 56-



MODA4

Lo moda de un conjunto de datos, consiste en el daio gque mds veces se repile o
tiene mds frecuencia. Para calcular la moda, sucede algo parecido a lo gue sucedio con
la mediana, gue puede ser que algunos se conformen con saber cual es miervalo de
clase que la connene, pero también en este caso se tratard de dar una apeion para

acercarse mds al valor de la moda, aplicando la siguiente formula.

Moda=1,+ ——
’ A+ A,

donde:

L, = limite real inferior de la clase que contiene a la moda
A, = exceso de frecuencia, de la frecuencia del intervalo gue

contigne a la moda con respecto a la frecuencia mmedia-
ta mnferior
A, = exceso de frecuencia, de la frecuencia del mtervalo que

contiene a la moda con respecio a la frecuencia mmedia-
I superior
¢ = tamario del miervalo de clase que contiene a la moda
Siguiendo con los datos del efemplo anterior.
EJEMPLO 3.19

En primera instancia, se debe encontrar el intervalo de clase que contiene a la

_57-



mada. Como la moda es el dato que mds se repite, el mervalo de clase que contiene a

la moda serd aguel que tenga mas frecuencia.

Int. de clase
46.30 - 46.52
40.52 - 46.75
46.76-46.98 16
46.99 - 47,21 4

47.22-47.44 \2

i
4
4

fa

4

&
24
28
30

Xi
46.41
46.64
46.87
47.09
47.33

wtervale de clase que contene a la moda

Int. Reales de clase
46.295 - 46.525
46.525 - 46.753
46.755 - 46 983
46.985 - 47.225
47.225 - 47443

asi, el limite real inferior que contiene a la moda es. 47.753 es decir

L= 46753

para obtener A, y A, los excesos de frecuencia, se hace lo siguiente, coma 16 es la

Jrecuencia del intervalo gue contiene a la moda, gue ademds es la mayor, ésta se debe

restar a la frecuencia del intervalo inmedialo inferior, que en este caso seria +, de

donde
A =16-4=12
fnt. de clase ki fa X
46.30 - 46.52 4 . 4 46.41
46.52-46.75 4 & 46.64
46.76 - 46.98 16 ' 24 46.87
46.99 - 47.21 4 " 28 $7.09
47.22 - 47.44, 7 2 30 47.33

Jrecuencia del intervalo
immediato tnferior

int. Reales de clase
46.295 - 46.525
46.525 - 46.755
46.755 - 46.985
46.985 - 47.225
47.225 - 47 443

frecuencia del itemalo
e aiG SUpCrIOr

-58-



por ofro lado, al restarle la frecuencia del miervalo mmediaro superior, gqueds
A,=16-4=12

en este efemplo, A, = A, cosa que no sucede con frecuencia

Por wltimo
c=.23
sustituyendo en la formula.
.. 12
Moda = 46.755 -
12+12
=46.755 - 115
= 46.87

CUARTILES

Los cuareles son medidas estadisticas gue driden a un compunto de datos
ordenados en cuatro paries ignales. Aun cuando el conmnto de datos queda dividido en
cuqiro paries iguales como se mencions, los cuartiles son tres, O, Oy Qs , vy 5e

calewlan de la siguiente manera-

Primer cuardl ().



donde

Q; = primer cuartil
L, = limite real inferror del intervalo que contiene al

primer cuartil,

1=h

}: Ji = suma de todas las frecuencias

=1
( Z ¥a )Q y = suma de todas las frecuencias por debajo de la frecuencia

del mrervalo que contiene al primer cuarfil.

¢ = tamaiio del intervalo que contiene al primer cuariil.

EJEMPLO 3.20

Para saber jcudl es intervalo de clase que ‘contiene al primer cuarul? | se divide

1=n

la suma de todas las frecuencias entre 4. %— =75 vy al valor resultanie se le
busca donde estd contenido en las frecuencias acumuladas, de igual manera que se

procedio al obtener la mediana,

Int. de clase fi Ja X Int. Reales de clase
46.30 - 46.52 4 4 46.41 46.295 - 46,525
46,52 - 46. 75\ 7 & 46.64 46.525 - 46.755

) __-.16. ?f- -fé.%’ _ 16 24 ) -{6&7 46.755 - 46.983
46,99 - 47,21)\ 4 ~ _38 47.09 46.985 - 47.225
4752 --1;:4 7 2 30 o 47.33 -;7.225 - 47445

-

\ -

wiervale de clase que contigne al primer cuaral

- 60 -



de donde.

754
(), =46525+ ——'4_ 23

= 46.525 ~ (87)(.23)

= 46.525 ~ 2001

= 46.725] ~46.73

Segunde cuartil (), .

El valor del segundo cuartil es el mismo que la mediana en cualquier ejercicio

que se efectie, sin embargo, se pondrd su formuda.

donde-
> = Segundo cuartl
L = limite real mnferior del miervalo gue contiene af

segundo cuartil.

- 67 -



r-n
Z i = suma de rodas las frecuencias

=1
{ Z f ) O = suma de todas las frecuencias por debayo de la frecuencia

del mervalo que contiene al segundo cuarid

¢ = tamafio del mtervalo que contiene of segundo cuart!

nuevamente se vequiere encontrar el wmtervalo que contiene al segundo cuartll, para lo

cual, se divide el total de las frecuencras entre dos y el resultado se busca donde esid

contermdo en las frecuencias acumuladas.

2 5y
Y =—=15

2 5

buscando donde esta conterndo el resuliado en las frecuencias acunladas

Int. de clase fi fa X Int. Reales de clase
J6.30 - 46.52 4 4 46.41 46.295 - 46.525
46.52 - 46,75 4 8 46.64 46.525 - 46.755
46.76 - 46.9 16 24 46.87 46,755 - 16.985
46.99 - 4721
17224744

4 28 47.09 46.985 - 47.225

2 30 47.33 F7.225 ~ 47445

wmterealo de clase gue connene at segundo cuart!

Por lo que.

-62 -



Tercer cuartil {);.

=n

328

e (3 )
= Ly - 4 =l
~ Fos

donde

Qs = primer cuartil
L; = limite real inferior del intervalo gue conttene af

tercer cuarltil.

=R
z i = suma de rodas las frecuencias.
1=}

( 27 ) Qs = suma de todas las frecuencias por debajo de la frecuencia

del intervalo que contiene al tercer cuartil,

¢ = tamafio del miervalo que contiene al tercer cuariil.

parag encontrar & intervalo de clase que conttene al tercer cuartil, se multiplica lg suma
de todas las frecuencias por 3 y se divide entre 4 La cantidad resultante se busca en

que frecuencia acwmulada esta contemda dicha cantidod,
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Int. de clase S fa Xt Int. Reales de clase

46.30 - 46.52 9 4 46 47 < 46,295 - 46525

46.52-46.75 4 & 46.64 46.525 - 46.755

46.76 - 46.98 6 24 46,87 46.77575 - 46.985

46.99 - 47.2] 4 28 47.09 46.985 - 47,225
47.22 -47.44 2 30 47.33 47.225 - 47445

intervaie de clase gue contene af tevcer crartif

.23

= 46.96

MEDIDAS DE VARIABILIDAD

Al grado en que los datos numéricos tienden a extenderse alrededor de un valor
medio se le lHama vanacion o dispersion. Se utilizan distintas medidas de dispersion o
variacion, las mds empleadas son: , la desviacion media, la desviacion esténdar y la
varianza. Dichas medidas son pardmeiros estadisticos que fienen como objetrvo
principal, evaluar la calidad de Io datos Por ejemplo, si se quisiera hacer un estudio
para obtener las caracteristicas del habitante del Distrito Federal, es decir,
caracteristicas fisicas {color de ojos, color de la piel, altura, etc.) v caracreristicas
sacioculturales  (grado escolar, ocupacion, mimero de hijos | ele}, se tendrig que
procurar tomar gente gue viva en el Diswrito Federal para obtener una muesira
represeniativa no sesgada que arroje resultados muy apegados a la reahidad. Sm
embargo, s1 extremadamente, se eligiera una muestra de gente de Canadd para dar
caracteristicas de la gente que vive en el Distrito Federal, obwviamente no daria

resultados confiables, pues son poblaciones de caracteristicas muy diferentes.

- 64 -



En el ejemplo que se menciond, se puede observar a simple vista que se esta
tomando un caso extremo, que wunca sucederin, sin embargy, existen en la realidad
sesgos que llevan a wna mala eleccion de los datos o muestras, que no son tan
evidenies, ﬁr lo que las medidas de dispersicn se hacen necesarias.

DATOS NO AGRUPADOS

Las medidas de dispersidn que se estudiaran en este apartado, son medidas de

dispersion con respecto a la media aritmérica.
DESVIACION MEDIA

La desviacién media o promedio de deswmaciones, de una serie de dotos X 1 X,

X, .. ... Xm, viene definido por

> [%i - 1}
Desviacion Media = 2 -

donde:

Xi = dato 1ésimo
X = medha aritmética

1X1 - X| = valor absoluto de las desviaciones

¥y cuvo desarrolio seria
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>l - X
Desviacion Media = =
H

- Xy, - Xl - X 4 X

H

EJEMPLO 3.21

Se tomaron las edades de 1) personas tomadas al azar.

24, 34,56, 8,67, 23,27, 17,23, 42

¥ se quiere saber la desviacion media, para lo cual es necesario caleular la media

aritmética X

24 +34+536+8+67 +23+27+17+23+42
10

y:

321
= ‘1*0‘232.10

ahora, calculando la desviacion media,

f2432 10 /- f3430 107 f56-32 10 /- [s-32 000 - J67.30 10 /- Ja33210]

Desy Aled =
10

f frraz a0/ 1732 10) - f23.32 30 /- J42-32 10
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w9

fsil il fazofafori /-t - ds sl ey

10

8.F-19-239-241-349-81-51-i53}1-91-99

10

1412

= T = 1412
10

DESVIACION ESTANDAR

La desviacion estdndar debe ser defimda, tomando en cuenta dos aspecios

mmportantes. 1) Cuande los datos representan ung muestra y se define como

Sean X, X, X,, Xn una muestra de n datos, entonces.
=i
2K -X)
1=]
s=yy=——
n-1

donde.

s = desviaciin estandar para une muestra
X = dato ésmme
X = media aruméuca
# = niniero de datos

La desviacion estdndar de los datos de una muesira se defime con (n-1) en

fugar de n, porgue asi el valor resuliante represemta un mejor estimador de la
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poblacion de la que fue extraida la muestra  Para valores grandes de n . 31

practicamente no hay diferencia enire hacer esta iransformacion o no.

#) Cuando se foma en cuente una poblacién, es representada por oy su formula
s

v
/Z(X:—X’)l

G:\JI:I H

o = desviacion estdndar para la poblacion

X1 = dato iésimo
X = media armmeética

n = numero de datos

EJEMPLO 3.22

Tomando ep cuenta los datos del ejemplo 3.19, donde  se le preguntd la edad a

una muestra de diez personas fomadas al azar.
24, 34, 36,8, 67, 23,27, 17,23, 42
la medha aritmética fue.
X =3210

calculando la desviacion esidndar, como es una muestra, la formula serd.
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(X, - XY +(X,-X)+
-1

X~ X)°

sustituyendo

/(24—32.10)2 +{34-3210)° +(56-3210)° +(8-3210)* + (67 -3210)° +
5=
10~1

(23-3210)% +(27-3210)% + (17~ 3210 +(23-3210)® 4 (42 - 3210)?
10-1

\/6561+36]+5712I+58081+121001+8281+260l+22801+8281-‘980]
y=
9

2948 90
= 5 =+/32765=18138

PARIANZA

For lo que se refiere a la varanza de un compunto de duios, sucede To nmismo gue
con ka desviacion estdndar, en lo gue se refiere a los datos poblacionales o muesirales,
la pequeha diferencia en sus formulas también agui se hace sentr.

s impartawte notar, que la varianza y fa desviacién estdndar son medidas de
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dispersidn muy Semejantes pero distiitas, que al obtener una, facilmente e puede

calcudar la ora

La varanza de una muestra, ¢s el valor numénico que se obtiene con la siguiente

Jormula.

S (- X

n—1

2
5=

por lo gue se puede observar, la varanza es el cuadrady de la desviaeion esidndar o
bren la desviacion estdndar es la raiz cuadrada de o vananza. Por lo que ol ser

cafculada una, como ya se menciond, es facil caleular la otra.

Vartanza = (Desviacicn estandar)’

Kd

o bien
Deswiacion estandar = varianza
se tepa gue-
s= 1818
de donde
s = (18.185°
= 330.51
PARA DATOS AGRUPADOS.
EJEMPILO 3.23
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Tomando los datos del ejemplo 3.10. Los sigurentes datos, representan una

mruestra en grados centigrados de una cierta materia.

47.20 46.54 4642 46.60 46.89 47.40 46.90 46.30
4740 46,90 4712 4688 46.87 46.53 46.93 46.80
47.10 46.69 4690 47.22 46.96 46.48 47.00 46.54
46.94 46.35 4687 46.78 46.81 46.90 46.52 46.89

La tabla muestra la organizacion en cmco intervalos de clase de los datos

aneriores.

| Intervalos de clase ! conteo | frecuencia fi |

mi B

E 46.30- 4652 |  wox ! 4 \

M ] X 1

| 46.53-4675 | xooc | 4 :

46.76 - 46.98 XXXXXXXICCCENXY 16 t

—— i S

| 4699-47.21 |  mex | 4 §
| 47.22-47.44 . xx : 2

La varianza y la desviacion estdndar para datos agrupados, se pueden expresar

con las sigwentes formulas.

VARIANZA (para datos muéstrales)

S acxi- Xy
2 1=1
3 g
=t

5 =
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ionde.

rl
5= vananza para wna muestra
Xr = dato 1€stmo

X = media arimmética

i=n

Z Ji = suma de todas las frecuencias
=1

para calcular la varianza, es necesarto calcular antes, la marca de clase X1, la media
aritménca y lns desviaciones, que seran calculadas en el signiente cuadro.

Se sabe que:
X =46.84

de donde

Intdeclase - fi Xi XX (Xi-X)7 fixi- X)

46.30 - 46.52 7' 4 4641 043 1849 7396
46.52-46.75 4 4664 -020 0400 600
16.76-46.98 16 4687 0.03 0009 .0/44
H6.99-4721 4 47.09 625 8625 2500
47.22-4744 2 4733 Q49 2401 4802

> fi=30 2 A(Xi- XY = 16442

=1 =1 [

por o gque

, 16442 16442

S



DESVIACION ESTANDAR (para datos muéstrales)

donde

5 = desviacion estandar para una muesira
Xt = dato iésimo

X = media aritmética

> fi = suma de todas las frecuencias

=1

como la desviacion estandar es igual a la raiz cuadrada de la varianza, entonces.

¥ = 0565

s=+ 0566 =.2379

Para cuando se toman dotos poblacionales, fas formulas vienen expresadas

COMo.
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VARIANZA (para datos poblacionales)

S X - Xy
2 I

o= - i=n
2 A
=1
DESVIACION ESTANDAR (datos poblacionales)

o= Var
COEFICIENTE DE VARIACION ¥ REGLA EMPIRICA.

Las medidas de dispersion comeo antes ya se menciond, miden la variabilidad que
existe de un compunto de datos con respecto a la mediy arrmética, v pueden en la
medida de sus posibilidades evaluar la calidad de los datos, sin embargo, el reorema de
Tchebycheff o Chebyshev, La regla empirica v el coeficrente de variacion avudan a
comprender mefor el significado de variabihidad

TEOREMA DE TCHEBYCHEFF. Lq proporcién de cualguier distribucion

1
-,

situada dentro de k desviaciones estindar de la media es, por lo menos, T - (k2

donde k es cunlquier nimere positive mayor gue J.

Ln otras palabras, st Xy s (o bren Ky ol son la media y la desviacion estandar

de un comumo de duwos y k 2 1 emonces el muervaio (X~ks, X +ks) o

1
(1~ ko, 1 + ko) contiene como mimme la (7 - }(—2) * 100% del total de los datos. Por



ejemplo, si k = 2, el intervalo (X - 25, X +25) tiene como minimo al

t
(1- ) ¥100% = 75%.

EJEMPLO 3.24

Con motivo de los festejos del dia del nifio, el departamento de relaciones
publicas de una fabrica desea conocer el numero de hijos que tienen los 200 obreros que
ahi laboran, Supongase que se emirevistaron a todos los obreros, segun el orden que
tienen en la nomina, se calcularon la media aritmética, la varianza y la desviacicn

estandar, obteniéndose los siguientes resuliados.

p=3.4I5
of = 4.7427
o=21777

El teorema establece que, siempre habrd al menos un 75% de los datos dentro de
dos desviaciones estandar de la media (k = 2), es decir.

asi, para el ejemplo anterior, haciendo k=2 el mtervalo (p-2o, 1~ 20), sustituyendo,
(- 9404, 7.7704) confiene por lo menos el 75% de todos los datos. 31 se considera el

intervalo que se forma cuando k = 3, es decir, 3 desviaciones estdndar en ambos lados
8
de lo media, segin el teorema se encontrardn por lo menos 5 =8888 = 8888% de {os

datos. Es obvio que se le pueden asignar valores positivos mayores de 3 calcular el
porcentaje de daios que quedan dentro de los intervalos formados, que serd mds cercana

al 100% entre mas grande sea el valor k.
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REGIA EMPIRICA

La regla empirica, establece porcentazes mayores que el teorema de Tchebycheff
para cuando k = 2 y K = 3, si y solo s1, los datos se aproximayr a ung forma
acampanada. Cuando se esta haciendo estadistica descriptiva como es el caso, s el
msiograma toma esta forma, la regla empirica es una buena herramiema, ¥ s¢ cumple lo
sigutente:

En el imtervalo que se forma la restarle y sumarle a la media aruméiica una
desviacion estandar, se encuentran aproximadamente el 68% de los datos; Para cuando
el mtervalo formado es con dos desviaciones es decir (X - 25, X - 25) contrene
aproximadamente el 95%; Por wltimo, para cuando el mtervalo se forma tomado en
cuenta Ires desviaciones, se aproxima al 99% de los datos, como se puede ver en la

siguiente grifica,

ol
e
+
L{:’J

—-3s

\——> 99%(——————:/

! — 95— ——
o 582

TV
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Definicion.

St una varable esta distribuida normalmente, entonces hay un 68% de los

datos, aproximadamente, dentro de una desviacion estandar de la media entra de dos

desviaciones estdndares hay aproximadamente el 95%% y dentra de tres cerca del 99 7%.

Esta regla es aplicable especificamente a una distribucion normal, la cual se estudiara

con detenmmiento en el apartado de distribuciones de probabilidad.

JEMPLO 3.25

Suponganse los datos del gjemplo 3.9

1.54 1.9}
1.68 181
1.69 1.72
1.68 170
1.79 1.75
1.49 1.80
1.87 1.53
158 1.59
1.69 160
1.79 1.63

i 70
1.85
1.59
1.64
173
173
1.80
162
1.67
1.50

1.70
178
{30
1.87
1.80
1.60
165
171
1.39
1.80

los cuales fueron ordenados en cinco intervalos de clase, que se muestran en la sigutente

rabia.

Intervalo de
clase

1.49- 157
1.37-1.66
1.67-173
1.76 - 1.8+
1.85-1.93

conteq

ST

frecuencia fi

i
4
1



¥ cuyo mistograma fue:

FRECUENCIA

HISTOGRAMA

12

10

8

&

4

2

0 = P
B 8 B 3
g 8 5 €
INTERVALOS DE CLASE

Se puede observar a simple vista, que el histograma tiende a yna forma acampanada, por

lo que se puede aplicar la regla empirica Calculondo la media ariménea v la

desvigeion estdndar, se tiene.

Intervalode  fi

clase
;49 - 157
{38 -1.66
167 -1.73
176~ 1.84
1.85-1.93

de donde:

5 .

14
14
11

4
50

X AN XX (XS (XS

133 1071
162 2268
L7 23.94
.80 19.80
1.89 756

84.69
> fiki

-.16
-.07
.62
i
.20

-7 -

0256

0049

0004
121
L0400

1792
0686
0056
1331
1660
5465



_Zﬁ(Xzf)?)z

— i=1

=N -

iz

5465
=4/ 01093 = 1045

“Vsoo

obtemendo el mtervale para una desviacion estdndar.

(1.69- 1045, 1.69 — . 1045)

(1.76, 1.7%) miervalo

los datos que entran en este intervalo son

1.62, 1,70, 1.70, 1.68, 1.78, 1.69, 1.59, 1.68 1.70, 1.64,

179 175 173173 1.60, 1.63, 1.63, 1.39, 1.62, 171,

1.66, 1.69, 1.60, 1.67, 1.59, 173, 1.79, [.63

dando un total de 28, lo que sigmifica que el 56% de los datos se encueniran en este

wmtervalo, si el ejercicio se iciera con mdas datos dande por lo tanto un histograma mas

fino y por lo tantc mas iendiente a una forma acampanada, la regla empirica se apega

mucho al resultado previsto del 68%.
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COEFICIENTE DE VARIACION

Las medidas de dispersion expresadas en valores absolutos, son comvenientes
para describir la dispersion de un solo conpunto de valores Si dos conpunios de valores
esicn siendo comparados, los valores absolutos son convementes solamente cuando los
promedios de los dos conjuntos son aproximadamente del mismo tamafio y las wardades
de medida de los conjuntos son iguales. Es obvio que la comparacion de dos difereniés
unidades, tales como el mimero de kilometros comparados con el mimero de pesos, no
fiene seniido,

Cuando los promedios son claramente diferentes, aungue las widades preden
ser las mismas, la tarea de comparar los grados de dispersion basada en los valores
absolutos de los diferentes comuntos es ann mas dificil. For ejemplo los pesos de
estudiantes del CCH son generalmente mayores gue los pesos de estudiamtes de
escuelas primartas. El promedio y la desviacion estandar de los pesos de un grupo de
estudtantes del Colegio de Ciencias y Humamdades, por {o tanto se espera que sea
mayores que los de cualquier escuela primaria. Por ejemnplo, suponganse los siguientes

datos.

EJEMPLO 3.26

Comparacidn de las desviaciones estandares en valores absolutos
de 3 alumnos del CCH y 3 alumnos de una escuela primaria

pesoen Kes X ¥ et pesoen Kes A \ W
643 Y 16 173~ T T 318 665
583 =56 43 56 284 594 3528
720 71 3041 214 -7 57
1948 94,33 67i &5

Donde x = (X1 - X) 3 el calcuio de la media arumética y desviacion esidndar
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por grupo son:

Para alumnos de Colegio de Crencias y Humantdades.

- 1948
X:T=649

¥ la desviacion estandar.

9413
s=\f — = 3137 = 5604gs
2

para alumnos de primaria.

>l
li
(=8
w I ~I
=Y
il
B
%]
4=
o

v la desviacidn estandar.

[625 —
=, —— =203 =456
s \/3 V20

Comparando los promedios o medias aritméticas de los dos compuntos de datos

expuestos en la tabla anterior, se puede observar claramente que los valores son

diferentes, 64 90 para alumnos del CCH y 22.46 parg alumnos de escuela primaria No

se puede conclurr que la mds alta desviacidn esidndar 5.60 , proporcione ef mas alto

grado de dispersion Una medida de dispersidn expresada en valores relativos es por

ianto, requerida para este npo de comparacion. En general, una dispersion relatrva es
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el cociente de wna medida dada de dispersion dividida por el promedic o media
aritmética con respecto ai cual las desviaciones fueron medidas.

La medida de dispersidn mds comunmente usada expresada en valores relativos
es el coeficiente de variacion , representado pro V. Es el cociente de la desviacion

esiandar dividida por la media aruménca.

Vo=

S

Calewlando esta medida para los pesos de los estudantes del CCH v los

alumnos de la escuela primaria.

560
V=

Pyr 086 = 862% para los primeros

¥

436
Soae " 2030=2030% para los segundos

con lo que al comparar estos coeficienies se ve gue el coeficiente para alwmnos del
Colegio es menor que el de los alumnos de escuela primaria o en otras palabras la
dispersion relativa de los estudiantes del CCH en este caso es menor. Lo que da como

conclusion que no necesariamente a peso mayor de mayor grodo de dispersion.

_82.



4.- PROBABILIDAD

Se ha estudiado hasta aqui, lo que es estadisnca descriptiva y la forma en como
ésta puede ser utilizada como herramienta en sityaciones reales, se ha visio ademas,
como los datos son recopilados, orgamzados y analizados. S embargo, resuita
indispensable tratar de obrener mds v mejores resullados, que permitan ro solo
describir las caracteristicas de una muestra o poblacidn, sino hacer mferencia sobre
ellas. Es por 1al motrvo, que ¢l conocimiento de la Probabilidad es de sume
rm:DortanCJa en todo estudio estadistico.

Cabe destacar que, para lograr mejores resultados en el estudio de la
Probabifidad, es necesario tener buenas bases en lo que se refiere a ia teoria de

conyunios y el concepio de factorial.
4.1 PROBABILIDAD CLASICA Y FRECUENCIAL

La familianidad con la que mucha gente maneja el concepto de probabilidad es
alta, muchas veces se ha oido decir jcudl es la probabilidad de que me saque la loteria
o el me late? o ;qué posibilidad hay de que me pase una accidente automovilistico? o
¢qué posibilidad hay de que hoy Ilweva? Para ver st me levo paraguas o no, o ,qué
posibilidad existe que me reprueben en matemanicas®, etc.. Existen muchas mdas, que sin
saber que se estdn haciendo preguntas sobre probabilidad, son cotidianas. Es cierto
gite, otros sectores de la poblacion, que por el trabajo que reahzan, lienen la necesidad
de conocer la probabilidad, como es el caso de las compaiiias de seguros, donde se
maneja el Hesgo en forma probabilistica para asignar una cierta cantidad Hamada la
prima, owr¢ efemplo, es la gente que se dedica a los juegos de azar, como es la loteria
nacional o el me lafe. Asi como, empresas publicas y privadas que necesitan la
elaboracion de esmdios estadisiucos nferenciales, un ejempio de esto es le INEGI,

Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informadtica.
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Con anterroridad se defimeron los concepios de fendomeno determinisia y
fendmeno aleatorio y se dijo también, que en estos apuntes se cambiaria el concepro de

Jenomeno por el de experimento.

Se sabe que la probabilidad es el estudio de fenomenos aleatonios o libres de
determinacion, sin embargo, para defimr lo que sigmifica probabilidad clasica y

probabilidad frecuencial, es necesario saber que se entiende por Espacto Muesiral y
por Evento.

Experimento.- Es aquella accion que se considera con proposito de andlisis y gue tiene

como fin wltimo determinar la probabilidad de uno o de varios resultados.

EJEMPLO 4.1

1) Twrar dardos a un blance determinado

it) Lanzar un par de dodos
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i) Obtener una carta de una barajo americana

ESPACIO MUESTRAL S .- es el conpunto de todos los posibles resuliados de interés

de un experimento dado.
EJEMPLO 4.2 g

1) Experumento.- Se lanza una moneda.

El espacio muestral seria el total de formas en como puede caer la moneda. En este
caso solo existen dos formas de mterés, que caiga sol o que caiga dguila S embargo,
se han dado casos en los cuales, puede caer la moneda de canto, no obsiante como esto
nG represenia interés alguno Se procederd a lanzar la moneda mievamente Asi el

espacio muestral, seria:

S ={s,a}

i} Experimento. Se lanza un dado.
Obvigmente aqui sucede algo parecido a lo anterior. gque el dado pueda cagr en wha
en una punta, sin que caiga winguna cara de interés, por lal motivo, igual que en el

caso de la moneda se procederd a lanzar nuevamente el dado tantas veces como seq



necesario para obtener un resultado de interés. El espacio muestral es:

$=1{1,23456}

Evento.- es un subconjunio de resultados posibles comsiderados previamente en el

espacio wmuestral 'y se denota commnmenie con las letras mayisculas A, B, C.
EJEMPLO 4.3

1) Sea A el evento de que al nacer un bebe, éste sea nifia.
it} Sea B el evenio de que una persona de 20 afios de edad, sobreviva 13 aitos mas.

iny Sea C el evento de gque al extraer una carta de una baraja espafiola, salga un rey.

Evento Seguro
Cuando los elementos de un evento cualgquiera son los mismos del espacio

muestral, se lama evento seguro.

Evento Imposible

Cuando un evento no tiene elementos de mierés para un fenémeno, se llama

evento imposible.
Cabe destacar, cuando se estudia probabiitdad suelen utilizarse los juegos de
dzar para su mejor compresion, no obstante se trataré de hacer algunos ejercicios mds

apegados a la realidad.
Definicion (Probabilidad Frecuencial y Regularidad Estadistica)

Las frecuencias relativas de un evenio tienden a estabilizarse cuando el niimero

de observaciones del fenomeno se hace cada vez mayor. La regularidad estadistica, en
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el experimento del lanzamiento de monedas, mdica que las frecuencias relativas del
evento sol {s } se ienden a esiabilizar aproximadamente en .5 con lo que se puede

proporcionar la sigutente definicion.

La probabilidad de un evento A, denotadu por P(A) es el valor en el
que se estabilizan las frecuencias relativas del evento 4 cuando el

nimero de observaciones del experimento se hace cada vez, mayor.

Esta defimcion proporciona una forma wiil para asignar probabilidad a los
eventfos, aungue en ocasiones es dificil de saber el valor para el cual se estabilizan las
Jrecuencias relatrvas del evento, debido a que el experimento no es observado las veces

necesarias para obtener una regularidad estadistca.

Definicion (Probabilidad Chisica)

Sea S un espacio muestral cualquiera y A un evento de ese espacio. Se define la

probabilidad P del evento A, como:

numero de casos favorables

Pld)=
mitmero de casos totales

en oiras palabras

mumero de elementos del evento A
Py =

mimero de elementos del espacio muestral §

P = n(s)
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donde 14} y n(S) se conocen como la cardmalidad de A y de § respectivamenie

consiste en el mimero de elementos de ambos.
EJEMPLO 4.4
Experimento. Se lanza una mo» da.
Sea A el evento de que al lanzar una moneda, caiga dgmia Calcular af
probabilidad de A.

Se sabe que por defincion,

N n{ A)

PAy= ()

por tal motve se debe calcular el mimero de elemenios del espacio muestral () y

postertormente el pimero de elementos del evento n{Ad ;.
El espacio muestral es:

§=7sal n(s) =2

por otro lado

A=1s} ni4) - 1

por o tanto, la probabifidad de A es.

1
fﬁ@-ug
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EJEMPLO 4.5

Experimento. Se¢ lanza un dado.
En este experimento, se pueden defitur mds eventos, por ejemplo
¢ Sea A el evenio de que al lanzar wn dado, cargn wn mimero per.
» Sea B el evento de que al lanzar un dado caiga un nimero mayor de cuatro
e Sea C el evento de que ol lanzar un dado caiga dos
La pregunta obligada seria ,Cudl es la probabilidad de A, B y 7 Obterendo ¢l

confunto de todos los posibles resultados es decir el espacio muestral S v cada uno de

los everntos.

§=11,23456}
el mimero de elementos que perteneceir al espacio muestral es :

nsi=¢

ast mismo, el evento A quedaria represemtado como.
A=1246}
el numero de elemento que pertenecen al everiio 4 es

A} =3

F
PlA) =— =

7
n(Sy)

[« RS

()
S
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para el evento B

B=1{56/
¥ crvo nmero de elementos
n(Bj =2
por lo que corresporde al evento (.
=72/
de donde
nfCr=1

ohremendo probabilidades por defimicion.

EJEMPLO 4.6

Experimento. Se lanzan dos monedas.

En este caso, el espacio muestral consia de cuatro resuliados posibles
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S=1{ss sa a5, aal ; nS) =4

exislen Ires conceplos que se manejan en probabilidad y que se wsan de manera
cotidiana, el primero seria el concepto de exactamente, gue signtfica como su nonibre
lo dice la exactuud del evento; el segundo, por le menos, cuyo significado ey la
cantidad que s¢ mencione o mds; el tercero v ultimo a lo mds, que e refiere al valor
gue se mencione en el everfo o menos. EI sigwente gremplo frata de esclarecer estos
tres concepios.

o Sea A el evento de gue ol lamzar dos monedas caiga un sol exactamente.

o Sea B el evento de que al lanzar dos monedas caiga por lo menos un sol.

o Sea (el evenlo de que al lanzar dos monedas caiga a lo mds uno

Cbtemendo las probabifidades de cada uno de los eventos

A= {sq as} ; Fnfd) =2

como se puede observar, los elemenios del evento A tienen la caracteristica de un solo

sol, aim cuando se completen con dgiaias. De donde.

FPor lo que se refiere a B, Los elementos de este evento, tendrdn la caracteristica de

epicontrar en eflos un sol o mids de un sol.

B ={sa as ss}
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por ultimo, para el evento C (a lo mds), los elementos de este evento, tendran la

cargcteristica de tener un sol o ningun sol

= {sa, as, aa ; ni)- 3

EJEMPLO 4.7
Experimento. Se lanzan tres monedas.

Es obvio, que cuando el mimero de monedas que son lanzadas es mayor,
obiener el total de resuliados posibles y visuahizarlos en forma de conpunto es tambien
mids compiejo. Es por tal motivo, que se hace necesarra la imtroduccion de una téenica
de conteo llamada el Principio Fundamental del Conteo, y que se estudiara con mas

profundidad en el apartado corvespondiente
PRINCIPIQ FUNDAMENTAL DEL CONTEQ

Si en un experimento, un primer ensayo puede ocurrir de n; maneras
diferentes y si continuando el experimento, un segundo ensayo puede ocurrir de n;
maneras diferentes, y si continuando el experimento un tercer ensayo puede ocurrir
de n; maneras diferentes, y asi sucesivamente, entonces el niimero de formas como

puede ocurrir el experimento es ignal a nj+n;,+n;. . ..

Es importante aclarar el sigmficado de ensayo dentro del prisc o fundamental
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del conteo, y éste corresponde a cadea repeticion que se realice en un experimento For
ejemplo, cuando el experimento consiste en el lanzamienio de monedas, cada moneda
corresponde a un ensavo, asi cuando es el casa sea lanzamuento de dados, cada dado
serd el equivalente a un ensayo.

El principio fundamental del conteo como una técnica para comar, ey muy
Sexible, por lo que se usa con mucha frecuencia, pues sus alcances son muy) extensos

Continvando con el ejemplo 4.7 (se lanzan tres monedas), aplicando el
principro  fundamertal del conten, se tenen en esfe caso fres ensavos gue
corresponderiom como anles se menciond a las tres monedas. Obternendo el mimero de

resultados posibles que no es otra cosa que el mimero de elemento del espacio

muestral. Se tiene:

por lo que.

nis) =8

Ast mismo, existe un manera sencilla de acomodar los elementos del espacio muestral,
siempre y cuando solo tenga dos posibles resultados (aguila - sol, verdadero - Jatso,
hombre o muer, etcétera). Esta forma no tiene un nombre especifico, pero en esios
apuntes serd definida como  El algoritmo de la mitad de las mitades. Esto es, porque
al aplicar el algoritmo, al total de resuliados, que en este eremplo son ocho, se le ra
dwvidiendo entre dos, es decir, st se divide ocho entre dos, es 1gual a cuatre, el método
consiste en poner cuairo soles y cualro dguilas en la primera cofumna, posteriormente,

cuatro se debe dividir entre dos, resultando dos. Por lo que hay que poner dos soles y
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dos dguilas, hasta completar la segunda columna. por iltimo, dos se divide entre dos.
resultando uno, por lo que la fercer columna debe ser completada con un sol v una
aguitla Se debe tener cutdado de comenzar siempre por soles o stempre por agutlas

para gue el algoritmo funcione.

_ . _Algoritme de la mitad de las mitades
82~1 ] 4

[V

=2z 2=

1" columna

2% columna 3% columna
s h s 5

QR R Q ® Mo
R R RW
LoYonomn oW

por lo que los elementas del espacio muestral son:
S = {ss5, ssa, sas, saq, ass, asa, aas, aaa

» Sea A el evento de que al lanzar tres monedas caigan dos soles exactamente.

ccudl es la probabilidad de que suceda A, Pf4) 2.
A = {saa, asa, aas}
el mimero de elementos de A es ignal a tres.  n(4) - 3

por lo tanro, por defimcion,
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popy B3
( )‘n(S)’s

o Sea B el evenio de que al lanzar tres monedas carga a lo mds un sol.

B = {saa, asa, aas, aq: }

el nimera de elementos de B es igual a cuatro. w(B) = 4

de donde

EJEMPLO 4.8

Experimento. Se lanzan dos dados.

Segun la defimcidn del principio fundamental del conteo, en este experimento

habria dos ensayos, de donde

ns= 6 6 =36

Ry R:



11, 21, 31, 41, 51, 61
12, 22, 32, 42, 32, 62

14, 24, 34, 44, 54, 64
16, 26, 36, 46, 56, 66

¢ Sea A el evemto de que al lanzar un par de dados, la suma de los punioy sea 7

exactamente.

A =116 25 34 43 32,61} i RfA) 76
e
por lo tanto.
6 !
Py =" = ——
36 6

o Sea B el evento de que al lanzar un par de dados, la suma de sus puntos sea mayor

grie nueve.

B = {46. 55, 64, 56, 63, 66} . nBj = 6
por lo que
mBy 6 1
P(B)y=—r=—"—=—
B= s 36" 6
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por lo tanto:

_nA) 324

Py = Sy~ 729

4.2 LEYES DE LA PROBABILIDAD

4.2.1 Evento Seguro y Evento Imposible.

Como antes se menciono, el espacio muestral § es el conjunto de todos fos
posibles resultado de interés de un expertmento dado y evento es un subcompiio de
resuliados posibles consideradas previamente en el espacio muestral. St un evento A
consta de un solo elemento A = {a}. a € 8 se lama evento elemental. Asi mismo, &
conjunto vacio o evento sin elementos, Hamado evento imposible y § evento crerio o
seguro.

Cuando se estudwin las leyes de probabilidad o probabilidad axiomdnica, es
necesario tener en cuenida las operaciones que se pueden hacer enfre eventos y lo gue
se enfiende por evenlos mutucinente exclusivos o disjuntos Asi como, lo que se

entiende por eventos dependientes.

Las operaciones que se pueden hacer con evenios son.

1. Al B llamada la wuon de los eventos originales, es el evento que sucede, s y solo st
A sucede o B sucede o ambos suceden,

2. A\ B llamada la interseccion de los eventos originales | es el evento que sucede, 51y

solo si A y B suceden simultdneamente
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3. A° lamado el complemento del evemo 4, es el evento gue sucede, <1\ solo st no
sucede A

Las relaciones que se dan entre los eventos af ser aplicadas estas operaciones,
pueden comprenderse mejor v facihiorse haciendo uso de fos axiomas 3 tevremus de
probabihidad (Leyes de la Probabilidad), que se veran o continuacion.

Antes de comenzar de debe entender perfectamente bien gue se entiende por
axioma y que por teorema.
Axioma.- Es una verdad fan evidente que no requiere de demostracion

Teorema.- Es una verdad que requiere ser demostrada

AXTOMA |

Sea § un espacio muestral cualquiera y sea A un evento, tal que A< S, enfonces

se cumple que:

0 <PA) <1

es decir, la probabilidad de cualguier evemto no puede ser mds grande gue uno mi ser
meror que cero. Cuando es 1gual a I se llama certeza y cuando es cero s Hama evento

mmposibie. Supdngase un recta real.

1 Espacio donde se ercuentra
Lo probabiiidad de un evento

cuatguiera

AXTOMA 2

Py =1
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Cuando la probabilidad de un evento vale 1, dicho evento es llamado evenio seguro,
esto quiere decir, que 51 el evento ocurre, su ocurrencia serd fotaimente segura.

Obsérvese que el espacio muestral S siempre serd un ¢venic Seguro.
EJEMPLO 4.10

Experimento. Se lanza un dado.

De acuerdo a la defimcion de probabilidad clisica de wn evente A anies

considerada, se tiene que :

n4)

P(4)= ()

entonces, si A = 8, esto es, si el evento A coincide o es igual al espacio muesiral,

entonces.

nS) _
P(Sy=rgy =1 lacerse

De una manera andloga pero fotalmente opuesta, se puede defirr & como el
evento mmposible, como aquel cuya probabilidad de ocurrencia es igual a cero. Por
ejemplo.

e Una persona que quiere ganar la loteria nactonal, pero no compra boleto.
» El evenio de que aparezca siete al lanzar un dado.

s [l evento de que una persona viva 200 afios

Se dice que en estos casos, los evenlos son vacios, por lo wnio, se puede

considerar el siguiente resultado:
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TEOREMA 1
St es el compunto vacio, enfonces la probabilidad de que & es rgual a 1)

P =0

4.2.2 UNION, INTERSECCION Y COMPLEMENTO DE EVENTOS.

UNION

La union de dos eventos, se presenia de dos formas diferentes Cuando los
eventos son mutuamente exclusivos (gue no frenen elemenios en conting} y cuando enre
los eventos hay elementos comunes.

Definicion.

Se dice que dos eventos A y B son mutuamente exclusivos, cuando no pueden

ocurrir simultdneamente, es decir, A [\ B=

Tomado en primera ins . ncia, la umon para dos eventos mutwamente exclusivos,

surge el siguiente aaoma.
AXI0MA4 3
Sea § un espacio muestral cualquiera y sean 4 y B dos eventos tales que A< 5,

BcS y ANB = &, es decir, dos eventos mutuamente exclusivos.
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Enronces.

P(AUB) = P(4) -P(B)

en otra palabras, la probabilidad de dos eventos mutuamenie exclusivos es igual a fa

suma de sus probabilidades.

EJEMPLO 4.11

Experimento. Se lanzan dos monedas.

Ei espacto muestral correspondiente estda dado por.

S = {ss, sa, as, aa }

o Sea 4 el evento de que al lanzar un par de monedas, cargan dos soles exactamente

o Sea B el evento de que al lapzar un par de monedas, caiga un sof exactamente.

Los elementos de cada evento, son
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A={1ss/ y B-{sa ast

como ficilmente se puede observar, A N\ B = & pues {3/ fsa ot o estoes

no hay elementos comunes entre ambos conjuntos por o que, los eventos son

mutnamente exclusivos o disyuntos, de tal manera que.

PAUB) ~P(4) - PB) = 1+ 2 =2
AXIOMA 4
Sean A, A, Az Ae . A, evenios muauamenie exclusmvos.
Pra, UA; UAU 4. 0 U4, ) = Py~ };(Al)— PAz)-PrAy, Pl

la probabilidad de varios eventos mutuamente exclusivos, es igual a la suma de sus
probabilidades.

Tomando en cuenta el segundo caso, los eventos A y B no son disyuntos, ¢s

decir, tienen elementos comunes, A [\ B = . Se da el siguienie teorema.

§

AUB =&
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TEOREMA 2
Sean A y B dos eventos no disyunios o lo que es lo mismo A [ B = £ entonces
PiAUUB) = P4} - PBj- P4 (Y B

Demostracion

Se sabe que:
AUB={x/xed 6xeB} y  ANB=g enestecaso
Par lo que los eletentos de la interseccion pertenecen a A v también pertenecena By

A~B=1x/xed, xe(AN\B)}

por lo gue A\JB se puede descomporner en los eventos A -B y B que son
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mutugmente exclusivos, esto es A\JB = (4 - By URB . emonces por el axioma 3y fu

defimcion de A - B.
PAUB) =PA-E  PB)
=P{4)-FPiA N B} - PiB)
PAUB) = P4y - P(B)-P(A (Y B)
EJEMPLO 4.12
Se lanza un dado y una moneda.
Obtemendo los elementos del espacio muestral correspondiente, se tiene gue
éste Consiste en.
S =11s 25, 35, 4s, 3s, 65, la, 2a 3a 4 a, 3a, 6at
e Sea 4 el evento de que al lanzar ur dado y una moneda aparezca el mimero dos o

tres con sof

» Sea B el evento de que al lanzar un dado y una moneda caigan ninteros pares con

seil

A= {25 35} B =125, 45, 65¢ anB={2s }

como se puede ver, en los eventos anteriores hay elementos comunes, por o gie no son

mutuarnente excluyentes , en consecuencia la probabilidad en cuestion esid dada por.

P(AUBY= P(4)+ P(BY- PLANB)
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n(A) nB)y mANB)

TS TS mS)

2 3
=2 -
12 12 12 12 3
obsérvese que
AUR = {25 35 4s, 65}
¥ que

mAUR) 4 1

{, = = =
PAUB) n(s) 123

COMPLEMENTO DE UN EVENTO .

TEOREMA 3
Sea A un evento cualquiera y 5 un espacio muestral, wd que A S, 51 A  es el
complemento del evento A, entonces la probabiluiad de A° es wual a [ menos la
probabilidad de A. Es decir.
P(4AS) = 1-Pé4)

demanirag 1o

Se sabe que:
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A° = fxfred ves}

utilizando un diagrama de Venn,

por la definicion del complemento, ningin elemenso que perienezca a A puede esiar en

C .
A" porloque A AS=g » SOR evenlos mutuamente exclusivos, ademds.

AUA =8

aplicando probabilidad,

PLAUA )= P(S)
porle axioma 2.

P =1
sustifuyendo
PAUAY =

ahora por le axioma 3,

PA) - P(A) = 1
desperandp a Pi4S)
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PrAS) = 1-Pi4)
EJEMPLO 4.13

Experimento. Se lanzan 3 monedas.

Por el principio fundamental del conteo, se sabe que:

Il
%)

als) = 2,2 2

I
nionme  ny

Y cuyos elementos son.
S = fsss, ssa, sas, saa, ass, asa, aas, aaa
/
» Sea 4 el evento de que al lanzar 3 monedas caigan 2 solos exactamente
A = {ssa sas, ass} | w4 =3
e Sea B ¢l evento de que al lanzar 3 monedas carga por lo menos un sol,
B = {sss, ssa, sas, saa, ass, asa, aast . wmB) =7
e Sea C ef evento de gue ol lanzar 3 monedas caiga a lo mas un sol

C = {saa, asa, aas, gaa . iy =4

Se obiendra:
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y P(AUB)
w P(AJO)
i) P(A°)

v} P(B°)

vi P

Respuestas.

1} Comoel evennio A y el evento B no son mutuamente exclusivos, se aplicara ef

teorema 1.
P4\ JB) = P(A) ~ P(B}-P(4A N B)

por lo cual, se considera que

3 7
PlA)y== ) P(BYy=—
(=3 (By=3
¥
3
P(AﬂB)?é
por o tanio.
37 3 7
PAUB) =—v—-==—
(4U8) 8 8 8 8
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1) Los eventos A y C no tiens . elementos comunes, por 1o que oIt evemtos muluamenie

exclustvos y por lo fanto, se debe aplicar el axioma 3.
PAUCY= PLA)+ PUCY

n(4Ay wn(C) 3 4 7

- ——— e ———— = — s — = —

#(S) M8 8 8 8
1) Aplicando directamente el tecrema 3
PIAS) - 1-P(A)

TSy

2.3
8 8

ny Lo mismo gue en el caso anterior, utilizando ef teorema 3
P(By=1- P(B)

LB 7
msy 8

i
8

v Se trene por defimcion de probablidad clasica, que la probabilidad de cualgurer

evento, es igual al niimero del elemenos del evento entre el nmumero de elementos del

espacio muestral Por lo tanto, aplicando esta defiincion.
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4.2.3 PROBABILIDAD CONDICIONAL Y EVENTOS
INDEPENDIENTES.

(Definicion).
Sea E un evento arbitrario de un espacio muestral § con Pk > 0 La
probabilidad de que un evenio A suceda una ver que 2 ha sucedido o e otras palabras,

la probabilidad condicronal de A dado £, se define como:

P(ANE)
P(E}

P(4/E) =
despejando a P(ATVE) y hacrendo (AN E) = (EMA) se tiene que

P(ANE) = P(ENA) = P(E) P(AIE)

Antes de avanzar mds en este concepio, es conventente definr lo que se enliende

por eventos independientes.

EVENTOS INDEPENDIENTES.

Se dice que dos eventos A y B son independientes, si la probabilidad de que B

suceda no estd influenciada porque A haya sucedido o no.

En otras palabras, st A y B son dos eventos cualesquiera, iales que Ay B < 5,

se dice que el evento A y el everto B son ndependientes st
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PrAN\By = PiA; P(B)

Tomando en cuenta el ejemplo 4.12 se lanza un dado y una moneda, st ¢l dado
es lamzado primero y posteriormente la moneda o s1 se cambia la posicion de
lanzamiento, no afecta en nada, las formas come puede suceder el experimento Ahora
st se define A como el evenio de que al lanzar un dado caiga un mimero par y  sea B el

evento de lonzar ung moneda caiga sol, el mimero de elementos del espacio muestral

cuando es lanzado un dado y una moneda es:

as = 6 2 = 12 porel principio fundamental

"y "3 CORlea

v los elemenios que cumplen esta condicion son

25, 45, 63

e

™
I

Efun viimero par con sol} = 1

Desde este punto de vista, la probabilidad de obtener un mimero par y un sol,

3 3
es PAAy Bl = — yaque P(A)=g y PB)=

- al multplicar la probabihidad

b |

de A por la probabilidad de B resulia.

es decir

-112-



P(ANB) = Pr4) P(B)

cumpliéndose la condicion necesaria para gque dos eventos sean independientes

EJEMPLO 4,14

Experimento. Se lanza un par de monedas. ;Cudl es la probabilidad de que la primera
moneda caiga sol v fa segunda caiga sol también.
o Sea A el evento de que la primera moneda caiga sol.
¢ Sea B el evento de que la segunda moneda caiga sol,
{4 N B) seria el evento de suceda A y también suceda B y su probabrlidad es.
(4NB=1ss/ . nmAdNB) =1

y los elementos del espacio muesiral en este caso son

S=1vss, sa as, aal ns) =4

por lo tanto
_ n4NB) 1
P4 NB) = —n(S)-__ P

¢A v B son independientes 7
1
La probabilidad de que en el primer lanzarnento caiga sol (evenio A} es de 5
De igual forma, la probabilidad de que en el segundo lanzaniento caiga también sol

1 11 1
{evento B) es de 5— Por lo tanio, la probabilidad de obiener dos soles 255- 5 = Z

que al comparar la probabilidad A y B son iguales lo que quiere decir que A y B son
independientes.
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EJEMPLO 4.15

Se tiene una barqya americana de 52 cartas y se toman dos carfas con

reemplazo. Sean.
e A el evento de que la primera carta sea as.
o Bel evento de que la segunda carta sea as

;Cudl es la probabilidad de obiener dos ases al tomar dos cartas al azar?

INOTA IMPORTANTE

o (on Reemplazo. Significa que el objeto extraido al azar, se coloca nuevamente en
el compunto de oportunidades de donde fue extraido, quedando disponible en otra
extraccion.

s Sin Reemplaze. Sigmifica que el objeto extraido, no se coloca nuevamente en el

conjunto de oporturidades de donde fue exiraido, no tenrendo oportunidad de ser
elegida en otra extraccion.

En la primera extraccion se pueden tomar 4 ases de 52 cartas, dando una probabilidad

de ext i a’ei—i
e extraccion de -5 =13

Como Ia segunda extraccion es con reemplazo, un as puede se elegido de entre cuarro
ases posibles, pues la carta extraida en el la primera extraccion se regresa al conjunio

de oportumidades de donde fue exraida. Por lo que la probabilidad de la segunda
, 4 1
extraccionesde — =7

52 13
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La probabilidad de que se tome un as en la segunda extraccion después de un as fue
fomado en la primera extraccion, en ofra palabras P(B [A) . es claramente wgual a la

probabihidad de B . Es decir.
P(B|4) = P(B)
lo que significa que A v B son independientes.

Ahora, sean A, A, A,, .. .A, eventos disyuntos. que forman una pariicion

de S. Estoes Ai [ Aj =&, (Vi y V) paratodaiy paratoda].
y ademds

S=4U4,U4U4U4U. . Udn.

Al Iy £ A%




Sea Eotroevento, talque E— S y ENAt=¢

Evento E

porlotanto E=SNE y

Evento E
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E=SNE=(4U4U4U4U40 UamNE
= (4, NEYUL, NEYUA,NEYA, N UAnNE)

dado que la igualdad entre los eventos se da, al aplicar la funcion de probabilidad a

ambos eventos, se tiene que:
P(E)=P(ANEY+ P(4,NE)+ P(ANEY+ P(ANEY . +P(4n(NE)

ya que todos los eventos (Ai (| E) son mutuamente exclusivosy Ai NV E =E [ 4
emonces P(di N E} = P(EN Ai) = P(E /Al)P(Az). De tal manera que:

P(E) = P(A)P(ELA) + P(A,)YP(E|A,) + PCAYP(EIA) . +P(An)P(E] dn)

EJEMPLO 4. 16

Supongase un pequefia empresa de tejidos que obtiene su produccion con fres
magquinas miodoras M, M y M qgue producen respectrvamerite 509, 30% y 20% del
numero total de articulos producidos. Los porcentajes de productos defectuosos
producidos por estas mdaquinas son 3%, 4% y 3%. Si se selecciona un articulo af azar.
Cudl es la probabilidad de que el articulo sea defectuoso?.

Sea D el evento de un articulo defectuoso. Entonces por la formula anterior.

P(D) = P(M)P(DM,)+ P(M,) P(D|M, ) + P(M; ) P(DIM)
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= (50)(.03) - (30){ 04) ~ ( 20)(.05;

= 037

EJEMPLO 4.17

En el Colegio de Ciencias y Humamdades, el 4% de los hombres y el 1% de las
muyeres miden mds de 1.75 metros de estatura. Asi musmo, el 55% de los estudianites

son mujeres. S1 se selecciona a un estudiante al azar. (Cudl es la probabilidad de que

mida mds de .75 metros.

o Seq X el evenio de una persona de mas de 1.75
e PfH) = .45 la probabilidad de se hombre

P(M) = .35 probabilidad de ser mujer. s

L]

POX/H) = .04 probabilidad de que mida mas de 1.75 merros dado que es hombre.

P(XIM) = .01 probabilidad de que mida mds de 1.75 metros dado que es mujer.

P(X) = P(H)P(X/H) ~ POMP(X M)
(43)(.04) + (55)( 01}
I8+ 0055 = .0235

TEORFMA DE BAYES
Supéngase que A, A4,,4;, . A, es una parficion de un espacio muesiral §
En cada caso PAy) = & . La particion es 1al que A, A, 4;, ,A, son eventos

mutuamente exclusivos. Sea E cualquier evento. Entonces para cualquier Al.
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~ P(ADNP(E| A1)
P(A)P(E|A) + P(4,)P(E|A,)+ . +P(Am)P(E|an)

P(4iE)

EJEMPLO 418

Considérese la fabrica del ejemplo 4.15 y supdmgase que se selecciona un
articulo al azar y resulta ser defectuoso. ;Cudl seria la probabilidad de que el articuto
hava sido producido por la maquina M, . Ya antes se definio a D como el evenio de una

articulo defectuoso. Por el teorema de Bayes se tiene.

P(MYP(DM,)
PM, /D) = '
P(M,YP(DIM,) + P(M, ) P(DM,) + P(M)P(D|M,)
(.50)(.03)
PM, (D) =
(30)(.03) + (30)(.04) + (.20)(.05)
0 osa
037
4.3 TECNICAS DE CONTEO.

Es muy miportante entender que en todo problema probabilistico, se de deben
encontrar tanto el nimero de elementos que pertenecen al espacio muestral S, como e!

mimero de elementos que determinan a cualguier evento 4, B, C, . | ewcéterq, para
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saber cual es el valor de la probabilidad.  En algunos casos, como los que fugron
tratados fexcepto los que se uniizo el principio fundamental del conteo) esto resulte
relativamente sencillo, no asi, en donde contar los elementos se torna algo mas
complicado, haciéndose necesario wtilizar técmicas apropiadas para lograr ol
Proposito.

Es por tal motivo que se estudiardn técmcas del conteo. también Hamadas
cilculo combinatorio. En algunos casos, cuando Se trata éste tema, solo se ven
permutaciones y combinaciones, sin embargo, la forma en como seran tratadas aqui, es
anahzando en primera mstancia las ordenactones como una técnica que se hasa en el
orden y posteriormente las combinaciones, donde levar un orden de conteo no es
postble, Asi mismo, se definird y estudiard el concepto de factormal de un numero, cosa
necesaria para entender mejor algunas formulas que serdn usadas al defimir dichas

téchicas.

FACTORIAL

El factorial de un nimero entero, se define como, el producto de ese mimero por

todos sus menores enteros y es denotado como n! donde.
n!=n(n-1)in-2) . 4321
por definicion, cuando n = 0, este se determma como 0! = 1,
EJEMPLO 4.19
41=4327=24

31=32i=6
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51=54321=120

Las técmicas de conteo para su estudio se dividen en:

4 Principio fundamental def conteo
Ordenaciones Con repeticion
(mu_L-fmpoﬂanre el ordeny Sin repeiicién © permulaciones
Técnicas de conteo < \
Combimaciones

{ no umporta el oraen:

La primera técmca es el principic fundamental del conteo, la cual ya fue
defimda con anterioridad. Sin embargo en este apariado, se efectuardn ¢jercicios con
mayor grado de dificuftad y se tratard de que seqa comprendida su versatilidad y

grandes alcances. Tomando nuevamente la definicion,

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEQ.

Si en un experimento, un primer ensayo puede ocurriv de n; maneras
diferentes y si continuando el experimento, un segundo ensayo puede ocurrir de n,
maneras diferentes, y si continuando el experimento wn tercer ensayo puede ocurrir
de n; maneras diferentes, y asi sucesivamente, entonces el nimero de formas como

puede ocurrir el experimento es igual a ni+n;+n;. ...
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Coma ya Se mencions, un ensayo consiste en las repeticlones que se efeciuen en
un experimento. Asi mismo, cuando se maneja el principio, se recomenda uttlizar cajas

0 cuadros para auxifiarse en su cdlculp. Por ejemplo.

EJEMPLO 4.20

Experimento. Se lanzan 6 monedas balanceadas. jcudntos resuliados de nterés

existen”

Como en el lanzamiento de una moneda sélo exisien 2 postbles resultados de
interés, por el principio fundamental del comteo, cada lanzomrento de una moneda es

equivalente a un ensayo, se fiene gue el experimento en cueston puede ocurrir de

No. deformas = {2} 2122} 2/2| = 64

esto es, al lanzar la primera moneda sélo hay 2 resultados posibles de mterés, lo mismo
pasa con la segunda, tercera, cuarta, quinta y sexla monedd, en consecuencia, el
nimero de formas en gque puede ocurrir el experimento es 2° = 64 jormas o resultados
posibles.

EJEMPLO 4.21

Experimento. Se lanzan 3 dados.

En este ejercicio, ¢l primer ensayo n;, consiste en lanzar el primer dado, n,

corresponderia a lanzar el segundo dado y s a lonzar el tercero, quedando asi.
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dado ! | dado?2!| dado 3
No. de formas = [ 6 6 6 | =6 =216

ny H> LX)

EJEMFPLO 4, 22

En un estado de la Repitblica Mexicana, se pretenden elaborar placas para
automoviles que contengan tres letras v cuatro riimeros, se permite que las letras sélo
puedan comenzar con A, B o C, y se supone un total de 26 letras en el alfabeio espafiol
Otra restriccion es que jos niimeros no pueden comenzar en cero. L a pregunta gue se
hacen es. ,cudntas placas se pueden formar?.

Asi mismo, se pretende implantar el programa hoy no circula y se tene la
experiencia de asignar cinco colores y la terminacion de dos digitos en los mumeros
para el control y la aplicacion de esia medida. Como segunda pregunia que se hacen es
(cudnias placas se pueden formar por color?

Por wlnmo, el Sr. Gutiérrez un contribuyente wuy cumplido, desea saber que

probabilidad tiene su automovil de descansar los lunes ya que ese dia €l no trabaja.
Este problema real, se puede resolver ficilmente wtilizando el principro

fundamental del conteo, comenzando por responder pregunta por pregunia.

e Jcudntas placas se pueden formar si se tienen 26 letras y diez digitos?.
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Tomando en cuenta las restricciones que se frenen para la formacion de flas
placas, por ejemplo el hecho de que las letras tengan que empezar con A, B o (e
decir 3 formas diferentes (que ademds seria el equivalente al primer ensayo n, ) asi
como, los mimeros no pueden comenzar con cero. Obwiamente, para unlizar el
principio fundamental del conteo en esta caso, se debe adaptar éste a las condiciones

del problema, esto es:

17 letra | 2° Iefra} 3° letra| 1Y numero | 2 namero |3 numero | 4 nimero
No de placas = | 3 26 26 9 10 0 10 |
H; n; nz y T Hs He "z

= 3-26-26-9-10-10 10 = I8252000placas
o ;cudntas placas corresponden a cada color?
Se menciono con anterioridad, que se toman 3 colores en el para implantar el

programa (azul, rosa, rojo, verde y amarilloj v que a cada color se le asignan dos

mimeros, esto hace que el nimero de placas por color sea el misme en todos los casos.

Color niimeros asignados
O amaridio 2,6
B rosa 8,7
B oo 43
W verde 1,2
B amul 0.9
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efecturmdo los cdlculos.

I% letra | 2° letra| 3° letra| I niimero | 2 nimero |3 numero | 4 numerc
No de placas = | 3 26 26 9 10 10 2!
n; ns n; 17 s My -

3-26 26-9 10 10-2 = 3650400 placas

Por lo wmto, el niimero de placas para el dia lunes o color azul, es de 3 650 460
de un ftotal de 18 252 000. Haciendo esto, que la probabilidad de que el carro del Sr.

3650400

térrez de ! dia de L osenno0
Gutiérrez descanse el dia lunes sea de 18252000

ORDENACIONES CON REPETICION

Esta técnica es comimmente usada cuando los objetos gue se quieran contay
pueden ser repetidos, por ejemplo, cuando se trabaja con mimeros, o con leiras o
cuando se mide el mimero de soles o de dguilas en el lanzamiento de monedas, etcétera,

y se define como:

#ORm =n"

v se lee como, las ordenaciones con repeticion de n objetos tomados m @ la vez En

ocasiones, las ordenaciones con repeticion son llamadas permutaciones con repeticion.

EJEMPLO 4.23



Se tienen las letras a, b, ¢, d y ¢ y se quieren formar “palabras”™ de das letras,
coudnias “palabras” podran formarse?,

Es importante subrayar que algunas de las palabras que se construvan no
tendrin senfido v que una letra podrd ser repefida. Puede observarse que las

“palabras” que se pueden considerar en total son las sigutenies.

aa ab ac ad ae
ba bb b bd be
ca ¢b cc cd ce
da db de dd de

ea eb ec de ee

En este caso como $6lo se plantes ratar con 5 letras, es posible revisar ef
mimero de “palabras” construidas, pero si las letras fueran todas la del alfabeto -(26
letras) o alguna otra consideracion, ya no serig tan facil, por lo que se hace necesario
considerar como manera mds sencilla de determnar el mimero total de ‘formas™ como
“algo” puede ocurrir, asi por ejemplo, en el caso que se esta considerando, se fiene
que son 3 letras u objetos y se quieven ver “palabras™ de 2 dichos elementos, por lo

tanto, se tiepe que.

EJEMPLO 4.24

Un arquitecio estda construvendo wuna serie de departamentos y tiene la
necesidad de numerarlos, él sugiere que éstos tengan cuatro digitos de los siguentes 1,
2.3 4, 5 6 7 8y9, ccudntas casas podra numerar?.

Es claro que el mimero 1111 tendria senttdo toda vez que no estd Inmriada su



posihilidad, lo que indica, que los nimeros pueden ser repetidos y por lo tanto, se
purede Hegar al resultado con las ordenaciones con repeticion de 9 ntimeros tomados

cuairo a la vez, y queda expresado como.
oOR, = 9% = 6 561 mimeros.

ORDENACIONES SIN REPETICION

Esta técnica es usada cuando en el ordenamiento, los elementos no pueden ser
rependos, esto sucede comummente con personas , aunque fambién en muchos ofros

casos. Las ordenaciones sin repeticion son llamadas permutaciones y su formula es

nl

n0m=m

¥ $¢ lee como, las ordenaciones sin repeticion de n objetos tomados m a la ver

EJEMPLQ 4.25

Tomando el ejemplo 4.23 pero en el caso de que las letras no puedan ser
repetidas, ;cudntas palabras se podrén formar”.

Se puede faciimente observar que la palabra “de” no tiene el mismo sentido
que “ed” lo que demuestra que se debe llevar orden para contar y como no es posible
repetir lerra, las palabras ag, bb, cc, dd y ee no podrdan ser consideradas. por lo que se
obtendra el resultado por medio de las ordenaciones sin repeticion o permutaciones de

5 lerras tomadas 2 a la vez.
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5! St 5+4+3+2¢1 120

502=(5_2)':—37= 3930} =—6-:20 palabras

haciendo una comparacion con el ejercicio 4.23, practicamente serian todos los
elementos excepio aquellas en gue las letras se repiten, que a confinuacion se marcan
con un circulo y que no pertenecerian al nimero de formas de las ordenaciones s

repeticion de 5 mimeros tomados 2 q la vez, quedando solo 20.

ab a ad ae

ba@ bec bd be
ca cb cd ce
da db de @ de
ea eb ec de( ed

A

EJEMPLO 4.26

En wna cajero auwtomdtico de un bance, se encuentran formadas en una fila 10
personas, el tieimpo de espera de cada persona para poder ser atendida es de 5 mimutos

aproximadamente. jde cudntas maneras se puede formar esa fila?.
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Es mmportante hacer cierios ohbservaciones en este ejercicio, en primer lugar
(qué téchica de conteo se debe utihzar en este caso?,son ordenaciones’? y si son
ordenaciones, ;jéstas son con repeficion o sin repeticion?.  Se le cuestionaria al lector,
(e daria lo mismo estar hasta adelante de ia fila 0 hasta atras? es decir, ,le daria Io
mismo ser atendido de inmediato que ser atendido después de 3 horas y media? La
respuesta deberia ser un rotundo no, por lo que importa mucho el orden en como esién
Jormadas las personas, pues en ese orden serdn atendidas. Por otra parte, es obvio que
una persona por st misma no puede ocupar varios lugares en la fila, por lo que se
convierie en und ordenacion donde no se vale repetir de 10 personas tomadas lodas a

la vez , quedando.

s

EJEMPLO 4.27

Un sindicato desea formar su mesa dwectiva de entre 200 socios, en la cual
habra un presidente, un secretario y un tesorero. Los comicios, se prevé, serdm
refidisimos, pues todos los socios quieren pertenecer a dicha mesa directiva ya gue
esto, ademdis de darles prestigio, les dard mejores ingresos econdmiicos segun sea el
puesto dentro de la mesa directiva. ;Cudntas maneras hay de formaria?

Como rodos los socios quieren pertenecer a la mesa directiva, se supone gue en
primera instancia se disputard el puesto de presidente, el cual serd escogide de entre
200 socios, en segunda instancia, se hichara electoralmenie por el puesto de

secretario, el cual deberd ser elegido de entre 199 socios, puesto gue ya deberd haber
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sido elegido un presidente. Por wlaimo, para el puesto de iesorero Solo podra ser
escogido de entre 198 socios, Hay que tener en cuenta que una sola personda no pudrd
ocupar los tres puestos a la vez. Este ejercicio resulta sencillo sr se apiica la formula de

las ordenaciones s repeticion de 200 socios tomados de tres en tres, quedando

200! 2001 200+199+198+19%

0 05 = (200-3)! 1971 1977

= 7830400 jormas

EJEMPLO 4.28

Se nienen los colores blanco, azul, verde, rojo, café y amarillc y se quieren
Jformar banderas de tres colores contimuos y verticales. ;Cudntas banderas se pueden
Jormar? ccudnias comienzan con rojo?.

Para resolver este ejercicio, es necesario éntender que una bandera tene
serfido si se visualiza puesta en una asta, es decir, una bandera azul, blanca y roja serd

diferente a una roja,-blanca y azul.
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ademds puede haber banderas que tengan estos tres colores acomodados de diferente

manerd.

sin embargo, se pide colores contimuos y verticales.
Tomando en cuenta todo lo anierior y aplicando las ordenactones con

repeticion de 6 colores tomados de tres en tres, se tiehe.

6! 6! Ge5¢4+3!
0. = =-—= =He5ed =
=6 3 3 6 120 banderas

Joudntas commenzan coit rofo?.

Es claro que st la bandera principra con rojo, sélo tendra una forma de empezar
y ademds , 51 se pone el rojo como primer color, éste no podra ser repetido, pues st asi
fuera, la bandera seria de up solo color. Unhzando el princymo Sfundamenal del

conteo.

No. de banderas que comenzanconrojo = 1 5 4 = 20

n; n: H1
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COMBINACIONES

FEn muchos ocasioties no es posibles llevar un orden de comeo , por el hecho de
quee esto serd imposible, por ejemplo, supongase una urna con 10 bolas rojas de billar,
como las bolas de billar son idénticas, st se tomara una bola al azar con reemplazo, es
decir, se foma, se muestra y se vuelve a dejar en la urna, y se repitiera la accion  se
podria afirmar que la bola de la segunda extraccion no es la musma que la de la
primera?, no se podria garantizar el hecho de que la bolas seleccionas en ambos casos
Jueran dos diferentes del comunto de bolas de donde son tomadas o bien hubiera sido
la misma, por lo que el ordenamiento no tiene sentido.

Cuando lo anterior sucede, es necesario utilizar una técnica que no requiera del
orden para poder contar el mimero de casosy esta es llamada combinaciones y se
define como.

n!
T mi(n - m)!

n
se lee como, las combinaciones de n elementos tomados m a la vez.

Quizas las combmmaciones como iécnica de comteo, sea la herramienia mdas
utilizada para le cdiculo de probabilidades y su caracteristica principal es que como se
menciono con anterioridad, no se requiere de orden para contar el nimero de formas

en como puede ocurriv un experimento cualquiera.
EJEMPLO 4.29

Se tienen las letras a, b, ¢ y d  ;Cudntas combinaciones se pueden formar con

dos de estas letra?.
Este ejemplo, ayuda a explicar varias cosas, primero recuérdese que en

combinaciones no importa el orden, por lo que ab es la misma combinacion que ba.
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Asi mismo, aunque en este caso se pueden ver las letras y se podria levar un orden, en
este egjercicio se supondrd que eso no puede pasar pues solo serd utilizado para
ejemplificar.

El total de combinactones se despliega a continuacion.

ab, ac, ad, bc, bd, cd
notese que.

ba, ca, da, cb, db, dc

es el mismo mimero de combinaciones que las anteriores ya que no importa ol orden.

Utihzandy la formula de las combmaciones de 4 lefras tomadas 2 a la vez.

41 41 4:3420 403 12

gue san las 6 combinaciones mencionadas con anterioridad.

EJEMPLQ 4.30

Supéngase un wrna gue contiene 15 bolas de billar, donde G son bdlancas y 5

rojas. Si se toman tres bolas al azar. ¢de cudntas formas se pueden exiraer?.

1} tres bolas.

1) tres bolas blancas.

ini) tres holas rojas.

iv) dos rojas y una bianca.

vj dos blancas y una roja.

133 -



¢ namero total de formas en como se pueden tomar tres bolas cualesquiera que estas
sean sin importar ¢l color, aplicando la formula de las combinaciones de 15

tomadas tres a la vez.

oo St 1L 15e14e13-120 2730
Y3 T3I15-3) 31121 3e2e1%120 6

» nitmero de formas en como se pueden obtener solo bolas blancas .

Como hay de entre las quince bolas diez blancas, se tomardn en cuenia
dnicamente estas para calcular el mimero de formas en como se ' pueden tomar 3 de
entre ellas. Obviamente si se legasen a tomar tres bolas rojas, o dos rojas y una
blanca, o dos blancas u una roja, no revesiria interés alguno para el caso de que esia
tratando. Por lo que, este evento se puede calcular con la combinaciones de 18 bolas

blancas tomadas tres a la vez .

.10 100 10.98e7t TH
10 '3—3}(]_0_.3)[—_317l_ 3.2.1.7! = P =  formas de extraer 3 bolay blancas

e numerc de formas de séie botas rojas.
Agui como en el cdlculo anterior, sélo serian de interés, los casos en los cuales
s¢ puedan elegir bolas rojas, es decir, las combinaciones de 5 bolas rojas iomadas 3 a

la vez .

5 Cs = = = =—=]0 formas de exrraer 3 bolas rojas

T35-3) 31217 321 2
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e niimero de formas de obtener dos bolas rojas y un blanca.

Para poder enconrar le mimera de combinactones que se tienen en  'v caso,
que estarian dadas por la formas en como se pueden tomar 2 bolas rojas por las formas
en como se puede oblener una blanca, esto haciendo uso del principio fundamental def
principio fundamental del conteo, donde el primer ensayo corresponderia a las formas
de extraer dos bolas rojas y ¢l segundp las formas de como puede ser exrraia una

blanca, estaria dodo por:

st 5t 5+4.30 20
5C2 m———— == —— = i de formas de extraer dos botas rojas

T2 T 20317 2431 T 2

10t 10t 10+9!
10 C} == = 10 wode Jformas de exiraer una bola blanca

Tngo-ntoof o

De donde.

No. de formas de 2 rojas y una blanca = =10 16 = 100

n; "2

» andlogamente el nitmero de formas en como se pueden extraer 2 bolas blancas y

una roja
Dos bolas blancas de diez que hay, se pueden tomar.

__ 100 10t 10-9+81 %0
T2W10-2) T 281 2.8 2

IOCZ
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una bola roja de 3, se pude escoger de.

(=5

por lo que el ntimero de formas que hay de sacar dos blancas y una roja, esta dado por.

Wl G = 45 5 = 225
resumiendo.
Extracciones No de formas
3 blancas 126
3 rojas 10
2 rojasy 1 blanca 100
2 blancas y 1 roja 225
total 455

Como se puede observar en el cuadro antertor. se muestran resumidas 1odas las
opciones que se tienen en el experumento de sacar 3 bolas al azar de 13 que contiene
una urna, de las cuales 10 son blancas y 3 ropas. Hacrendo un pequefio andlisis de lo
que esta ocurnendo, el fotal de formas esta compuesio por las jormas en como se
pueden tomar 3 bolas blancas, 3 bolas de color rojo, 2 rojas y una blanca y dos blancas

Y und raja.

- 136 -



EJEMPLO 4.31

El grupo 564 del curso de Estadisnica y Probabilidad 1 del Colegio de Ciencias
vy Humarudades, Plantel Vallejo, quiere formar una comision de tres personas que los
representara en todos los compromisos que pueda tener el grupo. jDé cudntas maneras
se puede formar dicha comision?.

Fste ejemplo a diferencia del ejemplo 4.27, en el que se tenia que formar una
mesa directiva con importancia en los puestos a ocupar, aguwi, no tiene mnguna
importancia el peso de los miembros que pertenezcan a la consion, por lo gque, de la
Jorma en como se elijan los tres mmembros de la comsién siempre sera la misma
comision, haciendo nula la importancia del orden en como se puedan ser elegidos y
por tal motivo, el uso de las combinaciones para caicular formas en como se forma

dicha comision. El total de formas esta dado por:

341 341 34+33+32.31 35904

34C3=3.f(34—3)1:3!31|* 3e2+1s311 6

= 5984

Es muy importanie entender, que el estudio de las técnicas del conteo, se ileva a

cabo con el firme propésito de gue éstas sirvan como una fuerte herramienta para el

calenlo de probabilidades.

FEn algunos casos, los diagramas de arbol, pueden servir de ayuda para resolver
problemas probabilisticos sencillos y proporcionar upa manerd fécil de visualizar las

formas en como puede ocurrir un experimento. Por ejemplo.
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EJEMPLO 4.32

Un agente vigjero desea saber cudntas rutas puede lomar para legar por
carretera de la Cindad de México a la Crudad de Puebla, él sabe que para lograr su
objetivo, necestta pasar por dos crudades mtermedias y sabe por experiencias propa
que de la Cindad de México a la primera crudad mtermedia, hay Wres caminos
diferentes (C;,C: y Cs ), que puede tomar y de lg primera ciudad intermedia a la
segunda hay solo dos rutas a seguir (R; v Ry). Sin embargo, para llegar de la segunda
ciudad intermedia a la Ciudad de Puebla existe un solo camino ( Pi Cudl es el

namero de rutas gue el agente puede seguir?.
Ry (d. de Puebla
Cr <
Ro———— (4 de Puebla
R; Cd. de Puebla
Cd. de México C:
——

Cd. de Puebla

R; ¥ Cd de Puebla
[89) <
Ra

Cd. de Puebla
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lo que proporciona 6 rutas diferentes en toral
EJEMPLO 4.33

El Sr. Dominguez hiene 4 trayes, (café, verde, negro y amarilio} y dos corbaias
(gris y guinda). El siempre al vesurse primero escoge el traje y posteriormente ia
corbata. (Dé cudntas formas puede el Sr. Dominguez combinar sus trajes con sus

corbatas ?

dando como resultado un total de ocho formas.
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traje corbata No. de formas

gris café con gris
café <

guinda café con guinda

s

gris verde con gris
verde <

guinda verde con guinda

gris REZTO CON £Tis
negro <

guinda negro con guinda

gris amarillo con gris
amarillo <

guinda amarifle con guinda



VARIABLE ALEATORIA

El estudio de Variable Aleatoria a mvel media superior no es sencilla, muchas
autores manejan este concepto con diversos critertos de profundidad que van desde to
mds elemental hasta lo mas compleo y teérico. En esios apuntes se tratard de cuidar
el mvel de enseiianza que requieren los alummos de la Fscuela Nacional Colegio de
Ciencias y Humamdades. Aun cuando la forma en como se analizard es ligeramente
complicada, se hace con el firme proposito de mostrar el espiritu matemarico, sin
descurdar los objetivos esenciales de este trabajo. Es decrr, tratar de que los
conceptos gue se manefen aqui sean lo mds compresibles a dicho mivel académico Asi
nusmo, los efemplos que se manejen deberdn de ser los mds sencillos.

Es obvio, que existen ejemplos en donde el trabajo que hay que desarroliar y ¢!
hempo que hay gque mvertir para lograr el resultado deseado, sobrepasa los alcances
de esta exposicién , dichos ejemplos corresponderian a experimentos concepiuales en
donde la caracteristica en estudio o la informacion que se estd utilizando es tanta que
se considera de npo confirmio, como podria ser el caso de la estarura, el peso, la edad,
entre otras. Por lo cual agui no serdn tratados.

A contrmuacion se revisaran de manera directa las definiciones que permitan
ubrcarse en el proceso de construccion de un espacio de probabilidades y que
posteriormente facilitardn el manejo de la defimcion de lo que es una variable
aleatoria.
¢ Espacio Muestral. Fs la coleccion de todos los posibles resultados de un

experimento y se denota con la letra S.
o Espacic de Evemtos a . FEs una coleccion gque se compone de todos los
subcompuntos posibles del espacio muesiral asociados con un experimento.

* Funcién de Probabilidad P. Es una funcion con dominio en a fespacio de
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eventos) v comtradommnmno en el mtervalo {017 | que es como ya se menciona con
anierioridad, el wnco intervalo donde esta  defimda la probabilidad). la cual

satisface los siguientes axiomas o propiedades

i) 0 < PA) <1 La probabiidad de un evenio cualguiera A que pertenezca al
espacia de eventos es menor o igual a 1y mayor o 1gual a cero
) Prs) = 1 La probabilidad del espacio muetral es igual a la umdad (evenio
cerlezal.
np St Ay As, Az Ay son eventos mutuamente excliusivos 0 disyunios, es decr
no fienen elementos comunes entre 81, y pertenecen todos al es espacio de evemaos o
. entonces, Pl A, U AU A4, J=Prd; j- PlAz) - Prd ) - P4, ) -
la probabilidad de la wwmion de los evenros es igual a la suma de s+

probabilidades. )

v ires leoremas

1 POy =0 Laprobabilidad del evento nulo es igual a cero.

1} St A es un evento en que esta en el espacio de evenios ¢, enfonces.

P(ATY=1-P(A)

my Para cada dos eventos A, B que estén defimdos en el espacio de everntos a

Pi~ _B)=P(A)+ P(B)- P(ANB)

» Espacio de Probabilidad. Consiste en la mipleta § (espacio muestral), o fespacio

de evenros) y P (una funcion comjunto de probabilidad) .
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Se dice que X es una variable aleatoria, si X es una funcion real definida
sobre un espacio muestral § como dominio y contradominio el conjunto de los

nizmeros reales.

En general s debe considerar que una variable aleatoria X es una funcion que
asigna un cierto valor a los eventos elementales del espacio muesiral. La funcion X
debe ser ial que sea posible determinar al conjunto Ar defirudo por Ar=7 w/xtwi<r,

como elementos del espacio de eventos a .

donde:

reR

w  son los evemos elementales que pertenecen al espacto
muestral § .
EJEMPLO 4.34

Experiménto. Se lanza un dado.

Ei espacio muestral § de todos los posibles resultados de mterés es representado por:
P R
que por simphicidad es denotado por.
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$ = 7023456}
donde la cardmalrdad o mimero de elementos se S esta dado por
ni{S) =6

En este caso la variable que se fratard es la que represeniu el numero de

punios que ene la cara que esta hacia arriba.

(bsérvese que esta variable aleatoria, lo que esta haciendo es lo siguiente

X( « ) = Xth=1

X(t, ) - X2y=2

X (', ) X3=3

X (= XA

»

Xr°0 )= X055

Xevi )= X6 =6

Notese gue una vanable aleatoria $6io tiene sentido en los evenlos efementales

del espacio muestral ) no sirve para aplicarse a todos Ios elementos del espacio de
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eventos, pues no liene sentido querer aplicar la a.jumcion en cuestion a evenios lales

comoi 1.6} 6 724,64
Aunque es mds o menos facil defimr wna varable aleatoria. dado un
experimento concepiual, demostrar gque una cieria transformacion adoptada cimple
con la defimeion de variable aleqtoria, es un poco laioso pues ¢y necesdario
corroborar que para cualquier vumero real " r 7 el conpuiio Ar correspondieniv, es

elemento del espacto de evenios « .
En el caso del experimenta de lanzar un dada, se tiene lo siguente

subconjunto de los reales

en donde esta dejfimd:z

—

la varable aleatoria en

esie cave \
v
v

4]

\
|
[
Ly

como se observa X es una funcicn gue va del espacio muestral & a los reafes en

wmbolos, X: 8§ — R eneste caso, X es una funcion que va de § a un subconpunto
de los mimeros reales (1, 2, 3,4, 5, 4).
De acuerdo a la variable aleatoria considerada se puede observar que exrsien

los siguientes conpuntos Ar; @ saber parar < [

fwixpwsrb =17} - @

Si 1= r < 2 el Ar en cuestion estd dado por

S 144 -



)Jw/X(MJSrf"-'{: foAfrf
St2<5r 3 el Ar correspondiente serd
fwl Xwpsr p - A2

S13<r < 4 el Ar correspondiente serd

fw/X(w)Sr}if - ,7-'“-_ ,2}251.2,3}

St4 s r <3 el Ar correspondiente serd

twlXowsrb=o

Si5<r <6 el Ar correspondiente serd

fwiXtwysrp =4 o DL -4023.4.6}

St 6 £ r el Ar corresponderd a

e D A=A 2.345.64

{fw /Xow) s rf=v

La descripcion amenior, parece ho ser myy expliciia, sm embargo, para
entenderia mejor se sugiere revisar el sigutente caso

Considérese los valores 31 v 3.8 Para el primer valor, el conjunio Az, | es
¢l conpunite de todos los evenios elementales, miembros del espacio muestral, tales que
al aplicarseles la transformacion considerada, esto es la definicion de variable

aleatoria, el valor que da es menor o 1gual a 3.1 en este caso, ¢l comjunto en cuesnon,
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s1 Se revisa con cuidado estd dado por <, ., ..}, observe que los elemen-

tos LIy : no pueden pertenecer a dicho corgumio pues, cuahdo se les
aplica la varable aleatoria en cuesnin el valor que se obtieng es mayor gue 3 1

De manera andloga puede observarse exactamente lo mismo con el valor de
3.8, nuevamente el conjunto 7 : , i , : # es el comunto que al aplrcarse la
transformacion, esto es X( : J=1, X i =2y : J = 3, el resultado co-

rrespondiente en cada caso es menor o 1gual que 3.8y L., ol ¥ 1L o
forman parte de ese conpunto pues X(%1 j= 4. X(- ) =5y X(:: j= 6. da
en cada caso valores superiores o mayoresa 3 &.

81 s5¢ considera cualguier otro valor del intervalo 3 < v = 4, el conpunto gue
se obtendria seriq el mismo, De 1gual manera se puede hacer en los otros intervalos y
cerciorarse de que los conjunios Ar estan dados en la forma como ya se especifico.

La cardinahdad del espacio muestral es 6, esto es n(S ) = 6, por lo que se
generan 7 regiones en el conjunto de los reales, mismos que dan hugar a 7 conpimios
Ar diferentes, los ya mencionados.

Cemo se puede observar los compunios Ar  obfemdos, fodos s excepcion
pertenecen al espacio de eventos a , se sugiere al lector corroborar tal hecho

Lo anterior permite observar que la defimcion de variable aleatoria adopiada,
determmea un conjunto de elementos del espacio de everios, que no abarca a todos sus
componentes, sine a los que estan especificados, de alguna manera, por la relacion

que se establece con ella misma.

El numero de elementos que perienccen al espacio de eventos a esta dado por.

n(a)=2"

=2" - 64

orra manera de expresario es -
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n(@) =35Co+ 401 45Cot 5Cs +6CatCst 6Caf

= fe6+13-20-15-6 /- 64
que Significa que el espacio de evenios estd compuesio por los conuntos sSiguienies
1 el conjunto que tiene cero elementos de S, esto es el

a o 1/

es dectr el conjunto que no tiene mngtin elemento.
1) los conjuntos que tienen un solo elementode §.

{147247347 4} {5/7¢6*
111} fos que tienen dos elementos diferentes de S.

{135 1145, 1154 {165 1234 124} 1255 1264 {344 1354 {36/

1wy los conjunios que fienen tres elementos diferentes de 8.
{1234 {1244 1254 f126f {1345 {13354 {136l {145}

{1465 11564 12345 f245} 123642454 ¢246/725647345} 7346/
135,64 {456/



v).- los conjuntos que tienen cuatre elementos diferentes de S.

41234} 11235} {12364 {12455 {1246}
4125649134354 713465 113365 (145645723455 72346¢
{23565 {24565 {3456/}

vi}.- los confuntos que tienen cinco elementos de .
12,3455 {12346/ 11,2356/ {12456/ {13456/ 7123456/
vii).- por gltimo el conjunto qute tiene todos los elementos de 5.
11,23 4,56/

Con lo anterior se puede ver que al darle valores a r se forma la coleccion de
eventos llamada espacio de eventos y por mds grandes que se le pudieran asignar esos
valores, seguird perieneciendo al espacio de evenios, quedando asi formados el

espacio muestral § y el espacio de eventos a .

a- 1@, 1145925033740 {5h06b 11,20 1,34 145 715 11,6/ 723}
{244 1235 1265 {345 1353 4365 (454 146} {56/ 41,23/
{1,244 11254 {126/ 7134} 7135/ 713,64 {1455 7146/
(1564 723441245/ 1236472454724647256473457 {346}
135645 1456/ {12345 11,2355 {1236} {12454 {1246}
112565 134355 {13465 {1356} {1456/ {2345} {2316/
123565 724565 13456/ {12345} 112346/ 12356/
(124564 713456F 123456/ 11.2.3456/.
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el espacio de probabilidad asociado consiste en la wripleia

(S, P, o)

Por lo que faltaria obtener la funcion de probabilidad P gue 5 aguelia gue
asocia a cada punto del espacio muestral | su probabiiidad

Ahora, s1 s es un punto cualquiera del espacio muestral § y X es una
variable aleatoria, entonces X(s) es un valor de la variable aleatoriaen §

En el ejemplo que se esta manejando, el espacio muestral consiste en sels

puntos s; = . ;s =T, L8 T, [ 84 =

(TR ;S5 = L . La variable aleatoria puede tomar los valores X,
KXo, Xo Xeo X5, Xo defimda por X, = numero de puntos que tiene la cara que esta
hacia arriba en el dado cuando esie es lanzado s,. Lo que puede ser representacdo en

la siguiente tabla.

punios en § 55 Sz S; 0 8s S5

X(s) ! 2 3 4 5 6

como § es un espacio muestral en donde esta defimda un funcion de probabiidad,

enilonces se puede escribir

PX=1) esdecir P[{s/X() =1/] = Pls) =~ 16
P(X =2 esdecr P[{s/X(s) =2/] = Pfsz) = 16
P(X=3) esdecr P[{s/X(s) =3}] = Plsz) = 16
P(X =4 esdecir Pf{s/X(s =4}] = Plss) = 16

I
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P(X =35 esdectr P[{5/Xy
PX = 6 esdecir P{{5[X(y

olra manera de expresario es’

16
Jx =

o bien

Ling variable aleaioria X se llama discreia si sélo toma wn yumero finto,
numerable de valores de X | supomendo que X loma solo los valores X, X,

SXn),
. Entonces la probabilidad del evento 4

. Y con probabilidades f(X; ), f(X:),
subconjunto de los puntos X;, X, X,

que se escribe P(A4) se define como:

~54] = Pig)
:6}] - P(S'o)

st x = [ 23456

en olro cdso

16
16

¥ supomendo que A es un



Pr4) = T Xy
donde.

ZHX) - la suma de iodos los valores X1, que evtan

en el evenio A.

por ejemplo P(X = 1) significa la probabiludad de que X varwable aleatoria tome el
valor de I, P(X = 2) la probabilidad de que X variable aleatoria tome el valor de 2 y
asi sucesvamente,

JX) puede ser llamada funcion de densidad discreta o simplemente densidad,

si cumple las siguientes propredades.

fiXy =20 =12 toda probabilidad debe ser mayor o 1gual a 0, 3
EHXy = I la suma de todas las probabilidades debe serigual o 1.

Sigurendo con el ejemplo del dado.

X JX
I s
2 16
3 16
¥ 16
3 16
g {6

2fiX) - 1



Fs claro gque st se toman los elementos del espacio muesiral, la probabilidind do
, 1
cada uno de ellos serd 1gual a PR la suma de las probabilidades es yowad o 1

Cuando esto sucede, es decir cuando la variable aleatoria en cuestion, propordong
probabilidades iguales en cada wnc de sus elemenios | se dice que e estan
distribuyendo uniformemente dichas  probabilidades ) por o tamo es lamada

distribucion de probabilidad uniforme y también serc discreta.

Graficando.

Fix, ) Distribucton de
1 probabilidad uniforme discrela
176 * - . N . .
s X varwable
0 I 2 3 4 5 6 aleatora

Oiro efemplo que se pude desarroilar es el que corresponde al lanzamienio de
una moneda legal 3 en ef cual se tratara de Hevar a cabo el mismo proveso gue en el
ejercicior anterior.

EJEMPL( 435

Experimento. Se lanzan wna moneda.



El espacio muestral S de 1odos los postbles resultados de interés, es representado por

S= sal . dguila

donde el mimero de elementos que pertenecen al espacio muestral esta expresado por
nis) =2

Si se define la variable aleatoria como aquella que represenia el mmerc de

soles que caen al lanzar una moneda, es fiacii observar que

X( sol )= X7l) = sol

X( dgutla ) = X(O) - dgl.'!l'(l

e

de acuerdo con la variable aleatoria defimda, existen los sigurentes conpuntos Ar. Para

r .-l

Ay =iwlXwys-1} =1} -2

es decir el evenio tiepe cero elementos de §.



Parar =0,

Ay =Tw/Xws0}=Fal-0

por ultrmo para cuando ¥ = 1

A =TwlXw<i}t="Fa,s}-0,1

con lo que se obtienen todos los elementos que pertenecen al espacto muestral

se sabe que :

nia)=2"=2 =4

de donde

a=1@ {at {stisall

la funcion de probabilidad P es aquella que asocia a cada punto del espacio muestral §

su probabilidad. El espacio muestral en este caso, tiene dos puntos 5; = agula
. La vaniable aleatoria puede tomar los valores X; = 0 y X, — 1 ya que

s- = sol
ésta esta defimda como el numero de soles que caen al lanzar una moneda. Como S es

un espacio muestral en donde esta defimda wn funcion de probabilidad, se puede

escrifir.

P(X=0jesdecrP[{s[X@5j=0/}]=Ps,)=12
Prx=1)esdecir P[{s/[Xts)— 1 }]=Pis:j=12

gue puede ser representada como:
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12 s X0 7

J(X)=
0 en otro caso
o hien
20
) g {2
i 12

es sencillo comprobar que la suma de las probabilidades es igual a 1y que sus valores

son enteros numerables por lo que es una distribucion discreta, graficando.

PX)
+ Dhstribucion
iz . discreta
|
I
L—‘——%—b
& ! X variable aleatoria



EJEMPLO 4.36

Experimento, Se lanzan dos monedas legales
El espacio muestral S de todos los todos los posibles resultados de nireres en ef

caso de lanzar un par de monedas, es el siguiente.

AT LT T S -
8§= sof sl sof dguia ,  agwla sol ,  agwla  uguila

e es representado como,

S = {55 sa as, aa }

de donde
nS) =+

Sr se define la variable aleatoria como el niimero de soles que pueden caer aj

lanzan dos monedas legales, enmtonces

Xy /s;! ,:o-!‘ ;= X102+ sof sof
X0 sl aula s = X(1) = sol dguila
Xf d;;za s;.; ;= X(1)= aguilasol
ule agals ;= X10) - aguwla dgui

X( aguila
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lo que ndica que la varable aleatoria asi definida puede tomar sélo los valores 0,/

Yy 2. Los comuntos Ar gue se pueden obtener con respecto a esia variable som
Parar < -,
A, =fwlXpws-1t- 1} @

notese que al igual que en efercicio anmterior, mngin nimero real menor gue cero

pertenece a la variable por lo cual se formaria el compunto s elementos o comunlo

vacio.
Para r=20,

*{w/){(w)_‘f()}-— {aa b 0

-

ha
<
f

para cugndo  r=1.

1

A =fwlXtwi< ]/t~ Fsaasfp - 0,7

parar =2

A =fwlXew) <24 = {saas, s f - 0,12

con lo que se obtienen todos los elementos que pertenecen al espacio muesiral,

se sabe que -

Hia)=2"" =2 =g

de donde



a = 1 @, faat, fast, {sal {ssf
{ taw) (as) F, {laay.(as) b, {(aa).(ss) }
/ (as),(sa) ¢, tss),(as) b, {ss).tsay /
ftaay,(as).(sa)  {t5a), (av. iss) ?
f(aaj (sa),(s3) f Ttaaj, (as) (ss) }
fraa), fas), (sa), {ss) A}

en este caso, F serd la funcion de probabilidad que asocia a cada punto del espacio
muestral § probabilidades de 1. El espacio muestral tendrd cuatro puntos de interes
= P — -

st -
81 = aggwle agwle [ S = aguilg sol ;S 5= sof agwia . Sg- sof A
PN — e .

La variable aleatoria prede 1omar los valores X; =0, X, = | v X: de acwerdo en
como ésta fue definida.

La funcion de probabilidad, se puede escribir.

P(X=0}esdecirP [{s /Xr’.sj:O}] =Pis; )= 14
P(X=1])esdecr P[{s/X(sy=1}] =Pty 14
PlX=1)esdecr P[{s[X(sj=1}])=Plssj=14
P(X=2)esdecr P[{s5[X(s)=2}]=P(ss)="4

que puede ser representada como:

1y s X = 02
frX)= 2 s X - ]
0 en Ot caso
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o hien

X fixy
o I
/ 72
2 I+
graficando.
Pix)
. Distribucion
i2 * discretn
FZN *
i 7 2

X variable aleatoria

Como un erercicio adicional, se sugiere al lector. gue analice o case

relactonado con el mismo EXpErimento conceptual en donde ahora considerard come

varable aleatoria a la relaeicn que a todo resultado posible del e

SPacto mmestral, fe
asigna el valor que consiste en que al mimero de Punios de la carg superior, e resia

sers wnidades y al resultado e aplica la funcicn vaior absoluio, esto es, en simboles-

Yow) =/ w-6/ conw Ay



4.4.1 ESPERANZA MATEMATICA

Ahora s1 X es una variable con distribucion amerior, entonces la media o
esperanza o valor esperado de X, denotado por E(X) o p(X) o simplemente ! g se

define como.

E(X) = X; P(X, ) — X P(X,y )~ - Xo POX)

- > P

Esto es, E(X) es el promedio ponderado de los valoves pasibles de X, cada valor
ponderado por su probabilidad. En otras palabras la esperanza o valor esperado ner ey
mas que el valor que resullard s1 se repite un numerc muy grande pero muy grai Je de
veces uit clerio experiments que se desee realizar, Se suman los resultados obienrdos en

cada caso y se divide el total por el mitmero de veces que el experrmento se ejeculo

A continuacion se calculard el valor esperado para los tres ejemplos anterrores

para los gque fue definida una variable aleatonia.

En el caso dado.

E) = (L16) - (2)(1 6~ (3)(1 6) ~ (49(1 6) - (3)(4 65 - (6)(1 6
= 16-26-36-46-36-66
~2]6=235

Otro ejemplo que s¢ desarrolic fue el correspondiente af lanzanuento de unu
moneda legal y en el cual se rarara de llevar a cabo el mismo proceso que en el

ejercicio antertor Calculando su valor, se tiene.
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EX)=¢0 12)- 11 127
- 12

Asi mismo, para el experimento cuando sen arrajadas dos monedas legaioy se

fiene

ECG =(0 14)- (1 24) - (2 14)
S0 - 24 24
= 4=/

Un ejemplo un poco mas complicado al cual se le puede calcular el valor

esperado es el sigurente
EJEMPLO 4.37

Experimento. Se lanzan un par de dados legales.
81 se define la variable aleatoria come agrella que represenia la suma de los
puntos que caen al lanzar un par de dados, entonces, el espacio muestral S consta de

36 parejas ordenadas .

(1L1). 2,1,(3.1), (4,1), (5,1}, (6,1)
(1.2, (2,2), (3.2), (4.2), (3.2). (6.2)
(1.3), (2,3, (3,3), (4.3). (3.3). (6.3
S o= (1.4), (2.4), (3.4), (4.4}, (3.4). (6.4
(1,3}, (2 51, (3,3}, (4.5), (3.5), (6.5
(1.6}, (2,6}, (3,6}, (4,6), (5.6). (6,6)
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se puede observar que la variable aleatoria puede tomar los valores de 23 husia 12 de

acuerdo en como fue definmda la variable aleatoria, se nene gue

Xe Jormas en como puede ocurnr Pexy)
2 fLp 36
3 (12411 236
4 (1,3).42.2),43.1) 336
5 (1,4),02.3),03.2),(4.1) 436
6 (L3)(2,4).(3,3).(4.2}.5.1) 536
7 (1,61,(2,5),(3,4},(4.3),(5,2).06,1} 6 36
& {2,6),(3.3).(4,4),(3.3),(6,2) 336
9 {3,0).(4.5).05.4).(6,3) 436
10 (4,6).(3.5).(6.4) 336
11 (5,6),06,5) 236
12 16,6 136

ahora calenlanda el valor esperado, se tiene.

EiX)=201 36) - 3{2 36) - 4(3 36) - 5(4 36) - 6(536) /636, &5 36)
~ 9f4:36)- 10(3 36)— 11(2 36)- 12(1 36)

-236-636-1236-20:36- 3036- 4236 - 4036 3634
3036 - 2236~ 1236

=23236=7
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otra manera de obtener el valor esperado, es por medio de una labla, como la gue

sigue,

AT Pexuy XiPiXxi)
i 2 - 136 236
3 2 36 6 36
+4 336 12.36
") 436 2036
1) 336 30 36
7 6 36 42.36
8 536 40 36
9 436 36 36
10 336 30 36
i1 236 22 36
i2 1:36 1236
i XiP( X1y =
)
23236 -7

442 VARIANZA.
4.4.3 DESVIACION ESTANDAR.

Otro pardmetro que es considerady cuando se esta trabajando o utlizando ef

concepto de variable aleatonia, es el de varianza denviadp por &, o bien su raiz

cuadrada Hamada desviacion estdndar o fque serd estudiada posteriormente)
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La varianza y la desviacion esuindar son medidas de dispersion, e decir puden
fa dispersion que tienen los valores de una variable aleatoria con respecto al valor
esperado.  Este parametro puede ser obtemdo para cwando la variable es discreta y
para cuando es contimua S embargo, en este trabajo solo se Hevara a cabo el caso

discreto. Se define como:

A
7

& = (M- EY )

=1
cuyo desarrollo es.
o = (X, - E(X))’ P(X,) - (X:- ECX))° P(Xs ) - - (X, - X PO,
obternendo la varianza para cuando es lanzado un dado legal v la v able aleatoria es
defimda como el mimero de puntos que aparecen en la cara que cae hacia arriba, se

tiene que, el valor esperado que resulto en este caso fue de 3 5, por lo tanto calculando

fa varanza .

o - (1-357(16) + (2-3.5°(16) ~(3-35°(16)~ (4-3.37(16
(5357 016) - (6-335°(16)

=(-25P (L6~ (-157(1:6)~(-03°(16)- (03°(16) -
(152 (16) - (258 (16

(625716 - (225){16)~( 025716} - (025 (16 -
(225001 6)~(6.25) (16

—(1.0416) ~ (0.3749) - (0.0416) - (0.0416) - (03749) 1 0416)

- 164 -



- 29162

Como se mencione, la desviacion esiandar es la raiz cuadrada de ja varianza,

e consecuencia, wsta puede se defimda como-

o = X iXi- EfXy7 P

o hien
o- o
= variansa
de donde
c=  2.9/62
= [.7076

Caleulando la varianza para cuando es lanzada una moneda v la vaable
aleatoria es la que representa le mimero de soles que caen al lanzar una moneda  Se

obtuvo come valor esperade 12, por lo que .
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& = X (Xi- EX)y Poxy

o

=F0-"2). 7 (1-7:)

¥y euya desviacion estandar estaria dada por

3y para cuando se lapzan dos monedas y X = mimero de soles cuando son lanzadeas
dos monedas legales.

& = 0-17 4= (1-07012) - (2-17 (14
= (-1 04y - (0712 (-1 4
SO - (0 12)- (1))
/RN
=72

de donde.
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5.- FUNCION DE DISTRIBUCION,

Anteriormemnte ya se bosqueis cual es le procese de construceron de una func ron
de distribucion acumulativa, a partr de la varable geatoria que se le asocia, y
también se vio que la funcion de distribucion se puede determinar a partir de conocer
fa funcion de distribucion acumulaing o viceverset

Auwr cuando el mimero de funciones o distribuciones que se han desarroliado e
bastante 1mportante y su utifidad ha sido ampla, los apuntes para un curso
ntroductorio de estadistica y probabilidad no pueden pretender mas que reviar oy
casos de disiribuciones relativamente mds sencilios o mas populares, 1al es el cavo de
las dystribuciones uniforme, Bernoulli y bmomal, todas ellas discretas 3 en el caso
contiug sole se revisqrd la distribucton gausiana o normal, lg mas imporiante

distribucion de la estadistica.
5.1 TIPQ DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD.

5.1.1 UNIFORME

Una distribucion umforme es aquella en la que, en wna variable aleatoria, los
punios en donde fiX) = 0 fiX) tendra siempre el mismo valor, esto es, la msma
probabilidad. Un ejemplo de este tupo de distribucion, es el lanzamenio de un dado
legal en donde la variable aleatoria se puede defimr como el mimero de PHHIOS Gue
aparecen en la cara que cae hacra arriba fque ya fue watado en el capino anterior)
Lis posible observar facilmente que para cada punto que perienece a la variable

aleatoria asi defimida, la probabihdad es de | 6

Xi { 2 3 4 5 6

PXy) 16 16 16 J6 16 16
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Orro ejemplo pued.  r aquel que representa el sexe de un rectén nacido Vu gie
de cualquier jorma en como sea defina wuna variable alearoria en esie s, la

probabilidad de hombre es 1gual a la probabilidad Je prger y esta es de -

5.1.2 BERNOULLI

FiI ensaye de un experimento se Hama Bernoull, cuando en su ejecucion, solo
hay dos resultados posible, éxito o fracase, mito o mia, crerfo o falso, vida o muerie,
enire otros. Se acostumbra denotar las probabilidades asociadas a dichos resultados
por p  (probabilidad de éxito) y ¢ =1-p (probabilidad de fracaso). Ly evidente
que p y q no podrdn ser negatvas y que ademas p - g - 1 Cuando ¢l
experimento se abserva ung solg ver y tiene asociada a él ung variable aleatoria que e
distribnye como una Bernoulli, se dice gue ha ocurride un ensayo Bernoulll

Por ejemplo, supongase que se lanza una moneda legal y se observa la cara que
aparece. La moneda s6lo tendra dos elementos de nierés en este caso, sol o aguila
Supéngase ademds que se desea gue un sol aparezca ol lonzar ta monedz. - - deciy gue
st la moneda cae sol, se apegard a lo deseado y por lo tanto sera flamado exito 3 se
denotarc por p . 5t por el comtrario cavera una dguila, o cual no cumple con lo

deseado, serd considerado fracaso y se denotara como ¢ =1 - p.

5.1.3 BINOMIAL

Fs converiente mencionar que la disiribucion Bernoullt proporciona las base-
para enlender lo que es la distribucion binomial | ya que n ensayos Bernoullt forman
wna bmomual.  FEn ofras polabras wna Bernoulll puede ser considerc  como una
binomial en donde se ¢jecuta un solo ensayo.

La distribucion binomial ocurre s1 se esta interesado en ef mimero de veces gue

Strcede un evento A en n ejecuciones independientes de un experimento aleatorio, con
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dos resultados, donde a uno elios se le dencta con “ p * y se le define como la
probabilidad de éxito y al otro con * gy =1 - p » probabilidad de fracaso (dichas
probabriidades deberdn se calculadas fomando en cuenta un solo ensay o biuomuals
Supongase que X es una variahle aleaioria gue toma valores 01,2, Donde el
ntimero de veces que es realizado el mismo experimerio esta dado por n ( Notese gue
la variable aleatoria podrd ser el mimerc de soles o de dguilas en n lanzanienion de
una moneda, o el wmimero de nifias que exn e menios , o el numero de verdades err
un text verdadero - falso; etcétera  y que ademds la probabilidad de éxito p podra ser
defimida de acuerdo al mferés que se tenga en alguno de los dos resultados.) St p es la
probabilidad de éxito y ¢ = 1 - p probabilidad de fracaso, se dice que X trenwe una

distribucitn bmomial st.

P(X) _ n'C‘X p.\ qfrr—,’a'/
y
El calculo de la esperamza o valor esperado, la varianza y la desviacion
estandar, en el caso de la binomal resulta sencillo, pues basia muitiphcar el mmero
“ o ow

de veces en que se repite el experimento, que fue represenio con " por la

probabilidad de éxito “ p ¥ . Es decir.,
\ EfX) = np

or lo aue se refiere a la varianza o es suficiente multiplicar el mimero de veces en
P {

qus s repetido el experimento por la probabiiidad de éxito por la probabilidad de

I3

Sfracaso “ g =

varianza & = npg
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por wlimo la desviacion estandar o, es igual a la raiz cuadrada de la varanza, por o

1anlo

desviacion estandar ¢~ g

5.1.4 POISSON.

La distribucion Poisson, es [..mada asi, debido a que S D Porsson la introdujo
en 1837  Esta distribucion como un distribucion mfinita contable, se presenia en
muchos experimenios © fenomenos reales, lales como, el nmumero de llamadas
telefonicas que llegan por minuto en un tablero de disiribucion. el nimero de erratas

por pagina en un libro o en un documento grande. eicélera

La Poisson se define como.

e i
PX)y=—5 X123
X!
donde -
A =0 uHQ CONSIante
€ la funcion exporencial y su valor es 2 7182
X variable aleatoria

de rgual forma gue en la binomal, el cdleule de algunas de sus propiedades es sencillo

Y aparecern d cORIMUacion
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kX)) A
variror o - A

desviacion esidb... & A

Esta distribucion es ung aproximacion convemente de la distiribucion binonial
en casos en donde sucede un gran niumero de ensayos n y una probabilidad de exvo p

pegueRa. Por ejemplo

EJEMPLO 5.1

Bl 2% de los articulos producidos por una fabrica son defectuosos  Lacontrar
la probabilidad de que en una muestra de 100 articulos elegrdos al azar hava 3
defectuansos.

St se supone ef problema binonual, n = 100 | en este caso la probabthdad p de
exno, seria la probabilidad de articulos defectwose ¢ es obvio gue nunca sera exito
encontrar un articulo defectuoso, sin embargo para el planteamiento del problema es
comverrente escogerlo asi ) resultando p = 002  Puesto que p es pequefia v i es

grande, la Potsson da una excelente aproximacion donde.

A = np = {100p0.02) - 2

atora aplicando la defiricion de Poisson, se fiene,

x

2% 8(0135
Px-2) - 2 KO - ' o.180
2
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5.1.5 NORMAL.

La distribucion normal o de Gauss, es  la distribucton de probabididad nis
mporiante por muchas razones que se enumeraran mas adelante  Aun en este apariado
se menciloparan algunas caracterishicas de esia disiribucion, se estudiara con mdn
detenmmiento posteriormertie.

Es comvemente emtender que muchas variables aleatorias se encuentran
distribuidas normalmente y en las gue no sucede esto, se les suele oproximar (hajo
cierias condiciones) a una distribucion normal Owra razon por la cual es wsada o
normal, es porgue ciando en las disiribuciones discretas los datos son grande. o mii
grandes y por ende se complica su uso, la distribucion normal da un excelente
aproximacion y esto, mimmiza de manera sustancial el wabago

La distribucion narmal de una varwable afearoria X. que toma valores de entre —

-ac a w se define como

1

PXj = —e @ 2
W= e

X”" 2
RS
[#3

v se dice que X se distribuye como una normal con media 4y varianza o oenonas
palabras X ~N(u,0*). $t la normal es graficada, toma la forma curva

acampanada de ahi que también sea llamada campana de Gauss, cuando es aplicada fa

- .
Jormula 7 = ——— | tigne una distribucion normal estandarizada con media g - 0 y
o

varianza o = [y toma la siguiente forma.

[T

fX) = —e

7

g

En el apartado 3.3 que esta mds adelante se ven mas concepios de la
distribucion normal,
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5.2 ESTUDIO DE L4 DISTRIBUCION BINOMIAL COMO EJEMPLO
DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DISCRETA.

Cdleulo, Graficacion e Interpreiacion

Ya con anierworidad se definig la bmomial como una distribucion de
probabilidad discreta y se mencionaron algunas de sus propredades que seran
unlizadas en este apartado

Fl objetrvo principal de este subcapitulo es el de que ror medio de ejemplos, el
estudranie a nivel medio superior, maneje la binomial como wna herrannenta muy
imporiante para el cleulo de probabilidades, asi como, mosirar la facthdad con fa que

por medio de ésia, se llega al resuliado deseado

EIEMPLO 3.2

Experimento. Se lanzan un par de monedas.

{btener la probabilidad de cargan dos soles exactameme. La vanable aleatoria en
cuestion, seria aquella gque representa el numero de soles que caen al lanzar wi par de
monedas, es dectrr X = 0, 1, 2. Por lo que en este caso se pediria P(X 2} Aplicando
la definicion de binomial se uene.

Pﬂ){) — "("'_“ p.‘l' g =y

donde:
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n’m combinaciones de n elementos womados m @ la vez
P probabilidad de éxiro
g =1-p probabiidad de fracaso

X varnable alearora,

Por lo que, en este caso, como n es el nimero de ensayo realizados ¢ es decir el
lanza mento de dos monedas), n = 2. Asi nusmo, como se estd pidiendo el numere de
soles que caen | serin converente gue la probabihdad de éxnto se definrera estu como
la probabilidad de sol en un sélo ensaye binonial, o sea en el lanzamiento de una sola
moneda, por lo que p="': y g probabilidad de que no caiga un sol o probabilidad
de fracaso, seriaiguala i .

De donde.
PX=2)=:C5 (51077

BTN

1y

= % probabilidad pedida.

Para poder representar en forma grdfica este problema, se debe tomar en
cuenta la vanable aleatoria de la que se este hablando, en este caso, X numere de

soles gue caen al lanzar dos monedas. Tabulande y graficando

-
=~
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Prx;
Distribucion

{2 drscreta

probabilidad 14

?
|
|
pedida / i

I

a { 2 X variable aleatoria

de donde la media o valor esperado EXX) - np - 2(7:) 1 lavanama & npg

200000 ) = b y ladismibucion esténdar o - npg - 20754002 ’s
EJEMPLO 5.3

Se esmvo observando a wn policia practicar tro al blanco durante un
determinado nempo ¥ se vio que el promedio con el cual le pegaba era de 35 Si el
poitcia irgrd 5 veces ondl seria la probabilidad de que le pegara por I menos cuatro
veges”.

Este problema puede ser faciimenie planteado por medio de la bimomal en
donde la probabilidad de éxiio seria pegarle al blanco y ésta es de 35 Por lo gue la
probabilidad de fracaso que es igual f=17-p=1-335=25 n se defims como el
numera de veces en que es repetido el experimento { tambien llamado mimero de
etsenos binomilaes) es igual a 3, {a variable aleatoria gue se esiaria manejondo seria
aquelia que representa el numerc de veces gue el policia le pega al blanco. Como se

esia pudrendo la probabilidad de por lo menos 4 aciertos, esto significa cuatro aclertos
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o mds, por lo tanto serd le suma de la probabilidad de exactamente cuairo acrerios mds
excclomente cinco., Susiituyendo Jos valores en la formula de la bmomial y calculando

las probabilidades deseadas. se tene

PlX=4)=Ce (35570257

Sl
TaG- 4)'(6_23)( )

= 5(0578)

P(X=4) =.259

asi mismo.
PX =35) = Cs (358 (237
= ]-(2433125)1
P(X=5)=.0777
ahorg como

P( por Io menos cuatro aciertos ) = P(X=4) - P(X =35}

1

2590 — 0777

= 3367
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EJEMPLO 5.4

La probabihdad de que un estudianie que entra a la Escuela Nacional Colegio
de Ciencias y Humanidades pase a la licenciatura es de .45 Qbrener la prodabiiidad
de que entre 5 estudiantes elegidos al azar:

1) al menos uno pase a la heenciatura
11) minguno pase « la licenciatura.

Hacrendo el planteanienio desde el punto de vista de éxnto-fracaso, es decir,

utthizando Ia binomial, se tiene.

p (probabilidad de éxito}] = 43
q = 1 - p (probabilidad de fracaso) = I - 45 = .35
R (nmimero de pruebas repetidas) = 3

X (valores de la variable aleatoria) = 0,1.2,3,4,5

NOTA. Al menos uno, es una expresion que significa uno o mas de uno.|

1) al menos uno pase la licenciatura.

La probabilidad pedida en este inciso es.

Peal menos uno) = P(X=1) ~ P(X=2) ~ P(X=3) -~ P{X=4} - P(X=5)
es decir, se deben calcular cinco binomiales

PX =1y = sC: (45) (55"

5f
e (43)(.09]5)
25 - 1)
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120
S (0411

24

= 5¢00411)

Px=1) =.2055 |

P(X =2 = sCa (437 (5307

5!
— (2025)(.1663)

205 2)7

i24

12

{.0336)

= 10 (0336)

{ P(X=2) = ,3367{

POX = 3) = sCs(43)° (5577

5,’
...... — (0911)(.3025)
315 - 3)1

120
= e (0275

12

= 100273

| Px=3) = .2755]
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P =4) = Colds) (557

5?
S p—— /¥ ¥ [} )T
EACEE/

120
e (0225)
24

= 5{.0225)

PX =3) = Cs (45F (3577

5f
S — T L Y]}
55 - 5)!
51!
= e (0225)
5!

por lo tanto

Pral menos unc) = P(X=1} + P(X=2; ~ P(X=3) - P(X=4) ~ P(X= 5

=.2055 ~ 3367 - 2755 ~ 1127 ~ 0184

= .9488
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1) minguno pase a la heencraira.

POC=0) = sCy(45)° (557

5/
. (i}.0503)
0(5- 0y’

= (1)(1) (.0503)

P(X=0) = .0503 1

Ahora coma X = al nifmero de alumnas que logren llegar a la licencianira.

rX PX) i /

0 © 0503
! 2035
2 3367
3 2753
4 A127
) 0184
graficando.
P
A -
- '
2 - »
A *
] / 2 3 4 5 Xva
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5.3 ESTUDIO DE 1.4 DISTRIBUCION
NORMAL COMO EJEMPLO DE
FUNCION DE DISTRIBUCION
CONTINUA.

Cdlculo, Graficacién e Interpretacion.

Con amterionidad ya se mencionaron algunas caracteristicas de la Distribucion
Normal o de Gauss. Sin embargo, no obstante que en este apartado se reprian algunos
conceptos, se hace con el firme proposito de profundizar en su estudro.

La Distribucion Normal es por muchos motivos la distribucion de probabilidad
mes umporiante, y esto se debe a gue

¢ Muchos problemas estadisncos reales se presentan en forma normal o muy
semejante a ésta.

¢ Aun cuando su formula oniginal es comphceada y el calculo de ésta, seria a base de
integrales, al estandarizaria o upificarla, con wna sencilla formula (que mds
adelante serd estudiada con detenimiento), resulta muy facil obtener buenos
resultados.

¢ Algunos casos discretos en los cuales es complicado su célenlo, la Distribucion

Normal proporciona una excelente aproximacion .

¥ se define como:

1 - (X o)
f(%*:‘:"*——

Q
o
4\
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o Desviacion Estandar

o Varanza

T=31415 . .
4 media
e=2718281. ..

X Valores de la Variables Aleatoria

en términos probabilisticos . se dice que bayo esta formula X vanable aleatoria esta

distribuida normalmente con media p v varianza o |, que en simbolos X~N(u o’} .

Sin embargo, esta formula no serd wtiizada en este rabajo, en su lugar, se usard la

Sformula de la Normal Estandarizada..

La forma como se estandiriza una Normal, es la siguiente:

Si X es una Variable Aleatoria con distribucicn normal, obtenida de un cierto
expertmento, sera condicion minima y necesaria para estandarizaria, que a cualquier
valor de la variable aleatoria X se le reste el valor de la media anitmética u y se

divida entre la desviacion estdndar o. Lo que se denota con la letra z.

E! siguiente esquema muestra la forma en como una normal puede ser estandarizada.
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Do 2 .
! - b2 (Xep/g) Distribucion Morml

P2 —. X~N (o)
oV 2m
X-p
Z T —rrmm——— COPIdICl(}?] necesdria
o2 para estandarizar
1 ¥
fz) = -\«7—-‘ 4 Normal Estandarizada
vV 2m z~N¢o, 1)

Una varable aleatoria que fenga una distribucion normal estandarizada tendrd media
u = 0y desviacion estindar o = 1y resulta facil graficarla, para to cual se tabulard

en prinera mstancia y posteriormente se graficard

Se tiene:
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4 000!
3 L0044
2 0539
! 2419
b 3989
-1 2419
-2 0539
-3 0044
-4 0001

de donde.
] I T T T
i ]
{ ;
|
]
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Es importante aclarar que cualquier probabilidad que se obtenga con la ayuda
de la normal estandarizada, serd igual a el drea bajo la curva gue esta entre = - 0 y
cualquier valor estandarizado de X (siendo X wna variable aleatoria cualquiera; Otra
cosa que se debe mencionar, es que el valor total del drea bayo la curva estandarizada
es igual a 1, y como ésta es sumétrica, tanto la mitad de el lado positivo como la de el

lado regativo, tendran valor de % . Asi mismo, se puede facilmente ver que cuando
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z> 3eldrea es cast igual a *», por lo que cualqurer valor de = 39 serg
considerado 1gual a b=, Por wltimo, en la tabla de la normal estandarizada solo marcan
valores de z para el lado posirvo pues cualquier valor  neganvo de z tendra el mismo

valor que los que toma en el lado positivo.

En resumen la curva Normal Estindar cumple las siguientes propiedades:

B L5 simétrica con respecto al eje de las y .

B La curva se aproxima of eje de las X mds y mads estrechamente cuando z ¢s mayor
que el valor absoluto £+ 3. St embargo, la curva se extiende sin limite en ambas

direcciones , puesto que f{z) nunca es cero para cualquier valor de =
B La curva tiene un punto mdxmo cuando z = 0.

® Cualquer punto sobre lo curva no dard la probabilidad de un evento,  ésia la

proporcionard el drea bajo la curva.

w £l grea total bajo la curva es igual a 1, y ésia se puede sacar facilmente en las
tablas del drea bajo la curva normal estandarizada que aparece al final de estos
apuntes. Asi mismo, aparece un breve explicacion de la forma en como son

utthzadas.

Se puede ver en las tablas del drea bajo la curva normal estandarizada que de
0 adonde X = 1, el valor en tablas es de .3413. De 0 a cuando X = 2, vale 4772 y

de 0 acuando X = 3, 4986 =.5.
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=

El drea sombreada en In grdfica anterior, muesira el drea que hay entre z = 0)
y z=1y fuetomada de las tablas de la normal estandorizada que se encuentran &l
Jfinal de este trabajo. De igual forma, el drea bayjo la curvade z = 0 a z =2 esia

representada en la siguiente grdfica.

- 191 -



.

_

FPor wltimo la tercera gréfica marca ¢l dreadez = 0 a z =3,

Estos valores representan en si, ya un valor de probabilidad, y se mostrard

mds claramente con un ejemplo.

NOTA : Siempre que se quiera resolver un problema con la Normal estadarizada ,

se deben de tener u obtener, la media ariimética p y la desviacion estandar o

EJEMPLO 5.5

En la Compaiiia www |, se encuentran laborando un total de 700 obreros
calificados , por lo que el duefio de dicha compafia, mando a hacer un estudio
estadistico para contestarse algunas pregunias. Se obuuvieron los siguientes datos.

El ingreso mensual promedio de los 700 obreros es de 5 500 00 y la desviacion
estandar es de § 100.00 asi mismo, la poblacion conserva un comportamiento rormal.
Las preguntas a comtestar  son, Si se toma wn obrero al azar. (Cual seria la

probabilidad de que gomara $ 600.00? y ,cudntos trabajadores tienen ese 1mgreso?.
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FPara contestar estas pregunias, sabiendo que es un problema de normal, se dehe

estandarizar en primera instancia, agui los doios que se frenen son los SIguienies

= 5 500.00
o=8100.00

A =5600.00

estandarizando.

600 - 500

100

por lo que buscando en fablas del drea bajo la curva normal estandanzada, el drea que
hay de 0 a 1, es de 3413, 0 lo que es lo mismo, la probabilidad de que un obrero
tomado &l azar gane 8 600.00 , es de .3414. En simbolos .

P (X =600) = 3413

por lo que el 34.13% de los 700 obreros ganan 8 600.00, bastaria con calcular el
34.13% de 700, lo que da.
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No. de obreros gue ganan § 600.00 = 700 x 34.13%
= 23891

% 239 obreros.

Las preguntas mds o menos comunes en lo que se refiere a la normal son

s (Cuando se pregunta sobre un valor puntual de la variable aleatoria. P(X = x)

o Cuando se pregunta sobre un valor mayor o mayor o igual al valor de un punio de la
varidble aleatoria. P(X>x%) o PX2> x).

e Cuando se pregunta por un valor menor ¢ menor o igual a un punito de la variable
aleatoria. P(X <x) o P(X =x).

o Cuando se pregunta sobre un intervalo. P(xg £ X £ x; ).

A continuacion se ejemplificardn todos los punios anieriores en un gjercicto

EJEMPLO 5.6

Una empresa que fabrica tormillos, tubo una produccion de 10,000 tormlilos.

Bajo un estudio, se observé que los didmetros de los tornillos se comportaban de una
manera normal con mecia .25 pulgadas y desviacion estdndar de .02 puigadas. Se
considera defectuoso un tormllo si su didmetro es menor que . 20 pulgadas o mayor que
.28 Obtener:
i) el porcentaje de tormilos defectuosos y el monto.
it) la probabilidad de que tomado wn tornillo al azar tenga diametro 1gual a .27

pulgadas.
i} entre .23y .27 pulgadas.
wjentre 26y .29
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En este ejercicio, u=.23pulg. ¥ o= .02 pulg

1) el porcentajede tornillos defectuosos y el monto.

como un tormllo se considera defecruoso st su didmetro es menor gue .20 pulgs ¢
mayor que .28 pulgs. Lo primero que se debe hacer es estandarizar los dos valores
anteriores.

20 - .25

.02

28 - .25
5 =— ——— = 1.5
02

que al verlo en la grafica de la normal estandarizada, quedaria.
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y buscando en tablas

PlX < 20)= 4938

s embargo, esta probabilidad es de wrnillos buenos que cumplen la norma perminida
¥ lo que se desea obtener es tormilos que no la cumplen. Se sabe que el drea total de
cualquiera de las dos mitades de la normal estandarizada vale 12 , por lo que al restarle

la cantidad obtemida se encontrar el drea deseada, es decir.
3
- L4938
. 0062
que seria la probabilidad de tornillos fabricados que tienen didmetro menor que lo

permitido, y que dado en porcentajes, esto seria igual a .62% . Bastard mulnip!, ar el

total de tornillos fabricados por el porceniare obtendo.

10,000 x .62% = 62 tornillos tienen digmeiro menor que lo permindo
por ofro lado.

P(X>.28) = .4338

que de 1gual forma.

;-JI

- . 4338
. 0662

- 196 -



que seria la probabilidad de tormilos con didmetros mds grandes de lo permuitido V por
lo tanto defectuosos. EI porcentaje es 6.62% que al multiphcar por la cantidad de

tormilios fabricados quedaria.

10,600
x 6.62%
662  tormlios.

Por lo tamio el porcentaje de tornillos defectuosos es 7.24% y el nimero de tormllos

defectuosos es 724
ii) La probabilidad de que tomado un tormllo al azar tenga didmetro igual @ 27 prigs.

estandarizando

27 -2

ka
i
i

[

.02

grdficando

4
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buscando en tablas
Prx = .27) = .3413 probabiiidad pedida.
urj entre 23y .27 pulgs
en este caso, se eésta preguntondo la probabilidad de un intervalo, que pomiéndolo en

termmnos de probabilidad se expresa como  Pf .23 S X 2 .27) por lo que se

estandarizarem los extremos.

23 - .25
= =-1
.02
y
Vs
27 - .25
2 =—————— = ]
02

-4 3 2
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v buscando en tablas.

Valqﬁsiandaniqdo deX  valorentablas
N A 3443
i i 3413

y deberdn ser sumados los valores en tablas para enconirar la probabiiidad pedida.
3413

+ 3413
6826

por lo tanto

P(.235X>.27) = 6826

v entre 26y .29

Lo mismo que en le caso anterior, se esta buscando la probabilidad de un intervalo, por

lo que se calculard P(.26 £ X > .29). Estandarizando ambos exiremos.
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29 - .25

02

gue al visualizario en la grdfica de la normal estandarzada, quedaria.

0-4 e
35
03 i
025 !
0z |
0.15 '
01
‘ 005
; g :
4 3 2 -1 0 54 2 3
y buscando en tablas.
_ Valor estandarizado de X valor en tablas
3 4913
2 o 4772

para obtener la probabihidad pedida, se debe restar al valor mayor en tablas, el valor

menaor.
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6.- CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

Durame el tiempo de elaboracion de estos dapunies, se hwvieron grapides
experiencias, ya que varios fueron los comentarios , que por parte de los profesores del
Colegio de Ciencias y Humanidades, enriquecieron su conterndo, asi mismo, se traio
de visualizar diferemtes criterios docentes sobre un solo tema y consultar un nimero
mds o menos constderable de fuentes.

Es importante antes de vertir las conclusiones y recomendaciones de este
irabajo, mencionar que el nuevo programa de Probabilidad y Estadistica 1 es muy
ambicroso al ser comparado con el viejo programa, otro detalle de suma importancia
es, que el nuevo programa lendra que ser aplicado varias veces, segun mi punto visia,
para poder hacer comentarios sobre la verdadera problematica con la cual el profesor
y el alumno tendran que enfremtarse , asi como, pava untficar los criterios  de
profundrdad.

Muchos cursos y comentarios previos a la implaniacion de éstos se han hecho,
sin embargo insisto, sclo la expertencia y el nempo podran proporcionar el exito o
Jracaso de estos nuevos programas.

Dicho lo anterior, las conclusiones se haran despuss de haber aplicado por
primera vez dicho programa y estas son las siguientes:

e El programa tendré que ser adaptado al tiempo que s¢ tiene para ser impartido, sin
olvidar que el aprendizaje y el dommio de los temas es el principal objetivo

» Con respecto a los antecedentes, el alumno que se enfrenta a la materia, carece de
bases en relacion a la teoria de conjuntos, que es de suma mmportaricia para tener
EXII0 en esta asignatura.

+ Se tendran que realizar mds cursos para la unificacion de criterios en lo gue se
refiere a la profundidad y al nivel en el cual deberdn de ser tratados los temas

o Por altimo, es recomendable elaborar lo mads prownto posible, toda la nomenclatura
de apoyo, como son, guias de estudio, folletos, hibros, etcéiera, que apoyen a los

alumnos para lograr éxito y s1 estos ya existen difundirios.
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Areas

bajo la
Curva Estandar

normal

delaz :

z 0 i 2 3 4 5 6 7 8 o
0.0 | 0000 0040 L0080 Q120 0160 B199 0239 aa7e 0419 BUED
0.1} 0398 0438 0478 0517 L0557 0596 DBIG 476 0714 4753
02| .0703 0832 0871 0910 0848 BORT 1026 1064 143 1141
o3} .17 1217 1256 1203 1331 3368 1406 1413 1480 1517
0.4 | .1664 591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
0.5 | .1915 1950 1886 | .2019 2054 L2088 2123 2157 2190 L2224
0.6 | .2258 2291 2324 2857 2380 2422 2454 2486 2518 2540
07 | .2%80 2612 2642 2612 2704 2734 2764 2794 2823 2852
o8 { .2881 2910 2939 2667 .2996 2023 L3051 3078 8106 3133
oy | .31 L8186 3212 3238 .3264 3289 3315 3340 3366 3389
10| .m413 .3438 3461 \3485 3508 .3631 3551 4577 3509 3621
11 | 8643 3665 3686 .3708 3720 3749 3770 AT00 3810 3830
12 ] .3849 .ABE 3888 3007 .3025 3944 3962 380 3607 A016
13| .do32 A049 L4066 4082 4099 4516 4131 A14T A162 4177
14 | .A102 4207 4222 A236 4261 4266 4279 AZH2 A300 4319
1.6 § 4332 4346 4357 A3T0 4382 4381 4106 AdiR 4420 4441
1.6 | 4452 4463 A4T4 4484 A48 ABGR 4B1E 1626 1635 AB4B
1.7 | 4554 ABGA 573 4682 1591 ABYD .4608 4616 4626 A4G33
1.8 | 4641 AB4D 465G 4664 L4671 4676 4686 4603 4699 4706
1.0 | 473 4718 4726 4732 4738 4744 ATH0 4756 4761 AT6T
20 | 4772 4778 4783 .4788 4793 4798 4803 ARDR 4812 4R1T
21 | .4821 4826 £330 4834 L4838 .4842 4846 ARBO 4854 4857
22 | .4861 4804 L4868 ABTL 4876 4878 4881 4884 4887 4890
23| .4803 KT 4868 4501 4904 4908 L4609 4911 .4813 4916
24 | 4918 4920 Ayze 4925 .4027 4029 4831 4932 4934 4936
25 | .4938 4940 AD41 4943 AV45 AD40 .4n48 4048 4951 .4952
2.6 | 4063 4085 .4958 4957 1959 L4060 L4961 4962 463 L4064
2.7 | .4085 4968 AD67 4968 406D 870 4871 4972 4973 4974
28 | .4874 4876 4876 4077 A9TT 4978 4978 4979 4889 .4081
29 | 4981 .4982 1982 4983 ADRA 4984 4986 4085 4986 L4886
3.0 | .4987 4087 4987 .4988 L4988 4089 4989 4989 4990 L4890
3.1 49090 4991 4001 L4901 1802 4892 4802 An92 4993 4083
3z | 4003 A5D3 4904 4984 4964 4994 Ap94 4896 4095 ARSE
33 | 4995 LADBE L4995 L4996 ADOT 4996 ADNG 4990 4906 4897
4t 4987, 4997 4997 4597 4817 4597 4997 1997 4097 4995
36 | .4998 4908 AG98 4198 A9OR 4998 4698 4098 4998 .4998
36| 4098 4898 1999 4009 4999 4099 4990 4859 4542 L4090
37 4999 4999 4090 4649 A%04 4004 49499 ABG0 46459 L4999
ag | 4999  _4099 4990 4990 Ab90 4900 4409 4000 4099 4599
3.5t 5000 3060 .6oon 5000 5000 _R0OD 5000 5000 5000 boan
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USO DE LAS . ABLAS DE LA NORMAL ESTANDARIZADA

La forma en como son usadas las tablay de la normal estandarizadu es min
semejanie al use de las tablas para sacar logarumos (dicho esio, para aguellas
personas que con anterioridad havan hecho uso de dichas iablas para obtener
logarimos). Sin embargo, aprender a uttlizar la tabla de la normal es sencilio Primero
se debe saber que hay varios tipos de tablas para conocer el drea bajo la curva normal
esiandarizada, no obstante, en este frabajo, se tomd la decisiGn de tomar este tipo, por
considerar que su uso es relativamente facil,

Hay que hacer notar que esta tabla es para cuando los valores de = toman dos
dectmales, y que éstos  estdn representados en la columna de la zquierda con un sélo
decimal, dejando en el renglin de =, gque se encuentra en la parte superior, un decimal
mas que completa los dos decrmales mencionados. Dicho renglon, en lo sucesno, serd
Hamado de mimeros complementarios. Por ejemplo, st al estandarizar un vaior de X
(variable aleatoria), diera un como resultado 0.35 | se busca en la columna de = el
valor de 0.5 y en el renglon de mimeros complementarios el mimero 5 . completando
asi. el valor pedido 0.55 dando como resuliado .2088. Tomando otro ejemplo,
supongase que se quiere encontrar el valor ya estandarizado de 1.15, se localizarg 1.1

en la columna de z y el nimero 5 en el renglon de mimeros complementarios. y su

valor en tabla serd 3749
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