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Proélogo

La apertura de las fronteras comerciales de México en 1994 ha traido consigo Ia
necesidad de que las empresas, lanto publicas como privadas, optimicen sus
procesos productivos y administrativos con la finalidad de ser mas competitivos a
nivel internacionat

La planeacion es una de las actividades de mayor importancia para lograr esa
optimizacién y dentro de ésta uno de los pasos méas importantes es la prediccion de
valores para las variables que influyen directamente en el desarrolfo de la
corporacion. De la precision de las predicciones logradas en esta etapa dependera
en gran medida el éxito que pueda obtenerse en el seguimiento de los planes.

Asi, con la idea sobre la necesidad de prediccion de valores para variables
(sobre todo de caracter econémico) decidi elaborar mi tesis acerca de un método de
prediccion. Encontré que algunos autores sefialaban el fundamental papel que la
teoria de andlisis de series de tiempo bajo el enfoque estocastico ha venido
desempenando en tiempos recientes y del importante desarrollo que se continaa
haciendo para mejorarla, esto fue lo que me hizo decidirme a enfocar mi trabajo
sobre esta metodologia de la que al principio tenia sélo algunas ideas. Hoy puedo
decir que he ampliado un pocoe mi conacimiento sobre el tema y este trabajo es el
resultado de mi investigacion.

Otro punto importante que debo mencionar en esta seccidn introductoria, es
que la teoria de series de tiempo se basa en un supuesto de dependencia entre
observaciones que impide la aplicacién directa a las series de tiempo del analisis de

regresion, Esta indicacion es muy significativa ya que es bastante i6gico pensar que



en la vida real mucha de la informacién que se recopila y que se requiere analizar
presenta dependencia en sus observaciones. Ef tratamiento a esta dependencia es
uno de los puntos que no se revisa en cursos obligatorios de la carrera de Actuaria y
por eso también fue interesante para mi conocer las bases de la tearia de series de
tiempo.

Existen dos enfoques bésicos para el andlisis de series de tiempo: el clasico y
al estocastico. Como sefialé lineas arriba, me centraré en el enfoque estocastico
para el cual se han desarrollado diversas metodologias respecto a las series segun
el tipo al gue correspandan; asi existe una teoria para las multivariadas y otra para
las univariadas (més adelante se especifican las caracteristicas de éstas). La teoria
que presento en este trabajo versa sobre series univariadas bajo una representacion
lineal y se desarrolla de manera elemental, sin dar una amplia demostracion de todos
los resultados ya que para ello cito fas obras a las que se puede consultar para
ampliar la informacion.

El enfoque estocastico para andlisis de series de tiempo presentado
inicialmente por Box y Jenkins propone la construccion de modelos para a serie en
estudio, de tal forma que los datos mismos sean quienes sugieran el modelo mas
adecuado para su representacion. Las etapas de las que consta el andlisis de series
de tiempo son cuatro: identificacién del modelo, estimacién de los parametros,
verificacidn del modele y uso del mismo.

La organizacién con gue cuenta este escrito es la siguiente: en el primer
capilulo, presento varos resultados y supuestos que son indispensables para el
desarrollo de 1a teoria de series de tiempo segun el enfogque de Box y Jenkins; en el
segundo, realizo la presentacién de los diferentes modelos con 105 que se cuenta



para representar a la serie de tiempo que se esté analizando, en gl fercero, explico
brevemente los pasos que deben seguirse para especificar el modelo gque mejor
describa a la sene, en el cuarto presento la metodologia para realizar pronosticos
mediante el modelo construido, en el quinto menciono la teoria correspondiente a las
series temporales que presentan un comportamiento estacional y, finaimente, en el
sexlo y séptimo aplico la teoria mostrada en los cinco capitulos anteriores para
modelar e comportamiento del ingreso federal y las exportaciones petroleras
respectivamente.

La seleccion de las dos series sefialadas se debid principalmente a la
trascendencia que han tenido y tienen para el desarrolio econdmico sustentado de
nuestro México Todos sabemos de la frascendencia gue tiene en nuestro pais el
ingreso federal ya que esos recursos le permiten a las entidades gubernamentales
atender las necesidades de sus habitantes. Por otro lado, la importancia de las
exportaciones petroleras radica en el hecho de que éstas han representado desde
hace mucho tiempo una fuente de ingresos muy importante para nuestro pals, tanto
asi que en los ltimos afios los recurses obtenidos por fa exportacion de petrdieo han

representado aproximadamente 40% del ingreso federal.



1 Series de tiempo: introduccion

En este capitulo versaré sobre algunos temas que serviran de base para conacer lo
que son las series de tiempo, en qué campos del conacimiento es posible
encontrarlas y como ha ido evolucionando su analisis pues, como s¢ comprendera,
para cada tipo de serie existe una metodologia que permite describirta.

En la primera seccion presentaré una definicién del término serie de tiempo y un
esbozo de los campos en los que estas series pueden ser de gran utilidad; la
segunda estara formada basicamente por referencias a autores que han contribuido
al desarrollo de la teoria analitica de las series de tiempo, pero sin hacer una revision
de las metodologias propuestas por ellos. Finalmente, en la Ultima seccion
mencionaré algunos resultados dtiles y supuestos esenciales para el analisis de

series de tiempo segun el enfogue moderno

1.1 Definicion y utilidad

Lo primero que se debe conocer para adentrarse en ef estudio de las series de
tiempo es precisamente su definicidn, asi que daré a continuacién una definicion

basada en la lectura de las referencias bibliogréficas:

Se dice que uria serie de fiempo es una secuencia de mediciones u
observaciones numéricas ordenadas que se realizan melddicamente sobre una
variable de interés particular. Dicha ordenacién se realiza a traveés del tiempo (aunque
el andlisis también puede desarrollarse en el dominio de fa frecuencia) y
particularmente en términos de intervalos de igual longitud, aunque esfo no es

indispensable.



A partir de esta definicion, se sigue gue la ordenacion gue ei tiempo induce en
los datos es esencial para ¢l andlisis de la serie, ya que justamente esa evolucion en
el tempo es la que determinara el modelo que la describe. Se considera entonces
que una serie de tiempo es una funcién bidimensional en donde [a vanable
dependiente es la magnitud que se quiere analizar y la independiente es el tiempo.

En la practica se pueden encontrar distintos tipos de series de tiempo:
estacionarias, no estacionarias, estacionales y no estacionales, de las que mas
adelante presentaré sus caracteristicas. También existen series multivariadas vy
univariadas, asf como lineales y no lineales. Las series multivariadas son aguéllas
cuyas observaciones dependen ¢ son el resultado de combinar los valores tomados
por ofras series temporales; las univariadas son las que sus valores no dependen de
otras series si no sdlo del tiempo. En cuanto a las series lineales, puedo decir que
son aquéllas en cuya representacién no se requieren variables dependientes del
tiempo elevadas a una potencia mayor a 1, en tanto que las series no lineales son las
que requieren variables dependientes del tiempo elevadas a una potencia mayor a 1.
Cuando las series de tiempo pueden ser registradas continuamente en el tiempo se
las llama series de tiempo continuas y a las que sélo toman valores en intervalos de
tiempo especificos se las llama series de tiempo discretas.

Las series gue analizaré en este trabajo son del tipo continuo, con
observaciones mensuales (intervalos de fiempa “iguales®, aungue se sabe gque no
todos los meses tienen el mismo numero de dias) v la teoria considerada serd la

aplicable a series univariadas lineales.



Existen muchos objetivoes que hacen importante el estudio de las también
llamadas series temporales, cronologicas O histéricas; a continuacién sefialo ios
principales:

a) Elentendimientoy descripcion del mecanismo generador de ia serie.

b) El pronostico optimo de valores futuros de [a serie.

¢) El control adecuado de un sistema a fin de minimizar los errores en variables
dependientes de la variable estudiada.

El uso més comun de una serie de tiempo es la prediccion de valores, tanto
futuros como pasados; entre [os cuales l0s primeros son los més requeridos, ya que
las decisiones para planeacién en casi cualquier campo se basan en o que se
espera ocurrira en el futuro. En este sentido, las series de tiempo son de gran
importancia en el marco econdmico debido a que mucha informacién econdémica
sabre las naciones, las empresas y los individuos que es registrada numéricamente
debe ser analizada para poder llevar a cabo la planeacion det crecimiento y
desarrollo de esas entidades.

La aplicacion de la metodologfa para el analisis de las series de tiempo se da
en muy diversas areas, los siguientes son algunos ejemplos!

a) Planeacién de las finanzas y de la economia
b} Planeacion de la produccion

¢) Control de los inventarios

d) Control de la produccion

e) Estudios psico-sociolégicos



Las series temporales discretas son generadas en la practica mediante dos
formas basicas: por muestreo de una serie de tiempo continua o por acumulacion de
una serie de tiempo, ya sea continua o discreta, sobre un periodo de tiempo dado.

A continuacion presento sucintamente el desarrollo de la teoria para andlisis de

series histdricas.

1.2 Una perspectiva histérica de las series temporales

Aunque es posible descubrir graficas de series de tiempo anteriores al siglo X, el
primer diagrama reconocide como tal parece ser atribuido a Playfair y data de 1821

(en A Letter on our Agricultural Distress, Londres).

Se sabe también que durante el sigio XIX se desarrollaron diferentes métodos
para el suavizamiento de datos, una de tales técnicas fue el uso de los promedios
méviles; sin embargo, este recurso fue aplicado a las fablas de vida' y no a las series
de tiempo como tales. Ei trabajo que Buys-Ballot desarrolld analizando series
temporales en el drea meteorolégica para establecer comportamientos regulares en
las mismas permitié que Schuster desarroliara en 1898 el periodograma que es una
funcién basada en las series de Fourier, formadas por la suma de una cantidad
flimitada de los llamados armonicos puros o simples de periodo ¢ definidos como la
suma de funciones del tipo a*Sen(b*t/c), donde a y b son parémetros que permiten
variar la amplitud y frecuencia de la funcion Sen(t) y ¢ es el periodo estacional del
movimiento descrito por la serie en estudio, que permite simular la componente

estacional, lo que permite ademés descubrir periodicidades de las series.

' Compendio de probabilidades de vida por edad y sexo.
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Con este resuitado se inicid ung etapa de investigaciones sobre periodicidades
ocultas y en la década de los afos cuarenta surgieron los primeros trabajos sobre
analisis espectral moderno que se basan en la posibilidad de representar una serie
cronologica mediante una sucesion de puntos que muestran oscilaciones dadas por
los armonicos y, por medio de éstos, convertir la serie del dominio del tiempo al de
las frecuencias; e! propésito de este tipo de analisis es determinar en qué medida la
variacién de las observaciones en el tiempo se debe a ciertas frecuencias.

En 1927, el desarrolio de las series autorregresivas formulado por Yule
representd un importante adelanto en el modelado de las series temporales. Esto,
combinado con el Teorema Ergodico de Birkhoff y Khinchin y la demostracién de
Wold (A Study in The Analysis of Stationary Time Series, Suecia) de que la parte no
determinista de cualguier serie estacionaria puede representarse como un promedio
movil, prepard el terreno para el florecimiento del andlisis aplicando procescs
autorregresivos de promedios mdviles que serén descritos méas adelante.

El analisis de las series cronolégicas lineales se ha enrigquecido ampliamente
en los Gltimos aRos con la publicacién del libro de Box y Jenkins (1970} y con fa
clanficacion estructural de Akaike (1974). Por su parte, Ozaki y Tong desarrollaron en
1975 un conjunto de pruebas para modelos autorregresivos lineales no estacionarios
mediante la linealizacidn de sus parametros.

En el campo de las de series de tiempo no lineales, se han desarroltado
diferentes modelos entre los que destacan:

a) El modelo bilineal de Priestley { 1978) y Rao (1977},
b) El modelo polinomial AR de T. Ozakiy Oda { 1977),

¢} Ei modelo del umbral de Tang (1978), v

]



d) El modelo exponenciai de Ozaki.

En cuanto al andlisis de las series de tiempo basado sobre ef dominic de la

frecuencia, e trabajo de Wiener (Acta Math y The Extrapolation, Interpretation &
Smoothing of Time Series, Nueva York} tiene gran importancia por las bases que
propone para este tipo de andlisis. Otra contribucién significativa fue el trabajo de
Abbe (1863) sobre la distribucién del coeficiente de correlacion serial. T. N. Thiele
anticipé muchas de las ideas de los filtros de Kalman que actualmente son
esenciales en este tipo de andlisis.

Las técnicas méas usuales en los Gitimos tiempos para el andlisis de las series
de tiempo univariadas lineales son. la clésica (o de enfoque determinista) y la
moderna (o de enfoque estocastico), ésta dltima serd la que abordaré mas
ampliamente en este trabajo.

El analisis ¢lasico considera que toda serie de tiempo esta formada por cuatro
componentes. la tendencia T (movimiento general a largo plaze de la serie), la
eslacionalidad E (oscilaciones en los valores o comportamiento de la serie que se
presentan con un periedo igual o inferior al afo, que se reproducen de manera
reconocible en los diferentes afios; estas oscilaciones se deben frecuentemente a
condiciones climatoldgicas o a las consecuencias de éstas en la actividad
econdmica), la ciclicidad C (oscilaciones que se producen con un periodo mayor al
afio —y que en el caso de series econdmicas se deben a épocas de prosperidad y
depresion en la actividad econdmica—) y una componente aleatoria R (movimientos
que no muestran un cardcter periddico reconacible y que se consideran criginados

por fendmenos singulares que afectan a la variable en estudio de forma casual y no



permanente). Cuando una serie presenta la componente estacional se dice que se

trata de una serie de tiempo estacional y se¢ la llama no estacional cuando no la

incluye.

Los diferentes esquemas de combinacion de las variables mencionadas con

base en este enfoque son.

. Esquema aditivo: T+C+E+R (1.2.1)
. Esquema multiplicativo: T*C*E*R {1.2.2)
. Esquema mixto: T*C*E+R (1.2.3)

Para este tipo de andlisis es necesario el supuesto de independencia de la
componente aleataria; esto se cumple en las representaciones (1.2.1) y (1.2.3), pero
no en (1.2.2) donde la serie presenta un esquema multiplicative; en ese caso, se
toma el logaritmo de ia serie para gliminar |a dependencia, por lo que si Zy es el valor
de la serie en el tiempo t:

Z=Ti "G E " Ry

se tendréa:
Log{Zy) = Log(T:* Ct * Et * Ry}

Log(Z:) = Log(Ty) + Log(Cy) + Log(Er) + Log(Ry) (1.2.4)

en (1.2.4) la componente aleatoria ya esta representada en forma independiente.

Los pasos a seguir para el andlisis clasico de una serie cronoldgica son: anélisis
de la tendencia, eliminacion de las variaciones estacionales e identificacion de las
variaciones ciclicas.

En lo referente a la metodologia de Box y Jenkins, también se consideran las

cuatrc componentes ya mencionadas, pero describe a una serie cronoldgica como un



proceso estocastico caracternzandolo a partr de los primeros momentos de las

variables gque lo integran.

1.3 Bases del enfoque de Box y Jenkins

Para introducir e andlisis de las series cronolégicas segin ef enfoque de Box y

Jenkins empezaré con la descripcidn de un proceso estocéstico segun 1a siguiente
definicion

Un proceso esfacdstico es una familia de variables aleaforias asociadas a un
conjunto indice de numeros reales, de tal forma que a cada elemento del conjunto le

cormresponda una y sélo una variable aleatoria.”

Con base en esta definicién se tiene que una serie de tiempo es un proceso
estocastico cuyo conjunto indice se toma con relacion al tiempo. En este contexto, es
importante hacer notar que dado que una serie de tiempa es resultado de una
realizacion del proceso estocastico que la genera, bien pudo haberse registrado una
realizacion diferente del mismo: esto refleja su caracter azaroso o probabilistico. En
adelante, aln bajo el riesgo de causar confusién, denotaré por Z; tanto a la variable
aleatoria observada en el tiempo t como al valor observado de la misma.

Para describir el comportamiento del proceso estocéstico es necesario conocer
la funcién de densidad conjunta de las variables que lo integran. No es facil
determinar esta funcién, dado que el supuesto principal en materia de series de
tiempo es que existe dependencia entre las observaciones registradas, por lo que
deben considerarse los estimadores de los momentos de primero y segundo orden

del proceso para resumirlo en forma mas o menos adecuada, es decir, se emplean a

1 Guerrero, Victor M., Anélisis estadistico de series de tiempo ecanomicas, p.5.



E(Z) = w, Var(Z) = E[(Ze- w) y CoviZy, Zuw) = E[(Zi- ) (Zeek- pik)} —esta ultima en
la practica se sustituye por la autocorrelacion' para eliminar la influencia de las
unidades de medida—).

La caracterizacién que menciono en el parrafo anterior sdlo es posible si el
proceso puede ser considerado ergédico. Se dice que un praceso esiocastico es
ergbdico si bajo ciertas condiciones es posible estimar consistentemente sus
caracteristicas a pariir de una realizacion det misme. Para gue un proceso sea
ergodico es necesario que E(Zi)<w, limnoe 2x=10k=0 (px €5 18 autocorrelacién entre
las variables Zy y Zwx) ¥ Que $ea un proceso estacionario (al menos de segundo
orden), entre otras condiciones.

La estacionaridad se presenta cuando a que existen funciones del proceso
estocastico que no varian con el tiempo, es decir, que llegan a un nivel de equilibrio
cuyo valor no depende del tiempo. Existen dos tipos de estacionaridad: la débil o de
segundo arden, en la gue los momentos de primer y segundo orden no dependen del
tiempo, vy la estricta, que implica que la funcién de densidad para un conjunto
arbitrario de variables que estén incluidas en el proceso no varia como consecuencia
de desplazamientos en el tiempo, es decir, §(Z1,201,... Zoom) = H(Zow Ziwtcat, oo Ztskom).
En los procesos estocasticos con funcién de densidad normail muitivariada la
estacionaridad débil implica la estacionaridad estricta; asi pues, como lo méas comun
es suponer que la distribucién correspondiente a las series de tiempo es la normal,

cuando en este trabajo haga referencia a la estacionaridad debera entenderse que

' Los términos autocorrelacion y autocovarianza se refieren al hecho de que tales medidas

se toman sobre la misma variable pero con retraso,



me refiero a la estacionaridad de segundo orden (por lo que sdio serd necesario
conocer la media y la funcion de autocovarianza de 1as variables del proceso).

El concepto de estacionaridad es de la mayor importancia ya que la teoria de
Box y Jenkins parte del supuesto de que la serie a analizar es estacionaria. Es cierto
que en la practica 'a mayoria de las series temporales no son estacionarias, pero
aforlunadamente se han desarrollado métedos para volver estacionarias a las series
que en un principio no lo son; esos métodos seran presentados en el capitulo tres
pero adelantaré que para estacionarizar la serie habra que aplicar el operador
diferencia a la serie.

Los dos operadores que a continuacion describo son un elemento importante en

e! modelado de Box y Jenkins:

@erador I Simbolo |Signiﬁcado |
De retraso B B*Z) = Zuk

€ KI(1YZy
vz = (1-B)Z: = 5, R4
2= (1BY 2= B i)

Diferencia v

utilizando estos operadores se definen los llamados pofinomios de refraso que tienen

la siguiente representacién

G(B) =1 -giB - g:B*-...- g:B* =1-jz§fgjel
Mediante el usc de estos polinomios es como se representan los madelos de
las series en el enfogue estocastico.
El pentltimo tema infroductorio a los modelos de Box y Jenkins para series de
tiempo se refiere a las ecuaciones fineafes en diferencia para procesos deterministas,
que son el equivalente discreto de las ecuaciones diferenciales, es decir, miden la

variacion entre los valores de la variable respecto del tiempo transcurrido entre las

10



observaciones. Considerando que en e presente caso el tiempo relacionado con
lales observaciones es discreto y varia en una unidad en cada registro, entonces las

ecuaciones en diferencia se reducen a medir las variaciones entre los valores de la

variable.

Una ecuacion en diferencia de orden p, cuyo formato es:

Zi- 84 Z11- Oplro- 8aZya-...- Opdip™ Co (1.3.1)

con =0, 1, +2,..., +p; ai=constante,j=0,1.....p; a0
Puede expresarse, utilizando el operador de retraso, como.
(1 - B - a:B?- a3B®-...- a,B’)Zi= 2o (1.3.2)

Por el Teorema Fundamental del Algebra este polinomio de retraso puede

expresarse como:

{(1-gsB)(1-g2B)1-gsB}... (1-g-8) = G(B} (1.3.3)
De este modo:
(1- a8 - a,8%- 2aB%-...- apB?)=(1-g1B)(1-g2B) (1-gsB)... {1-gxB) (1.3.4)

Las raices de la ecuacién caracteristica G{x)=0 relativa a este polinomio seran
P | -1 -1 1 aaror . .
x=gy", G2, O3 ... @p Y permitiran conocer la solucidon general de la ecuacion

{1.3.1); dicha solucién estard dada por
Z= aoll(1-g1)(1-G2) -(1-Ga)] + $101' + 8202 + SaQs' +... + 8,05 (1.3.5)

Cuyos valores s; i=1,2,...,p son determinados con base en p condiciones iniciales

conacidas que pueden ser los valores Z; a Zp, el nivel medio del proceso o alguna
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cota superior o inferior. Para confirmar que (1.3.5) es solucion general de (1.3.1) sélo

es necesano multiplicar (1.3.5) por (1.3.3) y considerar la equivalencia expresada en

(1.3.4), esto es, para isp tenemos:

$,9'G(B) = 8,0/(1-g1B)(1-g2B)(1-gsB)...(1-gB)...(1-g;B)
= 5,g'(1-giB) (1-01B)(1-g2B)(1-g3B)...(1-g1B) (1-gw1B)...(1-g;B)
= ((sig)(1)- s9Bg)(1-0:1B)(1-0:B)(1-gsB)...(1-Gi1B) (1-gwiB)...(1-g,B)
= (s,g'- sgg" " }(1-gi1B)1-g:B)(1-gsB) ..(1-011B) (1-Gu1B)...(1-g;B)
= (81! - 50')(1-01B)(1-g2B)(1-gsB)...(1-g11B) {1-G1B)...(1-gpB)
=0

Con lo que el praducto de (1.3.5) por (1.3.3) se reduce a

(1-0sB)(1-92B)(1-93B)...(1-g:B)Z=
lao/[{1-g1B)(1-G2B)...(1-g-B)] (1-g1B)(1-g2B)(1-g3B).. (1-g,6)

= (1 - asB- a:B?- a3B”- . - a,BP)Z:= g

En este punto debo sefalar que la convergencia del proceso expresado como
{1.3.5) a un nivel de equilibrio dependeré del médulo de los valores g, i=1.2,....0: el
proceso serd convergente si los p valores cumplen con |gil< 1, es decir, que g se
encuentre fuera del circulo unitario en el plano complejo. Estas condiciones surgen
del hecho de que al representar al proceso determinisia como:

Z= (1-giBY'(1-g28) "..(1-g,B) "2

Este sdlo tiene sentido en la practica si:

R— - n= 1 i i=
(0B)'=Z g g) silgl<t,  i=1,2,...p (1.3.8)

I8
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Ademas esto permite que:

(iMhose SG =0 silgl<t, i=1.2,..p (1.3.7)

Las condiciones dadas en (1.3.6) y (1.3.7) no se cumplirian si | gl >1.

El Gitimo tema base para el andlisis de series temporales bajo el enfoque
modemo se refiere a la funcién de autocorrelacian, FAC, y la funcién de
autocorrelacién parcial, FACP. La importancia de estas funciones es que permiten
describir algunas caracteristicas del proceso generador de |a serie por medio de las
cuales es posible identificar el modelo correspondiente a ésta. Las caracteristicas de
dichas funciones son:

Funcién de autocorrelacion: permite evaluar la correlacién entre dos
observaciones distintas de una misma variable en dos puntos temporales diferentes,

es decir, separadas por k pericdos:

COV(Z{, Zt+k)
Pk = ar(Zy)VarZuw)]

{1.3.8)

Funcién de autocorrelacién parcial: mide la correlacion entre dos observaciones
distintas de una misma variable en dos puntos temporales diferentes, mientras las
correlaciones de los periodos intermedios son controladas ¢ mantenidas constantes,
es decir, [a FACP es una autocorrelacion condicionada en la que el valor de esta
funcion entre dos observaciones estd mediatizado por los valores de las
correlaciones para las observaciones intermedias. Como consecuencia, la FACP no
puede obtenerse por medio del uso de una sola ecuacién, como ocurre con la FAC,

pues los términos y la forma de la ecuacién irdn cambiando a medida que los
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retardos se incrementen, pues seran mas las observaciones intermedias implicadas.

El calculo de esta funcién se realiza mediante la regia de Cramer:

dr11=  pi
bz
1 pP1 Pt
pr 1 p2
pz P11 P3
da3 =
1 pi p2
jol} 1 Pt
p2 py 1

1
pi

pr

Pi
P2

P

ik =

1 pr p2 Pz Pi
1 pi pea P2
Pk1 Pr2 Pk3 P Px

1 Pt Pz Prz  PrA
p1 1 P Pk-3 P2
Pkt Pkz  Pk3 o1

{1.3.9)

Una ventaja de las funciones mencionadas es que, al estar referidas a las

correlaciones y ser éstas adimensicnales, no se ven influidas por cambios extremos

en los valores de la serie.

Ahora, puedo presentar los diferentes modelos base gue propone el enfoque

estocastico para caracterizar a una serie de tiempo.
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2 Modelos para series de tiempo

En este capitulo haré una breve introduccion a los modelos para series de tiempo
univariadas, lineales, discretas, sobre intervalos de tiempo jguales y segin el
enfoque estocastico utilizados para analizar las series cronologicas que se presentan
en la préctica. Estos modelos se comportan a lo largo del tiempo de acuerdo con las
leyes de probabilidad y suponen gque el proceso a describir es ergddico.

Cabe sefalar que estos prototipos sélo son aplicables a series gque no
presentan estacionalidad, ya que los procesos estacionales reguieren de un
tratamiento diferente que detallaré en el capitulo cinco.

De! apartado 2.1 al 2 3 trataré modelos para series estacionarias, mieniras que
en el punto 2 4 presentaré el modelo para series no estacionarias en la media. Para

todos ellos elaboraré una breve revisidn de su estructura y caracteristicas.

2.1 Modelos autorregresivos

Estos modelos tienen una representacién similar a la de las ecuaciones en diferencia

mostradas en (1.3 1), perc consideran una variable aleatoria & en vez de una

constante, es decir, el modelo se convierte en:

Zi- diZi1G2Zer.. Hplep= O &y (2.1.1)

t=0, +1, 2, £3...; ¢, ¢ = constante, j=1, 2,.. ,p; ¢, #0; & variable aleatoria

Se llaman modelos autorregresivos debido a que el valor actual de la variable
se estima con base en los valores que ésta misma tomé en tiempos anteriores a t,

valores que se ponderan con los coeficientes autorregresivos ¢, i=1,2, .0 lLa
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necesidad de introducir a la variable aleatoria se debe a que una serie cronoldgica no

es un proceso determinista, si no resultado de un patroén influido por movimientos

aleatorios

Si se cumple que Z: tenga media constante E(Z) = p y se hace el cambio de

variable Z,= Z,-p entonces el modelo en (2.1.1) puede representarse también como:
Zi = 01Zeat d2diat.t Gplipt Ot (2.1.2)

En el cual es mas notario el origen del nombre de estos procesos. A(21.2)sele
llama modelo autorregresivo de orden p y se le simboliza como AR(p). Ofra forma de

representar a (2.1.1) es:
$(B)Ze= 2 (2.1.3)

Considerando en general y por simplicidad que {a} es un proceso de ruido blanco'
con media cero, varianza o,” y distribucién normal que mide las variaciones o errores
aleatorios del proceso.

En el caso de este tipo de procesos, es imposible decir que se alcance un punto
de equilibrio debido & la parte aleatoria que involucra; sin embargo, puede hacerse
referencia a su estacionaridad. Recordando lo revisado en el capitulo anterior sobre
ecuaciones en diferencia, se tiene que por analogia la estacionaridad del proceso

dependeréa de los mddulos de ias raices de la ecuacion caracteristica §{x) = 0.

' Un proceso de ruido blanco es una sucesion de choques aleatorios (realizaciones
independientes) de una variable aleatoria ccn media constante (generaimente se le

considera igual a cero) y varianza c,’.
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Retomando que $(B) puede escribirse como (1-g1B)(1-g2B)(1-g3B)... (1-gpB) =
b(B) se llega a que (2.1.2) seré un proceso estacionario si g, 1< 1 parai=1, 2, .., p.
Esto es equivalente a pedir que los valores g™, gz, ga’..... g, se encuentren todos
fuera del circulo unitario (en e! plano complejo). Otro resultado que permite
determinar la estacionaridad de la serie es el Teorema de Schur’, que hace posible

deducir que el proceso es estacionario si los siguientes p determinantes son todos

positivos:
Di- | -1 idp Dp-1 -1 0 .. O :i¢p bot - O
o T b -1 0i0 4 42
Do | -1 0 ¢ dp1 o1 dpe - -1 0 0 . &
& 110 & "'@;‘""b""'ﬁ.’.’""d“%"—'i """ b - et | (21.4)
S o1 bp 0:0 - tp2
¢p—i ¢’p:§ 0 -1 :
b1 G2 - ¢p§ 0o 0 .. -1

Si (2.1.3) resulta ser estacionario entonces ¢(B)Z; = a puede expresarse como
una suma Infinita en términos de los errores aleatorios Zy = #(BY'a = ¥(Byay = a +
Wiog + Wata + Faaa+. con Zlw i< o,
A esta propiedad se le conace con el nombre de invertibilidad. Adicionalmente,

puedo mencionar que es mejor representar el modelo con un namero finito de

1 Los médulos de las raices de la ecuacion @ §,d”*- ¢d”*...-4pad- ¢p = O seran todos
menores que la unidad, sty sélo si los p determinantes mosirados en (2.1.4) son todos

positives.



parametros que con una infinidad de los mismos; a esta medida de elegir sl modelo
con el menor nimero de parametros se le llama Prificipio de Parsimonia.

Consideranda que el proceso AR(p) es estacionario, la media no depende del

tiempo, ya que E{Z)=0 y los valores de la varianza y autocovarianza, basados en |a

representacion invertida de Zy, seran:

yo=Var(Zy) = E[Z: -E(Z)F] = EZ)
vo= El(ay + it + oz + Potus +.. )]
vo= E[(ar + W1d1 + Waihz + ot +.. )01
+ E[(tx + W10 + Yoo + Patua +.. )10t}
+ E[{a + Wi + Voo + Paths +.. ) ¥ 202]
+ E[(gy + Wit + Yotz + Vs +.. ) Patual ...

® 0

1o= E(ad) + ¥\ E(onr?) + ¥ E(as) + VPE(@s")+. + Z VP ER]
P

Yo= 002231\11;2 con Wo=1 (2.1.5)
2

Puede advertirse que tampoco yo = Var(Zs) depende del tiempo, sino solo de la

convergencia de la suma infinita y, finalmente:

1=Cov(Zy, Zisk) = E[(Z1 - E(Ze))(Zek - E(Zesi))] = E(ZeZtek)
= Efort¥it+ Tz +. )@t 10mc PPt Y kit Y\ ek
ke Pie 1Byt |
= E[(ar + P18 + Ptz + Padis +.. )Auk]
+ E[(ay + W10 + Wiz + Yatha +. ) F1dteca]
+ By + W10 + Potuo + Patua +... ) Fadie2] +...
+ Ef{en + Wi + Yoouz + Pates +.. ) Fresdokgen]

+ E[{on + W1oua + Yotz + Yades +...) Videwdd]



+ E[(oy + Wity + Yoz + Paths +. ) Pra@ken] ..

- 0
n= E(iad) + E(¥ i ¥ieaus?) + E(¥2¥Pats’) +...+ _ZKMHR-]]
KL

Yk = 00 [Pk +_z1\y;11kﬂ} con Wo=1 (2.1.6)
e

Asi, en (2.1.6), v« = Cov(Zy, Zix) tampoco depende del tiempo, sino sélo de la
separacion de las variables y de la convergencia de la suma infinita.
Las primeras p autocorrelaciones que forman fa FAC pueden obtenerse en

términos de los parametros ¢ y las ecuaciones de Yule-Walker siendo éstas:

p1=ts + daps + .+ dppp
p2=d1p1 + b2+ .+ dppp2

pp=d1ppt + dappa . F by (2.1.7)

Las demas autocorrelaciones se oblienen de la relacion

Pi=b1pk1 + P2pi2 .. F DpPrp para k = p+1 {2.1.8)

La FAC converge a cero exponencialmente o bien con un comportamiento
sinusoidal dependiendo de las raices de §(B) = O (el comportamiento sinusoidal
aparece cuando alguna de las raices es compleja). Todo proceso AR(p) tiene
asociada una Unica FAC que se encuentra determinada por las condiciones (2.1.7) y
(2.1.8), cuyas correlaciones obviamente no dependen del tiempo.

En cuanto a la FACP, se tiene que solo las primeras p autocorrelaciones
parciales son distintas de cero debido a que el modelo depende de p retrasos en Z,
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(la autocarrelacion se ve influida sélo por p variables consecutivas). Para ver esto se
tiene que para la autocorrelacion parcial ¢ para k>p, sefialada en {1.3.9), la ultima
columna en la matriz del numerador puede ser escrita como combinacion lineal de

las columnas previas de la misma matriz por o que para k>p la FACP desaparece.

2.2 Modelos de promedios moviles

Estos modelos concicen a la serie de fiempo {Z}, formada por observaciones
dependientes, como si se hubiera generado por una combinacion lineal finita de
choques aleatorios independientes {a:}. Si se toman las desviaciones de {Zi} respecto
de su media p es factible generar la serie {4}, donde Zv= Z-p, ¥ formular el modeic

de promedios méviles de orden g como a continuacién se describe.

Zy = oy - 0184 - 02012 - B33 - - g {(2.2.1)
Equivalente a.

Zi= (1-0:B - 8:B%- 038°-.. - 8,B%a (222)
Y a:

Z: = 9(B)ax (2.2.3)
Donde 8, i= 1, 2, ..., g son las ponderaciones asociadas a los choques en los

periodos t-1, t-2, .., t-g. Por las representaciones anteriores se nota que al ser Zy una
combinacién lineal finita de variables aleatorias estacionarias —recuérdese que se
supone que {o) es un proceso de ruido blanco— entonces tedo proceso de

promedios mdviles es estacionario.
El proceso en (2.2.1) se simboliza como MA(g) y se le llama proceso de
promedios méviles de orden g. Probablemente la denominacién de promedios

méviles proviene de la idea de promediar o ponderar los choques aleatorios, aunque
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en este caso no se trata necesariamente de un promedio pues no es indispensable
que la suma de las ponderaciones sea uno, nt que éstas sean positivas.

Las restricciones para invertibilidad de este modelo se obtienen por dualidad de
las condiciones de estacionaridad del modelo autorregresivo mostradas en (2.1.4); es
decir, (2.2 3) sera un proceso invertible si los ¢ determinantes que se presentan a

continuacion son todos positivos:

Di= | -1 {8 De- | -1 O .. 0i8; 801 . 0
e 0 -1 00 o 6
Do- | -1 0 i8g 641 Og1 Bgz .. -1 0 0 .. 8
0 -1 0 8 o, 0 O e o B | (224
"’él.'""b"f"-‘l' """ 6 Bp1  Bq 0i0 -1 B2
Oq-1 Gqé 0 :
' & 8 . eq 0 0 .. -

Si el proceso MA(g) resulta ser invertible podra expresarse como:

Zi= o +mZyat noZiat kgt

Con ¥ =m< o,
Como mostré, dado que el proceso es estacionario ni la media, ni la varianza, ni
la covarianza dependen del tiempo, pues es inmediato que E(Z} = O y como

consecuencia de (2.1.5}) y (2.1.6)

g
Yo= Var(Zs) = caz%ef con Be=1 {2.2.5)
q
= =a.2 ;
Tk = COV(Zh Z{&k) =0 [‘ek + jz=:1ejekﬂ] (226)

Con base en esto se obtiens la funcién de autocorrelacion
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B+ 010xs1 + Bbien +. .+ gk _
14047 +67° +...+Bq2 sik=1,2,.., G

Pe= (2.2.7)

0 sik =g+l
En la FAC y FACP de estos modelos ocurre o contrario que en los AR(p), es
decir, sélo las primeras g autocorrelaciones son distintas de cero, pues solo existe
relacién de la variable con los primeras g choques aleatorios, en tanto que la FACP
converge a cero exponencialmente o bien con un comportamiento  sinuscidal

dependiendo de las raices de 8(B) = 0 (e! comportamiento sinusoidal aparece cuando

alguna de las raices es compleja).

2.3 Modelos autorregresivos y de promedios méviles

Los esquemas denotados por ARMA(p,q) surgen al combinar el modelo AR(p) con &l
MA(q) para poder cumplir mejor con el principio de parsimonia, es decir, utilizar el
menor nimero de parametros para estimar en forma eficiente la serie en estudio. El

modelo ARMA(p,q) se representa asi.

b(B)Z: = 8(Bjau (23.1)

Equivalente a

2 01241~ b2Zs2- §2Z13-..- OpZep =0t - B10us- 0202 B35 Ol (2.3.2)

Con $(B) y 8(B) polinomios de retraso de ordenes py q respectivamente, {a} un
proceso de ruido blanco y {Zi} es la serie de desviaciones de {Z:} respecto de su
media p. Para que el proceso sea estacionario se requiere que las raicaes de &(x)=0

estén fuera del circulo unitario y para que sea invertible es necesario que las de



0(x)=0 lo estén también, por lo que debera cumplirse que todos [os determinantes
mostrados en (2.1.4) y (2.2.4) sean positivos.

Como consecuencia de la estacionaridad y de la invertihilidad que presentan 10s
procesos AR({p) y MA(g) que se combinan, se tiene que la esperanza, varianza,
covarianza y autocorrelaciones del ARMA(p,g) no dependen del tiempo.

Para derivar la FAC del proceso basta con despejar a Z; de (2.3.2), multipficar el

resultado por Zyy y tomar la esperanza de cada uno de los términos con lo que se

cobtiene:

1= iyt HhoYi davea Fot Govkp  k2GHT =

Pe= b1pet Hapkz Thapks +..F dpprp  k2GH1 (2.3.3)

Por lo que sigue la misma ecuacion en diferencia que la FAC del proceso AR(p)
expresada en (2.1.8), sélo que en (2.3.3) esta funcién inicia su convergencia a cero
después del retraso k = g, en tanto que las primeras g autocorrelaciones dependen
tanto de los parametros autorregresivos como de promedios moviles, lo que implica
que tengen un comportamiento irregular. Por su parte, la FACP ser una sucesion

infinita convergente a cero.

2.4 Modelos autorregresivos e integrados de promedios méviles

Este tipo de representacidn es una extension de los modelos ARMA en la que se
considera una serie temporal que no es estacionaria en la media. La idea del modelo
ARIMA es la siguiente: si la serie original {Z;} tiene una tendencia polinomial no

determinista (u homogénea, como también se la flama) que provoca que la serie no



sea estacionaria entonces es factible la construccién de un segundo proceso {Wi

que si sea estacionario.

Como sefialé en la seccion 1.3, la forma para construir {W} seria aplicar a {Z}
el operador diferencia d veces, suponiendo que la tendencia polinomial de {Z} es de

orden d. Se define entonces a W, como:

W=V vt (2.4.1)

A esta serie se le podria hacer corresponder un proceso ARMA(p,q) de la forma

&(BIW, = 8(B)z que seria equivalente a considerar el modelo ARIMA(p,d,q) con la

representacion:

$(B)VZy = 6(B)ar, o1 (2 4.2)

Con ¢(B) y 8(B) polinomios de retraso de ordenes py g respectivamente, {a} un
proceso de ruido blanco y {Zi} es la serie en estudio. Para que este modelo sea
estacionario e invertible se requiere que las raices de ¢(x)=0 y 6(x)=0 estén fuera del
circulo unitario,

Notese que he supuesto implicitamente que el nivel del proceso {W} es cero,
pero de no ser asi deberia considerar la existencia de una media constante py en la

serie con lo que tendrfa que considerar a un modelo ARIMA mas general con la

faorma
(B} Wipw) = 0(B)a (2.4.3)

O bien
$(B)W: = B0 + 8(Blay (2.4.4)
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Con 0p = pu(1+ $1+ o+ dat..+ ¢p) Donde 6o es el resultado de una tendencia
polinomial determinusta (no dependiente de los choques aleatorios {&}) no adaptiva y
que por lo tanto es perfectamente predecible. Como esta condicion es dificilmente

identificable, casi siempre se supone gue 8o =0.

Finalmente, en ocasiones se hace referencia a modelos tipo ARI o del tipo IMA
lo que significa que el proceso ARIMA esta formado soélo por un procesc
autorregresivo  diferenciado o por  uno de promedio méviles diferenciado,

respectivamente.
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3 Construyendo el modelo
Segtin la teoria de Box y Jenkins, el procedimiento a seguir en la formulacion de un
modelo ARIMA consta de una estrategia iterativa de identificacion, estimacién y

verfficacion.

En el siguiente esquema presento las etapas a seguir en la creacién del

modelo.
PASO1: PASO 2: PASO 3
Identificacion ——————» Estimacién de f———————»  Venficacitn de
del modalio los pardmetras supuestos

—

+El modelo es
ya adecuado?

x

PASO 4:
Uso del modelo

A continuacién detallo la metodologia que seguiré en los pasos 1 a 3 para

construir el modelo.

3.1 Identificar el modelo

En esta etapa se determina la transformacién de la sere temporal necesaria para
estacionarizar la varianza y el nimero d de veces que debera diferenciarse la serie
transformada para obtener una serie estacionaria; posteriormente, con base en los
comportamientos de la FAC y la FACP, se establecen los érdenes de ios polinomios
autorregresivos y de promedios méviles (p,q) para el proceso ARMA relacionado con
la serie estacionaria.
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3.1.1 Estabilizacion de la varianza

Como adverti en la seccion 1.3, es indispensable la estacionaridad en la media y en
la vananza del proceso en estudio para poder aplicar [a metodologia de Box y
Jenkins. La no estacionaridad debe resolverse primero para la verianza y
posteriormente para la media.

Para empezar a identificar el modelo lo primero que se debe hacer es
determinar si es posible considerar que el proceso tiene varianza constante. Para
lograr este objetivo, dado que se cuenta s6lo con una sola observacion y no con un
conjunto de observaciones para cada tiempo, se forman grupos homogéneos de
observaciones contiguas, es decir, si se tienen N observaciones se dividen éstas en
H grupos con R observaciones (i e. R=[N/H]) y si sobran n=N-R*H observaciones
éstas deberan eliminarse del principio o del final de la serie para realizar estas
pruebas —en la practica se recomienda formar grupos de entre 8 y 15
observaciones—.

A continuacion se determinan las medias y desviaciones esténdares de cada

grupo H' Sea Zy, la observacion r-ésima del grupo h-ésimo

R
Zh = rZ=1Zh,rIR h=12...H {(3.1.1.1)

R
S = Z{Zne-ZnfI(R-1) h=1,2,...H (31.1.2)

p=
Si resulta que la varianza por grupo no es “estable” se determina el valor de A
{parametro de transformacion) para el cual la serie transformada cumpia con esa

condicién. El valor de A seleccionado seré el que minimice el coeficiente de vartacién

de & {CV(A)) con.
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CV(A) = S(MM(L) (3.1.1.3)

H

M(2) =h§1(s,,fzh“’-)m (3.1.1.4)
H

S (n)= hg[(shfz,,”-) - MAPH(H-1) (3.1.1.5)

La seleccién de A se realiza de esta forma porque se supone que ese valor satisfara
aproximadamente la relacién Sp/Z,' " = constante.
Para estacionarizar la varianza los métodos mas comunes son el de Bartlett
{1947) quien sugiere una transformacion def tipor
z¢ si A#0

T(Zy) = (31.1.8)
Log(Zy) siA=0

Y el de Box-Cox (1964) que transforma a la serie como:

(Z&-1) A si 220
T(Z) = (3.1.1.7)
Log(Zy) si A=0

Aunque esta transformacion es basicamente muy parecida a la anterior, tiende
a normalizar los datos que se obtienen. Otra version de esta transformacion es la
siguiente:

(Zt+F2)F1-1

T(Z)= si Fy 20 (Zi>-F2)

T(Z)= CLn{ZctF2) siF1=0(F2<0)
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Donde C es la media geométrica simple de Z+ Fa, Fy es el equivalente al parametro
3., F2 se elige de tal forma que Z: + F, sea siempre positiva (por lo tanto F2 sera cero
s los datos con los que se realiza el andlisis son tedos positivos).

Finalinente, cabe hacer notar que no necesariamente sSon sblo estas las

transformaciones que pueden utilizarse pero si son las mas frecuentes.

3.1.2 Estabilizacién del nivel

Para estacionarizar la media habré que diferenciar la serie un numero o de veces
adecuado (generalmente de 1 a 3 veces) aplicando el operador V; la nueva serie
oblenida seré estacionaria y con d observaciones menos que ia original. Esto supone
que existe un polinomio de grado d que se ajusta aproximadamente al
comportamiento de la serie Para decidir el numero ¢ de veces que se debe aplicar el
operador diferencia es aconsejable seguir las técnicas que a continuacion describo:

Una de las formas para determinar d es a través de las gréficas de la FAC
muestral de algunas diferencias de la serie analizada ({T(Zy)}, {VT{Z)}, {V2T(Zo},
{V*T{ZY), .., {V"T(Z)}) ya que un decaimiento répido de la FAC hacia cero indica que
un proceso es estacionario; entonces d sera el orden del operador diferencia cuya
FAC corresponda a un proceso estacionario. En la practica es frecuente eluso de a
lo méas tres diferencias y no es recomendable ia sobrediferenciacion pues esto puede
ampliar la varianza.

Otra opcion es el método de diferencia de fa variable que se basa en la idea de
que al tomar diferencias sucesivas de una serie no estacionaria su varianza va

disminuyendo hasta gue la serie es estacionaria y comienza a crecer con la
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sobrediferenciacion. Basado en este supuesto Anderscn (1976) sugiere seleccionar a

d como:

Sy =min{S(),j=0.1,2 3., n}

Donde

N M
S = SIFTE)-ZITE@INF

=y

N1

Dado que este es, ante todo, un métedo empirico @s mejor considerario como

complemento del andlisis de la FAC al decudir el valor mas adecuado de d.

3.1.3 Analisis de la funcién de autocorrelacién y de autocorrelacion
parcial

Obviamente, no se conocen los valores reales de la FAC ni de la FACP por lo que, si
se cuenta con N cbservaciones, se procede a analizar los valores de la FAC
muestral definida por

N-k
E_gzt—M(Zt))(Zuk-M(th))
t= {3.1.3.1)

[
ggzi—M(zof

Donde M(Zy) es la media de las observaciones y M(Zy) = M(Zw). Asimismo, se
revisan los valores de la FACP muestral que se obtienen al sustituir en (1.3.8} a p,

por su estimacion .
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En este punto se debe asociar la FAC a un proceso ARIMA. Las

aproximaciones basicas para las varianzas y autocovarianzas de las

autocorrelaciones proporcionadas por Bartlett son

a)

o

Var(t) ~ 5 (p2 + prsprk -4oxippk + 2001 )N

L]
Cov(ry, Tiss) = [Zpipysel/N
j7
Si el proceso es generado por ruido blanco con distribucion normal, la
aproximacién para la varianza sera:
Var(r) = 1/N
para decidir si realmente todas las correlaciones son cero se realiza un
comparativo entre los valores rx y sus desviaciones estandar, asi f, sera

considerada diferente de cero si
[nel > 2[1IN]"2 vk

Si el proceso es originado por un MA(g) las autocorrelaciones para atrasos

mayores a g son cero y entonces la aproximacion seria.
7 2
Var(r) = (1 + 223 WN para k>gq
o

para decidir si las correlaciones son cero a partir de cierto retraso g se realiza un
comparativo entre los valores ry y sus desviaciones estandar, bajo este criterio rk

es diferente de cero si

q
|l > 2001 + 237N para k>g
Z
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esta medida se basa en el hecho de que para una muestra de mas de cien

cbservaciones la distribucién de r se aproxima a una distribucion normal con

media cero.

Como no se cuenta con los valores de p utilizo su estimador r; obteniendo
aproximaciones validas para muestras grandes de las formulas presentadas.

Por otro lado, el orden de un proceso AR(p) no es faciimente identificable a
partir de ta FAC por lo que se hace usc de la FACP estimada; como esta funcién
esta influida por errores muestrales, para decidir si el valor ¢, @s cero se realiza una
prueba a su estimador ¢ para cuantificar la variacién muestral de éste. Segin
Quenoullle {1949) si el proceso es AR(p) las autocorrelaciones parciales muestrales

se distribuyen de manera independiente con media E{(ga)= ¢ y con

Var(dy) = 1/Npara i>p

Con base en esto se determina que ¢, es distinto de cero si ¢y se encuentra

fuera del intervalo definido por

+1.96[Var(gn)]'"? ~ 2[Var(¢y)]"? ~ £2/(N)"?

entonces, sf se cumple la condicién anterior para i>p se tendra asociado un proceso
AR{(p).

Finalmente, para identificar un modelo ARMA(p,q) se cuenta con diferentes
referencias, La primera técnica de identificacion es revisar que el proceso tenga
asociada una FACP que no desaparecera después de un numero finito de retrasos,

en tanto que la FAC tendra un comportamiento irregular de las primeras ¢
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autocormelaciones y después convergera a cero. La segunda técnica consiste en
revisar gue si g > p, la FAC tendra un comportamiento irregular de las primeras g - p
autccorrelaciones y después convergeré a cero, en tanto que ia FACP no
desaparecera después de un numero finito de retrasos: o bien, si ¢ < p, la FACP
tendré un comportamiento irregular de las primeras p - ¢ autocorrelaciones y
después convergerd a cero, en tanto que la FAC no desaparecera después de un
numero finito de retrasos.

La altima técnica de identificacién de un modelo ARMA(p,q) se basa en que,
segln Beguin, Gourieroux y Monfort (1980), si Z; es un proceso ARMA(p,q) con la
representacion ¢(B)Z: = 6(Bja donde & es un proceso de ruido blanco y ¢(B) ¥
8(B)son polinomios de retrasos de ordenes p y q respectivamente cuyas raices
tienen modulo superior a unc y no tienen raices comunes, se puede establecer el
siguiente resultado:

Si Z; es un proceso estacionario se tendré que sigue un proceso ARMA(p,q) siy
solo si se cumple que

AGDN=0VizgH y V> p+
Alp)=0Vizg
Alg))#0Vijzp

donde A(i,)) es el siguiente determinante:

Al = | P P12 e P Piget
Pist Pi P N L Pi-a2
Pis2 Pred P S Pz Pij+3
Di+e2 P 3 P 144 cee - Pi-t
Prisi Pz P33 - - Piv pi




Para facilitar la identificacion del medelo, se construye una tabla con base en

los valores A(i,)) calculados para diferentes valores de 1y J:

ORDEN ORDEN AR
MA j
i 1 2 3 b p Fo 2 A
1 ALY [A(12)  A(1L3) AP A1) ...
2 A2, (A(2)  A@3) |- AP |A2pr) ...
3 ABY)  |AB2)  [AB3) ABp)  |ABPH) |- .-
g Agl)y |Ag2)  (A@3) - |Mgp)  [Algeth) ...
g+1 Alg+1,1) | A(g+1,2) |A(g+1,3) | Alg+1,p) |0 10
.................. 0 0

Para detectar los érdenes p y ¢ se buscara una ruptura entre las lineas i = g e

i=g+1 y enire las columnas j=py | = pt1

En resumen, si el proceso presenta su FAC y su FACP iguales a cero para

todos sus retrasos entonces se tratara de ruide blanco, en tanto que un procesoc

AR(p) tiene solo las primeras p autocorrelaciones parciales distintas de cerc mientras

que su FAC converge a cero y, por otra parte, un MA{g) tendra todas sus primeras p

autocorrelaciones distintas de cero aunque su FACP muestre convergencia a cero y,

finalmente, un proceso ARMA(p,q) tendrd comportamientos irregulares en las dos

funciones, FACP y FAC.
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3.2 Estimacion
Una vez determinados los grados de los polinomios AR(p) y MA(q) v el grado de

diferenciacion d, el siguiente paso es determinar los valores de los parametros ¢, $2,
3, ..., 0p.01, 02, 03, .., Bq utilizando un método estadistico apropiado.

Los métodos mas usuales para la estimacion de pardmetros son: ef de los
momentos, el de los minimos cuadrados y el de la méxima verosimilitud. El método
de los momentos es el procedimiento mas simple para la estimacion de los
parametros ¢, de los procesos AR(p); pero puede volverse complejo al intentar la
estimacion de los paréametros 6, de un proceso MA(g) ya que la condicidn de
invertibitidad limita fos valores que permiten una solucion aceptable. Por ofra parte, el
método de los minimos cuadrados no lineales no presenta problemas especiales
para la estimacion de los parametros ¢,y 6; pero una de sus principales limitantes es
que no utiliza toda la informacion disponible para una estimacion mas exacta.

Finalmente, con base en el supuesto de que la funcion de distribucion de a; es
ta normal, es posible estimar los pardmetros usando ef méfodo de la maxima
verosimilitud. Si se condiciona la funcidn de verosimilitud a los valores iniciales se
obtiene una funcién de verosimilitud condicionada, y si no se condiciona la funcién se

obtiene una estimacion de la verosimilitud exacta.

3.2.1 Funcidén de verosimilitud
La principal razén de la impartancia de la funcidn de verosimilitud es el principio de

verosimilitud que sefiala que (siendo correcto el modelo asumido} todo lo que los
datos tienen que decir acerca los pardmetros se encuentra expresado en la funcion

de verosimilitud Las bases para la generacién de esta funcion son las siguientes:
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Dada una muestra de N observaciones de ia variabie aleatoria Z se le asccia
una vanable aleatoria N-dimensional cuya funcién de distribucion de probabilidad
conocida §(Z | &) depende de algunos parametros desconocidos &. En este caso, este
conjunto de parametros & podria estar formado por los p+g+1 parametros (¢,6,6a) del
modelo ARIMA(p,d.q). La funcién de verosimilitud ,2"’();%2) permite conocer, a través
de los valores observados por las variables aleatorias, la estimacion de los
parametros que originaron dichos valores; en este sentido, la funcion de verosimilitud
tiene la misma estructura que E(Zlg) sblo que en el caso de la verosimilitud los
valores conocidos como fijos son las observaciones Z v los desconocidos son los del
comjunto de parametros £ Los valores de los parametros que maximizan el valor de
fa funcién de verosimititud son lamados estimadores maximo verosimiles.
3.2.1.1Funcién de verosimilitud condicional
El problema general consiste en ajustar un modelo ARMA, cuyos parametros 8 y ¢
aseguren la estacionandad e inveriibilidad del modelo, & la serie Wit =1, 2, ..n con
n = N-d donde {W,} esta definida como en (2.4.1) y &s un proceso estacionario, d es
el grado de diferenciacion aplicado a [a serie original y N es el nimero de

observaciones de la serie original. Posteriormente, se define la serie {74} en [a forma

M4 = W, - 1y, donde py, es la media de {W} v se representa a ia serie como:
A= W91 Mg 92 Vho-. 9 Whpt01811 40282t 4001 (3.2.1.1.1)

cabe sefalar que generalmente se considera uy, = 0 por [o que si esto se cumple se
tendra que Mt = Wi Es obvio que no se puede realizar una sustitucion inmediata de
los valores Ok en (3.2.1.1.1) debido a que se desconocen los valores anteriores a ia
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primera observacién. De cualquier forma, supdngase que se cuenta con los p valores
W, de la vanable W anteriores a la primera observacion y los g valores a, de la
variable a entonces, a partir de una eleccion inicial de parametros (8,¢), es posible
calcular sucesivamente a través de (3.2.1.1.1) un conjunto de valores condicionales
(6.4 1W, 0, W) para los tiempos t = 1, 2,.., n (donde W es el conjunto de

cbservaciones conocidas de la variable W ).
La construccion de la funcion de verosimilitud se hace con base en el supuesto

de que la distribucién de a es normal y como los choques son independientes se

tiene que’
2, 2 D2
£(01, 2,..., On) = (27m) V%002 M2exp{-Z 2*/(20,)}
£=1

la funcién de verosimilitud condicional dado un conjunto de datos W sera:

Z10,0,05° | W,.a, W) = (2r)"(c.2) Vexp(-S,(6,0)(20,))}

donde

S.(0,0) =;5?(e.¢ W, 0, W) = (U010 -p2Whom. §pMhp +01201% B2z +...+ Bg)

=1

-

y por otro lado el logaritmo de la funcidn de verosimilitud es’
Ln,[-210.¢.0.°] W,.a, W)I= -(n/2)Ln(2r) {n/2)Ln(c,’) -8,(6,6¥(20,7) (321.1.2)

El, en 8, vy Ln, indica la dependencia que existe entre estas funciones y los
valores iniciales W, y a,. En (3.2.1.1.2) se nota que la Unica parte que contiene a los

parametros 0 y ¢ es la suma de cuadrados de los errores por lo que esta estimacion
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par maxima verosimihitud es similar & la estimacion por minimos cuadrados Y,
adicionalmente, para cualquier o, dada, Ln, es funcidn lineal de S,

Por otro lado, la determinacion de [os valores iniciales de W, y o, se realiza de
tal manera que se aproxime a una verosimilitud incondicional. Para la seleccion de
estos valores existen dos métodos:

a) Igualar W, vy a, con sus esperanzas incondicionales, es decir, W, = 0 (si
E(W)=0) y a, = 0; sin embargo, esta aproximacion no es muy buena cuando
alguna raiz de ¢(B) = O se encuentra cerca de los limites del circulo
unitario

b) Calcular los valores de & a partir de &p., A2, .&n , igualando con cero |os
valores de o anteriores a . y utilizando los valores obtenidos para W.
Usando, este métado sdlo es posible sumar n-p valeres de a, sin embargo,
la pérdida de p valores no es muy significativa para valores grandes de n.

3.2.1.2Funcién de verosimilitud incondicional
Como se muestra en la obra de Box y Jenkins' la funcion de verosimilitud
incondicional o de veresimilitud exacta esta dada por.

Z1(0,6,00° | W)= (2107 ™*/(8,4)" exp{-S(6,$)/(20.")}
cuyo logaritmo es:
Ln[Z(0.6.0.2 | W= -(/2)[Ln(2r)+Ln(cA)+(1/2)Lnf(8,6) -8,(6,6}(20.7) (3.2.1.2.1)
donde $(0,6)="-(a1]0,0,W)? con (2] 0.6, W)=E(2:|8,6,W)) ¥ /(6,6) es una funcion de

By ¢. Para series grandes $(8,¢) tiene mayor peso que £(6,4) y por tanto el perimetro

'Box & Jenkins, Time Series Analysis: Forecasting and Control, pp. 269-283.
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de valores parametrales (0,0) correspondiente a $ estd muy cercano al

correspondiente a la funcion de verosimilitud y al logaritmo de la misma, es decir, 12

estimacion por minimos cuadrados de {3.2.1.2.1) puede proveer de valores muy

proximos a los estimadores méaximo verosimiles.

Para determinar la suma incondicional de cuadrados los valores de & se

calculan recursivamente tomando esperanzas condicionales de (3.2.1.1.1). Para

iniciar este célculo se requieren los valores W, =0, 1, 2,...; con la finalidad de calcular

estos valores se realizan los siguientes pasos:

a)

b}

¢

d}

Expresar el modelo como ¢(F)W: = B(F}a es decir. 4 = Wi 01 Wit -0oWhao-
<. GpWhip 01801+ 02602 +. .+ Ogleq.

Comenzar a calcular @ a partr de t = n-p, n-p-1, n-p-2,...(a partir del final de
la serie descontando las Gltimas p observaciones), haciendo &.p«=0 para
i=1, 2,....5 y considerando los valores conocidos de W

Hacer &, =0 parai=0, 1, 2,... y con base en estos valores, en los valores
calcutados en el punto anterior y en los valores conocidos de W, obtener
los valores de Wy parai=0,1,2,...

Expresar el modelo como ¢(B)W, = 8(B)a, es decir, &= Wi -o1 Wi -p2Wha-...
“GWop +0121 02012 + ... +040rg ¥ con base en los datos obtenidos en los
pasos anteriores se realiza ahora el célculo de & [es cierto que la recursion
para el calculo de W, puede ser infinita pero, dado el supuesto de
estacionaridad, se considera que existe un entera Q “razonable” tal que
W=0 para t<-Q por lo que se hace &=0 para j<-Q; este valor Q puede ser

detectado durante el calculo de W.].
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e} La suma de los cuadrados de los errores se realiza a través de las aw0 ©
bien se utiliza a, para t=1.
3.2.2 Estimacién por el método de minimos cuadrados: Algoritmos
En esta seccidn trataré de mostrar algunos métodos para estimar los parametros Oy
¢ que mimimicen el valor de $(0,4); estos métodos son los que se refieren a la
estimacién no lineal pues al elevar al cuadrado la expresion (3.2.1.1.1) se generan
ecuaciones no lineales que involucran a los parametros
Como aproximacién al estimador maximo verosimil se utiliza fa suma $(6.¢)

definida anteriormente y que, para fines practicos, puede reemplazarse por.
o 2
$(8.0)= Z(i[6.6.W)

Sea B=(8,4) el conjunto de los k=p+q parametros de un modelo ARMA(p,q),
como lo que se requiere es minimizar $(6,6)=S(p), se inicla por aproximar cada
término (a:lB,W) de la suma por su expansién en serie de Taylor alrededor de un

conjunto de valores parametrales Bo = (B1o, B2o. - Bro), asl:

K
&= o -g%(ﬁi -Blo)an (3.22.1)
donde
oa
e i
% |p=po

y los términos de orden superior a uno han sido despreciados al suponer que tanto
las potencias de (Bs Bo)? (Bi -[3.,0)3,... como las derivadas parciales de esos érdenes

serén pequefias en valor absaluto.
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Sean a y a los vectores columna de dimension (n+Q)x1 que incluyen a las
variables & y &y, X [a matriz (n+Q)xk formada por las derivadas y;y; baséndose en

estas equivalencias y en (3.2.2.1) se tiene que:
ag~X(B -Bo) + a

de tal forma que $(8,4)=S(p)=a’a es la funcidn que debe minimizarse.

Para calcular esta funcion lo que hace falta es poder calcular las derivadas it
para lo cual se propone el siguiente método numérico que consiste en evaluar
inicialmente (| W, Bio, B2own Big- . Pro) para t =1-Q,...n, después se calcula
(@)W, B1o+B1, 2o Biow. Bro) luego (@l W, Bio, Bao*dz..., Bio.. Bio} y asf
sucesivamente hasta (a;lW, Bro. P20, Bioi-- Protd). Con estos valores se
obtienen las aproximaciones deseadas a través de

(@] W. B1o, Bao...., Bios.... Bro) - (0| Wi Bro, B2o.-.., Bio*di,. .. Bro)
5,

X =

Una vez que se ha encontrado la solucidn que minimiza la funcion, su matriz de

covarianza pusde aproximarse por (X’X)"csc2

3.2.2.1Algoritmo de Marquardt
La funcion a aproximar es $(B) cuya expansion por series de Taylor en forma

matricial sera:

S(B} ~ S(Bo) + dB + 2BDP (3.2.2.1.1)
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con d una matriz 1xk y B una matriz de kxk. Si esta aproximacion es buena, para

pasar de el conjunto de parametros actuales a otro mejor se calcula:
Brmin = Bactuat + D7 [VS{Bo)] (3.221.2)
Una aproximacién mejor para la actualizacion anterior sera

Bmin = Bactual + constante*[VS(Po}] {3.221.3)

El gradiente de $(B) en su valor minimo serd igual a cero; dicho gradiente tendra las

componentes:

n alal W,
=2E1(%E|W- B) _(J_E) =12, . X

B : oB;

oS

tomando una derivada parcial adicional:

>$

= 2% (alW, Pyl W) + dla] W, B) da W, 8)
&Pep, =i i B, apy By
Se define ahora
s 8
o L aF (3.2.2.1.4)
26 28picp,

Tomando la matriz o = %D (3.2.2.1.2) puede describirse como

K
@ Ypushy (32.2.15)

Este conjunto de ecuaciones es resuelto para los incrementos 38f; que

agregados a la aproximacion actual al valor de los parametros proporciona los
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valores de la siguiente aproximacion. Para utilizar la expresion (3.2.2.1.3) se

considera que 1/Aay; = constante tal que 5B, = gyAa; esta expresion es equivalente a

8oy = @ (3.2.2.1.6)

donde A es un factar de ajuste adimensional con la posibilidad de ser >>1.

(32.2.1.5) y (3.2.2.1.68) pueden ser combinadas si se define una matriz «’tal que:

ay=oy(1+h)y ap=oy  {#)

y pueden reemplazarse por:

k
Pi = 210511166] (32217)
=

Entoences, cuando 2 es muy grande o es forzada a convertirse en
diagonalmente daminante por lo que (3 2 2 1.5) se aproxima a (3 2.2.1.3} y cuando
se aproxima a cero, o’ se aproxima a (3.2.2.1 4); asi, dados valores iniciales de f3 el
algoritmo de Marquardt consiste en:

1 Calcular $(B) para el valor inicial dado de .
2 Seleccionar A peguefio (por ejemplo, A=0.001}.

3 Resolver el sistema en (3.2.2.1.7) para 58 y calcular $(3+58).

4 Determinar si A se debe incrementar o disminuir.
4.1 Si S{p+5B)=8(B) aumentar A por un facter de 10
42 Si ${B+5p)<S(P) disminuir A por un factor de 10

5 Actualizar la solucién de la siguiente iteracion , es decir, p « B+80 v regresar
al paso 3.
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6 Detenerse cuando ${B)acuar S{B)antenor <  (donde r es un nlmero pequefio, por

ejemplo 0.1). No detenerse después de haber encontrado para algun § que
S(B) se incrementa

3.2.3 Estimacién por momentos: Valores parametrales iniciales
Cuando el modelo identificado es AR(p) el valor inicial de los p parametros puede

oblenerse a través de las ecuaciones de Yule-Walker estimadas:

M=y + aly +.. + dplp

ro=ifs + dz +..+ dplp2

es decr.
1 1 fy T2 . Toz TpaYy-1{ ™
b2 =l 1 L Tp3 fpa r2
dp fp1 Mp2 Tp3 ... 1 T

Cuando el modelo sea MA(qg), las relaciones entre los parametros 0 y las
correlaciongs pi, pz,... Ne son lineales por o que se requiere resolver el sistema de

ecuaciones no lineal:

re= (81 + 6182 +. 4001001 + 0,2 + 8.2 + .+ 859
rp = (-8 + 0183 +..+8420)/(1 + 842 + 82 + .+ 8

rg=-0g(1 + 02+ 6,2+ .+ 85
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Este sistema tiene multiples soluciones pero sélo una de ellas satisfara las

condiciones de invertibilidad por lo que esa debera ser la elegida. Por ejemplo, para

un MA(1) se tendré r1 = -84/(1 + 8,°) que tiene las soluciones :

B = (2" + {2211y @ =20 - [2ri)? AT

Para un MA(2) se tiene el sistema:

F = (<01 + 0:020(1 + 647 + 85°)

r2= B (1 + 0,2 +85°)

dado que la invertibilidad implica 82 - 85<1y 82 + 8:<1, entonces se necesita
0174627 = [(0-0:)+(82+01) *J2<1
por lo cual el término (1 + 82 + 8,%) debe tomar algin valor dentro del intervalo (1,2)
que permite la siguiente aproximacién (1 + 8:2 + 62 = 1.5 que da por resuftado
By =-r; {0 BB7+r2) y 82 = -1.5r2
Para madelos ARMA(p.q) se presentan ecuaciones lingales y no lineales que

involucran a los parametros. Para resolver estas ecuaciones se considera el hecho
de que §(B)pk=0 para k>q por lo que el sistema:

fgrt = darg +holgr o Hdplgpet

Tpz = Gifges  Fhalg  +Fdpfgpe2

fgep = ifgrp  +olgep2 +.HPphyg
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proporciona las estimaciones iniciales para 41, ¢z, .., ¢p Que deben sustituirse en las
primeras g autocorrelaciones muestrales para poder determinar los valores iniciales
0y, 82, 83,.., Bg.

En lo tocante al términa 8, la estimacion de este pardmetro por el método de

momentos se obliene a partir de la relacion E[$(B)W.] = 8; de forma que

0o = (1-01-dz-. o)W

N
con W= ¥ Wy(N-d-p+1). Elhecho de que se presente una tendencia determinista
t=d+p+1
implica que ésta actuara aun fuera del periodo observado; como este supuesto es
muy fuerte generalmente se elimina el término determinista y stlo en la etapa de

verificacién se precisa si dicho término debe incluirse.

3.2.4 La varianza de! ruido blanco

Como se habra notado, aunque he incluido a la varianza de los choques aleatorios
dentro de los parametros a determinar, ain no he especificado cémo se calculara
dicho valor y es por eso que a continuacién explico este aspecto.

Si se revisan las expresiones {3.2.1.1.2) y (3.2.1.2.1) para los logaritmos
naturales de las funciones de verosimilitud condicional y exacta se apreciara que los
Unicos términos donde aparece o,” son -(nf2)Ln(c.?) y -$,(0,0¥20,2 por lo que si se
supone que ya se cuenta con los estimadores correctos de 0 y ¢ la estimacidn

maximo verosimil de o,° se obtiene a partir de.

pLnLHallop] . 1, $©4) =
6002 2052 2504

Donde n = N - d que produce la estimacidn
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5,2 = S6.0) (3.2.4.1)

n

aungue (3.2 4.1) produce un méximo del logaritmo de la funcién de verosimilitud, en
la practica se utiliza a (3.2.4.2) que considera la correccién por grados de libertad

usados at estimar todos los parametros del modelo

2= % (32.4.2)

3.3 Verificacion: ;Es adecuado el modelo seleccionado?
Una vez que el modelo ha sido identificado y estimado cabe preguntarse si es

realmente adecuado. Si es posible encontrar evidencia de que el modelo es
seriamente inapropiado, se requerira saber cémo debe ser modificado para el
sigulente ciclo.

En esta seccién presento los métodos para diagnosticar qué supuestos cumple
el modelo construido. Un método para confirmar si el modelo es adecuado es la
sobreparametrizacion, es decir, calcular los pardmetros de un modelo mas general
que aquél que se habia seleccionado lo que nos permitira saber si el modelo es
nadecuado Adicionalmente es necesario analizar los residuales; en este tipo de
andlisis los propios datos sugerirdn las modificaciones adecuadas.

Es importante recordar que ningin modelo representa absolutamente a la serie
verdadera vy es por eso que, dados suficientes datos, algunas pruebas estadisticas
pueden desacreditar a un modelo aun cuando éste sea suficientemente adecuado
para el proposito inmediato, por esto se debe estar preparado para trabajar con

modelos que exhiban ligeras fallas en su ajuste.
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3.3.1 Analisis de residuales
Una vez determinadas las estimaciones parametrales 8y ¢ del modelo

H(BIW, = 8(B)n

los residuales se estiman a través de

ar = 8(B) ' §{B)W

considerando 8(B)'¢$(B)=n(B) el modelo puede reescribirse como

Wi = g+ Wi + moWia +.

Por otro lado, la estimacion de W, con base en el polinomio estimadeo &(B) vy las

observaciones hasta el momento {-1 es

Wi = Wi + zxoWho +..

A partir de estas relaciones se sigue que

Q1=W:-Wt (3311)

esto quiere decir que los errores o residuales se miden como la diferencia entre los
valores observados y los estimados per el modelo.

Puede demostrarse gue si el modelo es adecuado, los valores gy se aproximan
a los valores g, del ruido blanco conforme crece el tamario de la muestra de la serie.
Basandose en lo anterior, los supuestos de {a} pueden verificarse y cuando no sean

cumplidos podra corregirse el modelo apoyandose en &
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Supuesto 1: {a]} tiene media cero. Para determunar si esto es cierto se calculan

prmerc la media aritmética y la desviacion estandar muestral de los residuales

utitizando las férmulas:

N & (3.3.1.2)
M@= ... N-d-p)

N . %
= | @ -M@YHN-d-p-
%= X @ M@)YAN-d-p-3) (3.3.1.3)
posteriormente se evalda
(N-d-p)*M(2Vg» (3.3.1.4)

S el valor absoluto de este coclente es menor que dos se dice que no hay
evidencia de que la media del proceso sea distinta de cero y, por tanto, no se
rechaza el supuesto; sin embargo, si el valor absoluto es mayor o igual a dos, se dice
que la media es significativamente distinta de cero (esto querra decir que todavia
existe una tendencia determinista o semideterminista en la serie) y se ha violado el
supuesto.

Para corregir esta violacion se prueba si considerando un término
autorregresivo o0 una diferencia més desaparece la tendencia determinista o
semideterminista’. Si dicha tendencia no desaparece, se procede a incluir en el

modelo al Ermino 8o, que debera ser estimado conjuntamente con los demas

' Esto surge del hecho de que Ja diferencia o el parametro autorregresivo podrian

representar a una posible tendencia adaptiva presente en los residuales.
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parametros y cuyo valor inicial serd tomado como Miaz). Ei término 6o implicaré la
existencia de una tendencia determinista

Supuesto 2; {a) Hene varianza constante. Para establecer si esto es cierto se
elabora una grafica de los residuales contra el tiempo para inspeccionar visuaimente
si la varanza puede ser considerada constante, Esta revision tan burda se debe al
supuesto de que solamente violaciones muy notorias son [as que Hegarian a causar

problemas.

Para corregir la presencia de un patron de crecimiento o decracimiento
constante habria que aplicar una transformacion potencia a la serie.

Supuesto 3: Las variables aleatorias {a} son mutuamente independientes. Para
determinar si esto es cierto se analizan las autocorrelaciones residuales mediante [a
estimacién de la FAC muestral de los residuales que, bajo el supuesto de media

cero, estara formada por los términos

N-k
Z Uk

rdg) = 2P — (3.3.1.5)

2
Z o
t= g+p+1

Después se estima la desviacion estandar de ri{g) a través de
Varlnd@)l* = 1/(N-d-p)* (3.3.1.6)

la determinacion de la significacion estadistica individual de las autocorrelaciones de
los residuales se realiza a cantinuacién considerando que rida) ~ N(O,[N-d—p])"): Si

Inda) = 2/(N-d-p)”, se considera que rg) es significativamente distinta de cero.
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Durbin demostrd que, aunque los valores obtenidos con los datos estimados pueden
ser una valiosa ayuda para reconccer lo adecuado del modelo, puede ser peligroso
utilizar estos valores ya que es posible que se presenten algjamientos imporiantes
respecto de los valores reales. Por su parte Box y Pierce notaron que esta prueba no
es completamente vélida para autocofrelaciones correspondientes a refrasos
pequenos pero si lo es para retrasos moderados y grandes. Por lo anterior, en estos
casos se procede a una prueba conjunta de significacion de las primeras K
autocorrelaciones' llamada Prueba Portmanteau mediante el estadistico @ de Boxy

Pierce (1970) definido como:

K
Q= (N-d-p)f_;'kz(a)

que para K>20 sigue aproximadamente una distribucion ¥? con K-p-g grados de
libertad por lo que el valor Q calculado deberd ser comparado con los valores de las
tablas 4° con los grados de libertad correspondientes y la confianza deseada, Una
mejor aproximacion se obtiene con el estadistico Q' de Ljiung v Box {1978) que se

define como.

K
Q' = (N-d-p}(N-d-p+2 Jzkgf(g Y(N-G-p-k} (3.31.7)

y que tiene aproximadamente la misma distribucién que el estadistico Q por lo que

debera realizarse la misma comparacidn. Si el valor Q' (0 Q) calculado es mas

' K se selecciona de tal forma que los pesos y; del modelo W=h(BY '8(Bla=w(B)a, puedan

ser ignorados para j>K.
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grande que el valor correspondiente encontrado en las tablas xz, se rechaza la
hipotesis de que los residuales se comporten Como ruido blanco.

Si se llega a que las autocorrelaciones no pertenecen a un proceso de ruido
blanco, se debe suponer gue los residuales siguen un modelo ARIMA y esto
implicaria modificaciones al modelo onginalmente planteado. Para tratar de identificar
el modelo ARIMA correspondiente a los residuales se examina la gréfica formada por
los valores rk(a). La idea es la siguiente’

Se identifico el modelo
¢'(BYW = 6'(B)y donde {oi} no es ruido blanco (3.3.1.8)
El modelo ARIMA que sigue {} es
&(B)V4D = (Bl (3.3.1.9)
Relacionando las expresiones (3 3 1.8) y (3.3.1.9) para eliminar a by se tiene que
¢'(B)4(B) VW, = 0'(B)B(Bx

es el modelo que nuevamente deberé ser estimado para verificar si es adecuado.
Supuesto 4: {a} sigue una distribucion normal para loda t. Para determinar si
se cumple este supuesto se debe verificar que a lo mas (N-d-p)/20 de las
observaciones residuales se encuentren fuera del intervalo {-20.°,26,°). En esta
verificacion también se puede emplear la grafica de los residuales contra el tiempo.
También podria elaborarse un histograma de los residuales para observar la forma

de su distribucién y si presenta asimetria.
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La teoria se basa en el supuesto de que {a} debe seguir una distribucidn
normal, pero es obvio que {&i} no necesariamente sigue una distribucion normal por
lo que pueden esperarse ligeras desviaciones de este supuesto que no causen
mayor problema; sin embargo, si el incumplimiento es muy notorio puede aplicarse la
transformacion normalizante de Box y Cox descrita en (3.1.1.7).

Supuesto 5: No existen observaciones aberrantes (posiblemente afenas a la serie
en estudio). Para determinar si se cumple este supuesto también es util la gréfica de
las observaciones residuales pues la existencia de observaciones fuera del intervalo
(-3052,35,-,2) implicaria que, o bien se produjo un evento cuya probabilidad de
ocurrencia era de 0.2% aproximadamente (lo que seria muy extrafio), o el residual
registrado corresponde a una observacion que no fue producida por &l mismo
proceso de la serie en estudio.

Cuando se encuentrenr observaciones fuera de tal intervalo habré que revisar si
hubo un errar en el registro de tales valores o si éstos se debieron a una intervencion
exbgena a la serie; en el primer caso la solucién obvia es corregir el dato erroneo y

en el segundo caso se debe realizar un andlisis especifico acerca de la intervencion.

3.3.2 Analisis independientes de los residuales
Supuesto 6: E modelo considerado es parsimonioso. Para determinar si todos los

parametros incluidos en el modelo son necesarios y no pueden ser considerados

iguales a cero se construyen los intervalos con aproximadamente 95% de confianza

defl tipo:

(B-2[Var(B)}", p+2[Var(B)]") donde f<B=(¢.6) (3.3.2.1)
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para cada uno de los parametros y se observa si el valor cero se encuentra dentro
del intervalo: si el valor cero es razonable para el parametro deberia de eliminarse
éste y volver a estimar el modelo sin incluirio. De cualquier modo, si se tiene
conocimiento de que dicho parémetro debe aparecer en el modelo, es aconsejable
mantenerio aunque la prueba no rechace la posibilidad de que el valor del parametro
sea cero.

Supuesto 7; E modelo considerado es admisible. Para determinar si el modelo
es admisible se requiere que éste sea estacionario e invertible por lo que deberéan
verificarse las condiciones de estacionaridad y/o invertibilidad carrespondientes a los
polinomios que intervengan, es decir, trabajar con los determinantes presentados en
(2 1.4) y (2 2.4). Para corregir la inadmisibilidad del modelo se emplean los intervalas
definidos en (3.3.2.1) ya que las estimaciones que se fienen, al ser puntuales,
pueden no ser las que se necesiten. Lo que se requiere entonces es identificar si
existe algin o algunos parémetros que al considerar ofro valor dentro del intervaio
correspondiente vuelvan estacionaric e invertible al modelo y, posteriormente,
realizar |a modificacion en este.

Supuesto 8: E modelo considerado es estable en los pardmetros. LO que se
busca en este punto es identificar si existen correlacionas altas (negativas o
positivas) entre los parametros del modelo, es decir, si la modificacidn de un
parametro no llevara a la modificacion de otro parametro con el que esté fuertemente

relacionado. El célculo de las correlaciones entre par&metros se hara a través de:

Cov(p1,82)
Corr(B1,B2) = [Var(Bi)Var(Bz)]* donde ReB=($.0) i=1,2.., p+q (3.3.2.2)
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La principal causa de la inestabilidad de los parémetros es |a redundancia,
caracteristica que se definird més adelante. Para evitar esta inestabilidad serd
necesaric eliminar uno de los parametros con alta correlacion, © bien, identificar si
existen factores de regresién o de promedios moviles que, por ser muy semejantes,
puedan cancelarse. Si la inclusién de dos parémetros con alta carrelacién entre si es
necesaria para la adecuada descripcion del modelo, no quedara si no aceptar la

existencia de tal correlacion entre los pardmetros del modelo.

3.3.3 Sobreparametrizacion
La sobreparametrizacién implica el conocimiento del tipo de discrepancias que

pueden ser esperadas y consiste en ajustar un modelo mas elaborado que aquél que
fue inicialmente seleccionado. La decision de si el modelo debe ser aumentado o no
en alguna de sus componentes debe ser hecha concienzudamente, recuérdese que
en concordancia con la redundancia de parémetros del modelo no se deben afiadir
simultaneamente factores en ambas componentes de un modelo ARMA.

Dado el modelo

$(B)Wi= 6(B)a:

es idéntico al modelo

(1-vB)$(B)W, = (1-vB)B(B)ay

en el cual los dos operadores, el autorregresivo y el de promedios moviles, son
afectados por el mismo factor. Esta es la idea que enmarca la redundancia de
parametros. Como la estimacion es més problemética conforme el modelo se vuelve
més complejo, es necesario evitar estas redundancias o casi-redundancias de

parametros.
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Si se detecta que el modelo requiere de los factores que se le incorporaron, es
decir, que los parametros de estos factores son diferentes de cero, obviamente el

modelo debera ser sustituido por el nuevo medelo sugerido.

3.3.4 Otras observaciones
Si alguna de las raices de ¢(B) es muy proxima a la unidad, la serie original puede

estar subdiferenciada por lo que se requerira de al menos una diferenciacion
adicional, por el contrario, Qi alguna de las raices de 8(B) es muy préxima a la
unidad, la sere original puede estar sobrediferenciada por lo que se requerira la
ehminacion de alguna diferencia.

Otra medida que ayuda a verificar el grado de la bondad de! sjuste realizado es

el coeficiente de determinacion 27, el cual se define en este caso como

n
ol
t=1
A B
TW?

t=1
Este estadistico representa el porcentaje de la varianza de la serie temporal que
es explicado por los pardmetros (autorregresivos y de promedios méviles) del
modelo, exceptuando, obviamente, el nivel de ia serie El valor de este estadistico
debiera ser lo mas cercano a la unidad para que pudiera considerarse que el modelo
es una buena representacion. Como # es muy sensible al grado d de diferenciacion

aplicado, no es muy aconsejable decidir st un modelo es adecuado o no con base en

este estadistico.

56



4 Aplicacion del modelo en prondésticos
A continuacion presento la teoria que sustenta [a obtencion de prondsticos; esta

teoria es aplicable directamente sélo a series no estacionales pero su aplicacion para
modelos estacionales del tipo multiplicativo es casi directa.

El problema que abordaré sera el de calcular, para una serie {Zi (con N
observaciones) el pronostico 6ptimo 2¢h} para el valor de la serie al tiempo t+h {Z1+n)
conociendo los valores de la serie hasta el tiempo t y considerando que a esta serie
se le han aplicado una transformacion T y cierta diferenciacion d. Recuérdese que el
medelo asignado a la serie es estacionario e invertible y corresponde a un modele
ARMA.

Ei prenéstico de valores futuros de la serie se hace bajo el supuesto de que ya
se cuenta con el modelo correcto para representarla y considerando que los errores
de estimacion en los parametros no afectaran seriamente los prondsticos, a menos

que el ndmero de observaciones utilizado para tal estimacion haya sido pequefio.

4.1 Pronésticos 6ptimos para series esfacionarias
El criterio que se utiliza para determinar lo 6ptimo del prondstico de Zy.y, es el error
cuadratico medio minimo, es decir, si £:(h) es el prondstico éptimo de la serie para el

punto Zu, & partir de un origen t y 2Z(h) es cualquier otre prondstico para el mismo

punto y con el mismo origen, se satisface la relacion

EiZon- 2(0F = M £ (74, - Z(0)
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donde E; denota la esperanza condicional dada toda la informacion al momento t, es

deci,

By [Zun - (M = E{{Zun - 2(NFIZ1 2.}

Recuérdese que se puede represeniar al modelo ARIMA ¢(B)Vd2t = O(B)a; bajo
las dos siguientes formas explicitas;
« En forma directa en términos de una ecuacién en diferencia:
Zin = 012601 + 92Zish2 + 93Zuns +. .+ Opralishpd ¥ Qo - 018tna - 020un2 -

eﬁifh.ﬂ, ... eqﬂhh-q (4 1 1 )

donde o(B)= $(B)V?y por tanto si el grado del polinomio #(B) es p, el grado
(B} de sera p+d
« Como una suma infinita ponderada de chogues aleatorios:

h-1 =

Zuh TZWRNS I Pun gt EW e, {(4.1.2)
=0 j=0 J=h

donde w(B)= ¢"(B)&(B), wo=1 y los valores y, j =1, 2, 3,..5e cbtienen

igualando los elementos con la misma potencia de B en la relacion

(1- 1B - 0282 -.. - 0pedB (1 + 1B + y2B? +..) = (1 - 818 - 8,87 -...-8,8).
Para calcular el prondstico optimo #(h) se toma en cuenta esta Ultima

representacion en términos de choques aleatorios por lo que resulta obvio que la
estructura del prondstico también debera presentar una combinacion lineal y, por io

tanto, se parte de que £(h) tiene ta forma
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Z{h)=Cra+Che1e1 Cradiat. = EC;@HH
|=h

y para determunar ef prongstico dptimo habra que encontrar los valores de Ch paralos
cuales la esperanza del cuadrado de los errores {obtenidos con base en (4.1.2)) sean
minimos, asi.

b1 w o h-1 o
Zhh - ;:‘l(h) =% \U}alih-i + % U}[ahh-j -ECff]h—h.j: A ‘Ufa“’h'l + E(\.UI-CI)ah-h-j (41 3)
= j=h i=h =0 Fh

en esla expresion se presenta como primer sumando al conjunto de la informacion
desconocida al tiempo { necesaria para el prondstico al fiempo t+h, como segundo
sumando el conjunto de la informacién conocida al tiempo t y como tercer sumando

al estimador del prondstico. Por otro lado, considerando que Efag))=0 cuando i# se

tiene

8

h-1
E ¢ {[ Zun - 2{)P} =Zow1202c + gw;-cl)zcza
-

el minimo de esta expresién se obtiene haciendo y, = C, con lo que se obtiene el

prondstico dptimo

w

Z(h) = Z_:rl;uj@u-M (4.1.4)
l-_o

Un resultado interesante se obtiene si se considera que
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au-hJ‘ Sl ]2h (415)

Et{ahh-]):
0 Sij<h

con lo que

h-1 o o
Et [Zisn]=Er [:{‘vaawh-l] +E [Eh‘llatm-ﬁ =J§Ehat+h-1

esto indica que e} error cuadratico medio minimo se obtiene a través de la esperanza
condicional de Zun, €5 decir,

#Z(h) = £y [Zean]

El esror de este prondstico con base en (4.1.3) esta dado por

h-%

eh) = Zun - 2dN) Z2YPuny (4.1.6)
=
La esperanza y la vananza de este error estan dadas por
h-t
E¢feh)] =0 Var [e(h)} = _234;,2020 (4.1.7)
i=

con base en estas expresiones puede deducirse que el prongstico es insesgado y

que entre mas alejado se desee el prondstico mayor sera la varianza (menor la

precision) del mismo.

Por (4.1.8) el error a horizonte 1 esté dado por

e(1)= Zivt - B{1) = B (4.1.8)
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lo que imphica que este eror en particular no esté correlacionade pues si lo estuviera
este valor podria ser predicho a partir de los chogues aleatorios precedentes y, en
consecuencia, si dicha prediccién estuviera dada por aw se tendria que Z(h) + 8
seria un mejor prendstico para Zwn. No ocurre [0 mismo para horizontes mayores;

ara h>1, en general, los errores estan correlacionados': los errores efh) y ew(h)
P J

(para diferentes origenes pero con el mismo horizonte) estan correlacicnados, asi

como eh) y exh+) (para diferentes horizontes pero con el mismo origen) también lo

estan. Esta estructura comelacionada de los errores explica la tendencia de los
pronosticos de permanecer casi siempre por arriba o casi siempre por debajo de los
valores reales cuando estos son observados

Para obtener los prondsticos deseados se parte de la representacion del

proceso en forma de ecuacién en diferencia como en (4.1.1) por lo tanto

Et [Zesn]=  Et [@1Zuht +022tn2 F03Zth3 . .+ Qpralishpd
+ Btehy - B181eh-1 02200 2-03%m3-.. -0 Btehog]
= @1Et[Ztsn-1] +02Et [Zen2] +@3Et [Zuns]
4. 4QprdEt [Zonpal + Et[2un] 01Ei[Atena] {4.1.9)
- BoE([arn.2]-03E: [2ien-3]-. .0 ¢Et [Brenqg)

donde, como resultado de (4.1.5) y (4.1.8), se tiene que

Zing  Sijzh Zsng = Ztenps(1) Sijzh
E¢ [Ztenil= b )=
erl e md) sij<n Eloun)=) o Sij<h  (4.1.10)

' Box y Jenkins, Time Series Analysis. Forecasting and Controf, pp. 158 —160.
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estas expresiones son importantes ya que en ellas aparecen los valores observados
de la serie y los prondsticos estimados para esta y no los chogues aleatorios no
observables como en (4.1.5).

Para obtener el prondstico &(h) generalmente se expresa al modelo con el
formato (4.1.9) y se siguen estos pasos.

1 Los valores ya conocidos se toman sin cambios, es decir, se mantienen los

valores Zuh; para jzh.

2 Los valores que todavia no se han observado se reemplazan por su

estimacion optima, es decir, se mantienen los valores Ziny = &(h+j) para j<h.

3. Los valores auy; para jzh se calculan a partir de Zung - Etanga(1)

4. Los valores awy, para j<h se toman iguales a cero.

Este método es recursivo y se calcula hasta llegar a 20(1), como ya no se
cuenta con infarmacion para calcular este valor, se suponen 10s ¢ valores g iniciales
iguales a cero y los valores (1) i =0, 1, 2,....p se igualan con la media de las
observaciones de Z,,

También es posible oblener el prondstico a traves de la representacion en
términos exclusivamente de choques aleatorios; para obtenerio se siguen los mismos

pasos, solo que la base para obtener el pronostico seré |a siguiente:

w© h-1 @
#(h) =& [Zun1=§0w,E1 [aeng] = .ESV;Et {2neny] + E}‘I!; Et [Qten] (4.1.11)
I = I
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4.2 Pronésticos 6ptimos para series transformadas

Recuérdese que generalmente la serie {Zi} original es no estacionaria en varianza,

razén por la cual se recurre a la aplicacion de una transformacion a fin de lograr esa

estacionaridad, de tal modo que el modelo ARIMA se ajusta a ia serie transformada

{T(Z)} y no a {Z;}. Como consecuencia de esto, los prondsticos serén aplicables a la

serie {T(Z\)} bajo las siguientes caracteristicas.

Se toma como base al modelo ARIMA ¢(B)T(Z:) = 6(B)ay donde ¢(B) = ¢(B)V"

cuya forma explicita sera .

T(Zyn) = @t T(Zeena) + 02T(Zon2) + .+ @prd1 (Zvsnpa) + Bish - B18eeht - Behz =~ Ourheg

y el estimador minimo cuadratico T (Z1)(h) determinado por la esperanza condicional

de T(Zwn ) dada la informacién a tiempo t sera

Et(TZun)l= B [01T{Zona)  +@2T(Zunz)  +o3T(Zuna) + -+
OprdT (Zisnpad) * Qien - 180ha Boen2B38bhar. .-
Otan-q]
= 1Bt [T(Zuna) 1+ Q2B [T(Zen2) I 9aEe [T(Zuens)]
+.o. 4 Qpe B [T(Zeshpa)] + Et[Bren] 01E [Oen1] -

6.E{a1n-2] B3E {aena]- -Bth [ﬂt+h.q]

donde, como se establecié antes,

T(Zuny) Sijzh T(Zien)-T (Zeenga X(1) Si2h
E: [T(Zion)]= Ev@uni)=
T(Zy)¢h-) Sij<h 0 Sij<nh
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Par lo que considerando {4.2.1) se tendra el siguiente desasrallo.

T(Z)1)=

SE(Z:)(2)

it

“T(Z){q)

T(Z)(h)=

1B [T(Zuw1 )l @B [T{Zwi2)] + 03k (T(Zw13)} +- + OprdEt [T(Ze1pa] +

Eq [61es] 91 E1 [Bt+1-1] - B2Ei{tru1 203t [Our-a]- AOgEL[A1-6]

o TEZOF 02F: [T(Zen)+osEr [T(Ze1)] +.. HopeEt [TZotpa)] + B o] -

0:E[a] - B2Fan1]-0aE: {ar2]-...0¢Et [Ats1-q]

o T(Z)) + 02T(Zu1) + 93T(Zea) +ot PprdT (Zistpa} + O- O{T(Z)-T(Zea (1] -

0o T(Zer T (Ze2) (D0 T(Ze 2l T Zaa) (V)] Bl T(Z11-g) T (20 !

O1E [T(Zw2.)] + 026 [T(Zuz2) + 9okt [T(Zuaa)l +...% oprdEt [T(Zte2pa)] +
Ei[a1s2) 91E1[Br2-1] - 02EH{Bke2 2}93E1 [Ae23]- .-OgE [ane- 4

o1Et [T(Zes )1+ 02E1 [TZ0HaE [T(Ze)] *...¥0prdEe [T(Zuzpall + Ee [hs2] -

61E1 [a1] ~ B2E{en}-OsEs [Aa]---B4Et [Ate2-q]

@16_1—(2{)(1)+(92T(Z§)+(p3T(Z{.1)+...+(Pp+dT(Z{+2.p—d) +0 90 B[T(Z)-T(Zr4)(1)]

B3 T(Ze1)- T (22l 1)) - O T(Zrs2g) T (Zes2g-1)(1)]

E: [ateq] -B1Ex (o] - 82EdGsg2}-03Et (Bt 2] -BeEt [Otrgra]

T (Z(g-1)+02 T(ZNG-2)+03 T(Z)G-3) + +@pra T{ZG-p-c) + 0-610-
820 -820-... -8 T(Z)-T(Zea}(1)]

T (ZY(0-1) + @ T(Z)(h-2) + esT(Z)(h-3) + .+ @prdT(Z)(h=p-df) + 0 - 610
8,0 - 830 -..- 8,0 heg+1

T (Z)(h-1)+0 T (Z)h-2)+oaT(Z)(h-3)+.. +0pedT(Z0)(0-p-0) h=q+1
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Con lo que se concluye que los prondsticos estan determinados por el esquema
autorregresivo generalizado del proceso ARIMA respectivo, mientras que la parte de
promedios moéviles sirve exclusivamente para fijar los valores iniciales que
especifican la solucién particular de {a ecuacion en diferencia. Mediante el empleo de
este método recursivo aplicado sobre la representacién en términos de ecuacién en
diferencia se tiene que el prandstico depende de los valores de Zwvnparah=1, 2,.... g
pero para h>g la dependencia se registra sobre los prondsticos previamente
calculados.

A partir de los prondsticos obtenidos para {T{Z)} se requiere ahora obtener el
pronostico para {Z:}. La primera aproximacion que surge para obtener tales valores
es aplicar la funcién inversa de la transformacion con lo que el pronéstico para {Zi}
vendria dado por T'[FL(Z:)(h)]; sin embargo, si la transformacion utilizada es no flineal,
al utilizar esa funcién inversa no se preservan necesariamente jas propiedades
dptimas del prondstico de Zun

Como sefialé en la seccidn 3.1, es comin que la funcidn transformadora sea la
funcion potencia. Para el caso de esta transformacion existe un factor que corrige
aproximadamente el sesgo causado por la funcién inversa; este factor puede

estimarse como':

1 +[ [1-22(A-1){1AT(Z) ()Y Var, (eh)]* ]m.
z 2 siag! y 420
G.{h)= (4.2.3)

exp {Var: (e{h))/2} 8i 4=0

iGuerrero Victor M., Andlisis estadistico de series de tiempo econémicas, pp. 227-230.
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cuando se aplique 1a transformacion propuesta por Box — Cox mostrada en (3.9.1.7),

0 bien,
1 128 - AT @)(h)y 2 Var: (edb))® |
culhy= | 2 ) sidg1 y A=0
(4.2.4)
exp {Var (elh))/2} sia=0

si la transformacién utilizada fue la propuesta por Bartlett y serialada en (3.1.1.6). En

ambas expresiones se considera Var ¢ (ei(h)) como la estimacion de (4.1.7) y por

tanto el prondstico aproximadamente insesgado de Zun estaria dado como

&(h) = (T[T @Yh)Ga(h) (4.2.5)

4.3 Intervalos de confianza para los pron6sticos
En lo referente a los limites de confianza se tiene que, dade que se considera que

2e~N(0, 6%), la disiribucion de ia probabilidad condicional §(Zun| 2, Zis, Ziz,...) de un
valor futuro debe ser Njz(h), (yi? + w2 + ...+ yn12)o%). Tomando la estimacion 8%
definida en (3.2.4.2) para o%, los limites al (1-)*100% de confianza estaran dados

por

%

h-1
(h) = Z"c:.fz*{):\lszj S. 4.3.1)
=0

donde P{U> 1) = af2 y U~N(D, 1).
La interpretacion de estos limites es que, dada toda la informacion al tiempo t,
la probabilidad de que el valor real de Zu., cuando ocurra, esté dentro del intervalo

es de (1-a)*100%
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Obviamente, en este punto también debe considerarse ia correccidn por
sesgamiento que se aplica a las sefes transformadas En este caso, los intervalos de

conflanza seran corregidos como se indica a continuacion

GaT{ T(Z)(h) £ e Var: ()}

Y

G,:.(h)'r"{ F(Z)(h) L1tz [%1,2]8&} (4.3.2)
Z

este sera el intervalo al (1-0.)*100% de confianza aproximadamente.

4.4 Para actualizar los pronésticos
Como anticipé en la seccién 4.1, los valores , del polinomio w(B) se obtienen

igualando los elementos con la misma potencia de B en la relacion

o(Bw(B)=6(B) =

(1 - 018 - 9282 -.- pdB7 N1 + wiB + B +.) = (1 - 6:B - 0,87 - 6,87 =

1 - 1B - ¢2B? - - @puaB”Y + 1B ~y11B? - W192B% .- w1 0paBT ! + yoB? ~y201B° -
w202B - - WappaB” T+ ygB -2 1 - 4B - 0,87 - -BB7

asi, siendo conocidos los valores de ¢ y 6, los valores de w se obtienen
despejandolos de:

- B+ wyB=-6B =  y=@r-B

- 9287 - y11B? + 8% = - 6,87 = 2oyt e2-92

- 03B - yipoB® -yopiB+ w3B® = -03B8% = wa =orya + @2y + 03 - 63

y en general
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Wy S@u oy + Oawps .+ QpedV 1pd - 8

conwe=1,y=0paraj<0 y §=0para|>q. Utilizando estos pesos catculados en
forma recursiva es posible actualizar los valores pronosticados una vez que se
cuenta con una nueva observacién de la sene. Para realizar esta actualizacion
obsérvese que

E1 () = WiGrer + Wnet&r + W2t T Wnealez 1.

#(h+1) = Wit + Wnezlt T Whealez +
de donde se sigue que

Zp(h) = 2h+1) + wrdin (4.4.1)

En otras palabras, si se cuenta con Jos prondsticos a horizonte 1, 2, ..., Hen el
origen t, entonces tan pronto cema se Conoce Zw.1 es posible calcular el valor del
chogue &us = Zisr - &(1) y con ello obtener ios pronosticos £w4(h) conforme (4.2.2)
para el origen t+1 y los horizontes h=1, 2,..., H-1 que vienen a ser las actualizaciones
de &{h) para el origen t y los horizontes h=2, 3,..., H. El nuevo prondstico a horizonte

H (=ws(n)) se calcula utilizando el procedimiento descrito en la seccion 4.1 y los

pronoésticos obtenidos

4.5 Capacidad de pronéstico del modelo

Cuando se ha detectado y estimado cud! serd el mejor modelo para la serie en
estudio es conveniente comparar éste con algn otro modelo, que en algin momento
haya parecido ser también adecuado, con la finalidad de analizar la capacidad de
prondstico del mismo, la cual se medira a través de la comparacion entre valores
pronosticados para la serie y valores observados. Si la serie {T(Z))} consta de N
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valores, se pueden efectuar Y21 pronosticos para el mismo origen v=N-Y Yy
horizontes h=1, 2, ...Y; 0 bien, para los diferentes origenes v= N-Y, N-Y+1,.., N-1y a
horizonte 1. En el primer caso se habla de una simufacidn dindmica y en el segundo
de una simulacion estética. Las diferencias entre los pronosticos y las observaciones
reales permitiran descubrir la existencia de sub o sobreestimacion en los prongsticos

para lo que se calculan las medias de los errores de pronodstico:

elh) = Zyun — 2£{h)

ode
evh1(1) = T(Zyan) - T(Zvsn1)(1) h=1, 2,....¥
como
Y Y
M= Zefh)Y 0 M Tewns(1MY (4.5.1)
h=1 h=1

Otra medida de bondad de los prondstices es e error cuadratico medio que se
calcula a través de:

M= 0 EM= Y (4.5.2)

Y
TednrY ggv+h.1(1 Y

h=1

Es claro entonces que entre mas cercanas sean las medidas M, M, €My y
€M, a cero, mejores seran los prondsticos, en otras palabras, mejor sera la
capacidad de pronostico del modelo.

Debe notarse que (4.5.1) v (4.5.2) no son totalmente validas si los prondsticos

empleados en este apartado fueron aplicados para medir observaciones que ya
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habian sido previamente consideradas en la etapa de estimacion del modelo; esto se
debe a que en la etapa de estimacidn se procurd disminuir el error entre ios
prondsticos un penodo hacia delante y sus valores reales, en consecuencia, los
prondsticos utilizados tenderan a presentar un error pequedio.

Una medida que suele tomarse para evitar esta falta de validez es cortar ia
serie para identificar y estimar el modelo sin utilizar toda la informacién disponible, es
decir, usar N-Y observaciones solamente y después de calcular los Y prondsticos
compararlos con las Y observaciones no utilizadas para determinar, ahora si con
toda la validez, si el modelo tiene una adecuada capacidad de prondstico.

Cuando en esta seccién se pronostican valores para observaciones ya
consideradas en la identificacion y estimacion del modelfo se dice que se realiza un
andlisis en el periodo muesiral, en tanto que cuando la serie es cortada para

identificar y estimar el modelo se habla de un andlisis en periodo postmuestral.
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5 Un caso especial: Series de tiempo estacionales

Un tipo especial de no estacionandad presente en muchas series, sobre todo de
caracter econdmico, es la estacionalidad que, como describi en el apartado 1.2, es
un fenomeno que consiste en la presencia en la sere de cualquier comportamiento
periédico con duracion menor 0 igual a un afio que se registre regularmente a lo

largo de! tiempo.

No es posible representar este tipo de series como un simple modelo ARIMA
debido a esa caracteristica estacional y es por €s0 que & continuacién presento la
metodologia aplicable en estos casos
5.1 Operadores y modelos estacionales
Para representar las series estacionales se introduce el operador de diferencia

estacional Ve definido como

K
ve= (1-B5Z= 3 K k=012, .
0 ]|(k_n! ('1 )JZ!-]E E=12,...

y el pofinomio de retraso estacional de orden k con coeficientes constantes gi, 92.. .,

g. que esté dado por

k -
G(BE) =1 — g1BF - 02B% - .~ 9B = Z,Ug,B}E
i

Al aplicarse el operador v"¢ se pierden DxE observaciones.
Utilzando estas notaciones se puede describir un modelo ARIMA{P,.D,Q)e
puramente estacional como
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®BEVOE(Zp) = B(B% )2,

donde p es el nivel de Zy, @(BF) es un polinomio autorregresivo estacional de orden
P, ©(8) es un polinomio de promedios moviles estacional de orden Q y & es ruido
blanco. El comportamiento de la FAC de un proceso ARIMA(P,D,Q)e es analogo al
de la FAC de un modelo ARIMA(p,d.g) no estacional por lo que {a metodologia de
construccion revisada en el capitulo tres se aplica sin mayor modificacion & los
procesos puramente estacionales. Este hecho puede no ser del todo util si se toma
en cuenta que en la practica no existen muchas series puramente estacionales, si no
gue mostraran tanto efectos estacionales como no estacionales.

5.2 Modelo multiplicativo estacional

Muchas series temporales con estructura ARIMA estacional también tienen
estructura ARIMA regular; estas estructuras pueden incorporarse aditivamente, pero
para que el modelo resulte mas poderoso, las estructuras deben combinarse

multiplicativamente. Box y Jenkins propusieron el modelo general de 1a forma’

D(BE)VPHZerp) = O(B )y
donde a; no es ruido blanco, si no un proceso que sigue un modelo ARIMA(p.d.q}

HB)V% =8B)ay

con estas dos expresiones se obtiene el modelo ARIMA multiplicative estacional

representado por ARIMA(p,d.q)x(P,D,Q) e
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HB)O(BE)VVPH(Zrp) = 6 (B)O(B )

donde los términos P.D y Q tienen una interpretacion similar a la de p,dy gy E indica
la longitud del periodo estacional. Como puede notarse, a traves de este modelo se
consideran relaciones entre observaciones contiguas dentro del mismo afio y entre
observaciones presentadas en los mismos pericdos de diferentes afios.

Finalmente, cabe destacar que e! modelo ARIMA(p,d.q)x(P,D,Q)e debera tener
los parametros restringidos a las bandas de estacionaridad e invertibilidad para los
procesos ARMA previamente diferenciados d veces de forma regular y D veces de
forma estacional, es decir, se deberd cumplir que las rajces de Hx)=0, o(x5)=0, 6
{(x)=0 y ®(xF)=0 se encuentren fuera del circulo unitario. Obviamente, debido a la
mayor complejidad del modelo, la estructura de las autocorrelaciones es mas
complicada. A continuacion presento algunas FAC de procesos estacionales tipicos
que se obtienen a partir del hecho de que la funcidn generadora de autocovarianzas
de un proceso multiplicativo es el resultado del producto de las funciones
generadoras de autocovarianzas de cada uno de los procesos involucrados en el

modelo multiplicativo'.
MODELQ I- ARIMA(1,d.1)x(0.0,1)e

Forma explicita: (1-gB)W. = (1-6B)(1-0B%)a E>3

ﬁ1+®2 1+92-2¢9)-2f o(1- ¢3)(¢»3)},

7= ﬂ%zﬁ)‘ [(1+®2)-®(¢E‘2+¢E>Ic’a2

W drea-¢ " O(1-p) (¢-)o. 2<k<E-1

T Guerrero, Victor M., Andiisis estadistico de series de tiempo econémicas, pp.195 -197.
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(#1407 1081 6-0-0(126-240) )
Ye L 1_¢2

Jor

YEu= —(l%t@— [¢E(1+®2)~@(1+¢25)1002

'yk: ¢YK‘1 k>E+2
MODELO I ARIMA(C,d,1)x(1,D0,1)e

Forma explicita: (1-0BF)W, = (1-6B)(1-0B% )

2
Yo=(1+6) [ 1+ 4—‘:’%’%—}3

2
Yl:_g[ﬁ_ ML]G

-2
=0 2<k<E-2 si E24
) 2
-

P(O-D)
ye= (146} 00~ 107 oo’
YE+1= YEA
1= Pt k=E+2

MODELOQ [1I: ARIMA{1,d, E+1)x(0,0,0)¢

Forma explicita: {(1-¢B)W = (1-6:B-0:B%+ 82,185 ) E>3

o 2| 1 Cer P 2 A(BeG1-81)*+ 45261 G+ 8 (61 e 1-62)- ¢ " Gesr].
Y0=Gc 1 _¢'2 + 1 _¢2

4170 2[ﬁ(1+§1+92§+925+1) + (1+¢§U(9E9E+1~91)+¢E‘291?¢E'1(9195+1-35)-¢E95+1]]
¢ 1-¢ 1-
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= Pt 2<k<F2 si Ez4

o[ $E (14 P+ P P g E 1+ E N GelenoB) (1+¢25'2)[¢(a9m;295)+3199¢295+ﬂ
1.

YE1=0s L 1- ¢2

_,E:GDZ[ ¢E(1+9%+625+925.11)+§E"(1+¢2)(9595+1-6n) . (1+¢ZE)(&95+1—95)1+§21+¢25‘2)@95-99_1LJ

.,Eﬂzc{ ¢E*‘(1+e?1+e’E+eEn);2¢E(1+¢2)(9seen-e1) . ¢<1+¢'*’E)Lees+1-ef)(1;2¢252)(¢291ae-ee_@]
‘ 1- 1-

Yk~ ¢'/k-1 eE+2

MODELO IV. ARIMA(0,d, E+1}x(1,D,0)e

Forma explicita: (1-®BEYW, = (1-6,8-6:B%+6:B5 ") E=3

©)24{Gerr-B D)
morfyso ST c001

(= P)(Ges )
71:052[_91_*_ 85- 1?3)21“'91(13

=0 2<k<E-2 si Ez4

er-o e oforo 2L )

D + )
'YE=Uc2 {'(35‘(1’{1'® _(-?E___‘I?)_]"" (9E+1+91‘-D{91+¢’ %}

Yer=-(Oen+ B D) [m) E"f)_}fcz
1%
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1= Q¥r.E k=E+2
MODELQ V: ARIMA(0,d, 2)x(0,D,2)e
Forma explicita: W = (1-6,B-0:B*)(1-0,B5-0,B%)a  E25

Yo=(1+ 674+ 65°)(1+017+02 7)oz’
1= -6 {1-6)(1+0,%+0;%)0,°

12= -0 1401407 )5,”

yx=0 3<k<E-3 si E26
ye2=0:04(1-@2)0:°

1E4= 01 (1-82)(1-B2)os”

ve= -0 (1467 +67)(1-B2)a”
YE+1= YEA

YE+2= YE-2

=0 E+3<k<2E-3 si E£26
vo£:2= 00205

T2£4= 10 1-6)0,”

y2e= Qo 1467+ 67)”

Y2E+1= Y2E1

Y2£:2T YoE2

5.3 Identificacion de procesos estacionales
Las series temporales con estructura ARIMA estacional también pueden ser

detectadas a través de la FAC y de |la FACP correspondientes. La jdentificacion se
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vuelve ahora mas dificil debido a que se incrementa la cantidad de modelos que se
pueden utlizar. Para una estacionalidad de longitud E estas funciones presentan
elevamientos y decaimientos significativos en los retardos E, 2E, 3E,..., pero por o
demas tienen el mismo comportamiento que las correspondientes a un proceso No
estacional.

Cabe sefialar que en la forma explicita del modelo se utiliza a Wi = VIVPET{ZY) ¥
que los valores d y D se determinan de tal forma que W, sea aproximadamente
estacionaria. Para tomar esta decisién puede ser Gtil graficar la FAC muestral de
varias diferencias (por ejemplo, {T(Z})}, {VT(Z:)} {V2T(2)}, {VVET(Z), {VVETZN ¥
por inspeccién visual determinar el grado de diferenciacion adecuado. Otra

herramienta Gtil puede ser calcular

S*1) = _N%;T t=a§+1 VjVET(Zi)t;g:ﬁﬂ lzl_%_%)—} ’ Paraji=0123
bastaré con seleccionar SX(d,Dy=min{S%i,j)| j,i=0,1,2,3} para obtener a la serie que
seg estacionaria.

Para facilitar la especificacién de los modelos estacionales, autores como
Amau, McCleary, Hay, Hamilton y Watts recomiendan que se tengan en cuenta las
consideraciones que siguen:

a) La ausencia de estacionaridad estacional se detecta inspeccionando la FAC. Sila

serie es estacional, la FAC presentard valores grandes y casi iguales en los

retardos estacionales, es decir, FAC(E)~FAC(2E)~FAC(3E),...
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b)

c)

d)

Se puede esperar que los procesos ARIMA(P0,0)e presenten un patron de
decaimiento en la FAC donde la tasa de decaimiento estara en funcion de los
valores dg, b2z, dae.--., dp Y, por el contrario, gue su FACP presente P picos en los
primeros P retardos, mientras que 10s restantes valgan Cero.

Es posible que los procesos ARIMA(0,0,Q)e presenten Q picos en los primeros Q
retardos estacionales de su FAC, mientras que los restantes valgan cero y, por el
contrario, un patrén de decaimiento progresivo en la FACP cuya tasa de
decaimiento estara en funcién de los valores bg, B2¢, Oz, .., Ba.

Generalmente, las componentes regular y estacional del modelo
ARIMA{p.d.q)x(P,D,Q)e serdn de la misma clase, es decir, raramente ocurrira que
la parte regular quede adecuadamente descrita por un proceso AR y la estacional
por un proceso MA o a la inversa

La identificacion de un modelo ARIMA(p.d,q)x(P.D,Q)e implica los siguiente

pasos: Determinar mediante la FAC si la serie es 0 ne estacionaria (si nc es

estacionaria conviene diferenciarla); después se utilizan la FAC y la FACP para

identificar el modelo correspondiente a la parte regular, posteriormente se

inspecciona la FAC y la FACP para determinar los valores P y Q de fa parte

estacional respectivamente.

5.4 Construccién de modelos estacionales
La metodologia de construccion es igual a la que se sigue para modelos no

estacionales pero existen algunos cambios en la verificacion; asi por ejemplo, en la

etapa de determinacién de la significacién estadistica de Ia media residual se utilizan

los valores
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N
M(a)= I afN-d-p-g-(D+P)E] ¥
t=d+p+(D+F)E+1

N V2
%= E‘:(Q - M(Gt))z"[N‘d'P'Q'(D‘[’P*'Q)E]]

t=d+p+ (D+AEH

posleriormente se evalla
(N-d-p-(D+P)E)*M(ay)/ow

La significacion individual de las autocorrelaciones residuales se obtienen a

pariir de la siguiente expresion

Nk

2 OBk
,rk(g) = = drpH{DHP)EH

N
2

Lo
t=d+p+H{DHF)EH1

y Varra)=1/{N-d-p-(D+P)E). Par su parte el estadistico @’ se modifica hacia

K
Q= [N-d-P-(D+P)El[N-d-P-D+P)E+2]£1FRQ(Q)IIN-d-&(D’fP)E-k)
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6 Serie de tiempo: Ingreso federal
El ingreso federal es una variaple econdmica de gran importancia pues es la

base para determinar las partidas presupuestales de los diversos sectares del
gobierno federal. Se denomina ingreso federal a los recursos consignados en la ley
de ingresos de la federaciéon y que, como & continuacion describiré, concretamente

se expresan en impuestos, derechos, productos y aprovechamientos.

Ingresos tnbutarios:

Impuesto sobre la renta (ISR):

Sociedades mercantiles, personas morales con fines no lucrativos,
personas fisicas, pagos al extranjero, retencion a personas fisicas y
morales, impuesto al activo, otros.

Impuesto al valor agregado (IVA)

Impuesto especial sobre produccién y servicios (IEPS):
Gasolina, tabacos labrados, teléfonos, cervezas, envasamiento de
bebidas alcohdlicas, aguas envasadas, refrascos, seguros, otros.

Accesorios

importacién

Exportacion

Automdviles nueves

Tenencia o uso de vehiculos

Erogacion

Adguisicion de inmuebles

Azdcar, cacao y otros

Otros impuestos
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ingresos no kributarios
Derechos

Por la prestacion de servicios que corresponden a funciones de derecho
publico, por el uso y aprovechamiento de bienes del dominio publice,
por extraccion de hidrocarburos, otros.

Productos:

Derivados del uso o explotacién de bienes del dominio privado, por

servicios que no corresponden a funciones de derecho publico, otros.
Aprovechamientos.

Reintegros, recuperacién de capital, ingresos por venta de empresas

paraestatales, acciones de Telmex y bancos, multas, indemnizaciones,

otros.

Contribuciones de mejoras

Para ajustar un modelo a esta serie utilizaré los valores mensuales registrados
desde agosto de 1988 hasta septiembre de 1897, lo que hace un total de ciento diez
observaciones a las cuales les sera aplicada a continuacion la metodologia de Box y

Jenkins {o del enfoque estocastico).

Empezaré por presentar la gréfica correspondiente a los valores del ingreso

federal que utilizaré en el gjercicio pues fos datos los mostraré en la tabla A.
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6.1 Identificacién
Como puede notarse en la gréfica, esta serie se obtiene por acumulacién y muestra

un comportamiento estacional; como presenta un comportamiento con tendencia

creciente puedo suponer que requeriré de una transformacion estabilizadora de la

varianza.

Con el fin de identificar el parametro de transformacion A que permita la
estabilizacion de la varianza, formo con los datos proporcionados 10 grupos con 11
observaciones cada uno (por lo que no elimino ninguna observacion para la prueba)
y procedo a calcular los coeficientes de variacion para diferentes valores de A. Los

resultados obtenidos son [os siguientes:
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VALORES DEL GRUPQO | VALORES PARAMETRALES DE X
MEDIA|DESVIACION | 01 | 005 | @ [ 005 | 0.1
GRUPO 1 | 67,009.44(35,41360  |0.1739 |0.3031]0.6283 |0.9209 |1.6052
GRUPO 2 | B4.439.04143,285.07  |0.1649[0.2907 | 0.5126 |0.9039 |1.5939
GRUPO 3 | 109,128.89]59,360.92  |0.1705 |0.3046 | 0.5440 [0.9715 |1.7352
GRUPO 4 | 126.16362]67,592.13  }0.1655 |0.29780.5357 [0.9638 |1.7340
GRUPO 5 |151,326.46|81,083.01  |0.1644 |0.2984 |0.5418[0.9836 |1.7857
GRUPO 6 | 168,387.93|85,667.04  |0.1527 |0.2788 10.5089 [0.9288 |1.6953
GRUPO 7 | 187,905.61|92,852.05  |0.1467 | 0.2692 [0.4941 |0.9069 |1.6644
GRUPO 8 | 192,603.08|112,076.12 |0.1723 | 0.3167 |0.5812 [1.0693 |1.9648
GRUPO 9 | 257,835.95[142,121.21  |0.1586 | 0.2956 0.5512[1.0277 |1.9162
GRUPO10 | 334,513.21|175,167.93  |0.1468 |0.2772 |0.5237 |0.9891 [1.8685
M(x) |0.1616 | 0.2932 |0.5322 {0.9666 |1.7563
S(1)[0.0101|0.0144 |0.0248 |0.053¢ |0.1269
COEFICIENTE DE VARIACION [0.0522 | 0.0492 | 0.0466 | 0.0557 |0.0722

Con base en esta tabla determino que el valor de A que minimiza el coeficiente
de variacién es cero; asi, siguiendo las transformaciones propuestas en las

expresiones (3.1.1.6) y (3.1.1.7), debo aplicar la funcién logaritmo a la serie original

con lo que obtengo la serie transformada de la tabla A con 110 chservaciones.

Posteriormente estabilizo e! nivel de la serie. Dado que se trata de una serie
estacional habréd que aplicarle a la serie transformada diferencias regulares y
estacionales de periodo 12. Para detectar cudl sera la serie estacionaria grafico los
primeros valores de la FAC de varias diferencias de la serie transformada. Presento

a continuacion dos gréficas cuyas componentes son ias autocorrelaciones de fas

siguientes diferencias sobre la serie transformada:

B de la serie transformada.
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C de la primer diferencia estacional de periodo 12 .
D de la primer diferencia regular de la primer diferencia estacional de periodo 12 .
E de la segunda diferencia regular de la primer diferencia estacional de periodo 12 .

F De latercer diferencia regular de |a primer diferencia estacional de periodo 12 .

FAC de diferencias de la serie transformada del Ingresc Federal

EB ZC mD SE 8F

autocorrelacion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
retraso

De esta gréfica las autocorrelacicnes mas pequefias corresponden a la serie D
por o que esta es la serie que compararé con las siguientes series:
G De la segunda diferencia estacional de periodo 12 .
H De la primer diferencia regular de la segunda diferencia estacional de periodo 12 .
I De la segunda diferencia regular de la segunda diferencia estacional de pericdo 12

4 De latercer diferencia regular de la segunda diferencia estacional de periodo 12 .
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EAC de diferercias de la serie transformada del ngreso Federal

B0 BGC EH =l EBJ

1.00

0.75

.50

0.25

0.00

autocorrelacion

-0.25 1

-0.75

; -1.00
1 2 3 4 5 86 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 18 20
retraso

En la segunda gréfica vuelve a ser D la serie con las autocorrelaciones mas
pequefias, por lo que pasa a ser la serie estacionaria. Utilizando el método de
comparacidn de las desviaciones estandar de las series llego a los siguientes valores

para cada una:
B 0.8281 E 00410 H 0.0408
C 0.0864 F 00708 | 0.0599
D 0.0287 G 0.0908 4 0.1059
Con esto ratifico & D como la serie que con 97 observaciones (110-12-1=97)
sera considerada como estacionaria Esto significa que serd a la primer diferencia
regular de la primer diferencia estacional de periodo 12 de la serie transformada, que

presento como serie estacionaria en la tabla A, a la que tendré que ajustar un

modelo.
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Para identificar el proceso que sigue esta serie analizo a continuacién su FAC y
FACP muestrales. En la tabla A muestro los primeros treintza valores de dichas
funciones que son calculados con base en la formula mostrada en (3.1.3.1) y 1a
sustitucién de estos valores en la expresion (1.3.9).

M{Z} = M(Zwy) = 0.000344

97

512 - M(ZoF = (-0.001112 - 0.000344)% + ..+ (-0.012251 - 0.000344)% = 0.078929
Por gjemplo para k=1

95
2, (20 - M(Z0)] * [Zesx - M(Zead] = (-0.001112 - 0.000344) * (0.010883 - 0.000344) +...
= -0.000854

Por lo que el valor de la autocorrelacién muestral es ry = -0.000854 / 0.078929 =

-0.01082 La gréfica correspondiente a [a FAC muestral es:

FAC del proceso estacionario correspondiente al Ingreso Federal

0.25

0.20 | = e —— o ——— e o — o — i —
0.15 1 - - - limite inferior
0.10 = = [imite superior

autocorrelacion
(o]
[}
Q
L

,020_ - mm mW EE mE mm mW WM EB We mE mE EW ms Eme == W -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
retraso
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Por ofro lado, para la FACP muesiral realizo como ejemplo el célculo de ¢as

{estimacién de ¢as) que a continuacion presento:

1 -0.01082 -0.01082
-0.01082 1 -0.06874
0.06874 -0.01082 0057990 0.056443

dus = = =0.05672
i 001082 -0.06874 0.995025
0.01082 1 0.01082
-0.06874 0.01082 1
Finalmente, la gréfica de la FACP muestral es
FACP del proceso estacionario correspondiente al Ingreso Federal
0,20 | m—r————— — = —— i — ———— e — ——
0.5 — = limite superior
0.10 {imite inferior
0.05 1
0.00 4 ‘
-0.05
| 010 ]
, 0.15 4
| -0.20 1

| 025
’; 1234567891011121314151617181920

i atraso

Siguiendo este procedimiento es como obtengo todos los valores de las FAC y

FACP muestrales, los cuales reviso posteriormente para identificar el tipo de proceso

que sigue |a serie estacionaria.
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La primer prueba es para dentificar si el proceso estudiado se comporta como
ruido blanco. Siguiendo las aproximaciones de Bartlett, si el proceso efectivamente
es ruido blanco esperaria que ningun valor de la FAC ni de la FACP estuviera fuera
del intervalo (-2/[97]% 2/97]%) = (-2*0.101535, 2*0.101535) = (-0.203069, 0.203069).
Este supuesto, como se aprecia en las gréficas, efectivamente se cumple pues los
valores mas grandes conocidos de la FAC y de la FACP son -0.159552 y -0.189800,
respectivamente y quedan incluidos en el intervalo sefialado. Por tanto determino
que el proceso correspondiente a la serie transformada y previamente diferenciada
es s0lo ruido blanco.

6.2 Estimacion

Debido a que el proceso relacionado resultd representar sélo ruido blanco, el modelo
se reduce a la siguiente representacion Y;= & en la que Yi = VVeT(Z) es el proceso
transformado y diferenciado.

Y por tanto, no necesito estimar parémetros autorregresivos ni de promedios

moviles. El valor estimado de la varianza del ruido blanco seré la varianza de la serie

como tal por lo que:
97
8.7 = 8¢ =t_Z1 [Ye- M(Y)P /(N - 1) = 0.078928 / 86 = 0.00082218
6.3 Verificacién

Inicio con la revision de los supuestos para el analisis de residuales que propuse en
la seccion 3.3.1.

SUPUESTO 1. & tiene media cero. Los valores de la media y la desviacién
estandar muestrales de los errores aleatorios son exactamente los mismos que los
que comrespenden a la serie en estudio por lo que:
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M(ay) = M(Yy) = 0.000344
S, = Sy = [0.00082218]* = 0.028674

A continuacion evalto el cociente:
(N)”"M(at) 8= (97)’/’ *0.000344 { 0.028674 = 0.118156

Como se cumple 0.118156 < 2 no existe evidencia de que la media del proceso

sea diferente de cero y apruebo el supuesto.

SUPUESTO 2. o tiene varianza constante. Presento a continuacién la grafica
de la serie sobre la que trabajo, misma que coincide con el ruido blanco, ya que a

través de su revision sabré si se cumple con el supuesto.

Choques aleatorios: Serie transformada y diferenciada del Ingreso
Federal

0.05 - i
0.00 1A A*-AM :
WA

020

valor del choque

S
&

1 5 9 1317 21256283337 4145 49d53 57 61 65692 73 77 81 85 89 93 97
periodo

89



Como puede verse, la grafica no presenta una tendencia creciente ni
decreciente si no un comportamiento estable por lo que puedo decir que la varianza
es constante y en consecuencia se cumple con el supuesto.

SUPUESTO 3: Las variables {ag son mutuamente independientes. Calculando

las primeras 25 astimaciones de r{a) obtengo los valores:

k (o) k n{a) k r(a) k a) k rnda)

1 -0.010615 6 0003685 11 0.152578 16 0.000846 21 -0.001037
2 0068492 7 0.057589 12 0.024131 17 0.000080 22 -0.001173
3 0.068267 8 0.101683 13 -0.053891 18 -0.000205 23 -0.001236
4 0125526 9 0.049182 14 -0.159330 19 -0.000924 24 -0.001192
5 0092825 10 -0.026558 15 -0.079659 20 -0.000862 25 -0.001637

Y la estimacioén de la varianza de la FAC de los chogues aleatorios la obtengo

mediante:

Var[nde)] = 1197 = {Var[nda)lf* = [1/97]% = 0.1015835

con este valor formo el intervalo (-2*0.101535, 2*0.101535) = (-0.203069, 0.203069).
Este intervalo incluye a los valores estimados r(a) por fo que considero que ninguna
autocorrelacion es significativamente distinta de cero y por tanto el supuesto se

cumple.

Realizando la prueba Portmanteau mediante el estadistico Q’ obtengo:

2%
Q' = 97 * (97 + 2) Trd(e) / (97 - k) = 97 * 99 * 000123403 = 11.850102
k=1
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El valor en tablas de y s, 25 = 40.6465, dado que x* > @’ no se rechaza el
supuesto de independencia de las variables.

SUPUESTO 4: o4 se distribuye normal. Verifico cuantas observaciones de la
serie quedan fuera de (-25,,28.)=(-2"0.028674,2*0.0285674) = (-0.057348, 0.057348).

Encuentro que los puntos fuera del intervalo sefialado son 0.07, -0.06, -0.15,
0.12 y 0.06 que representan el 5% del total de las observaciones por lo que puede
decirse que la serie sigue una distribucién normal.

SUPUESTO 5: No existen observaciones aberrantes. Encuentro que solo las
observaciones -0.15 (que proviene de las observaciones 41, 42, 53 y 54 de la serie
ariginal) y 0.12 {que proviene de las observaciones 77, 78, 89 y 90 de la misma serie
Aorigina!) no se encuentran incluidas en el intervalo formado por (-3S, 3Sn) =
(-0.086022, 0.086022). Para analizar qué pudo ocasionar estos valores de nuestra
serie estacionaria realizo un comparativo porcentual del comportamiento de la serie
original en las observaciones correspondientes a los periodos afectados y obtengo el

siguiente cuadro:

Obsv. Periodo Valor Var, Obsv. Periodo Valor Var.
17 1989-12 148,601.10 25% 66 1994-01 26,755.80 10%
18 198001 16,381.80 35% 77 1994-12 332,033.50 11%
29 1980-12 203,486.30 37% 78 1995-01 30,859.20 15%
30 1291-01 21,085.50 28% 89 1905-12 418,88260 26%
41 1991-12 229,608.30 13% 90 1996-01 43,79210 42%
42 1992-01 2360360 12% 101 1986-12 580,722.00 38%%
53 1992-12 27447100 20% 102 1997-01 64,37960 47%
54 1993-01 24,329.00 3% 113, 1997-12 730,44130 26%

65 1893-12 297,951.00 9%
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Como puede apreciarse, efectivamente existe una reduccion de los porcentajes
de vartacion en las observaciones 41, 42, 53 y 54 que provocan el valor —0.15; sin
embargo, no existe en esos periodos ninguna medida econdmica importante  que
hubiera podido provocar esta disminucion.

Con relacién al valor 0.12, encuentro que este valor proviene de observaciones
cuyas variacicnes porcentuales son significativamente mayores respecto a las
correspondientes a los pericdos anteriores y esto provoca el valor ya sefialado; sin
embargo, como en el caso anterior, no existe razén aparente para dicho incremento
toda vez que las condiciones econémicas y sociales de México en esas fechas eran
de aguda crisis consecuencia del “error del diciembre del 1995” y por el estallido del
conflicto Chiapaneco. Estas circunstancias lgjos de beneficiar al ingreso federal
debieron disminuirio, cosa que, Como vemaos, no ocurrio.

En resumen, concluyo que no existe razdn para pensar que las observacicnes
fuera del intervalo sean el resultado de una intervencién sobre la serie y por tanto
acepto el supuesto de que no existen observaciones aberrantes.

Ahora aplico las pruebas independientes de los residuales mostradas en la
seccion 3.3.2

SUPUESTO 6: &/ modelo es parsimonioso. Dado que no requeri parametros, el
modelo es parsimonicso.

SUPUESTO 7: E/ madelo es admisible. Como no existen pardmetros no hay
necesidad de probar la admisibilidad del modelo.

SUPUESTO 8: £Ef modelo es estable en los pardmetros. Dado que no existen

parametros no puedo verificar correlaciones entre éstos.

92



En forma independiente de los supuestos anteriores probaré si un modelo mas
general (con mas parémetros) podria describir adecuadamente al proceso, es decir,
sobreparametrizaré el modelo.

Iniciaré con un modelo AR(1) para el que tendria la relacién Y - ¢Yw = & el
valor parametral inicial obtenide por el método de momentos aplicando las

ecuaciones de Yule — Walker mostradas en {2.1.7) es e} siguiente:

n=¢ = ¢=-0.010822

Con este valor calculo los que serian los errores aleatorios basados en el
supuesto de incondicienalidad para lo cual sigo los pasos marcados en la seccion
3.2.1.2 como a continuacion lo hago:

a) Expreso al modelo como Yy + 0.010822Y14 = &

b) Comienzo a calcular ¢, a partirde t = N - p = 97 - 1 = 96 siguiendo este

proceso:

@6 = Yag + 0.010822Yg7 = -0.018018 + {0.010822){-0.012251) = -0.019151
65 = Yes + 0.010822Yes = -0.0096802 + (0.010822)(-0.019018) = -0.009808
e =Y: +0.010822Y2> =-0.001112 + (0.010822)( 0.010883} = -0.000994

c) Hagoe;=0parai=0, 1, 2 ..y con los valores determinados para g y los

valores registrados de Y obtengo los valores para Y;i =0, 1, 2,... de tal

suerte que:

Yo = €0-0.010822Y, = 0 - 0.010822(-0.001112) = 0.000012

Y. = ¢4 -0.010822Y0 = 0 - 0.010822(0.000012) = 0.000000
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d} Expreso al modeio como Y + 0.010822Y:, = & considerando que para Q=1
se cumple que Yy~ 0 parat < -Q por lo que tomo & = O para t < -Q. Con base
en esta Ultima condicién y tomando los valores de la serie y los valores
calculados para Yo y Y-1 €s posible calcular los valores de a; para t > -Q. De
esta forma, los choques aleatorios vendrian dados por.

a4=0

a1 = Yy + 0.010822Y, =-0.001112 + 0.010822( 0.000012) = -0.001112
a; = Y. + 0.010822Y, = 0.010883 + 0.010822(-0.001112) = 0.010871
fgy =Ygr + 0.010822Y¢ = -0.012251 + 0.010822(-0.018018) = -

0.012457

e) Con los datos alcanzados en el punto anterior realizo la suma de cuadrados
cuyo valor es 0.07893202448.

A continuacion, utilizando |la estimacion por minimos cuadrados a través del
Método de Marquardt obtengo en el paquete de STATGRAPHICS que el valor que
minimiza la suma de cuadrados es ¢ = -0.01070 con e! que obtengo un valor para 1a
suma de cuadrados de 0 07893202207. Dado que la desviacion estandar de ¢ es
0.10215 deduzco que el cero es un valor permisible y 16gico del parametro por lo cual
rechazo que un AR(1) sea un mejor modelo para esta serie,

El siguiente modelo a probar serd un MA{1) para el que tendria la relacién Y; =
o - 921 que tiene como valor parametral inicial por el método de momentos

aplicando la FAC mostrada en (2.2.7) el siguiente:
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r=-0/{1+0% =
0.010822=9/(1+9°) =
0.010822(1 +6%) =8 =
0.010822 -0.0108228° =48 =
-0.0108220% +6-0.010822=0 =

S {(1)2- 4(-0.010822)(-0.010822)*
2(-0.010822)

g =

las raices son 8; = 0.010823268 y 6, = 82.39353822 por lo que, para permitir la

invertibilidad del modelo, opto por el valor de 0.

Con este valor calculo los que serian los errores aleatorios basados en el
supuesto de incondicionalidad:
a) Expreso al modelo como Y= & - 0.010823268a41
b) Comienzo a calcular los valores de g a partir de t=N-p = 97-0=97, teniendo
en cuenta que eyp=C parai=1,2,.,4 = &roa T Qe = 0 y siguiendo

esie proceso.

o7 = Yo7 + 0.0108232686 = -0.012251 + (0.010823268)( 0.000000) = -

0.012251
G = Yoo + 0.01082326867 = -0.019018+ (0.010823268)(-0.012251) = -

0.019151

& =Yy + 0.010823268¢ = -0.001112 + (0.010823)(0.010884) = -0.000994
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¢) Hago e;=0Oparai=01,2..ycon los valores determinados para & y los
valores registrados de Y; obtengo los valores para Y,i=0 1, 2,.. de tal

suerte que:

Yo = & -0.010823268¢ = 0 - 0.010823268(-0.000994) = 0.000011
Y. = ;- 0.0108232684 =0 -0.010823268( 0.000000) = 0.000000
d) Expreso al modelo como Yy = & - 0.010823268a,4 considerando gue para
Q=1 se cumple que Y0 para t < -Q por lo que tomo & = 0 parat<-Q. Con
base en esta Ultima condicién y tomando los valores de la serie y los valores
calculados para Yo y Y. es posible calcular los valores de & para t > -Q. De
esta forma, ¢! proceso es:
a1=0
a = Yo + 0.0108233a.4 = 0,000011 + 0.010823( 0.000000) = 0.000011
o = Yy + 0.0108233a, = -0.001112 + 0.010823( 0.000011) = -0.001112
a2 = Yo +0.0108233a, = 0.010883 + 0.010823 (-0.001112) = 0.010871
ag7 =Yo7 + 0.01082332g5 = -0.012261+0.010823(-0.019120) = -0,012458
g) Con los datos alcanzados en el punto anterior realizo la suma de cuadrados
cuyo valor es 0.078930767410857.

A continuacion, utilizando el Método de Marquardt, STATGRAPHICS produce

un valor que minimiza la suma de cuadrados de 6 = 0.01212 con el que obtengo un

valor para la suma de cuadrados de 0.078930620548620. Dado que la desviacidn

estandar de 8 es 0.10215 deduzco que el cero es un valor permisible y légico del

parametro por lo cual rechazo que un MA(1) sea un mejor modelo para esta serie.
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El dltimo modelo a probar serd un ARMA(1,1) que tiene el formato Y- ¢Yes = &t

- 6o cuyo valor parametral inicial ¢ se obtiene por el método de momentos
aplicando la relacién mostrada en (2.3.3) para los retrasos kK 2 g + 1=1+4+1=2 Para
k=2

rp=4¢rf =

b=l =

& =-0.068743/-0.010822 =

¢ = 6.352467
como este valor no permite la estacienaridad resuelvo la misma relacién para k = 3

obteniendo.

f3=¢rz =

b=ralr =

¢ =0.057980/-0.068743 =
¢ = -0.843577

donde & ya permite la estacionaridad. Ahora, el valor de 8 o obtengo por la relacion:

reo= (1 - 04N - V(1 +6°-208) =

(- $)8% + (1 +¢7-20r)0 + (- $) =0 =

(-0.010822 + 0.843577)8% +(1 - 0.843577° -2*-0.843577*-0.010822)6 +
(-0.010822 + 843577) =0 =

-0.8543996% + 1.6933640 - 0.854399 =0 =

-(1.693364) + [(1.693364) - 4(-0.854399)( -0.854399)]"*
2%(-0.854399)

g=

g7



) 0.0525100%
6=0.990968+ — T5a798

Con lo que obtengo los ndmeros complejos conjugados

B, = 0.990968 + 0.1341001i y 82=0.990868 - 0.1341001i

E1 médulo de estos valores es s = [0.9909682 + 0.1341001%% = 1.000000414 =
1.00000021 por lo que no permiten invertibilidad del proceso ademas de que requiero
valores reales para los parametros. Trato ahora la relacion parak = 5

rs=¢ry =

d=rslrs =

¢ = 0.092822/-0.1256722 =

& = 0.7383098
donde ¢ permite la estacionaridad. Ahora, el valor de 6 lo obtengo por la relacion:
ry=(1-60)-0)(1+6°-280) =
(r1-¢)0°+(1+¢°-2¢r)0 +(ri-¢)=0 =
(-0.010822 - 0.7383098)0% + (1 + 0.73830987 - 2*-0.7383098*-0.010822)0 +
(-0.010822-0.7383088)=0 =
0.74913180° + 1.72232980 - 0.7491318=0 =

-(1.7223298) + [(1.7223298)° - 4(-0.7491318)( -0.7491318)["*
2%(-0.7491318)

8=

k]
0 = 1.14956059 x 1OL21LL_ -1 1495506 + 0. 5660802
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Los valores de 6 son 6, = 0.5825704 y 8, = 1.7165308, por lo que tomo el valor

de 65 como el valor inicial de 6.

Con estos parametros calculo los que serian los errores aleatorios basados en

el supuesto de incondicionalidad:

a) Expreso al modelo como & =Yy - ¢ Y1 +0G4.

b) Comienzo a calcular los valores de g apartirdet=N-p=97-1= 98, sin

c)

olvidar que Gupu = O parai=1,2..,9 = @Gri = & =0 conloque
obtengo
G = Yos - 0.7383098Ye; + 0.5825704¢y7
= -0.019018 - 0.7383098(-0.012251) + 0.5825704(0.000000) = -0.008973
s = Ygs - 0.7383098Ygs + 0.5825704 655
= -0.009602 - 0.7383088(-0.019018)+0.5825704(-0.009973) = -0.001370
& =Y, -0.7383008Y, + 0.58257044,
= 0.001112 - 0.7383098(0.010883) + 0.5825704(0.007377) = -0.004849
Hago ¢;= 0 parai=0, 1, 2,... y con los valores determinados para g y los
valores registrados de Y, obtengo fos valores para Y. i =0, 1, 2,... de forma
que
Yo= &+ 0.7383098Y, - 0.5825704¢&
= 0.000000+0 7383088(-0.001112)-0.5825704(-0.004849)=0.002004
Y. = gy +0.7383098Y, - 0.58257044
= (0.000000 + 0.7383088(0.002004) -0.5825704(0.000000)= 0.00148

siguiendo este mismo método obtenego estos valores de Yy
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t Y, t Yi

-2 0.001092 -i1 0.000071
-3 0.000806 -12 0.000053
-4 0.000595 -13 0.000038
-5 0.000440 -14 0.000029
-6 0.0003256 -15 0.000021
-7 0.000240 -16 0.000016
-8 0.000177 -17 0.000012
-9 0.000131 -18 0.000009
-10 0.000096 -19 0.000006

d) Expreso al modeloc como Y; = 0.7383098Y. + a - 0.5825704a.
considerando que para Q = 20 se cumple que Yy ~ 0 para t < -Q por lo que
tomo o = O para t < -Q. Con base en esta Ultima condicién y tomando los
valores observados de la serie y [os valores calculados paraY;i=0, 1, ..., Q
es posible calcular los valores de & para t > -Q. De esta forma, el proceso
es:

d20=0

A.19 = Y .9~ 0.7383098Y 5 + 0.5825704 a.20
=0.000006-0.7383008(0.000000) +0.5825704(0.000000)= 0.000006

8.8 = Y .18 - 0.7383098Y 1 + 0.5825704 a9
=0.000008-0.7383098(0.0000086} +0.5825704(0.000006)= £.000008

fgr = Yg7 - 0.7383098Y96 +(.5825704 ags
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=0.012251-0.7383098(-0.019018)+0.5825704(-0,01679)=-.007991
e) Con los datos alcanzados en el punto anterior realizo la suma de cuadrados
cuyo valor es 0.083084325586754.

A continuacién, utilizando el Método de Marquardt, STATGRAPHICS produce
los valores parametrales de ¢ = -0.00502 y 6 = 0.00826 que minimizan la suma de
cuadrados con el gue obtengo un valor para la suma de cuadrados de
0.078930620548620.

Dado que la desviacion estandar de ¢ es 3.25147 y la de 8 es 3.25038 deduzco
que el cero es un valor permisible y lo6gico del parametro; ademas, debido a las altas
desviaciones pienso que la serie no presenta informacion suficiente para determinar
que el proceso sea efectivamente un ARMA({1,1) por lo que rechazo este modelo
para representar la serie.

Como resultado de la sobreparametrizacion, puedo establecer que el mejor
modelo para representar a la serie Y; en estudio es el ruido bianco.

El calculo del estadistico 27 que aparece en la seccidn 3.3.4 no tiene sentido
ya que los valores de los choques aleatorios son los de la propia serie.

La suposicidn después de realizar todas las pruebas de verificacién es que el
proceso de ruido blanco es el mejor modelo para describir a la serie Y, y, por tanto,

este sera el modelo que usaré para realizar los prondsticos correspondientes.
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6.4 Prondsticos
Para calcular los prondsticos tengo que recurrir a mi serie transformada y para ello

debo recordar que apliqué una diferencia estacional de periodo 12 y una diferencia

regular por lo que para el célculo de los prondsticos parto de:

Yi=a conYi=VWVOET(Z) =
Ve Ty =an =
(1-BY1-BYT(Z) =& =
(1-BB'"4B™¥TZy=a =

T(Zy) = T{Ze1) + T(Leaz) - T{Ziaa)+ &

Los pronosticas a los diferentes horizontes h y bajo el crigen t = 110 (Ultima

observacidn) considerando las expresiones (4.2.1) v (4.2.2) seran:;

T(Z)(h) = Et [o1T(Zeen-1) ¥92T (Zeen2) +... +@peaT (Ztsnpa) + Qtsn - 018411 B20tsn2-...-Ofitenegl
Como p = g = 0, la expresidn anterior se reduce a
T{Z){h) = Et [T{Ztn)] = Et [(TZsena)] + B [T(Zesr12)] - Ex [T(Zrsn13)] + E {Qten)

que, tomando en consideracién la Ultima observacion al tiempe t=110, es la

expresion gue sirve para realizar los prondsticos que a continuacién presento;
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Para T(Zi1), h=111-110=1
F(Zy10){1) = Erto [T(Z111)] = Ente[T(Z11041-1)] + Enro{T(Z1104152)] - Ev1olT{Z110+1-13)]
+ Eqro{aiion)
T(Zy10)(1) = Etto [T{Z110)] + Esto [T(Zes)] - Evro [T(Zss)] * E10 (G111)

Aqui es donde aplico los resultados de (4.1.10) para cbtener.
K (Z110)(1) = T{Z110) *+ T{Zoo) - T(Zgs) + 0 = 13.151+ 13.026 - 12.904+ 0
T{Z110)(1) = 13.273155

Para T(Zi12), h=112-110=2
U (Z510)(2) = Etso [T(Z112)] = Ennol T{Zrs0e2.1)] + Es1[T(Z110+2-12)] - Envo[ T(Z11042413)]
+ Eqso(@iioe2)
T(Z110)(2) = Esro [T(Z111)] + Ex10 [T(Z100)] - Enro [T(Zse)] + Evao (A112)
T (Z110)(2) = T(Zs16)(1)+ T(Z100) - T(Zeg) + 0= 13.273 + 13.136 - 13.026+ 0
T{Z110)(2) = 13.383038

Para T{Z413), h=113-110=3
A(Z110)(3) = Etto [T(Z113)] = End T{Z110s3-)] * Evae[T(Z110+3-12)] = Et10[T(Ze10+3-3)]
+ E110{2110+3)
T(Z110)(3) = Evra [T{Z112)] + Exto [T(Zr01)] - Ev10 [T(Z100)] + E110 (A113)
Y (Z110)(3) = T(Z110)(2) + T(Z1o1) - T(Z100) + 0= 13.383 + 13.272- 13.136 + {
T(Z:10)(3) = 13.5719221

Para T(Zs14), h=114-110=4
U(Z110)(4) = T(Z110X(3) + T(Z1o2) - T(Z1ov) + 0=13.519 + 11.073 - 13.272 +0
T{Z1104) = 11.319746

Para T(Z1ss), h=116-110=5
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F(Z110)(5) = T(Z110)(4) *+ T(Z103) - T{Zyo2) + 0 = 14.320 + 11.649 - 11.073 +0
P (Z410)(5) = 11.895870

Para T(Zy1s), h=116-110=86
T (Z130)(B) = A (Z110)(5) + T(Z10a) - T(Z1os} + 0= 11.896 + 12.041-11.649+0
T(Z110){6) = 12.288111

Para T(Z117), h=117-110=7
T(Z110)(7) = F(Z110)(8) + T(Z1cs) - T(Z104) + 0 = 12.288 + 12.335-12.041 +0
X{Z110){7) = 12.582682

Para T(Zs1s}, h=118-110=8
U (Z130)(8) = T(Z110)(7) + T(Z106) - T(Zaos} + 0 = 12.583 + 12.562 - 12335+0
T (Z110)(8) = 12.809027

Para T{Zi1e), h=119-110=9
L (Z110)(9) = T (Z410)(8) + T{(Z107) - T{Z10e) + 0 = 12.809 + 12.757 - 12.562 + 0
T(Z110)(8) = 13.003853

Para T{Z120), h = 120 - 110 =10
F(Z110)(10) = F(Z110)(9) + T(Zrca) - T{Z107) + 0 = 13.004 +12.916 - 12.757+ 0
T{Zw0){10) = 13.163277

Para T(Ziz1), h=121-110 =11
T(Z110)(11) = T(Za10W(10) + T(Z1go) - T(Z10s) + 0 = 13,163 + 13.044 - 12.916 + 0
T(Zi1o)11) = 13.2871110

Para T(Zi22), h=122 -110 =12
T(Z110}12) = T(Z410)(11) + T(Z110) - T(Z100) + 0 = 13.291+ 13.151 - 13.044 + 0

F(Z10)(12) = 13.398366
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Para T(Z1z), h=123-110=13

T (Z410)(13) = T(Z110)(12) + T(Z110)(1) -T(Zr10) +0 = 13.398 +13.273 -13.161 + 0

T(Zy10)(13) = 13.520348

A través de este ejercicio he calculado los prondsticos para la serie
transformada, pero lo que me interesa es conocer los prondsticos de fa serie original
y para ello debo aplicar a los pronodsticos obtenidos la funcidn inwersa de la
transformacién, que en este caso seria la exponencial dado que apliqué el lagaritmo
natural a la serie original, y la correccién por sesgo, que esta dada por la expresion
G} = exp{Var: (e(h})/2}.

Para calcular Var (eh)) me baso en la expresion (4.1.7), cuyas ponderaciones

g i=1, 2,... se obtienen a través de los parametros ¢ y 0. Como en este caso no
existen parametros, la estimacion de (4.1.7) sdlo conserva a yo =1 para convertirse

en.

Var, (eh)) = woS,” = 170.00082218

Por lo que para toda h
G (h} = exp[0 00082218 / 2] = exp[0.0004111] = 1.000411

Y asi los prondsticos puntuales optimos finales los obtengo aplicando
(4.2.4) Por ejemplo para el primer prondstico.

(Zyso)(1) = [exp(13.273155)]* 1.000411 = 581377.170552*1.0004110 =

T (Zi11) = T(Z11o)(1) = 581,616.12
Siguiendo esta metedologia llego a los prondsticos optimos que presento en la
siguiente tabla
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OPTIMO:

h T(Zuno)h) T T @Zno)h)  THA(Zsso}h))Galh)
1 13273155 581,377.170552 581,616.12
2 13.3B3038 848,902.660100 649,169.36
3 13519221 743,672.083625 743,877.70
4 11.319746  82,433.402178 B2,467.28
5 11.895870 146,659.668307 146,719.95
6 12.288111 217,099.488542 217,188.72
7 12.582682 291,466.979359 291,686.77
8 12.80%027 355,501.9889%4 365,652.21
9 13.003953 444,165.713329 44434827
10 13.163277 520,881.068476 521,095.14
11 13.291110 591,910.073822 592,153.35
12 13.398366 658,925.660107 659,196.48
13 13.520348 744,410.567763 744,716.52

* Prondaslico optimo que incluye la coreccion por sesgo.

Ahora obtengo los intervalos al 95% de confianza para estos pronosticos

aplicando el resultado presentado en (4.3.2), segln lo cual el intervalo esta dado por.

G (T T(Z)(N) + uan{ Var (eh)))*}

Donde

[Var: (e h))]* = [weSa7" = [0.00082218]*70.028674 y

Ugr=Uosz= 1.96

Asi, para el intervalo del primer pronostico tengo.

CANT { T(Z) () e Var, ((h)))*3=1.000411%exp{13.273155+1.96*0.028674} =

Limite inferior=1.000411*exp{13.273155-1.96*0.028674} = 1.000411"exp{13.21 6954}

= 1.000411*549604.385886 = 549,830.273289
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Limite superior=1.000411*exp{13.273155+1 .96*0.028674)=1.000411*exp{13.328356}

= 1.000411* 614986.748868 = 615,239.508422

La siguiente tabla muestra los intervalos obtenidos a través de esta técnica:

LIMITE
h ESTIMACION ~INFERIOR SUPERIOR
1 13273155 549,83027 615239.51
2 13383038 613,691.67 686,698.02
3 13519221  703,224.11 786,881.48
4 11319746  77,960.37 87,234.74
5 11895870  138,701.57 155,201.87
6 12288111  205319.16 229,744 46
7 12582682  275,651.29 308,443.49
8 12.809027 345,668.99 386,790.67
9 13.003953 420,084 23 470,036.16
10 13163277 49261682 551,219.80
11 13.291110  559,791.64 626,385.90
12  13.398366  623,170.80 697,304 81
13 13.520348 70401709 787,768.7%

Ahora trataré de actualizar prondsticos tomando como base los valores

conacidos posteriores a septiembre de 1997 (t = 110) Estos valores son:

1

h t PERIODO INGRESO

1 111 1997-OCT 679,088.00
2 112 1997-NOV 640,281.30
3 13 1997-DIC  730,441.30
4 114  1898-ENE  80,347.40
5 115 1998-FEB 142,996.50
6 116  1998-MAR 208,907.90
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Que, como se puede apreciar, estan incluidos en los intervalos de confianza
calculados previamente. Estas nuevas observaciones de la serie tienen un sesgo
respecto de los valores 6ptimos calculados; dicho sesgo se refieja en que los valores
estimados optimos se encuentran por arriba de los valores reales observados en
todos los casos.

Con base en la expresién (4.4.1) concluyo que no es posible actualizar los
prondsticos pues, como ya expliqué, no cuento con parametros w1, vz, Wa, W4, Vs Y
ws. Esta imposibilidad de actualizacién es también logica si se recuerda que para ia
serie estacionaria correspondiente a la serie original de! ingreso federal obtuve que
solo representaba ruido blanco, es decir, que no existe influencia de datos previos.

Por dltimo, revisaré la capacidad de prondstico de mi modelo considerando los
prongsticos originales; asf, tomando como origen a t = 110 y los horizontes h = 1, 2,
3, 4, 5y 6 calculo los emmores de los prondsticos de la serie transformada respecto del
valor correspondiente a las observaciones mas recientes de la serie una vez gue se

les ha aplicado la transformacion

serie

original fransformada  estimada error

‘ h l t Z T(Zy) T(Zy) T(Z T (Zy)
1 111 579,088.00 13.27 13.27 0.00
2 112 ©640,251.30 13.37 13.38 -0.01
3 113 730,441.30 13.50 13.52 -0.02
4 114  80,347.40 11.29 11.32 -0.03
5 115 142,996.50 11.87 11.90 -0.03
6 116 208,807.90 1225 1229 -0.04

Promedio #  -0.020751
€M 0.000548
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Como puede verse, ambos valores son proximos a cero por lo que es posible
concluir que el modelo tiene una muy buena capacidad de prondstico.

Con esto finalizo el andlisis de la primer serie en el gue concluyc gque, en
esencia, la serie de tiempo correspondiente al ingreso federal se comporta como un
proceso ARIMA(O,1,0)x(0,1,0)12, es decir, es un proceso integrado estacional de
periodo doce e integrado regular y mediante este modelo se pueden abtener

prongsticos confiables de la serie.
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7 Serie de tiempo: Exportaciones petroleras
De todos es sabido que las exportaciones petroleras son de gran importancia

parala economia mexicana, pues gran parte de los ingresos que el gobierno federal
obtiene proviene precisamente de éstas. El total de las exportaciones petroleras
incluye tres tipos de petréleo: Itsmo, Maya y Olmeca. En este anadlisis revisare las

exportaciones petroleras con base en los miles de bariles promedio exportados por

dia en cada mes.

Para ajustar un modelo a esta serie utilizaré los valores mensuales registrados
desde octubre de 1988 hasta noviembre de 1997, es decir, ciento diez observaciones
a las cuales les aplicaré a ahora la metodologia de Box y Jenkins.

La siguiente grafica muestra los valores de las exportaciones petroleras que

utilizaré en el ejercicio, los datos los mostraré en la tabla B:

Exportaciones petroleras
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7.1 ldentificacion
Como puede notarse en la gréfica, esta serie se obtiene por muestreo y presenta un

comportamiento que al principio es estable y luego es aparentemente creciente,
razon por la cual puedo suponer que requeriré de una transformacién estabilizadora
de la varianza.

Adicionalmente puedo decir que la serie en estudio no presenta ninguna
tendencia estacional por lo que para describirla usaré un modelo ARIMA regular.

Con el fin de identificar el parametro de transformacion A que permita estabilizar
la varianza formo 10 grupos con 11 observaciones cada uno (por lo que no elimino
ninguna observaciéon para la prueba) y procedo a calcular los coeficientes de

variacion para diferentes valores de A. Los resultados obtenidos son los siguientes:

VALORES DEL GRUPO VALORES PARAMETRALES DE X
MEDIA | DESVIACION |-1 0.5 |-04 -0.2 0

GRUPO 1 1,302.86 27.85|0.0000 [0.0006 [0.0012 | 0.0051 |0.0214
GRUPO 2 1,227.62 27.20|0.0000 [0.0006 |0.0013 | 0.0053 | 0.0222
'GRUPO 3 1,363.91 28.4810.0000 |0.0006 [0.0012 {0.0048 | 0.0209
GRUPO 4 1,368.27 13.07 ; 0 0000 | 0.0003 |0.0005 | 0.0023 | 0.0096
GRUPO 5 1,351.82 33.360.0000 [0.0007 [0.0014 [ 0.0058 | 0.0247
GRUFPO 6 1,341.18 14.6510.0000 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0026 | 0.0109
GRUFPO 7 1,293.64 27.7710.0000 [0.0006 |0.0012 | 0.0051 | 0.0215
GRUPC 8 1,330.09 130.97 10.0001 {0.0027 | 0.0055 (0.0234 | 0.0985
GRUFQ 9 1,548.36 82 47]0.0000 | 0.0014 |0.0028 | 0.0123 | 0.0533
GRUP(O10 1,727 64 98.56(0.0000 [0.0014 |0.0029 | 0.0128 |0.0570
M(2)10.0000 | 0 6008 |0 0019 | 0.0080 | 0.0340
5(2)|0-0000 {0.0007 {0.0015 | 0.0065 6.0277
COEFICIENTE DE VARIACION|0.8164 | 0.81330.813210.8137 | 0.8151
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Con base en esta tabla decido que el valor mas préctico de A es -0.5 que
transforma a la serie con el inverso de la raiz cuadrada del valor observado,
conforme a la transformacién propuesta por Bartlett y mostrada en (3.1.1.8). Asi, al
aplicar el exponente -0.5 a la serie original conformo la serie transformada de la tabla
8 con 110 observaciones.

A continuacién estabilizo el nivel de la serie mediante fa aplicacion de
diferencias regulares a la serie fransformada (dado que no percibi ningdn
comportamiento estacional). Para detectar cuél sera la serie estacionaria grafico los

primeros valores de la FAC de algunas diferencias de |a serie transformada.

FAC de diferencias de la serie fransformada de las Exportaciones
Petroleras
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retraso

las FACs graficadas corresponden a las siguientes diferencias sobre la serie

transformada:
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De la serie transformada.
De la primer diferencia regular de la serie transformada.

De la segunda diferencia regular de la serie transformada.

m o O W

De la tercer diferencia regular de la serie transformada.

De esta grafica las autocorrelaciones mas pequefas corresponden a la serie C,
por lo que ésta pasa a ser la serie estacionaria.

Por otra parte, utilizando el método de comparacion de las desviaciones
estandar de las series liego a los siguientes valores para cada una:

SERIE B C D E
DESV. ESTANDAR 0.0013 0.0006 0.0009 0.0016

Obtengo que también a través de este andlisis la serie de menor desviacion
estandar es C. Con esto ratifico a C como la serie gue con 109 observaciones (110-
1=109) consideraré como estacionaria. Esto significa que sera a la primer diferencia
regular de la serie transformada, que presento como serie estacionaria en la tabla B,
alaque tendré que ajustar un modelo ARIMA.

Para identificar el proceso que sigue esta serie analizo a continuacion su FACy
FACP muestrales. En la tabla B muestro los primeros freinta valores de dichas
funciones que cacculo con base en la férmula mostrada en {3.1.3.1) y la sustitucién
de estos valores en la expresién (1.3.9) y cuya forma de célculo revisé en el capitulo
6

Para determinar si el proceso no es ruido blanco utilizo las aproximaciones de
Bartlett para formar el intervalo que, en caso de tratarse de ruido blanco, contendra a
todos los valores de la FAC y de la FACP muestrales (-2/[109]% 2/[1097%) =
(-2°0.095783, 2*0.095783) ={-0.192, 0 192). Las graficas carrespondientes son:
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FAC del proceso estacionario correspondiente a las exportaciones
petroleras

0.25
0.20
0.15 e [imite superior
= = =[imite inferior

0.10 1
0.05 1

autocorrelaciones
[

v mm mEm e M EE P B me A BB mE MW mE me AN EmE W

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
retraso

FACP del proceso estacicnaiio comespondiente a las
exportaciones petroleras

limite superior
= = =limite inferior

autocorrelaciones

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
retraso

Este supuesto, como se aprecia en las graficas anteriores, no se cumple pues

tante en la FAC como en la FACP existen observaciones que quedan fuera del
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intervalo construido hasta el retraso k = 8. Por tanto determino que el proceso no es

solo ruido blanco.

Por el comportamiento de la FAC y de la FACP muestrales podria pensarse en
que el proceso sigue un modelo MA(S), en cuyo caso los valores de la FAC para
atrasos k > 9 serian diferentes de cero si su valor absoluto fuera mayor al obtenido

segun el inciso b} de la seccidn 3.1.3 gue en este ¢aso es:

1.967(1+ X% pAINJ* ~ 1.96 (1455109 = 1.96*(1+(-0.001)° + (-0.214)" +
(-0.182)% + (0.057)% + (-0.001)? + (0.034)? + (0.037)* + (-0.173)% +

(0 209)2/109]* = 0.2028

Como se aprecia en la tabla B, todos los valores de la FAC para atrasos k > 9
cumplen con la condicion de ser iguales @ cero y por tanto podria establecer este
modelo como aceptable; sin embargo, la FACP no converge a cero tan rapidamente
como es de esperarse en un proceso MA por lo que puedo pensar en explicar mejar
a la serie a través de un modelo ARMA

Para determinar los posibles valores de p y g calculo la tabla de determinantes
que presenté en la seccion 3.1.3 del capitulo sobre identificacidn. Por ejemplo, para

i= 2 yj= 3 el calculo se realiza de la siguiente forma.

= M rIo -0.214 -0.091 1.000
A2, 3)=|r 2 1| = -0.182 -0.214 -0.0911=0.043
g la 2 0.057 -0.182 -0.214

Con este procedimiento llego a los siguientes resuitados:
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ORDEN ORDEN AR(p)

MA(q) 7 2 3 4 5 6 7 8 9
0.091 0222 0224 0045 -0.081 0019 0.011 0089 0083
0214 0.029 0.043 -0.019 0008 0.002 0.003 0.018 0.021
0.182 0045 -0.011 0.001 -0.001 0001 -0.002 0.004 0.005
0.057 0.003 0.002g'"()'.'citii‘"'(')'.'d'cib""O'.bﬁé"'ﬁ.bﬁfi"'ﬁ.'dﬁ'z'"'6.'0'01'"5
-0.001 -0.002 o.ooo§ 0.000{ 0.000 0.000 0.000 0000 ©.000
0.034 0.001 0.000: 0.000; 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.037 0.007 o.oo1§ 0.000 0.000 0.000 ©0.000 ©0.000 0.000
0.173 0.022 -0.001} 0.000] 0.000 0000 0.000 0.000 0.000

0209 0054 0012} 0001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

...........

O oo N O O oh W N -

Con base en esta tabla pudiera pensar que el proceso sigue un modelo
ARMA(3,3) o bien un ARMA(4,4). También parece légico pensar en urt MA(8) o un

AR({9) que vendrian a incluir mas parametros que los modelos antes sefialados.

7.2 Estimacion
Considerando como el mejor modelo al ARMA(3,3) por su menor numero de

parametros la representacidn del modelo seria:
Zi- 0174 - $2Zez - 937403 = O - 801 - B2z - 03813

Y por tanito, requierc estimar parametros autorregresivos y de promedios
maviles.

Para encontrar los valores parametrales iniciales de estimacion utilizo el método
de momentos que presenté en la seccidn 3.2.3.

Primero debo resolver el siguiente sistema que se basa en la consideracién de
que cuandoe k > p, $(B}px = O para determinar los valores iniciales de ¢, i=1, 2, 3.

g =dera + darz + dary = 0.056514= -0.182180¢ -0.213643¢, -0.091243¢3
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rs = ils + dofa + darz = -0.000806= 0.0565144¢; -0.1821804¢2 0.213643¢3
fs = Pils + dora + darz = 0.033695=-0.0008060:+0,056514¢2-0.182180¢3

La matriz del sistema es:

0182180 -0.213643 -0.091243 | 0.056514
0.056514 -0.182180 -0.213643%-0.000806
-0.000806 0.056514 -0.1821805 0.033695

que al ser reducida a la identidad proporciona las soluciones:

6 = -0.331899
2= 0.085527
¢s= -0.156955

A continuacion estimo los valores iniciales de los pardmetros de promedios
moviles con base en que
Zi= G121 + d2Ziz + dais + 8 - 051 - 020e2 - B33
y con base en el cdlculo de las autocovarianzas ¥y, i= 0, 1, 2. 3, 4 que se obtienen a
través de
yo = E(ZZ) = E[Z¢ (9121 + d2Zez + $3Z13 + a1 - 030s - B8z - Baa)]
= E[01Z2iZu1 + $2Zs2s2 + §aZilrat 2k - 1Zih - 822z - Balitna]

=diy1 + dayz + days + {1011-01+01]-02[-02-0181+92]-03(-B3-$182-0201+dal} 60
vt = E(ZiZt1} = E[Zua*(01Ze1 + doZiz + $aZa + &t - 61801 - 8202 - Ostha)]

= E[$1Zv12t1 + P2linZiz + $aZriZis + 212t - $1Zu18e1 - B24110r2 037423

= oo + byt + davz + {-91-02[-01+¢1]-0a[-02-4101 +02]} 00
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12 = E(4Zvo) = E[Zuo™ i di + daZio + dalea + & - Bidly - Botho ~ Batlia)]
= El1Ziadra + doliader + dalialia + Zoodh - 81212004 - 92402012 0281 2013]

= dry1 + davo + dayi+ {-0-03[-01+41]} 05

¥a = E(dilis) = E[Z13™{$1Zu1 + d2dia + dalia + & - 1301 - D222 - B30ka)]
= El¢1Zia3dey + d22iadi + badrades + Ziath - O1daaha - 0221902 Balista]

= d1y2 + dovs + dayo + {03} 0

Con esto formo el siguiente sistema de ecuaciones donde A, B, C y D

representan a los términos que se encuentran multiplicando a ¢, en cada una de las

expresiones.

Yo = &1y + dayz + days + o:°A = Yo - 1¥1 - d2v2 - days = a,°A
71 = drvo + dovi + §3y2 + 0B = vt (1-d2)vi - dayz = 6,°B
72 = diy1 + davo + days + 0.°C = dovo- {41+ eyt 72 = 0.°C
Y3 = diy2 + vt + dave + 6.°D = ~fayo- dav1-div2 + 73 = 62D

resolviendo este sistema liego a que las soluciones iniciales para 64,62 y 63 son:
81 =-0.01835 82 =0.39018 03 =0.11259
Con estos parametros calculo ios que serfan los errores aleatorios basados en
el supuesto de incondicionalidad:

a) Expreso al modelo como & = Z; - $1Zu1 - $2Zuz - $aZisg + 01641 + B28s +

83643,
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b) Comienzo a calcular los valores de g apartirdet=N-p = 109 - 3 = 106,
teniendo presente que &ypn =0 parai=1,2,..,9 =
E109341 = C1o7 = 0 Crog3+2 = G0 = 0 Ciog-as3 = G100 = 0
con lo que obtengo
Ero6 = Z10s + 03318997107 - 0.085527Z1pa + 0.156955Z109 - 0.018350&107
+0.39018¢503 + 0.1125900¢100
- 0.000193 + 0.331899(-0.000310) - 0.085527(0.000584) +
0.156955(-0.001012) - 0.018350(0.000000) + 0.39018(0.000000} +
0.1125900(0.0000C0) = -0.000119
&105 = Zigs + 0.3318997 106 - 0.085527 Z 107 + 0.156955Z10a - 0.0183502106
+  0.39018¢97 + 0.11259002105 = -0.000458
& = Z5 + 0.331899Z, - 0.0865272Z; + 0.1569557, - 0.01835¢ +
0.390186; + G.11258¢4 = 0.000141
c) Hago ¢, =0 para1=0, 1, 2,... y con los valores determinados para a y los
valores registrados de Z; obtengo los valores paraZ 41 =0, 1, 2,... de forma

que
Zo = -0.331899Z, + 0.085527Z, - 0.15695573 + & + 0.01835¢ -
0.39018¢ - 0112595 =  -0.000077
Z 4 =-0.331890Z, + 0.085527Z; - 0.1869552,4 + & + 0.01835¢; -
0.390184, - 0.112594, =  -0.000027

siguiendo este mismo método obtengo estos valores de Zy.
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t Z t Z
-2 -0.000023 -7 0.000003
-3 0.000017 -8 -0.000002
4 -D000003 -9 0.000002
-5 0.000006 -10 -0.000001
6 -0.000005 -11 0.000001

d) Expreso al modelo como Z; = -0.3318997,. + 0.085527Z - 0.156955Z;3 +
& + 0.01835a,1 - 0.39018a.2 - 0.112593 considerando que para Q = 12 se
cumple gue Z; ~ O para t < -Q, por lo que tomo & = 0 para t < -Q. Con base
en esta Gltima condicion y tomando los valores observados de la serie y los
valores obtenidos para Z ., i =0, 1, ..., Q es posible calcular los valores de &
para t > -Q. De esta forma, el proceso es:

A=043=244=0
B4y = Z 41 + 03318997 .12 - 0.085527Z .13 + 0.156955Z .14 - 0.018352412
+0.39018a.45 + 0.112590.14
= 0.000001 + 0.331899(0.00) - 0.085527(0.00) + 0.156955(0.00) -
0.01835(0.00) + 0.38018(0.00) + 0.1125%(0.00) = ©.000001
Ayos = Z1os + 0.331899Z10g - 0.085527Z107 + 0.156955Z106 - 0.01835108
+ 0.39019 80107 + 0.1125%9106
= -0.001012 + 0.331899(0.000584) - 0.085527(-0.00031)
+0.156955(0 000193) - 0.01835(0.000275) + 0.39018(-0.000657) +

0.11259(-0.000005) = -0.0010221
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e) Con los datos alcanzados en el punto anterior realizo la suma de cuadrados

cuyo valor es 0.00003282.

A continuacién, utilizando el Método de Marquardt, STATGRAPHICS produce

los valores de

Valor parametral Desviacién est4ndar

¢, =-01887V4 0.62204
d2=-0.11728 0.51557
§ = -0.13286 0.38725
81 =-0.01266 0.62530
8= 016506 0.58580
03 = 0.11857 0.40689

que minimizan la suma de cuadrados. Con estos parametros la suma de cuadrados
se reduce a 0.000038508.

Einalmente e! valor estimado de la varianza del ruido blanco conforme

(3.2 4 2) sera.

109 109 0.000038509
2= _ S8  —r1/110-1-3-3- 2o el — —
N-d-p-g-1 [A(10-1-3-3- )iz, =110 ey 102

Por lo tanto 8.2 =0.00000037754. La desviacion estandar estimada dei ruide blanco

sera entonces de 0.0006144428.
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7.3 Verificacion
Inicio con Ia revision de los supuestos para el andlisis de residuales gque propuse en

fa seccion 3.3.1:

SUPUESTO 1: o tiene media cero. Los valores de la media y la desviacion

estandar muestrales de los N-¢d-p=110-1-3=108 erores aleatorios son:

M(ay) = -0.0000755367 Sa = 0.0006144428

A continuacion calculo el cociente;
(N-d—p)”‘M(a.)!S,, =(110—1-3)"4*( -0.0000755367) 0.0006144428 = -1.26570

Como se cumple que 1.26570 < 2 puede considerarse que la media del proceso

no es diferente de cero y por tanto apruebc el supuesto.

SUPUESTO 2: & tiene varianza constante. Presento a continuacion la grafica

de la serie de los errores aleatorios calculados previamente.

Seiie de eores aleatorios relacionada con las exporiaciones
pefroleras

0.0035
0.0030 ~
0.0025

0.0020 1
0.0015 4 limite superior I

0.0010 -
0.0005 A

errores

v

¥ ]
-0.0015 1 limite inferior l

18 16 22 298 386 43 B0 57 64 71 78 85 92 99 108
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A través de su revision puede suponerse que la serie no presenta una
tendencia creciente ni decreciente si no un comportamiento estable por lo que puedo
decir que la varianza es constante y en consecuencia se cumple con el supuesto.

SUPUESTO 3: Las variables {a} son mutuamente independientes. Calculando
las primeras 25 estimaciones de n{a) obtengo los valores:
k o) k ri{a) k ra) k (o) k nda)

1 0014552 6 0.031133 11 -0.032562 16 -0.010187 21 -0.011362
2 0018122 7 0089864 12 -0.048048 17 -0.009225 22 -0.008408
3 0016829 8 -0.143184 13 0.159014 18 -0.010556 23 -0.006013
4 0001679 @ 0208207 14 -0.061650 19 -0.011108 24 -0.005132

5 -0.062660 10 0.073811 15 0.044661 20 -0.010202 25 -0.004487

¥ la estimacion de la varianza de la FAC de los choques aleatorios se obtiene
por medio de:
Var [na)] = 1/(110-1-3) =
{Var [rda)l}”® = [1/108]* = 0.097128586
formo el ntervalo (-2*0.097128586,2*0.097128586)=(-0.194257172,0.194257172)
que incluye a casi todos los valores estimados r{a), excepto a 0.208207 por [o que
pedria considerar que el supuesto no se cumple.

Realizando la prueba Porimanteau mediante el estadistico Q’ obtengo:

25
Q=106 (106 + 2)2;;';3(&)1(106 -k) =106 * 108 *0.00123118 = 14.094590
El valor en tablas de %%cs, 25 = 40.6465, dado que x> > Q' no se rechaza el

supuesto de independencia de las variables.
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Como puede observarse, en este supuesto existe una ligera indefinicion de si
debo aceptarlo o no, y por esta razon es que més adelante probaré con otro modelo.

SUPUESTO 4: {o) se distribuye normal. Verifico cuantas observaciones de la
serie de chaques aleatorios quedan fuera del intervalo:

(-28., 28.) = (-2*0.00061, 2*0.00061) = (-0.00122888, 0.00122889)

Encuentro que los puntos fuera del intervalo sefalado alcanzan un namero de 5
que representan el 4.72% del tolal de las observaciones por lo que puedo decir que
la serie sigue una distribucién normal. La siguiente tabla muestra los valores de los

choques aleatorios que se encuentran fuera del intervalo:

OBSY. CHOQUE 0BSY. CHOQUE 0BSV. CHOQUE
79 0.001280 84 £.003204 g0 -0.001358
92 -0.601614 93 0.0014¢8

SUPUESTO 5: No existen observaciones aberrantes. La (nica observacion
encontrada fuera del intervalo (-3S,3S,) = (-0.00184333, 0.00184333) es la
comrespondiente al ndmero 84, con un valor de 0.003208. Este chogue proviene de
las observaciones originales correspondientes a los meses de junio a septiembre de
1985: aunque en este periodo no se presenta ninglin hecho que pudiera afectar el
comportamiento de la serie, puedo observar que este periodo presenta una breve
depresién en el volumen de barriles exportados y que también corresponde a una
elevacion del nivel que habia presentado la serie hasta junio de 1995
aproximadamente. No existe razon aparente para pensar que este valor corresponda

a una intervencién exdgena a la serie y se acepta el supuesto.
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Ahora aplico las pruebas independientes de los residuales mostradas en la

seccion 3.3.2.

SUPUESTO 6: El modelo es parsimonioso. Para verificar este supuesto formo

los intervalos sefialados en la expresién (3.3.2.1).
Parametro B Var()  [VarB)* (B - 2[Var(B)*,B + 2[Var(®)")
$1=-0.18874 0.38683 0.62204 (-1.432820, 1.055340)
$2=-011728 0.26581 0.51657 {-1.148420, 0.913860)
b3 =-0.13286 0.14996 0.38725 {-0.907360, 0.641640)
8y =-0.01266 039100 062530 (-1.263260, 1.237940)
0.=0.16506 0.35510 0.58590 (-1.026740, 1.356860)
B3=0.11957 0.18556 0.40589 (-0.694210, 0.933350)

En todos los casos, el valor cero se encuentra denfro del intervalo formado y
parece un valor logico para todos los parametros pero especialmente para ¢s y 63. Un
comentario adicional en este punto es que, dado que los valores de las varianzas
para todos los parametros son muy grandes, puedo deducir que las observaciones
de la serie no presentan infermacidn suficiente como para especificar que este sea
un buen modelo.

SUPUESTO 7: El modelo es admisible. Para esta prueba calcuio los
determinantes en las expresiones (2.1.4) y (2.2.4). En primer término reviso si el
modelo es estacionario a fravés de los parametros ¢4, ¢2 ¥ ¢3 obteniendo, como se
puede notar a continuacion, que todos los determinantes son positivos y por tanto

puedo concluir que el modelo es estacionario:
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-0.13286

-
-0.18874
0.13286
0.11728

D,

-1
-0 18874
-0.11728
-0 13286
-0.11728
-0.18874

D3

1t

0.13286
-1

=0.9823

0 -0.13286 -0.11728

-1
0
-0.13286

t)

-1
-0.18874
0

-0 13286
-0.11728

0
-1
0

-0.13286
0.18874
-1

= 0.9565

0 -0.13286 -0.11728

0

-0.13286

0

-0.13286
o
-0.18874
-1

0

-018874
-0.11728
-0.13286
-0.11728
-0.18874

-1

= 0.9072

A continuacidn reviso si el modelo es invertible a través de los pardmetros 84, 02

y 83 para obtener

-1
0.11957

Dy

1

-1
-0.01266
0.11857
0.16508

D2

-1
-0.01266
0.16506
0.11957
0.16506
-0.01266

Ds

011957 -0 98570
-

0 0.11957 0.16506

1 0 0.11gs57 |70 94486

0 4 -0.01266
0.11957 0 A

0 0 0141957 016506 -0.01266

A 0 0 011957 0.16506|_; ooegs
-0.01266 - 0 0 011957

0 0 4 -0.01266 0.16506
0.11957 Q 0 4 -0.01266
0.16506 0.11957 0 0 A
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Y dado que todos los determinantes son positivos concluyo que el modelo es
invertible. Asf llego a que se cumple con la admisibilidad.

SUPUESTO 8: E! modelo es estable en los parémetros. Para definir si se
cumple este supuesto calculo las autocorrelaciones entre parametros.

Para realizar este calculo me basaré en la aproximacion proporcionada por Box
que mostré en la seccién 3.2.2, calculando & como la diferencia entre los valores

parametrales iniciales y los optimos.

i Bio Bro+ B &

b10=-0.331899 ¢ =-0.18874 0.143159
dzo= 0.085527 ¢ =-0.11728 -0.202807
$ap = -0.156955 ¢y =-0.13286 0.024085
B19=-0.01835 B, =-0.01265 0.005690
B.0= 0.39018 0,= 0.16508 -0.2251 20
B30= 0.11259 @3= 011957 0.006980

[s2 0N &, N - V% B S

Con estos valores calculo os x, para cbtener la matriz X y a través de ella
conocer las aproximaciones de las covarianzas entre parametros. El método para el
célculo de estos valores es.

110 = [(@o| W, Bro, B2o, Bao, Ban, Bso, Beo) - (@o| W, B1.0+ 81, Bzo, Bao, Pao, Bso. Beo)lf b1
= [0.000085 - (-0.000081)} 0.143159 = -0.00002794

425 = [(@is| W, Bro, B2o, Bso, Bao. Bso. Beo) - {as| W, 1o, B2o* B2, Bao, Bao. Bso, Beo)l 81
= [-0.000031- (-0.000026)) -0.202807 = -0.00002958

recordando que &, se calcula con base en & = Z; - B1Zvy - B2Ziz - Badia + Padre + Bsatz

+ Pera Con base en estos datos formo la matriz X de dimension (N+Q+1)xk =

(109+11+1)x6 =121xB; después obtengo a matriz transpuesta X' para llegar a una
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aproximacién de la matriz de covarianzas de los pardmetros a través de (X'X)"8,% El

producto XX es.

XX

0.00004
0.00000
-0.00001
-0.00004
0.00001
0.00001

0.00000
0.00004
0.00000
£.00000
-0.00004
0.00001

La inversa del producto es:

(Xxy'=

lLa

609,914.19
7,302.86
-154,428.10
604,724.74
-172,447.46
-294,389.70

7,302.86
401,831.42
-189,5692.80
9,085.89
395,474.37
-313,276.13

-0.00001
0.00000
0.00004
0.00000

-0.60001

0.00C04

0.00001
-0.00004
-0.00001

0.60001

0.00004

0.60001

-0.00004
0.00000
0.00000
0.00004
0.00001
0.00000

-154,428.10 604,724.74
-189,562.80 9,085.8¢
248,416.14 -158,581.16
-158,581.16 626,112.41
-142,678.15 -173,020.97
333,833.41 -297,165.56

0.0001
0.00001
-0.00004
0.00000
0.00001
0.00004

-172,447 46
395,474.37
-142,678.16
-173,020.97
469,150.65
-227,871.15

-294,389.70
-313,276.13
333,833.41
-297,165.56
-227,871.15
515,574.12

aproximacién a la matriz de covarianzas parametrales, considerando el

valor S.2 = 0.00000037754, es

2 -

(X'X)" 8

$s
0.2303

0.0028
-0.0583
0.2283
-0.0651
011141

b2
0.0028

0.1517
-0.0716
0.0034
0.1493
-0.1183

Oy
0.2283
0.0034
-0.0598

0.2364
-0.0653
-0.1122

02
-0.0651
0.1493
-£.0539
H0.0853
01771
-0.0860

b3
-0.0583

-0.07186
0.0038
-0.0599
-0.0539
0.1260
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03
0.1111
-0.1183

0.1260
-0.1122
-0.0860

0.1946

1
42
$3
61
82
O3




Asi llego a gue los valores de las autocoirelaciones son.

H41, 81) = 0.979 (s, B2) = -0.322 [($1, Bs) = -0.825
t{d2, 81) = 0.018 K2, 02) = 0.911 [($2, O3) = -0.688
{43, B1) = -402 r{ds, 62) = 0.418 F(a, 85) = 0.933

t(r, d2) = -0.015 (s, do) = -0.397 t(¢2, da) = -0.600
{61, 62) = 0.319 101, 63) = -0.523 /(82, 83) = -0.463

De acuerdo con estos resultados encuentro una autocorrelacion fuerte entre las
siguientes parejas de pardmetros (1, 81), ($1, Ba), (d2, 82), ($2, O3), (b3, B3), (d2, d3) ¥
(81, Oa3).

Por los resultados obtenidos hasta este punto es posible determinar que el
modelo ARIMA(3,1,3) no es adecuado para representar a la serie de las
exportaciones petroleras.

Debido a esto estimaré un modelo méds general (con mas pardmetros) para ver
si es posible describir adecuadamente al proceso. Recordando que en fa etapa de
identificacién encontré que un buen prospecto para modelo de la serie transformada
y diferenciada seria un ARMA(4,4), realizeré ahora las etapas de estimacién y

verificacion para este modelo,

Para el modelo ARMA(4,4) tengo la relacién

Zy- iy - daZin - §alra - Galeg = 8 - 0481 - 8200 - Gads - B4

y siguiendo las técnicas usadas previamente obtiengo los valores parametrales

iniciales de
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$ = 0.8632 81 =0.1191

$2 = 0.9088 0,=03512
ds = 0.2937 63 = 0.6327
dq =-0.6378 Bs = -0.8796

Y los valores éptimos que a continuacion presento:

Valor parametral Desviacidn estandar

¢y =0.16930 0.17186
¢p = 0.45117 0.16400
$a = 0.32462 0.15858
ha = -0.34529 0.16380
94 = 0.33501 0.13131
092 = 0.675971 0.10547
93 = 0.46033 0.09136
64 =-0.75822 0.11728

que minimizan la suma de cuadrados Con estos parametros la suma de cuadrados
es de 0.00003548. Finalmente el valor estimade de la varianza del ruido blanco

conforme (3.2.4.2) sera.

52=_S08) _ PR 109, 0000035480
N p.g i “LM(110-1-4-4-)15a 2= [1/(100)jza 8= =55

Por o tanto 8.2 =0.0000003548. El valor estimado de |a desviacion estandar del

ruido blanco serd 0.000585651.
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Inicio ef proceso de verificacion con la revisién de los supuestos para el andlisis
de residuales que propuse en la seccion 3.3.1:
SUPUESTO 1: & tiene media cero. Los valores de la media y ia desviacién
estandar muestrales de los N-d-p=110-1-4=105 errores aleatorios son:
M(zn) = -0.0000635347 1
S, = [0.0000003548]'%: = 0.000595651
A continuacion caleulo el cociente:
(N-d-p)y¥s*M(2)/Sa =(110-1-4)%4*(-0.00006353471)/0.000595651=-1.092084055
Como se cumple que 1. 092984055 < 2 se aprueba el supuesto.
SUPUESTO 2. o tiene varianza constante Presento a continuacion la grafica
de ia serie de los errores aleatorios calculados previamente, ya que a través de su

revisidn sabré si se cumple con el supuesto

Serie de errores aleatorios relacionada con las exportaciones
petroleras. Modelo ARMA(4.4)

0.0030
0.0025 A
0.0020

0.0015 1  limite superior

0.0010 -

erroraes

0.0005 A
0.0000
-0.0006 1

-0.0010
¥
-0.0015 4 limite inferior v 1!

-0.0020
1 8 15 22 28 36 43 B0 &7 €64 71 78 85 92 99 106
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Como puede verse, la gréfica no presenta una tendencia creciente ni
decreciente si no un comportamiento estable por lo que considero que la varianza es
constante y en consecuencia se cumple con el supuesto.

SUPUESTO 3: Las variables {m} son mutuamente independientes. Calculando
las primeras 25 estimaciones de r{a) obtengo los valores:

k (&) k &) k re{a) k ri{a} Kk rda)

1 0000785 6 -0007822 11 -0.042264 16 -0.024633 21 -0.026317
2 0020179 7 -0.021804 12 -0.095565 17 0022448 22 -0.016816
3 0014081 8 -0.112165 13 0.106952 18 -0.025596 23 -0.010265
4 0031845 9 0.110934 14 -0.037282 19 -0.025888 24 -0.008039

5 0.042461 10 0.024549 15 0.037812 20 -0.023276 25 -0.003727

Y la estimacién de la varianza de [a FAC de los choques aleatorios la obtengo
por medio de:
Var[rfa)l = 1/(110-14) =
{Var [ra)]}* = [1/105]* = 0.097590007
el intervalo formado es (-270.097590007,270.087590007)=(-0.1951800, 0.1951800).
Este intervalo incluye & los valores estimados n{a) por lo que censidere que ninguna
autocorrelacion es significativamente distinta de cero y por tanto el supuesto se

cumple.

Realizando la prueba Portmanteau mediante el estadistico @' obtengo:

25
Q’={105) * (107) gkz(a)f(ms -k) =105 * 107 * 0.0006245= 7.01626418
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El valor en tablas de y(oes, 25 = 40.6465, dado que v > @’ no se rechaza el
supuesto de independencia de las variables.

SUPUESTO 4: {a} se distribuye normal Verifico cuéntas valores de la serie de
choques aleatorios se encuentran fuera del intervalo formado por (-28,25,) =
(-2*0.000595651, 2*0.000595651) = (-0.001191302, 0.001191302).

Encuentro que los puntos fuera del intervalo sefialado alcanzan un ndmero de 5
que representan el 4.76% del total de las observaciones por fo que puedo decir que
la serie sigue una distribucién normal. La siguiente tabla muestra los valores de los

choques aleatorios que se encuentran fuera del intervalo

0BsSV. CHOQUE 0BSY. CHOQUE 0BSV. CHOQUE
22 -0.001295 81 -0 001320 84 0.002883
a0 -0.001617 92 -0.001434

SUPUESTO 5: No existen observaciones aberranies. La Unica abservacion
encontrada fuera del intervalo (-35,3S,) = (-0.001786853, 0.001786853) es la
correspondiente al numero 84, con un valor de 0.0028883. Este choque proviene de
las observaciones originales correspondientes a los meses de mayo a septiembre de
1995. Como expliqué anteriormente, no existe razon aparente para pensar que este
valor corresponda & una intervencion exdgena a la serie y se acepa el supuesto.

Ahora aplico las pruebas independientes de los residuales mostradas en la

seccidon 3.3.2

SUPUESTO 6 Ei modelo es parsimonioso. Para verificar este supuesto formo

los intervalos sefialados en la expresién (3.3.2 1).
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Pardmetro B [Var(R)% (B - 2[Var(B)I“B + 2[Var(B)*)

¢, =0.16930 0.17186 {-0.17442, 0.51302)
$2 = 0.45117  0.16400 (0.12317, 0.77917)
$2=0.32462 0.15958 { 0.005486, 0.64378)
$4=-0.34529 0.16390 {-0.67309,-0.01749)
6, =0.33501 0.13131 ( 0.07239, 0.59763)
8,=067971 0.10547 { 0.46877, 0.88065)
8 = 0.46033 0.08136 (0.27761, 0.64305)
64=-075822 0.11728 (-0.88278,-0.52366)

Como puede observarse sélo puedo considerar al primer parametro como cero,
pero al realizar la estimacién éptima sin este parédmetro vuelve asignarsele un valor
por lo que considero necesario dicho pardmetro para describir el fendmenao.

SUPUESTO 7: E! modelo es admisible. Para esta prueba calculo los
determinantes en las expresiones (2.1 4} y (2.2.4). En primer término reviso si &l
modelo es estacionaric a través de los parametros &s1, ¢z, ¢3 ¥ ¢4 Obteniendo los
siguientes valores para los determinantes involucrados:

D1=0.8808 D,=0.7049 D3;=04781 D,y=0.3151
como fodos los determinantes son positivos puedo concluir que el modelo es
estacionario. A continuacién reviso si el modelo es invertible a través de los
parametros 8, 82, 93 y 84 para obtener los siguientes valores de los determinantes:
Dy=04251 D;=0.1381 D3=0.0343 D,=0.0072
Y dado que todos los determinantes son positivos concluyo que el modelo es

invertible. Asi se tiene que se cumple con la admisibilidad.
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SUPUESTO 8 El madelo es estable en los parametros. Para definir si se

cumple este supuesto calculo las autocorrelaciones entre parametros.

Para realizar este calculo me basaré en la aproximacion proporcionada por Box

que se mostrd en la seccién 3.2.2 caleulando & como la diferencia entre ios valores

parametrales iniciales y los 6ptimos.

' Bio Bio + 3 8

1 ¢;= 08832 ¢;= 0.16930 -0.65320
2 ¢;= 09088 ¢o= 045117 -0.45763
3 ¢3= 02937 ¢o= 0.32462 0.03092
4 ¢$,=-0B378 ¢4=-0.34529 0.29251
5 6,= 01191 6= 0.33501 0.21591
6 0,= 0.3512 @62= 067971 0.32851
7 03= 05327 63;= 048033 -0.07237
8 0,=-08786 04=-075822 012138

Con estos valores calculo los i para obtener la matriz X y a través de ella
conccer [as aproximaciones de las covanianzas entre parémetros. Ei producto X'X

es.

0.0865
0.0982
-0.1908
0.1621
-0.9328
-0.4099
2.2196
-0.9947

0.0334
-0.1023
0.1046
-0.0444
0.3299
0.1678
-0.9947
0.6508

-0.0556
-0.0164
00726
-0.0808
0.4350
0.1863
-0.9328
0.3299

-0.0181
-0.0137
0.0346
-0.0331
0.1863
0.0085
-0.4099
0.1678

0.00014
-0.0140
0.0184
-00114
0.0726
0.0346
-0.1908
0.1046

0.0137
-0.6009
-0.0114

0.0159
-0.0809
-0.0331

0.1621
-0.0444

0.0215
-0.0150
0.0001
0.0137
-0.0556
-0.0181
0.0665
0.0334

-0.0150

0.0211
-0.0140
-0.0009
-0.0164
-0.0137

0.0982
-0.1023
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La inversa de este producto es.

73305 83258

(X'X)'=| 22297 11324

-456.1 64.8
25722 -1355
5677.8 -153.1

225184 7330.5 -1417.3 -2229.7

33874 11324

-1417.3 3387.4 19505.0 724038

7240.8 18809.7

2317 3843 -3877.3 -11474

-750 -138.4
1911.0 1620.8
4057.2 4436.3

2317
384 3
-3877.3
-1147.4
1607.7
-59.8
-620.5
-1632.8

La aproximacién a la matriz de covarianzas parametrales,

S.2 = 0.0000003548, es:

41 $2
(X'X)'S2=| 000799 ©.00260

0.00260 0 00295
-0.00050 0.00120
-0.00079 -0.00040
0.00008 0.00014
-0.00016 0.00002
0.00081 -0.00005
0.00201 -0.00005

s $s
-0.00050 -0 00079

0.00120 -0.00040C
0.00682 0.00257
0.00257 0.00660
-0.00138 -0.00041
-0.00003 -0.00005
0.00088 0.00058
0.00144 0.00157

81
0.00008
0.00014
-0.00138
-0.00041

0.00057
-0.00002
-0.00022
-0.00058

-456.1
64.8
-75.0
-139.4
-69.8
948
-128.8
-219.1

25722
-135.5
1911.0
16209

6205 -1632.8

-128.8
916.6
1978.7

5677.8
-153.1
4057.2
4436.3

-219.1
1978.7
4580.7

considerande el valor de

7
-0.00016
0.00002
-0.06003
-0.00005
-0.00002
0.00003
-0.00005
-0.00008

Los valores de las autocorrelaciones entre pardmetres son.

11, 84) = 0.04  r(dn, B2) = -0 31

rigz, 81) = Q11 rldz, 02)= Q.07
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r{dy, B3} = 0.57

(s, 83) =-0.05

r{¢1, B4)

r{$2, B4)

B3
0.00081
-0.00005
0.00068
0.00058
-0.00022
-0.00005
0.00033
0.00070

= 0.56

=-0.02

B4
0.00201
-0.00005
0.00144
0.00157
-0.00058
-0.00008
0.00070
0.00183

o
b2
b3
ba
81
02
63
04



({43, B1) = -0.89  r(ds, 02} = -0.06 r(fs, 6s) = 045 r(ds, ) = 0.43
fde, 01) = 021 f(ds, 02)=-0.10 (s, 83) = 0.3% r($s, 04) = 0.48
(b, 62 = 0.54  r{dn, bs) = 0.07 r(ds, da) =041 rldz ¢3) = 0.27
fbo, de) = 0.00  r(ds d4) = 0.38 (81, 02) =-0.15 (81, 8} = -0.51

{8y, 04) = -0.60 1(82 03) = -0.44 (B2 64) = -0.33 r{Ds, 84) = 0.96

De acuerdo con estos resultados se presenta una autocorrelacion alta entre las
siguientes parejas de pardmetros ($1,83), (91.84) (3.81), ($1.42), (61,83, (61,84) ¥
(61,04). De entre éstas, la mas significativa es r(8s, 84) = 0.96; aqui es evidente que
no puedo eliminar el pardmetro 84 ya que volveria al modelo inicial que ya mostreé

que no es adecuado.

Después de todas estas pruebas puedo decir que, de los modelos probados,
éste Ultimo es mas adecuado.
7.4 Pronésticos
Los pronosticos serdn realizados para el modelo ARIMA(4,1,4) —recuérdese que
para encontrar el modelo ARMA(4,4) utilizé 1a serie resuitante de diferenciar una vez
a la serie transformada— de la serie resultante de aplicar la transformacion de
Barttlet a la serie original que tiene la siguiente representacion.
(1 - $:1B - 6282 - 4sB° - 9aBY(1-B)T(Z) = (1 - 6:B - 6:8° - 0:8° - 0.B% =
(1 - 6:B - 4287 - 63B° - 04B")-(B <182 -92B°43B*44B%)T(Z))=(1-0/B-0,8°-6:8°-0.B%)a =>
(1-(1 + 01)B +d1 42)B” +(62 - 63)B% +(¢a 4a)B*+048°)T(Z:)=(1-0:B-6,8703B> 848" =
T(Z) = (1 + )T (Zer) - (01 62)T(Ze2) - (b2 - $3)T(Zea) - (93 - $)T(Zea) - GaT(Zes) + O -
81014 - 02012 - 0383 - D4
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Ef origen de mis pronosticos sera t = 110 que fue el punto donde realicé mi
dlima observacion y para calcularios me basaré en lo revisado en la seccion 4.2,
Como ya conozco los valores de $ y 6 la representacion de mi modelo sera:

T(z) = 1.1693*T(Z.s) + 0.28187*T(Zz) - 0.12655'T(Zs) - 0.68991*T{Z4) +

0.34529*T(Zs.5) + & - 0.33501 % - 0.6797 12 - 0.46033%a3 + 0.75822%.4

Los horizontes para los cuales calcularé los pronosticos seran del uno al diez,
es dear, parah =1, 2,..., 10.

Tiol1)= EvsofT(Z11041)] = Es10[1.1698*T(Z11041.1) + 0.28187*T(Z110412) -
0.12655"T(Z110+1-3) - 0.66991"T(Z110+14) +
0.34529*T(Z110r15) + awost - 0.33501%ai0m -
0.67971*A110+1.2 — 0.46033"0110+13 + 0.75822"A110+14]

= Eq1o[1.1893*T(Z110) + 0.28187*T(Z10a) - 0.12655*T(Z10s) -
0.66991*T(Z107) + 0.34529*T(Z10s) + ayn1 - 0.33501%a10 -

0.6797 1500 - 0.46033%A10s + 0.75822%407]
= 1.1693*T(Z110) + 0.28187*T(Z1e) - 0.12655*T(Zios) -
0.66991*T(Z107) + 0.34529"T(Zios} + Enolan] -
0.33501*E10[@110] - 0.67971*E110[as00] - 0.46033*E110[a108]

+ 0.75822*E10[a107]

= 1.1693*T(Z1o) + 0.28187*T(Zios) - 0.12655"T(Z10s) -
0.66991%T(Z107) + 0.34529*T(Z106) + 0 - 0.33501*[T(Z11041-
O-Troraa(D] - 087971(T(Zwon2l-Triom24(1)] -
0.46033"T(Z110+1-3)-Tr1oer.31(1)] + 0.75822*[T(Z11041.4) -

Trio+1-41(1)]
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= 1.1693*T(Z1i0) + 0.28187*T(Zioe) - 0.12685T(Z108) -
0.66991*T(Z107) + 0.34529T(Zy06) + O - 0.33501*[T(Z140)-
Tioe(1)] - 0.67971*T(Z100)-T1os(1)] - 0.46033*[T(Z10s)-
Tio7(1)] + 0.75822*[T(Zs07) - T1os(1)]

Como puede adverlirse, y como previamente expliqué, para generar los
valores Eyqo[a)10+h4] necesito en forma directa de los valores estimados Ty1o4(1), T11o-
A1), Trioa(1) ¥ T11e4(1) que a su vez requieren de los valores Tiiom(1) para m=5,
€,.., 110.

Para calcular estos valores parto de las siguientes bases para Tg(1):

1. Eolow] = Eofo.4] = Egla2] = Eglas] = 0

2 T(Zo)=TEZ)=T(Z2)=T(Za) = T(Z 1) = M(T(Z)) donde t =1, 2,... 110

En la tabla C presento los valores obtenidos para Ti{1) y Ef24.m] y utilizando
éstos y los valores observados obtengo:

Tia{1)= Eng[T{Z110+4)] =  1.1693%0.023051+ 0.28187*0.024063- 0.12655*0 023479 -
0.66991*0.023789+  0.34529*0.023596 + 0 -
0.33501*0.023051 -0 024097] - 0.67971%0.024063 -
0.023491] -  048033*0.023478  -0.024168] +
0.75822*0.023789 - 0.023757]

= 0.023279

Siguiendo esta mecanica y sustituyendo los valores Eq«[T(Z110:n4)] por las

estimacianes previamente calculadas cuande sea necesario obtengo los siguientes

resultados:
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T110(2)= EviolT{Z11042)] =

T110(3)= E11e{T(Z11043)] =

Ti10{4)}= EselT(Zs10:4)1 =

E110[1.1693*T(Z11(}+2.1) + 0.281 87‘T(Z110+2.2) -

0.1 2655*1'(21 10+2-3) - 0.66991 *T(Zf 104.2_4) +

0.34529*1-(211042.5) +  Aiioez - 0.33501 110421

0.67971%a11012.2 — 0.46033*A11052.3 + 0.75822"A110424]

1.1693*T1o{1) + 0.28187*T(Z110) - 0.12655"T(Z100)

0.66991*T(Z10s) + 0.34529*T(Z1e7) + O - 0.3350170

0.67971*T(Z110)-Tros(1)] - 0.460334T(Z1ga)-T108{1)] +
0.75822*[T(Z10s) - T1o7(1}]

0.023083

Ene[1.1693*T(Z1s0e31)  +  0.28187*T(Zriois2) -
0.12655*T(Z110s3-3) - 0.66991*T(Z110:34) +

0.34529’7(21104—3.5) +  3110+3 - 033501"a110134 -

0.67971*A110s32 — 0.46033%*A110:33 + 0.75822*2110+3.4]

11693 T1o(2) + 0.28187*Tyg(1) - 0.12655*T(Z110)

0.66991*T(Zie) + 0.34529"T(Zses) + O - 0.33501°0
0.67971%0 - 0.46033*T(Zr10)-T1os{1)] + 0.75822*(T(Z10e) -
Tioa(1)]

0.023538

Eiil1.1693T(Z110ea1)  +  0.28187*T(Znowaz) -
0.12655*T(Z11044.3) - 0.66991*T(Z110+4.4) +
0.34529%T(Z110ras) + riora -  0.33501%a10nar -

0.87971*a110+42 — 0.46033"A 110443 + 0.75822*A110+4-4}

11693 Ty1o(3) + 0.28187*Tyo(2) - 0.12655Ty1o(1)
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0.66991*T(Z10) + 0.34529"T(Zi) + 0 - 0.33501°0 -
0.67971%0 - 0.460330 + 0.75822*[T(Z110) - Tos(1)]
= 0.023157

F11e(8)= Evio[T(Z11045)] = Eq10[1.1693*T{Z110454) + 0.28187*T(Z110+5.2) -

0.12655*T(Z110+5-3) - 0.66991*T(Z110+5.4) +
0.34529*T(Z110u55)  + Quevs - 0.33501%p0msq4 -
0.67971 110452 - 0.46033*0110+5.3 + 0.75822%110+5.4]
= 1.1693"Tiio(d) + 0.28187*T(1o(3) - 0.12655%Ty1o(2) -
0.66991* Tiro(1) + 0.34529*T(Z430) + O - 0.33501*0 -
0.67971%0 - 0.4603370 + 0.75822*0
= 0.023155
Ts10(6)= Enof T(Zu1oes)] = Er1c{1.1693*T(Z110061)  +  0.28187*T(Ziorez) -
0.12655*T(Zs10+6.3) - 0.66991*T(Z110+64) +
0.34529"T(Z110:65)  + Ovioes - 0.33501%A110004 -
0.867971*a110s6.2 - 0.46033 110463 + 0.75822*011045-4]
= 1.1893*T150(5) + 0.28187*Tyof4) - 0.12655*T110(3) -
0.86991* Ti1e(2) + 0.34529°T410(1) + 0 - 0.33501*0 -
0.67971*0 - 0.46033*0 + 0.75822%0
= 0.023199
Tuo(7)= Essol F(Ztroer)] = Enio[1.1693"T(Zi1orr)  +  0.28187*T(Ziiorr) -
0.12655*T(Z110+7.3) - 0.66991*T(Z110+7.4) +
034529 T(Zy10er5)  +  anosr - 0.33501%ay00 -

0.87971*110¢7.2 - 0.46033"&110«-7.3 + 0.75822*611047.4]
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T110(8)= E110[ T (Z110+8)] =

T110(9)= EngfT(Zs1048)] =

T110{10)=Es10[T(Z110+10}}=

11693 T11o(6) + 0.28187*T11e(5) - 0.12655T110(4)
0.66991* Tio(3) + 0.34529"T10(2) + O - 0.33501*0
0.67971%0 - 0.46033*0 + 0.75822*0

0.022924

Ene[1.1693T(Zyoser)  +  0.28187*T(Z11ore2)
0.12655*T(Z110:83) - 0.66991*T(Z110+8.4)
0.34529*T(Z110055) + Onoss - 0.33501"0110484
0.6797 1051062 - 0.46033"C110:8.3 + 0.75822%0s10+8.4]
11693 T1o(7) + 0.28187*T10(6) - 0.12655*T150(5)
0.66991* Ti4) + 0.34529"Tyo(3) + O - 0.33501*0
0.67971*0 - 0.46033°0 + 0.75822*0

0.023028

Evcl1.1693"T(Z1oret)  +  0.28187*T(Zisois2)
0.12655*T(Z110+9.3) - 0.66991*T(Z110+0.4)
0.34529*T(Zi10r0s)  + Onioea - 0.33501%a110.04
0.67971"A1 1002 - 0.46033%00s0.3 + 0.75822"0110+0-4]
11693 T110(8) + 0.28187*Tyo(7) - 0.12655%T110(6)
0.66991* Tuol5) + 0.34529°Tyg(4) + 0 - 0.33501%0
0.67971*0 - 0.46033*0 + 0.75822*0

0.022937

Enol1.1693 T(Z1ov101)  +  0.28187*T(Z1104102)
0.12655*T(Z1ior103) - 0.66991*T(Z110104)

0.34529*T(Z110+105)  +  Qroeto - 0.33501"A110+504

142

1

¥

1



0.67971*a110+102 - 0.46033%*10+10.3 + 0.75822*@110”0-4]

1.1693*T110(9) + 0.28187*Tyol8) - 0.12655%T110(7) -
0.66991* Tiol6) + 0.34529*Ty5(5) + O - 0.33501*0 -

0.67971*0 - 0.46033*0 + 0.75822™0

0.022864

A través de este ejercicio he calculado los prondsticos para la serie
transformada, pero lo que me interesa es conocer fos prondsticos de la serie original
y para ello debo aplicar a los prondsticos obtenidos fa funcién inversa de fa
transformacion, que en este caso seria T(Z)” dado que T(Z) = Z* y |a correccion
por sesgo estard dada, conforme a (4.2.2) —dado que utilizé |a transformacion de

Barttlet— por.

1 E1-2A,.1 A-1 (’IZ)h) -2 Va ( (h )]% 1ia
ol =5, (A1 (z; }? Vary (edh) J

Para calcular Var (ei(h))] tengo la expresion (4.1 7), cuyas ponderacicnes v,

1=1, 2,... las obtengo a través de los parametros ¢ y 6. Con base en el desarrollo

presentado en |a seccidn 4.4 llego a:

T(Zy) = 1.1693*T(Zr4) + 0.28187*T(Zi2) - 0.12655"T(Zrs) - 0.66991*T(Zrq) +

0.34529"T(Z1.s) + & - 0.33501%a1 - 0.67971%ao - 0.48033%a3 + 0.75822% 4
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Por o que

o= 1.16930 6, = 0.33501
g2 = 0.28187 8> = 0.67971
@3 = -0.12655 Bz = 0.46033
©s=-066991  04=-0.75822
95 = 0.34529
Asi obtengo:
W1 = @1 -6
y = 1.1693 - 0.33501 = 0.834290
w2 = @1y + 02- 02
we = 1.1603 * 0.83429 + 0 28187- 0.67971 = 0.677685
W3 = @1y + o2y + @3- 63
wa = 1.1693 * 0577695 + (0.28187 * 834290 - 0.12655 - 0.46033 = 0.323780
Wa = 1wz + Qayz + @3u1 + @a- 0y
wa = 1.1693*0.323780+0 28187*0.577695 - 0.12655 * 0.834290 - 0.66991 = 0.524162
Ws = @1y + 0293 + a3z + Gay * 05 - Bs
ws = 1.1693 * 0524162 + 0.28187 * 0.323780 - 0.12655 * 0.577695 -
0.66991*0.83429 + 0,34529= 0.41745
Continuande con esta mecénica obtengo los siguientes valores:
we = 0.495564 yy =0.613833 we =0.770774 g =0.912857

wio =1.018871 w =1.111170 vz =1.166560
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Aplicando estas ponderaciones y reccrdando que 8.2 = 0.0000003548 liego a
los siguientes valores estimados de las varianzas de los errores:

h Var: (e(h}) h Var (e(n)) h Vart (eh))
1 0.00000035480 5 0.00000085484 9 0.00000134841
2 0.00000060175 6 0.00000091667 10 0.00000164407
3 0.000000720186 7 0.000C601003294 11 0.00000201239
4 0.00000075736 8 0.00000113763 12 0.00000245046

Con estos datos y recordando que en la etapa de identificacién tomé un valor
de A =-0.5ya es posible calcular la correccion por sesgo, por ejemplo para h = 1

1 [ [1-2(-0.5) *(-0.5-1){ (Z110)(1)}*(0.00000035480)] * J"f-m

C )=+
116,-05(1) > 5

Realizando la sustitucién para todos los prondsticos tengo:

h  Cigoes(h) h Gio-05(h)
1 1.001962 6 1 005143
2 1.003402 7 1.005773
3 1.003919 8 1.006488
4 1.004260 9 1.007764
5 1.004812 10 1.009547

Y asi los prondsticos puntuales optimos para la serie original ios obtengo
aplicando (4.2.4). Debe tenerse en cuenta que T(Z) = 2°° = z* = T'T(@Z)] =

T(Z:y*
Por ejemplo para el primer prondstico:

Z410(1)=(T L (Zs10) (1)) G100 5(1)=IT (Z110)(1)] 2(1.001969)=(0.023279]*(1.001969)

= E,gm(‘f) =1,848.92
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Siguiendo esta metodologia obtengo los prondsticos optimos gue presento en la

siguiente tabla:

optimo
h [E(Zo)(h) | T[T (Z10)(M)] | T[T (Z110})]Ga(h)
1| 0.023279 1,845.29 1,848.92
2 | 0.023083 1,876.75 1,883.13
3 | 0.023538 1,804.89 1,811.96
4 10023157 1,864.81 1,872.75
5 | 0.023155 1,865.07 1,874.04
6 | 0.023199 1,858.14 1,867.70
7 10.022924 1,802.88 1,913.86
8 | 0.023028 1,885.71 1,887.95
9 | 0.022937 1,900.80 1,915.56
10 | 0.022864 1,912.87 1,831.13

Ahora obtengo los intervalos al 5% de confianza para estos prondsticos. Para

ello, aplico el resultado presentade en (4.3 2), segin lo cual el intervalo estd dado
por.

ConTHI(ZXh) + uw{ Var (en)))}
Donde uun = vosz = 1.96. Asi, para el intervalo del primer prondstico obtengo.
Coo{MTHE(ZY) - uwa Var (ex(h)))} = 1.001969%0.023279-1.96%(0.0000003548)%] 2

=2,04529
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Colh) T (Z)(h) + v Var: (edh)))}=1.0019690.023279+1.96*(0.0000003548) ] 2

=1,673.25

La siguiente tabla muestra los intervalos obtenidos a través de esta técnica:

LIMITE
h | INFERIOR | SUPERIOR
1| 1,673.25 2,04529
2| 1,851.86 2,150.74
3| 1,574.51 2,089.80
41 1,8617.71 2,173.16
5| 1604.16 | 2,195.22
61 1,58043 2,199.61
7} 1,614.42 2,276.16
8| 1,584.80 2,281.07
9 | 1,673.12 2,342 65
10| 1,652.77 2,414.48

Ahcra frataré de actualizar pronosticos tomando como base los valores

conocidos posteriores a septiembre de 1897 (t = 110). Estos valores son:

h ¢ PERIODQ EXPORTACIONES OPTIMO MEDIDO SESGO
1 111 19¢7-DIC 1,683 1,848.92 -165.92
2 112 1998-ENE 1,988 1,883.13 74.87
3 113 1998-FEB 1,625 1,811.96 -186.96
4 114 1898-MAR 1,927 1,872.75 54.25
5 115 1998-ABR 1,677 1,874.04 -197.04

Que, como se puede apreciar, estan incluidos en los intervalos de confianza

calculados previamente.
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Con base en la expresion (4.4.1) y utlizando las ponderaciones v calculadas
anteniarmente determino los pronosticos actualizados. Para ello tengo:
Ots1 = Q11041 S Q115 = Zi1g+1 - 3110(1 ) = 1,683 - 1,848.92 = -165.92

A partir de este resultado tengo para el origen t = 111

Pronésticos
h Wh Optimo inicial | Optimo actualizado
1 10.834290 1,883.13 1,744.70
2 |0.577695 1,811.96 1,716.11
3 |0.323780 1,872.75 1,819.03
4 10.524162 1,874.04 1,787.07
5 10417450 1,867.70 1,798.44
8 |0.495964 1,913.86 1,831.57
7 10.613833 1,897.95 1,796.10
8 |0.770774 1,915.56 1,787.67
9 10.912857 1,931.13 1,779.67

Obviamente los prondsticos se reducen debido al valor de aws. Para el origen
1=112 repito [a operacion:

Creg = Q11141 =12 = Zii141- 5111(1) = 1,958 - 1,74470 =213.30

Prondsticos
h v Optimo inicial | Optimo actualizado
1 10.834290 1,811.96 1,884.06
2 | 0.577695 1,872.75 1,942.24
3 | 0.323780 1,874.04 1,856.13
4 | 0.524162 1,867.70 1,910.24
5 10.417450 1,913.86 1,920.61
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0.495864 1,897.95 1,801.88
7 10613833 1,815.56 1,918.60
0.770774 1,831.13 1,944.07

Repitiendo la operacion para el origent = 113:

Cray = Ayy2e1 = Q143 T L1261 - By12(1)} = 1,625 -1,894.06 = -262.06

Prondésticos
h " Optimo inicial | Optimo actualizado
1 | 0.834280 187275 1,717.77
2 | 0.577695 1,874.04 1,700.70
30323780 1,867.70 1,823.12
4 | 0.5241862 1,913.886 1,779.58
510417450 1,897.95 1,789.57
6 { 0.495964 1,915.56 1,785.16
7 10613833 1,931.13 1,778.91

Repitiendo la operacion para el origen t = 114:

Buey = By13e1 = Qp1a = Zy134 - B413(1) = 1,927 - 1,717.77 = 209.23

Prondsticos
h wh Optimo inicial | Optimo actualizado
1 | 0.834280 1,874 04 1,875.25
2 | 0.677695 1,867.70 1,943.98
310323780 1,913.86 1,847.33
4 | 0.524162 1,897.95 1,899.24
5 10.417450 1,815.56 1,872.50
6 | 0.495564 1,931.13 1,882.68
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Repitiendo la operacién para el origent = 115:

Oie1 = D114s1 = Q115 = Ziiaar1 - Zaa3(1) = 1,677 - 1,875.25 =-198.25

Prongsticos
h Wh Optimo inicial | Optimo actualizado
1 [ 0.834290 1,867.70 1,778.59
2 | 0.577685 1,913.86 1,732.80
3 ] 0.323780 1,897.95 1,835.05
4 | 0.524162 1,915.56 1,768.58
5 | 0.417450 1,831.13 1,799.92

Por ultimo, revisaré la capacidad de pronéstico de mi modelo considerando los
prondsticos originales; asi, tomando camo origen a t = 110 y los horizontes h=1,2
3, 4 y 5 calculo los errores de los prondsticos de la serie transformada respecto del
valor correspondiente a las observaciones mas recientes de la serie una vez que les

he aplicado la transformacion.

serie

original  transformada estimada error

Fh lt Z T(Zy) L(Zy  |T(&H-T(E
1 111 1,683 0.024376 0.02327¢  0.001097
2 112 1,958 0.022599 0.023538 -0.000484
3 113 1625 0.024807 0.023538  0.001269
4 114 1,927 0.022780 0.023157 -0.000377
5 115 1677 0.024419 0.023155  0.001264

Promedio .#  0.000554
€V 0.000001
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Como puede verse, ambos valcres son proximos a Cero por o que es posibie
concluir que el modeto tienen una muy buena capacidad de prondstico.

Con esto finalizo el andlisis de la segunda serie en el que concluyo que, en
esencia, la serie de tiempo correspondiente a las exportaciones petroleras medidas a
partir de los miles de barriles exportados por mes se comporta Como un proceso

ARIMA(4,1,4) y mediante este modelo se pueden obtener prondsticos confiables de

la serie
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Conclusiones

La primer vez que escuché el término series de tiempo fue en el afio de 1992
mientras cursaba el segundo semestre de la carrera de Actuaria, la forma en la que
la ayudante de materia hablo sobre la importancia de esta metodologia para
pronosticar inicié mi interés por saber acerca de esta teoria. Hoy, puedo decir que
tengo algo més de conocimiento acerca de uno de los enfoques para el andlisis de
series temporales y, aunque soy consciente de que adn no soy una experta, me
siento orgullosa de haber logrado el objetivo que me marqué de aprender a analizar
series cronologicas

A través de la investigacion gque desarrollé para obtener la informacion
necesaria para elaborar esta tesis pude darme cuenta de la vigencia que tiene
actualmente el uso de las series de tiempo bajo los diferentes enfoques que existen
en practicamente todos los campos del conocimiento, incluse hay revistas
especializadas exclusivamente en la difusion de los avances mas recientes en la
teoria de series cronoldgicas y encuentros internacionales de personalidades que se
han dedicado a la investigacion en este campo. Es bueno saber que un conocimiento
que fue adquirido con gran esfuerzo sigue vigente y es de gran importancia y de
aplicacion préactica.

Después de haber trabajado durante varios meses en la elaboracién de este
escrito puedo decir gue los modelos ARIMA, presentados por vez primera por Box y
Jenkins, son bastante practicos pues la metodologia que se sigue para modelar una
serie, verificar la bondad del modelo seleccionado y efectuar el cdiculo de

pronasticos es relativamente sencilla aungue es cierto que hay algunos casos en los
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que la seleccion del mejor medelo reguiere de una amplia experiencia en el manejo
de serie temporales.

En particular, para las dos series sobre las que decidi trabajar, la identificacidn y
la construccién del modelor fuercn etapas relativamente sencillas como pudo
observarse en cada uno de los capitulos en los que se analizan las dos series objeto
de esta tesis. Las etapas més laboriosas en ambos ejercicios fueron la estimacién de
parametros y la verificacion de los modelos; 1a dificultad se debid en gran medida a
los varios pasos que hube de efectuar para llegar a un resultado.

A pesar de las dificultades presentadas por las dos etapas antes mencionadas,
éstas fueron, junto con la elaboracion de prongsticos, las mas interesantes en todo el
proceso de andlisis. En esta Ultima etapa de pronosticacién debo sefialar que quedé
bastante satisfecha con los resultados obtenidos tanto en fa estimacion puntual como
en la realizada a través de intervalos.

Los valores puniuales obtenidos pueden ser considerados segun mi criterio
bastante buenos, aungue debo sefialar que puede ser mucho mejor guiamos por la
estimacion intervalar pues ésta nos da una ida mas amplia del comportamiento gue
podriamos esperar de nuestra serie y, por tanto, nos permitiria prepararnos para los
diferentes escenarios resultantes de un cambio en los valores de la serie, claro,
siempre y cuando no exista un evento exdgeno que intervenga en el comportamiento
de la serie pues ese tipo de andlisis no fue contemplado dentro del desarrollo de este
trabajo.

Considero que para las dos series analizadas los modelos seleccionados fueron
los mejores que pude construir y precisamente de ahi viene la bondad de los
prondsticos realizados para cada una de ellas. Creo que esos prondsticos son la
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mejor muestra de la eficiencia que puede lograrse al aplicar la metodologia de
modelos ARIMA a las series de tiempo.

Intenté realizar este trabaje en el nivel més basico y completo posible y creo
haberlo conseguido, espero que el tratamiento que le di a mi texto sea
suficientemente sencillo como para que ofras personas gue desconozcan esta
metodologia la puedan entender como yo a través de este compendio.

Finalmente, es importante destacar que el uso de paguetes estadisticos que
cuentan con las rutinas necesarias para las diferentes etapas permiten que el
desarrollo de &stas sea mas eficiente y rapido. En mi caso el paguete que me auxilio
en las diferentes etapas, pero muy especialmente en la estimacion de parametros

dptimos, fue STATGRAPHICS.
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TABLA A

[TINGRESO |
FEDERAL
MILLONES | TRANSFORMADA FAC FACP
DE PESOS | 3=0=>LN@) |ESTACIONARIA|MUESTRAL MUESTRAL
t Z T(Zy) VV12T{Zy) YV T(Z4) VVi2T(Zy)
1 78,683.30 11.27 -0.001 0.010822 -0.010820
2 88,897.10 11.40 0.011 -0.088743  -0.068870
3 88,445.70 11.50 0.000 0.057990 0.056720
4 108,180.00 11.69 0003 0125722 -0.130410
5 118,513.80 11.68 0.071 -0.092822  -0.088160
6 12,168.80 8.41 -0.011 0.003546  -0.020030
7 22,483.80 10.02 -0.005 0.057282 0.059990
8  34,33310 10.44 0.005 0.101258 0.098390
9 45919.80 10.73 -0.016 0.048935 0.038670
10 58,680.20 10.98 -0.0086 -0.026866  -0.029710
11 71,038.20 1117 -0.011 0.15622¢1 0.166470
12 84,428.70 11.34 0.000 0.023852 0.059970
13 897,44460 11.49 0 002 -0.054152 0.002490
14 108,971.40 11.61 0.010 -0.159552  -0.189800
15 123,116.20 11.72 0.015 -0.079804  -0.083520
16 135,297.50 11.82 0.032 0.001752 0.038110
17 148,601.10 11.91 -0.081 0.000612  -0.038210
18 16,381.80 8.70 -0.020 0.000232 -0.039140
19 28,924.40 10.31 -0.061 -0.000715  -0.128880
20  45,505.90 10.73 0.004 -0.000641  -0.037630
21 61,183.80 11.02 -0.012 -0.000875  -0.033020
22 7686280 11.25 -0.010 -0.001061 0.080170
23 92,640.70 11 44 -0.004 -0.001149  0.024070
24 108,913.70 11.60 0.003 -0 001098 0.040270
25 12573450 11.74 -0.032 -0.001687  -0.102370
26 142,248.20 11.87 0.018 -0.001365 0.070410
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TABLA A,

INGRESQ
FEDERAL
MILLONES | TRANSFORMADA FAC FACP
DE PESOS L=0= LN(Z) |[ESTACIONARIA|MUESTRAL | MUESTRAL
t Z T(Z) VV12T(Zy) VViT{Z);  VViI(Z)
27 160,874.50 11.99 -0.013 -0.001606 0.027360
28 179,391.40 1210 -0.015 -0.001894  -0.071670
29 203,486.30 12.22 -0.008 -0.002056  -0.073540
30 21,085.50 9.96 -0.020 -0.002441 -0.052080
31 37,762.10 10.54 0.043
32 54,568.10 10.91 0.011
33 73,702.80 11.21 0 000
34 91,554.90 11.42 0010
35 109,141.80 11.60 0.009
36 127,746.00 11.76 0.030
37 147,829860 11.80 0.021
38  162,157.80 12.00 -0.033
39 186,674.80 12.14 -0.004
40 20554230 12.23 -0.001
41 228,608.30 12.34 -0.148
42 23,803.60 10.07 0.050
43  41,395.10 1083 0.037
44  62,44580 11.04 -0.002
45  85,310.40 11.35 0.010
46 105,924 10 11.57 0.003
47 127.561.80 11.76 -0.003
48 150,681.30 11.92 -0.043
49 179,82580 12.10 0.009
50 201,365.70 12.21 -0.013
51 22431280 12.32 0.006
52 24595620 12.41 -0.002
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TABLA A

" INGRESO |

FEDERAL

MILLONES |TRANSFORMADA FAC FACP

DE PESOS | 2 =0=>LN{Z) |ESTACIONARIAIMUESTRAL | MUESTRAL

Lt Z T(Zy) VV2T(Z) V¥V T{(Z) VV12T(Z¢)}

53 274,471.00 12.52 0.013
54  24,329.00 10.10 0.000
55  44,853.00 10.71 0.009
56 70,193.50 11.16 -0.006
57 95747.70 11.47 -0.009
58 120,070.20 11.70 -0.006
59 145,010.90 11.88 -0.004
60 170,754.50 12.05 0.011
61 19514060 1218 0.004
62 220,510.20 12.30 0.019
63 242,571.40 12.40 0.000
64 267,561.40 12.50 -0.006
65 297,951 00 12 60 0.034
86  26,755.80 10.19 -0.001
67  49,320.20 10.81 -0.006
68  77,897.40 11.26 -0.002
69 105655860 11.57 0.040
70 131,318.80 11.79 0.019
71 157,694.40 11.97 0.008
72 184,987.10 12.13 0.000
73 213,703.30 12.27 -0.012
74 242,545.50 12.40 0.001
75 271,891.90 12.51 0.002
76 299,905.00 12.61 0.040
77 332,033.50 12.71 0.118
78 30,859.20 10.34 -0 001
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TABLA A.

[ INGRESO |
FEDERAL
MILLONES { TRANSFORMADA FAC FACP
DEPESOS | A=0=LN{Z) [ESTACIONARIA|MUESTRAL | MUESTRAL
t Z T(Z) VVi2T{Z) VVil(Z)|  VVi2l(4)
79 56,845.60 10.95 -0.024
80 89221.10 11.40 0.017
81 120,795.40 11.70 -0.005
82 15G,286.60 11.96 -0.029
83 191,184.80 12.16 0.001
84 226,180.80 12.33 0.002
B5 261,33870 12.47 0.005
86 293,176.40 12.59 0.008
87 329,083.90 12.70 0.010
88 363,651.40 12.80 -0.005
89 418,882.60 12.95 0.059
a0 43792 10 10.69 0034
91 80,567.90 11.30 -0.035
92 123,493.50 11.72 -0.025
93 170,036.20 12 04 -0.026
94 218,835.90 12 30 0.022
95 260,066.70 12.47 -0.010
o6 307.927.50 12.64 -0.019
97 35663590 12.78 -0.012
98  401.908.00 12.90
899 454,048.10 13.03
100 508,786.00 13.14
101 580,722.00 13.27
102 64 379.60 11.07
103 114,539.60 11.65
104 169,552.30 12.04
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TABLA A.

INGRESO
FEDERAL .
MILLONES [ TRANSFORMADA FAC FACP
DEPESOS | A=0=LN(Z) |ESTACIONARIA|MUESTRAL MUESTRAL
t 4 T(Z) VVi2T(Z) YV T(4) VVi2T(Z)
105 227,832.60 12.34
106 285,453.00 12.56
107 346,888.50 1276
108 406,802 50 12.92
109 46227520 13.04
110 514,614.00 13.15
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TABLA B,

EXPORTACIONES

PETROLERAS
MILES DE
BARRILES [TRANSFORMADA|ESTACIONARIA| — FAC FACP

DIARIOS 1= -0.5= (Z)°° MUESTRAL | MUESTRAL

t Z T(Zy) VT{Z) VT(Zy) VT{Z)

1 1,329 0.027431 0.000062 0091243 -0.09124
2 1,323 0.027493 0000031 0213643  -0.22383
3 1,326 0.027462 0.000031 0182180  -0.24041
4 1,323 0.027493 0000062  0.056514 -0.05535
5 1,329 0.027431 0.000000  -0.000806  -0.10993
6 1,329 0.027431 0.000444 0033695  -0.03062
7 1,287 0.027875 0.000208 0.037051 0.01901
8 1,268 0.028083 0000132 0172084  -0.20168
9 1,280 0.027951 0.000028 0.208809 0.20265
10 1,277 0.027979 0.000178 0.058673 0.05308
11 1,261 0.028157 0000243 0058691  -0.01802
12 1,283 0.027915 0.000461 0122428  -0.00259
13 1,242 0.028376 0.000293 0.162083 0.15513
14 1,217 0.028659 0000293  -D.052906  -0.04539
15 1,242 0.028376 0.000137  0.074703 0.15555
16 1,254 0.028239 0.000786  -0.005261  -0.03444
17 1,187 0 029025 0000477  -0.004234 0.05598
18 1,227 0.028548 0.000271 0004966  -0.19241
19 1,204 0.028820 0000000  -0.005061 0.06823
20 1,204 0.028820 0000341 -0.004353  -0.06716
21 1,233 0.028479 0.000258 -0.005055  -0.05274
22 1,211 0.028736 0001065  -0.002644  -0.00474
23 1,306 0.027671 0000713 -0.001062 0.00779
24 1,376 0.026958 0000020  -0.001110 -0 03990
25 1,378 0.026939 0.000208  -0001694 0.03211
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TABLA B

EXPORTACIONES

PETROLERAS
MILES DE
BARRILES | TRANSFORMADA[ESTACIONARIA|  FAC FACP
DIARIOS A=-056= (Z)°° MUESTRAL | MUESTRAL
|’ t Z T(Z) VT(Zy) VT(Z) VT(Zy)
26 1,357 0.027146 -0.000247 -0.001207 -0.02268
27 1,382 0.026900 0.000257 -0.001906 0.11395
28 1,356 0.027156 -0.000010 0.001977 -0,05042
29 1,357 0027146 0.000223 -0 002597 0.04316
30 1,335 0.027369 -0.000183 -0.002261 -0.00015
31 1,353 0.027186 -0.000393
32 1,393 0.026793 0000162
33 1,410 0.026631 0.000307
34 1,378 0.026939 -0.000020
35 1,380 0.026919 -0.000097
36 1,390 0.026822 0.000274
37 1,362 0.027096 0.000110
38 1,351 0.027206 -0.000100
39 1,361 0.027106 0.000000
40 1,361 0.027106 0.000120
41 1,349 0.027227 -0.000200
42 1,369 0.027027 -0.000127
43 1,382 0.026900 0.000137
44 1,368 0.027037 -0.000178
45 1,386 0.026861 0.000137
46 1,372 0.026997 -0.000137
47 1,386 0.026861 -0.000058
48 1,392 0.026803 0.000195
49 1,372 0.026997 0.000129
50 1,359 0.027126 0.000440
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TABLA B.

EXPORTACIONES

PETROLERAS
MILES DE
BARRILES TRANSFORMADA | ESTACIONARIA FAC FACP
DIARIOS A=-05=(Z)°° MUESTRAL | MUESTRAL
17 t Z TZ) VT{Zy) VT(Zy) VT{&)

51 1,316 0.027566 0.000137
52 1,303 0.027703 0.040000
53 1,303 0.027703 -0.000406
54 1,342 0.027298 0.000031

55 1,339 0.027328 -5.000112
56 1,350 0.027217 0.000010
57 1,349 0.027227 0.000010
58 1,348 0.027237 0.000225
59 1,326 0.027462 -0 000255
60 1,351 0.027206 -0.000160
61 1,367 0.027047 0.000281

62 1,339 0.027328 0.000103
63 1,328 0.027431 0.000073
64 1,322 0.027503 -0.000287
65 1,350 0.027217 0.000287
66 1,322 0.027503 -0.000042
67 1,326 6.027462 0.000094
68 1,317 0.027555 0000148
69 1,303 0.027703 -0.000064
70 1,309 0.0627639 -0.000229
71 1,331 0.027410 0 000346
72 1,298 0.027756 0.000086
73 1,280 0.027842 0 000152
74 1,278 0.027585 0.000280
75 1,280 0.028284 0.000011
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TABLA B.

EXPORTACIONES

PETROLERAS
MILES DE
BARRILES [TRANSFORMADA[ESTACIONARIA|  FAC FACP
DIARIOS A =05=(Z)°° MUESTRAL MUESTQ
L t Z T(Z:) VT(Zy) VT(Z) VT(Z) }
76 1,249 0.028296 -0.000356
77 1,281 0.027940 0.000412
78 1,244 0.028352 0.000336
79 1,215 0.028689 -0.001391
80 1,342 0.027298 -0.000041
81 1,346 0.027257 -0.000905
82 1,440 0.026352 -0.000584
83 1,506 0.025768 0.000882
84 1,408 0.026650 0.003556
85 1,096 0.030206 -0.001290
86 1,196 0.028916 -0.001588
87 1,339 0027328 -0.001500
B8 1,499 0.025828 -0.000052
89 1,505 0.025777 0.000493
80 1,449 0.026270 -0.000860
91 1,581 0.025310 0.000205
92 1,536 0.025516 -0.001361
93 1,714 0.024154 0.002008
94 1,461 0.026162 -0.000546
85 1,524 0.0256816 -0.000740
96 1,616 0.024876 -0.000310
97 1,657 0.024566 0.001262
98 1,499 0.025828 -0.000094
a9 1,510 0.025734 -.000656
100 1,590 0.025078 0.000183
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TABLA B

EXPORTACIONES]
PETROLERAS

MILES DE

BARRILES | TRANSFORMADA|ESTACIONARIA| FAC FACP

DIARIOS A=-05= (Z)%° MUESTRAL MUESTRAL—\

r t Z T(Z) VI(Z) vT(Z) VT(Za)l

101 1,567 0.025262 0.000857
102 1,679 0.024405 -0.000939
103 1,816 0.023466 0.001048
104 1,664 0.024515 -0.000275
105 1,702 0.024239 -0.000643
106 1,79 0.023596 0.000193
107 1,767 0.023789 -0.000310
108 1,814 0.023479 0.000584
109 1,727 0.024063 -0.001012
110 1,882 0.023051
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TABLAC.
t Efa} T

t Efa] (1)

t Ela] (1)

1 0.000458 0.027355
2 0000138 0.027352
3 0.000108¢ 0.027292
4 0.000201 0.027488
5 -0.000058 0.027340

6 0000091 0.027423

7 0.000452 0.027885

8 0.000198 0.027880
§ 0.000G70 0.027869
10 0.000110 0.028005
11 0000152 0.028078
12 -0.000163 0.027963
13 0.000413 0.028379
14 0000290 0.028599
15 -0.000223 0.028255
16 -0.000016 0.028356
17 0.000889 0.028010
18 -0.000462 0.028417
18 0.000402 0.028811
20 0.000008 0.028958
21 -0.000481 0.028294
22 0000442 0.028012
23 -0.001341 0.027873
24 -0.000914 0.027208
25 -0.000268 0.027843
26 -0.000697 0.027130
27 -0.000230 0.027173
28 -0.000017 0.027441
29 -0.000295 0.026796
30 0.000573 0027412

371 -0.000226 0.026974
32 -0.000180 0.026447
33 0.000184 0.026889
34 0.000049 0.026623
35 0.000296 0.026783
36 0.000039 0.026855
37 0.000241 0.026780
38 0.000426 0.027224
39 -0.000118 0.026930
40 0000176 0.027010
41 0.000217 0.027361
42 -0.000334 0026876
43 0.000023 0.027080
44 -0 000044 0.027213
45 -0.000352 0.026804
46 0.000194 0.027242
47 -0.000381 0.026920
48 -0.000117 0.02677¢
49 0.00021¢ 0.027242
50 -0.000115 0.026819
51 0.000647 0.027454
52 0.000249 0.027583
53 0.000108 0.027272
54 0.000025 0.027415
55 -0.000087 0.027254
56 -0.000038 0.027222
57 0.000005 0.027411
58 -0.000175 0.027203
59 0.000259 0.027548
60 -0.000341 0.027287
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61 -0.000240 0.027035
62 0.000293 0.027561
63 -0.000130 0.027308
64 0.000196 0.027414
65 -0.000198 0.027353
66 0.000151 0.027306
67 0.000156 0.027551
68 0.000005 0.027418
69 0.000286 0.027601
70 0.000038 0.027650
71 -0.000239 0.027285
72 0.000472 0.027843
73 -0.000001 0.027779
74 0.000215 0.027781
75 0.000504 0.028354
76 -0.000058 0.028025
77 -0.000085 0.027926
78 0.000427 0.028489
79 0.000200 0.028451
80 -0.001153 0.027460
871 -0.000203 0.027673
82 -0.001320 0.026876
83 -0.001107 0.026216
84 0.000434 0.027317
85 0.002889 0.028575
86 -0.000859 0.028007
87 -0.000679 0.027002
88 -0.001173 0 026560
89 -0.000783 0.0256885
90 0.000376 0.026823



TABLAC,

t Efa] T

t Efa] Th)

t  Efa] 1)

91 -0.001513 0.0255¢4
92 -0.000078 0025583
93 -0.001429 0.025048
94 0.001114 0.025773
95 -0.000157 0.025810
96 -0.000934 0.024448
97 0.000117 0.024822

98 0.001006 0.025745
99 -0.000011 0.025000
100 0.000078 0.025048
101 0.000213 0.025174
102 -0.000769 0.024230
103 -0.000764 0.023946
104 0.000568 0.024772
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105 -0.000533 0.024218
106 -0.000621 0.023757
107 0.000032 0.024168
108 -0.000689 0.023491
109 0.000572 0.024097
110 -0.001046

PROMEDIOC  0.026972
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