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Prodlogo

El disefio geométrico asistido por computadora CAGD surge a finales de los cincuenta en respuesta a
la necesidad de obtener nuevos métodos de disefio. Un avance significativo en esta 4rea, fue el considerar
una curva como la unién de otras més “simples”, més aiin, representar cada “pedazo” en su forma
paramétrica. Un ejemplo de éstas, son las curvas NURBS. Una de las curvas NURBS mds sencillas son
aquéllas que por pedazos est4 formada por segmentos de cénicas. En el presente trabajo mostramos una
aplicacién de disefio geométrico, que consiste en suavizar una curve poligonal usando curvas NURBS.

Hoy en dfs, toda aplicacién realizada en computadora, tiende a reemplazar el despliegue de resultados
en forme de tablas de nimeros o palabras, por un despliegue en su forma visual, estas aplicaciones
incluyen el cémputo cientffico, donde se necesita de “precisién” y se requieren algoritmos eficientes, que
no gasten mucho tiempo de cémputo para desplegar le informacidn. Una aplicacidn de este estilo, es la
generacién numérica de mallas.

Actualmente, estd disponible en la red el sistema UNAMALLA v.2.0 para PC, software que genera
maellas sobre regiones planas irregulares vea [1); durante su desarrollo, se hizo necesario aplicar métodos
de suavizamiento para curvas poligonales. En las primeras versiones del sisteme, una regién muy irregular
se suavizaba por medio de un spline ctibico, Sin embargo, no siempre se obtenfan buenos resultados;
en la figura (0-1) se muestra una poligonal no convexa, cuyo spline de suavizamiento, presenta muchas
ondulaciones y que, al perderse las propiedades geométricas del contorno, no es de utilidad.

El problema de suavizar una regién surge debido a que al generar la mella, se presentan problemas en
aquellos vértices que forman “picos” muy pronunciados, por lo que se considera hacer un suavizamiento
local, en lugar de uno global; es decir, suavizar Unicamente los vértices, de esta forma, al suavizar
una poligonal, aproximaremos cada vértice usando un arco cénico y, para lograr que la curva obtenida
sea suave, el segmento cénico deberd ser tangente a los lados que definen el vértice; la curva que se
contruye para suavizar la poligonal, est4 formada por segmentos de cdnica y segmentos de recta {cénicas

degeneradas); es decir, construiremos una curva NURBS.

La intencién de este trabajo, es presentar algunos métodos para trazar cénicas revisando los métodos



(a) (b)
Figura 0-1: { a ) Contorno Original, ( b } Spline cubico de suavizamiento.

cldsicos y algunos que se han desarrollado recientemente con el fin de obtener un algoritmo eficiente que
muestre la gréifica de un spline eénico.

Para presentar este material, primero introducimos algurnos conceptos bdsicos, que se usardn de
manera indirecta al plantear y resolver el problema de graficacién de arcos cénicos, dichos conceptos
estdn relacionados con la representacién de puntos y lineas.

En el segundo capftulo presentamos las propiedades cldsicas de las cénicas, poniendo especial atencién
en el Teorema de Pascal, que nos permite presentar un primer método para trazar una cénica puntual,
incluimos una configuracién de este teorema que nos sirve para trazar puntos de un arco cénico con
tangentes determinadas en los extremos. Por otro lado, se enuncia el Teorema de Brianchon, cuya
interpretacién da lugar & un método para trazar tangentes a una cénica. Al final del capftulo se introduce
brevemente el concepto de cénica lineal, mostrando a la vez, las propiedades de la cénica puntual y lineal
con el objeto de hacer notar la relacién de dualidad que existe entre ambos conceptos. Aquf planteamos
la necesidad de usar un sistema coordenado que permita manejar coordenadas de lfneas.

En el tercer capftulo estudiamos la forma de introducir un sistema coordenado que nos permita
manejar a puntos y lfneas como entes primarios y asf, poder expresar, en términos algebraicos las
propiedades de dualidad de las cdnicas; dicho sistema es el sistema de coordenadas homogéneas.

En el capitulo cuatro retomamos las propiedades de las cénicas vistas en el segundo capftulo; esta
vez planteamnos dichos resultados usando coordenadas homogéneas.

En el capftulo cinco retomamos el problema de graficacién de cénicas, haciende notar que, para
obtener la gréfica de una curva, en general, es conveniente usar una representacién paramétrica de la
curva y, se plantea, para el caso de curvas convexas y diferenciables, las caracterfsticas que debe tener
la representacion para generar una aproximacién éptima. Incluimos las parametrizaciones éptimas para

el caso de las cénicas y se obtiene un método recursive, que sélo requiere de tres puntos iniciales, para

vi




obtener la aproximacién éptima de la cénica; al final, se muestra un algoritmo que usa este método para
graficar elipses.

Come mencionamos al principio, nos interesa graficar un arco cénico con tangentes determinadas en
los extremos. Una representacién que permite describir un segmento cénico con estas caracterfsticas es
la llamada representacién racional de Bézier de segundo grado, que usa los puntos extremos del arco, €l
punto de interseccidn de las tangentes y tres pardmetros adicionales. En el capftulo seis revisamos las
propiedades de esta representacién y se muestra cémo obtener la representacién del arco que sélo usa un
pardmetro. Para graficar el segmento cénico, adaptamos el método, visto en el capitulo cinco y al final
se presenta el algoritmo recursivo que genera una aproximacién éptima del arco cénico.

En el tltimo capftulo se muestra la aplicacién que consiste en suavizar una poligonal. Antes de
aplicar el suavizamiento cénico, primero, para tratar de reducir la irregularidad del contorno, se reduce
el nimero de puntos, obteniendo una nueva aproximacién a la que se le aplica el suavizamiento. En el
capitulo se muestran los resultados que se obtienen con cade procedimiento y, al final indicamos ¢6mo

combinarlo para generar la aproximacién del contorno que se usa en el sistema.

vii



Capitulo 1

Razén Cruzada y Proyectividad

Puntual y Lineal

1.1 Introduccién

En este capftulo presentamos algunas propiedades de la razén simple y la razén doble para puntos
¥ rectas, incluye un estudio elemental de proyectividad puntual y lineal, Estos conceptos son la base

tedrica de los resultados que presentaremos en capftulos posteriores.

1.2 Razén Simple Puntual

En la Iifnea [ del plano cartesiano elijamos dos puntos fijos: A , B, y sea P un punto variable; al
cociente de las longitudes de los segmentos PA y PB, le llamaremos razén simple y la denotaremos
por (A B P). En ocasiones, nos referiremos al nimero (A B P) como la razén en la que el punto P
divide al segmento AB.

Debido a la semejanza de tridngulos, para obtener la razén en la que el punto P divide al segmento
‘AB, basta aplicar la definicién a sélo una de las coordenadas de los puntos. En este caso, lo haremos
para las abscisas de manera que, si a;, by y p; son las abscisas de A, B y P respectivamente (vea la
figura 1-1), entonces la razén en que P divide &l segmento AB estd dada por:

PA ay-p

(ABP)= 55 =3

(1.2.1)

Veamos ahora el procedimiento inverso; es decir, dado un nimero real r, interpretémoslo como la razdn




a b, P,

N

Figura 1-1:

en la que un punto divide al segmento AB; para determinar a dicho punto, igualemos = con la ecuacién
{1.2.1) y resolvamos para p;, de esta forma, la abscisa correspondiente a P, estd dada por

a; — by

P = {1.2.2)

1-7r
De las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2), vemos que cada punto de la linea ! (a excepcién de B), determina
unfvocamente un valor de 7 y, viceversa, cada valor de r (exceptuando 7 = 1), determina un tnico punto
en i
Al usar esta representacién de I, a los puntos A , B les llamaremos puntos base, mientras que a r,
la podemos considerar como la coordenada de P con respecto a ellos.

Ya que hemos introducido el concepto de razén simple, procedamos a definir otras operaciones entre

segmentos basadas en ésta.

1.2.1 Razén doble o razdén cruzada

Sean A y B los puntos base de una linea; r; y r2 las razones en que los puntos P y Q dividen al
segmento AB, respectivamente entonces, al cociente de ry y ry lo llamaremos razén cruzada o razén

doble, y la denotaremos por (A B P Q).

(ABP) PA QA

UBPO=1450 "7 0B




Al igual que la razén simple, la razén cruzada, la podemos calcular usando una de las coordenadas
de los puntos, por tanto, si a1, by, p1 y g1 son las abscisas de A, B, P y () respectivamente entonces, la

razén cruzada estd dada por

@y —P a1-—q
ABP = : = {a b
( Q) bi—p bi-q (a1 by p1 q1)

Si la linea est4 dada por medio de una ecuacién paramétrica de la forma

z=d+)g (1.2.3)

¥ A1, A2, As, A4, son los valores del pardmetro correspondientes a los puntos A, B, Py (2, entonces,

aplicando la definicién, la razén cruzada estd dada por

di + Mg — (di + daq) | di+ Ma — (d1 + Aaqn)

ABP = :
( @) dy + Aeq1 — (d1 + A3q1)  di + deqn — (dr + Aaqn)

simplificando, se llega a una relacién, que expresa a la razén cruzada de la cuerteta, unicamente en

términos de los valores de sus pardmetros.

e B
Az —=ha Ag—As

(ABPQ)= =()\1 A21\3/\4)

Puntos armdnicos

Si la razén cruzada de los puntos es igual al negativo de la unidad, diremos que la cuarteta es
armdnica.
(ABPQ)=-1 (1.2.4)

de modo que los puntos A, B, P y @ son armdnicos si sus abscisas satisfacen la relacién

ay—p 41—

: = -1
by—p1 bh—-a@

la que podemos lievar a la forma

2016 — (a1 + b1 ){p1 + @1) + 2p1n = 0 (1.2.5)




A continuacién veremos algunos casos especiales de la relacién anterior que dependen de la eleccién

del origen.

L. Si elegimos como origen de las abscisas a la correspondiente al punto A; es decir, al hacer a; =0,

la relacién (1.2.5} se simplifica a

2y = bl + @),

que puede reescribirse como

1_1(1+l)
b 2\p;m @

la. cual muestra que el segmento AB es media armoénica de los segmentos AP y AQ.

2. Si ahora elegimos al origen como el punto medio del segmento AB, resulta b, = —a; ¥, por tanto,

la relacién entre los puntos arménicos queda dada por

ai = p1gy
expresdndonos, que la mitad del segmento AB es media geométrica entre las distancias del punto
medio de éste a los puntos P y Q.

3. 81 M, Az, A3, Mg son los pardmetros de los puntos 4, B, P y @, con respectoc a la ecuacién

paramétrica (1.2.3) y satisfacen la relacidn

1\1—)\3,)\1-}\4__1
Aa—Az Ao~y

o bien

2)\1/\2 - (/\1 + Ag)(A4 + A3) + 21\3A4 =0

la cuarteta es armdnica.

Propiedades de la razén cruzada

Veamos ahora cémo se altera la razén cruzada al cambiar el orden de los puntos.




1. Cuando permutamos los primeros dos puntos o los dos ultimos, la razén cruzada se transforma en

el inverso de la original.
(M~ Ag)(A2 = Ad)
(Az — )\3)1()\1 — M)

(A2 = Aa) (M — M) (1.2.6)
(M -“1)\3)()\2 - My)

(A2 A1 Az Aq)

(A1 A2 Az Ag)

Intercambiando los dos iiltimos elementos

1 1

AAa)(a=ra) A1 Aa g A
oty (i da A k)

(A1 Az Az Ag) =

(1.2.7)

2. La razén cruzada, no se altera, cuando se permutan entre sf los dos primeros y los dos dltimos

elementos.

Al intercambiar los dos dltimos elementos en {ds A1 A3 Ay) y al aplicar la propiedad (1.2.6},

obtenemos

1

Ar M A A3 =

intercambiando ahora los dos primeros en (Ay Ay A3 A4) llegamos & la expresion

(A1 A2 A Ag) = (A2 A1 A Ag) (1.2.8)

3. Cuando se permutan entre sf el primer y 1ltimo elemento, ¢ el segundo con el tercero, la razén

cruzada obtenida se transforma en el complemento a la unidad de la original.

De la definicién

M=de A=
Mg — "3 — A

(RI—X‘Z) (fa—-)tq)
(Aa = A2) (A1 — Aq)

(M A deAg) =

Sumando la razén (A Az Az A4)

A= A3)(da — M) + (o — M) (A3 — Ay
(A1 = M)Az = A3)

(M A2 Aa Ad) + (1 g da Ag) = ¢




simplificando

Ardg + Azdg — dadg — M Ag

A Az Aa Ag) 4 (A1 g A A
(M Az A3 Ag) + (A1 Az Az Ag) (1 = 2)(hz — 23)

(A = Ad) (A2 = A3) (1.2.9)
(A1 = Ag)(A2 = A3)
= 1

4. El resultado para cuando en (A; Ay A3 A4) se intercambia el primer y dltimo elemento se obtiene

de la igualdad

(A1 A2 Az M) = (A Az Ae )

intercambiando A3 ¥ Ao

(A Az Adg M) = 1= (Mg A2 A3 A)

En total, tenemos 24 diferentes permutaciones de los puntos A, B, P y @, por tanto, determinan 24
razones cruzadas. Pero, aplicando las propiedades antes vistas, éstas se pueden dividir en seis grupos;

éstos, los podemos obtener a partir del siguiente:

(ABPQ)=(BAQP)=(QPBA) =(PQAB)=r (1.2.10)

Intercambiando el primer y segundo punto en cada miembro de la igualdad (1.2.10), obtenemos el

segunde grupo

(BAPQ)=(ABQP):(PQBA):(QPAB):% (1.2.11)
Intercambiando el segundo y tercer punto en cada miembro del primer grupo
(APBQ)=(BQAP)=(QBPA=(PAQB)=1-r (1.2.12)

Intercambiando ahora el orden de los primeros dos puntos en cada miembro de la identidad anterior.

(PABQ)=(QBAP)=(BQPA)=(APQB)=T:I_—r (1.2.13)

Intercambiando el segundo y tercer punto en cada uno de los miembros del segundo grupo

6




r—1

(BPAQ)=(AQBP)=(PBQA)=(QAPB)=

(1.2.14)
Al intercambiar el primer y segunde punto en cada elemento de la igualdad anterior

T
-1

(PBAQ)=(QABP)=(BPQA)=(AQPB) ="

1.3 Perspectividad Puntual

Definicién 1.3.1 Se dice que dos conjuntos de puntos estén en perspectiva central, desde el centro v,
si los conjuntos estdn en correspondencia uno a uno, y toda linea que une a los puntos correspondientes

pasa o través del punto v (figura 1-2).

Figura 1-2: Puntos en perspectiva central.

Un caso especial de perspectividad central se obtiene cuando los dos conjuntos de puntos son coli-

neales.

Definicién 1.3.2 Si dos conjuntos de puntos que estdn en distintas lineas se corresponden uno a uno,
y las lineas que unen puntos correspondientes pasan a través de un punto fijo v, la relacion entre ambos

conjuntos es llamada perspectividad y, al punto v, se le llama centro de perspectividad (figure 1-5).

Veamos ahora c6mo obtenemos la descripcién algebraica de una perspectividad entre dos conjuntos
de puntos sobre dos lineas distintas.

Sean { y I’ dos lfneas dadas por las ecuaciones x = a+ kb y 2’ = a’ + &'V, respectivamente. Si v es el
centro de perspectividad, el punto =’ = (z/, z%)*, con pardmetro k', es la imagen del punto z = (z,,z2)",

con pardmetro k, si y sélo si los puntos v, z, y 2’ son colineales; si y sélo si
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Figura 1-3: Perspectividad entre los puntos de { y '

v v2 1 n v 1
1y T3 1 |=| a1+kby az+kby 1|=0
zp zp 1 ey + &b ey + kb, 1

Después de desarrollar el determinante y simplificar, obtenemos la siguiente relacién bilineal entre & y

K.

donde

akk' + Bk ++4k' +6=0 (1.3.15)
a = blblz
B = uvibg —ub + by
T = vy —uiby+arbh
§ = wfaz~ah)+wla] —ay) +aa)

Notemos que si damos el valor de &’ en la relacién (1.3.15), el valor de k queda unfvocamente determinado,

y viceversa, dado el valor k, la relacién determina un wnico valor de k’. Esto mismo lo podemos hacer

ver al reescribir la relacién en la forma

o _Bk+E
T ak+y

(1.3.16)




De este modo hemos llegado a que los puntos de dos lineas diferentes [ y U con pardmetros k y k'

respectivamente, estdn en perspectividad, si k y k' satisfacen una relacidn bilineal.

La relacién de perspectividad entre dos conjuntos de puntos, nos permite definir la siguiente relacién

méds general,

1.4 Proyectividad Puntual

Definicién 1.4.3 Siendosrectasl =z =a+kby!l =z = a' +k'V, los pardmetros k y k' estdn ligados

por una ecuacién bilineal, diremos que eziste una proyectividad entre sus puntos (haces de puntos).

Un caso especial de la proyectividad surge cuando la ecuacién bilineal se puede expresar como un
producto de dos factores; esto sucede sélo si A = af — fy = 0 o, equivalentemente ad = F.

Para hacerlo ver, multipliquemos la relacién (1.3.15) por a y después substituyamos éa por Jv, de esta

forma, la expresién bilineal se reduce a

a?kk’ + Bok + vyak' + By =0

la cual podemaos reescribir en la forma

(ak +Y)ak'+8)=0

De esta expresién, vemos que todo punto de ! (todo el haz de puntos) va a dar a un nico punto de ¥,
que estd dado por el pardmetro k' = —f3/a y, que a cada punto z' de ', le corresponde el punto z cuyo

pardmetro es k = —v/a, en tal caso decimos que la proyectividad es singular.

1.4.1 Representacién simple de una proyectividad no-singular

En una proyectividad no-singular ( & #£ 0 ), seleccionemos los puntos base de tal forma que al punto
A le corresponda el punto A" y a B el B’. En términos de los pardmetros, esto significa quea k =0
le corresponde &’ = 0 y, entonces k = k' = 0 deben satisfacer la ecuacién (1.3.15), lo que implica que
& = 0. Anslogamente, como B’ es imagen de B, k = k' = co deben satisfacer la ecuacién, implicando
que a = { (esto se puede hacer ver al dividir la ecuacién (1.3.15) por kk').

En este caso la ecuacién de la proyectividad no-singular queda expresada por

Bk+~k'=0  B#0,7#0 (1.4.17)




De esta representacién, obtuvimos el siguiente resultado

Teorema 1.4.4 Una proyectividad entre los puntos de dos ltneas estd determinada unfvocamente por

tres pares de puntos correspondientes.
A continuacién enunciaremos un resultado importante en la teorfa de las proyectividades.

Teorema 1.4.5 (Fundamental de Proyectividad) En una proyectividad entre los puntos de las

ltneas 1 y ', la razén cruzada de cuatro puntos de | es igual o la razén cruzada de sus puntos co-

rrespondientes.

Demostracién

Sean A,B, P, P, cuatro puntos de I y A’,B’, P] y P} los puntos correspondientes de {, bajo la
proyectividad,; si la razones en las que P, y P; dividen al segmento AB son k; y kg respectivamente; &
¥ k3 las razones en las que P y P} dividen al segmento A’B’, entonces, de acuerdo a la representacidn

anterior, es posible escribir la ecuacién de la proyectividad en la forma 8k + vk’ = 0 y, por consiguiente

se tiene

Bkr+vky = 0
Bky+~ky = 0

De ambas expresiones obtenemos

lo que muestra que (A B P, P) = (A’ B P} P}). u
Este resultado también lo podemos enunciar de la siguiente manera:
La razén cruzada de cuatro puntos en una lfnea es invariante bajo una proyectividad no-singular.

Ahora veamos que el reciproce también es vélido.

Teorema 1.4.6 Dos lfneas | y I' relacionadas entre sf de tal forma que a todo punto de la primera le

corresponde un punto de la segunda, y las cuaternas de puntos correspondientes tienen la misma razén

cruzada, estdn en proyectividad.
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Demostracién
Sean A, B, P, y P cuatro puntos de [, con parémetros k, , ky , k3 y k, respectivamente; A’, B', P| y
P’ la cuaterna correspondiente sobre la lfnea I/, con pardmetros ky .k, . k3 v k', respectivamente y

(A B P, P)= (A" B’ P| P'), donde los puntos P y P’ son variables, entonces, la igualdad de la razén

cruzada en términos de los pardmetros estd dada por

ki —ks ka—ks K —K, Ky —Kj
ki—k ks—k Kkl —K kh—K

simplificando obtenemos una relacién de la forma
akk' + Bk ++vk' +6=0
automaticamente, de la definicién, concluimos que los puntos de ! v I’ estdn en proyectividad. m

Una Propiedad de la Proyectividad

En la ecuacién (1.3.16), al obtener la derivada de &' con respecto a k

Ok (ak+7)8 - (Bk+ b
ok (cck + )2

_ A

T (ak+)?

observamos que tiene signo constante.
Si A es positivo, k' variard en el sentido en el que lo hace k y, en este caso, a la proyectividad se
le llama acorde ( vea la figura 1-4 (a}), mientras que si A es negativo, el sentido de variacién de k'es

contrario al de k, en tal caso, a la proyectividad se le lama discorde (figura 1-4 (b)).

k ok, k' K, k k, kY K
(2) (b)

Figura 1-4: (a) Proyectividad acorde, (b) Proyectividad discorde
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Proyectividad en una misma linea

Cuando en una proyectividad la linea ! coincide con I/, cabe la posibilidad de encontrar uno o mds
puntos que sean invariantes, a un punto con esa propiedad se le llama punto doble. A continuacién

veremos cémo clasificar las proyectividades de una recta en sf misma con base en la existencia de puntos
dobles.

Sea
ozz' + Bz +vyz' +6=0; ab—fy#0

una proyectividad no-singular, de una recta sobre s{ misma. Para encontrar sus puntos dobles, en la

ecuacién, hagamos z’ = z asf, obtenemos la expresién.
ar? +(B+Y)z+6=0 (1.4.18)
La clasificacin de la proyectividad dependers, del valor del discriminante A’ = (8 + )2 — 4a6.

I})a#0

Casol) A'>0
En este caso, la proyectividad recibe el nombre de Hiperbélica.

La ecuacién tiene dos rafces reales, por tanto, dos puntos dobles, sean éstos Difz=0a)y
Dy(x = b) (ambos diferentes del punto a! infinito). Dado que la proyectividad preserva la

razdn cruzada, existen Py(z,), Pj(x}), Pe(z2) y Pj(z5) tales que

(D1 D Py Po) = (D) D2 P| Fy)

Al expresar esta relacién en términos de las coordenades

-y a—T3 _ a=—IT) a-—1zj
b—zy b—zp b-z| bz

o bien

a—21 b~z a—z3 b-x3 -k
a—z) b-z] a-zb b-zf

La expresién del lado izquierdo de la igualdad representa la razén cruzada de los puntos P, y

P{ con respecto a los puntos A y B, mientras que la del lado derecho expresa la razén cruzada
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Caso 2)

Caso 3 )

de los puntos P, y P; con respecto & A y B, lo que nos indica que el valor de k& no depende

de la eleccién de los puntos correspondientes.

De esta manera, hemos obtenido el signiente resultado.
La razén eruzada de los puntos correspondientes con respecto a los puntos dobles es constante.

Basdndonos en este resultado, podemos escribir una proyectividad hiperbdélica en la forma

— — —’ —
a-z b-z . , bz _b-s (1.4.19)

a—-z' b-—z a—x' a-—zx

donde a, b, k son constantes y a # b. A k le llamaremos multiplicador de la proyectividad.
A'<0

En este caso a la proyectividad la llamaremos Eliptica. No hay raices reales, por consiguiente,
tampoco hay puntos dobles.

A'=0

+7
20

El dinico punto doble estd dado por a = —ﬁ

Parabdlica.

, en este caso, a la proyectividad la llamamos

Si multiplicamos la ecuacién de proyectividad por ¢, obtenemos

2
o’z + afiz + yaz' + (ﬁ—;ﬁr) =0

y después de dividir por o?

B

xm'+—x+lx’+a2=0,
o o

reescribiéndola en la forma

B

(m—a)(w'—a)+az+am’+;m+73:’=0

a3

factorizando los términos en z y z’ y substituyendo @ + 1 por — (a+ g), llegamos a la

expresion

@@ -0+ (@=a) - —a) (a+£) =0
la que podemos llevar a la forma
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1 1 1 8
- = +=-i;c=~—-a
r—a r—a c e

I1') Analicemos ahora el caso en que el coeficiente del término de segundo grado es cero (o = 0), esto

significa que A’ = (8 + )2, por tanto, el caso elfptico no ocurre y la ecuacion que determina los

puntos dobles queda dada por

B+y)z+6=0

1) A’ 40

Imaginemos por un momento que & # 0; conforme hagamos tender « a cero, en la ecuacién
(1.4.18), una de sus rafces tiende a infinito. Basdndonos en esta observacién, & la ecuacién
{8+ 7)z+ 8, la podemos considerar como una ecuacién cuadratica en donde una de sus raices

es el punto al infinito.

En este caso, la ecuacién de proyectividad la podemos reescribir en la forma
; 1
T = *;(ﬁm +8)=c¢clc+c)
o bien, si £ = a, es el punto doble, antonces
Br+~x' +6=Pa+ya+6

la que podemos reescribir

A'=0
En este caso el dnico punto doble es el punto al infinito.

La ecuacién de proyectividad estd dada por 8z — B2/ + § = 0, la que podemos reeseribir en la

forma

Yop4p; p=

2o

indicdndonos que la proyectividad es una translacién (siempre y cuando & # 0).
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Involucién Consideremos una proyectividad de { en { donde Q es la imagen de P y R la de Q.
Por lo general, R no coincide con P, pero si éste es el caso, decimos que los puntos P y ( estdn en
involucién. 8i en una proyectividad, cada par de puntos correspondientes se encuentran en involucién,

la proyectividad recibe el nombre de involucidn.
Un ejemplo de involucion, es la reflexién de un punto con respecto al origen, cuya ecuacién estd dada
por z + ' = 0. En general, la ecuacién de una involucién no se debe alterar si permutamos z por z’ de

donde, = <, por tanto, la ecuacién de una involucién estd dada por

ozt + Bz +2)+6=0; FZ—ab£0
Veamos ahora qué sucede si una proyectividad tiene un par de puntos en involucién.

Sean = y ' las coordenadas de los puntos en involucidn, por la definicidn, éstas satisfacen

arz’ +Bz+vyz'+6 = 0

arz' + Bz’ +yz+6 = 0

restando o la primera ecuacién la segunda, obtenemos (8 — v)(z — z') = 0, de donde B =1, lo
cual nos indica gue, si en una proyectividad existe un par de puntos en involucién, todo par de punios

correspondientes estd en involucidn; es decir, la proyectivided es una tnvolucidn.

Analicemos ahora los puntos dobles de una involucién, los que vienen dados dados por la ecuacién
azl + 20z +6=0

Al igual que las proyectividades, las involuciones se pueden clasificar en hiperbdlicas, parabélicas o

elipticas, dependiendo del signo de A’ = 4(8% — aé).

Clasificacién de las Involuciones
1. Hiperbélica (A’ > 0)

Tiene dos puntos dobles; sean éstos Di(z = a) y Da(z = b), entonces, si P y P’ son puntos

correspondientes, se tiene

(D, D, P P')=(Dy Dy P' P)
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qué, en términos de sus coordenadas, estd dada por

a—z' "b-z' a-z b—z=k (1.4.20)
simplificando obtenemos
@-2-2) _ .
(a—z)2(b—2)2  ~
Si tomamos k = 1, nos darfa la identidad, por tanto, k = —1 y, de la ecuacién (1.4.20) se obtiene
a—z  a—z
b~z  b—x

Esta dltima expresion nos indica que en toda involucién hiperbélica los puntos dobles v cualquier

par de puntos correspondientes P y P’, son conjugados arménicos, es decir, (D) Dy P P') = -1.

Si ahora asumimos que el punto D, es el punto al infinito (o = 0), la involucién se puede escribir

en la forma

z+z' =p

la cual es una reflexién con respecto al punto cuya abscisa es £ =p/2 .

Si el punto al infinito { Pe) no es un punto doble, entonces le corresponde un punto ordinario
que denotaremos por C y lo llamaremos punto central. Como los puntos estdn en involucién

hiperbdlica, satisfacen la relacién

(D1 D2 C Pyo) = -1

por tanto, C debe coincidir con el punto medio del segmento D; Dy (figura 1-5).

Figura 1-5:
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Si elegimos a C como origen, 8 = 0, de lo contrario, el punto imagen de C, no serfa el punto al

infinito, de esta manera, la ecuacién de involucién se transforma en
zz' = k* ; k* = —6/a  constante positiva.

Esta ecuacién nos indica que el producto de las distancias de los puntos correspondientes al punto
central, es constante; m4s atin, como la constante es positiva, los puntos correspondientes tienen el

mismo signo y, considerando que éstos y los puntos dobles forman una cuarteta arménica entonces,

los puntos correspondientes deben separar a Dy y Dy,

Ahora bien, si consideramos dos pares de puntos correspondientes digamos P, P’ y @, Q' éstos no

se separan, adema&s si P se mueve a un punto doble, P’ se moverd al mismo punto doble, pero en
b} k] p 3

sentido contrario.
. Eliptica{&! < 0)

Asf como en el caso hiperbélico se eligié al origen como aquel punto cuya imagen es el punto al

infinito y, con esto, 8 = 0, tratemos de hacer algo andlogo, para lograr obtener una representacién

donde § sea cero.

Si hacemos corresponder al origen el punto al infinito, el valor de 8 debe ser cero, por tanto, la

ecuacién de involucién estd dada por

azz +6=0

como A’ < 0y § = 0, se tiene que oé > 0, por tanto, la ecuacién de involucién la podemos

reescribir en la forma
zz' +m? =0, m? =6/

la cual nos indica que el producto de las distancias de dos puntos correspondientes al punto central

es constante; como esta constante es negativa, los puntos correspondientes caen en diferentes lados
de C (figura 1-6).

. Parabélica (A’ = 0)

En este caso toda involucién es singular y todo punto tiene por imagen al punto z = —f/q,

' = —B/a
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Figura 1-6:

Teorema 1.4.7 Una invelucidn estd determinada por dos pares de puntos correspondientes.

Demostracién

Sabemos que una proyectividad estd determinada por tres pares de puntos correspondientes, sin
embargo, al tener un par de puntos correspondientes en tnvolucidn, digamos P, P' y Q , @’; del par de

puntos correspondientes P, P’ podemos, autométicamente, determinar un tercer par P, P, con los que

queda determinada la involucién. n

1.5 Representacién de lineas

Sean Iy y {; dos lineas (no paralelas) cuyas ecuaciones est4n dadas en la forma

i = Aiz+Biy+C =0
Asz+ Boy+Co =0

o

si L es una combinacién lineal de ambas, es decir

L=kl +klp =0 (1.5.21)

entonces L representa la ecuacién de una linea que pasa por el punto de interseccién de ; y ls.

Denotemos por P al punto de interseccién de i y lo ( P =11 Nz} y evaluemos la ecuacién de L en
éste:

L(P) = k1, (P) ~ kalp( P)

sabemos que P es el punto en comtn de I} y Iy, {{(P) = {2(P) = 0; por tanto, P también es un punto de
Ly, dado que este resultado no depende de la eleccién de los pardmetros k1, ko entonces, L representa
a la familia de lineas que tienen en comin al punto P (notemos que éste es el caso anélogo al de la

familia de puntos que pertenecen a una linea).
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Sea ! un miembro de esta familia entonces, su ecuacién se puede expresar como una combinacién

lineal de {; y Il5

l=kily +kolpg =0

si P| y P, son dos puntos de !; es decir

klil(Pl)-i'kzlg(Pﬂ = 0
kilhi(Po) + kala(Py) = O

como el sistema homogéneo tiene solucién, se satisface la siguiente relacién

L{(P1)ia(P) — L(P)l(P) = 0.

Hemos visto que

Una lfnea pertenece a la familia generada por {; y Iz si y sélo st dados dos puntos Py y P» de ésta,

se cumple la siguiente relacién:

L(P)R(P) - L(P)L(P)=0. (1.5.22)
Este mismo resultado lo podemos enunciar de la siguiente forma:

Una lfnea ! no pertenece a la familia de rectas generadas por I y I3 si y sdlo si
L(P)l(Pe) — (P}l (P) # 0.

Teorema 1.5.8 Dadas dos rectas no parclelas [y, I3 y una tercera linea [ que no pertenece a la familia

generade por U y lo, existen constantes ky y ks tales que

I=kly 4+ kel +1=0.

Demostracién

Sean Py y P, dos puntos de I, sabemos que ésta no pasa por el punto de interseccién de las Ifneas §, y

lo entonces, 11 (Py)la(Py) — l2(Py)! (P,) # 0, esta expresién, es precisamente el determinante del sistema

kil (P) + kola(P)+1 = O (1.5.23)
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kili(Py) + kala(P2)+1 = 0

y como es diferente de cero, tiene solucién, por tanto, existen k; y ko tales que !l = kily + kelo +1=0.

1.5.1 Familia de lineas

Ya hemos visto que la ecuacidn kily + kaly = 0, representa al conjunto de Hneas que pasan por
el punto de interseccién de ; y l,. Esta misma, la podemos reescribir para obtener la ecuacién de la
familia de lfneas descrita en términos de un solo parametro; esto se logra, al dividir la ecuacién por k,,

con ello, la familia de lineas queda representada por

11 + Atg = 0, A = kg/k] (1524)

El inconveniente que se tiene al usar esta representacién, es, qué no existe un valor finito de A que

represente a la linea Is.

Si P es el punto de interseccién de !y y Iz entonces, decimos que (1.5.24) es la ecuacién del haz

de lineas con vértice P.

Tres lineas

Consideremos ahora tres lineas dadas por §; = A;z + Biy+Ci=0coni=1,23.
En general, cualesquiera tres lfneas no son concurrentes, pero, si lo son entonces, I3 es miembro del

haz generado por I; y I3, por tanto, existen constantes k1 y ko tales que I3 se puede expresar en la forma
la = kily + kala
la que podemos reescribir en la forma
kily + kgl —l3 =10

De lo anterior, deducimos lo siguiente

Tres lineas diferentes I}, I3 y {3 concurren en un punto si y sélo si existen constantes ky, ko y ks,

diferentes de cero, tales que

kily + kaly + k3is =0
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o bien, si consideramos las ecuaciones de las lineas en la forma [; = k;l;
li+h+lz=0

observemos que siempre es posible realizar este procedimiento. A continuacién enunciamos el Teorema

de Desargues, junto con una demostracién sencilla, que hace ver lo util que resulta usar esta notacién.

1.5.2 Teorema de Desargues

Teorema 1.5.9 (Teorema de Desargues) S5i ios lados correspondientes de dos tridngulos se inter-
secan en puntos gque son colineales las lineas gue unen vértices correspondientes son concurrentes y
viceversa.

Si las lineas que unen vértices correspondientes son concurrentes, los puntos de interseccidn de los

lados correspondientes son colineales {vea la figural-7).

Figura 1-7: Teorema de Desargues

Demostracién

Sean P, ,P» y Pj los vértices de uno de los tridngulos, y Py, Ps v FPs los vértices del segundo, cuyos

respectivamente.
Denotemos por ! a la lfnea de colinealidad de los puntos Py, Py v P;.

Como P es el punto de interseccién de las lfneas !5 ¥ lys, [ pertenece al haz generado por éstas; es

decir, existen constantes k; y s, tales que

= k1£12 + 81[45 =0 (1525)
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Como Fg y Py también son puntos de { entonces, [ pertenece a ia familia generada por log y ls5 asf como,

al haz generado por las lneas l3; y lgq, por tanto, existen constantes ky, sg; k3, 53, tales que

{ = koloy + 85l56 =0 (1526)

= ksl + sa3lgy =0 (1.5.27)

Igualando las ecuaciones (1.5.25) y (1.5.26)

Ly = k1liz — kolog = salsg — 81445 =0 (1.5.28)

haciendo lo mismo para las ecuaciones (1.5.26) y (1.5.27)

Ly = kolyg — kal3y = s3lsy — s2lsg =0 (1.5.29)

y para las ecuaciones (1.5.25) y (1.5.27)

L3 = ~kalyy + kyl1o = —s3lgs + 8105 =0 (1.5.30)

Analicemos cada una de las expresiones anteriores.

De la ecuacién (1.5.28), que representa a L;, vemnos que esta lfnea pasa por el punto de interseccién
de 21 y lp3, ésta misma, también pasa por el punto de interseccién de Isg v l4s; es decir, L, es una recta

que une a los vértices correspondientes P, v Ps, por tanto
Ly =1y

De la ecuacién (1.5.29), que representa la linea Ly, se deduce que ésta es una linea que une al par de

vértices correspondientes Py y Fg, de donde
L = ls.

Anélogamente interpretando (1.5.30), L3 es una linea que une a los puntos correspondientes P, y Py de

modo que

L3z =114,

Notemos que si sumamos los lados derechos de las ecuaciones (1.5.28), (1.5.29) y (1.5.30), llegamos
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a la siguiente relacidn:

Li+Lo+Ls3=0

lo que indica que las lineas L), Ls, La son concurrentes; es decir, las lineas que unen los vértices

correspondientes de los tridngulos son concurrentes.

Para el reciproco

Sabemos que las lfneas {14, I35 ¥ I35 son concurrentes entonces, eligiendo de manera adecuada las

ecuaciones de cada una de las lfneas, podemos expresar esta propiedad en la forma
lig+ls+ls=0
o bien

lag = —l14 — Ios (1.5.31)

Encontremos ahora una expresién para cada una de estas lfneas, que esté dada en términos de los lados

de los tridngulos.
La lfnea I,4, que pasa por el punto P, pertenece a la familia de lfneas generada por ! y {3 entonces,

su ecuacién se puede expresar como combinacién lineal de éstas
lig = kilig = kalay;

del mismo modo, dado que Py es un punto de l,4, entonces {14 es una lfnea que pertenece al haz generado

por l45 ¥ l46, de donde, su ecuacién la podemos escribir de la forma

l14 = s1l45 — salss.

Hemos encontrado dos ecuaciones para la linea {4, ambas, dadas en términos de los lados de los tridn-

gulos.

hy = —kaly) + kilyp = —s3lsg + 51145,

Siguiendo un razonamiento similar, vemos que la linea log, pertenece al haz con vértice en Py y su

ecuacién la podemos escribir en la formas:
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kilig ~ kaloz = 0
como también pertenece al haz de lfneas con vértice en P, se puede representar por la ecuacién
salsg — s1l54 = 0

entonces, la ecuacién de I35 en términos de los lados de los tridngulos
lzs = k1lio — kalog = salsg — s1ls4

Ya que tenemos las ecuaciones de las lineas {14 y Ias, la correspondiente a lsg, se obtiene de la ecuacién

lag = —l14 — I35,

De esta forma obtenemos la siguiente ecuacién

las = kalag — kalaz = s3lye — salse

De las ecuaciones para 114 y I35, es facil obtener las siguientes relaciones

kilig — silss = kalsy — s3lee

kalzy —s3lss = kolag — 22l5g

de las que obtenemos las siguientes igualdades

kiliz = s1l4s = kalay - salss = kalos — salse

cada miembro de esta expresién, representa la misma lfnea; del primero, se deduce que la lfnea, pasa
por el punto de interseccién de los lados correspondientes Py P, y Py Ps; de la segunda, se sigue que ésta
también pasa por el punto de interseccién de P, P; y P; P e interpretando la wltima expresidn, llegamos
a que la linea también pasa por el punto de interseccién de lados PaP3 y Ps b, es decir, los puntos Py,

Ps v Py son colineales. l

24




Lineas Independientes

A un conjunto de cuatro lineas Iy, {3, I3, y l4, donde ninguna terna es concurrente, le llamaremos

Iineas independientes.

Sean Uy, {3, I3, y 14, cuatro lineas independientes, si P y Q son los vértices de los haces {{ — Mg =0
y i3 — plg = 0, respectivamente entonces, la linea que une los puntos P y Q, pertenece a ambos haces,

por tanto, existe una constante k diferente de cero, tal que
I = Aly = k(I3 — ply)

Esto significa que, si {y, I3, 3 ¥ {4 son cuatro lineas independientes entonces, existen constantes m;, ma,

ma ¥y my, diferentes de cero, con la propiedad

mal + maly + maly +myly =0

y después de normalizar cada linea, podemos reescribir la ecuacién en la forma
H+lb+h+l=0 {1.5.32)

1.6 Razdén Simple Lineal

En la seccién (1.2), definimos la razén simple entre puntos e hicimos ver que su valor, identifica

unfvocamente a los puntos de una linea (familia de puntos). A continuacién aplicaremos este concepto

a una familia de lineas.

Sean I y I3 dos lineas no paralelas entonces, la familia de lfneas que generan tiene por ecuacién
li—klp=0
Sea [ un miembro de esta familia y P un punto de ! (vea la figura 1-8), entonces se satisface la relacién:
L(P)—kia(P)=0

resolviendo para k, obtenemos

sendlyi
sendlsl

)
k= G =
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Figura 1-8:

Si el origen se encuentra fuera del sector acotado por las Ifneas i1, I y I no pasa por el origen entonces

_ sendlyl
T sendlyl

Hemos llegado a una expresién para k, que involucra al cociente de dos nimeros; al del cociente del
seno del dngulo formado por la linea ! con I} y el correspondiente al seno del 4ngulo entre { y I3, por
tanto, este valor, lo podemos interpretar como la razén en la que ! divide & las lineas I3 y Iy,

Al igual que en el caso de los puntos, si la razén en la que I divide a {; y I3 es k y la razén en que la
linea m divide a {; y l2 es —k, diremos que [ y m son conjugadas arménicas con respecto a l; y lp; es

decir, | y m son arménicas si sus ecuaciones estdn dadas por: m={; —klp =0y l=l + ki, =0.

1.6.1 Razdén cruzada lineal

Sean ! y m dos lineas del haz generado por {; y Iz, donde k; y k3 son las razones en que I y m

dividen a las lineas base ( [; v l) entonces, al cociente

ki sendll; sen4{mly

= ko sen4lly  sen dmls

le llamaremos la razén cruzada de las lfneas ! y m con respecto a [} y [z, la que denotaremos por
r= (iml, l2)=(11 lglm)

acabamos de definir, la razén cruzada entre dos lineas del haz y las lineas que lo generan. Veamos shora

cémo obtener la razén cruzada para cualesquiera cuatro lineas del haz.
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Sean mj, ma, M3 y Mg, cuatro lineas del haz generado por Iy {2, cuyas ecuaciones estdn dadas por
my; =l +kly ;1<i<4

Observemos que el haz generado por Iy y Iz, también lo podemos obtener al considerar a m;, ma

como las lineas base y usando la ecuacién
m; — omg = ()

Si los pardmetros de las lfneas mg3 y my, con respecto a esta representacion, son oz y oy, respectivamente,

es decir

myj =My — Qa;Mms J = 3,4 (1633)
Entonces la razén cruzada de las lineas my; 1 =1, 2, 3, 4; estd dada por

ag
r=—
Qy

Veamos cémo expresar a a;, para j = 3, 4, en términos de los pardmetros ki, ka, k3 ¥ k4.

Por un lado, tenemos que la ecuacidn para my, en términos de {1 y ; estd dada por
my; =l = k;la
substituyendo m; por su ecuacidn con respecto a m; y ms
Lhi—-kila=m—aymg j=23,4
reemplazando m; y mg por su ecuaciones con respecto a iy y l2
L —kily = () — kilg) — (i — kals}) 7=3,4
reordenando términos del lado derecho de la igualdad

h—kily = (1 —aj)ls — (k1 —azko)ls §=3,4

de &sta se sigue que
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resolviendo para a;

oo ik
g kg—kj

De manera que la razén cruzada de las lineas my, M2, M3 y My que, estd dada por

a3
27}

T =
en términos de kq, kg, k3 y kq es

_ki-k k—k
_k1-k4 .kz—k4

Ya que extendimos el concepto de la razén cruzada de puntoes, para que sea aplicable a las lfneas,

ahora, enunciaremos un Teorema que muestra la relacién que guardan ambos conceptos.

1.6.2 Teorema de Pappus

Teorema 1.6.10 (Teorema de Pappus) Sean Iy, I, Iy y l4 cuatro lfneas de un haz con vértice en
P y P\, Py, Py Py los puntos de interseccion de éstas Y una quinta lfnea [ que no pertenece al haz

entonces, la razén cruzada de las cuatro Mneas es igual a la razén cruzade de los cuatro punios, es decir,
(ilalyly) = (P Py P3 Py).

Figura 1-9: Teorema de Pappus (I Iy I3 L)=(A PR P FR).

28




Demostracion

La razén cruzada de los puntos estd dada por

PP PR
BB BP

(PP P Fy) =

Fijémonos en los tridngulos & PP P, A PP,P;, A PPy Py y & PPy P,. §i toramos como base de

cada tridngulo al lado que se encuentra sobre la linea [, entonces, cada cociente puede interpretarse como

drea A PP P; 4rea A PP P,
drea A PPy Py " drea A PP Py

(P Py P Py) =

reescribiendoe el drea de cada tridngulo

_Pﬁglsenéhla _ |m| |P_R4| sen £1,14
PPs|sen diyly : IP—le | PPy|sen £ialy

(Pl P2P3P4)=-||___I

simplificando la expresién, obtenemos

_ sendlly sendlyly
(PR PR) = sen £lgl;  sen Llgly

= (1l ly)

1.7 Proyectividad lineal

Tratemos ahora de ampliar el concepto de proyectividad puntual a haces de lineas. Con este
objetivo, consideremos dos haces de lineas con vértices O y O, respectivamente y una linea [ que no
pertenezca a ninguno de los dos haces. Si establecemos una proyectividad entre los puntos de ia linea {,
donde al punto P le corresponda el punto P’ entonces, podemos basarnos en esta relacién y definir la

transformacién del haz con vértice O en el haz con vértice O’, mediante la siguiente asociacién:

A la linea que une los puntos O y P, le hacemos corresponder la linea del haz con vértice O/, que

pasa por el punto P’ (vea la figura 1-10).

De la definicién y del Teorema de Pappus, es evidente, que la razén cruzada es invariante bajo la

provectividad de haces.

Procedamos shora a encontrar una expresién algebraica para la proyectividad entre haces de l{neas.
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Figura 1-10: Proyectividad entre haces de lineas OP — O'FP’ si P — P’

Si el haz con vértice O, est4 generado por las lfneas {; y I, entonces, su ecuacién la podemos expresar

en la forma
i ~klag =0

por otro lado, si {] y {5 son las lfneas que generan el haz con vértice en O’ entonces, su ecuacién se puede
1Y 42 q P

escribir en la forma
l; -kl =0

Fijémonos en cuatro lineas del haz con vértice en O: m;, mg, ma y m, con pardmetros ki, ko, k3 y
A

k respectivamente y en sus lineas correspondientes mf, mj, mj y m’, del haz en O’ cuyos paridmetros
los denotaremos por ki, k3, k3, k', respectivamente. Como la proyectividad preserva la razén cruzada,

se cumple la siguiente relacidén

ki—ks ka—ks K -k kb—K
ki—k ka—k K-k K~k

la que da lugar a una expresién bilineal de la forma

akk' + Bk + vk +8=0
obtenemos asf, que una proyectividad entre haces de lfneas est4 dada por una relacién bilineal,

Como la razén cruzada de cuatro lineas se preserva bajo proyectividad, podemos transferir los resul-

tados de la proyectividad hiperbélica, eliptica y parabdlica a lo proyectividad en un haz de lineas.
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1.8 Cuadrilatero Completo y Cuadriangulo Completo

A la figura formada por cuatro lineas independientes {3, Ip, {a y I4 junto con sus respectivos puntos
de interseccién Py =l Nz, P13 = L) N3, Py = 11 Nly,..., Py = lg Nl le llamaremos cuadrildtero
completo. A las lineas, les llamaremos lados, mientras que a sus puntos de interseccién les llamaremos

vértices; éstos, pueden agruparse por pares“opuestos”: Pie, Psq; P13, Pis; Pla, Pa3 v, a las lfneas que

los unen dy = PiaPa4, do = Py3Fys, d3 = P14 P; les llamaremos diagonales, las que forman el llamado

tridngulo diagonal (vea la figura 1-11).

Figura 1-11: Cuadrildtero Completo

Teorema 1.8.11 Los lados que determinan un vértice son conjugados arménicos con respecto o las

lfneas que conectan a dicho vértice con los vértices del tridngulo diagonal.

Demostracién
Sean I} = 0, I3 =0, I3 = 0 y Iy = 0 las ecuaciones de los lados del cuadrildtero y Pig, P13, Pia,. ..
Py4 sus vértices. Para la demostracion, consideremos el vértice Pj y las ecuaciones de los lados que lo
definen {; = 0 y l3 = 0 de acuerdo con el teorema, debemos mostrar que la linea que une el punto P
con el punto de interseccién de las diagonales d; y d3 (la diagonal dy) y la lfnea que pasa por Pis y el
punto @ = dz N d3, son conjugadas armoénicas con respecto a las lineas Iy y Iy, vea la figura (1-12).
Por definicién, las lfneas que determinan los lados del cueadrildtero son independientes, entonces, de

acuerdo a la ecuacién (1.5.32), podemos elegir sus ecuaciones de tal forma que I} + {3 + 13 +1s = 0 o bien

h+lg=—(la+ 1)

escrita de esta forma, observamos que las ecuaciones lj + {3 = 0 y la + I3 = 0 representan a la misma

lfnea; de la primera ecuacién, deducimos que ésta pasa por el punto Pjq y, de la segunda, que ésta misma
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Flgura. 1-12; (I] 12 d1 P}gQ' =-1

pasa por P34, por tanto, la linea debe de coincidir con la diagonal d;.
Andlogamente, se puede hacer ver que la ecuacién de la diagonal dy, est4 dada por [; +13 =0 o por
la+1s = 0y, que la ecuacién de la diagonal dj se puede representar por l; +{; = 0 o bien, porla+13 =0.

Ahora, la ecuacién de la linea I} — I3 = 0 (conjugada arménica de d;), la podemos expresar como

Lh—-lp= (11 +13) - (12+l3)

escrita asf, vemos, por el lado izquierdo de la igualdad, que la lfnea pasa por el punto Pjs v, de acuerdo
al lado derecho, tenemos que ésta también pasa por el punto de interseccién de las lfneas 1, + 13 = 0 v
la + I3 = 0, que son precisamente las ecuaciones de las diagonales dy y d3, respectivamente, por tanto,
hemos mostrado que la conjugada arménica de la diagonal d;, con respecto a i; y I3, es la linea que une

al vértice Pys con el punto Q. u

Definamos ahora una figura anéloga al cuadrilétero completo.

Un cuadrdngulo completo estd formado por cuatro puntos Py, Py, Ps, By ¥ por las seis lineas
que los unen, a las que lamaremos lados. Los lados son agrupados por pares “opuestos”, los que se
intersectan en tres puntos llamados diagonales. Si denotamos por lya, l13, ... l34 a los lados entonces,

los puntos diagonales son P = 12 Niay, @ = l13Nige, R=1l14 Ny (figura 1-13).
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Figura 1-13: Cuadrangulo Completo

Teorema 1.8.12 En cada lado de un cuadrdngulo completo, los dos vértices son armdnicos con respecto

a los puntos de interseccidn de dicho lado con los lados del tridngulo diagonal.

Demostracién

Sean Py, P», P3, Py los vértices del cuadrdngulo; lys, 13, ... {34 sus lados y P, @ v R a los vértices
del tridngulo diagonal.

Sin perdida de generalidad, elijamos el lado del cuadrdnguio definide por los puntos P, y Py, El
punto de interseccién del lado l;3 y el lado PQ) del tridngulo diagonal, es precisamente el punto Q. Sea
N el punto de interseccién de {13 y la lfnea que une a los puntos P y R (figura 1-14) entonces, debemos

demostrar que los puntos @ y N son conjugados arménicos con respecto a los puntos P, y P,

Figura 1-14:

Denotemos por 5 al punto de interseccién de la linea lo4 y el lado PR del tridngulo diagonal, fijémonos

en el haz de lfneas con centro en P, y proyectemos los puntos Py, Py, @ y N, de la linea {3, sobre la
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linea que une a los puntos P y N, estos puntos son: P, R, § y N; por el teorema de Pappus se sigue

(PAPRQN)=(PRSN)=p (1.8.34)

Al proyectar los puntos P, R, § y N sobre la linea [;3, usando el haz con vértice en Py, se obtienen

los puntos Fs, P4 @ vy N; aplicando nuevamente el teorema de Pappus

(PRSN)=(P; P, QN) (1.8.35)

Ahora bien, por un lado tenemos que si (P, P;s @ N) = p entonces, (Ps P, Q N) = }%, pero, de
las ecuaciones (1.8.34) y (1.8.35) se sigue que i = %, esto implica que g = +£1, pero & = 1, no es una
solucién, por lo que g = —1 asi que, (P} P;3 @ N} = —1; es decir, los puntos @ y N son conjugados

armonicos con respecto a los puntos P, y Pj. B

1.9 Notas y Referencias

El material que se presenta en este capftulo se consulté bdsicamente de los primeros dos capftulos
del libro Dirk J. Struik [4].

Los conceptos de razén simple y proyectividad puntual también se pueden consultar en el segundo
capftulo del libro Maravall [13].
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Capitulo 2

Coénicas

2.1 Introduccién

Debido a que las cénicas juegan un papel principal en este trabajo, este capftulo es central. En él,
revisamos los resultados bésicos relacionados con la teoria de cénicas. Algunos de los teoremas clésicos,
los demostramos usando el método simbélico; uno de ellos es el Teorema de Pascal, el cual nos permite
construir puntos de una cénica. Al final, hacemos énfasis en la representacién de una cénica lineal y en

la dualidad existente entre ésta y la cénica puntual.

2.2 Coébnica Puntual

Definicién 2.2.13 Al conjunto C, de puntos que salisfacen una ecuacidn cuadrdtica lo llamaremos

conica puntual.

C= { (z,y) € R? |a:z:2+2h:ry+by2+2ga:+2fy+c=0 } (2.2.1)

2.2.1 Cobnicas degeneradas

Diremos que una cénica es degenerada, si la ecuacién {2.2.1) se puede factorizar, en tal caso,

existen dos posibilidades

1. Los factores ; y I; son diferentes: [1lp = 0,

2. Los factores coinciden : 2 = 0;

donde I; =0, con i = 1, 2, es la ecuacién de una linea.
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De manera que una cénica es degenerada, si el lugar geométrico que representa es un par de rectas

4 una recta doble.

2.2.2 Rectas Notables Relacionadas con una Cénica Puntual.

Empecemos por introducir una notacién que ser4 de utilidad al plantear y demostrar algunos resul-
tados relacionados con las cénicas.

Si la ecuacién de la cénica estd dada por

C =az® + 2hay + by + 292 + 2fy +c= 0

reescribdmosla en la forma

C=axz+h(zytyz)+byy+glz+z)+ fly+y)+c=0 (2.2.2)

y denotemos por C) a la ecuacién que resulta al agregar de manera alternada, el subindice 1 a las variables
en C y, que significa substituir las variables z y y por las coordenadas del punto P = (z;,11).

C1 = azzy + h(zys +yz) +byn +glz + ) + fly+p) +¢e=0 (2.2.3)

€y, asf definida, resulta ser la ecuacién de una linea ¥y, nos referiremos a ella como la linea asociada al
punto P, = (z;, 1) ¥ a la cénica C.
Los nimeros C;3 y Cy; se obtienen, al agregar el subfndice 2 6 1 respectivamente, a las variables que

restan en C; y significa substituir las coordenadas del punto P; 6 Py, de manera que

Ciz = azomy + h(zay1 + po1) + by + glza + 1) + flye + 1) + ¢ (2.2.4)

Cn=anz + Aoy + o) + by +o(z + 1) + fly + 1) +¢ (2.2.5)

8i C3 y C1, se definen de manera similar a C; y Cyo entonces, es facil verificar que C;3 = Cp; y, por

tanto, ésta se obtiene al hacer z=z3 y y=ys enC;, o bienz = z, Yy¥y=1 enCs.

La utilidad de esta notacién la podemos observar en los siguientes resultados

Para una cénica € dada por la ecuacién (2.2.1), se tiene las propiedades:
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1.- La cuerda con puntos extremos Py(z}, ¥1) ¥ Po{za, y2) (figura 2-1) tiene por ecuacién

C1+C=C1p (2.2.6)

Figura 2-1: Cuerda con puntos extremos P y Pa.

2.- La ecuacién de la cuerda con punto medio Py (figura 2-2), estd dada por

C1=Cn (2.2.7)

« ;C=Cy

Figurs 2-2: Ecuacién de la cuerda con punto medio .
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3.- La tangente a la cénica en el punto P (figura 2-3) tiene por ecuacién

=0 (2.2.8)

Figura 2-3: Ecuacién de la tangente en Fj.

4.- La cuerda que une los puntos de contacto de la cénica con las tangentes desde el punto P

(figura 2-4) tiene por ecuacién

Cl =0 (229)

P3

©=0

Figura 2-4: Cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes desde P;.

38




5.- El lugar geométrico que describe el punto de interseccion Py = (z4,y4) de los tangenies en los

ertremos, Py = (x2,y2) ¥ Pa = {(x3,¥3), de una cuerda variable que pasa por el punio fijo P
{figura 2-5), es la ltnea

=0

o la que llamaremos polar del punto P, con respecto a C y, al punto Py le llamaremos el polo de

la ltnea con respecto a C.

Figura 2-5: Ecuacién de la polar de Fy.

Demostracién

1. Sean { ¥ m dos lineas con P, € ! y P; € m; entonces, la ecuacién de cualquier otra linea que no

pase por el punto P = [ Nm la podemos escribir en la forma (vea la seccién 1.5).
kil +kom+1=0
De modo que si los puntos Py, P> v P no son colineales, entonces es posible determinar los valores

de k) y ko, de tal forma que la Ifnea pase por los puntos P, y P». Notemos que las lfneas I =C; =0

y m = (3 = 0, satisfacen esta condicién, por tanto, podemos escribir la ecuacién de la cuerda P, P

en la forma

kiCy 4+ koCa+1=0 (2.2.10)

como ésta pasa por P

EiCit +kalor +1=0
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y por P,

EiCia + k2Co2 +1 = 0.

Dado que P, y P, son puntos de la cénica, Cyy = Cop = 0 entonces, el sistema se reduce a

koo +1=0
kiCiz+1=90
despejando, obtenemos k; = kg = —1/C;2; al substituirlos en la ecuacién (2.2.10) y multiplicar por

—Ci2, se llega a la ecuacién C) + Cy = Ciy, siendo ésta la ecuacién de la cuerda que tiene puntos

extremos P y Pa.

. Si los puntos extremos de la cuerda requerida son: P, y P;; por el resultado anterior, su ecuacién

es de la forma

Ca+Cy =Cys (2.2.11)

y su punto medio: P, estd dado por 2P, = P, + P3. Se sigue que C; + (3 = 20, por tanto, la

ecuacién de la cuerda toma la forma

2C1 = (a3.

Para determinar el valor de la constante Cp3, usemos el hecho de que la cuerda pasa por el punto
Py, por tanto, 2Cy; = Cz3, de esta forma obtenemos la ecuacién de la cuerda cuyo punto medio es

Py en la forma

Ci=0Cn
- La tangente a la conica en el punto Py, la podemos ver como una cuerda cuyos puntos extremos

coinciden con P entornces, su ecuacién se obtiene al reemplazar el subfndice 2 por 1 en la ecuacién

(2.2.6). Esta substitucién nos da la ecuacién de la tangente en la forma

20, =Cy
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pero como P; es un punto de la cénica, C1; = 0 y, la ecuacién se transforma en C; = 0.

Para reescribir la ecuacién de la tangente, reagrupamos los términos en = y en ¥, dividimos por el

término independiente { gz, + fy; + ¢). De esta forma se llega a la expresién

c1=(ﬂi"_’£1j‘_2)m+(f‘il_;"_by_l+_f

+1=0 2.2.12
g1+ fyn+c g%y +fy1+C)y ( )

4. Las ecuaciones de las tangentes a la cénica en los puntos Py y P;, estdn dadas por C; =0y Ca =0

respectivamente. Ahora bien, como P; es su punto de interseccién entonces

Cy1=Cip=0
Ca1 =Ci3=0.

Interpretando estas igualdades, tenemos que la recta C; = 0 pasa por los puntos P y P3. Por lo

tanto, ésta es precisamente la ecuacién de la cuerda P P,

5. Sea ! una cuerda de C que pasa por P, y tiene puntos extremos P, y Ps.

Si P, es el punto de interseccién de las tangentes a C en P» y Py entonces, la ecuacién de [ es
C4 = 0. Dado que ! pasa por Py, Cyy = C14 = 0, indicdndonos que el punto P, es un punto de

la recta £; = 0 y, como esto no depende de la eleccién de !, podemos deducir que C; = 0 es la

ecuacién de la polar del punto P;.

[
Corolario 2.2.14 Si la polar de P, con respecto a C pasa por el punto Py entonces, la polar de Py pasa
por Pp.
Demostracién

La polar de P, tiene por ecuacién C; = 0, como P, es un punto de esta linea, se tiene que Cy2 = 0,

o bien, €31 = 0, lo que indica que el punto Py pertenece a la recta C; = 0, es decir, la polar de P, pasa

por el punto P, n
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Corolario 2.2.15 Si el polo de la lfnea L' con respecto a C es un punto de L” entonces, el polo de L"

es un punto de L.

Demostracién
Sean P, y P los polos de L' y L respectivamente entonces, L' = Cy =0y L” = (3 = 0. Como P,

es un punto de L” se tiene que Ca; = 0, o equivalentemente, Ci2 = 0, lo cual indica que el punto P; (el

polo de L") es un punto de L'. N

Corolario 2.2.16 Las polares de los puntos de una lfnea | concurren en el polo de I, y los polos de las

lineas del haz con vértice P son puntos de la polar de P (figura 2-6).

polarde P - ]

polards @

Figura 2-6: Relacidn entre polo y polar: las polares de los puntos de | pasan por P (polo de l).

Demostracién

Sea P el polo { y Q un punto de ésta; entonces, por el corolario 2.2.14, la polar de @Q pasa por el

punto P. Como @ es un punto arbitrario de I, se deduce que la polar de un punto de !, pasa por el polo
de [.

Sea !’ una linea del haz con centro en P. Como !’ es una lfnea que pasa por el polo de !, entonces,

aplicando el corolario 2.2.15, tenemos que el polo de I’ es un punto de [, es decir, el polo de cualquier

linea que pase por P es un punto que pertenece a la polar de P. u

Corolario 2.2.17 Sea !l la polar del punto Py con respecto a C y m una cuerda que pasa por el punto
Py, con puntos extremos Py y P53 . Si Py es el punto de interseccion de | y la cuerda P, Py entonces, los

runtos Po y P son conjugados ermonicos con respecto a los puntos Py y Py {figura 2-7), es decir,

PP BR
PP P P

Demostracion
. - = _—t —_ -
51 A es la razén en la que el punto P; divide al segmento Po P, entonces PPy = AP, P, o bien,

MPy — P3) = P, — P,, de aquli, es fécil ver que la ecuacién de la polar de Py se puede reescribir como
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Figura 2-7:

(A= 1)C; = M3 ~ C2 = 0. Usando esta ecuacién, podemos obtener la razén A, en la que el punto P,

divide al segmento P, P; de la siguiente manera (vea el siguiente lema).

(AC3 — Ca) (Py)

Y= BG-GB
_ A3z —Ca
" ACaz~Ca
= -A

por tanto (P, P3 Py Py) = 1. B

Lema 2.2.18 Si P, y P; son dos punlos gue estdn separados por una linea L =lz+my+n=0, y el
punto de inferseccidn del segmento Py Py yL es Ps, entonces la razén X en la que P divide al segmenio

P\ Py, esté dada por

_ L(A)

Y=y

Demostracién

Sabemos que A = %, de donde se sigue que

_ P —\PR
Po=—=—=

evaluando a L en Py

E(P3)=1(I11+)i\z2) +m(2‘—:-’i’£) +n=0
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después de multiplicar por 1 — A y factorizar A

Iy +my; +n— A(lzea +mys +n) =0

finalmente al despejar a A, se llega a la expresién deseada

_ L(R)
- L(R)

2.2.3 Cénica puntual vista como una proyectividad entre dos haces de Iineas

Consideremos dos haces de lineas con vértices en 4 y B respectivamente, cuyas ecuaciones estdn

dadas por

- Ma=0 (2.2.13)

ia - ‘ulq =0 (2214)
donde {; = Ajxz + Byy + C; = 0.
Una proyectividad entre el haz con centro en A y el haz con centro en B, est4 dada por la relacién
al+bA+cu+d=10 (2.2.15)
Para obtener el lugar geométrico del punto de interseccién de las lneas correspondientes, eliminamos
a Ay p de las ecuaciones (2.2.13) , (2.2.14) y (2.2.15), obteniendo asf, la ecuacién cuadritica.
allf3 + blll,; + Clzlg + d12l4 =0 (2216)

Por lo tanto, el lugar geométrico que describen los puntos de interseccién de las lineas correspondientes

de dos haces en proyectividad, es una cénica puntual (figura 2-8).

2.3 Familia de Cénicas

En la seccién 1.5 vimos que una combinacién lineal de dos rectas no paralelas [; ¥ la, representa
una linea que pasa por el punto P ={; Nlz. De la misma forma, si C = 0 y €’ = 0 son las ecuaciones de

dos cénicas entonces, la combinacién lineal
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kyC + koC' =0 (2.3.17)

representa, para cada par de valores {k;, k2), una cénica que pasa por los puntos de interseccién de C y
c'.

El teorema de Bezout nos indica cudl es el niimero maximo de puntos de interseccién de dos curvas
planas, para una demostracién de este teorema vea [9]. Si las curvas a las que nos referimos son cénicas,
éstas tienen a lo m4s cuatro puntos diferentes en comiin.

Supongamos que A, B, C y D son los puntos de interseccién de € y C'. A continuacién enunciamos

los diferentes casos que se pueden obtener

A
by
G‘I b3
2 a
B 3
a2

Figura 2-8: Dos haces de lineas en proyectividad definen una cénica puntual.
1

1. Todos los puntos son diferentes (figura 2-13). l|

Figura 2-13: Cénicas que se intersectan en cuatro puntos diferentes.

2. Los puntos A, B coinciden, mientras que C, D son diferentes entre s{ y diferentes de 4. En este

caso, se dice que las cénicas tienen un punto de contacto simple (figura 2-14).
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Figura 2-14: Cénicas con un punto de contacto en A.

3. Los puntos A, B coinciden y C, D, también coinciden. Se dice entonces que las cénicas tienen dos

puntos de contacto (figura 2-15).

AD

Figura 2-15: Cénicas con dos puntos de contacto simple en A y B.

4. Los puntos A, B, C coinciden, D es cualquier otro puntoe diferente de A. Las cénicas tienen un

punto triple de contacto en A (figura 2-16).

Figura 2-16: Coénicas con un punto triple de contacto en A.

5. Los cuatro puntos coinciden. En este caso, se dice que las cdnicas tienen un punto cuddruple de

contacto en A (figura 2-17 ).

46




ABCD

Figura 2-17: Cénicas con un punto cuddruple de contacto en A.

Al igual que en el caso de la familia de rectas, la ecuacién de la familia de cénicas, se puede expresar
usando un pardmetro; esto se logra al dividir la ecuacién (2.3.17) por k, v renombrar al cociente ky/k;

como —k. Asi, la ecuacién de la familia de cénicas la podemos llevar a la forma

C=kC' (2.3.18)

2.3.1 Casos Especiales

A continuacién mostramos las posibles configuraciones que podemos obtener cuando en la ecuacién

{2.3.18) una o ambas cénicas son degeneradas.

1. La ecuacién C = ki;lz, es una cénica que pasa por los puntos de interseccién de las lineas §, Is ¥

la cénica C (figura 2-18).

Figura 2-18: Una combinacién lineal de la eénica C y la cénica Ly = 0.
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2. Al hacer tender la recta I; a Iy, las cuerdas de la cénica € = 0, definidas por los puntos de
interseccién de {y,i3 y C, tienden a ser rectas tangentes, por lo tanto, al elegir Iz = {;, los puntos

de interseccién de C y Iy, se convierten en puntos de contacto de C = k2 y C (figura 2-19).
1

~C
Figura 2-19: Las Cénicas € = ki? y C tienen dos puntos de contacto.

3. Si l; es una recta tangente a la cénica C, entonces las cénicas C = kil y C tienen un punto de

contacto, que coincide con el punto de tangencia de I; y C (figura 2-20).

Figura 2-20: C = kljly y C = 0 tienen un punto de contacto simple en el punto de tangencia de [; y
C=0.
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4. Sea t una tangente a C, y [ una segunda recta que pasa por el punto de contacto de ¢ y C entonces,

las cénicas C = kit y C, tienen un punto triple de contacto, que coincide con el punto de interseccién
de !y ¢ (figura 2-21).

7

Figura 2-21: C = klt y C = 0 tienen un punto triple de contacto que coincide con el punto de tangencia
dety(.

5. Sit es una tangente a C entonces, las cénicas C = kt? y C, tienen un punto cuddruple de contacto,

que coincide con el punto de tangencia de ¢t y € = 0 {figura 2-22).

Figura 2-22: Las cénicas C = kt? y C = 0 tienen un punto cuddruple de contacto.
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6. Sea C una cénica degenerada, es decir, si es de la forma C = I3l entonces, la cénica que tiene por

ecuacién C = klilz, pasa por los puntos de interseccién de las lneas y, o, i3 y I4 (figura 2-23).

Iy

Figura 2-23: Cénica generada por un par de cénicas degeneradas.

7. Si en el caso anterior, hacemos coincidir la recta I} con la recta Iy entonces la cénica dada por
ecuacién I? = klsl, es una cénica tangente a las lineas 14, I, en los puntos de interseccién de { con

la, I4 (vea la figura 2-24).

-
—
b

Figura 2-24:
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2.3.2 Familia de cénicas a través de cuatro puntos

Hemos visto que dadas cuatro lineas independientes l, I, I3 ¥ L, la ecuacién i)l = kl3ly, corres-
ponde a la familia de cénicas que pasan por sus puntos de interseccién Pj3 = Iy N3, Pia = {1 Ny,
Pz = 3N 13 y Py = laNl;. Ahora tratemos de resolver el problema inverso, es decir, si Py, P, P,
P4 son cuatro puntos diferentes, ;cémo determinamos la familia de conicas que tienen en comiin a estos
puntos?.

El resultado anterior nos sugiere construir cuatro lineas, de manera que sus puntos de interseccién
coincidan con los puntos dados (figura 2-25). De esta forma, sea !z la lfnea que une los puntos Py, P,
l34 la lfnea que une el punto Py con Py, lp4 la lfnea que une a P; con Py y lj3 la linea que une a los

puntos Py, P,

Figura 2-25: Construccién de la familia de cénicas que pasan por P;, P, P; y P, usando cénicas
degeneradas.

entonces la ecuacién

li2l3a = klgalya

es precisamente la ecuacién de la familia de cénicas que tienen en comiin los puntos Py, P, P3 y Fy.

Lema 2.3.19 Sean Py y P, dos punios distintos de una cénica no degenerada C; Py, Py, Ps y P otros

cuatre puntos diferentes de C entonces (g Lig L5 Lig) = (l23 loa 25 ).

Demostracién
El haz con vértice en P, lo podemos generar usando como base a las lineas ;3 v {14 asi, su ecuacién

es de la forma X l13+ fAlis = 0 ; andlogamente, la ecuacién del haz con vértice en F% la podemos expresar
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en términos de las lineas a3 y a4 en la forma A'ly3 + 'l = 0. Como ly5 es una linea del haz en By

I35 pertenece al haz con vértice en Py, sus ecuaciones las podemos escribir como

lis = lia—Il4=0
lys = l3—1l3=0
o bien
lia(P) = UL4(P) para P € lys

l23(P)

l24(P) para P € lag

Usando las cénicas degeneradas C; = ly3lpq = 0y Ca = lyglpz = 0, podemos obtener la ecuacién de
la familia de c6nicas que pasan por Py, Py, Py y Py; como la cénica C pertenece a esta familia, existen

constantes s y ¢ tales que

C= 3513124 + tt“lga =0

Ahora bien, dado que Ps es un punto de la cénica y de las lineas l;5 y Igs, la expresién para C{Ps) es

de la forma
sh1a(Ps)laa(Ps) + thia(Ps )24 (Ps) = 0
de esta se sigue que s = —t y, por lo tanto, la ecuacién de la cénica la podemos reescribir como
lhialas = glas.

Dado que P5 y Pg son puntos de C

L3 (Ps)laa(Ps)
113(Ps)l24(Ps)

l14(Ps)la3(Ps)
14(Ps)l2a(Fs)

]

recordemos que la razén en la que una linea ! divide a las lineas Iy y I estd dada por (hi)= %E%,

82




donde P es un punto de {. De manera que las igualdades anteriores nos indican que

H

(l13 g L15) (laz lag lps) =1

113(1 6)
( 13 ¥14 16) ( 23 t24 26) 114(-P6)

por lo tanto {I;3 l14 15 Lis) = ({23 loa los l26) B

Corolario 2.3.20 Dados cuatro puntos de una cénica no degenerada Py, Py, Py y Py, podemos definir
la razon cruzade (P, Py Py Py) como la razén de las lneas Is1, Isa, lsa, lsq donde Ps es cualquier otro

punto de la cdénica.

2.4 Teorema de Pascal

Teorema 2.4.21 (Teorema de Pascal) Sean P, Fs los vértices de un hezdgono inscrito en una
cdnica; entonces, los tres puntos, Iy, I, I3 de interseccidn de los tres pares de rectas l1a y las; laz ¥ lsg;
I34 y lg1 son colineales (figure 2-26).

A la linea que pasa por los puntos Iy, I3, I3, se le conoce como linea de Pascal.

Figura 2-26: Teorema de Pascal: 8i Py,..., Ps pertenecen a una cénica entonces Iy, I3 e I3 son colineales.
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Primera demostracién

Figura 2-27:

Denotemos por P; al punto de interseccién de las lfneas lig y iss (vea la figura 2-27) y usemos el
punto P como centro de proyectividad, para proyectar los puntos Py, Py, I3 y Ps, de la linea lg; en la

cénica; aplicando del lema 2.3.19 obtenemos

(Py Py I3 Pg) = (Py Ps P3 Fs)

usemos shora al punto P; como centro y proyectemos los puntos Py, Ps, Py y Ps en la linea lsg de esta

forma obtenemos
(Py Ps P3 Ps) = (Pg Ps I; Ps) donde Py =113 Nligg

fijémonos ahora en la cuarteta de lfneas del haz con vértice en J; que pasan por P, P, I3y Fs, yenla

segunda cuarteta, del mismo haz, determinada por los puntos Py Ps I y Fs, ambas satisfacen la relacién

(I ln7ing he) = (lne s Ui Une)

pero {11 = in,8 ¥ 1,7 = ln5, por lo tanto I, = I, 1,, y con esto queda demostrado el teorema.
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Segunda demostracién
Como la cénica forma parte de la familia de cénicas que comparten los puntos P, P, Py vy F5

(figura 2-28) entonces, existe un valor de A, para el cual la ecuacién de C la podemos escribir como

C= 112145 — Alosliy = 0 (2.4.19)
14
&
l12
P2
PE e . P3
Py
l45

Py

125

Figura 2-28: lj2l4s = 0 y lz2sl14 = O generan la cénica que pasa por Pp,..., FPs.

Ahora, encontremos las ecuaciones de los lados I33, 34, Iss ¥ le1, €n términos de las ecuaciones de las
lfneas L4, {25 ¥ de los lados {12, l2s.
La linea lp3 pertenece al haz con vértice en P»; usando la lfnea lz5 y el lado [} como base entonces,

existe v tal que la ecuacién de la linea lp3 la podemos escribir como:

’7112 - )\£25 =0 (2420)

donde X es el pardmetro que determina a la cénica en la ecuacién (2.4.19).

Si elegimos a l45 ¥ 114 como las lineas que generan el haz con vértice Py entonces la ecuacién del ly3

estd dada por

ls —vha =0
Para hacer ver esto, evaluemos las ecuaciones de la cénica y del lado 33 en Py. Para la linea {33
laa(Pa) = yha(Ps) — Mas(P3) =0

para la cénica
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C(Ps) = Lia(Py)las(Pa) — Mlas{Ps)l1a(P3) =0
De la primera, se sigue que Maz(P3) = vly5(P3) v después de substituir Mzs{Ps)} en C{F3) obtenemos
La(Ps)as(Ps) = vli2(Ps)lia(P3) =0
factorizando 112(Ps)
li2(Ps)(las(Ps) — vha(Ps)) = 0

De esta tltima, tenemos que si 1,3{P;) = 0, llegarfamos a que los puntos P,, P> y P3 son colineales, por

lo que la inica posibilidad es que

lys(P3) — vha(P) =0

Esta expresién nos indica que la linea l45 — vl14 = 0, que pertenece al haz con vértice en Py, pasa

por el punto P;, por tanto, es la ecuacién de la lfnea 43

lag=lgg —vlh4 =0

Siguiendo un razonamiento similar, obtenemos las ecuaciones de los lados Isg v lg;.

Ylgs — Mags =0

i

lsg

il

lgy ha —Yly=0

Con esto, tenemos expresadas las ecuaciones de cada lado del hexdgono. Veamos ahora cémo usarias
para demostrar que los puntos [, Is, e I3 son colineales,

Primero determinemos la ecuacién de la linea que pasa por los puntos [y e I,

Consideremos los haces de lineas con vértice en Iy e [y, respectivamente. Como I; es el punto de
interseccién de los lados l19 y 145 entonces, la ecuacién del haz con vértice I, la podemos expresar en la

forma

adyy — Blys = 0;
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andlogamente, el haz con centro en I lo podemos generar usando las ecuaciones de los lados la3 y Isg,

por lo que su ecuacidn se puede escribir
Gilys — Blss = 0
Ahora bien, como la linea que pasa por I) e I, pertenece a ambos haces,

U1, = abyy — Blis = @lag — Blss = 0.

-~

Veamos cdmo determinar los valores de &, 3, &, f.
Después de substituir las ecuaciones de l33 y los en la ecuacién correspondiente del haz con vértice

en Iz y reordenar términos, se llega a la expresién
Bvlz ~ By'lss + MB - @)las =0
Por lo que la ecuacién de la linea {;, r, debe satisfacer
alyy = Blys = Bylyz — By'las + MB - @)las
la que podemos reescribir en la forma
(@ — y)liz + (BY' = B)las + M@ — B)las = 0.

Para que esta relacién sea vdlida, los coeficientes deben ser cero, esto es porque las lineas Iy, o5, lss
no son concurrentes, de esta condicién, se deduce que ﬁ =aqa=ayyfB= ﬁ"f’ , por tanto, la ecuacién

de la lfnea que une el punto I, con I; estd dada por

Innn=vhe ~9lis =0

Pero ésta misma la podemos reescribir en la forma

l
o

¥tz — Y'l1a) — v (las — l1e)

Yier —=Yla = 0,

por lo que la linea que pasa por I; e I3, también pasa por el punto de interseccién de los lados lg; vy l4a,
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pero este punto es precisamente I3; es decir,los puntos [y, I» e f3 son colineales.

Tercera demostracién
Dados los vértices Py, Pa, Py, Py, Ps y Fs del hexdgono inscrito en la cénica, consideremos a la
familia de cénicas que pasan por los puntos Py, Ps, Ps y Ps, y a la familia de cénicas que pasan por los

puntos Fy, Ps, Py y P;, cuyas ecuaciones se pueden expresar como

il
o

lialss + Mg1las

]
o

lazlss + paqglas

l4s P Isg l3g

Figura 2-29: Configuraciones para describir una familia de cénicas a la que pertenece la cénica que pasa
por los seis puntos dados.

Como la cénica pertenece a ambas familias, entonces, existen valores de A y u, que bajo una norma-

lizacién apropiada se satisface
C = hialse + Me1lzs = loalys + plaglas.
O bien

higlss — lnalss = los(pelas — Mig).

Elsta expresién nos indica que la cénica que tiene por ecuacién {12lsg — l2zlss = 0 es un par de rectas,
donde una de ellas es la linea lo5.

Veamos ahora qué podemos decir de la lfnea cuya ecuacién es

plzg — A1g =0
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Primero observemos que esta linea pasa por el punto de interseccién de lzs y l16, es decir, el punto I3

pertenece a ésta. Para obtener més informacién, fijémonos ahora en la expresién

liolse — l23les = 0

La linea lss, estd determinada por los puntos de interseccién de las rectas ly2,123 ¥ lss,las, por lo
que la segunda linea que forma parte de la cénica degenerada lialse — laslss = 0 (que tiene por ecuacién
plss — Mg = 0) debe pasar por los puntos de interseccién de las lineas 2, las ¥ l23, ls6, pero lia ¥ lss
son dos lados opuestos del hexdgono, por tanto, la lfnea pasa por el punto /3, andlogamente, l23 y s
son otra par de lados opuestos cuyo punto de interseccidn es I, entonces, la linea que tiene por ecuacién

pil3g — Mg = 0 pasa por los puntos I, I e I3 y con esto queda demostrado el teorema. u

2.4.1 Construccién de una cénica a partir de cinco puntos

La graficacién de cénicas es uno de los objetivos del presente trabajo y es en este sentido que el

Teorema de Pascal toma gran importancia para nosotros, ya que fundamenta uno de los métodos cldsicos

para la construccién de cénicas.

Solucidn Geométrica

A continuacién describiremos un algoritmo basado en el Teorema de Pascal que genera puntos de
una cénica dados cinco.
Para facilitar la explicacién usemos la notacién del Teorema, asf, P, P, P3, Fy, Fs son los cinco
puntos dados y nuestro objetivo es obtener un procedimiento que nos permita generar el sexto vértice
del hexdgono.,

La condicién geométrica sobre el hexdgono, estd basada en términos de los pares de lados opuestos

P.F,, P.P;; PP, PsPs v P3P, Pgh), considerando que sélo conocemos cinco vértices, el inico par de
lados que estd determinado es el P, P, P, Ps, cuyo punto de interseccién es I;. Para construir el sexto
punto, tracemos por Ps una lines {que no pase por los otros cuatro puntos), sobre ésta determinaremos
el lado Ps P, de modo que el punto de interseccién de l y P, P; es precisamente I. Tracemos la linea
de Pascal I;1; v determinemos su punto de interseccién con el lado PP, este punto es el I3 (punto de
concurrencia de los lados P3Py, FaP; vy la linea de Pascal), asf, al trazar la lfnea que une /3 con Py e

intersectarla con ! se encuentra el sexto punto Ps = I N T3P, (vea la figura 2-30).
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Figura 2-30: Configuracién del Teorema de Pascal
Algoritmo

1. Localizar el punto de interseccién de los lados PPy PyFs.

2. Trazar una lnea [, que pase por el punto Ps, diferente de PP,1<i<4.

3. Determinar el punto de interseccién I; del lado P55 y la lfnea [.
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Solucién analftica

En la seccién 2.3.2 vimos que la ecuacién

kilialas + kalozhiy =0 (2.4.21)

representa & la familia de cénicas que pasan por los puntos Py, Py, Ps, y P,. Si queremos determinar la

ecuacién de la cénica que ademds pase por el punto Ps, entonces

k1 [h2lad) (Ps) + k2 [laslia) (B5) = O
de esta forma queda determinado el cociente de k; y ky

ki - [aalia] (Ps)
ky flaalss] (Ps)

2.4.2 Caso Especial: Cénica tangente a dos lados de un tridngulo.

Del Teorema de Pascal podemos obtener varios casos especiales que surgen al considerar a los vértices
que definen un lado del hexdgono como iguales, en este caso, en lugar del lado, en la configuracién
aparece una recta tangente junto con su punto de contacto. Ahora bien, si consideramos un segundo
lado y, hacemos coincidir los puntos que lo definen, entonces obtendremos una configuracién en la que
se forma un tridngulo donde dos de sus lados son tangentes a la cénica y el tercero, es la linea que une

les puntos de tangencia.

Solucién geométrica

En la configuracién del Teorema de Pascal, hagamos tender el punto P, al Py, a la vez que hacemos
tender el punto Py al P, asf, las cuerdas P, P, y P, B, cada vez se parecen més a las tangentes a la cénica
en P, y Pj respectivamente; en el lfmite, obtenemos las tangentes y dos puntos dobles, que corresponden
a los puntos de contacto. Interpretando el Teorema de Pascal para este caso, obtenemos el siguiente

resultado

Si Py, Py, Ps, P, son puntos de una cénica C,t; tangente o C en Py, t; tangente a C en B,
entonces Iy, Iz e I3 son colineales donde I, es el punto de interseccidn de la tangente t; y la linea ly3
(f1 = t1 Nlaz), In es el punio de interseccion de la tangente ty y la lnea lyy (I =ty N li4) e I3 es el

punto de interseccidn de las lineas lig y lag.
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Podemos entonces usar este caso para construir puntos sobre una cénica, si conocemos dos tangentes:
t1 y tq, sus respectivos puntos de contacto: Py y P, asf como un tercer punto Pj de la cénica.

Con estos datoes, sélo es posible determinar el punto fy.

Pare determinar otro punto de la linea de Pascal, tracemos por el punto P; una linea [, y sea I; el

punto de interseccién de ésta y la tangente £,
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Después de trazar la lnea de Pascal £, determinamos su punto de interseccién con la linea {12, cste

£,
\‘% A
I Iy |
/
P, /
i

El punto Py (que estamos buscando), coincide con el punto de interseccién de ! y la lfnea que une a

P
)7" N
- 7/
5 I
Pf
s
P, v
v—"'
L
Im N !

punto, es el punto I3.

los puntos P; e I3.

—

Solucién Analftica

Veamos ahora cémo encontramos la ecuacién de la cénica que cumple las condiciones antes men-

cionadas.
En la seccién 2.3.1 se trataron los casos especiales de familias de cénicas y, de acuerdo al caso 7, la

ecuacién de la familia de cénicas que tiene por tangentes a ¢ y £3 en los puntos P, y P respectivamente,

estd dada por

kitits + kol2, =0

ahora bien, la cénica que pase por P;, debe satisfacer la ecuacién
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ky [tite] (Ps) + koldy (P3) =0

de donde podemos elegir

kv = —I3,(Ps)
ky = tito(Ps)

2.5 Cobnica Lineal

Estamos acostumbrados a ver a una curva como un punto que cambia su posicién de manera continua
siguiendo una regla de correspondencia. A tal curva, la llamamos el lugar geométrico de los puntos
que satisfacen la regla (vea la figura 2-31 (a) ), pero, jqué sucede si el objeto geométrico que se esté
moviendo, en lugar de ser un punto es una recta? en ese caso, la lfnea que cambia su posicién de manera
continua obedeciendo una condicién fisica o geométrica, va describiendo una curva, a la que llamaremos

envolvente de la lfnea ( figura 2-31 ( b }).

Figura 2-31: { & } Cénica Puntual ( b ) Cénica Lineal

Imaginemos que se tiene una curva descrita tanto por su lugar geométrico como por su envolvente;
resulta natural preguntarnos cémo obtener la envolvente a partir del lugar geométrico y viceversa.

Una curva vista como el lugar geométrico de un punto en movimiento, tiene por envolvente, a la que
se genera con una linea que une dos posiciones del punto, que tienden a coincidir (figura 2-32 {a)). Por
otro lado, una curva vista como la envolvente de una linea en movimiento, tiene por lugar geométrico

al que se genera con el punto de interseccién de dos lineas de la envolvente que tienden a coincidir
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(figura 2-32 (b}).

(a) (b)

Figura 2-32:

2.5.1 Ecuacién de la Envolvente o Ecuacién tangencial de una Cénica.

Antes de abordar el caso general, veamos cémo obtener la ecuacién de la envolvente de un efrculo

con centro en el origen y radio a.
El lugar geométrico del cfrculo se obtiene al restringir el movimiento de un punto variable de coor-
denadss (z, y), de manera que su distancia al origen sea a; este mismo circulo se puede obtener como la
envolvente que genera una linea variable que se mueve manteniéndose a una distancia a del origen. Si

la linea tiene por ecuacién

l=ax+f8y+1=0

la condicién para que su distancia al origen sea a, la podemos expresar por medio de la siguiente ecuacién

enayf.
02(024'62):1

A esta expresién analftica, que representa a la familia de lfneas tangentes al cfrculo la llamaremos la
ecuacién tangencial o ecuacién de la envolvente del cfrculo 72 + 2 = a2,

Abordemos ahora el caso general. Si la ecuacién de la cénica C estd dada por

az? + 2hzy + by? + 292 + 2fy +c=0

encontremos la ecuacién de la familia de lineas tangentes a C.

Primero reagrupemos los términos cuadraticos, lineales e independientes, para obtener una expresién
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de la forma

C=UP4yu®yd =y

donde U® es una ecuacién homogénea de grado i.

Sea ! una linea cuya ecuacién estd dada por

l=az+By=-1

y veamos cudl es el lugar geomeétrico que describe la ecuacién dada por

U 410D 4 1200 = 0z? 4 2hzy + by® — 2(gz + fy)(azx + By) + claz + By)? = 0.

Notemos que es una ecuacién cuadrética homogénea; por tanto, el lugar geométrico que describe es una
¢bnica que pasa por el origen. Por otro lado, si P} y P, son los puntos de interseccién de ! y € entonces,
éstos también satisfacen la ecuacién, mds ain, todo punto, multiplo de P, o de P,, es un punto de la
cénica, estas condiciones nos indican, que la cénica es degenerada y, que est4 formada por la recta que
pasa por el origen y el punto Py ({;) y por la linea I3 que pasa por el origen y P;.

Reagrupando los términos, se llega a una expresién de la forma

Az? + 2Bxy +Cy? =0

donde

A = a-2ga+ca’
= h-gf~ fa+caf
C = b—2ff+cf

Queremos obtener la condicién de tangencia para la recta I; esto equivale a que la cénica degenerada
dada por la ecuacién anterior, represente una recta doble { I; = I3), en términos del discriminante

B? = AC, es decir

(h— g8 — fo+ caf)’ = (a—29a+ ca®) (b~ 2/ + o)

Después de desarrollar cada producto y reagrupar términos llegamos a la expresién
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> = Ao +2Hof + BB® +2Ga+2FB+C =0 (2.5.22)

donde

A=bc~f2 H=fg—ch F=gh-af
B=ca-g*° G=hf-bg C=ab—h?

de esta manera, hemos visto que la linea ! = az + By + 1 = 0 es tangente a la cénica C si y sélosi a y 8

satisfacen una ecuacién cuadrética.

Observemos que si l =0 es la ecuacidn de una linea que no pasa por el origen, ésta siempre se puede
llevar a la forma | = ax + By +1 = 0 y, por tanto, puede identificarse con los valores de a y . Por

ello, convendremos en llamarles las coordenadas de la linea l.

En la seccién previa, definimos a una cénica puntual como aquel conjunto de puntos (z, y) que
satisfacen una ecuacién cuadratica y, acabamos de ver que la envolvente de una cénica es el conjunto de
lineas (o, B) que satisfacen una ecuacién cuadratica, por tanto, toda ecuacién cuadrética, la podemos
considerar como el lugar geométrico de los puntos (z, ¥) que la satisfacen y definirla como la ecuacién
puntual de una cénica, o bien, puede verse como la ecuacién de la envolvente de las lineas determinadas

por las variables «, 5 y definirse como la ecuacién tangencial de una cénica.

Teorema 2.5.22 Seal=az + fy+1 =0 una inea de lo envolvente de una cdnice cuya ecuacion estd

dada por

C=az® +2hay + by + 29z + 2fy+c=0

Es decir, st o, B satisfacen la ecuacidn

> = Ao+ 2Haf+ B +2Ga+2FF+C=0

donde

A=bc—-f? H=fg—-ch F=gh—af
B=ca—g? G=hf—-bg C=ab—-h?

entonces, el punto de tangencia de [ estd dade por
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(2.5.23)

(Aa+Hﬁ+G Ha+ BB+ F
Ga+FB+C' Ga+FB+C

Demostracién

Si el punto de tangencia de { es Pj(z;,7;) entonces su ecuacién también se puede escribir como I

={; =0, y al reagrupar los términos en z, y

l=zzXy+yYi+ 2, =0

donde

Xy = ari+hyn+g
Yi = hoy+bpn+ f
21 = gri+fuyi+e

Por tanto, estos términos deben ser proporcionales a o y 3, es decir

Xy oz
e "B 1 (2.5.24)
Es facil verificar que
rXi+mh+s2, =2Z1; con r, m, § constantes (2.5.25)

ra+mpB+s

Aplicando este resultado a (2.5.24), conr = A, m= H y s = G , cbtenemos

Alazy + hyy + ) + H(hay + by + f) + Glozs + fys + ¢
Ao+ HE+ G

después de reagrupar términos en z y en y

t1{aA+hH + gG) +y1(hRA+bH + fG) + gA+ fH + cG
Ao+ HB+G

Ahora como

hA+bH+ fG=gA+ fH+c¢G=0

este cociente se reduce a
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.‘B]A
Ao+ HB+ G

donde

A =gA+hH + G

Anélogamente, podemos obtener

:ElA y1A A

Ao+ HB+G Ha+BA+F Ga+FB+C

de esta itltima igualdad, se sigue que las coordenadas del punto (21, 1), estdn dadas por

(Erp1) = Aa+HB+G Ha+BB+ F
WY =\ Ga+PB+C ' Ga+ FA+C

Tomando en cuenta este resultado junto con el de las coordenadas de la recta tangente a la cénica,
observamos que existe cierta dualidad entre la cénica puntual y la lineal.

Las coordenadas de la recta tangente a la cénica puntual C que tiene por punto de contacto a (z1,71)

son

(o, ) = (ﬂ$1+hy1+g h-’51+by1+f)
' gr1+ fyn+c'gni+ fyn +e

mientras que las coordenadas del punto de contacto de la lfnea (o, 3) de la envolvente 3" (Cénica lineal)

son

(21, v1) = (Aa+Hﬁ+G Ha+B,6+F)

Ga+FB+C' Ga+FA+C

Interpretando ambos resultados, tenemos que, cuando un punto (z, ) se mueve bajo la condicién
C = 0, existe una tnica linea de coordenadas (o, §), que es tangente a la cénica, es decir, satisface la
ecuacién 3 = 0. Por tanto, conforme el punto se va moviendo y, describe el lugar geométrico, la linea
correspondiente (o, ) va describiendo la envolvente de la cénica.

Andlogamente, si ahora consideramos una linea (@, 8) que se mueve de acuerdo a la condicién 3. =0,

existe un unico punto (z, y) de la linea, tal que satisface la ecuacién C = 0. Al moverse la lfnea e ir
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trazando la envolvente, su punto de tangencia va trazando el lugar geométrico de la cénica.

Con base en lo anterior, podemos pensar ahora a un punto como un haz de rectas y, entonces, hablar

de la ecuacién de un punto (zo, ys) como

azg+Bye+1=0, o, 3 variables

de esta forma, podemos establecer los resultados andlogos a los de las rectas notables de una cénica

puntual.

2.5.2 Puntos notables de una cénica lineal

A continuacién listamos los resultados relacionados con los puntos notables de una cénica lineal.

Sea ¥, = 0 la ecuacién de una cénica lineal. Entonces:

1.- La ecuacién de la cuerda de lacénicaC =0 1'.- La ecuacién lineal del punto de intersec-
que pasa por los puntos Py(x1,91) v Pa(%2,y2) cién de las tangentes (a1, 5,) ¥y (a2,8;) de la
es cénica lineal 3 = 0 estd dada por

C14+Cp=Cyp D1+ 5y =%,

b
2+ Z=3y
(2. 4)

(0. 82)

Figura 2-33 Figura 2-34
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2.- La tangente a C = 0 en el punto P; tiene 2'.- El punto de tangencia o de contacto de

por ecuacidén: €y = 0 Y. = 0 y la tangente (a;,0,) tiene por
ecuacién: I, =0
Py 1= 0
¢ G
Figura 2-35 Figura 2-36

3.- La cuerda que une a los puntos de tangen- 3'.- El punto de interseccién de las tangentes

cia de las lineas tangentes a C = 0 que pasan a Y. = 0, en los puntos finales de la cuerda

por P tienen por ecuacién: C; = (. {1, B,) tiene por ecuacién: &, = 0.
P2
P3
Cy=0
Figura 2-37 Figura 2-38
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4.- La ecuacién de la polar de P; con respecto 4’ El polo con respecto a 3, = 0 de la lfnea

aC=0es: ;=0 (a1, 8,) tiene por ecuacién: L; = 0.

polarde Py

w. polo de
(e, B

Figura 2-39 Figura 2-40

2.5.3 Teorema de Brianchon

Asf como el teorema de Pascal nos permite construir geométricamente puntos sobre una cénica, el

teorema de Brianchon nos da una forma de construir lineas de la envolvente de una cénica.

Teorema 2.5.23 (Brianchon) Un hexdgono circunscribe a una cdnica si las lfneas que unen los vér-

tices opuestos son concurrentes (figura 2-41).

Figura 2-41: Teorema de Brianchon
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Demostracidn

Si denotamos por {3, I3,...,ls a los lados del hexdgono, y por F; i = LNl entonces, debemos

demostrar que las lineas P2 Pys, P3Psg y PasPs; son concurrentes.

Sean P, B, ... P los respectivos puntos de tangencia de {1, ly,...,ls (vea la figura 2-42). Entonces
por el Teorema de Pascal, los puntos [y = l1a Nigs, Jo = loz Nisg e I3 = l34 Mgy son colineales, y por el
corolario 2.2.16, las polares de los puntos I; I, e I3 son concurrentes.

Por tanto, basta checar que las polares de estos puntos son precisamente los lados que unen vértices

opuestos.

Figura 2-42: Configuracién de los Teoremas de Pascal y Brianchon.

Ahora bien, dado que 12, I35 son las polares de los puntos Pja, Py5 respectivamente, y tomando en
cuenta que su punto de interseccién es I; entonces, por el corolario 2.2.14, la polar de J; pasa por los
vértices opuestos P1z y Py3. Andlogamente las polares de Po3 y Psg, son las v Isg las cuales se intersecan
en [, por tanto, la polar de I3 une los vértices opuestos Po3 y Psg, ¥ la polar de I3 es la linea que une

a los vértices opuestos P34 y Ps1, de donde las lineas que unen vértices opuestos son concurrentes. n
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2.6 Notas y Referencias

Observaciones

1. En los resultados que hemos visto sobre la cénica puntual, se ha descartado a todas las lfneas que

pasan por el origen, al considerar que la ecuacién de una linea estd dada por ez + fy+1=0.

2. Dado que toda linea que no pase por el origen se puede llevar a la forma ax + Sy + 1 = 0, entonces,

es posible identificar a una linea por medio del par (o, 8), y por lo tanto, a éste lo podemos

considerar como las coordenadas de la linea.

3. La ecuacién az + Sy + 1 = 0 representa el lugar geométrico de una linea, si se mantienen fijos a o
y 3 y hacemos variar a z y y. Si ahora mantenemos fijos a z y y hacemos variar a a y 3, entonces,
la ecuacién az + By + 1 = 0 representa para cada valor de (@, 8) una linea que pasa por el punto

(z, y), es decir, la podemos considerar como la ecuacién del punto (z, ¥).

La intencién de este capftulo ha sido presentar algunos resultados bdsicos acerca de las cénicas, que,
como es bien sabido, es un tema ampliamente estudiado. Mds ain, se muestra el poder que tiene la
notacién simbdlica. Este material se puede consultar del libro Rajagopal C. T. and Srinivasaraghavan
V. R. [16].

Otro libro que presenta la demostracién del teorema de Pascal usando la notacién simbélica es
Eves H. [5].

La demostracién del teorema de Pascal que se basa en las propiedades de la razén cruzada se consulté

de [17]

La seccién de familia de cénicas puede verse en el libro Robson [18].
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Capitulo 3

Dualidad

3.1 Introduccién

Hemos visto resultados tales como el teorema de Desargues, las rectas notables de una cénica
puntual, los puntos notables de una cénica lineal, asf como los teoremas de Pascal y Brianchon. Todos
éstos enuncian propiedades que estdn relacionadas con la posicién de un conjunte de puntos y las rectas
que definen, o bien, cor un conjunto de lineas y sus puntos de interseccién; dichas propiedades no
incluyen relaciones métricas, ademds cumplen 1a siguiente propiedad:

Si en el enunciado se cambia el término punto por linea y lfnea por punto, como se muestra a

continuacién

1.- Linea que une dos puntos 1’.- Punto de interseccién de dos lineas

2.- Punto de interseccién de dos lineas  2'.- Linea que une dos puntos

Un teorema se transforma en otro y viceversa. Un ejemplo de ésto, lo tenemos en los teoremas de
Pascal y Brianchon.

A las figuras y teoremas que tienen esta propiedad les llamaremos, duales.

Si modificamos el enunciado del tecrema de Desargues, conforme a las regias antes mencionadas,
notamos que el enunciado dual, es el teorema mismo. Cuando un teorema tiene esta propiedad, les
llamaremos auto-duales.

Hasta el momento no hemos tenido dificultad alguna en manejar el concepto de duslidad en términos
geométricos. Sin embargo, al plantesr la dualidad algebraicamente, nos damos cuenta que nuestro sistema

coordenado estd incompleto. Como ejemplo, tomemos el haz de lneas generado por dos rectas paralelas,
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donde convenimos en decir, que su vértice, es el punto al infinito; pero, jcuéles son las coordenadas de

este punto?.

En el capftulo anterior, empezamos a manejar el concepto de coordenadas de linea, pero, éstas
linicamente hacen referencia a lfneas que no pasan por el origen. A fin de encontrar un sistema coordenado

que nos permita manejar a puntos y lfneas como entes primarios, retomemos este caso.

3.2 Coordenadas de linea

En el capftulo anterior, vimos que toda linea que satisface la ecuacién

l=Az+By+C=0;con C#0

siempre la podemos llevar a la forma

ar+PBy+1=0 (3.2.1)

y dado que la linea queda unfvocamente determinada por  y f, a este par de valores le llamamos las
coordenadas de la linea.

Si el punto P = (z,y) v la lfnea ! = (@, ) satisfacen la ecuacién (3.2.1), diremos que el punto P y !
son incidentes. Por ejemplo, la linea [ = (1,~1) y P = (0, 1) satisfacen la ecuacién = — ¥+ 1=20, por
tanto, P y ! son incidentes.

Si la abscisa y ordenada al origen de ! son a y b, respectivamente, entonces, las coordenadas de la

linea en términos de estos valores est4n dadas por

3.2,1 Algunos casos especiales

1. Consideremos a las lfneas cuya primera coordenada es constante e igual a @ = —-]-'- y B arbitrario,
es decir, las lfneas que satisfacen la ecuacién —= + By + 1 = 0. Todas éstas pasa.n por el punto
(2,0}, por lo que a la ecuacién

1
=Tz

la podemos interpretar como la ecuacién del punto {a,0), o bien, como la ecuacién de la familia

de lfneas con vértice en (a,0).

2. El caso anterior describe una familia de lfneas, cuyo vértice es un punto ordinario; ahora tratemos
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de obtener la ecuacién de una familia de lineas cuyo vértice sea un punte al infinito; es decir, la

ecuacién de una familia de lineas paralelas. Esta viene dada por
gz +py+C=0,

donde los coeficientes de = y y son constantes, y C es vartable. La podemos identificar por la

ecuacion

Wl

(3.2.2)

<AL~

o bien, cuya pendiente estd dada por -% ¥y, por tanto, son paralelas a la linea y = —%:c.

Para obtener la ecuacién en términos de o y 3, observemos que

A
==

wiR

Substituyendo esta expresién en la ecuacién (3.2.2), obtenemos la ecuacién de la familia de lineas

paralelas en la forma: %= %, o bien

g
pa—-gB=0

Como en el caso anterior, a esta ecuacién también la podemos interpretar como la ecuacién del

punto al infinito que se encuentra en la direccién de la lfnea con pendiente —%.
3. Dos casos especiales del anterior, son la familia de lineas paralelas a los ejes coordenados.

s Las l{ineas paralelas al eje X, las obtenemos al hacer ¢ = 0, por tanto, la ecuacién de la familia

de lfneas se convierte en pa = 0, pero, como p no puede ser cero, la ecuacién se reduce a
a=0

En resumen, o = 0 con § = By (f; # 0), representa una linea paralela al eje X o, si

consideramos a 3 variable, ésta se convierte en la ecuacidén del punto al infinito en la direccidn
del eje X.

s Lineas paralelas al eje Y

Toda linea paralela al eje Y, estd dada por a = ag y 8 = 0, pero, si hacemos que o varfe

B=0
representa el punto al infinito en la direccién del eje Y.
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4. En el caso anterior vimos que a = 0 y 8 = f§;, representa una linea que pasa por el punto (0, —ﬁln)

y es paralela al eje X. Al hacer tender f; a cero, la linea se aleja cada vez mas del origen, por lo

que podemos decir que

represente la linea al infinito. Notemos que ésta satisface la ecuacién pa — g8 = 0, lo que nos
indica que el punto al infinito en la direccién de la linea con pendiente ‘,ﬂ,' incide con la linea al
infinito y, dado que esto no depende de los valores de ¢ y p entonces, todo punto al infinito

incide con la linea al infinito.

3. Ahora, para obtener las coordenadas de una lfnea que pase por el origen, consideremos a A v B
diferentes de cero y, para ver cémo se ven afectados los valores de o y 8 conforme C tiende a cero,

reescribamos sus expresiones en términos de A, B y C, las cuales son

De éstas vemos que, conforme C' toma valores més pequeiios, los correspondientes a & y 8 aumentan,

por lo que una linea que pasa por el origen la podemos identificar por a = 0o, § = 0.

3.2.2 Ecuacién de un punto

En los casos antes vistos, observamos que la ecuacién (3.2.1), adem4s de interpretarse como la
ecuacién de una lfnea, también la podemos ver como la ecuacién de un punto siempre y cuando, en la

ecuacién
o+ yf+1=0

consideremos a la pareja (zo, y¢) como fija y hagamos variar las coordenadas («, 8). Entonces, la ecuacién,
en lugar de expresar una relacién entre un nimero infinito de puntos que pertenecen a una lfnea, se

convierte, en una relacién entre un nimero infinito de lneas que pasan por el punto de coordenadas
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{xo, yo) (haz de lineas con vértice (zq, ¥o)), por tanto, en este caso, a la ecuacién

o +ye3 +1 =0, con (¢, §) variable

la llamaremos la ecuacién del punto (zp, o) (en coordenadas de linea). Por ejemplo, la ecuacién

4o+ 38 + 1 = 0 es la ecuacién del punto (4, 3), mientras que la ecuacién 4x + 3y + 1 = 0 es la ecuacién

de la Hnea de coordenadas (4, 3).

3.2.3 Dualidad en Coordenadas de Puntos y Lineas

Las coordenadas de Ilfnea nos permiten plantear algunos resultados de dualidad en términos algebraicos

que a continuacién enunciamos.

1.- Punto de coordenadas {z, y).

2.- Linea que no pasa por el origen.

at+ fy+1=0 con{a,pB) fijos

3.- Linea (o, 3) = (A/C,B/C), C #0.
Az +By+C =0

4.- Origen (z,y) = (0,0).

5.- Az + By = 0 linea a través del origen.

1'- Linea de coordenadas (a, §).

2'.- Punto que no pertenece a la lfnea al infinito

ox+By+1=0 con(x,y) fjos

3'.- Punto (z,y) = (A4/C,B/C), C £ 0.
Aa+BE+C=0

4'.- Linea al infinito (a, 8) = (0,0).

5'- Aa + B = 0 punto que pertenece a la linea
al infinito.
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6.- Dos lineas

AII + B]_y “+ Cl
Aoz + By + Co

determinan un punto:

By Cy C[ A] Ay By
Tiy:il=
By 2 Cy Ay Az By
éste serd un punto al infinito si
A B B, G
=0 # 0
Ay By By €

7.- Haz de lineas I; — kly =0, con

L=Ax+By+C;=0.

8.- Tres lfneas concurrentes {; =0,4i=1,2,3

Ay By &
Ao By Cp |=0 o Li+l+l3=0
Ay By Oy

9.- Punto (z,y) en la linea que une los puntos

P(p1,p2) ¥y Qlq1,92).

= BLTHEA. ., — Eaz
T = 1—u ,y_Eii.:EfZ

donde u es la razén proporcional a k en 7'
(= kCo2/Ch).

&1

6'.- Dos puntos

Ara+ B8+ C4
Az + Baff + Co

determinan una lines:

B, C C, A
a: f:1= ! ! : ! !
Bz Cg 02 A2
A1 B
Az By
ésta pasa por el origen si
Ay B B C
1 1 -0 1 1 £0
A2 32 BZ C2

7'.- Haz de puntos P, —~ kP> =0, con
P=Aa+B;8+C;=0.

8'.- Tres puntos F;, con i = 1,2, 3 colineales

Ay By ¢
Ay By G |=0 o PA+PR+P=0
Ay By Cj

9'.- Linea (e, ) que pasa por el punto de inter-

seccién de las lfneas {(py, p2), m(q1,g2)-
o= Bz, g = Bz

donde i es la razén proporcional & k en 7
(v =kCo/Ch).




10.- Dos puntos determinados por la razén p,, g5 10°.- Dos lineas del haz generado por [ y m con
con respecto a los puntos A y B, tienen razén pardmetros p; y po 0 & y k2 (usando la & de
cruzada p,/p,. Esta razén cruzada es igual a 7), tienen razén cruzada p,/u,, ésta es igual a
ki/ko (usando la k de 7). Si p; + 9 = 0 0 ki/ko y, se dice que son conjugadas arménicas
k1 +ky = 0, se dice que los puntos son conjugados conrespectoaly msipuy +p, =00k +k =0

armdénicos.

3.3 Coordenadas Homogéneas

El sistema coordenado que hemos introducido, ain tiene limitantes, por ejemplo, en coordenadas de
puntos, no existen coordenadas para los puntos o la linea al infinito; mientras que, en las coordenadas de
lfnea, no tenemos forma de hacer referencia al origen ni a las lineas que pasan por éste. Estas excepciones
las podemos remover si usamos coordenadas homogéneas. Para ello, escribamos las coordenadas de
un punto P en la forma
I T2

Ia: y= ;‘3" (333)

=
e identificaremos al punto con la terna z;, o , z3, notemos que la terna no es idnica ya que, cualguier
multiplo {diferente de cero) de ésta, también representa a P. En los libros de geometria proyectiva un

punto se denota por:

(z1:zg:x3)=(z:y:1) {3.3.4)

y a cualquier terna z,, xz , 3 que satisfaga la relacién anterior la llamaremos las coordenadas ho-
mogéneas del punto P en el plano.

Abusando de la notacién, usaremos los vectores columna para representar las coordenadas ho-
mogéneas de un punto asf, a las coordenadas homogéneas del punto P, las denotaremos por (z1, z2, z3)*
sin olvidar que, (z1,z2,73)! = k(x1,22,73), para k # 0. Por ejemplo, el punto P = (5,6,—-3)" es
idéntico al punto P = (10,12, —6)* e igual al punto de coordenadas ordinarias z = —5/3, y = —2.

Los puntos que pertenecen al eje X, son aquellos cuya segunda coordenada es cero (zp = 0), mientras
que los del eje Y, son los que su primera coordenada es cero {(z; = 0). Los puntos al infinito se obtienen
al hacer 73 = 0 asf, lalfnea al infinito [, estd formada por todos aquellos puntos cuya tercer coordenada
es cero, entonces, su ecuacién estd dada por z3 = 0.

El origen tiene por coordenadas a (0,0,1) o (0,0,a)* con a diferente de cero (figura 3-1).
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La ecuacién de una recta estd dada por

i
o

Ajzy + Aazo + Azzg (335)

Atz = 0

donde las A; con i = 1,2, 3 no son todas cero.

Un punto al infinito tiene coordenadas (a, b,0) y corresponde al punto al infinito de la linea y:r=
b: a. Cada terna (zy,2,3)" representa un punto, a excepcién (0,0,0)t. El punto (0,0,0)* no tiene
ninguna interpretacién.

Para obtener las coordenadas homogéneas correspondientes a las lfneas, reescribamos la ecuacién
(3.3.5) en la forma

% + aeTo +ozz3 = 'z =0 (3.3.6)

a la terna (&g, ep,a3) la llamaremos las coordenadas homogéneas de la linea cuya ecuacidn es
o'z = 0. Para pasar de las coordenadas homogéneas de la linea a las coordenadas no homogéneas,

usaremos la ecuacidn
(dy:az:az}=(a:F:1)

La ecuacidn (3.3.6) expresa la relacién de incidencia del punto (z1,72,73)" y la linea (@), @, a3). La
ecuacion oy = 0 (ag y oy variables), obliga a que z, = z3 = 0 entonces, ésta representa el punto ideal
del eje X andlogamente, la ecuacién a2 =0 (o v a3 variables), indica que z; = z3 = 0 y, por tanto, es
la ecuacién del punto ideal en el eje Y, mientras que el origen estd dado por a3 = O (a; y o variables).
Una linea que pasa por el origen, tiene coordenadas (a,b,0); la lfnea de coordenadas (0,1,0), es el eje

X, el eje Y tiene coordenadas (1,0,0), y la ltnea (0,0, 1) es la lfnea al infinito l, (figura 3-2).

=0
1,0,0 N
( ) 0,01
o.=0 e
3 — —m

010) a,=0

Figura 3-1 Figura 3-2
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3.3.1 Propiedades de puntos y lineas

El siguiente tecrema nos da una forma rdpida para determinar si tres puntos, son colineales.

Teorema 3.3.24 Tres puntos A = (a;,az,a3)t, B = (b1,b2,03)" y C = (c1,¢3,¢3)" son colineales si y

sdlo si el determinante de la matriz cuyos renglones son las coordenadas de los punios es cero.

Demostracién
Los puntos A, B y C son colineales si y s6lo si existe una linea o’ que incida con los tres puntos, es

decir, si y sélo si

ofd = 0
oB = 0
atC = 0

este sistema tiene solucién (diferente de la trivial) si y sélo si el determinante asociado es igual a cero

ai az ag
by by by |=0

€1 ¢z C3

El dual de este resultado est4 relacionado con la concurrencia de lfneas, cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 3.3.25 Tres lineas son concurrentes si y s6lo si el determinante de la matriz cuyos renglones

son las coordenadas de las ltneas es igual a cero.

Demostracién
Sean af, B y 4 tres lineas, éstas serdn concurrentes si y sélo si existe un punto A = (a1, ag,a3) que

incide con cada una de las lineas, es decir, si y sélo si el determinante del sistema

ofA = 0
B'A = 0
A =0

es igual a cero
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ay Gy 3

B, B, B |=0
Tt Y2 T3

A continuacién enunciaremos dos resultados equivalentes, por lo que omitiremos su demostracién.

Teorema 3.3.26 Un punto C = (c1,cy,c3)" es colineal con A = {a;,a3,a3)t y B = {b1,b2,b3)" siy sdlo

51 eTisten nimeros k; y k2 tales que

C=kA+kB

El teorema correspondiente para lineas es:

Teorema 3.3.27 Una lfnea o = (o),a2,a3) es concurrente con las lfneas § = (B182.83) yv =

{(Y1:72,¥a) sty sdlo si existen constantes ky y ky tales que

a=kf+ky

3.3.2 Dualidad entre puntos y lineas en coordenadas homogéneas

Una vez que hemos introducido las coordenadas homogéneas que nos permiten manejar tanto las
coordenadas de puntos al infinito como las coordenadas de las lineas que pasan por el origen, reenuncia-

remos los resultados duales que se listaron en la seccién 3.2.3.

l1.- Linea: o’z =0, con o; i = 1,2,3 constan- 1'.- Punto: ez =0 con z; i = 1,2,3 constan-

tes no todas cero. tes no todas cero.
2.- Linea que pasa por el origen 2'.- Punto al infinito
a1 + gz = 0. a1y + agig = 0.

3.~ Lfnea paralela al eje Y : ayz; + a3z3 = 0.  3'.- Punto en el eje X: oyz1 + aazs = 0.

85



4.- Puntos de la linea que une a los puntos

A = (a1,az,a3)" y B = (by,b2,b3)*

(Aay + b)) (Aao + pba) @ (Aag + pbs)

donde —u /M a3 /b3 es la razén en la que el punto

divide al segmento AB.

5.- Dos puntos P y ) para los cuales los valores
de los pardmetros A y u en la ecuacién anterior
son (A1, i) ¥ {A2, ptp) respectivamente, deter-

minan la razén cruzada

(PQAB)=4 1

A

6.- Tres puntos
B = (b1,by,03)" vy C

lineales si y sélo si

(al a2, a’3)t}

(¢1,¢2,¢3)t son co-

ay az Gag
bl b2 b3 - 0
1 €2 C3

Sea ! una linea parametrizada en términos de A,

puede expresarse como

4'- Linea a través del punto de interseccién

de las lineas a = (a1,a3,a3) y m = (by, b, b3)

(Aay + uby) @ (hae + pbz) : {has + ubs)

donde —p/A es proporcional a la razén en la

que la linea divide a las lineas a y m.

5’.- Dos lfneas p y ¢ para las cuales los valores
de los pardmetros A y u en la ecuacién anterior
son (A, 1) ¥ (Ao p,) respectivamente, deter-

minan la razén cruzada

(pgam)=5-: %

6’.- Tres lineas & = (a;,a2,a3), 8= (b1, ba, b3)

y ¥ = (€1, cg,c3) son concurrentes si y sélo si

ay az ag
b] b2 b3 ={
& C2 C3

3.3.3 Perspectividad en Coordenadas Homogéneas

B y pardmetro k; entonces, cualquier punto P de !

P=A+kB.

Anslogamente, si I’ es una segunda ifnea parametrizada en términos de A’, B’ como puntos base y k'

como pardmetro entonces, todo punto P’ de I’ lo podemos expresar en la forma

P =A+kB
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Ahora, hay una perspectividad entre ambas con centro en V, al hacer un desarrollo similar al que se

realizé en 1.3, se obtiene la ecuacion de perspectividad entre los pardmetros:

akk' + Bk 44k +6=0

donde

v, v W3 v v U3

=1 a; ay azg ; B= a; Gz ag

¥ r ! 7 7 '

a; a3 4ag 1 2 3

V1 vz W v v U3

Y=t b by |i8={b b b

[ ! i I i #

a; ay a3 1 2 U3

3.4 Cobnicas

Veremos ahora c6mo obtener tanto la ecuacién puntual como la lineal de una cénica, en términos de

haces de lineas y de puntos en proyectividad.

3.4.1 Cobnica puntual

Sea A el vértice de un haz de lineas generado por {; y ly; B el vértice de otro haz generado por I3 y [,

entonces, la ecuacién del haz en A se puede escribir como

h—MNg=0 (3.4.7)

mientras que la del haz con vértice B

13 - ,ul.; =0 (348)

donde l; = A;z; + Bizo + Cizz = 0,coni=1,2,3,4.

Una relacién bilineal entre Ay 1

alp+br+cu+d=0; conad—bc#0 (3.4.9)

establece una correspondencia uno a uno entre las lfneas del haz con vértice A y las del haz con vértice
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B. A cada lfnea a del haz A, le corresponde una linea b del haz en B y viceversa. Esto establece
una proyectividad entre las lineas de ambos haces. Cuando la lfnea a se mueve a través de las lineas
ai,as,as,... del haz A, la linea b se mueve sobre las lineas by, bg,b3,... del haz B, y su punto de
interseccién P, se mueve sobre los puntos Py, P, Ps,... {Vea la figura 3-3). Para encontrar el lugar
geométrico que describen, procedamos a eliminar a A y u de las tres ecuaciones anteriores.

Multiplicando la ecuacién (3.4.9) por i3ly vy reordenando términos obtenemos
a(AM2)pls + bla(Ma) + cla(uls) + dlala = 0
usando las ecuaciones {3.4.7) y (3.4.8), esta iltima ecuacién se puede reescribir
alily + blily + clals + dlaly =0
ésta viltima es una ecuacién homogénea de segundo grado, por lo tanto es de la forma:
a1 z? + 20127173 + ageTh + 201271 T3 + 2a937az3 + agzzd =0

lo que indica, que el lugar geométrico de los puntos de interseccién de las lineas correspondientes de

haces en proyectividad es una cénica puntual.

Figura 3-3: Cénica puntual
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3.4.2 Cobnica lineal

Consideremos ahora la linea a (haz de puntos) generada por los puntos P, y Ps, cuya ecuacién estd dada

por
P~ AP =1
¥ a la linea b dada por la ecuacién
Ps—uP =0

donde P; = A;o + B + Ci.

Una relacién bilineal no-singular entre A y

arp4+bA+cu+d=0; conad—bc#0

establece una correspondencia uno a uno entre los puntos de la lfnea a y de la linea b, donde a cada punto
A de la lfnea a le corresponde un punto B de la lfnea b y viceversa. Esto establece una proyectividad
entre los puntos de los haces. Cuando el punto A se mueve a través de los puntos Ay, Az, Aa .. .del haz

a, el punto B se mueve sobre los puntos By, By, B, .. ., mientras que la linea AB se mueve a través de

las lineas A1B;, A2B,, A3B;.. (figura 3-4). La ecuacién de la envolvente de esta linea, la obtenemos
al hacer un procedimiento parecido al que realizamos para obtener la ecuacién del lugar geométrico
determinado por los puntos de interseccién de las lineas correspondientes de dos haces de lfneas en

proyectividad; es{ llegamos a la siguiente expresién
aP\P; + bP\Py + cPaPy + P3Py =0

Podemos concluir que la envolvente que describen las lfneas que unen puntos correspondientes del

haz a y el haz b es una cénica lineal.
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3 B, B,

Figura 3-4: Cénica Lineal
3.5 Notas y Referencias

El material que se presenta en este capftulo se consulté principalmente del tercer capitulo del libro Dirk
J. Struik [4].
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Capitulo 4
Plano Proyectivo

4.1 Introduccién

Este capftulo lo dedicaremos al estudio puramente algebraico de algunos resultados de la geometrfa

en la que no existen lfneas paralelas, y por tanto, es posible el manejo de la dualidad entre puntos y

lineas.
Definicién 4.1.28 Un plano proyectivo consta del par ordenado (P, L), donde

* P es un conjunto no vacie, a cuyos elementos llamaremos puntos.

o L es una coleccidn no vacte de subconjuntos de P , y nos referiremos a ellos como las lineas del

plano.
que satisfacen las siguientes propiedades:
1. 8i P y @ son puntos distintos, eriste una tnica lfnea !, tal que Pel yQ €.
2. Sil yl' son dos lfneas diferentes en £, entonces 31 P 3Pel, Pel.

3. Cada ltnea tiene por lo menos tres puntos; hay al menos dos ltneas.

4.2 El plano proyectivo real

En R — {0}, definamos la siguiente relacién entre los vectores columna. El vector (zy, x4, z3)" estd
relacionado con el vector (z}, 5, z3)t, (21, 22, z3) = (z}, zh, z}3)%, si y sélo si existe una constante k,

diferente de cero, tal que
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(z’l! 'T“’2: m;i)t = k(zll T2, 2:-'-")t

es fécil verificar que esta relacién es de equivalencia. Basindonos en esta relacién, definamos al conjunto
de puntos de nuestro plano proyectivo de la siguiente manera:

Cada elemento de P es una de las clases de equivalencia inducida por la relacién antes definida. Asf,
un punto proyectivo consiste de algin vector columna z y de todos sus multiplos (diferentes de cero);
es decir, un punto proyectivo consiste de todos los puntos diferentes de cero que estdn en la linea que
pasa por el origen, y tiene la direccién del vector z.

Una linea ! de £, es el conjunto de puntos proyectivos que satisfacen una ecuacién homogénea de la

forma
0z + asTe +azz3 =0

por tanto, a una linea proyectiva, la podemos identificar a través del vector renglon at = (o, ag, az).
Observemos que como la ecuacién, es homogénea, cualquier miltiplo escalar diferente de cero de o,
también la satisface, es decir, los vectores ot y ka! (k # 0), representan a la misma linea proyectiva.
Por lo tanto, podemos definir una relacién de equivalencia entre los vectores renglén, andloga a la que se
definié para los puntos y, entonces, una nea proyectiva es una clase de equivalencia; geométricamente,
la lfnea proyectiva es el plano que pasa por el origen y que es normal al vector at.

De la definicién, un punto y una lfnea proyectiva son incidentes, si el producto punto de sus coorde-

nadas es cero

4.2.1 Puntos y lineas

En la geometrfa euclidiana, dos puntos diferentes definen una lnea; veamos que esta nocién también
es vilida en el plano proyectivo real.
Sean a y b dos puntos distintos, si definen una lfmea, denotémosla por v*. Como a es un punto de la

linea

y dado que b también pertenece a
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1 =10
la solucién de este sistema homogéneo, estd dada por
t
Y =aAb

donde “ A" denota el producto cruz. Sus componentes se pueden calcular usando los siguientes deter-

minantes

b
oo az by ‘ a3 b3 ’ a b (4.2.1)
az b3 a; b ay by

De manera que cualesquiera dos puntos proyectivos definen una linea. Ahora bien, notemos que, si
reemplazamos a ¢ por un multiplo diferente de cero ka, entonces como ka y a representan al mismo
punto proyectivo, ka y b, también deben definir a v!. Esto lo podemos mostrar, usando las propiedades

del producto cruz

ka Ab=k(aAb) = ky*

como un miiltiplo escalar (diferente de cero) de y* y +* definen a la misma ifnea proyectiva, concluimos
que la linea proyectiva definida por ka y b, es idéntica a la linea proyectiva determinada por a y b.
Veamos ahora el concepto correspondiente para. las lineas.

La interseccidén de dos lineas define un punto.

Sean o' y * dos lineas, si éstas se intersecan en un punto , entonces x estd dado por la solucién al

sistema
atr = 0
Bz = 0
es decir
z=o' Af (4.2.2)

expresion similar a la dada por la ecuacién (4.2.1).

La nocién de que dos puntos definan una Hnea nos resulta algo familiar, pero, el que dos lineas
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diferentes siempre definan un punto, nos indica que en el plano proyectivo no existen las lineas paralelas.

El teorema de Pappus es uno de los teoremas fundamentales en el plano proyectivo. Este se puede

. . s
enunclar como sigue

Teorema 4.2.29 (Teorema de Pappus) Sean o y §° dos lineas distintas. Si a;,ap, a3 son tres pun-

tos diferentes de af, y by, bs, by son tres puntos diferentes de 8°, entonces, los puntos:

¢ = {as Abs) A (az A bs) {4.2.3)
d= (a; /\b3)/\(03 /\bl) (424)

e= (a1 Abo) A{az Aby)

son colineales, como lo ilustra la figura 4-1. La lnea a la que pertenecen estos puntos se le llama linea

de Pappus.

Figura 4-1: Teorema de Pappus

Demostracién
Sea g el punto de interseccién de las lfneas o® y 8°. Si es necesario, podemos reescalar las coordenadas

de todos los puntos involucrados, de manera que los cuatro puntos en o estén dados por:
g, a1, ag X g+ a1, a3 = g+ kyja; ; k; constante
y los puntos de 3* por

g, by = g+ kobs, by & g+ b3, b3 ; ke constante
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Como ¢ es el punto de interseccién de las lineas az A by ¥ a3z A b2, lo podemos expresar en la forma:

c=7(g+ay)+ sby = t(¢ + ba) + u{g + kra1). Considerando que ¢, a; ¥ b3 no son colineales, podemos

comparar los coeficientes, obteniendo

r = t+u
r = uk
s =

este sistema nos lleva a la siguiente solucién:

r=uk1

s = t=uky—u=ulk —1)

Considerando que un factor comuin en los coeficientes =, s, t ¥ u, no afecta, podemos elegir u = 1, para

este valor, obtenemos r =k, s =1 = k) — 1, por tanto

c=kig+ kag + (k] - 1)b3

andlogamente, para el punto de interseccidn de las lineas a; A by y a3 A by se obtienen las expresiones:
d = raj 4 sbg = d = ra; + sb;; cuya solucién es de la forma: ¢t = —u , s = uks y r = —uk;, por tanto,

d = k1a, — k2b3. Finalmente para e, que se puede representar en la formsa

e = ray+s(qg+bs)

i

t(g + a1) + u(g + kab3)

y cuya solucién viene dada por s = ukg y r = £ = ul(kg — 1), de ésta se sigue que el punto lo podemos
expresar como € = kog + (k2 — 1)a; + kqbs.

Las expresiones deducidas para ¢, d y e, las podemos reescribir en la forma

¢ = (g]|ay|ba)(ky, k1, by —1)
d = (q l a I b3)(0!k11 _kz)t
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e = (q | a) | b3)(k2ak2 - 1’k2)t

donde (g | a1 | b3) representa la matriz cuyas colurnas est4n formadas por las coordenadas de los puntos

g, a1 y b3 respectivamente. Este sistema también lo podemos expresar en la forma:

t

ct kl k] kl -1 q’t
& =] 0 K —ky at
e‘ kg kg -1 kz bi:}

Notemos que el determinante de la matriz de 3 x 3 , es cero, lo que nos indica que los puntos cd y e

son colineales. u

4.2.2 Dualidad

Consideremos dos ternas de nimeros reales, digamos, a, b, c y 7, s, ¢, que satisfacen la relacién
ar + bs+ et = 0.

Podriamos decir que la terna a, b, ¢ representa las coordenadas de un punto y, que la terna r, s, ¢
representa las de una lfnea; entonces, la ecuacién nos indica que el punto (a,b,c)* pertenece a la linea
(r,8,t}, o bien, en lugar de que a, b y c representen las coordenadas de un punto, ahora representen las
de una linea y, que , s, ¢ sean las coordenadas del punto.

Esta posibilidad de interpretacién geométrica dual de una expresién algebraica, es fundamental en

geometrfa proyectiva y, es llamado el principio de dualidad. Como ejemplo, veamos el Teorema, de

Pappus.
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El enunciado del Teorema de Pappus

Sean o y ' dos lineas diferentes. Si a;,a,,a3
son tres puntos diferentes de a, y &,,be,b3 son

tres puntos diferentes de 3*, entonces, los puntos:

La expresién dual

Sean a y b dos puntos diferentes, si of, ab y o
son tres lineas diferentes que inciden en a; G},

Bs y B tres lineas diferentes que inciden en b.

Entonces, las lineas

c = (az A b3) Afag Aby) *f:(oé/\ﬁé)/\(ag/\ﬁ;)
8" = (o} AB3) A (a3 ABY)

7" = (o} ABy) Ao ABY)

d= (a, /\bg) /\((13/\61)

e= (a1 Aba) Az Aby)

son colineales, como lo ilustra la figura siguiente

son concurrentes.

Como ya hemos probado el teorema de Pappus, jla demostracién de su dual viene gratis!. Su prueba

serfa una copia de la del teorema de Pappus y, por tanto, la podemos omitir.

4.2.3 Interpretacién del plano afin extendido y del plano proyectivo real.

Un punto z = (z1,z3)" del plano afin puede identificarse con el punto del espacio tridimensional
x = {z3,T2,1)t del plano z = 1. Interpretado como punto proyectivo, éste, a su vez, se identifica con todos
los puntos de la forma z = (kz; kz2, k) (para k diferente de cero}, asf, tenemos que al punto proyectivo
z = (z,y, z)! le corresponde el punto afin = = (Z, E)t Recordemos que z = (r,y, z)" son las coordenadas
homogéneas del punto afin. Por el momento, asumamos que z % 0 y veamos cudl es la contraparte de

. . 3 : t o — 03 [ .
una linea proyectiva a!. Si a* = (a1, ag, &3), entonces la linea affn que le corresponde es [ = (E;W 'c;i) ;
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estas coordenadas deben interpretarse como los coeficientes de la ecuacién [ = (%i-) z+ (%i) y+1

(nuevamente con a3 # 0).

Si la relacién

kiay + koby
z=kia+ kb= kias + kobs
kias + kabs

se satisface para tres puntos proyectivos, veamos cusl es la relacién que satisfacen sus puntos afines
correspondientes.

1 kiay + kaby
kiaz + kabs \ ka0, + kobo

_ kiaz o + kabs %f
kiaz + koby | a k1az + kabs b
az a

k103 kzbg

a
k1¢'1.3 + k‘zbg k1a3 + kzba

Notemos que los coeficientes de los puntos afines a y b suman uno; es decir,  es combinacién
baricéntrica de a y b, también llamada combinacién afin. Dicho de otro modo, mientras que podemos
formar combinaciones lineales de dos puntos proyectivos, es ilegal usar combinaciones lineales de puntos
afines, la tnica combinacién admisible para puntos afines es la combinacién baricéntrica.

Seana' = (o), a9, 3) y & = {cx1, a2, Gr3) dos lineas proyectivas, que difieren en su tercer componente;
éstas se intersecan en el punto of A&, cuya tercer componente es cero, lo que nos indica que no tiene un
punto affn correspondiente. Para salvar esta situacién, agregamos los puntos al infinito, que corresponden
a aquellos puntos cuya tercera componente es cero; todos estos puntos afines al infinito, inciden con la
linea proyectiva o = (0,0,1). La lfnea afin que le corresponde es la linea al infinito loo. Al agregar esta

linea al plano afin, nos referiremos a é! como el plano afin extendido, de esta manera, el plano affm

extendido es un modelo para el plano proyectivo.

La diferencia de los puntos afines a y b, a — b es un vector. Sin embargo, la diferencia de dos puntos
proyectivos, sigue siendo un punto proyectivo, que se encuentra en la lfnea que une a dichos puntos.
Sean a = (a1,az,1)* y b= (b1, b2,1)* las versiones proyectivas de los puntos afines a y b. La diferencia
de puntos afines es un vector afin. Pero la diferencia de los puntos proyectivos, es el punto proyectivo

(@1 — by, ay — b2,0)*, éste corresponde a un punto affn al infinito. Ast, los puntos afines al infinito
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corresponden a vectores afines o direcciones. El vector affn x, corresponde a un punto al infinito, pero
también el vector kx para cualquier k diferente de cero. De manera que a un punto al infinito no solo le
corresponde un vector X, sino que le corresponden todos los vectores que tienen la misma direccidn que

X.

4.3 Colineaciones

En la geometrfa proyectiva se estudian los invariantes bajo proyectividades, éstas son funciones
biyectivas del plano proyectivo que preservan la colinealidad. A tales funciones les llamaremos colinea-

ciones.

4.3.1 Las matrices inducen colineaciones

Sea A una matriz no singular de 3 x 3; £ € P ; T un vector representante y » € R, entonces como
A(rT) = rA(Z), la transformacién ¥ : P — P dada por ¥(z) = AZ, esté bien definido, por lo tanto,

podemos escribir ¥{zr) = Az,

Teorema 4.3.30 Dadae una matriz A no singular, la transformacion ¥ : P — P dada por U(z) = Ax

es una colineacidn.

Demostracién

Supongamos que a,b y ¢ son tres puntos colineales, y sean @,b y © sus representantes. Entonces el

determinante cuyas columnas son las coordenadas de los puntos es cero

at,
ol
0l
Il
<

Calculando el determinante de los puntos imagen
|¥(@) U(b) ¥(2)| = |AG Ab Ac| = |A(@b3)| = |4][abe =0
Como el determinante de la matriz cuyas columnas son ¥(a@), ¥(b) y ¥(2) es cero, las imagenes de

puntos colineales son colineales y, por tanto, ¥ es una colineacién. u

La matriz A representa una transformacién lineal no singular en R® con respecto a la base estdn-
dar. De este modo, A induce una transformacién entre subespacios, los subespacios unidimensionales y
bidimensionales son enviados en subespacios de la misma dimensién, es decir, los puntos proyectivos son
transformados en puntos y las lfneas en lfneas. La transformacién preserva inclusién entre subespacios,
lo que significa que la incidencia se preserva. El siguiente teorema muestra la relacién entre la matriz A,

la transformacién que induce entre la lineas y los vectores renglén que los representan.
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Teorema 4.3.31 La colineacién ¥ : P — P, dada por ¥(z) = Az, induce una transformacion entre
lineas, que también la denotaremos por ¥, ésta viene dada por W(£') = £'A~! para cada el La

tronsformacidn preserva incidencia.

Demostracién

Sea £' una linea y z un punto tal que = y ¢* son incidentes; es decir, £'z = 0, queremos demostrar

que ¥(£*) es incidente con ¥(z).

]

T(¢') ¥ () (6" A7) (Az)

= 513:

como z y £ son incidentes, la relacién (£ )W(x) es igual a cero, es decir, ¥(¢*) y ¥(z) son incidentes.

Lema 4.3.32 Sean a,b,c,d cuatro puntos, tales que ningin conjunto de tres es colineal. Entonces
existe una matriz A, que induce una colineacion U, tal que envia los puntos (1,0,0)!, (0, 1,0)¢, (0,0,1)

v (1,1,1)* en los puntos a,b,c y d respectivamente. Ademds cualquier otra matriz con esta misma

propiedad es un miltiplo escaler de A.

Demostracién

Si la matriz A estd dada por

an a2 a3
A= azr gz 493

a3y 032 a3z

como ¥((1,0,0)) = a, ¥((0,1,0)*) = b y ¥((0,0,1)*) = ¢ entonces

A(1,0,0) = (ay,a2,a31) =za; conz#£0
A(0,1,0)" = (a12,002,a22)"' =yb; con y # 0

A(0,0, l)t = (a13|a23ta'33)t =2Cc; con z # 0

por tanto, podemos reescribir a la matriz A en la forma

A= [za yb z(]
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donde a = (aj,az,a3)t, b = (b1,b2,b3) y ¢ = (c1,¢2,¢3)'. Ademss la condicién A(1,1,1)* = ud para

u # 0, determina el siguiente sistema de ecuaciones

ray + y61 +2z¢, = ud;
Tag +yby +2¢; = udy
za3 +ybs +zc3 = uds

Como los puntos a,b y ¢ no son colineales, el determinante asociado a este sistema es diferente de cero,
por lo tanto, éste tiene una dnica solucién. Si z,y, z,u es una solucién del sistema, entonces, ninguno de
estos valores puede ser cero, porque si lo fuera, tres de los puntos serfan colineales. De modo que cada

valor de u determina los valores de z,y, z 7, por lo tanto a la matriz A.

Ahora bien, cualesquiera dos soluciones del sistema son miltiplos y, por tanto, representan a la misma

colineacién. B

Teorema 4.3.6 Sean a,b,c y d cuatro puntos, tales que no tres de éstos sean colineales, y o', ¥, ¢/ y d'

otro conjunto de puntos. Entonces, existe una tunica colineacidn, que manda a los puntos a,b,c y d en
a' ¥, ¢ yd respectivamente,
Demostracién

Por el lema anterior, existen dos colineaciones ¥z y ¥¢ tales que los puntos (1,0,0)%, (0,1,0)%,
(0,0,1) y (1,1,1)* son transformados bajo ¥z en los puntos a,b,c y d y, que bajo ¥¢, se transforman
ena,t, ¢ yd. Sitomamos la transformacién inversa de ¥ (¥ -1} entonces, ¥ 5-: es una colineacién
que envia los puntos a, b, ¢ y d en los puntos {1,0,0)¢, (0,1,0)%, (0,0,1)% y (1,1, 1)}, respectivamente, por
lo tanto, la composicién de las transformaciones Uz-1 y Vg : ¥g o Ug-: es una colineacién que envia

los puntos a,b,c y d en a’,b’, ¢ y d’. Le matriz que determina la colineacién esta dada por A = CB~1,
[ ]
4.3.2 Correlaciones y Polaridades

Sea A una matriz no singular de 3 x 3; a la transformacién p de P en £ dada por p{a) = (Aa)' y

de £ a P definida por p{o!) = {a* A1} se le llama correlacidn.

Teorema 4.3.7 Las correlaciones preservan la incidencie.

Demostracién

Sean o' una linea y a un punto que son incidentes, es decir a*a = 0. Nuestro objetivo es demostrar

que p{a) y p(a*) son incidentes. Evaluando su producto punto, obtenemos
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Sean o' una linea y a un punto que son incidentes, es decir ate = 0. Nuestro objetivo es demostrar

que p(a) y p(a*) son incidentes. Evaluando su producto punto, obtenemos

(Aa)'(at 471"
[cz'A'lAa,]t

i

pla)p(e?)

= (ata)t

como o y a son incidentes, entonces, (aa)’ es cero y, por tanto, p{a)p(at) = 0, lo que indica que p(a)

¥ p(a*) son incidentes. B

Definicién 4.3.35 5i el cuadrado de una correlacion es la identidad, entonces le llamaremos polaridad.

Teorema 4.3.36 La correlacién p determinada por la matriz A es una polaridad si y solo si A = A,

Demostracién

plp(a)) = p((Aa)’)
= ((Aa)a™)
A Aa

de manera que p serd una polaridad si y sélo si p(p(a)) = a; es decir, si y sélo si A=A = rI , donde r

es una constante. Multiplicando por A*

A=rAt
y después de transponer

At =rA

de estas dos, tenemos que A = r24; como estamos excluyendo a las matrices singulares, r = 1. n
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4.3.3 Polo y Polar

Si p es una polaridad, entonces p(a) es la polar de a, mientras que p{c') es el polo de a'.
Se dice que a es conjugado de b, si a y la polar de b son incidentes, es decir, si p(b)a = 0 .
Anslogamente, la linea o es conjugada de 3* si at incide en el polo de f°, es decir, o*p(5*) = 0.
Un punto es autoconjugado si su conjugado es el mismo, en otras palabras, a es autoconjugado,
si @ incide con su polar {p(a)a = 0).

Una linea es autoconjugada si es incidente con su polo, es dectr, si a'p(at) = 0.

Teorema 4.3.37 La relecidn “conjugado” es simétrica, esto es, si a es conjugado de b, entonces b es

conjugado de a.

Demostracién

Si a es conjugado de b, p(b)a = (Ab)a = 0, al transponer, substituir A* por A y transponer nueva-

mente obtenemos
(Aa)'b=p(a}p=10

esta iltima expresién nos indica que b incide con la polar de a, por tanto, b es conjugado de a. B

Supongamos que e es conjugado de b y denotemos por af y 8° a sus respectivas polares, entonces,
por definicién, a incide con #*, y como la relacién es simétrica, b incide con af.

Si denotamos por ¢ al punto de interseccién de ot y B, se tiene, por definicién, que ¢ es conjugado
tanto de a como de b y, al aplicar el teorema anterior obtenemos que @ y b son conjugados de ¢; es decir,

a y b inciden con la polar de ¢, se sigue entonces que p{c) es la linea que une a los puntos a y b (vea la

figura 4-2).

o(c)
G Ny

Figura 4-2:

De esta forma hemos visto que si a y b son conjugados entonces, la linea que los une, es la polar del

punto de interseccién de sus polares.
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Teorema 4.3.38 Un punto a es autoconjugado si y sdlo si su polar ot = pla) es autoconjugada.

Demostracion

p(a) es autoconjugada si y sélo si incide con su polo, que es p(p(a)).

pla)p(p(a)) = p(a)a

lo que significa que p(a) incide con su polo si y sélo si p(a)a = 0, es decir, si y s6lo si a es autoconjugado.

Teorema 4.3.39 Tode lfnea tiene a lo mds dos puntos autoconjugados.

Demostracién

Sea v una linea; a y b dos puntos autoconjugados distintos e incidentes con 4*, entonces cada punto
p de v se puede expresar como: p = @ + bz, donde z es una constante diferente de cero.

Supongamos que existe un tercer punto autoconjugado p que incide con ¥*, entonces p' Ap = 0, desarro-

llando el producto

p'Ap = 2za'Ab
= 2xpla)b

como z es diferente de cero, p(a)b = 0, lo que indica que a y b son conjugados, denotando por of y 3*
a las polares de a y b respectivamente, se tienen las siguientes expresiones a'b =0 y f'a = 0 y como la

relacién es simétrica, ofa =0y b =0.
De estas cuatro expresiones, deducimos que ot = §* = ~¢; es decir, p(a) = p(b), pero esto implica que

a es igual a b, lo cual es una contradiccién, por lo tanto, concluimos que una linea tiene a lo més dos

puntos autoconjugados. n

4.3.4 Cobnicas
Dada una polaridad p, el conjunto de puntos autoconjugados, son aquellos que satisfacen la ecuacién
Az =0

Es decir, el conjunto de puntos autoconjugados bajo una polaridad p satisfacen una ecuacién cuadrética,
y por tanto, el lugar geométrico que determinan es una cénica puntual. De acuerdo al teorema 4.3.39,

toda lfnea que intersecta a una cénica, lo hace en a lo m4s dos puntos.
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Anélogamente, una linea a* € £ es autoconjugada bajo la polaridad p si y sélo si satisface la ecuacién
ot Ao = 0.

Por lo tanto, el conjunto de lineas autoconjugadas bajo la polaridad p determinan una cénica lineal.
Dada esta definicién, diremos que una linea es tangente a una cénica, si es una linea autoconjugada
bajo p. En el siguiente teorema se hace ver que la tangente a la cénica, definida anteriormente, es aquella

linea que toca a la curva en un tnico punto (doble), es decir, que coincide con la definicién analitica de

la tangente.

Teorema 4.3.40 Una lfnea es tangente a una cdnica si y sélo si la cdnica intersecta a la linea en un

tinico punto (doble), es decir, que coincide con la definicién analftica de la tangente.

Demostracidn

Sea o' una tangente a la cénica determinada por la matriz A. Por definicién, o' es autoconjugada
y por tanto su polo, al que denotaremos por a, es autoconjugado, entonces concluimos que ot incide en
a y que a es un punto de la cénica. Si of interseca a la cénica en otro punto, digamos en b, éste serd
conjugado de a, por tanto, a incide con la polar de b, ademés, como b también es autoconjugado, b incide
con su polar, por lo tanto, a y b son puntos tanto de o* como de la polar de b ($"), indicindonos que
a' = f'; es decir, @ = b, contradiciendo la hipétesis, por tanto, podemos concluir que ot interseca a la
cénica sélo en un punto.

Supongamos ahora que o' interseca a la c¢énica en un tnico punto, digamos a, y sea b otro punto de
a'. Como a es un punto de la cénica afAe = 0, por otro lado, dado que b no pertenece a la cénica, se

tiene que b'Ab £ 0. Ahora bien, a cualquier punto p de o, lo podemos expresar de la forma
p=a+uzh

donde z es una constante diferente de cero, entonces p es un punto de la cénica si y sélo si ptAp = 0.

Después de desarrollar esta expresién obtenemos
z(zh* Ab + 2b* Aa) =0

de ésta, vemos que para que z =  sea la \inica solucidn, bt Aa = p(b)a = 0; es decir, a y b son conjugados,
por tanto, @ incide con la polar de b y b con la polar de a, ademds, como a es autoconjugado, a incide
con su polar, esto es, la polar de a es la linea que une los puntos a y b, es decir, la polar de @ coincide

con ot y por el teorema 4.3.38, a* es una linea autoconjugada. m
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Si el punto (z,y, z)* es autoconjugado con respecto a la matriz

a b d
A= b ¢c e
d e f

entonces {(z,y, z)A(z, ¥y, z)* = 0, después de desarrollar, obtenemos
az? + 2bzy + cy? + 2dzz + 2eyz + f22 =0
considerando un punto del plano euclidiane, es decir, haciendo z = 1, la ecuacién se transforma en
ax® 4+ 2bzy + cy® + 2dz + 2ey+ f =0

La tangente & la cdnica determinada por A en el punto pp = (za, yo, 1)* estd dada por su polar p§A, por

tanto, su ecuacién es

PhAp =0

Si p es un punto exterior de la ¢énica, es decir, un punto tal que por él pasan dos lineas tangentes a
la cdnica, sean éstas of y B°. Entonces los polos de ambas lfneas, @ y b respectivamente, son puntos de
la cénica, méds atin, son los puntos de tangencia. Como p es conjugado tanto de a como de b y dado que
la relacién conjugado es simétrica, entonces a y b inciden con la polar de p. Asi, la polar de p es la linea

que pasa por a y b, vea la figura 4-3.

Figura 4-3: Polo y polar
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Si p es un punto interior de la cénica, tracemos dos lfneas o y B° que pasen por éste, si a y b son sus
respectivos polos, entonces por construccién p es conjugado de a, pero, también lo es de b, por tanto, a

¥ b son puntos de la polar de p; es decir , la polar de p es la lfnea que pasa por a y b, vea la figura 4-4.

Figura 4-4: Polar de un punto interior a la cénica.

Cénicas y Colineaciones

Teorema 4.3.41 Las colineaciones aplican cdnicas en cénices.

Demostracién
Sea C = x* Az = 0 y ¥ una colineacién dada por ¥(z) = Bz. Entonces ¥(C) = {y = Bz | z* Az = 0}.

Resolviendo para =
=By

al substituirla en zt Az

Byl A(B™Y) = 0
0

y'Cy =

donde
C=(B1) AB™!

y como C* = C, se tiene que y es autoconjugado con respecto a la polaridad dada por la matriz C, y

por tanto, se deduce que ¥{C} es una cénica. n

Teorema 4.3.42 Una cdnica estd determinada por cinco puntos en posicidn general.
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Demostracién
Primero hagamos la demostracién, suponiendo que los cinco puntos son p; = (1,0,0), p3 = (0,1,0)¢,
p3=(0,0,1), ps = (1,1,1)" y ps = (a1, 02, 03)".

La matriz que determina a la cénica la podemos expresar en la forma

v Ty
A= T v oz
vy oz w

como cada punto es autoconjugado con respecto a la matriz A, se tiene

pidpy = 0
piApr = 0
pPiAps = 0

de estas tres, obtenemos que u = v = w = 0, y usando que p:Apy = 0 y que p,Aps = 0, obtenemos el

sistema

z+y+z = 0

]
@

a1G2T + 4103y + aza3z

resolviendo para z y y, obtenemos

r = az{ag — 01)

a1{as — U»l)

y = az(a; —as) 03)

al(aS - 02)

es decir, la solucién es proporcional a

z = asla; —ay)

¥y = az(a3 ~ay)

zZ = ) (ag - (1.3)
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entonces

0 az(ag —a;) aafaz —ai)
A= ag(az — 0.1) 0 al(ag - a3)
as({az —a1) ai{as — as) 0

Ahora bien, si los cinco puntos son b,c,d, e, ¥ f, entonces, sea ¥ la colineacién que transforma los
puntos p;, P2, P3 ¥ Pa en los puntos b, ¢, d y e respectivamente, y a = ¥~1(f). Si denotamos por C a la
cénica que pasa por los puntos py, p2, P3, P4 ¥ a entonces, la cénica dada por ¥(C) pasa por los puntos
b,c,d,e, vy f. u

El dual de este resultado se expresa en el siguiente teorema

Teorema 4.3.43 Una cdnica lineal estd determinada por cinco lfneas, de las cuales no tres de estas

sean concurrentes.

Teorema 4.3.44 (Teorema de Pascal) Sean a, b, ¢, a',b' y ¢’ seis puntos de una cénica. Si
a=BANAWAC),B=(aAIA(@ AC) ye=(aAb)A(a' AD). Entoncesd, b y & son colineales
(figura 4-5).

Figura 4-5: Teorema de Pascal

Demostracién

Con base en el teorema anterior, podemos asumir que b = (1,0,0)%, @ = {0,1,0)*, a’ = (0,1,0)* y
¢ = (0,0,1)!. Sean a = (a;,az,a3)*, b’ = (b1, b2,b3)" y ¢ = (c1,¢2,¢3)*. Ahora veamos cémo expresar los
puntos @, b y € en términos de a, b, ¢, a’, ¥’ y ¢'.

Dado que @ es un punto de la lfnea que pasa por b’ y ¢, entonces & se puede expresar
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@ = egb’ — boc = (eaby — bacy, 0, caby — bacs)’ (4.3.5)

Como b es el punto de interseccién de las lineas [, ¥ lg'¢, cuyas coordenadas son (ag,—21,0) ¥ (c3,0,~¢;)

respectivamente, entonces b esta dado por

b= ((az,_a1,0) A{c3,0,—c1 )t = {a1c1, azeq, arca)t (4.3.6)

Finalmente, como el punto € pertenece a la linea que pasa por a y b, entonces podemos expresar a & en
la forma

c= bga - aab’ = (b3a1 - a3b1, b3af2a3b2, 0)" (437)

Ahora para demostrar que @, b y @ son colineales, tenemos que hacer ver que el determinante [ﬁ b E| =

0, el que podemos calcular a través de —D, donde:

aijaz aiag  azas
D=| biby bibs babs

€1tz C1€3 L2C3

Tomando en cuenta que a’, &' y ¢’ son puntos de la cénica, entonces la matriz C asociada a la cénica,

debe ser de la forma

v

[~

g © &

w
0

Sabemos que @, & y ¢ también son puntos de la cénica, entonces a'Ca = b *Cb’' = ¢*C ¢ = 0, las cuales

dan lugar al sistema

uaias + vayaz +wagzag = 0
ublbg + Ub1b3 + ’w'bgbzg = 0
ucicg +veicy +wegey = 0

cuyo determinante es cero, que es precisamente D, por tanto, podemos concluir que los puntos @, b y €

son colineales. N
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En seguida enunciamos el dual del Teorema de Pascal

Teorema 4.3.45 (Teorema de Brianchon) Seen of, 8% 4%, of 8} v 7% seis lineas de una conice
tineal. $ia = (B A4 A (BYAYY) B =(A)A(et AY) y 7 = (at A BY) A (c} A B). Entonces
@ B ¥ % concurren.

Figura 4-6: Teorema de Brianchon.

4.4 Notas y Referencias

En el presente capitulo mostramos una sintesis de los resultados que abordamos en el capitulo referente a
las cénicas. Debemos hacer notar lo ttil que resulta el empleo de los métodos algebraicos de la geometria
proyectiva para el planteamiento v demostracién de dichos teoremas.

Con este capftulo concluimos la parte tedrica bdsica, que necesitaremos para desarrollar nuestras

aplicaciones.

Para la presentacién de este capitulo se consulto el libro Farin [6].
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Capitulo 5

Graficacion de cédnicas

5.1 Introduccién

Las cénicas son ampliamente usadas en el disefio asistido por computadora, por lo misme, hay un
gran nimero de algoritmos para trazarlas; éstos se dividen bdsicamente en dos categorias. Una produce
la representacidn “puntual”; es decir, una aproximacién a la curva a través de “pizels”; la segunda usa
una sucesién de segmentos de linea conectados, en donde cada segmento se aproxima a través de un
algoritmo eficiente de trazado de lineas.

En este capftulo nos enfocaremos en obtener una aproximacién a la curva a través de una poligonal
inscrita. La forma en que se puede obtener dicha poligonal, varia segiin la representacién de la cdnica.
Uno de los métodos més populares es el del método recurrente de matrices, éste usa cuatro multipli-
caciones para generar un puntc. Recientemente se propusc un método en diferencias para trazar arcos

conicos en el plano. Las ventajas del método incluyen

s La forma del método es uniforme para trazar cualquier seccién cénica.
» El cdmputo requerido en cada iteracién es simple, sélo dos multiplicaciones y varias sumas.

¢ Il poligono obtenido es la mejor aproximacién a la curva.

En el presente capftulo presentaremos cémo atacar el problema de graficar una cénica, teniendo como

meta la presentacién del método en diferencias.
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5.2 Representacién de una curva

La implementacién de un algoritmo que grafique una curva depende de su representacién. Por
ejemplo, si la curva estd dada por medio de una representacién implicita F(z,y) = 0, tendrfamos que
dar el par de valores (x, y), que satisfagan la ecuacién, lo cual no es factible de implementar.

Algunas curvas también se pueden describir en forma explicita, a través de una funcién y = f(z),
pero esta representacidén tiene el inconveniente de que dado un valor de x, existe un iinico valor para ¥y,
y existen muchas curvas que no satisfacen esta condicién, por ejemplo, las cénicas.

Otra forma de representacién para una curva es la paramétrica. En este tipo de representacién la
curva estd determinade por dos funciones z( ) y y( ), que dependen de un pardmetro, al que frecuente-
mente se le denota por ¢, asf el punto asociado a ¢ es p(t) = (z(t), y(¢))*.

La representacién parameétrica de curvas salva las dificultades que se nos presentan con las repre-
sentaciones implicitas y explfcitas, Las curvas pueden ser multivaluadas, etc..

Nos abocaremos entonces a obtener la grafica de una cénica cuya representacién estd dada en forma

paramétrica.

5.3 Graficacién de curvas representadas paramétricamente

Supongamos que la representacién de la curva estd dada a través de dos funciones definidas sobre

el intervalo unitario.

z(t)
y(t)

p(t) =

Al hacer variar de manera continua el valor del pardmetro, p(t) va describiendo la curva, pero, si se
trata de implementar un algoritmo que trace la gréfica, lo que hacemos es discretizar el pardmetro y
evaluar. De esta forma obtenemos un conjunto de puntos P; = (z(t;), y(¢))*, que finalmente conectamos
por medio de un segmento.

El algoritmo que traza la gréfica de la curva (z(t),y(t))* conforme t varfa en el intervalo [0,1] es
o Elegir n valores del pardmetro ty,ta,...¢, del intervalo [0,1]
s Evaluar cada funcién de la parametrizacién

— Parai=1,...,n

* Py= (z(t:), y(t:))"

» Trazar la aproximacién a la curva uniendo los puntos por medio de un segmento de recta.
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En la prédctica, usaremos valores igualmente espaciados del pardmetro.

5.4 Eleccion de la representacién

Sabemos que una curva no tiene una tinica representacién paramétrica, entonces, la primera pregunta

que surge es: jcudl elegimos para graficarla?.

Por ejemplo, en la representacién paramétrica de la lfnea definida por los puntos P, y P> dada por
P(t) = P + t(Pg - Pl)

t o .
podemos reemplazar a ¢ por 4t o por 1Y la parametrizacién sigue describiendo a la misma linea,

Consideremos ahora las siguientes parametrizaciones de la cibica z°

t
SEECEEN

t2
SEECEE

Como se ilustra en la figura 5-1, las distribuciones que obtenemos son diferentes por lo que debemos de
tener un criterio para elegir la que genere la mejor distribucién de puntos sobre la curva. Esto nos lleva
a la siguiente pregunta jde qué forma podemos caracterizar a una parametrizacién, que dado un nimero

fijo de puntos genere una poligonal que aproxime “bien” a la curva?.

1 * 1 1
.*.
0.5} * 05} *
*.
* #*
* *
S R 1‘ S 1

(a) (o)

Figura 5-1: Aproximacién de la cibica en el intervalo unitario, obtenida con las representaciones ( a )
P(t) = (t, ) (b )P(t) = (2, ¢°)*
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5.4.1 Algunas parametrizaciones del cfrculo unitario.

Es sabido que una representacién 6ptima para la grafica del cfrculo se obtiene al elegir los puntos
de tal forma que determinen una poligonal regular. A continuacién analizaremos tres representaciones
para el circulo unitario, en cada caso, se obtendr4 la distribucién de puntos solo en el primer cuadrante,

usando el algoritmo que se describe en la seccién anterior.

Representacién implicita.

Con la representacién z? + y? = 1, primero debemos resolver para una de las variables; haciéndolo

para y tenemos:

y=+1-12°

En la figura 5-2 se muestran las distribuciones obtenidas para 5, 8 y 11 puntos respectivamente. De
ésta observamos que el espaciamiento de los puntos es menor para valores de x cercanos a cero, que el

espaciamiento correspondiente cerca de la unidad.

1e . . 10.... 100.....
[ ] bl o
L}
0.5 0.5 s 05 .
0 +« 0 - 0 -
(H D45 1 0 05 1 o 0.5 1

Figura 5-2: Aproximaciones al primer cuadrante del cfrculo unitario generadas con la representacién
2 .2
z¢+y* = 1.

Al hacer un an4lisis, obtenemos una aproximacién al cociente de las longitudes de las cuerdas P, P,

Y P, ..1Pn.

| P Py N 1

[PaciPa] ~ /2(n—1)

esta expresidén nos muestra que al aumentar el nimero de puntos, el cociente tiende a cero, es decir, el

espaciamiento entre los puntos cerca de un extremo, es menor que el obtenido cerca del otro.
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Representacién paramétrica racional

Veamos ahora la representacién racional

1—t?
1412

2t
1+t!

p(t) =

En la figura 5-3 se ilustran las distribuciones que se obtienen al usar esta representacién, para 6, 9 y 11

puntos.
1T ° 90 ¢ L LI
. ™
® Y
. ® °
0.5 0.5 e U5 .
° .
™
B ® 0 ® 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 5-3: Poligonales inscritas en el primer cuadrante de circulo unitario que se obtuvieron al usar la
representacién paramétrica p(t) = (1 — £2/1 + {2, 2t/1 + £2).

Al igual que en el caso anterior, haciendo una comparacién entre las longitudes de las cuerdas P P

y P,_1P,, obtenemos:

1P ~ P2

—_—— e 2 51 n— oo
{| P ~ Pa-1il’

Representacién trigonométrica

Finalmente veamos qué ocurre con la representacién trigonométrica p(8) = (cos8 ,sen8)’. Debido
a que el algoritmo usa valores equidistantes del pardmetro, los puntos que se generan usando esta
representacién, determinan una curva poligonal regular. En la figura 5-4 se ilustran las distribuciones
que se obtienen al variar el nimero de puntos.

De las parametrizaciones antes presentadas, resulta automdtica la eleccién de la representacion,
pero desafortunadamente, una poligonal regular no siempre es la que mejor aproxima a una curva. A

continuacién, nos centraremos en obtener una propiedad para las parametrizaciones de curvas convexas

y diferenciables.
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* [ ) . ®
®
L ] * * i
0.5 05 ® 05 *
® ®

® ™

* °

0 L 0 0 -9
0 1 0 1 1

Figura 5-4: Aproximacién al cfrculo obtenidas con la representacién trigonométrica.

5.4.2 Parametrizacién éptima para una curva convexa y diferenciable.

Nuestro objetivo es caracterizar a la parametrizacién que genere una distribucién de n puntos a
lo largo de la cénica, de tal forma que la poligonal definida represente una “buena” aproximacion a la
curva.

Tomando en cuenta que las cénicas son curvas diferenciables y convexas, tratemos de obtener la

propiedad para este tipo de curvas.

Sea {PJ‘}?=1 una distribucién de puntos a lo largo de la curva; éstos determinardn una poligonal
de drea méxima, si para cada tres puntos consecutivos, el 4rea del tridngulo que definen, es rméxima.
Veamos entonces c6mo hacer la eleccién de los puntos, para que esta propiedad se cumpla.

Sean P, P;y1, Piyq tres vértices consecutivos de la poligonal y consideremos al segmento P;Fiyq
como la base del tridngulo, entonces, el problema se reduce a elegir la posicién del punto Fiyq1 de tal
forma que la distancia de éste a la cuerda PP, ; sea mdxima. Como la curva es convexa, afirmamos

que:

La distancia del punto Pit a la cuerda PPz, alcanza su méximo, cuando la tangente a la curva

en F;y es paralela a la cuerda PP, .

Como la curva es convexa, el arco definido por los puntos P; y Py o estd completamente delimitado
por la cuerda P, Py3 y la tangente en el punto Piyy. Abora, como esta tangente cs paralela a PPy o,
entonces la distancia de cualquier punto Q del arco, diferente de P, ,, al segmento P, P, 4 es menor que
la correspondiente al punto Pi41, en consecuencia el punto P, es el que determina el tridngulo de drea
mixima (vea la figura 5-5).

Eligiendo los vértices de la poligonal, de tal manera que cada tres consecutivos determinen un tridn-

gulo de 4drea méxima, entonces la poligonal obtenida sers de 4rea méxima. -
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Teorema 5.4.46 Un polfgono inscrito en una curva conveza y diferenciable tiene drea mdrima si y séle
si el vector tangente a la curva en el punto medio de cada tres consecutivos es paralelo a la cuerda que

une a los otros dos.

Figura 5-5: Eleccién de los puntos P, P; y Pi4y para generar una poligonal de drea maxima inscrta
en la curva.

Poligonales de 4rea méxima generadas con valores equidistantes del pardmetro.

En la practica, para obtener los vértices de la poligonal, usamos valores equidistantes del pardmetro,
veamos cémo aplicamos el resultado antes visto en este caso.

Si la representacién de la curva estd dada por

z f(t)
Y g9{t)

y los puntos se generan con los valores t;, tit1, ti;o donde

t.' = T AT
tiyr = T
ti+2 = T+ AT
El vector tangente estd dado por
!
t
| 10
g'(t)

y el vector en la direccién de la cuerda PP o
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fr+ AT — f(v — A1)
g{T — A1) — g{T + A7)

C =

entonces, para que la poligonal generada sea de 4rea maxima, se debe cumplir
T=2xC

donde A es una constante.

Ejemplo 5.4.47 Retomemos el caso de la parametrizacidn trigonométrica para el circulo y veamos que
ésta salisface la propiedad.

Coleulando C

cos(T + AT) -~ cos(T — A7)
sen{T + A7) ~ sen(T — A7)
—2sen{7) sen{ At}

2 cos(7) sen(AT)
= 2sen(Ar) ~sen(7)
cos(r)

= 2sen{AT)T

Con esto demostramos que lo representacién trigonométrica para el circulo genera una poligonal de

drea mdzima y, por consiguiente que toda poligonal de n lodos inscrite en un circulo es de drea mdrima

51y sdlo si es regular.

Parametrizacién éptima para una cénica

En la seccién anterior obtuvimos una propiedad para las parametrizaciones de curvas convexas y
diferenciables que genera poligonales de srea méxima. En esta seccién presentaremos una representacién

paramétrica para cada tipo de cénica, que satisface dicha propiedad.

1. La elipse

Si la cénica es una elipse, consideremos la representacién paramétrica:
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z \ _ a cos(t) (5.4.1)
y Bsen(t)
|~ o sen(t)
B cos(t)

c = a (cos(T + AT) — cos(T — AT))
h B (sen(r + At) — sen(t — A7)
—2a sen{ A7) sen(T)

28 cos{t) sen(AT)

evaluando T'

calculando C

—a sen(t)

= 2sen(Ar)
( B cos(t)

2sen(AT)T

en este caso A = 2sen(AT), mostrando de esta forma que usando esta parametrizacién obtendremos

una poligonal de drea méxima.

2. La hipérbola

Para la hipérbola consideremos la representacién hiperbélica

R cosh(t) (5.4.2)
Yy A senh(t)

evaluando T y C

cesenh{t) )
T =
B cosh(t)
c - a (cosh(7 + AT) — cosh(r — AT))
- B(senh(r + A1) — senh(7 — AT))
B 2a senh(7) senh{Ar)
B 20 cosh(7) senh(AT)
= 2sgenh(AT)T
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por lo tanto, para la hipérbola es conveniente usar la parametrizacién 5.4.2.

3. La pardbola

Finalmente para la pargbola consideremos

T 2at
= o2 {5.4.3)
y o

en este caso T y ' estdn dados por

20

2ait?

2a(T + AT) — 20{r ~ A7)
o7 + AT)? — a7 + AT)?
daAT

dartAT

= 2A7T

Podrfamos decir que el haber obtenido las representaciones adecuadas para cada tipo de cénica,
ya hemos resuelto el problema, pues lo inico que resta es aplicar el algoritmo visto en la seccin 5.3.
Desafortunadamente, la evaluacién directa de las parametrizaciones, resulta ser costosa, asf que en lo

precedente, trataremos de hacer uso de sus propiedades, para obtener un método que nos permita generar

eficientemente los puntos de la poligonal.

5.5 [El método en diferencias para generar puntos de secciones
cénicas

Nuestra meta ahora es encontrar un método eficiente que permita generar una poligonal de drea

mAxima inscrita en la ednica.

Empecemos con el siguiente resultado, que nos indica cémo podemos generar una poligonal de drea

mdxima, usando Unicamente dos puntos iniciales.

Teorema 5.5.48 SiC es un circulo centrado en el origen y Py, P, dos puntos diferentes de C , entonces

ezisie una constante k, tal que la férmula recurrente
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Piyo =2kP;1 — P 520 (5.5.4)

genera una sucesion de puntos {Pj}j - o e C, con la propiedad de que el dngulo subtendido por cada

par de puntos consecutivos es constante (figura5-6).

2eos(R)F=R+P,

A

Figura 5-6: Relacién entre tres puntos consecutivos de una poligonal de drea méxima inscrita en el
circulo.

Demostracién
Sea 6 el angulo subtendido por el arco PPy y w = €. Si Py = e, entonces P; = w’ Py. De esta forma,

la ecuacién (5.5.4) la podemos llevar a la forma
w2 Py = 2kt Py — w Py

despejando &

eiﬂ + e—-ie

= cos(8)

Pasemos ahora al caso en que la cénica sea una elipse o una hipérbola, y al final abordaremos el caso

de la pardbola.

5.5.1 Elipses e hipérbolas con centro en el origen

e Para la elipse
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Si C representa a una elipse con centro en el origen, entonces, ésta puede transformar al circulo

unitario U, por medio de una transformacién lineal M.

Si U estd representado por la ecuacién paramétrica p(t) = {cos(t) ,sen(t))’, entonces, C puede

escribirse en la forma

p(t) = M (cos(t) ,sen{t)) (5.5.5)

¢ Para la hipérbola

En el caso de que C represente la rama de una hipérbola con centro en el origen, ésta se puede
enviar, por medio de una transformacién lineal M, en la rama de la hipérbola H : 22 — 42 =1,
z > (), de esta forma la ecuacién paramétrica de C se puede escribir de la forma

p(t) = M(cosh(t), senh(t))* (5.5.6)

El siguiente teorema nos indica c6mo trazar, ya sea una elipse o una hipérbola centrada en el origen,

usando las representaciones (5.5.5) y (5.5.6).

Teorema 5.5.49 Sea C una elipse { la rama de una hipérbola) con centro en el origen y Py, Py dos

puntos diferentes de C. Entonces, eriste una constante k tal que la férmula
Pita=2kP 1 —-F ;iz0

genera una sucesion de puntos {P;},, en C, donde P; se obtiene con la representacion (5.5.5) ((5.5.6)),

con valores del pardmetro igualmente espaciados.

51 C es una elipse: -1<k<1
81 C es una hipérbola: k>1

Demostracién

¢ 5iC es una elipse

Existe una transformacién, representada por la matriz M, que aplica el circulo unitario en la elipse.

Entonces, los puntos

B=M"IR
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B=M1P

son puntos del circulo unitario, por lo que, eligiendo & = cos(B), donde 3 = £Py0P;, podemos

generar una sucesién de puntos sobre el cfrculo unitario con la férmula
P2 =2%Pn ~ P
Aplicando la matriz de transformacién M a P; ;7 obtenemos
MPo;=2kMP-MP ;i>0

Como B; = MP;, la ecuacién se reescribe en términos de los puntos de la elipse de la siguiente

manera
Piyoa =2kPip — B

Por tltimo, como —1 < cos(8) < 1, entonces, ~1 < k < 1.

Esto nos indica, que si en la ecuacién (5.5.4), se eligen como puntos iniciales, a dos puntos sobre
el circulo unitario, ésta generard una sucesién de puntos en el circulo, pero, si se escogen puntos

sobre una elipse, ésta misma, genera puntos de la elipse (con la eleccién adecuada del pardmetro).

Si € es la rama de una hipérbola

Primero veamos que la ecuacién (5.5.4), genera una sucesién de puntos sobre la hipérbola % —y2 =

1, usando como puntos iniciales

By
Py

(cosh(tg), senh(to))*
(cosh(to + B), senh(to + B))*

Como la sucesién de puntos se genera bajo valores equidistantes del pardmetro, el punto k+ 3 estd

dado por

Peyz = {cosh(ty+ (k + 2)8),senh(to + kB))*
(cosh ({to + (k + 1)8) + B}, senh ({to + (k + 1)8) — 8.

li

Usando las identidades
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cosh(a + ) + cosh(er — 8) = 2 cosh(8) cosh(a)
senh(a + ) + senh(a — ) = 2 cosh() senh(a)

con & = tg + (k + 1), podemos reescribir a P, en la forma

Piya = (2cosh(B) cosh(ty + (k + 1)8) — cosh(ty + kf3), 2 cosh(8) senh(to + (k + 1)8) — senh(to + k5))*

¥, reordenando términos, obtenemos

Prya = 2cosh(B) (cosh(to + (k + 1)), senh{to + (k + 1)8))* — (cosh{ty + kB3),senh(to + kB))".

Denotando por

k = cosh(5)

llegamos a la expresién deseada

Peyo =2kPiyy — P

con esto mostramos que todo punto generado por la férmula (5.5.4) es un punto de la hipérbola

candnica.

Ahora bien, dados dos puntos P, y P de la rama de una hipérbola centrada en el origen, elijamos a
Py=M"1Pya P, = M~'P], donde M es la matriz de transformacién de la rama de la hipérbola
canénica en la rama de la hipérbola C; por lo anterior, al elegir k = cosh(f3), la ecuacién genera una
sucesién de puntos {Pi}i;_»o que pertenecen a la hipérbola canénica. Multiplicando por M ambos

lados de la ecuacién (5.5.4) y renombrando a M P, = H;, obtenemos la ecuacién

Hiyo=2kH;1—H; ;120

Sabemos que la funcién coshz siempre es mayor o igual a uno y, dado que el édngulo 3 es mayor
que cero, entonces k > 1. De esta forma, la férmula también es aplicable, si los puntos iniciales

pertenecen a una hipérbola. gy

Notemos que el teorema (5.5.49) nos indica cémo generar una sucesién de puntos scbre una elipse

o una hipérbola, con la propiedad de que estos puntos son imagen de las parametrizaciones que nos
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garantizan obtener una poligonal de drea méxima. El inconveniente es que sélo es aplicable a las cénicas

con centro en el origen.

5.5.2 Elipses e Hipérbolas cuyo centro no necesariamente es el origen

Sea C una elipse o una hipérbola, cuyo centro lo denotaremos por S.

Si p(t) es la parametrizacién correspondiente, entonces la cénica C’, imagen de C bajo una translacién

al origen, tiene por ecuacién

o(t) =p(t) - S

Por lo tanto, eligiendo el pardmetro k adecuado, podemos generar una sucesién {V,-}‘-20 sobre la

cénica C’, con la férmula
Viga = 2kVi 1 -V
Al reescribir ésta en términos de p(t) y S, obtenemos

Piyo — 8 =2k(Piy1 - 8)~ (B - 5) (5.5.7)

Haciendo lo mismo para el punto Viia

Piy3— 8 = 2k(Piy3 — 8) — (Piy1 — 5) {5.5.8)

Ahora restando la ecuacién (5.5.7) de (5.5.8) y despejando Piiz

Pz =(2k+1)Piia — 2k + )P + B (5.5.9)

De este modo hemos obtenido una férmula que sélo requiere de tres puntos iniciales para generar

una sucesién de puntos de la cénica.

5.5.3 Pardbolas

Si la cénica es una pardbola, consideremos la representacién paramétrica

p(t) = at? + bt + ¢

donde a = {a;,az2)t, b= (b, b)' y c = (1, 2)*.

Usando el hecho de que la diferencia hacia atrds de tercer orden de p(t), es cero, tenemos que
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ity = plt+ 4L -p(t)
c(t) = I(t+ A1)

Il

entonces c(t + At) -~ ¢(t) =0, y al hacer la substitucién hacia atrds obtenemos

p(E+3 ALy =3p(t+2 A ¢t) - 3p(t + AL) + p(t)
reescribiendo esta ultima tenemos
FPiy3 =3P 2 =3P+ P ;i20

Notemos que esta ecuacién, resulta ser un caso particular de la férmula (5.5.9), donde k = 1.

5.6 El método en diferencias

Teorema 5.6.50 5iC es una conice no degenerada, pura cualquier punto inicial Py y una constante k

en cierto rango relevante para C, existen puntos P, y Py tales que la ecuacidn

P’,‘+3 = (2.'6 + I)Pi_’_g - (Qk + I)Pi-i-l +P;i>0

genere una secuencie de puntos {Pi},., que pertenecen a C.

Donde :

< 1 sC esuna elipse.

= 1 siC es una pardbola.

aon ow

> 1 siC es une hipérbola.

5.6.1 Aplicacién del método para la elipse

Veamos ahora cémo aplicar el método antes descrito para generar n puntos de una elipse.

Para aplicar el método, necesitamos: tres puntos iniciales y el valor del pardmetro k.

¢ Eleccidn del pardmetro &k

Como vimos anteriormente, el valor de k no depende de la posicién de la elipse; ademds, éste

coincide con el valor que se usa para generar n puntos sobre el cfrculo unitario.
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Recordemos que el valor del pardmetro que nos sirve para generar n puntos del circulo unintario,
es el coseno del dngulo subtendido por dos vértices consecutivos de la poligonal. Entonces, su valor

estd dado por:

2
n-—1

k=cosf ; f=

o Eleccién de los puntos iniciales

Resulta sencillo hacer la eleccién de los tres puntos iniciales para generar n puntos del cfrculo
unitario, pues el arco subtendido por cada par, es constante e igual a g, por lo tanto, si estos

puntos son:

fas
I

(1,0)*
(cos(),sen{3))*
P, = (cos(28),sen(28))*

|
1l

entonces, los puntos iniciales para generar la elipse (con centro en el origen) estdn dados por

P,=MP,

donde M es la matriz de transformacién del circulo unitario en la elipse.

Transformacién del circulo unitario en una elipse

Sea C una elipse cuya ecuacién estd dada por

Tt Az + 28tz + 4 =0 (5.6.10)

Primero veamos cémo obtener el centro de la elipse, es decir, los valores de xg, 7y, tales que la ecuacion

(5.6.10) se pueda reescribir como

v Ay =, (5.6.11)

donde y = = — xp.

Bajo estas condiciones, obtenemos
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g = —-A"

zpAzg -~y = o

Como A es positiva definida, entonces, existe una matriz Q tal que A = Q2.

Sea z = Qy, entonces podemos reescribir la ecuacién (5.6.11) en la forma
Zz=1y,

Esta ecuacién en z, representa un cfrculo con centro en el origen y de radio /Yo, por lo que podemos

expresar a z de la siguiente forma

z = \/7g(cos(t), sen(t))".

Substituyendo a z y resclviendo para ¥, tenemos

Y = /7@ (cos(t), sen(t))".

Finalmente, substituyendo y, obtenemos la transformacién que aplica el circulo unitario en la elipse

T = /7@ ' (cos(t), sen(t))" + zo
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Un algoritmo para generar n puntos de una elipse

A continuacién mostramos un algoritmo que se basa en el método en diferencias para generar n

puntos de una elipse.

Dado un nimero n y los coeficientes de la ecuacién cuadratica Az? + Bry + Cy2+Dz+Ey+F=0,
correspondientes a una elipse, el algoritmo obtiene n puntos distribuidos a lo largo de la elipse. Dichos

puntos determinan una poligonal de n lados de 4rea méxima inscrita .

Datos de entrada
A B,C,D E,F. Coeficientes de la ecuacién de la elipse

n: Ntumero de puntos a evaluar

Salida

n puntos distribuidos a lo largo de la elipse, que determinan una poligonal de 4rea mdxima.

Procedimiento

1. Calcula zp ¥ g, tal que la ecuacién de la elipse se pueda reescribir en la forma

C=(x—x0)Alz — o) =7

2. Obtiene la matriz Q tal que Q% = A.
3. Calcula el dngulo 3

4. Obtiene los tres puntos iniciales para aplicar el método

P; = /7@ (cos(i * B),sen(i * §)) + ¢ parai=0,1,2

5. Calcula los n — 3 puntos restantes usando el método en diferencias

(a) k=cosf
{b) Para¢ =3 hastan—1
Pi=(2k+ )Py~ (2k+1)Pa+ Pia
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En seguida mostramos algunos ejemplos que se generaron usando el algoritmo anterior. Dicho algo-

ritmo se implementé en la versién 5.0 de MATLAB. Cada cénica que se muestra se aproximé con 30

puntos.

LI " *
» * ) ) = » * - L
] » -
» ‘ . »
» N u u
l( u ‘ »
* ] »*
;u " N
] . " »
* - » o - -
¥ o o * * *x . o %
'+ y'—6x+4y+12=0 Sx® + Sxy + 16y"— S4x +64y + 144 =0
R » N om
: » . . - n(!
™ * " :
- bl -
» - - x
w » - ™
»* b - -
™ » " =
- - » “ b
" » : K- *
£ . w™ % o "

2+ 3xy+ a4y ~6x+ 16y +24 =0 x'— Sxy+ 16— 48x + 64y +72 =0

Figura 5-7: Aproximaciones de la cénica generadas con el método en diferencias.
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l" ¥ o » » * - * »
» » » E ]
» o o »
»* o » »*
] w * x
™ P »* »*
™ » » 3
- » L x
» »w 3 »
* nt * »
»* - " * ", gy X *
Sx'+A4xy+2y"~24x—12y+29=0 Ix'—2xy+3y°'+22x—-6Z2y+2=0
< ™ L . ul" ¥ . .
* * » *
L - -
» * * *
» * x »*
* » . . |
* . ‘ - |
* " = *
. - » o
* N - " -
x oy % * » * g‘!
x*+0.5zxy+y*+2x—2y—1=0 x*+2xy42y*+x+y—4=0

Aproximaciones de la cénica generadas con el método en diferencias.
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5.7 Notas y Referencias

Para la seccidn de graficacién de curvas se consulté el libro Hill [11].

En el segundo capitulo de libro Beach R. [2], se puede consultar m4s sobre cénicas y cuddricas.
Para la parte del método en diferencias se consultaron los artfculos Smith [19], Wang W. P. and

Wang C. Y. {20] y Weping W., Barry J. and Wang C. Y. [21].
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Capitulo 6

Graficacion de arcos conicos

6.1 Introduccién

En el presente capftulo abordamos el problema de graficar eficientemente un arco cénico. Con
este fin, primero obtenemos la representacién racional de Bézier para una cénica; estudiamos algunas
propiedades, en especial, la eleccién de pardmetros, donde se hace notar que la representacién se puede
determinar usando sélo un pardmetro. Una vez que se obtiene esta representacién, vemos cémo modificar
el método en diferencias (visto en el capitulo anterior) para generar arcos cénicos descritos a través de

su representacién racional de Bézier.

6.2 Representacién de arcos parabdlicos

La ecuacién paramétrica

p(t) =at* + bt +c (6.2.1)

representa una pardbola, donde a = (ay, @)%, b = (8,,82)" v ¢ = (v1,72)". Para hacer ver esto,

reescribamos la ecuacién en su forma matricial

t2
2 R e Bi m .
Y ay By o 1

resolviendo para t y t2:
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donde

de ambas expresiones se sigue

2 = By — 11} + (¥ = 72)8

d
¢ = oy =) —(z —71)
d
d= 018, — aaf,.

(al(y —Y2) —{z— 71)0-’2)2 — Bz —vi) + (¥ = 72)5,

simplificando obtenemos

con

£ T S I R B « - N

d d

Az® + Bry + Cy?* + Dz + Ey+ F =0

2
ag

—2cr 09

e

2o 07, — 2y, — df,
dB, — 20y, + 20y a9,

o375 — 2o awy,v,y + 037) + d(Byyy + B1v2)

Notemos que B% = 4AC, por tanto, hemos llegado a que la ecuacién paramétrica (6.2.1) representa una

pardbola.

6.2.1 Representacién Polinomial de Bézier de Segundo Grado

Una representacién que nos permitird hacer referencia a arcos parabélicos, es la llamada Repre-

sentacién Polinomial de Bézier de Segundo Grado:
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p(t) = bo(1 — )% + 2b;8(1 — t) + bot% , 2 € [0, 1) (6.2.2)

En esta representacién, los puntos by, b; y bz estdn fuertemente ligados con el arco parabélico que se
describe al hacer variar el pardmetro entre cero y uno; por ello, al poligeno formado con estos puntos,

se le conoce como poligono de control.

Notemos que

p(0) = b (6.2.3)
p(1) = b (6.2.4)

Es decir, los puntos extremos del arco parabélico, son los puntos de control &y ¥ be.
Para obtener otras propiedades de los puntos de control, llevemos la ecuacién (6.2.1) a su expresién

polinomial de Bézier. Como p(0) = c, tenemos

c=by (6.2.5)

Evaluado la derivada en cero obtenemos

p0)==5 (6.2.6)

Con estas dos condicicnes, la ecuacién de la pardbola la podemos reescribir en la forma

p(t) = at® + P/ (0)¢ + bo . (6.2.7)

y tomando en cuenta que el extremo final del arco es by, obtenemos la siguiente expresién para a

a = by — (bo + p'(0))

de modo que la parametrizacién queda dada en la forma

p(t) = (ba — (bo + p'(0))) £* + p'(0)t + bo (6.2.8)

evaluando la derivada en ¢t = 1, cbtenemos

P'{1) = 2(ba — bo) — p'(0)
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la que podemos reescribir

1,0 1,
52—"2'17(1)—50+2P (0).

El lado izquierdo de ésta, representa un punto que pertenece a la tangente en el punto by, mientras que
el lado derecho, nos indica que este punto también pertenece a la tangente en el punto by; es decir, es el
punto de interseccién de las tangentes en los extremos del arco, sea r dicho punto, entonces la derivada

en cerc y en uno queda dada por

?'(0)
?'(1)

—2(bp — 1)

2(62 —'r)

Substituyendo p'(0) en la ecuacién de la pardbola, llegamos a la expresién

p(t) = bo(1—2t+¢%) +2r (t = %) 4 byt?

bo(l — t)2 + 2tr(1 = £) + bot? (6.2.9)

Finalmente, al comparar ésta con la ecuacién (6.2.2), concluimos que r = b;.
Resumiendo:
1. La tangente a la pardbola en el punto by es la linea definida por los puntos by v b.

2. La tangente a la pardbola en el punto b; es la recta que une a los puntos b y by .

3. Reordenando los términos de la expresién (6.2.9), obtenemos

p(t) = (bo(1 —t) + bat) (1 — 1) + (br (1 — t) + bat) ¢

¢ Il término e = bp(1 — t) + bit, representa el punto de la linea que pasa por los puntos de control

bo v b1 v que divide al segmento byd; en la razén

- t
» El punto f = b;(1 — £} + byt divide al segmento b1 bo en la razén —7
¢ Reescribiendo la ecuacién

plt)y=(1—tle+tf
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nos muestra que p(t) es el punto que divide al segmento ef en la razén -t

En notacién compacta

(bo bre) = (b1 by f) = (e f p(t)) = rf_—t

Reescribiendo la derivada en ¢, obtenemos la expresién

) =2(f - e)

Concluimos que la linea que pasa por € y f, es precisamente la recta tangente a la pardbola en el

punto p(t) y, entonces se deduce que

¢ Dado el pardmetro t, podemos construir la recta tangente a la pardbola en el punto p(t), de la

siguiente manera :

t
-5 =—,
ea s = T—;

— Construir el punto e que divide al segmento bgby, en la razén s (figura 6-1( a )).

— Construir el punto f que divide al segmento b1 g, en la razén s(figura 6-1( b )).

— La tangente a la pardbola en el punto p(t), es la linea que une a los puntos e y f
{figura 6-1{ ¢ )).

-

(a) (b)

Figura 6-1: Construccién de la tangente a la pardbola.

Ma4s ain, una vez que hemos construido la tangente, podemos determinar el punto de contacto, el

cual coincide con el punto que divide al segmento ef en la razén s ( vea la figura 6-2).
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Figura 6-2: Construccién del punto determinado por el pardmetro ¢ con respecto a la representacién
polinomial de Bézier.

Si cambiamos el poligonc de control de la pardbola y seguimos el procedimiento antes descrito,

obtendr{amos las mismas propiedades, por lo tanto, se sigue el siguiente resultado:

Teorema 6.2.51 (Teorema de las tres tangentes) Sean a, b y c tres puntos diferentes de una
pardbola . 5i las tangentes en a y c se intersecan en el punto d, y denotamos por e ¥ f a los pun-

tos de interseccidn de la tengente en b con las tangentes en a y c, entonces

t

(aed)=(ebf)={dfc)=1—

Figura 6-3: Teorema de las tres tangentes
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Algoritmo para generar puntos de un arco parabdlico

A continuacién mostramos un algoritmo para obtener el punto de la pardbola correspondiente al
pardmetro t, con respecto a la representacién polinomial de Bézier

Dados los puntos de control de la pardbola by, by, by v ¢ € [0,1].

1. Para i = () hasta 2
R =b

2. Para r=1,2

e Degde 1 =0 hasta 2—r

BE(t} = (1~ 1)1 (2) + tbiy (t)

de esta forma b3(t) es el punto de la pardbola con pardmetro t (vea la figura 6-4).

Figura 6-4:

Algoritmo de Subdivisién

Como hicimos notar, los puntos intermedios b} y b} que se generan para construir el punto b3, definen
la recta tangente a la pardbola en dicho punto. Tenemos entonces el siguiente esquema:

Los segmentos m y m son tangentes a la pardbola en b} y b2 respectivamente, por lo tanto,
podemos aplicar el algoritmo, usando los puntos de control b, b} y b3 para generar el subarco bJb3 . De
manera similar, como los segmentos Ega y b%_bg son tangentes a la pardbola en b3 y b respectivamente,

podemos usar los puntos de control b, b} y b3, para generar el subarco b3b3.

De esta forma, la representacién polinomial de Bézier del subarco b}bZ es
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p(s) = bJ(1 — 5)% + 2b}s(1 — s) + bZs? ,s € [0, 1]
y la correspondiente para el subarco bZb3
p(s) = b3(1 — s)% + 2b15(1 — 5) + b3s? ,s € 0, 1]

Al procedimiento antes descrito se le conoce como algoritmo de subdivisién.
En general, para determinar el polfgono de control del arco parabélico correspondiente al intervalo
[0, ], el pardmetro local s, estd dado por s = t/u y si ¢, ¢1 ¥ ¢z son los puntos de control del segmento

correspondiente al intervalo {figura 6-5), entonces

& = bp(u)

Figura 6-5: Algoritmo de subdivisién

Hemos encontrado que la representacién polinomial de Bézier de la pardbola p(t) = bo(1—t)24b;2t(1—
t) + bot?, describe el arco bgby para valores del pardmetro en el intervalo unitario, cuyas tangentes en los

puntos extremos son los segmentos bgby y by bs respectivamente.

Ahora tratemos de encontrar una representacién para arcos elipticos o hiperbélicos que tenga carac-

teristicas similares.
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6.3 Parametrizacién Racional de Bézier de Segundo Grado

Nuestro objetivo ahora es obtener una representacién que describa un arco cénico en términos de sus
puntos extremos y del punto de interseccién de las tangentes en dichos puntos. Para ello, consideremos

la ecuacién de la cénica C en coordenadas homogéneas

az? + 2bzy + cy® + 2dzz + 2eyz + f22 =0 (6.3.10)

cuya forma matricial es T AT = 0 donde

a b d z
A= c |§= Y
d e f T

y denotemos por by ¥ bz a los extremos del arco y por by al punto de interseccién de las tangentes en by

y be respectivamente.

Para encontrar una expresién del arco bpbs, parametricemos el segmento bgby, y determinemos el

punto de interseccién de la cénica y el segmento que une a un punto de bgby con bz vea la figura 6-6.

Figura 6-6:

Como nos interesa obtener una representacién de arco bgb, para valores del pardmetro en el intervalo

unitario, usaremos la siguiente representacién para el segmento beby

bo1(t) = t(by — bo) + bo

entonces la representacién paramétrica de la lfnea ( 1) que une el punto by (t) con b3 la podemos expresar

en la forma

p(s) = s(ba — boi(t)) + boa (¢) (6.3.11)
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Para determinar los puntos de interseccién de { y C, subtituyamos p(s) en la ecuacién matricial de C y

determinemos los valores de s que la satisfacen

P(s)Ap(s) = 0

después de simplificar, obtenemos la siguiente expresién cuadratica en s

(b — bgy (£)) A2 — bo1(2))s% + 2(b2 — boy (2))" Aboy (t)s + b, (£) Abgy(t) = 0 (6.3.12)

como by es un punto en comtn de C y I, entonces una de las rafces de la ecuacién anterior es s = 1.
Usando las propiedades de las raices, encontramos que el valor de s que determina al segundo punto de

interseccién, debe satisfacer la ecuacién

_ D +2(by — bo:(2)) Aboy (2)
D

donde

D= (bz — bol(t))tA(bz — byt (t))

Al substituir este valor en la ecuacién (6.3.11), obtenemos la expresién del punto del arco b, corres-

pondiente al pardmetro ¢:

Dp(t) = —aby + b1 (t)(D + @) (6.3.13)

donde
o = D + 2(ba — bo1(t))* Abp1 (t).

Conforme hagamos variar el pardmetro en el intervalo unitario, la ecuacién (6.3.13) describir4 el arco
cénico boba.
Dado que el punto by pertenece a la cénica, se tiene que b5 Ab; = 0, por lo que las expresiones para

D vy « se reducen a

D = b'[tn () Abos ()} — 2b§Abm )
o = —by(t)Aboa(t)
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para simplificar ambas expresiones, hagdmoslo primero con el término b, (t) Abo: (2).

bhy{t)Abor(t) = (t(by — bo) + bo)* A(t(br — bo) + bo)
t2(by — bo)* A(by — bo) + 2tb5 A(by — bo) + b Aby;

como by es un punto de la cénica y b; pertenece a la tangente en by
bhAby = 0
bgAb; = 0,
por lo que la expresién se reduce a
b5, (t) Abgy (t) = Bt?
donde
B = biAb, = C(b)).

De manera que las expresiones para D y a se reducen a

D = Bt? - 2byAbg(t)

a = —pt?
después de simplificar el segundo término que aparece en D, obtenemos
D=pt24+6(t-1)
donde

5 = 2b% Abg
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Nota: Dado que estamos describiendo el arco cénico boby, el valor de s que determina al punto de la
cdnica, debe estar en el intervalo unitario; en consecuencia, D debe estar definido para todo valor del

intervalo.

Ahora bien, dado que D(0) = —6 y D(1) = 3, entonces para que D no se anule, B y § deben tener

stgno contrario 86 < 0.

Reescribiendo la ecuacién (6.3.13)

Dp(t) = Bt2by + b (2)(t — 1)6
y substituyendo bg; (t) obtenemos
Dp(t) = ft®b; — 6bit(1 — ¢t} + 6(2t — 1 — t3)bg

finalmente, usando las siguientes propiedades de los polinomios de Bézier:

t* = Bi(t)
t = 1/2Bit)+ B3(t)
1 = Bit)+ Bi(t) + B(t)

obtenemos la siguiente expresién del arco cénico bgbs:

_ —6bgB3(t) — 8/2b, Bi(t) + BbaB3(t)

= ; B6>0.. 314
0= sz -spmr0 o530 0 0" (6:3:14
En general, la ecuacién de un arco c¢énico es de la forma
3imo Wibi B2 (1) 5
plt)=ZF—— = w=-b6, wi=~5 wa =0 (6.3.15)

E?:O uk ‘B‘l2 (t) 2

Observemos que esta representacidn siempre la podemos reescribir de tal manera que los coeficientes de

b; B2(t), sean positivos.
* 5i 8 > 0, dado que 8§ < 0, —6 > 0 y, por tanto, los coeficientes son positivos.

e Si f < 0, se concluye que —6 < 0, entonces al factorizar un ~1, tanto en el numerador como el

denominador, se lega a una expresién donde todos los coeficientes son positivos.
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A la ecuacién que acabamos de obtener, se le conoce como representacién paramétrica racional
de Bézier y, al igual que en la representacién polinomial de Bézier, los puntos &; forman el llamado
poligono de control, mientras que a las constantes wp, w; y wy se les conoce como el peso asociado

al vértice by, b y be respectivamente.

Teorema 6.3.52 Todo arco conico byby puede expresarse por medio de una ecuacidn racional de Bézier

de la forma

Yo wibiB3(t) |

plt) = ;w; >0, te(0,1)

= &2 >
LimowiBi(2)
A continuacién veremos que el recfproco también es cierto, es decir, toda ecuacién racional de Bézier

representa una cénica, para ello, asumiremos que los pesos son positivos.

Como los polinomios de Bézier son curvas acotadas y su gréfica se encuentra en el primer cuadrante en

el intervalo unitario, entonces el denominador de (6.3.15), que denotaremos por w(t), también representa

una curva positiva y acotada en este intervalo,

2
wit) = Ei=0 w; B¥(t)
si denotamos por

w; B (t)

\Il,-_(t) = w(t)

entonces, la ecuacién racional de Bézier queda expresada de la siguiente forma

p(t) = ibi\h(t) (6.3.16)

i=0
Notemos que la suma de los coeficientes de los puntos de control es uno, lo que nos indica que p(t} es
combinacién baricéntrica de los puntos by, b; y bz; més aun, dado que ¥;(t) > 0,7 =10,1,2, p(t) es
una combinacién convexa de los puntos del poligono de control y, por tanto, para toda t entre cero y
uno, p(t) estd en la cubierta convexa de estos puntos.

Ahora consideremos los vectores

u = bo_bl

v = bz-—bl
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como los puntos b, & y bz no son colineales, entonces los vectores son linealmente independientes (vea
la figura 6-7), por lo tanto, si P es un punto del plano determinado por by, by y bz, existen constantes

a y 3 tales que

P=b;+au+fv

bl
8=0 =0
u v
b b
0 a+f=1 2
Figura 6-7

reescribiendo a P en términos de los puntos de control

P =aby+ (1 — (a+8))b + Bba (6.3.17)

Estas expresiones de P, nos permiten hacer la siguiente traduccién entre las coordenadas oblicuas y
las baricéntricas.
Dadas las coordenadas oblicuas (a, §), las coordenadas baricéntricas son (o, 1 — (a + 8), 8).

Ahora, comparando las ecuaciones (6.3.16) y (6.3.17)

alt) To(t)
B(t) =| ww® (6.3.18)
1 - (aft) + B(t)) T (1)
Multiplicando a(t) y 8(t) tenemos
a(tB(8) = 35 B3 (01 BA()

y dado que

2
B3(t)B3(t) = (_Bip)_

el producto lo podemos reescribir en la forma
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wowy w} (B} (3))2

a(t)B(t) 41.0? w2(t)
= ’“Z‘:U“? T3(t)

por iltimo al reescribir a ¥%(t) en términos de o y 3, obtenemos

a{t)B(t) = c(1 = (a(t) + B(1))? (6.3.19)

donde

Wy
= Az
4wy

De esta forma llegamos a que las coordenadas oblicuas de todo punto generado por la ecuacién racional
de Bézier, satisfacen una ecuacién cuadratica, por lo tanto, representa una c¢énica, en particular, para
valores del pardmetro entre cero y uno, la ecuacién describe el arco cénico bgbs.

Tomando en cuenta ambos resultados, tenemos lo siguiente

Toda cénica se puede expresar por medio de una representacidn racional de Bézier, y toda repre-

sentacidn racional de Bézier representa una cénica.

Ya que hemos visto que un arco cénico con tangentes no paralelas en los extremos, se puede describir
mediante una ecuacién paramétrica racional de Bézier, estudiemos ahora algunas propiedades de esta

representacion.

6.3.1 Algunas propiedades de las curvas racionales de Bézier

Clasificacién de la cénica

Como es sabido, la clasificacién de la curva se obtiene a través del discriminante de la ecuacién
—ca® —af— B+ 20 +20-c=0
que estd dado por
A =1-4c

después de substituir ¢, llegamos a la siguiente expresién
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donde
k= wowg/wf

De este modo, la clasificacién de la ednica en términos de k, estd dada por

Para k = 1 la curva es una parébola.
Para k > 1 se trata de una elipse. (6.3.20)

Para k < 1 estamos en el caso de una hipérbola.

Invarianza de la representacién bajo transformaciones afines

Cuando se desea resolver un problema de disefioc geométrico, generalmente se requiere del uso de
curvas cuys representacion sea invariante bajo transformaciones afines, es decir, bajo rotaciones, transla-
ciones, escalamientos etc.. Esta es una propiedad que tiene la representacién racional de Bézier.

Sea T' una transformacién affn, es decir, T es una transformacién lineal seguida de una translacién,
T(P) = L{P) + A, entonces

T(p(t))

H

r (Z b, (t))

i=0
= ) (L(bs) + A) Ti(t)
> T(b:)Ws(t)
L wiT(b)B2(t)
w(t)

e5t0 nos muestra que la representacién racional de Bézier es invariante bajo transformaciones afines.

(l

Las proyecciones preservan la forma de la Representacién Racional de Bézier

Otra transformacién que también es muy 1itil en el disefio geométrico por computadora es la proyec-

cién. Una de sus aplicaciones es el despliegue grafico de un objeto tridimensional, que se obtiene

generando una vista proyectiva de éste.
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Sea S una perspectividad central con vértice ¢ sobre el plano P. §: p — P, por definicién, S(p)
estd en perspectividad central con p, si ¢, S{p) ¥ p son colineales, es decir
Sp)=Q1-p)p+pc (6.3.21)

Si g es un punto de P y N un vector normal a éste, entonces la ecuacién del plano estd dada por

(8(p)—q)-N=0
al substituir S{p) en ésta iltima y despejar a p, obtenemos

_(p—-4q)-N
P~r-9nN

Veamos ahora que S{p) preserva la forma racional de Bézier

Primero evaluemos a § en p(t) :

_pa =) N+ ((p) ~ ) N
St = PE - N ‘

después de substituir p(t) y simplificar obtenemos

_ S wBAY) (g =0 N + (b — ) - N)o)
Sl = > (wilhi — 9 - M) BXD '

Notemos que el término de la sumatoria en el numerador, se puede reescribir en la forma
wi BZ () (b — ¢) - n(1 — p{b:)b; + o{bi)c)
por lo tanto

_ Zwi)SE)BiY)
B STIOTT

donde w; =w;(b; — ¢) - N.
Con esto se muestra que la representacién racional se preserva bajo proyecciones, donde los puntos de

control de la curva original van a dar a los puntos de control de la curva imagen, perc los valores de los

pesos se alteran de acuerdo a la ecuacién dada por w}.
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Definicién alternativa de una seccidn cénica.

Definicién 6.3.53 Seccidn cdnice

Una seccidén conica en R? es la proyeccion sobre el plano z = 1 desde el origen de coordenadas de

una curva de Bézier de grado dos definida en R® (vea la figura 6-8).

Figura 6-8: Cénica vista como la proyeccién de unae pardbola en R3.

Usando esta definicién, probaremos ahora que toda seccién cénica se puede escribir como una curva

racional cuadrética de Bézier.

Teorema 6.3.54 Para toda cénica p(t), existen tres nimeros reales wq, wy ,we y tres puntos by, by

b2 € R? tales que p(t) puede escribirse como

Yoo wibBE(t)

A= S B

donde
2 X .
B2(t) = AT I

Demostracion

(6.3.22)

Sea p(t) un punto de la cénica, por definicién, p(t) es la imagen proyectiva de un punto de una curva

de Bézier de grado dos definida en R®. $i pensamos en el plano de proyeccién z = 1 como una copia

de R?, entonces a p(t) lo podemos identificar con el punto (p(t),1)%; por lo tanto, p(t) es la imagen
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proyectiva de (w(t)p(t), w(t))!. Escribiendo ahora la cénica en términos de los polinomios de Bézier,

tenemos

w(t)p(t)

I roB3(t) + r1BY(t) + r2B3(t)
w

donde r; € RS,

Reescribiendo cada punto r; de modo que su iltima componente; a la que denotaremos por w; quede

explicita, es decir, 7; = (g;,w;)* con g; € R

PO} S wtBR) (6.3.23)
w(t) i=0

de esta ecuacién obtenemos

w(typ(t) = Zq,B?

i=0i

2
wt) = 3 wBke)

=0

resolviendo para p(t)

z;_o quﬁ( )

Cwd

p(t) =

scong ER?yw; €R
finalmente escribiendo a cada g! de la forma ¢f = w;b;, obtenemos la expresién para p(t) deseada. u

Notemos que los puntos de control de la cénica: by, by, bz, son la proyeccion de los puntos de control
{wibi, w;)* de la curva polinomial de Bézier de grado dos, sobre el plano z = 1. Ademds, si todos los pesos
son iguales, entonces como los polinomios de Bézier suman 1, ¢l denominador de (6.3.22) es constante,

por lo tanto, las curvas polinomiales de Bézier de grado dos son un casc especial de las racionales

cuadriticas.

Ecuacién en coordenadas cartesianas

Todo punto p del plano generado por los puntos by, b; ¥ b2 lo podemos expresar

p = agbp + a1by + azby
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donde

ag+ay +oz =1.

Dicho de otro modo, todo punto del plano, se puede expresar como combinacién baricéntrica de bg, by y
by. Una forma de obtener las coordenadas baricéntricas de p, es calculando las 4reas ag, a; y ag, de los

tridngulos determinados por los puntos de control y p, vea la figura 6-9.

bl
a
I
bU - - b2
Figura 6-9:
dag = drea A pboby =aqp
doyy = drea A pbpby = a;
do.’z = A4rea &p{hbu = Qag

donde

d = drea A bgblbg.

Por otro lado, sabemos que si (¢, 8) son las coordenadas oblicuas del punto, entonces las coordenadas
baricéntricas estdn dadas por (e, 1 — {a@ + ), 8).
Usemos estas expresiones para obtener la ecuacién de la cénica en coordenadas cartesianas. Para

ello, sea N un vector normal al plano determinado por los puntos de control de la cénica v denotemos

)
Il

((bo ~ 1) x (b — b)) - N
= )\é.reaA b0b1b2
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donde

A= 2N.i, y © un vector unitario paralelo a N

Andlogamente obtenemos

dag = (be—p)x(1—p)-N (6.3.24)
My = (bo—p)x(b2—p)-N (6.3.25)
day = (hi—p)x(bo—p)-N

De manera que las coordenadas baricéntricas de P estdn dadas por

Aai
ay = —
a

Reescribiendo la ecuacién p = abg + (1 — {a + 3))b1 + Bbs, tomando como punto de referencia a p

afbo — p) + (1 — {a+B))(b1 —p) + B(ba —p} =0 (6.3.26)

aplicando el producto cruz con (ba—p) y comparando con las primeras dos igualdades de {6.3.25) tenemos

albo—p) X (ba—p}— (1 —{a+ ) ba—p)x (br—p) = 0
ey — {1~ (a+ Aoy

I
o

(6.3.27)

tomando ahora el producto cruz de (6.3.26) con (bg —p) ¥ comparando con la primera y dltima igualdad
de (6.3.25) se tiene.

(1 — (@+B)(b1 — p) x {bg —p) + B(bz — p) x {bo — P)
(1 = (a+B))ag — P

[
o @

(6.3.28)

De las ecuaciones (6.3.27) y (6.3.28) se sigue

aey = (1—(a+8))ao
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Bar = (1 —(a+p))a;

de las que se deduce que

ap = «
ap = 1—(a+p) (6.3.29)
a = f

De manera que si consideramos al plano byby by como el plano XY, al punto p = {z,v)y ab; = (z:, w:),

entonces, las coordenadas oblicuas de @ y 3 estdn dadas por

(v —v)(z2 ~ 1) ~ (& — 1) (32 — 1)
(yo — y1){(z2 — 1) — (0 — z1)(v2 — v1)
g = (v —y){zo — 1) = (. — 1) (5o — 1)
(v2 — w1 ){zo — 21} — (22 — 1){¥0 — 1)

Para obtener las coordenadas de la cénica, se substituye o y § en la ecuacién (6.3.19).

Ecuacién del “segmento” complementario

La representacién racional de Bézier nos permite describir una cénica en términos de tres puntos
bo, b1 y bz, en particular, para valores del pardmetro entre cero y uno, se obtiene el arco definido por los
puntos by y by. Para distinguir este arco del resto de la curva, a éste se le llama segmento estdndar,
mientras que al otro “segmentc” de la curva se le llama segmento complementario.

El siguiente resultado nos indica c6mo modificar los pesos asociados a los puntos de control by, by y

ba, para obtener el segmento complementario usando valores del pardmetro en el intervalo unitario.

Teorema 6.3.55 Sea p(t) la curva definida por

T.UQbQBg(t) —wyb B?(t) + T-U'szB%(t)
w(t)

B(t) = (6.3.30)

con w(t) = woBE(t) — w1 B2(t) + weB2(t) v los pesos w; son positivos
Entonces p(t) y p(t) describen o la misma cénica. Mds ain para t € [0,1] los puntos by, p{t) y
P(t) son colineales. Por lo tanto, la ecuacidn (6.3.30) describe el segmento complementario de p(t) para

t € {0,1].
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Demostracién

Primero veamos que las ecuaciones p(t) y p(t) describen a la misma cénica, para lo cual, probaremos
que las coordenadas baricéntricas de p(t) satisfacen la ecuacién aff = ¢(1 ~ (a + G)).

Las coordenadas baricéntricas de p{t) son

a = wBi(t)/w()

B = wB3(t)/@(t)
1-(@+8) = —wBi)/d(t)

Para ver que éstas satisfacen la ecuacién (6.3.19), hagamos el producto de & y 8

Wowe

wA(¢)

wow, wi (Bi(t))
qwi  wWi(t)

- c(l—(a+ﬁ))2

aB

B (t)B3(t)

2

de esta wltima expresién vemos que las coordenadas baricéntricas de B(t) satisfacen la ecuacién (6.3.19)
y por lo tanto p(t) y p(t) representan a la misma cénica.

Ahora bien, para hacer ver que by, p(t) y #(£) son colineales, restemos b, de 5(t), obteniendo (siempre
y cuando @w(t) # 0).

RO —b = g (w(tp() - 2uib B —T0k)

- %(p(t) 1)

Esta expresién nos indica la colinealidad de los puntos, y dado que p(f) también es un punto de la
cénica, P(t) es un punto del segmento complementario, es decir, para ¢ en el intervalo unitario, D(t) es
el punto del segmento complementario determinado por el punto de interseccién de la cénica y la linea

que une los puntos b; y p(t) (Vea la figura 6-10).

Clasificacién de la cénica con base en la representacién del segmento complementario.

El segmento estindar es una curva acotada, por tanto, a través de un andlisis de las discon-

156




Figura 6-10: Relacidén entre los puntos generados por las representaciones p(t) y 3(t).

tinuidades del “segmento complementario”, podemos clasificar a la cénica; por ejemplo, si B(t) es una
curva acotada, la cénica es una elipse, de lo contrario, 5(t) representa a una parébola o a una hipérbola.

El comportamiento de la curva estd determinado por el de @(t).

ﬁ(t) = ('UJQ + 2wy + wz)tz - 2(‘w0 +un )t +wy

La forma de la curva %(t) se ilustra en figura 6-11.

wa wu Wz
f t2
(b) (c)

Figura 6-11: Formas que puede adoptar la curva w(t).

sus rafces estdn dadas por

6 — wp 4+ wy £ \/wlE — Wty

wy + 2un + we
wo +wy w1 -k k_‘tDo'HJQ
we 4 2wy +wy 'w?

de esta expresién obtenemos la siguiente clasificacién

a) k> 1 (figura 6-11 (a)).

w(t) no tiene rafces reales, por tanto, #(t) es una curva acotada y entonces la cénica es una elipse.
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b)

k=1 (figura 6-11 (b)}).

En este caso @(t) tiene una rafz doble indicando que $(t) es una curva no acotada y como w(t) no
cambia de signo, la curva cae completamente en el primer cuadrante del sistera oblicuo (by;u,v),

tratdndose en este caso de una pardbola.

k <1 (figura 6-11 (c}).

W(t) tiene dos rafces diferentes, digamos ¢; < t2, lo que significa que la curva es la unién de dos

curvas disjuntas, por lo tanto, la cénica es una hipérbola.

Para valores de t en el intervalo (0,t), la curva se encuentra en el primer cuadrante y conforme t
se aproxima a t;, la curva tendré un comportamiento asintdtico, pero tomando en cuenta que w(t)
cambia de signo para valores de ¢ mayores que t;, la curva pasa del primer cuadrante al tercero, y
conforme t se aproxima a tg, p(t) se aproxima cada vez més a la segunda asintota; para ¢ mayor
que ty, W(t) cambia nuevamente de signo, por tanto, la curva cambia del tercer al primer cuadrante
y a medida que t se aproxima a la unidad, $(t) se acerca més al punto de control by {Vea la figura
6-12).

BCt)
o<t <t

B(t)
het<t,

Figura 6-12:
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El problema de inversidn

El problema de inversién consiste en obtener el pardmetro correspondiente a un punto p; es decir

determinar el valor de t que cumple la relacién

p=p(t)

Denotemos por { a la lfnea que une el punto b; con p y por ¥ & su punto de interseccién con el

segmento byby vea la figura 6-13, entonces existe un valor de A, para el cual y estd dado por

¥ =(1— Nby + Abz

Figura 6-13:

Si t es el valor del pardmetro correspondiente a p, los vectores

woBF(t)(bo — br) + wa BE(t)(b2 — by)
w(t)
(1= A)(bo — b1) + A(by — by)

p(t) — b

]

y—b

son paralelos, por tanto, sus coordenadas con respecto a los vectores u = by — by y v = by — by, deben

satisfacer la relacién

1-X A
woB3(t)  w2B3(t)

(6.3.31)

que podemos llevar a la forma
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({1 — Nwy — wpA)t + 2wpAt — Mwg =0 (6.3.32)

y cuyas rafces estdn dadas por

_ wg)\ + \/A'LUQIUQ(]. - )\)

P (1 - /\)'i‘.Ug - ’LU'Q/\

simplificando obtenemos

)\’LUQ
t 6.3.33
! VAwg + Juna(l — A) ( )
ty = Ao (6.3.34)

Vwg — y/wa(1l - A)

Notemos que t; es menor que uno entonces, el punto que le corresponde pertenece al segmento estdndar,
mientras que el correspondiente a tp pertenece al segmento complementario. Ademds, como by, p(t;)

¥ p(t2) son colineales, p(ts) lo podemos expresar usando ¢ = f, en la parametrizacién del segmento

complementario; es decir

plt2) = pt1)

Tomando en cuenta que ¢; y ¢4 son raices de la ecuacién (6.3.32}, tenemos la siguiente relacién ¢) + s =

2t1t2, 0 equivalentemente ty = ¢ /(2t; — 1), de aquf se sigue que

) =p (%:l_ 1)

Ohservemos ahora que este resultado no depende de la eleccién del punto P, por lo que podemos escribir

5 = (57

ésta ltima nos da una forma de obtener el segmento complementario con la parametrizacién p(t)

(figura 6-14}.

6.3.2 Algoritmo para generar arcos cénicos

Como ya tenemos un algoritmo para generar puntos de una pardbola y una cénica se puede obtener

a partir de la proyeccién de una de éstas, entonces al aplicar el algoritmo a la pardbola definida en R3,
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Figura 6-14: Pardmetro correspondiente al segmento complementario usando la representacién p(t).

podemos obtener un algoritmo para generar puntos de una cénica.

Si los puntos de control de la pardbola definida en R3 son

ro = (wobg,wp)
™ = (wl by, un )‘t
ro = (webe,wy)t

De acuerdo al algoritmo visto en la seccién 6.2.1 obtenemos

ra(t) = (1 —t)rd +trd(2)
ot} = (1 —t){wobo, wo) + t{wiby, w: )t

= ((1 - thwgbo + twiby, (1 — t)wp + tw, )

ri()) = (1-0r) +r3()
ri(t) = (1= ) wiby,w1)" + t{waby, wp)*

= ((1 = thw by + tweby, (1 — thwy + two)*
rat) = (L—t)rd +tr}

2 t
(i wib:BE(t), > w,-B,?(t))
i=0 i=0

El algoritmo nos indica que €l punto de la parébola correspondiente al pardmetro ¢ es :

=0 i=0

2 2 ¢
plt) = (Z w;b; B3 (t), Z wiBiz(t))
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Al efectuar la proyeccién del punto 5(t), sobre el plano z = 1, se obtiene el punto de la cénica

Z?=0 w;b; B(t)

PO = S B

El algoritme, nos muestra que podemos obtener el punto de la cénica, evaluado la expresién del
numerador y del denominador por separado.
A continuacién describimos el algoritmo para generar puntos de una cénica que tiene como puntos

de control a by, by, b2 donde los pesos asociados son wy, wy y wa.

l. Para i =0 hasta 2
gR(t) = w;b;

wd(t) = w;

2. Para i =0 hasta 2

e Desde i =0 hasta 2—7r

gr(t)={1—-1¢) qf ')+t ¢ ()
wi(t) = (1 — tyw]~ () + twl]

Entonces el punto sobre la cénica con pardmetro ¢ estd dado por

Figura 6-15: Algoritmo para generar el punto asociado a la cénica con pardmetro .

En la seccién 6.2.1 obtuvimos el algoritmo de subdivisién correspondiente para las pardbolas definidas
en R2. Aplicando un razonamiento similar, podemos obtener el algoritmo de subdivisién para las pardbo-

las definidas en R3, e interpretarlo para obtener el algoritmo de subdivisién correspondiente a las cénicas.
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De manera que si denotamos por ¢;, a los puntos de control del subarco cénico bop(t), entonces éstos

estdn dados por:

g5(t)

“O =140

6.3.3 Eleccién de una parametrizacién

La representacidn racional de Bézier describe el arce coénico boby para valores del parémetro en el
intervalo unitario, donde el tipo de arco estd determinado por el valor del invariante k

Wows

G
Wy

k

éste nos indica que no existe una formae tnica de elegir los valores de los pesos, es decir, dada une
parametrizacidn del arco byby determinade por wg, wy y we, si elegimos ug, u, v uz de manera que la
siguiente relacidn se cumpla

Wy Upla

—_—, wi >0, u>0
w% u?l 1 y U

entonces, al reemplazar w; por u; en la expresion para p(t), obtendremos otra parametrizacidon del mismo
arco.
A continuaci6n nos centraremos en determinar un miembro de la familia de cénicas que tiene en

comiin a los puntos de control a by, b; y bs.

552 o wib:B2(2)

PO=53 B

Para fijar un miembro de esta familia, se hace necesario imponer més condiciones sobre la cénica,
como por ejemplo, que dicha cénica pase por el punto p,, a este punto se le conoce como punto hombro.
Una vez que se ha elegido el punto hombro p., podemos calecular sus coordenadas oblicuas con respecto
al sistema (by;bp — by,b2 ~ b)) ¥ aplicando la ecuacién (6.3.19), obtenemos el valor del invariante, sin
embargo, como mencionamos anteriormente, no existe una manera tnica de elegir los valores de los
pesos, de modo que, si ademds, indicamos que t = ¢, es €] valor del pardmetro para el cual se desea

obtener el punto hombro, es decir

2
pa=plt) = 3 BiT(t.)

i=0
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entonces, las coordenadas baricéntricas de p., dadas por ¥;(¢), quedan completamente determinadas.

Por otro lado, sabemos que las coordenadas oblicuas de p, = (&, 8), y las baricéntricas satisfacen las

siguientes relaciones

a = ‘I’o(t.)
a(t.)
l—(a+f8) = ¥i(t.)

™
il

y de la ecuacién (6.3.29)

a=¢§ag, B=E§az, 1-(a+pf)=4Ean
haciendo una compdtacién entre ambas expresiones obtenemos
_  Wo . wp Wy
- a - a - a
By B B

esta ultima relacién nos permite determinar el valor de los pesos, y con ello, determinamos une repre-

£w(t,) (6.3.35)

sentacién paramétrica racional del arco con puntos de control b, b1, by que pasa por el punto hombro

Ps.

Observemos que una vez que hernos especificado el punto hombro, éste determina los valores de ag, ¢y
ag, por lo que el valor de los pesos dependerd de lo eleceidn de t.; es decir, si mantenemos fijo el punto

hombro haciendo variar a t. en el intervalo unitario, estaremos obteniendo diferentes parametrizaciones

para el mismo arco cénico.

Una posible eleccién para el pardmetro, es t, = %, para el que se tiene

B} (3) =% =1B}(3) = B3 (}), de modo que la relacién (6.3.35) se transforma en

Wp W1 wa
dag  2a; 4a

o bien

1
Wp Wy tWe=24qap: -2'0-] T ag (6336)

Ejemplo 6.3.56 Veamos cémo obtener la representacidn del arco circular centrado en el origen y con

tangenteszx =1 yy=1.
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Por definicién, los puntos extremos del arco coinciden con los puntos de tangencia de las rectas dadas,
ast, bg = (1,0)* y by = (0,1)!, mientras que el tercer punto de control es el punto de interseccidn de las

tangentes, by = (1,1)". i elegimos a p. = (3, g)t como punto hombro, entonces las dreas determinadas

por el poltgono de control y p, son

an= L
°= 10

1
a; = —
1Ty
g = 1
275

o bien
ag:a1:ax=1:2:2

finalmente, de la expresion (6.3.36), obtenemos la siguiente relacion entre los pesos
wyiwyrwe=1:1:2

por tanto, una parametrizacidn del ctrculo unitario estd dada por

(t) = bo(1 — )% + by 2t{1 — t) + 2bot?
PO T ol — o) + 22

y después de simplificar, obtenemos

141271422

() = (1—t2 2t )‘

Veamos ahora cémo se ve afectada la parametrizacién del arco circular, si iinicamente modificamos

el punto hombro.

Ejemplo 6.3.57 Encontrar la parametrizecién del arco circular unitario centrade en el origen, usando

los puntos de control by = (1,0)%, by = (1,1}, bo = (0,1)}, el punto hombro p. = (%, %)t y el parémetro
te=13 .

Procediendo de manera semejante al ejemplo anterior :

Las Greus determinadas por los puntos de control y el punte de apoyo som ag = a; = % Yy as = Tlﬁ,
se sigue entonces que ag : ay 1 as = 4:4:2 ywg:wy twe =4 :2: 2, de esta forma cbtenemos ura
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segunda parametrizacidn para el arco circular dada por.

(1) = 4bo(1 — £)? + 4bit(1 — t) + 2bgt®
PO = =0 v a1 — ) + 212

En el siguiente ejemplo se muestra una tercera parametrizacién, ésta se obtiene al dejar fijo el valor

_1 ; (a1 1Y
del pardmetro ¢, = 37 considerar como punto hombro a p, = (75, 72-) .

Ejemplo 6.3.58 Podemos obtener una tercera parametrizacién del arco, considerando ahora como punto

t
de apoyo a p. = (715, 715) . Los valores de las dreas determinados por los puntos son: ap = ap = 22'21,
ay =@, por lo tanto ap : a4 tap=1:v2:1 Yy wy I wy :w2=1::%:1, de esta forma obtenemos la

pareametrizacién

_ bo(1 = )2 + 2y {1 — t) + bot?
(1 =)2 4+ V21— 1) + 2

p(t)

En los ejemplos anteriores obtuvimos tres representaciones del circulo unitario, éstas las determinamos
manteniendo fijo el valor de ¢. y modificando el punto hombro. En la figura 6-16 se ilustra la distribucién
que se cbtiene para cada una de estas parametrizaciones, en la que podemos observar cémo se modifica

la distribucién al cambiar los valores de los pesos.

%— Teu-, 1
o ¥ P
¥ o "
3 *
05 ** 0.5 *f* 0.5
¥ ¥
1 1 .
-3 _ 1 1
Fe=(%-3%) Fe=(52)

Figura 6-16: Diferentes parametrizaciones del arco circutar unitario.

Otra forma de obtener diferentes parametrizaciones para un arco cdnico es: dejar el punto hombro fijo
y variar el pardmetro t.. Para hacerlo ver, aprovecharemos las parametrizaciones del cfreulo obtenidas
en los ejemplos anteriores y resolveremos el problema de inversidn para cada una, usando como punto
t
— 1 1
hombro a p, = (75,75) .
Dado que p. pertenece al segmento estdndar, el valor del pardmetro viene dado por la ecuacién

(6.3.33)
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)\‘LU(]

= et Yo

tomando en cuenta que p. coincide con el punte de interseccién del arco circular y la identidad, el valor

de Xes % entonces, ¢, viene dado por

Usando esta expresién para t, obtenemos

e Para la parametrizacién
) = bo(1 = €)% + by 2t(1 — &) + 2byt?
P = T gty o - o) + 22

el valor del pardmetro para p, es

¢ En la parametrizacién
(1) = 4bg(1 — )2 + 4b1t(1 — t) + 26,12
T 41—+ 41 -t)+ 22

el pardmetro estd dado por

¢ Con la representacién

(t) _ bo(l - t)2 + \/iblt(l - t) -+ bgtz
P = (1—8)2 +V2t(1 = t) + 2

el valor del pardmetro es




Lo anterior muestra que las parametrizaciones también las hubiésemos podido obtener al mantener
t
fijo el punto hombro en p, = (%, 715) y haber elegido al pardmetro t,, de entre t.q, tus ¥ t.3.
A continuacidn estudiaremos una parametrizacién que resulta de hacer una eleccidn particular tanto

prare el punto hombro p. como para el parémetro.

6.3.4 Parametrizacién rho

En la seccidén anterior vimos que para fijar un miembro de la familia de cénicas con poligono de
control by, b), ba, basta con dar el punto hombro p. y el valor del pardmetro que lo determina ¢,. Dado
que nuestro interés es la descripcién del arco cénico bgbs, restringimos la eleccién del punto hombro p, a
la cubierta convexa del polfgono de control, dicha eleccién puede ser arbitraria, o bien, podemos imponer
alguna condicién, como por ejemplo, pedir que p. sea un punto del segmento que une a b; con p,(vea

la figura 6-17), donde p,, es el punto medio del segmento bybs. Si parametrizamos el segmento p,b; en

la forma

Pp)=ph+(1-p)Pn 0Zp<1 (6.3.37)

-b2

Figura 6-17: Eleccién del punto hombro en la parametrizacién rho.

entonces, es posible identificar al punto hombro con el valor del pardmetro p.

Si para esta eleccién del punto hombro, pedimos que el valor de su pardmetro con respecto a la
representacién racional de Bézier sea £, = % entonces, la representacién adepta el nombre de parame-
trizacién rho. Veamos cémo queda expresada la parametrizacién en términos de p.

El punto hombro en términos de los puntos de control estd dado por la expresién

1-p
2

. —

1_.
bo+Pb1+pr2
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usando la relacién que existe entre las dreas ag, a1, ay y las coordenadas baricéntricas, dada en la

ecuacién (6.3.29}, se tiene

11—
)\L’l() = —é""'e
Aoy = p

1—
day = —F

finalmente usando la ecuacién (6.3.36), obtenemos las razones entre los pesos

Wo:wy:wp=1—p:p:1-p {6.3.38)

de la cual se sigue que la parametrizacién rho del arco cénico bgby estd dada por

(1 — p)bo(1 ~ )2 + pbyt(1 — £) + (1 — p)byt?
(1=p)(1 ~ )2+ pt(1 — ) + (1 — p)¢?

p(t) = (6.3.39)

1
o bien, multiplicando por 1

tanto el numerador como el denominador obtenemos la expresién

bo(1 — )2 + —L—byt(1 — t) + bye?
p(t) — (1 '_ ro)

P
R (e

Observemos que al reescribir la parametrizacién de esta forma, se llega a una expresién donde los

(6.3.40)

t(1—t) +1t2

pesos wp y we toman el mismo valor, mientras que el peso uwy = ?_Li

T—;y» €S precisamente, la razén en la

que el punto p, divide al segmento p,bi, y el valor del invariante est4 dado en términos de w,

-t
wy

que en términos de p es

L) ;29)2 (6.3.41)

De manera que si el punto hombro es aquél que divide al segmento p,by en la razén r, entonces, el

tnvariante es




y la ecuecidn racional de Bézier para la cdnica estd dada por

bo(l — t)2 + rbit(1 — t) + bat?

pt) = (A8 +ri(l—£) + 12

a esta representacidn de la cénica se le conoce como la representacidon racional de Bézier estdndar
y sus propiedades facilitan, en la préctica, la descripeidn de un arco cénico. Mdas adelante veremos otra

forma de obtener esta misma representacidn.

Retomemos la expresién del invariante dada en términos de p y reescribdmosla en la forma

P(1-k)—20+1=0

cuyas rafces, g, p,, estdn dadas por

1

= 6.3.42

P 1+ vk (6.3.42)
1

o

Notemos que para cualquier valor positivo de k, p; es positivo, en consecuencia, el punto que deter-

mina pertenece al segmento estdndar, y dado que p;, estd en términos del invariante, la clasificacién de

la ¢énica viene dada por:

Py = % Caso parabsdlico (k = 1).
0 < % Caso eliptico (k > 1) (6.3.43)
fHo> % Caso hiperbélico (k < 1).

Andlogamente, podemos clasificar a la cénica usando el valor de p,, en este caso, no existe un valor

finito de py que corresponda a la pardbola, mientras que si P2 < 0, la cénica es una elipse y para p, > 1,

la curva es una hipérbola.

Ejemplo 6.3.59 Obtener la representacidn rho para el arco elfptico que se encuentra en el primer cua-

drante de una elipse cenirada en el origen y con semiejes paralelos a los ejes coordenados, de longitudes

a y b respectivamnente.
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Los puntos de control pare generar el arco elfptico comprendido en el primer cuadrante son:

bo = (a,0)*, by = (a,b)t y ba = (b,0)* (vea la figura 6-18).

6,0 (a.b)

(a,0)

Figura 6-18:

Sabemos que en la parametrizacion rho, el punto hombro, estd dado por el punto de interseccidén del

arco conico y el segmento p,,bi. En este ejemplo, p,, estd dado por
1
= --b
Pm ) 1

mientras que el punto hombro

1
e = —=b

V2

también sabemos que p, ¥ pm satisfacen la ecuacidn

P —Pm = P(bl - pm)

después de substituir p. y D, llegamos a la expresién

Vv2-1 P
( g | =gh

de ésta se sigue que el valor del pardmetro es

p=v2-1

eligiendo wp = wy = 1, el valor del peso wy es
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p__V2-1
(1-p) 2-V2

uh =

De esta manera, la parametrizacidn rho para el arco elfptico bobe estd dada por

bo(1 = )2 + 22254byt(1 — t) + byt?

pE) = (1 - )2+ 22541 — ) + 82

Transformacién de una parametrizaciéon de la cénica en la parametrizacidén estandar

En el ejemplo anterior, obtuvimos una parametrizacién rho para una elipse donde el valor de g lo
obtuvimos usando directamente su definicidn; veamos ahora cémo podemos obtener la parametrizacién
rho a partir de otra, es decir, dados los pesos wg, w; y ws, encontraremos los valores correspondientes
de wn,, uh, ¥ Wa, para la parametrizacién rho.

Si pedimos que wy, = wa, = 1, entonces dado que ambas parametrizaciones deben representar a la

misma cénica, se sigue que

Wolvg 1
wi  wi,
resolviendo para w,
w
Wy =
i V Woz

De manera que si una representacién de la cénica estd dada por

Yoo wibiBE(E)
Z?:O w" B? (t)

entonces, la representacién rho de la misma, viene dada por

pit) =

B3 + b BH() + baBA()
p(t) =
B3(t) + === BR(1) + B3(t)

A continuacién veamos c6mo obtener la parametrizacién rho del arco circular unitario, a partir de

las parametrizaciones obtenidas en los ejemplos anteriores.
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Ejemplo 6.3.60 Podemos obtener la parametrizacion rho del arco circular usando el valor de los pesos

obtenidos en el ejemplo 6.3.56.

Los valores de los pesos obtenidos en esta parametrizacidn son

wy =1
w1=1
T.U2=2

por lo que el peso wy, asociado a la parametrizacion rho estd dado por

1

%

de donde, la parametrizacidn tho para cfreulo unitario, esté dada por

Uy =

() = bo(1 — t)2 4+ V/2b1t(1 ~ t) + byt?
p= (1—8)2 + V21 —t) + 2

6.3.5 Parametrizacién-g

Hasta el momento, hemos visto que dados el polfgono de control, un punto hombro y el valor del
pardmetro t., es posible determinar una parametrizacién de la cénica. A continuacién veremos cémo
obtener la parametrizacién, si en lugar de especificar directamente el punto hombro p,, lo hacemos a
través de las razones en la que la recta tangente a la cénica en este punto divide a los segmentos byby y

biby, sean éstas ¢, y go respectivamente (vea la figura 6-19).

Figura 6-19:
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Para obtener esta parametrizacién, denotemos por [. a la tangente en el punto hombro, por a a su
punto de interseccién con la ifnea bgb; y por b a su punto de interseccién con la linea by bs.

Si 1y, I3 son las tangentes a la cénica en by y by respectivamente y I3 la linea que une a los puntos
extremos del poligono de control, la ecuacién de la familia de cénicas con puntos de control by, by ¥ b
la podemos escribir en la forma

(- L+ M2 =0 {6.3.44)
Eligiendo el sistema coordenado (by;u = by — by,v = b — b) y considerando al punto bp = (1,0)* y a

by = (0,1)*, cualquier punto del plano determinado por los puntos de control se puede expresar como

p=by +ov+ P

y por tanto, las ecuaciones de !}, {2 ¥ I3 en este sistema estdn dadas por: §=0, —a=0ya+8~-1=0

respectivamente, y en consecuencia, la ecuacién de la familia de cénicas, viene dada par

Cla,f) =(1=Naf - Ma+5-1)2=0, (6.3.45)

mientras que la ecuacién de la tangente a la cénica en el punto p, = (e.,8,)" es

Cales,B.)(@ - a.) + Cple., 8,)(B - B,) = 0 (6.3.46)

o bien, desarrollando C, y Cg, la ecuacién de la tangente en ¢l punto hombro es

((1=X)B, = 2x(a. + B - D) {a—a} + (1 - A)aw —2Mau + £, — 1)) (B-B) =0 (6.347)

su punto de interseccién con el segmento bob; (a), tiene por segunda coordenada cero, por tanto, haciendo

= 0, obtenemos la expresién para la coordenada o correspondiente al punto a.

= ﬁ;cﬂ(auﬁ.) + Q.Ca(ﬂ'u,ﬂ,)_
Calas,B.) ’

simplificando obtenemos

L 2MewtB.-1)
(1= XB. —2x(on + 6, ~ 1)

por otro lado, la expresidn del punto a en términos de los puntos de control by y b, esta dada por

oy =

(6.3.48)
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a:bl(l —Q)+&b0

de ésta se sigue que la razén en la que a divide al segmento b1by es 7 <

. es decir

a3

o = l1—-o

_2)«(0* + 8, ~1)

T (6.3.49)

Andlogamente, para o = 0, obtenemos la coordenada 8 del punto de interseccién de la tangente en

P. v el segmento by by

2Ma, + 8, ~ 1)

ﬁz_(l—-)«)a_—%\(a.-ﬁ-ﬁ.—l)'

y usando que b divide al segmento b1 by en la razén i—, obtenemos la siguiente expresién para g»

1-5

_ B y
R (6.3.50,

_2Ma. + 8, - 1)
(1 - Nea.

De manera que

Mo, + 48, -1)
(1 -8,
2o + 8, - 1)

92 = - (1 — A)a. 1

qmo= -

¥ su producto estd dado por

42 (a, + 8, — 1)?
(1 - A)za"'rga

q162 =

Como p, es un punto de la cénica, se tiene

I\(C!,. +Iﬁt - 1)2 — 1
(1-MNea.B,

175




entonces, el producto g,g9 se reduce a

4)
§192 = 7 (6.3.51)

esta expresién nos indica que en una cdnica, el producto g;go siempre es constante.

Al resolver el sistema dado por las ecuaciones (6.3.49) y (6.3.50), obtenemos las coordenadas del

puntoc hombro

g1

a, = ——— 6.3.52
2401492 ( )
g2
= g 6.3.53
B. R ( )

P. queda expresado en términos de los puntos de control en la forma

g1 g2
w = bhd———(bg—b))+ ————(by -}
P 1 2+g1+92(0 ) 2+91+92(2 1)
2+ g1+ g2

Por otro lado, si ¢, es el valor del pardmetro que determina a p. en la representacién racional de
Bézier, entonces
_wobp(l — £.)° + 2wy byt (1 — t.) + wobst?
T we(l =) + 2wt (1 — t) + wat?

después de dividir tanto el numerador como el denominador por wit.{1 - t,), obtenemos

wo(l —t.)
— bo + 2by + wi—%)

we(l — ¢.) wWot,
o A S P AP, DR o, S
w1t, Tt ‘LU1(1 - t.)

wobe

by

Pu=

y comparando esta expresién con (6.3.54), deducimos

wo(l — t.)
wit,
‘UJQL‘..

u (1 - tt) .

h

&

Escribiendo a g; y g2 en términos de los polinomios de Bézier

176




2w BE(t.)

’wlB]z(t*) {6.3.55)
2wy B2 (t.)

Uy B%(t,)

h

g2

de estas expresiones se sigue

Bit) ., Bit.)

i Ll gy .
B3(t.) B,

Por tanto, la parametrizacion est4 dada en la forma

Wo i W Wy =g

B2(t. Bi{t.
135& iboBg(t) + 201 B3 (t) +ggBé§t ;bng(t)
1\ 2 2 ) S 2 ¢
a1 Bg(t*)BO(t) + 2BI (t) + 92322((‘,.)32( )
donde el valor del invariante es
4
k=g1gp = I_—-m)-\'

Podemos ahora clasificar la cénica de acuerdo al valor de su pardmetro en la ecuacidn de la familia
de cénicas.

A=1/5 representa una pardbola

A€ (~-00,1/5) o A€ (1,00) representa una hipérbola

Ae(1/5,1) representa una elipse

Otra forma de obtener esta misma parametrizacién, es aplicar el alporitmo de subdivisién.
Recordemos que si ¢, es el pardmetro correspondiente al punto hombro, entonces al aplicar el algo-

ritmo de subdivisién, podemos obtener los puntos de control para generar los subarcos byp, vy p.ba, en

particular, obtenemos las expresiones para los puntos a y b en la forma

te 1-¢£, te
o= 901( ) _ { Ywobg + tyw by (6.3.56)
wy(ta) (1 =t )wy + t.un .
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_ogi(t) (1=t )wibp + taweh

b= -
wy (t.) (1- t.)’IU1 + t.we

(6.3.57)

Por otro lado, sabemos que g; es la razén en que el punto a divide al segmento b1by y que g2 es la

razén en que b divide al segmento b;b; (vea la figura 6-20), por tanto, g; y g satisfacen las siguientes

relaciones

o
I
o

S
]

g1{bo —a)
g2{bs — b}

o
I
o

=
I

Figura 6-20:

Al substituir la expresién para a en la ecuacién (6.3.58), obtenemos

(1 — t.Jwo(bo = b1) _ taw (bo — b1)
(1= tawo + tawy 0 \ (1= t.)wo + tutn /

y resolviendo para ¢

g1= tLwy

de la misma forma, al substituir & en la ecuacién (6.3.59)

tawa(ba —b1) (1 —t)wi(bz — b1)
(1- t.)w1 + . wo 2 {1- t.)‘LU1 + tows

despejando a go

_ L. wy
2= 0 —touw
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se sigue entonces, que el producto de estas razones, determinan el valor del invariante.

gig2 = k.

Al reescribir g; y g2 en términos de los polinomios de Bézier (6.3.55 ) y comparar con la relacién

dada en (6.3.35), obtenemos

ao_ @

2 aj

2 _ @

2 al’

o bien

ap ay as
_ = — = 2 6.3.62
a2 @, ( )

Observemos que si y es la proyeccién del punto hombro desde b, en la linea bgbs, entonces a partir

de las relaciones (6.3.31) y (6.3.55), obtenemos

Q1 _ 2
woBa(t.) w1 B2(t.)
g2 _ 2
weB3(t,) — wBi(t.)

se sigue que la razén en la que el punto y divide al segmento byby es igual al cociente de go ¥ g4 (vea la
figura 6-20).

_ _ 9

Reparametrizacién

. . . . Uiz .
Observemos que para cualquier conjunto ug, u;, u2 que satisfaga la relacién k = —E es posible
1
reparametrizar la ecuacién de la cénica donde ug, 2; y ug sean los pesos; es decir

L wibiBl(t) 3 uibiB(s)
Y wiBHt) T wBs)
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por tanto, g; v g2 también satisfacen las relaciones

up{l — 5
U1 s
_ Un s
g2 ul(l — S) s
o bien
wl-t _ w(l-s)
wyt UL 8
wal _ UaS
wi(l—t)  w(l-s)
dando lugar a las ecuaciones bilineales
st{ugwy — ugwo) + sugwy —tugwy; = 0
at{ugwy — ugwg) — sugwy +tupwy = 0.

En general, los pardmetros s y t correspondientes a dos representaciones de la misma cdnica estdn

ligados bajo la siguiente relacidn

Ast+ Bt+Cs=0. (6.3.63)

En las parametrizaciones que hemos analizado, consideramos que el pardmetro ¢ varfa en el intervalo
unitario. Una parametrizacién més general, resulta al permitir que el pardmetrc s varfe en un intervalo

arbitrario [a, ). En este caso, los valores de g; y g; estdn dados por

woe(b — 8)
)
_ wy(s—a)
g2 = wic(b—-38)’

La forma de la curva no se altera puesto que g;92 = k, donde ¢ es positiva y determina la distribucidn

de los valores del pardmetro a lo largo de la curva.

Hemnos visto que un cembio en el valor de los pesos, de tal forma gque el invarianie se conserve,

produce un cambio en lo parametrizacidn y, que la transformacién que satisfacen ambos pardmetros es
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una forma bilineal.

Ahora veamos que el recfproco también es cierto, es decir, si t y s son dos pardmetros variando en el

mntervalo unitario y satisfacen una relacién bilineal entonces definen dos parametrizaciones de la misma

cénica,

La transformacién entre s y ¢ satisface la ecuacién (6.3.63), la cual podemos expresar en ia forma

_ C's
As+ B
Ahora, tomando en cuenta que el valor correspondiente parat =1es s = 1, obtenemos A+ B = —C
y substituyendo C en (6.3.64), obtenemos
‘= (A+ B)s
T As+B’

Reescribiendo el denominador en la forma as + 8(1 — s) tenemos

donde

Entonces los polinomios de Bézier en ¢, los podemos reescribir en términos de los polinomios de Bézier

en s en la siguiente forma:

: (A+ B)s
(A+ B)s+ B(1-3s)
s
= p(l—38)+ s
p(1 —s)
1mt_p(l—s)+s’
B
P=ATE

2y _ P o
Bj{t) = (p(l-—s)+s)2BO(S)
B¥t) = —Ff —_B¥s)

(p(1 —5) +9)°
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Por tanto, la ecuacién de la cénica en términos de s est4 dada en la forma

3 wip*ib B2 (s)
S T

la que nos lleva a concluir que un cambio en el pardmetro, da lugar a un cambio en el valor de los pesos

(6.3.65)

y éste viene dado por

ug = p* by, (6.3.66)
Este resultado, nos lleva a la siguiente interpretacién:

Dada una representacién racional de Bézier pare una cénice, donde w; representan
los pesos asociados a los puntos de control, podemos obtener una segunda representacion

pera la misma cdénica alterando el valor de los pesos bajo la relacion: wu; = p?~iuy.

6.3.6 Parametrizacién estdndar

En la préctica, cuando nos damos a la tarea de obtener la representacién racional de Bézier de una
¢énica, nos vemos en la necesidad de determinar tres pardmetros, a saber, el valor de los pesos. Pero, si
en lugar de ello, pudiéramos describir a la cénica en base a un dnico pardmetro, eso nos simplificarfa el
trabajo. Por otro lado, acabamos de ver que un cambio en los pesos dado por u; = p?~*w; no altera la

forma de la cénica. Si elegimos p = , lﬁi, obtenemos

’ Wy
Uy
'
Wy = Wa,

Wy = 1
— !
wy =

+/ Wotg
WQ = 1
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De modo que la representacion de la conica estd dada por

(s) = 0B3(s) + Wb1 BE(E) + b BA(s)
P= "7 BE(s) + w1 BE(Y) + BE(s)

(6.3.67)

A esta representacidn se le conoce como representacidn racional de Bézier estindar.

Comparando ahora esta representacién, con la ecuacién (6.3.40), vemos que toda representacién

en forma estdndar la podemos ver como la parametrizacién rho, por lo tanto, concluimos el siguiente

resultado

Si p(t) es una cénica escrita en la forma racional de Bézier esténdar y p = p(%), entonces, el punto

medio del segmento boby ( pm ), T y el punto de conitrol by, son colineales y la razén en gque p divide ol

segmento p,mby es wi.

Una ventaja que tiene el escribir la cénica en su representacién racional de Bézier esténdar es que su

clasificacién depende tnicamente del peso wy, ésta se obtiene a partir de la relacién @y = T/l?

Siw; = 1 lacurva es una pardbola
Siw; < 1 esuna elipse {6.3.68)

Siw, > 1 esuna hipérbola

6.3.7 Centro

Ya que hemos visto la representacién paramétrica racional para arcos cdnicos, veamos como expresar
el centro de la cénica en términos de los puntos de control y de! invariante.

Veamos primero un resultado que nos ser4 de utilidad.

Lema 6.3.61 Sip. es el punto de interseccidn de la cdnice C y el segmento que une el punio by con el

punto medio del segmento boby , entonces la tangente a la conica en p. es paralela o la cuerda boby .

Demostracidn

Sabemos que en la representacién rho el punto p. corresponde a t, = % entonces, aplicando el

algoritmo de subdivisién con este valor, podemos obtener los puntos de interseccién de la tangente en

1 1
_ t. t. .
P- con los segmentos boby y bib. Estos puntos estdn dados por -1%91((1:—)) v q‘l((t )), que en términos de la
oL« wylis

parametrizacién rho son:
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(1 - p)bo + pby

]

(1 - p)b2 + pbly

qilt.) _ a(t)
wilt.)  wi(t.)

= (1 — p){bz — bp)

mostrando de esta forma que la tangente en p. es paralela a la cuerda babg.

Regresando a la ecuacién del centro, denotemos por p! y p? a los puntos de interseccién de la cénica y
la linea que pasa por pn,, ¥ by, entonces por el lema anterior tenemos que las tangentes T} y T: a la cénica
en estos puntos son paralelas a la cuerda byby (vea la figura 6-21). Por otro lado, dado que el centro de
la cénica est4 en el bisector de cuerdas paralelas y como T} y T% son el limite de éstas, deducimos que
el centro es un punto de la cuerda que une a p! con p? ademds, sabemos que la cénica es simétrica con
respecto & su centro, por lo tanto, éste coincide con el punto medio del segmento con puntos finales z!

y p2.

Figura 6-21:

De la ecuacién (6.3.37) tenernos

Pm + p1(b1 — Pm)

]
¥
)

Pm + Pz(bl - pm)

5
1
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calculando el punto medio del segmento P! PZ obtenemos la ecuacién del centro

p1+p2(

B by — pm}

C=Pm +

substituyendo p,, y reescribiendo en términos de los vectores u = by - b; ¥ v = by — b; tenemos

_ utvfi. PP
c=b + 3 (1 5 )

finalmente reescribiendo 1 — £.1.:|2'_ﬂz en términos de k obtenemos la expresién para el centro de la cénica

c=b + {u+v). (6.3.69)

k
2k~ 1)
6.4 Meétodo recurrente para generar arcos coénicos

En el presente capftulo hemos visto que una manera natural para describir un arco cénico con
tangentes determinadas en los extremos, es a través de la representacién racional cuadratica de Bézier;
ahora veamos cémo obtener un algoritmo eficiente para obtener su grafica. En el capftulo anterior,
mostramos el método en diferencias que nos permite generar eficientemente n puntos de una cénica;
para graficar un arco cénico, usando este mismo método primero obtengamos una parametrizacién local
de las cénicas, con respecto a las parametrizaciones que nos permiten generar poligonales de 4rea méxima

(vea la seccion 5.4.2).
6.4.1 Parametrizacién de Arcos Cénicos

El caso del circulo con centro en el origen

Teorema 6.4.62 Sean Vy y Vi los puntos finales del un arco circular centrado en el origen, entonces la

parametrizacidn

sen((1 — u)a) sen{uc)

Vi) = sen{a) 0

<< 4,
oy i 0Sust (6.4.70)

representa el arco circular VoVi, con respecto a la parametrizacion trigonoméirica

p(t) = (cos(t), sen(t))*

donde ¢ es el dngulo subtendido por el arco ( figura 6-22).
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Figura 6-22:

Demostracién

Dada la parametrizacién trigonométrica p(t) = (cos(t),sen(t})*, existen £y y « tales que los puntos ¥ y

V] los podemos expresar en la forma

Vo = (cos(to),sen(to))’

Vi = (cos(to + a),sen(ty + @))*

substituyendo Vp y V; en (6.4.70)

) = ST sl enlo) +
sen(ua)

sen(a)

(cos(to + @), sen(to + a))t

= 3 ! sen({1 - u)a) cos(tg) + sen(ua) cos{ta + o},

en(c)

sen((1 — u)c) sen(to) + sen{uc) sen(fy + a))*

después de simplificar

v(u) = ﬁ(sen(a) cos{tg + cu), sen(a) sen(ty + cu) )t

= (cos(to + au),sen(to + ou))*

= p(ty + au)

por tanto, V(1) es una parametrizacién para el arco VoV, n
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Representacién para arcos elfpticos

Teorema 6.4.63 Todo arco elfptico VyVy centrado en el origen; donde Vy = plto), Vi =plte + @), con

& > 0 y la parametrizacidn p(t) estd dada por p(t) = R(cos(t),sen(t))t, puede ezpresarse en la forma

sen((1 — u)a) sen(uc)
sen(e) 0 sen{a)

Viu) =

Vi;0<u<l (6.4.71)

Como el arco eliptico con centro en el origen lo podemos enviar al cireulo unitario mediante una
transformacién lineal y, dado que la ecuacién (6.4.70) es invariante bajo este tipo de transformaciones,

la parametrizacién dada por la ecuacién (6.4.71), nos permite generar arcos elipticos (usando el valor

adecuado de a).

Parametrizacién para arcos hiperbélicos

Teorema 6.4.64 Un arco hiperbslico con centro en el origen; donde los punios exrtremos estdn dados

por Vo = p(to} ¥ Vi = p(to + @), con a > 0 y p(t) = R(cosh(t), senth(t)); puede erpresarse como

_ senh({1 — u)a) senh(ua}
Viu) = BT OB ?em-vl ;0<u<l (6.4.72)

Demostracién

Como la rama de la hipérbola es equivalente a la forma canénica p(t) = (cosh(t), senh(t))t, bajo una
transformacién lineal, basta probar el teorema asumiendo que la representacién del arco est4 en la forma
canénica.

Substituyendo V5 y V) en (6.4.72)

V(u) = s—e-a;—(a-j(senh({l —~ u)ax) cosh(to) + senh(ua) cosh(ty + o),
senh((1 — u)a) senh(tp) -+ senh(ua) senh(ty + a))
= $:1(a)- (senh(a)(cosh(ua) cosh{ts) + senh{ua) senh(ty)),
senh(a)(senh(ty) cosh(ua) + senh(ua) cosh(tg)))?
= (cosh{ty + ua),senh(ty + ua))*

= p(to + ua)

concluimos que V{u) es una parametrizacién del arco hiperbélico Vo V4. N
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Parametrizacién para arcos parabélicos

Si el arco es parabélico, al llevar la representacién racional de Bézier a su forma estdndar (vea la
seccién 6.3.6), ésta se reduce a la representacion polinomial y, por lo tanto, para generar los puntos del

arco, Unicamente tenemos que hacer una eleccién adecuada del pardmetro.

Las representaciones de arcos cénicos, antes vistas, nos permiten aplicar el método en diferencias,
pero, en la préctica, el arco cénico est4 descrito en su expresién racional de Bézier, por ello, nos hace

falta hacer una traduccion entre esta representacién y las parametrizaciones mencionadas.

6.4.2 Transformacién de la Representacién de Bézier

Como vimos en las seccién anterior, si el segmento cénico es parabélico, no tenemos mayor problema,

pues la representacién estdndar de la conica se reduce a la polinomial, de este modo, nos centraremos

en el caso de la elipse y la hipérbola.

Recordemos que las parametrizaciones para arcos que vimos en la seccién anterior, sélo se aplican a
las cénicas con centro en el origen entonces, si denotamos por ¢ al centro de la cénica, los vectores de

posicién de los puntos finales del arco con centro en el origen estan dados por

VD = bo--c

V1 = bz—c

de manera que, para poder usar la representacién local de la cénica, unicamente falta obtener el valor
del “dngulo subtendido” por el segmento cénico VpVi. A continuacién veremos un resultado que nos

indica como obtener este valor en términos del invariante de la cénica.

Teorema 6.4.65 Sean by y by los puntos finales de un arco cénico dado en su forma racional de Bézier

2 b. B2
p(t) — 2:‘;0 w'blBt (t) i
im0 wiBZ(?)

o Sibobz es un arco eltptico (k > 1) lo podernos expresar en la forma:

Qu) = (bo — c)-s—e“g(;l—(;;”“—) + {by - c)i::xf(-%) +e (6.4.73)

donde
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a = arccos(2k —1)
sen{a) = 2 f“l

o St el arco es hiperbdlico (k < 1), éste puede expresarse

_ senh((1 — u)a) senh{ua)
Qu) = (bo c)—sna—nh_(a—jm + (b2 — ¢) senh(a) (6.4.74)
donde
o = arccosh (2 —1)
senh(a) = 24=X
con ¢ = by + mtr (bg + by — 21) y k = LO2
=0 2(k _ 1) 0 1} Y = w‘f .
Demostracién

* caso eliptico

Dados los puntos extremos del arco y el centro de la cénica. Los vectores de posicién Vy y W para
el arco eliptico con centro en el origen, estén dados por Vo =bg—cy Vi = by — ¢ respectivamente,

substituyéndolos en la ecuacién 6.4.71, obtenemos

sen((1 — u)a)
sen{a)

sen(uea)

Viu) = (bo - c) senfe)

+ (b2 —¢)
esta ecuacién generard el arco centrado en el origen; para obtener los puntos sobre el arco original,

sélo debemos trasladar nuevamente, es decir, la parametrizacién que genera el arco eliptico bgbg,

para valores de u en el intervalo unitario, est4 dada por

Qu)=V{u)+e

que es precisamente la ecuacién (6.4.73).

Enfoquemonos ahora en determinar el valor de e, para ello, notemos que a partir de la ecuacién

del centro de la cénica (seccién 6.3.7), podemos encontrar la siguiente expresién
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k

b=y

(bo + by — 2by)

(6.4.75)

a fin de obtener una relacién entre el valor del invariante y el 4ngulo &, usemos la representacién

del arco dada por Q(u) para obtener una expresién del punto de control b;.

Recordemos que by es el punto de interseccién de las tangentes a la cénica en los puntos extremos

del arco; dichas tangentes las podemos parametrizar en la forma

To(t)=bp+tQ'(0) t=0
Ti(w) =by—vQ'(1) v2=0

igualando, obtenemos

by — bo = tQ'(0) + vQ'(1)
aplicando el producto cruz con Q'(1) y resolver para el valor de ¢

,_ 12 = 0) = (b — 9)) x Q1)
1Q'0) x @(1)]

para simplificar la expresién, primero caleulemos Q'(x).

Q'(w) v cos((1 — u)a) oV cos(ua)

sen{a) sen(a)
donde
Vo=by—¢
Vi=bo—c¢
Evaluando en u = 0 y u = 1, obtenemos
Q') = - o cos(a) e’
~ 7% sen(a) ! sen(e)
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o acos{e)
sen(o:) ! sen(a)

Q1) =~

un a vez que tenemos los vectores de direccién de las tangentes, simplifiquemos la expresién.

Haciéndolo para el denominador

Qf(o) X Q’(l) = Ben(ﬂ) ( Voasecz?ac;) + Vl Benoza)) X Vi]‘*‘
a cos(a) ( v, cosla) | Vl“‘m) x V4 (6.4.79)

sen(a) sen{a)

= a*VpxW

y para el numerador

(V1 = Vo) x Q'(1)

L COs{cx
-‘senaiai‘/] X VO - seniai % x {fl

all—cos(a
senfa% VD X Vl

substituyendo ambas expresiones en (6.4.78), obtenemos

1

1 —cos(a)
"~ asen(a)

(6.4.80)

después de substituir ¢ en la ecuacién (6.4.76)

1 — cos{a)

bi=bo+ a sen{c)

——~-Q'(0)

finalmente, substituyendo Q'(0), obtenemos un expresién para b; en términos de ¢, &, by y b2

1
by=c+ E-(-)-S-(—a(bo-}-bz—%)
de ésta misma, ohtenemos
1 + cos(a) 1
- bo — b
1 — cos(a) T cos(a)( 0~ b2)

restando b;, obtenemos una segunda expresién para ¢ — b

1

c—bi = 1 — cos(a)

((bo — 1) + (b2 — B1)).
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Por 1iltimo, considerando que los vectores (by — &) y (b2 — b1) son linealmente independientes y

comparando ésta ultima con la ecuacién (6.4.75), obtenemos la siguiente relacién entre k y o

1 k

1—cos(a)  2(k-—1)

resolviendo para cos(a)

¥ por tanto

caso hiperbélico

Para generar el arco con centro en el origen, hacemos Vo = by —c y ¥; = by — ¢ y aplicando una

translacién a ¢, se obtiene la ecuacién paramétrica del arco hiperbélico bgbs.

El valor de « lo podemos calcular, siguiendo el procedimiento realizado para determinar el valor

de o correspondiente al caso eliptico.

Para obtener by, calculemos Q'(w)

cosh{(1l — u)ar) cosh(uc)
senh(a) a¥ senh(a)

Q'(w) = —a¥k

evaluandoenu=0yu=1

Q) = -o=Rldaly, i ey

Qr(l) = _aleng(a)vo + “l:::llz(&c;) Vi

simplificando el numerador de la expresién para el pardmetro correspondiente a b; (ecuacién
(6.4.78)).

QO x Q) = - (-22mE% + =iV * Vot

awah(a)( acosh(e)
senh{a) |  senh{a)

= -V x ¥

Vo + uen}?(a)w) X VI
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Simplificando ahora el numerador

c cosh(a

(Vl - %) X Q’(l) = seng(aivo x W - senh(a Vox W

a(l—cosh{o
senh{ca) Vg x W
substituyendo estas expresiones en (6.4.78), obtenemos el valor del pardmetro para b;

_ cosh{a) -1
~ asenh{a)

asi, el punto de control b, est4 dado por

_ cosh{a) -1 ,
br=bo+ asenh{a) @O

substituyendo Q’(0) y simplificando, b; se puede escribir en la forma

b] = (b0+52_2c)

et 1 -+ cosh{a)

despejando a ¢ y restando b; obtenemos

1

‘l'm((bo —b1) + (bz — b))

C—bl=

comparando esta wltima expresién con (6.4.75) obtenemos la siguiente relacién entre o v &

1k
1—cosh{a)  1(k—1)}

de aqui, cosh(a) = % — 1, ¥ por tanto

2 2v1l—k%k
a = arccosh (E - 1) ysenh(a) = N

Con el resultado antes visto, concluimos el analisis tedrico, en él, contemplamos desde el estudio del

teorema de Pascal hasta las propiedades de una representacién paramétrica adecuada que nos permite

generar eficientemente puntos de una cénica y aplicarlo para obtener puntos de un segmento cénico. Este
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anélisis nos permite presentar el siguiente algoritmo, fundamental en algunas aplicaciones, en particular,
para el suavizamiento de regiones irregulares que discutiremos en el siguiente capitulo.

En el capftulo anterior (5.6) presentamos el método en diferencias, este es un método recurrente que
sélo necesita de tres puntos iniciales y de un pardmetro s (que depende del tipo de cénica) para generar n
puntos, dichos puntos describen una poligonal de drea mdxima. Ahora veremos cdmo adaptar el método

en diferencias para generar eficientemente n puntos de un arco cénico.

Algoritmo

A continuacién mostraremos c6mo usar la teorfa antes vista para implementar un algoritmo que
genere n puntos del arco cdnico con puntos de control by, by, by y pesos wg, wy, ws.
Recordemos que el método en diferencias requiere de tres puntos iniciales A, B y C, donde el punto A
coincide con el punto de control by. Los otros dos puntos los podemos obtener haciendo una evaluacién
directa de la parametrizacién (6.4.73) o (6.4.74) o bien, de la representacién polinomial de Bézier, segiin

sea el caso.

Para obtener el valor del pardmetro correspondiente a los puntos B y C, observemos gue:

¢ Como el incremento en el pardmetro es constante y est4 dado en términes del mimero de puntos

a generar (considerando entre éstos los puntos extremos del arco), éste viene dado por

tneu = L
T n-1

y por tanto, los puntos iniciales que nos faltan, quedan determinados por

B = Q{incu)
C = Q(2incu)

Procedamos ahora a determinar el valor del pardmetro para el método en diferencias, este valor
estd en funcién del “dngulo subtendido” por el arco, «, y del nimero de puntos & generar, n. En el
caso de la elipse (vea 5.6.1}, donde los extremos del arco coinciden, el valor del “angulo subtendido”
es 27 y si n es el mimero de puntos a generar entonces el parimetro del método en diferencias es
8 = cos(2m /n — 1); aplicando esto a un arco donde los extremos no coinciden, primero debemos obtener

el valor del “dngulo subtendido”, posteriormente dividir esta cantidad por n — 1 y finalmente aplicar la
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funcién correspondiente dependiendo de si la cénica es una elipse o una hipérbola. Recordemos que si
la cdnica es una pardbola el valor de s es la unidad.

Si k es el valor del invariante, entonces el valor de s estd dado por:

e Si el arco es parabélico(k = 1)

¢ Para arcos elipticos { k> 1)

Obtenemos el valor del “dngulo subtendido” por el arco elfptico
a = arccos(2k — 1)

por tanto, el valor del pardmetro s estd dado por
8 = cos{e * ineu)

» En caso de que sea un arco hiperbélico

El “4ngulo subtendido” por el arco viene dado por

2
= hi—- -1
o = arccos ( % )

€n consecuencia
s = cosh{a * incu)

A continuacidén mostramos el algoritmo que genera n puntos del arco cénico bgbg
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Algoritmo

Datos de Entrada

bo, b1, by -Poligone de control de la curva

Wp, Wy, W2 -Pesos asociados al peligeno de contrel

n -nimero de puntos a evaluar

1. Obtener el incremento del pardmetro u

incu = 1/(n-1)

2. Calcular el invariante

3. Calcular el centro de la cénica (para k# 1)

C=b1+—"k—'—(bo+b2—2b1)

2(k-1)
4. Obtener los puntos iniciales y el pardmetro s para aplicar el método en
diferencias.
Po=1bo

(a) Caso elfptico

i. Calcular o
o = arccos(2/k — 1)

il. Calcular sen{a)

sen(a) = 2——@

ili. Obtener el segundo y tercer punto inicial
Py = (by — )" ((1 — incu)a) +(ba—c) sen (incua)
Py = (bg — )™ {(1 - 2incu)a) + by = 0) sen (2incua)

sen o sena
iv. Calculo del pardmetro del mé&todo en diferencias

8 = cos{o % incu)
{b) Caso hiperbélico

i. Calcular &
o = arccosh(2/k — 1)
ii. Calcular senh{c)

senh(a) = 2+/1— k/k
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iii. Obtener el segundo punto inicial
senh{(1 — incu)a) senh(incue)
P =(by—c —C)———=
1 = (bo — ) senh{a) (b2 = c) senh(a)
iv. Obtener el tercer punto imicial
senh((1 — 2incu)o senh{2incua
Py — (by — )20 Jo) senh(2incua)
senh(a) senh(a)
v. Calcular el valor del pardmetro para el método

+ (b2 ~ ¢}

$ = cosh(o * incu)
{c) Caso parabdlico
i. Calcular el segundo y tercer punto inicial usando la representacién
estdndar.
Py = p(2 x incu)
Py = p(3 *incu)

ii. Asignar el valor del parimetro para el método

s=1

5. Aplicar el método en diferencias para obtener los n — 3 puntos restantes

e Parai=0 hastan—4

— Pya=(254+1}Piys — (2s+ 1)P1 + B

6.5 Notas y Referencias

Los resultados que presentamos sobre la Representacién Racional Cuadratica de Bézier estdn basados

en la investigacién de Lee [12].
El método en diferencias que se presenta para generar de manera eficiente la grafica de un arco conico,

es un trabajo desarrollado por Weping W., Barry J. and Wang C. Y. {21].
Del libro Boehm and Prautzsch (3], se consultaron las propiedades de las coordenadas baricéntricas.

En el libro Faux and Pratt (8] se puede consultar m4s sobre la representacién paramétrica racional

para curvas.
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Capitulo 7
Suavizamiento Cénico de Poligonos

7.1 Introduccién

La generacién de una malla sobre una regién del plano es el primer paso para la solucién numérica
de una ecuacién diferencial en derivadas parciales, utilizando métodos de elemento finito o diferencias
finitas. Este procedimiento requiere de una malla con buenas propiedades geométricas {celdas convexas).
Sin embargo, cuando el contorno de la regién es muy irregular, el método que genera la malla, presenta
mayor dificultad para obtenerla. En estas situaciones, surge la necesidad de aplicar un preprocesamento
a la poligonal que describe la regién para obtener una nueva aproximacién que sea més suave, sin
“modificar la regién original por completo”; es decir, sin cambiar la forma del contorno de manera
significativa. Con este fin, primero generamos una nueva aproximacién al contorno que reduce el nimero

de puntos y posteriormente realizamos un suavizamiento de la poligonal resultante.

7.2 Eliminacién de Puntos

El primer problema que abordaremos y que llamaremos “Eliminacién de Puntos”, consistird en
construir una poligonal que aproxime al contorno original reduciendo lo mds que se pueda el niimero
de vértices, respetando la forma de la curva. La idea fundamental ser4 eliminar puntos redundantes;
es decir, si un grupo de puntos estd “alineado”, éste se puede reducir al segmento que une los puntos
extremos.

Si tuviésemos a nuestro alcance el dibujo del contorno, nos serfa posible detectar a simple vista
las zonas donde los puntos “parecen estar alineades” y, en tal casc, podrfamos reemplazarlos por el

segmento que los aproxima. Usaremos esta idea para obtener un método que permita obtener una

198




solucién a nuestro problema.

Observemos que nuestra solucién serd una curva poligonal donde, cada lado cumple con una de las

siguientes condiciones
e El lado coincide con uno de la “curva original”.

¢ Es un segmento que aproxima a por lo menos tres puntos de la “curva original”.

El segundo punto nos lleva a preguntarnos jcémo identificamos vértices “colineales”?. Es obvic que
debemos tener algiin punto de partida y llevar un orden para recorrer la poligonal. De esta forma, para
reducir el nimero de puntos, iremos analizando segmentos del contorno para determinar si es posible
reamplazarlo por el segmento de recta (segmento de ajuste) que une a los puntos extremos, para ello,

necesitamos hacer una comparacién entre el segmento poligonal y el segmento de ajuste.

7.2.1 Criterios de Colinealidad

Sean {p;}%_; los puntos que determinan el segmento de la curva, al que deseamos ajustar el segmento
P1Px (segmento de ajuste). Si el conjunto consta de sélo tres puntos y el punto po estd “cerca” del
segmento Fips, podrfamos eliminarlo, de otro modo, el p2 deberd conservarse (vea la figura 7-1 ( a });
mateméticamente, tenemos que calcular la distancia del punto al segmento y, con base en una cota,
decidir si py estd “cerca” del segmento; a este criterio le llamaremos Criterio de Error Maximo. Otra
opcidn, es comparar la longitud del segmento de ajuste contra la de la curva, intuitivamente, estas
cantidades serdn més parecidas conforme la distancia del punto al segmento de ajuste disminuya (vea
la figura 7-1 { b )), a este criterio le llamaremos Criterio de Longitud. Tratemos de aplicar estas
pruebas a conjuntos con més de tres puntos. En tal caso, podriamos considerar también como criterio

de colinealidad, el nimero de veces que la curva atraviesa al segmento de ajuste.

P -
P, P, !
- — C_ - - 1 t 4
P, P, B P, T
_______ {,
p!
(a) ()

Figura 7-1: ( a ) Criterio de Error Méximo. { b ) Criterio de Longitud.
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Criterio de Longitud

Como primera prueba de “colinealidad” compararemos la longitud de la curva definida por los puntos
{p:}51, que denotaremos por D, contra la longitud del segmento de ajuste, a la que denctaremos por

S. De manera que si D es “parecido” a §, diremos que el segmento B1Px ajusta bien a los puntos y, por

tanto, los consideramos “colineales” (vea la figura 7-2).

Figura 7-2: Criterio de Longitud: Comparacién de la longitud del segmento de la curva y la del segmento
de ajuste.

Para comparar estos niimeros, usaremos el cociente %, de esta forma, S serd “parecido” a D siempre

¥ cuando % se “parezca” a la unidad. Para ser més precisos, se proponen dos cotas: R0 y Rl, con

1 < R0 < R1, que usaremos de la siguiente manera
* Si £ < RO entonces
— Diremos que los puntos son “colineales”
*SiR<§
— Diremos que los puntos no son colineales
¢ SiR0< £ <RI

— Aplicamos otra prueba de colinealidad.
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Colinealidad Region de rechazo

! RO Rl
Regidn de meetidurbre

Figura 7-3: Significado de las cotas para el criterio de longitud

Criterio de Error Maximo

Este criterio se basa en el error méximo (dm), que se obtendr4 si aproximamos los puntos {p; }%_, con
el segmento p1Pg. Si los puntos estén “cerca” del segmento, diremos que éste aproxima bien al segmento
poligonal, de esta forma, proponemos una cota EQ, que medir4 la distancia (que consideraremos como
“cercana”) al segmento de ajuste, en la figura 7-4 ilustramos esta idea. Al igual que en el criterio de

longitud, consideraremos un intervalo de incertidumbre (EQ, E1).

/\ d:m /\
d 2E0

1
1
|
J

Figura 7-4: Criterio de Error Méximo: Se indica el error méximo EO.

Si dm es la distancia del punto més alejado del segmento y j es el indice del punto que alcanza esta

distancia (dm = d(p;,FiPx)). Entonces procederemos de la siguiente manera
s Si dm < E0 entonces
— Aceptaremos la “colinealidad” de los puntos
e Si FQ < dm < E1 entonces
— Aplicaremos otro eriterio de colinealidad
e Si dm > F1 entonces

— Se rechazara la colinealidad
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Criterio de Cruce

Esta prueba usa el mimero de veces que la curva atraviesa el segmento de ajuste. Si la curva
atraviesa €l segmento sélo una vez, se altera el valor de dm por dm/2, de lo contrario, €l valor de dm se
modifica por dm /4. Este nuevo valor de dm se compara contra el valor de EQ, si dm es menor o igual

que E0, entonces se acepta el segmento, en otro caso, se rechaza el segmento de ajuste.

Procedimiento Colineal

Veamos ahora c6mo usaremos los criterios de colinealidad para construir un procedimiento que dado
un segmento de curva nos indique si los puntos que lo definen se pueden aproximar por el segmento de
recta que une los puntos extremos del segmento poligonal.

El procedimiento Colineal recibe los datos del contorno y el bloque de puntos a analizar; este segmento
poligonal se indica a través de los fndices de las coordenadas de los puntos extremos: indpib e indpfb,
respectivamente. Colineal también recibe como datos las cotas R0 y Rl del criterio de longitud, asi

como las cotas E0 y E1 del criterio de Error méximo.

P indpib

P indpfb

Figura 7-5: El posible segmento de ajuste une los puntos Dindpiv ¥ Pindpfb-

Colineal analizaréd los puntos Pindpib, Pindpib+1,- - -» Pindpfs ¥ Tegresard en la variable colineal el valor
de 1 si el segmento PinapibPindpss  aproxima bien a los datos”, de otro modo, a colineal se le asignaré el
valor de cero y a la variable indem el valor del indice del punto més alejado del segmento de ajuste.

La idea del procedimiento es aplicar los criterios de colinealidad empezando por el eriterio de longitud,
si el valor de S/D cae en el intervalo de incertidumbre, aplicaremos el criterio de Error méximo y, si dm
se encuentra en el intervalo de incertidumbre, se aplicard el criterio de cruce, en donde se determina si

el segmento de ajuste se acepta o rechaza.
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INICIO Caleular 5/0 |

v

Calcular ¢) Enoy Méximo v
A5ITNAY {ndem

v

Calcular CS

Sts/Dg R Colineal = ]
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irdem

.

Y
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4

Indem

dm = dm |2

dm-dm{d!
4

Colineai=0

Sl dm € EO Colineal = ]

A 4

indern

FIN

Figura 7-6: Diagrama de Flujo del Procedimiento Colineal.
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7.2.2 Algoritmo De Eliminacién De Puntos

La subrutina colineal es el corazdn del algoritmo de eliminacién de puntos, ya que al recorrer los
puntos del contorno, se toma un segmento de la curva de tamafio (inicial ) £ pasando esta informacién
a dicha subrutina. Colineal regresard un unc, si el segmento de ajuste fue aceptado, procederemos al
andlisis del siguiente bloque de k puntos {vea la figura 7-7 ( a )} pero, si Colineal regresa un cero, eso
nos indicard que el segmento de ajuste fue rechazado y en este momento usaremos el segundo pardmetro
que regresa Colineal, indem; recordemos que este-pa.rémetro tiene el valor del indice del punto que se
encontré a mayor distancia del segmento de ajuste y, como el segmento fue rechazado; ahora intentaremos
aproximar los puntos que se encuentran entre el primer punto del bloque pindpis ¥ et punto que tiene
por {ndice a indem, con el segmento Dinapinh;, g, €5t0 S€ muestra en la figura 7-7 ( b ); este proceso se
aplica hasta encontrar un segmento que “ajuste bien” a los datos o hasta que e]l bloque conste de sélo

dos puntos; para después continuar con el siguiente conjunto de k puntos.

colineal = |

P indp '— Segmanto a analizar —i

(a)

colineal =0

| .
|—===— Segmanto a amalizar ——

(b)

Figura 7-7: La figura ilustra el sigulente segmento a analizar de acuerdo al resultado que se obtenga
sobre el segmento actual. { &) Si el segmento actual es aceptado, ( b ) El segmento de ajuste se rechazé.

En el procedimiento anterior no podemos descartar la posibilidad de obtener dos segmentos de ajuste
consecutivos que formen un dngulo “casi llano”.

Para evitar esta situacién, el algoritmo conserva el valor del punto inicial del segmento de ajuste
anterior Ly ( Pindpisa). Si Colineal indica que el segmento de ajuste L2 se acepta, entonces antes
de incorporarlo al nuevo contorno, calcula el 4ngulo entre los segmentos Ly y Lo, si dicho dngulo es
cercano a 180°, eliminamos el vértice pinapi esto significa que se agrega al nuevo contorno el segmento

PindpibaPindpfb-
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pindpﬂ:,a--___---__—-_-__——__ pindpfb

Figura 7-8: Eliminar vértive Pindpiv dependiendo del valor del éngulo definido por Ly y Lo.

El criterio que usaremos para determinar si eliminamos el vértice Pindpis €S el siguiente:
Calcular el coseno del 4ngulo entre los segmentos L, ¥ L2. Si este dngulo resulta ser muy “pequefio”
o “cercanc” a 180°, es decir, si [cos(f) — 1] < EPS, donde EPS es una constante “cercana” a cero

entonces, en lugar de agregar el segmento L; al contorno, se eliminara el vértice formado por Ly y La.

Yos Pardmetros

En la discusién previa, ya hicimos referencia a los pardmetros que usaremos para eliminar puntos de una
poligonal. A continuacién describimos, con mayor detalle cada pardmetro, proponiendo un valor por

defecto, la eleccién de dicho valor fue empirica y de acuerdo con la aplicacién que deseamos resolver.

k - Es el nimero inicial de puntos a analizar por bloque,
Como este nimero no se mantiene fijo, £ sélo influye en la velocidad de ejecucion;
al incrementar su valor, el algoritmo se torna més lento. Sin embargo, se mantiene
constante el nimero de vértices que se eliminan de la poligonal. Se encontré que con

k = 7 el algoritmo produce buenos resultados.
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EPS - Cota para determinar la colinealidad de los puntos que definen dos segmentos de ajuste
consecutivos.
Este pardmetro nos servira para eliminar el vértice definido por dos segmentos de ajuste
consecutivos, esto es, reemplazaremos dos segmentos de ajuste por uno solo. El valor
del pardmetro debe de ser pequeiio, pues con él estaremos midiendo que tan cerca estd
el coseno del 4ngulo de la unidad, por tanto, conforme EPS disminuye, la aproximacién
a los “picos de la curva original” serd mejor, aumentando asf el nimero de puntos.
Al realizar varias pruebas, se encontré que el valor que nos permite obtener buenas
aproximaciones es EPS = 0.06, con éste se conservan aquellos segmentos de ajuste que

formen un 4ngulo ne mayor de 160 grados.

EQ - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de error maximo
El - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de error méximo
Las cotas para el criterio de error méximo dependen del problema, ya que debemos

considerar tanto la escala como la precisidn que deseamos obtener.

RO - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de longitud

R1 - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de longitud
Debido a que en el criterio de longitud comparamos la longitud del segmento contra
la del “segmento de curva”, estas cotas son independientes de la escala que se esté
considerando. Después de hacer varias pruebas, se encontré que al considerar valores
de RO menores que 1.01 y con R1 = 1.02 el algoritmo produce buenos resultados, si
se elige R0 = 1.007, la aproximacién obtenida reduce un poco més del cincuenta por

ciento de la informacién, por lo que se propone usar K1 = 1.02 y R0 = 1.007.

La rutina de eliminacién de puntos fue implementada en FORTRAN, se usé el compilador F77L. En
las siguientes figuras, mostramos varias regiones, para cada una, se ilustra la regién “original”, la que
se obtiene después de iterar el procedimiento hasta estabilizarlo, con los valores predeterminados de los

pardmetros y, por ultimo, se muestran a la vez ambos contornos.

206







Figura 7-10: Contorno reducido con 242 puntos.
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Figura 7-11: = Contorno original 340 puntos 0 Contorno Reducido 243 puntos.
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Figura 7-12: Contorno con 101 puntos

210




Figura 7-13: Contorno reducido con 61 puntos.
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Figura 7-14: * Contorno Original 101 puntos O Contorno reducido 61 puntos.
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Figura 7-15: Contorno de la Habana 170 puntos.
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Figura 7-16: Contorno reducido 68 puntos.
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Figura 7-17: * Contorno Original 170 puntos O Contorno reducidoe 68 puntos.
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Figura 7-18: Contorno con 147 puntos.
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Figura 7-19: Contorno Reducido 72 puntos.
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Figura 7-20: * Contorno original 147 puntos O Contorne reducido 72 puntos.
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Figura 7-21: Contorne con 157 puntos.
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Figura 7-22: Contorno reducide 90 puntos.
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Figura 7-23: * Contorno original 157 puntos O Contorne reducido 90 puntos.
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7.3 Suavizamiento de Regiones Poligonales

Recordemos que la necesidad de suavizar polfgonos surge cuando el procedimiento de generacién
de mallas presenta dificultades para obtener una malla con celdas convexas, este problema se presenta
cuando el contorno de la regién es muy irregular, en tal caso, el contorno se puede suavizar por medio
de un spline ciibico paramétrico. Sin embargo, si el contorno es un poligono no convexo, el usc de un
spline de suavizamiento no da buenos resultados, pues obtenemos un nueve contorno que es suave pero,

que no se parece mucho a la curva original,

(a) (b)
Figura 7-24: ( a ) Regi6n Poligonal. { b )} Regién Suavizada

Por esta razén, es importante que el procedimiento suavice la curva preservando lo més que sea posible
su forma original, para lograrlo, nos centraremos en “quitar los picos” de la poligonal, entendiéndose
por ésto, que “suavizaremos” cada vértice tratando de conservar segmentos recta entre los vértices
suavizados. Como deseamos obtener un contorno suave, los lados que definen a cada vértice deben ser
tangentes a la curva que lo suavice. Para suavizar cada vértice haremos uso de secciones cénicas.

Recordemos que en el capftulo anterior vimos que la representacién racional de Bézier, nos permite
describir arcos cénicos con tangentes determinadas en los extremos, mds ain, si usamos la representacién
estdndar, para determinar el arco, basta con dar el poligono de control y el peso w;.

De acuerdo a lo que mencionamos anteriormente, la curva que suavizard a la poligonal estard definida
por secciones rectas y cénicas que se unen suavemente. A continuacién describimos cémo obtener una
curva con estas caracterfsticas. Cabe mencionar que la curva que se obtiene es la que mejor se adapta
al método para generacién de mallas,

Primero veamos cémo definir el arco cénico que suavice a un unico vértice, sea este p; y sus puntos
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Figura 7-25: Pardmetros en la representacién racional de Bézier estdandar de una cénica.

adyacentes p; y ps; como usaremos la representacién racional de Bézier estandar para describir el arco

cdnico, el problema lo podemos dividir en dos:

1.- Eleccién de los puntos de control: &g, b, y ba.

2.- Eleccién del peso w;.

1. Eleccién del Poligono de Control de la Cénica

Sabemos que los segmentos bgb; y bib, son tangentes al arco cénico en los puntos by y bo, respec-
tivamente. Como la curva que deseamos construir debe ser de tangente continua, esto nos indica
que el punto de control b; debe coincidir con el vértice py, que by debe elegirse entre los puntos del

segmento P17z y que by debe ser un punto del segmento pzp; (figura 7-26 ).

Figura 7-26;

Més adelante describiremos cémo asignar autom4aticamente los puntos extremos del polfgono de control.
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2. Eleccién del peso w

Recordemos que en la representacién racional de Bézier estdndar, el peso w, determina la forma
de la cénica (vea la seccién 6.3.6); a su vez, wy es el valor de la razén en que el punto p(1/2) divide
al segmento m, donde p,, es el punto medio del segmento que une a los puntos extremos del
arco; en la figura 7-25 se muestra el caso de un arco parabélico (wy = 1). Es fécil ver que conforme
el valor de w; se incrementa en el intervalo unitario, la cénica que determina se aproxima mas al

punto de control b;. En la siguiente figura ilustramos esta propiedad de la representacién estdndar.

wl='0.5 w =1 w = 3

Figura 7-27: Cénicas obtenidas al variar el valor de w;.

Considerando que uno de nuestros objetivos es suavizar el vértice con una curva que se encuentre
lo més cerca posible del mismo, asignaremos el valor de w; en términos del 4ngulo que determina

el vértice basdndonos en la siguiente propiedad:

Si 8 es el dngulo definido por el vértice, la cénica que lo suavice debe aproximarse més al vértice

conforme § tienda a cero. La regla de correspondencia para w; que se ha experimentado es:

2 + cos(8) 0 < # < 90°
2+2cos(f) 90° < @ < 180°

(7.3.1)

Esto significa que si el vértice forma un 4ngulo menor que ciento veinte grados, el arco cénico que
lo suavice serd hiperbélico; los vértices con un dngulo de ciento veinte grados, se suavizardn con un
arco parabdlico y los vértices con un dngulo mayor de ciento veinte grados serdn suavizados con

un arco eliptico.
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hiperbélice 0 < 8 < 1200
arco ¢ parabdlico # = 120°

eliptico 120° < # < 180°

En la figura (7-28) se muestran las cénicas obtenidas al usar esta regla de correspondencia.

Figura 7-28: Cénicas obtenidas al variar el 4ngulo del vértice.

Veamos ahora cémo aplicamos esta idea para suavizar una poligonal.

Resulta natural que para suavizar una poligonal, se recorra cada vértice y se suavice usando el
procedimiento que describimos anteriormente. Para facilitar la descripcién del algoritmo, denotemos
por [ al vértice que ser4 suavizado y por Lo y Ly a los lados que lo definen. Bassndonos en la discusién
anterior, el punto de control b, coincide con el punto I mientras que los extremos del poligono de controk:
bo y ba, serdn puntos de los lados L, y Ly, respectivamente. A continuacién explicaremos el método que
seguiremos para asignar los puntos extremos del poligone de control.

Para automatizar el proceso, tomaremos en cuenta la longitud de cada lado de la poligonal. El caso
mds sencillo, es el de una poligonal regular. Como deseamos conservar un segmento recto en cada lado,
se propone dividir el lado L, en tres partes iguales y elegir a by como el punto que se encuentra a un
tercio de distancia del vértice 1.

Si la poligonal no es regular, para tratar de conservar un segmento de recta, haremos una comparacién
de la longitud de L, y la longitud del lado m4s pequefio Lyy;n.

Si la longitud de L, es “grande”, elegiremos a by como el punto que esté a una distancia de Linin/2
del vértice I, con esta eleccién logramos que las cénicas que suavizan a los vértices definidos por L, se

unan por medio de un segmento de recta (vea la figura 7-30 (a)); en otro caso, se elige a by como el punto
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Figura 7-29: Suavizamiento de una poligonal regular.

medio del segmento L, de esta forma, las cénicas que suavizan los vértices que definen a L, se unen en el
punto medio del segmento {vea la figura 7-30 (b)). Para determinar el punto de control s, aplicaremos
el mismo andlisis al segmento L, y el peso w; se asignaré de acuerdo a la regla de correspondencia dada

en (7.3.1).

L

I ‘d
Lpf'ﬂboﬂ Lajf:;;
£, !

(a) (b)

Figura 7-30: ( a ) Lado que preserva una seccién recta. ( b ) Cénicas que se unen en el punto medio del
segmento.
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7.3.1 Algoritmo

¢ Caicular la longitud de cada lado del contorno y obtener la longitud minima L., y la longitud

maxima Lqz.
¢ Si Diyin = Linas

Los puntos extremos del poligono se eligen a una distancia Lyin/3 de I, de esta forma se

incluye en cada lado una seccién recta.
» Si Lmin ?l; Lma.a:

Para cada vértice

Definir el poligono de control y el peso w; que determinan la cénica que suavizara al vértice.
~ Sean L, y L, los lados que determinan a [
* Para L, :
- 8i la longitud de L, es mayor que 2Lmin
bf se toma a una distancia Lamia de 1.
- Si la longitud de L, es menor o igual que 2L,
bi es el punto medio de L.
* Para Ly :
- Si la longitud de L, es mayor que 2Ly,
b} se toma a una distancia Laia de [.
- Si la longitud de L, es menor o igual que 2L,
bj es el punto medio de L.
— Asignar al punto de control b el vértice .

— w; Se escoge en términos del 4ngulo que forma el vértice J

< 90°
< 180°

2 + cos(f 0 <
w1(9)= ( )
<

8
2+ 2cos() 90° ¢
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El algoritmo que antes presentamos sélo nos muestra cémo determinar el arco cénico que suaviza
cada vértice, una vez hecho ésto, podemos aplicar el método en diferencias visto en la seccién 77 y
obtener asf una aproximacién de cada segmento cénico.

En cada una de las siguientes figuras se muestra las graficas de la regién original y la regién suavizada.
Debido a la escala, no se puede apreciar la diferencia entre ambos contornos, por lo que

ademds se muestra una ampliacién del segmento del contorno, que estd delimitado en la

grifica correspondiente, por asteriscos.

Figura 7-31: Contorne Suavizado
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Figura 7-32: Ampliacién del segmento delimitado por * de la figura anterior.
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Figura 7-35:
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Figura 7-36:
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Figura 7-37:
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Figura 7-38:
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Figura 7-40:
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Hasta el momento, hemos visto cémo reducir y suavizar los vértices de una regién poligonal de manera
independiente pero, cémo usamos ambos procedimientos en la prictica.

Recordemos que lo que motivo este trabajo fue la necesidad de obtener una aproximacién, que
suavizara un contorno poligonal y usar esta aproximacién para generar una malla. Cuando el contorno
es muy irregular, primero generamos una regién suavizada, usando nueve puntos para aproximar cada
areo cdnico; como segundo paso, se aplica el proceso de eliminacién de puntos hasta estabilizarlo, es
decir, se itera hasta que el nimero de vértices sea constante. El tercer paso consiste en suavizar la
regién, usando siete puntos para aproximar cada segmento cénico; por dltimo, se itera el segundo y
tercer paso, hasta estabilizar el procedimiento o hasta obtener una regién “aceptable”.

A continuacién se muestra un conjunto de regiones junto con las regiones que se obtuvieron al aplicar

el procedimiento antes mencionado.

Figura 7-41: —Contorno original 101 puntos --Contorno generado 400 puntos.
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Figura 7-42: — Contorno original 340 puntos --Contorno obtenido 1267 puntos.
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Figura 7-43: —Contorno original 170 puntos --Contorno obtenido 441 puntos.
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Figura 7-44: —Contorno original 147 --Contorno obtenido 488 puntos.
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Figura 7-45: —Contorno original 157 puntos - -Contorne obtenido 470 puntos.
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7.4 Notas y Referencias

En el apéndice se incluye el pseudocédigo de los procedimientos Colineal y ReducePuntos, ambos se

usan en la rutina que realiza la eliminacién de puntos.

Se anexa un disco que contiene:

» El programs ejecutable rys.exe

» Algunas regiones de prueba como: americe.con, mezico.con, habana.con, etc.

Si desea procesar otro contorno, edite un archivo que incluya en la primera lfnea los siguientes datos:

n oaut N ng Mg N
donde

n es el mimero de puntos del contorno, contando el primero dos veces.

aut  variable que s6lo puede tomar los valores de 0 o 1. El valor de 0 se usa para indicar que el
contorno no est4 dividido en subfronteras, mientras que el 1 indicard que se especificardn
las cuatro subfronteras. $Si aut = 1, las subfronteras se indican a través del nimero de
puntos que las definen.

n; niimero de puntos que definen a la subfrontera ;.

Cada una de las siguientes n lineas deben incluir las coordenadas de los puntos (zi,95),t=1,...n

donde (z1,11) = (Zn,yn).

H

Para que el programa pueda leer el archivo de datos, salve el archivo usando ia extensién con ¥
cépielo en el mismo directorio en donde est4 el programa ejecutable.
A continuacién mostramos un ejemplo en el que se muestra el esquemas del archivo de datos para

una regién en la que no se han definido las subfronteras y, usando la misma regién, ilustramos el caso

en el que se definen las subfronteras.
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Contorno para el que no se definieron las subfronteras Contorno con subfronteras definidas

p =
A })1 P, P subfrontera | 131 -5,
B
F,
p8
P p!
By
Py .
Y subfrontera 3
17 0 0 0 00 17 1 6 6 2 6
8 10 8 10
4 10 4 10
4 4 8
2 8 2 8
2 10 2 10
0 10 0 10
0 6 0 6
2 6 2 86
2 2 2 2
0 2 0 2
0 0 g 0
g8 0 8 0
8 3 8 3
6 3 6 3
6 7 6 7
8 7 8 7
8 10 8 10
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El procedimiento de eliminacién de puntos fue presentado por Pavlidis en su articulo Pavlidis [14].
El algoritmo para suavizar una poligonal esta basado en la investigacién de Herndndez [10].

Pavlidis en {15] presenta cémo ajustar curvas usando splines cénicos.
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Apéndice

PROCEDIMIENTO COLINEAL

Parametros de entrada:

X,y - Arreglos con las coordenadas del contorno

indpib - 4indice correspondiente al punto inicial del bloque

indpfb - indice correspondiente al punto final del bloque

RO - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de longitud

Rl - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de longitud
EO0 - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de error miximo
El - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de error méximeo
Variables locales:

S - Variable para almacenar la longitud del segmento de ajuste.

D - Variable para guardar la longitud del segmentc de la curva.

dm - distancia mdxima de los puntos de la curva al segmento.

CS - Nimero de veces que la curva atraviesa el segmento de ajuste.

Salida:

colineal - 1-S8e acepta el segmento de ajuste, (- Se rechaza la colinealidad.
indem - {ndice correspondiente del punto més lejanc al segmento de ajuste.
Procedimiento:

1. Calcular la longutud del segmento de ajuste (5).

2. Calcular

3. Calcular

la longitud de la curva definida por los puntos {P:}2¥/. (D).

el error méximo dm, asignando a  indem el indice en el arreglo de

coordenadas, correspondiente para el que se obtuvo este error.

4. Calcular

el nimero de veces que la curva atraviesa al segmento {CS)
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Aplicar las pruebas de colinealidad
Criteric de Longitud
Si £ < RO
colineal = 1
si >Rl
eolineal = 0
Si R0O< £ <RI
Criterio de Error maximo
Sidm < E0
colineal =1
Sidm>F1
colineal =0
Si E0<dm < E1

Criterio de Cruce

SiCS <2
dn1==g¥
Sino
_d
dm = ¢
Fin
3i dm < EO

colineal =1
Sino

colineal =0
Fin

Fin (Criterio de Cruce)

Fin (Criterio de Error Miximo)

Fin(Criterio de Longitud)

FIN (Procedimiento)
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ReducePuntos(x,y,n,k,EPS,E0,E1, RO,R1)

Variables locales:

indpib - {ndice correspondiente al punto inicial del bloque

indpfb - f{ndice correspondiente al punto final del bloque

indpiba - {ndice correspondiente al punto inicial del bloque anterior.
Procedimiento:

indpib = indpiba = 1,indpfb = k

Mientras indpib < N-1

colineal = Colinealidad(x,y,indpib,indpfb,RO,R1,E0,E1,indem)
Si colineal = 1 Entonces
Si indpib = indpiba Entonces
Definir L,
Sino
Definir Lq
Calcular el dngulo entre Ly y La
5i el d4ngulo formado por Ly y L2 es “muy pequeno”
Eliminar el punto (x({indpib), y(indpib))
Agregar el punto (x(indpfb), y(indpfb))
Actualizar [y
Sino
indpiba = indpib
hacer Ly = Ls.
Fin
indpib = indpib
indpfb = indpfb + k
Fin
indpfb = indem
Fin (Del ciclo)

FIN(Procedimiento).
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Fe de erratas

* En la séptima linea de la pdgina 37, en lugar de lp5 es Igs.

s En la pagina 169

— el segundo término del numerador y del denominador de la ecuacién {6.3.39) debe ir multi-

plicado por 2 asi, la ecuacién es:

(1 —p)bo(1 — )% + pby 2t(1 — ) + (1 — p)bot?

P = T ) Tt 1 =) T = )02

— la misma observacién para la ecuacién (6.3.40)

%u—ﬂﬁ+ufmhma—w+mﬁ
7

{1-p)

plt) =

(1—1t)2+

2t(1 —t) + 12

* En la ecuacién que aparece en la segunda linea de la pagina 170, el término #(1 —t) va multiplicado

por 2

(ﬂ_%u~nkwmmu—n+mﬁ
P = -+ 2

En la pégina 183, el polinomio de Bézier B? de la ecuacién (6.3.67) debe ser un polinomio en s

_ boBg(S) +Elb1312(8) + bng(S)
PlS) = == B2y + B(s) + BE(®)

En la segunda linea de la pdgina 228, la seccién a la que se hace referencia es la 6.4.2.

En las paginas 200, 203 y 247, el cociente que se maneja para el criterio de longitud es %.



