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PROLOGO:

En esta tesis, se presentan los resultados de una serie de investigaciones y
experiencias obtenidas en la Ultima década de mi vida. E! objetivo principal es
el de establecer un marco metodolégico que pueda determinar el estado actual
de la maquinaria rotativa industrial, y que sé logre aprovechar al maximo la
materia prima, mano de obra, el tiempo de produccién y el de asegurar la
viabilidad de una industria, sin olvidar el factor de seguridad tanto de la

maquinaria como del personal.

Es importante para el ingeniero pronosticar con certeza, cuando se aproxima
una averia de algiin componente 6 componentes de las maquinas (como por
ejemplo: baleros, engranes, flechas, cojinetes, bandas, chumaceras, entre
otros.). Si dicha averia es causada por una vibracién, también es de vital
importancia conocer el diagnéstico actual y en general de las maquinas. Asi
como Sus piveles aceptables de vibracion, de alarma, frecuencias de chequeo,
establecimiento de un sistema continuo de proteccion contra alta vibracion y
otros parametros, con lo cual se podra lograr la reduccion minima de paros
inesperados en las Unidades Rotativas de sus lineas de produccion, el
mejoramiento en la Calidad del Producto y el aumento considerable de la

Productividad.

Para obtener este alcance de analisis predictivo, se ha procurado utizar en
esta investigacion cuestiones matematicas en la extension necesaria, para
facilitar a los lectores la comprensién total del fenémeno por medio de un

modelo matematico.

Esta tesis esta conformada por cuatro capitulos, en el capitulo |, se inicia con
conceptos basicos sobre el tema, asi como la explicacién de conceptos sobre
casos de vibraciones. '

En el capitulo ll, se analiza el fenomeno de vibracion que se presenta en una
maquina rotativa, provocada por diversos tipos de fallas. Se hace mencién del
significado de las caracteristicas de la vibracion en el hecho de que sirven para

detectar y describir el movimiento indeseable de una maquina.
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Cada una de las caracteristicas nos revela algo significativo sobre la vibracién.
Las caracteristicas de desplazamiento, velocidad y aceleracion de la
vibracién, ai medirse determinan cuanta y cuan severa sé manifiesta. Los
valores de desplazamiento, velocidad 6 aceleracion de la vipracién se
denominan como amplitud de la vibracion.

En lo que se refiere al funcionamiento de ia maquina, la amplitud de la
vibracién es la indicacion que sirve para determinar los niveles aceptables de

vibracion en la maquina y su estado actual.

En el capitulo 1li, se hace un analisis sobre el desbalanceo debido a su
importancia (ya que en la mayoria de los casos, s€ presenta como falla en un
70% en cualquier maquina rotativa). Este fenomeno es una fuente potencial de
vibracién por lo que se ha tenido gran cuidado en su descripcion y la forma de
como identificarlo, asi como las causas que lo originan y los efectos que causa.
Se hace una descripcion sobre la importancia de eliminar la fuerza centrifuga
en rotores rigidos y del como ésta influye para originar el efecto giroscépico.
Este efecto di6 la pauta para estudiar dicho fenémeno y obtener el modelo
matematico correspondiente (capitulo 1V}, ademas se especifica el grado
permisible de desbalanceo en rotores rigidos en forma tedrica.

El capitulo IV, se presentan los modelos matematicos del turbosopiador. Se
fundamenta el marco teorico, que servira como herramienta para obtener una
interpretacion fisica de los modelos matematicos obtenidos, basandose en la
teoria de transformada de Fourier discreta y rapida, la cual se aplicé a las
funciones obtenidas {solucion de los modelos matematicos), resultando un
espectro lineal, en donde se analizaron los puntos mas importantes para
diagnésticar €n forma precisa, el estado actual de la magquinaria
(turbosoptador). El espectro lineal, se puede obtener por medio de un algoritmo
matematico de la transformada de Fourier rapida, la cual no se desarroltd por
encontrarse integrada en los equipos de analisis de vibraciones {Como el
equipo WAVEPAK propiedad de la UNAM).

Esta metodologia se encuentra en el capitulo 1V, la cual servira para futuras

investigaciones donde el investigador interesado en el tema tome en cuenta




n ella, y disefie los componentes de la maquina
la

diferentes variables descritas e
considerando el fenémeno de vibracién, finalmente se presentan

conclusiones de este trabajo y un apéndice que describe el fenémeno

giroscopico del turbosoplador.




INTRODUCCION:

En la operacion de los equipos mecanicos es importante conocer el comportamiento de todas

sus piezas y procesos, para maximizar la disponibilidad y el rendimiento de los equipos

mediante un buen mantenimiento y operacion.

Es bien sabido por cualquier ingeniero o técnico que tenga a su cargo equipos mecanicos,

en especial rotatorios, que la mayoria de estos vibran constantemente, lo que puede
' representar en si un problema (roturas, desgaste, molestias, paros inesperados).Sin embargo
 esta caracteristica puede aprovecharse si se utilizan las vibraciones del equipo como medio

de comunicacién entre el hombre y la maquina. Cada pieza y cada proceso dentro de un

equipo mecanico tiene caracteristicas conocidas por el disefiador.

Las vibraciones de esas piezas, causadas por €sos procesos deberan entonces reflejar las
caracteristicas mencionadas; asi un rotor pesado vibrara a bajas frecuencias, 6 el flujo rapido
de vapor creara vibraciones de aita frecuencia en tuberias y ductos.

El analisis de vibraciones en maquinaria es por lo tanto una herramienta que permite:

a) Mejorar diagnésticos de fallas.

b) Realizar diagnésticos mientras las maquinas operan sin necesidad de detenerlas.

¢) El efectuar con mayor precision operaciones tales como el balanceo de rotores, entre

otras.
Al realizar la medicién a una maquina en el tiempo estimado previene dafios catastroficos
mediante alarmas o paros automaticos basados en niveles preestablecidos de vibracion

maxima tolerable.

Este tipc de analisis involucra las siguientes actividades:




- Deteccidn.

- Acondicionamiento.
- Aimacenamiento.

- Proceso.

- Presentacion.

- Analisis.

La deteccién de sefiales de vibracion se refiere a la captura del movimiento vibratorio por
medio de instrumentos transductores, que lo convierten en sefiales manejadas o adecuadas

para su registro, lectura, medicién o analisis.

Almacenamiento se refiere a las actividades de grabacion y reproduccion, formacion de

memorias, archivos o historiales.
Dentro de las actividades de prdceso, se pueden identificar las siguientes:
--Descomposicion espectral, filtrado, digitalizacion y tratamiento numérico por computadora.

La presentacion de sefales sé refiere a: monitores, caratulas, pantallas, impresoras e

indicadores de piuma (registros).
Finalmente el analisis incluye:

--Analisis espectral, analisis de orbitas, andlisis de forma de onda, anélisis de fase, analisis

de vibraciones sincronas, analisis de arménicas y transitorias, analisis modal, entre ofros.
E| analisis de vibraciones es una herramienta muy til en [as siguientes actividades:

1.- Inspecciones rutinarias para mantenimiento.
2 - Balanceo dinamico-estatico.
3.- Vigilancia de equipos (monitoreo).

4 - Diagnoéstico de fallas de campos.




5.- Diagnésticos mas complejos, incluyendo actividades en el laboratorio.
6.- Vigilancia y diagnastico automatico.
7.- Disefio y modificacién a equipos.

8 - Pruebas de aceptacion.
Estas actividades pueden corresponder a equipos como:

-Turbogeneradores.

- Bombas centrifugas.
- Tuberias.

- Ventiladores.

- Motores eléctricos.

- Valvulas.

- Soporteria.

- Intercambiadores de calor.
- Calderas.

- Estructuras.

- Cimentaciones.

- etc.

E| analisis de vibraciones en todas sus aplicaciones, estan relacionadas con la identificacion

o diagnéstico de fallas en las maquinas rotativas, entre las mas comunes se encuentran:
- Desbalanceo (el 70% de las causas de vibracion es ocasionada por el desbalanceo).

- Desalineacion.

- Flexiones permanentes.

- Fisuras.

- Rozamientos y piezas sueltas en rotores.




- Inestabilidad fluidodinamica en chumaceras y sellos.

- Resonancias y vibraciones transmitidas entre partes o equipos.
- Defectos en baleros, sellos y engranes.

- Vibraciones inducidas por flujos.

_ Vibraciones de cimentacion y estructuras y soportes.

- Bandas con tensién indebida, elc.

Para el control de vibraciones existen diversas técnicas que tienen el objetivo de reducir los

niveles de vibracion.

- Un primer método para control de vibraciones es aislar la fuente que lo produce para que la

vibracion disminuya. Esto no es siempre posible por diversos factores como son:
- Turbulencias, caminos rigosos, inestabilidad de méaquinas de combustién, [ 39,43,67] efc.

- El otro método es la técnica de balanceo en rotores la cual reducira al minimo la vibracién

dando niveles aceptables, para las condiciones normales de operacion.

Por lo que a través del presente trabajo se pretende satisfacer los objetivos propuestos.
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.- CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE VIBRACION:
1.1. ~CINEMATICA.
1.1.1.MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE.

La vibracién constituye el movimiento de un sistema eldstico respecto a una
posicion de equilibrio estatico o dinémico que se repite durante un intervalo de

tiempo denominado periodo] 8 J.

Estrictamente hablando una vibracion se puede definir como una variacion
temporal del valor de la magnitud caracteristica del movimiento o de la posicion de
uh sistema mecénico, cuando la magnitud es alternadamente mayor o menor que

cierto valor promedio ¢ de referencia.

Si el movimiento se repite exactamente después de transcurrido un cierto tiempo,
se trata de una vibracion periédica, donde el lapso transcurrido entre repeticiones
se conoce como periodo (T, medido en segundos) y a la secuencia ocurrida

durante el periodo se le denomina ciclo.

El inverso del periodo es la frecuencia de la vibracion (f, medida en 1/s o ciclos por
segundo), la que indica que tantas veces s repite el ciclo en la unidad de tiempo.

Movimiento Arménico Simple. Se refiere a una vibracion tal que el desplazamiento,

x, del objeto pueda representarse por la funcion[ 6,3 y 57].
x=xpsen (2n ft) (1.1.1.1)

donde:




Xo = Representa el desplazamiento maximo o amplitud del desplazamiento de la
vibracién.

x= Desplazamiento.

f = Frecuencia de la vibracion.

t = Tiempo transcurrido.

Lo anterior se ilustra en la Fig. 1.1, donde se aprecia que este tipo de movimiento
puede representarse por una senoide, por lo que se conoce tambien como

moviniento senoidal [ 57, 5, 6 y 8].

Como se aprecia en la Fig. 1.1, el movimiento se repite cuando transcurre un
periodo T, es decir, partiendo de £=0, hasta = T:

X= Xo sen (2n _ft)
pero,

f=1/T
por definicién, entonces;

X= Xp sen (2n ft)= =% sen (0)
Es decir, un cicio completo.

Como la funcién senoidal requiere de un argumento expresado en radianes, es
convencional definir a la frecuencia circular; de la manera siguiente:

w=2nf (rad/s)

donde fse expresa en 1/s. La ecuacién (1.1.1.1), queda entonces:
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x= Xp sen (wt) (1.1.1.1.a)

La Fig. 1.1, representa el movimiento vertical de un punto. La senoide se genera
porque se desplaza a la derecha en forma proporcionai ai tiempo transcurrido, t
de no ser asi, el punto generaria una linea vertical, repasada tantas veces como
se repitiera el ciclo. Vemos entonces que si analizamos dos sefiales de diferente
frecuencia, Fig. 1.2, observaremos que Sus ciclos se repiten un mayor 0 menor
numero de veces por unidad de longitud horizontal de papel (tiempo transcurrido),

dependiendo de su mayor o menor frecuencia (respectivamente)| 6, 57].

/ ' t g lwt)

ToT - 2T ol
I

1.

Fig. 1.1. Senoide que representa el movimiento oscilatorio de un punto.
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des como se verian en la pantalla de un osciloscopio.

Fig. 1.2. Representacion de dos senoi
a) Baja frecuencia y menor amplitud,

b} Alta frecuencia y mayor amplitud.

el que permite

Este tipo de esquemas pueden observarse en un osciloscopio,
ontal (tiempo

controlar tanto el eje vertical (amplitud) como en el eje horiz

transcurrido o periodos).

ntalla de un osciloscopio, muestra una sefial de baja

La Fig. 1.2., tomada de la pa
parada con una de alta frecuencia y mayor

frecuencia y menor amplitud com

amplitud.
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| a senoide de la Fig. 1.1.,también puede obtenerse de la proyecc:on de un vector
que gira alrededor de su origen, como se muestra en el d:agrama poiar de la Fig.
1.3[3y 57].

/—““\ —_——— . —
w

Fig. 1.3. Representacion vectorial o polar de una vibracién senoidal.

1.1.2. ANGULO DE FASE.

Dos vibraciones con la misma frecuencia, f (0 w), pueden no ser simultaneas; es
decir, mientras que la vibracion X1, empieza en ty, la vibracion xz empezara en &,
Fig. 1.4, se dice entonces que las vibraciones estaran fuera de fase o
desfasadas un lapso (ti-tz), [3, 57y 6]

En el osciloscopio puede ser dificil traslapar exactamente los ejes horizontales de
cero amplitud correspondiente a dos sehales, para menor e lapso de
desfasamiento; 6 puede dificultarse esta medicion por la presencia del ruido en la

sefal 0 si no se trata de una senoide pura.

Cuando se cuenta con equipos como filtros de los vectores o las lamparas
estroboscépicas, pueden ser mas facil medir el desfasamiento mediante un
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angulo de fase (¢), que forman los dos vectores de un diagrama polar como es
.mostrado en la Fig. 1.4, [57, 37, 27, 28,17,16 y 1].

Se toma a la vibracién xy, como referencia:

X1 = X1,0 sen (w i)

la vibracién x2 se expresara:
Xo= X2,0 5€n (Wi-d)

donde:
¢ =w (to-ty) (rad)

Se dice entonces que la vibracion x, esta adelantada ¢ ( rad ) con respecto a x,

6 que x esta retrasada ¢ ( rad ) con respecto a xi.

El angulo de fase también puede expresarse en grados multiplicando su valor en

radianes por ( 360/2n ).

Una funcién que por definicion esta adelantada 90° con respecto a una senoide es
cosenoide Fig. 1.5, debe notarse ademas que un adelanto o retraso de 180°
equivale a invertir el signo de una funcién senoidal o cosenoidal Fig. 1.6,[ 3, 8y
57].

Lo anterior resulta muy Util si se considera que la derivada del seno es el coseno
y que la derivada del coseno es el valor negativo del seno y que ademas:
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& _ =y ( velocidad de vibracién )

dt

dv -, L
4V _ " =a (aceleracion de vibracion)

dt

y de la ecuacion (1.1.1.1.a)

x=xpsen(wt) (desplazamiento)

X' =xg W cos (wt) (velocidad) (1.1.2.2)

X" =_xwisen{wt)(aceleracion)

— 2t

— R

Fig. 1.4. Desfasamiento entre dos vibraciones
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Fig. 1.5. Desfasamiento entre senoide y cosenoide

Estas funciones se muestran en la Fig. 1.6, donde se observa que la aceleracion
de una vibracién esta adelantada 180° con respecto a su desplazamiento y 90°

con respecto a su velocidad.

Dos vibraciones con diferente frecuencia tienen un desfasamiento relativo que
varia constantemente, por lo que en general se habla de fase tnicamente cuando

dos vibraciones 6 sefiales tienen la misma frecuencia [ 3, 57].

_..._‘ﬂ_..i, SENOIDE * DESPL. { X)
SENOIDE NEGATIVAS ACELERACION (X)
RE S SN NN LT
./ ' J" “\ I ‘ K l"
P /X
/ 5 ' 7
: ; y / 7\
J N ) /COSENOIDE vELOGL

! "J‘ - A\ DAD ()
[

180*

Y T ™~

Fig. 1.6. Relaciones de fase entre desplazamiento, velocidad y aceleracion de una vibracion.
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1.1.3. AMPLITUD.

La amplitud (vibracién) puede referirse a alguno de los siguientes parametros:

Desplazamiento Xo=Xo m
Velocidad vo=Xo 2rf m/s
»~ Aceleracion ag=Xo 2nf m 2/s?

donde f es la frecuencia en Hz 6 cps. La relacion entre estos tres parametros se
puede obtener del monograma mostrado en la Fig. 1.7.

» \rﬁ .‘c
d
LAY
z
.o
&
1
L]
a.
L 4
2 )
o%
a.
o
Y
-»
2 >
K
a.o -»
Ll 4 -
8 I
F4
>
: () \‘ Y
0 .o B - i
I‘I b N
8
L
Z/
2 .50
i 0 0q 000 Mz WO

Fig. 1.7. Nomograma que permite determinar cualquier parametro de ia amplitud de una vibracién a

partir de uno de ellos y de la frecuencia {6].
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e

La amplitud de una vibracién se puede medir de varias maneras, como se muestra

en la Fig. 1.8, estas son’

. Amplitud, amplitud sencilla o amplitud cero a pico (Xo), £¥op) O (X, M 0-p).
- Amplitud pico a pico o doble amplitud (2x0) 6 (Xpp) & (X, M P-p)

- Amplitud promedio |x/|. |
- Amplitud media cuadratica o RMS 6 valor RMS de amplitud {Xams).

Cuando se trata de sefiales limpias o filtradas, donde solo existe una frecuencia y
la vibracién es senoidal, existe una equivalente entre los diferentes valores de

amplitud de esa vibracién:

Arnplitud  (0-p) =Xo
Doble amplitud (p-p) =2Xo
Amplitud promedio |x =0.637 Xo
Amplitud RMS (Xrms) = 0.707 %o
.‘ Aks PICO A PICO
PRONEDIO

Ampiviyg

T {veg}

£ (gredos o radionges)

JIFERENCIA OE
TASE —w

. PERIGDO T{nag):(fracuencio)”’

Fig. 1.8. Definicién de amplitud de vibracion.
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AMPLITUD FORMULA

Maxima Xo
Pico a pico 2Xo
. 1k
Promed == JIX
omedio _ 1 Taﬂ 0)
RMS : T = ;1—;,,]:[;(0]2 dt
. AT 8

1.1.4. RESONANCIA,

Los efectos vibratorios son muy perjudiciales en los estados denominados de
RESONANCIA o en sus proximidades, ya que producen esfuerzos alternativos,
que pueden ocasionan el fracaso del material, por lo que el especialista tendra
mucho cuidado en disefiar recurriendo a conocimientos profundos de resistencia

de materiales, dinamica de fluidos, etc [ 49].

La resonancia es [ 1 ] la vibracion que tiene lugar bajo la excitaciéon de fuerzas

externas es una vibracion forzada.

Cuando la excitacién es oscilatoria, el sistema es obligado a vibrar a la frecuencia
de excitacion. Si ésta coincide con una de las frecuencias naturales del sistema,
se produce una situacion de Resonancia y ocurren oscilatorias peligrosamente

grandes (w= w; =1) [6].

-La falla de estructuras mayores como puentes, edificios 6 alas de aviones es una
terrible posibilidad, bajo resonancia. Asi, el calculo de las frecuencias naturales es

de importancia capital en el estudio de las vibraciones.
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1.1.5.- FRECUENCIA:

La frecuencia es el numero de ciclos completos de movimiento, que se efectian

en un segundo[6].
Existeri cinco tipos de frecuencias [ 1] y estas son:

a) Frecuencia natural (f, ) es la frecuencia de un sistema que tiene vibracion

libre sin friccion (cpm).

b) Frecuencia natural angular (wn ) es igual \Ff (rad/s).
m

¢) Frecuencia natural amortiguada (wq ) €s la frecuencia de un sistema que tiene
vibracion libre sin friccion ( com, rad/s, Hz ).

d) La frecuencia de excitacion (w) es la frecuencia a la que se somete el sistema

cuando se saca de su posicion de equilibrio.

e) Frecuencia de velocidad critica, es la primera frecuencia a que se somete un
rotor o eje rotativo y que coincide con su primera frecuencia de resonancia [3,6

y 49].
1.2. DINAMICA.
1.2.1 VIBRACION LIBRE.
L_a representacion mas simple de un sistema vibratorio se le conoce como sistema
masa-resorte (Ver Fig.1.9.}. Este consiste en una masa, m, suspendida de un

punto fijo por medio de un resorte de rigidez, K, {la fuerza necesaria para

extenderlo una longitud unitaria) [ 5, 6y 57].
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La frecuencia de la vibracién libre resultante se encuentra mediante un balance de
las fuerzas que actian sobre la masa m, y con la segunda ley de Newton, es
decir: ( Fig.1.9).

-kx=m x" (1.2.1.1)
considerando las expresiones: x= Xy¥xatxst.., ¥ sustituyendo en (12.1.1)
obtenemos el siguiente resultado:

K Xo sen ( w i) = - m xp w sen(w t)

por tanto:

WS Wy = \/f- =271, (1.2.1.2)

m

donde f, (y wn) es la frecuencia natural (6 la frecuencia circular natural) del

s:stema y es el Unico valor que se puede adoptar f, en ausencia de otras fuerzas

externas.

Y . ] i 4 p——
rEs Tl

x l FUERZAS

Fig.1.9. Sistema masa-resorte
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1.2.2.. VIBRACION LIBRE AMORTIGUADA.

Si al sistema masa resorte le agregamos un amoitiguador constante, C (la fuerza

amortiguante generada por una velocidad unitaria), la ecuacion (1.2.1.1), se

transforma en:
mx"+Cx' +hkx =0 (1.2.2.1)

El movimiento arménico simple adquiere mayor importancia cuando se considera
que cualquier vibracién periédica sin importar Su complejidad se puede
representar por una suma de senoides de diferentes frecuencias segun las series

de Foutier (X = % +%, + 1, +...). y la ecuacion (1.2.2.1), resulta [9,10,57,55,56].
-m x,w’sen (wt)+C x,w cos (w t)+k x,sen (w t)=0 (1.2.2.2)

L a fuerza C x es una funcion cosenoidal es decir, fuera de fase £ 90 grados con
respecto a las otras dos. Aunque en el caso anterior las dos fuerzas al oponerse
directamente mantenian el equilibrio dinédmico, en este caso la fuerza C x tiene su
méaximo relativo valor cuando la suma de m x” y k x vale cero. Este desequilibrio
dinamico se debe a una extraccion de energia por el amortiguador, en cada ciclo
de la vibracién, si desplazamos a la masa m una cantidad x; y la soltamos, la

amplitud de la vibracion resultante ird4 decreciendo en cada ciclo desde x; hasta

cero (fig.1.10)(57].
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mifien 31

3

- L

T T o

Fig.1.10.Sistema masa-resorte con amortiguador y vibracién libre amortiguada correspondiente.

n término conocido como amortiguamiento critico, C., que representa fa

Existe u
pedir mas de un ciclo de la

ad de amortiguamiento necesario para im

cantid
vibracion, y se expresa [6 Y 57] de la manera siguiente:

Cc=2km = 2 mw
de la vibracién libre del sistema descrito, es

La frecuencia natural amortiguada wq
dada por [6, 83y 57}

.y la amplitud sers;

—rCjmw,

Xn+t & Xn €

e dos ciclos consecutivos de la vibracion.

donde Xns1 Y XnSON 138 amplitudes d
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1.2.3. VIBRACION FORZADA AMORTIGUADA.

Si el sistema descrito anteriormente se somete a una fuerza de excitacion,

también senoidal que actie sobre la masa, el resultado sera una vibracién forzada

con la frecuencia de la fuerza.

1 a ecuacion de movimiento resulta:.

Mx"+cex' +kx=F (1.2.3.1)

considerando el parrafo segundo del punto (1.2.2) para x, y para F, resulta:

-m x,w>sen (w 1)+C x,w cos (w )+ k X ,sen (w t)= F ;sen (wt+¢) (1.2.3.2))

donde F, es la amplitud de la fuerza F y ¢ el angulo de fase (adelantado) de F,

con respecto a x,. Las fuerzas involucradas en este caso pueden apreciarse en el
diagrama polar de la Fig.1.11, debe notarse que todo el diagrama gira a velocidad

circular w.

OIRECCION DE »

mx, ot
P " (INERCIA)
Fo
(EXCITACION)

nd
(AMORTIGUAMIENTO}

A
ROTACION OE LOS
VECTORES _ 43.0 {RIGIDEZ)

Fig. 1.11. Equilibrio dinamico de fuerzas en una vibracion forzada.
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de la ecuacion (1.2.3.2) se obtiene lo siguiente:

Xo _ S (12.3.4)

€. wy (1.2.3.5)

donde:

Xp =

| o

es el desplazamiento estatico que se obtendria con la sola apiicacion estatica de

la fuerza F .

{ as ecuaciones {1.2.3.3) y (1.2.3.4), se representan en forma gréfica en la Fig.1. 11
para varios valores de la relacion de amortiguamiento, (G / C.), a dicha gréfica se

le conoce como diagramas de Bode [ 5, 6 y 57].

Nétese que la amplitud del desplazamiento de la vibracién (con respecto a la
amplitud estatica) es mayor para los casos con mayor frecuencia, w, desde w=0,

hasta w=w, En el punto donde (w=w,) conocido como la resonancia del
sistema, la amplitud puede‘alcanzar valores muy altos y el angulo de fase ,¢, €5
siempre de 90 grados ver Fig. 1.12, para frecuencias mayores que W , la
amplitud decrece tendiendo a cero para vibraciones de muy alta relacion de

frecuencias. El &ngulo de fase oscila entre 0 y 90 grados cuando w es menor que
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w, y entre 90 y 180 grados cuando w es mayor qué Wn . El! efecto de
amortiguamiento (C/C,) es de reducir las amplitudes y provocar cambios menos

sibitos en el angulo de fase con respecto a cambios de frecuencia alrededor de

wn [6 y 57].

i
D o
1]
: | .
:00280 | |
s RN
W
A e =0.20] .
2 l ‘
1 et ' *
o -
] |
o5
! =
o (1] EscesoNSE T ~— 1
A%
20 /// C/Cea i
. A1
/!
4
y
) | wkan 2 3
=)

Fig.1.12. Diagramas de Bode mostrando las caracteristicas generales de Vibracion forzada (respuesta

dinamica) de un sistema masa-resone
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1.2.4 VIBRACION POR FUERZAS DE INERCIA.

Una variante muy importante de los casos anteriores acurre cuando la fuerza de
excitacién depende de la frecuencia, como ocurre en el desbalanceo de rotores [3,

456 820y 57].

Fo=emw’ =ek [l) (1.2.4.1)

w

n

donde: e= es la excentricidad del centro de masas del rotor, la ecuacion (2.2.3.3)

se transforma en:

[WT |
RSV (124.2)

La ecuacién(1.2.4.2) esta graficada en la Fig. 1.13, puede notarse que en este

caso la amplitud de la vibracién es nula cuando w=0, y aumenta conforme w se

aproxima a Wn, después de alcanzar un maximo cerca de la resonancia, la

amplitud disminuye, tendiendo al valor de la excentricidad, e, para valores muy

a frecuencia w. El angulo de fase se calcula segun la ecuacion (1.2.3.4),
de giro,

altos de |
debe notarse que en este caso la frecuencia w corresponde a la velocidad

y la frecuencia natural, w, corresponde aproximadamente a ia velocidad critica

del rotor.
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Las ecuaciones (1.2.2.4), (1.2.4.1) y (1.2.4.2), también pueden representar al
movimiento de algunos sensores sismicos de vibracién (Fig.1.14), donde el
soporte o armazén del sensor, este rigidamente conectado a la pieza en
movimiento cuya vibracion se desea medir. Aparentemente en este ¢aso sé pueds
tratar como una vibracion libre en la que el soporte ( antes fijo), se mueve
senoidalmente con amplitud X0 . En estas circunstancias x representa el

movimiento relativc de la masa con respecto al soporte moévil, 6 sea [3,6y57[

X= Xo—=X1

donde x: representa al movimiento absoluto de la masa m, la ecuacion (1.2.2.1)

se puede escribir entonces:
mx"+ox' +kx=0

pero;

X2 = XXy

de donde;

"

mx" 4+ cx' + kx = —mx,

Comparando la ultima expresion con

existencia de una fuerza; esto es:

F=-mx" =F , sen (wt+¢)

la ecuacién (1.2.3.1), se reconoce la
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donde;

— 2
Fo=x,,W'm

y ¢, es el angulo de fase entre F, 0( x,,) ¥y x, . Esta fuerza corresponde al
movimiento del soporte transmitido por el resorte a la masa m.

Cualquier masa que se mueva en el espacio con respecto a un punto de
referencia fijo o absoluto, experimenta fuerzas inerciales proporcionales a la
aceleracion de ese movimiento. En nuestro caso el marco de referencia se mueve

seguin la ecuacion siguiente 6 y 571

X, =X,, sen (wt+d)

por lo que la masa, m, experimentara fuerzas inerciales:
F =X, oW’ m sen(wt+)

opuestas a la aceleracion:

X, 0 =X W 2gen (wi+d)

Puede considerarse que la fuerza inercial F representa el precio que se debe
pagar para representar al sistema como si estuviera fijo en el espacio, para asi
poder utilizar una sola coordenada x (en vez de dos) para definir el movimiento

del sistema.
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Para emplear en este caso las ecuaciones (1.2.4.1) y (1.2.4.2), la variable x ,

debera ser reemplazada por X,

La Fig. 1.13, muestra en este caso que 1a amplitud de la vibracion refativa x,
tiende al valor x,, dela vibracion del soporte (o0 de la pieza cuya vibracidn se

desea medir); esto significa que a muy altas frecuencias la masa practicamente

permanece fija en el espacio sin responder a la vibracién del soporte.

Aale
0
Xe/X1,0

Fig.1.13. Respuesta dinamica de un sistema masa-resorte, en que ia fuerza se aplica através del

movimiento del resorte, aplicable también a la respuesta de rotores al deshalanceo.
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Fig.1.14. Diagrama esquematico de un tipo de sensor sismico.

1.2.5. VIBRACION TORSIONAL.

s mas importantes de la teoria de vibraciones son las
as aparecen enun sin numero de aplicaciones
n de potencias. Desde la aplicacién de
res de combustion interna, son

Una de las aplicacione
vibraciones de torsion, ya que ell
préacticas relacionadas con la transmisio

méquinas alternativas, pasando por la de los moto

s fracasos que se han producido en instalaciones en las que dichos

incalculables lo
elementos han intervenido[6].

s de vapor, con un par constante se
con los grandes motores de
s de los dirigibles se

En la técnica naval, al aparecer fas turbina
eliminaban las vibraciones forsionales. Més tarde,
submarinos, asi comno los motores rapido
tar atencion a este problema, que se puede decir que
re a las velocidades criticas (velocidades de

combustién de los
volvié nuevamente a pres
esta solucionado, en lo que se refie

resonancia) {6].
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Ademas, conviene sefalar gque asi como las vibraciones laterales de ejes son
denotadas facilmente, ya que producen ruido y fuerte vibracion en los cojinetes, no
ocurre lo mismo con las torsionales, que superpuestas al movimiento de rotacion
del eje, sin excitar generalmente estructuras adyacentes, no son notadas hasta

producirse la ruptura dei material.

En general, los problemas mas complicados corresponden a transmisiones con
motores de combustion, por la complejidad de su estructura, ciguefales, ente
otros, movimientos alternativos y rotativos de sus partes, émbolos, bielas,

cigliefiales, etc,.
1.2.6.VIBRACION NO LINEAL.

El andlisis de sistemas lineales sirve para explicar mucho del conducto de
sistemnas oscilatorios. Sin embargo, ciertos fenémenos oscilatorios que no pueden

predecirse ni explicarse por medio de la teorfa lineal.

En los sistemas lineales estudiados, causa y efecto estédn relacionados
linealmente, es decir, si doblamos la carga, la respuesta se duplica. En un
sistema no lineal esta relacion causa-efecto ya no es proporcional. Por ejemplo, el
centro de una lata de aceite puede moverse proporcionalmente a la fuerza, para
cargas pequeflas pero, a cierta carga critica se dispararé en un gran
desplazamiento. EI mismo fenémeno no se encuentra en pandeo de columnas,
oscilaciones eléctricas de circuitos inductivos con un niicleo de hierro, y vibracion

de sistemas mecanicos con fuerzas restauradoras no fineales.

Mucho puede aprenderse'acerca de un sistema no lineal, utilizando el método del
espacio de estado, y estudiando el movimiento que se presenta en el plano

fasef6].
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CAPITULO Il. VIBRACIONES EN MAQUINAS ROTATIVAS.

2.1.INTRODUCCION.

Una méaquina ideal no producirfa vibraciones, ya que toda la energia se emplearia en el
trabajo a realizar. En la practica, las vibraciones aparecen como consecuencia de la
transmision normal de fuerzas ciclicas por los mecanismos. Los elementos de la maquina

reaccionan entre si y por toda /a estructura se disipa energia en forma de vibraciones [1,

16, 17].

Un buen disefio producira bajos niveles de vibracién. Pero a medida que la maquina se
vaya desgastando, se asienten sus cimentaciones y se deformen sus componentes,
apareceran sutiles cambios en las propiedades dinamicas de la maguina. Los ejes se
desalinean, los componentes se desgastan, los rotores se desequilibran y los juegos
aumentan entre otros cambios. Todo esto se convierte en un aumento de la energia de
vibracién que, al repartirse por la maquina, excita las resonancias y produce cargas

dinamicas adicionales sobre l0s cojinetes. E! circulo causa-efecto se cierra y la maquina

avanza hacia su ruptura final.

En el pasado, los ingenieros de planta experimentados podian reconocer por simple
palpacién y escucha si una maquina marchaba con suavidad o si se avecindaba alguna
averia. Hoy por dos razones al menos, no se puede seguir confiando en esa habilidad:

- En una empresa donde existen varias maquinas frabajando en forma simultanea, es
imposible al oido humano detectar por simple escucha la vibracién que denote la averia.

_  En segundo lugar, la mayoria de la maquinaria moderna gira a tal velocidad que Ia

frecuencia de las vibraciones significativas es casi siempre muy alta, siendo necesario

el uso de instrumentacion para detectarlas y medirlas [ 16 Yy 17].
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2.2.CARACTERISTICAS DE MEDICION DE MAQUINAS ROTATIVAS.

Cuando se analizan las maquinas rotativas en la industria se consideran ciertas
caracteristicas (desplazamiento, velocidad y aceleracién) para su medicion 6 toma de
lactura; es importante saber con que tio de parametro se tomaran las primeras lecturas
en compresores centrifugos, turbinas de gas y vapor, compresores reciprocantes,
compresores de flujo axial bombas, ventiladores, sopladores, méquinas diesel,

turbocargadores y unidades simitares [ 16, 17, 19, 21, 27 y 28].

2.2.1.DESPLAZAMIENTO.

[ a distancia total que atraviesa la parte que vibra, desde un extremo a otro se le
denomina “despiazamiento de pico a pico”. El parametro de desplazamiento se usa en
turbinas hidraulicas [19, 28 y 31].

2.2.2. VELOCIDAD.

Una cantidad vectorial que representa el cambio de tiempo de posicion para una particula
o cuerpo se denomina velocidad( 49].
EL parametro de velocidad se usa en chumaceras, motor eléctrico, compresor, turbina de

gas, caja de cambios y turbinas hidraulicas.[19, 28 y 31]
2.2.3. ACELERACION.

El paréametro aceleracion se usa en maquinas reciprocantes, elementos de rodamiento

en chumaceras, cojinetes, entre otras [19, 28y 31 1.

2.2.4. FUERZA:

Las fuerzas generadas por maquinas y motores son a menudo inevitables; en la practica,
las vibraciones aparecen CoOmo consecuencia de la transmision normal de fuerzas
ciclicas por los ‘mecanismos, sin embargo esto puede reducirse sustancialmente

mediante resortes disefiados apropiadamente, llamados aisladores.
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ma elastico sometido a fuerzas externamente aplicadas, se denomina forzado, y

Un siste
ebido a las fuerzas externamente

el movimiento de oscilacion que resuita en el mismo d

aplicadas, se llama vibracién forzada, y se divide en cinco partes, estas son:

a) Vibracion armonica forzada no amortiguada F(t)=F1 sen (wt) cuya ecuacion diferencial

ordinariaen[3,4,5 6Y 8].

Fig.2.1. Vibracion libre con excitacion arménica.

M, X +ko x= Fysen (wt)
b) Vibracion forzada causada por fuerzas en rotacién no equilibradas, Fih=F mow'e
sen (wt). Una fuente obvia de vibracion forzada, la constituye el desequilibrio de

rotacion, cuya ecuacion diferencial ordinaria es [3, 4, 5, 6, 7y8l

partes de
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Fig.2.2.Vibracion forzada causada por fuerzas en rotacion no equilibradas.

mx +oE mew’ e sen (wt)

¢) Vibracion arménica forzada amortiguada F(t)=F1 sen (wt), cuya ecuacion diferencial

ordinaria es: [3, 4, 5,6, 7y 8]

—

Fosinwt

Fig. 2.3. Vibracion arménica forzada amortiguada.

mx +Cx+kx= Fo sen (wt)
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d) Vibracion forzada amortiguada causada por fuerzas rotatorias no equilibradas

F(t)= mowe sen (wi), cuya ecuacion diferencial ordinaria es:[3,4,5,6, 7Y 8]

T TITU R

TN

Fig.2.4. Vibracién forzada amortiguada causada por fuerzas rotatorias no equilibradas.

mx_ +cx+kx= mgw’ e sen (wt)
e) Fuerzas transmitidas y aislamiento de vibracion:

Consideremos ofra veZ las fuerzas transmitidas a la b

elastico e incluyamaos el efecto de la amortiguacion.

Haciendo referencia a la Fig.2..5, la masa sé encuentra sometida a

sen (wt). E movimiento resultante en Ia direccion X,

fuerza del resorte y la fuerza del amortiguamiento, son respectivamente [3, 4 5 6 7y8]

Kx = kX sen (wit-¢)
Cx ‘= cXw cos(wi-0)

Su suma representa la magnitud de la fuerza transmitida total.

ase o cimentacion de un sistema

la fuerza arménica Fi

sera también armonico simple. La
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Fi)= Fsen o

l

N

"y

A

Fig.2.5. Fuerzas transmitidas y aislamiento de vibracion.

|Fr! = (kXi)i2 +(ewX) =X JK2 v 2wl

2.2.5 FRECUENCIA FUNDAMENTAL.
Es el valor méas bajo de toda la frecuencia natural de un sistema oscilante.

Ejemplo. Es la frecuencia asociada con el primer modo d vibracion
Es la frecuencia que sobresale en el espectro de linea (la del giro del motor)[49].

2.2.6 FUERZA DINAMICA.

Una fuerza cuya duracion y amplitud es una funcion de tiempo.
La fuerza dinamica es una fuerza centrifuga generada por desbalanceo rotativo por una

masa es especificado por F(t)= mow’e sen (w) [49]
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Fig.2.6. Fuerza dinamica

2.3. FALLAS TIPICAS EN MAQUINAS ROTATIVAS.

2.3.1.- RODAMIENTOS.

El balero o rodamiento sostiene la flecha en su lugar en las maquinas y permite a la
flecha girar con un minimo de friccion; consiste de dos anillos concéntricos entre los
cuales giran libremente bolas o rodillos (agujas, rodillos cilindricos o esféricos). El balero

se lubrica con aceite o grasa.
a) Las fallas en un balero pueden ser causadas por:

a) Defectos de fabricacion.

b) Dafio causado durante el montaje del balero en ia flecha.
c) Montaje erroneo.

d) Carga excesiva.

e) Velocidad excesiva.

f) Lubricacion incorrecta.

g) Contaminacion del lubricante.

h) Calor elevado en el lugar.
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i) Vibraciones producidas en otro lugar (p.e. desalineacion), las cuales llegan al  balero

e impiden su buen funcionamientof31, 60, 61, 62y 63 )

El balero que no se dafna por ninguna de las causas sefialadas tiene una vida (til larga,

pero finalmente sufre desgaste y fatiga del material.

b) Un balero falla por:

e las fallas INTERNAS en los baleros empiezan como una

La gran mayoria d
Imente perfectamente lisas

irreqularidad muy pequefia en una de las superficies origina

de una de las pistas o de una de fas bolas. Gradualmente esta irregularidad crece y se

puede producir una huella larga en la pista; en algunos casos llega a destrozarse el

balero, tipicamente cuando la carga es grande [31y 108].

La falla EXTERNA empieza tipicamente con un aflojamiento del balero en su montaje,

ya sea en la flecha 0 en Ja carcaza. El balero empieza a patinar y la friccion produce calor

y desgaste en la flecha o la carcaza. En poco tiempo el desgaste hace necesario el

cambio de la pieza desgastada [31y 108].
c) Las consecuencias de falla de un balero son:

| as consecuencias de la falla de un balero pueden ser varias:

- Dafto a otros elementos de una maquina

- Calidad deficiente del producto que pasa por la maquina (muy comun en la industria

metal-mecénica).
- Tiempo perdido de produccion
- costo directo al cambiar el balero defectuosof31, 105].

La suma de los costos puede a si llegar a ser considerable y explica &l interés por

desarrollar métodos para detectar fallas en baleros en su inicio y para evaluar su
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desarrollo; cuando esto se logra, se puede programar el cambio del balero antes de

llegar a dafios mayores y én un momento en la pérdida de produccion es minima o nuia.

2.3.2.ENGRANAJES.

Ruido. calentamiento, particulas en el aceite, e incremento de la vibracién son sintomas

do de una caja de engranes. Para detectar qué esta pasando en
cho mas

de un cambio del esta
oila se debe observar a todos los sintomas, pero la vibracion puede dar mu:

informacion que los otros [31].

Es tipico que el engranaje sea reductor o incrementador de velocidad, es un equipo cuya

reposicion o reparacion es muy costosa, y critico porque su descompostura puede parar

una linea completa o una planta completa.

2.3.3. EJES.

Es bien conocido que con la aparicién de las maquinas de gran potencia y velocidad se
presenté un fenémeno nuevo en los ejes de transmision de dicha potencia, caracterizado

por el hecho de que al ir aumentando su velocidad de rotacién adquirira, para una

determinada velocidad, enormes amplitudes de oscilacién, de tal modo que si se

continuaba con aquella velocidad se producia la fractura del eje, siendo, por otra parte,

la curva de deformacion semejante a un arco [3,6y8l

ntinia aumentando la velocidad, nuevamente se presenta el misme fenomeno

rmacion toma la forma

Si se co
para otra velocidad, pero con la diferencia que la curva de defo

de dos arcos.

2.3.4. METODOS PARA DETECTAR FALLAS.
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El balero dafado produce diferentes sintomas (calor, ruido, pérdida de metal del
balero, y vibraciones, entre otros). y cada método se basa en uno de los sinfomas
para informar sobre el estado del mismo Como el balero dafiado preduce varios
sintomas a la vez puede ser atil usar varios métodos para reconfirmar que el balero esta

dafiado antes de parar y reparar la maquina. A continuacion se describen los sintomas 'y

Jos métodos con sus ventafas y Iimitac}iones [28 y 31].

a) CALOR.

Muchos operadores y mecanicos conocen cual es la temperatura normal de los baleros a
simple tacto 6 midiéndole los grados de temperatura que presentan. Y saben que un
incremento de la temperatura puede ser una advertencia de un problema. La
temperatura del balero puede incrementarce per dafos internos o aflojamiento pere

también por causas ajenas al balero como lo siguiente:

Calor transmitido por la flecha al balero y vibracién producida fuera del balero. En
paleros lubricados con grasa es sabido que un exceso de ésta produce calentamiento
del balero. Es recomendable vigilar la temperatura de los baleros porque un incremento
de ésta debe conocerse asi como la causa que lo origina, ya que un balero daflado se
reconoce en la practica produciendo calor: pero esto también no es determinante para
decir que un balero esta dafiado. Una limitante de este método es que tnicamente se

puede usar en baleros accesibles o equipados con sensores permanentes de

temperatura [31y 63].

b) RUIDO.

Generalmente el ruido producido en una industria se presenta en lugares donde se
encuentran varias maquinas, esto impide escuchar con precision el ruido que produce un

balero especificamente. La herramienta mas sencilla que se usa para detectarlo es a
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través de un desarmador, con él cual se puede escuchar un ruido diferente cuando el

balero ya esta muy averiado.

Cuando se usa un estetoscopio, ya sea mecénico o electronico, el ruido se manifiesta
con mayor claridad. E! estetoscopio mecanico tiene una barra metélica conectada a una
membrana, y la barra se pone en contacto con la superficie de la carcaza de un balero;
algunos estetoscopios electronicos toman la vibracion en la superficie con una barra,

ofros con un sensor equipado con un iméan y la sefial se escucha en audifonos [28 y 31].

Tanto el estetoscopio mecanico como el estetoscopio electrénico la calidad de la sefial
captada depende de la posicién del sensor. El sensor equipado con iman produce

generalmente sefiales mas claras y confiables.

En algunos casos se escucharan bien los baleros, pero generalmente se requiere de
bastante experiencia para interpretar el ruido porque depende tanto del tipo Y tamafio
del balero como la velocidad de giro. Ademas la evaluacién es totalmente subjetiva y es
dificil recordar el ruido escuchado en cierta ocasion y comparario con el de una

valoracion subsecuente.
c) PERDIDA DE METAL DEL BALERO.

El desgaste “y los dafios de los baleros pueden producir tanto particulas microscopicas
como astillas de varios milimetros de largo que se arrastran con el aceite de lubricacion y
existen varios métodos para detectaﬂas. Se usan no solamente para baleros sino
también para detectar desgaste de piezas metélicas en general; para vigilar el estado de
baleros y chumaceras de friccion en lugares inaccesibles (por ejemplo, plantas
nucleares, motores de avion y turbinas de gas).

Con lubricacion forzada, el aceite se analiza a la salida de cada balero 0 chumacera. Lo
més sencillo es el tapén magnético ubicado en el sistema de lubricacion que retienen

particulas ferrosas relativamente grandes [31].
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Algunos avances tecnologicos en esta materia son el analisis espectrométrico, la
ferrografia y el analisis de concentracion ferro-magnética, tipicamente basados en

muastreo de! aceite y anélisis en el laboratorio.

d) VIBRACIONES INTERNAS PRODUCIDAS EN UN BALERO.

Las vibraciones producidas en un balero nuevo son de bajo nivel y parecen de caracter
aleatorio. Cuando falla la lubricacion el nivel de vibracion se incrementa y si una
irreqularidad empieza a desarrollarse en una pista, se producen dos impactos por cada
vuelta de Ia bola, uno en cada pista {27, 28 y 31].

Los componentes del balero y la carcaza asi como de la estructura donde esta montado,
tienen sus frecuencias de resonancia. Loa impactos producidos en el balero activan las
frecuencias de resonancia de los componentes del balero y de su montaje. La medicién
de la vibracion producida en el balero se dificulta por la presencia de varias otras fuentes
de vibracion. Mientras el defecto del balero todavia es incipiente (que empieza), la
vibracién causada por desbalanceo, desaliniacién y engranes puede ocultar la vibracién

originada en el balero.
e) VIBRACIONES PRODUCIDAS POR FALLA EXTERNA.

El balero se puede aflojar en su montaje en la flecha o en su carcaza y empieza a
patinar, la friccion producida genera calor y vibracion en frecuencia subarménica (0.5
_veces la frecuencia de giro). El desgaste causado por la friccién produce que el balero
se afloje en su montaje en la flecha y empiece un aflojamiento y por consecuencia la
vibracién empiece a crecer en frecuencias armonicas (2,3,4,5,..., veces la frecuencia de
giro). Y es posible también en la interarménicas (1.5,2.5,3.5, ...., veces la frecuencia de
giro) [1,20, 28 y 31].

Sin embargo, la frecuencia de giro no crece hasta que el dafio este avanzado

provocando que la holgura permita a la flecha girar en forma excéntrica. Es muy
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importante detectar la vibracion porque al desarrollarse, no solamente dafia al balero si

no también la flecha.

f) METODOS PARA DETECCION DE LA VIBRACION EN BALEROS

Los métodos se pueden dividir en dos grupos:

a) Los que no usan analisis en frecuencia de vibracion.

b) Y los que si lo usan.

2.4 DESALINEAMIENTO.

E| desalineamiento es otro de los problemas muy comunes en las maquinas rotatorias,

se estima que alrededor del 40% de las fallas que se presentan en los equipos rotativos

se deben al desalineamiento.

Existen cuatro clases de desalineamiento de acoplamiento [105] las cuales son:

4 -Desalineamiento angular, en el que las lineas de los arboles o rotores se interceptan

a cierto angulo, como sé muestra en la Fig. 2.7

Fig.2.7. Desalineamiento angular.

2 - Desalineamiento paralelo, en el que las lineas de centro se encuentran paralelas

entre si, pero desplazadas una con respecto a la otra como lo muestra la Fig. 2.8
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Fig.2.8.Desalineamiento paralelo.

3. Desalineamiento torsional, existe cuando dos flechas tienen desplazamientos

angulares durante la operacion, como se muestra en la Fig. 2.9
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Fig.2.9. Desalineamiento torsinal.

4.- Desalineamiento de extremos flotantes, se presenta cuando las dos flechas se

mueven axiaimente una con respecto de la otra, como se muestra en la Fig. 2.10

Fig.2.10.Desalineamiento de extremos flotantes
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2.4.1. CAUSAS DE DESALINEAMIENTO.
| as fuentes méas importantes de desalineamiento son las siguientes [106 |:

- Mayor incremento de |a temperatura de la maquina.
- Métodos inapropiados desalineamiento o practicas deficientes.
- Deformacion de las tuberias debido a la deflexion de las mismas y a la tendencia de los

codos a enderezarse cuando trabajan a muy altas temperaturas.
- Atascamiento de las zapatas deslizantes o de las cufias de las maquinas.

_Variaciones en las condiciones de proceso.

- Asentamiento de la cimentacién.

2.4.2. EFECTOS.

Algunos de los efectos que puede provocar el desalineamiento en los componentes de

una méquina son los siguientes [106]:

- Fallas en los sellos.
_ Generacion de calor en los componentes de los coples.

- Desgaste externo en coples de engranes.
- Fisuras o destruccién de los rotores.
- Precarga de las chumaceras.

. Fallas en las chumaceras.

2.4.3. IDENTIFICACION.

Los métodos mas comunes empleados para diagnosticar el desalineamiento, ademas del
analisis de vibracién a la velocidad de giro, incluye el andlisis de las caracteristicas que a

continuacion se mencionan [ 25, 26 y 28]
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- Lectura de fase, ias que muestran el modo de vibracibn o como esta vibrando la

maquina.
. Vibraciones axiales ( amplitud y fase).

Vibraciones armoénicas. Particularmente las vibraciones a dos veces la velocidad de

giro.
- Diagrama de orbitas.




CAPITULO Ill. DESBALANCEO EN MAQUINAS ROTATIVAS.

3.4 DESCRIPCION, EFECTOS E IDENTIFICACION:

a) DESBALANCE.

Cualquier elemento rotativo es siempre una fuente potencial de vibraciones, puesto
que sabemos que anicamente, cuando el eje de giro o linea de cojinetes coincide
con el eje principal de inercia de dicho elemento, las fuerzas de inercia no
producen ninguna accion perurbadora en los cojinetes de apoyo. En la practica,
esto no se consigue de manera perfecta, por muy rigidas que sean las tolerancias
de fabricacion, ya que por ejemplo ia homogeneidad del material no es absoluta, ¢

puede existir inclusion de gases, asi como diferentes temperaturas en la masa,

etc.

Por ello, aunque el disefic de una méquina rotativa sea perfecto, en la practica
aparecen desequilibrios que es preciéo corregir hasta un cierfo limite mediante
métodos experimentales. Este limite es realmente imposible fifarlo concretamente
de una manera general, ya que es mas bien determinado mediante un compromiso
entre el costo de la operacion de equilibrado, el deterioro del equipo y muy
importante, las molestias que la vibracion originada por el desequilibrado, produce
en las personas que han de permanecer en el local, donde se encuentre la
méagquina rotativa. Puede decirse que las personas normales detecten amplitudes

de vibracion de 0,005 mm y que, desde luego, no las soportan cuando pasan de

0,005 mm [35].

El desbalanceo puede ser causado por una variedad de razones, como ias que a

continuacién se presentan:

- Tolerancias de fabricacién incluyendo fundicién, magquinado y ensamble que

provocan una distribucién desigual de peso.




. Variacién del material, tales como: huecos, poros, inclusiones extrafas,

densidades y acabados.

- Asimetrfa del disefio.
incluyendo distorsién, cambios dimensionales, fijacién de

- Asimetrfa en operacion,
partes, fuerzas aerodinamicas y cambios de temperaturas.

- La flexién permanente en el rotor. [ os rotores flexionados o permanentes do-

biados son causa muy comin de desbalance.
- Variacién en el tamario de pernos, tuercas, remaches y soldaduras.
- La excentricidad. Cuando el motor y flecha no se magquinan como bloque.
- Desbalance por mal alineamiento de rotores acoplados rigidamente, elc.

- Otras fuentes tipicas de desbalance [ 1,39y 57].

El desbalance también puede deberse al desplazamiento del peso en elementos
giratorios-rotores, alabes, anillos, impulsores o por la pérdida de los propios
elementos giratorios. Los rotores de los ventiladores, sopladores, bombas y

compresores son particularmente susceptibles a la corrosion y a Ia erosion, fo que

resulta en desbalance [39, 57].

Por ejemplo, el agua puede erosionar a los impulsores de las bombas de

alimentacién de las calderas, la ceniza puede erosionar l0S ventiladores de firo

inducido, los agentes quimicos pueden corroer los impulsores de las hombas de

Jodos, el poivo puede erosionar los impulsores de los compresores centrifugos y la

cavitacién puede erosionar a los impulsores de las bombas centrifugas [ 8,39].

Otros elementos giratorios se pueden desbalancear debido a la formacion desigual

| incremento gradual resultante en el desbalance puede

convertirse en un serio problema, cuando parte de los depositos llegan a
emento posterior de las vibraciones puede provocar que ofros

de depébsitos en el rotor. E

desprenderse. El incr




depositos se desprendan y que se genere un problema de vibraciones mucho mas

serio.

Existen varios tipos de desbalanceo; algunos de ellos son:

1.- DESBALANCEQ ESTATICO: Existe cuando el eje principal de inercia esta

paralelamente al eje de rotacion [39, 43].

EJE PRINCIPAL DE INERCIA
.—E}—_—-—— . A W

s S s I o B

EJE DE ROTAEIGN

desplazado

Fig.3.1. Desbalanceo estatico.

EL PAR DE DESBALANCEO TAMBIEN LLAMADO MOMENTO DE

2.-
rcia intercepta al eje de

DESBALANCEO: Se presenta cuando el eje principal de ine
rotacion sobre el eje de gravedad, es decir, cuando dos masas iguales de

desbalanceo estan posiciohadas sobre Jos extremos del rotor y espaciados 180°

una de otra [39, 43].

EJE DE ROTACION
e
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" Fig. 3.2. Momento de desbalanceo.




3.- EL DESBALACEQ DINAMICO: Se presenta cuando el eje principal de inercia

no coincide con el eje de rotacion. Este es el tipo méas comtin de desbalanceo en

rotores e impulsores [ 39,43].

£, PR ST PO DE MERCLA

Fig. 3.3.Desbalanceo dinamico.

-EL DESBALANCEOQ QUASI-ESTATICO: Existe cuando el eje principal de inercia

intercepta al eje de rotacion en un punto diferente al eje de gravedad. Representa

ta combinacién del desbanceo estéatico siendo esle un caso especial de balanceo

dinamico [39, 43].

£ JE_PRINGIPAL 1,3
IMERCIA — —
e T | eppoomOO

2AR DL DESEALANCEDY

Fig. 3.4.Desbalanceo quasi-estatico.




b) EFECTOS DEL DESBALANCE [1, 28 y 39].

Dentro de ciertos niveles la vibracion producida es aceptable, pero si estos niveles
se exceden se provocan esfuerzos en el rotor y en sus soportes. La vibracion

debida al desbalance puede producir entre otres los siguientes problemas:

1.- Desgaste excesivo en chumaceras, bujes, sellos, coples y engranes.
2.~ Fallas por, fatiga en componentes giratorios tales como rotores, alabes,

impulsores y bobinas eléctricas.
3.- Fallas por fatiga en componentes estacionarios como soportes de chumaceras,
pernos, cimentaciones, tuberias y conductos; producidas por los altos esfuerzos

alternativos generados.

Generalmente la disponibilidad de la maquina se reduce cuando existe
desbalance: también las vibraciones generadas por la unidad desbalanceada
pueden ser fransmitidas a las maquinas adyacentes y pueden afectar su precision

o su correcto funcionamiento.

c) [DENTIFICACION DEL DESBALANCE [28 y 39].

La identificacion del desbalance se realiza mediante los siguientes pasos:
1 -ldentificacion del desbalance mediante analisis de vibraciones.

2 . |dentificacion del desbalance mediante el analisis de fase.

3 - Identificacion del desbalance mediante el diagrama de orbitas.

3.2. VELOCIDAD CRITICA:

El fenémeno de la velocidad critica puede clasificarse como uno de los de

inestabilidad dinémica[3, 5y 8].




so mas sencillo, constituido por un eje que se
un disco circular de masa m (Fig.

Considerando primeramente el ca
sypone sin masa, que lleva en su punto medio

3.5.a.). Para esto se supone que el eje es vertical.

4 equilibrado estaticamente, pero no dinamicamente,
que hacen que al deformarse el eje no
ndica la Fig.3.5.b., en

El disco, que suponemos est
a causa de dificuitades de orden practico,
coincida el C.G. del disco con el eje geométrico, tal como lo i
la el C.G. y el centro geométrico del disco estan representados por B y A,

respectivamente, siendo € su pequeiia excentricidad.

Figura 3.5. Disco equilibrado estaticamente.

Como consecuencia de la excentricidad e, al girar el eje s oroduce una fuerza

centrifuga de magnitud (Fig. 3.5.b).

m(x+e)w’ = ma (3.2.1)

siendo w |a velocidad angular de rotacion del eje y a la aceleracion.

La Fig. 3.5.c. representa el plano del disco en |2 configuracion del eje deformado.




Esta fuerza no puede estar equilibrada nada mas que por las fuerzas elasticas

restauradoras, seran de la forma:

F= kx (3.2.2)

ya que seran proporcionaies al desplazamiento X. La constante de rigidez k se

puede determinar facilmente mediante el conocimiento de las dimensiones del eje,

de sus caracteristicas elasticas y de la condicion de apoyo de sus extremos. En el

caso considerado de una carga en la mitad del eje, si éste esta articuiado en sus

extremos (k= isl El ):

Por tanto, de (3.2.1) y (3.2.2).

m{x+e)w’ =kx (3.2.3)
x= e (3.2.4)
K=
mw

Teniendo en cuenta que (w = k ); y ademas de (3.2.4) se puede poner en la forma
m

siguiente:

€ (3.2.5)
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De esta expresion se deduce que e—x a medida que w se acerca a w,_,

produciendo la velocidad critica cuando:

k (3.2.6)

Si w sigue aumentando, la ecuacion (3.2.5) muestra gue X y e son de distinto

signo, es decir, que en estas condiciones el C. G.

Fig.3.6.Condiciones del centro de gravedad (C.G).

Se encuentra entre la linea que une los cojinetes de los apoyos Y la curva de

deflexion. En la Fig.3.6.a.y Fig.3.6.b. se indican los dos casos.

Por tanto la ecuacién de equilibrio toma la forma siguiente:

m(x- e)w’ = km. (3.2.7)

¢ (3.2.8)
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o deduce gue al aumentar w la deflexion x decrece. Si se sigue

De ésta (3.2.8), §
la linea de Jos

n el limite se llega a que el C.G. coincida con

aumentando w e
G.. Fisicamente debe

cojinetes y, por tanto, el eje flexionado gira alrededor del C.

ocurrir asi, pues de otro modo la fuerza centrifuga se haria infinita[8].

El trazado grafico de (3.2.5) y de (3.2.8) se muestra en la Fig.3.7 La proyeccion

sobre el eje vertical O, 0, ,0,, del punto de la curva correspondiente a las

distintas frecuencias W, , W, , W, da la deflexion de X.

Si el eje estuviera perfectamente equilibrado, =0, ¥ (3.2.3) pudiera ser expresada

x=kx, es decir, las fuerzas elasticas y de inercia estan en equilibrio

como mw’

indiferente, ya que son proporcionales a X, pudiendo el eje girar

Este equilibrio indiferente sélo se produce con x=0 para cualquier w.

Figura 3.7Grafica de relacion de frecuencias contra relacion de amplitud.

perfectamente.
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3.2.1. VELOCIDADES SECUNDARIAS.

Se ha comprobado experimentalmente en ejes horizontales que, aparte de la
velocidad critica, debida al desequilibric de masas, s€ produce otra perturbacion

para una velocidad mitad de la anterior, es decir [8], para (w =(%)ﬁ )-
ym

Este fendmeno, denominado  velocidades criticas secundarias, s€ produce

anicamente en ejes horizontales, es decir, en los que tiene influencia su peso. Es

de dos tipos [3y 8].

a) Influencia de la gravedad, combinada con la no-uniformidad de rigidez

fiexional del eje.

b) Influencia de la gravedad con el desequilibrio de masas.

3.2.2 VELLOCIDAD CRITICA EN EJES ROTATIVOS.

En la fabricacion de rotores se pretende lograr, que coincida su C.G. con el centro
geométrica de su gje, 0 sea, balancear el rotor para que desaparezca la posibilidad
de que surja una fuerza centrifuga que origine Ja vibracién del rotor. Aunque gsto se
lograra, esta coincidencia se fractura por la deflexién del rotor debido a su propio
peso. Sin embargo, lograr esta coincidencia es muy dificil cuando no imposible de
tal manera que al desbalance se suma la flexion de la flecha. A una clerta velocidad
conocida como fa velocidad critica, la deflexion de Ia flecha se hace mas grande,
por esto se hace necesaria la determinacion de las velocidades criticas (

frecuencias naturales) a fin de evitarlas durante el trabajo del rotor [3, 5y 8}.

La respuesta de un rotor a una fuerza de excitacion se obtiene resolviendo las

ecuaciones de movimiento del sistema las cuales son ecuaciones diferenciales
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ordiparias no homogéneas en el caso de sistemas discretos y ecuaciones

diferenciales parciales en el caso de sistemas continuos 8l

| as frecuencias naturales de un sistema se obtienen en el proceso de solucidn de
las ecuaciones de movimiento homogeneizadas ya sea por métodos analiticos
aproximados (DUNKERLEY, RAYLEIGH, RAYLEIGH-RITZ) por métodos
numéricos iterativos (HOLZER, JACOBI, ITERACION MATRICIAL) o por Matrices

de transferencia.

3.2.3. ELEMENTOS INFLUENCIADOS POR TRABAJAR POR VEL.OCIDAD
CRITICA.

Como se ha visto, la velocidad critica de un eje, es un caso especial de la
. frecuencia natural de un sistema con varios o an infinitos grados de libertad. Sin
embargo, son muchos los factores que hacen que existan diferencias en los

valores determinados tedricamente y los comprobados experimentaimente.
L os factores mas influyentes son[8]:

a) Cojinetes.
b) Elasticidad.

¢) Efecto giroscopio de los discos.
3.2.3.1. COJINETES.

Se ha supuesto que el eje es simplemente apoyado y, por tanto, que los cojinetes
se adapfan perfectamente a Sus deflexiones, no entorpeciendo éstas en ningan
sentido. Sin embargo, como ellos (cojinetes) suelen estar fijos, si su longitud
comparada con su diametro es grande, pueden ejercer una influencia que asemeje
el apoyo al empotramiento. Eflo, naturalmente, reduciré la deflexién del eje, por lo

que haré subir 13 velocidad critica [8, 60, 67, 62y 63].
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3.2.3.2. ELASTICIDAD:

Si los cojinetes no SON rigidos, sino que tienen cierta flexibilidad a Sus |

desplazamientos y ésta es la misma en todas direcciones, como k evidentemente ;

|
serd menor que con ejes rigidos, la velocidad ¢
s vertical y horizontal, el problema es ‘

ritica disminuiré. Sila flexibilidad de

los cojinetes no es la misma en las direccione

s complicado. La fuerza centrifuga mw’ e habra que descomponerla en Sus

mé
mw'e cos(wt) Y mw’e sen{wt), |

componentes horizontal y vertical:

respectivamente, y las ecuaciones de movimiento seran [8 y 105]:

mx”+k , x=mw’ e sen (wt) (3.2.3.2.1)

Las ecuaciones anteriormente escritas muestran que la oscilacion horizontal

|
mx” +k, x= mw’ e cos (wt) ‘
entrara en resonancia para un valor de wi.
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Como, en general, en la practica k< k,.w,<w,.La trayectoria del centro A del
disco es una elipse horizontal alargada para la primera y una elipse vertical para

la segunda.

La Fig. 3.8, representa las dos velocidades criticas del eje.

Velocidad

Fig. 3.8. Representacion de las dos velocidades criticas en cojinetes no rigidos.

3.2.3.3. EFECTO GIROSCOPICO DE LOS DISCOS.

En un disco de tamafio grande, si su centro no coincide con la luz del eje, o se

encuentra en voladizo, las fuerzas centrifugas de sus diversas particulas ya no

permaneceran en su propio plano, y tiende a des
cias naturales obtenidas en el supuesto unico de la deflexion son erréneas.

plazarlo axialmente, por lo que las

frecuen
Este efecto no es un verdaderc efecto giroscdpico, aunque se denomina asi

porque se observo primeramente en discos con velocidad es muy aita.

No es un efecto giroscopico, ya que éste se produce en discos girando a una gran

velocidad, en tanto que el eje se mueve muy lentamente, mientras que en el

problema que se considera éste disco giraa ia misma velocidad que aquél.
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En general, por el hecho de no estar las fuerzas centrifugas de las particulas del
disco en su plano, y perpendicularmente al eje de giro, originan un mormento que

tiende a reducir 1a deflexién y, por tanto, la frecuencia natural.
3.3 CALIDAD REQUERIDA EN ROTORES RIGIDOS.

Estaran clasificados de acuerdo a grados de calidad especificados por el ingeniero

de disefio, estos gracos son los utilizados para impulsores y elementos rotativos y

son tnicos [40 y 88].
1.- Grado de calidad G- 2.5

2 - Grado de calidad G- 6.3.

3.4.DETERMINACION DEL DESBALANCEO PERMISIBLE EN ROTORES
RIGIDOS.

Para saber con precision ia tolerancia de balanceo en rotores rigidos se utilizan los

siguientes nomogramas para determinar las cantidades de desbalanceo
permisibles en base a las caracteristicas fisicas y de operacion del impulsor ©

elemento rotativo.
Procedimiento para el del desbalanceo permisible {40 y 88].

1.1 Obtener datos; peso del impulsor, radio de compensacion, grado de calidad y

velocidad de operacion.

12 Del nomograma (Fig.3.9) de acuerdo al grado de calidad especifica por

disefio, determinar grado de desbalanceo de acuerdo a lo siguiente:

a).- Localizar velocidad de operacion o de servicio en la columna izquierda.

b)Localizar peso del impulsor en la columna de la derecha.
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¢)Unir puntos con una recta imaginaria y leer desbalanceo permisible en la

columna central.

este desbalanceo esta dado en gr-mm.

1.3.- Determinar masa de desbalanceo permisible de la siguiente manera:

Desviacion. permisibie/Radio de compensacién=gr-mm/mm=gramos.
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CAPITULO IV. MODELO MATEMATICO PARA DIAGNOSTICAR FALLAS EN
MAQUINARIA ROTATIVA INDUSTRIAL.

4.1.- INTRODUCCION.
Se sigui6 la siguiente metodologia para obtener el modelo matematico:

1. Se recabd la informacién especifica sobre la vibracion en las maquinas
rotativas industriales en forma general.

2. Se analizaron los conceptos mas importantes de la vibraciéon en maquinas
rotativas para su estudio, como son:

a) Vibraciones en maquinas rotativas.
b) Descripcion general del desbalanceo en maquinas rotativas.
¢) El fenémeno giroscopico en impulsores, entre otros.

3. Se selecciond una maquina rotativa industrial, de la cual se identificaron fas
variables mas importantes, que serviran para ser manejadas en forma
apropiada en los modelos matematicos (Turbosoplador modelo 123450396,
marca Evisa, con un motor acoplado en forma directa de 5 hp, marca
Siemens, propiedad de la U. N. A. M.

A Se establecié el marco tedrico (Con el empleo de la transformada de
Fourier), que ayudara a interpretar los resultados de:

a) Obtener los modelos matematicos.

5. Desarrolio, obtencion y solucion general de los modelos matematicos.

6. Se empleo un analizador de frecuencias (Wavepak, propiedad de la
U.N.A.M), con el cual se analizara el turbosoplador, y se seleccionaran los
puntos mas importantes reflejados por el espectro de linea, dando el
diagnéstico actual de la maquina.

Nota: E! espectro de linea obtenido por el analizador es lo esperado por los

modelos matematicos, que al obtener sus soluciones particulares y aplicando
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la transformada de Fourier se obtienen los espectros de frecuencia que da el

equipo.

4.2. MARCO TEORICO.

4.2.1.- Sea y:R—R una funcién real periédica con periodo T, y se pueda

representar por {a sefie trigonométrica [ 56 ].

y(t)= (1/2) ao +a cOS wol+ as cos 2wt+...+ by sen Woltbz sen 2wt +..., esto es:

() = “)0- + 3 [, cosmnf,t) + b, sen(2mf )]

i

(4.2.1.1)

donde f; es la frecuencia fundamental igual a 1/To. Los coeficientes de Fourier

son.

Ty/2

a, = ) jy(t) cos(2mnf )t n=0.123,.
0 -7,/2
" T2

b, = [y()ysenQanfyt)di n=0123,..
0 -1,/2

en su forma compleja la serie de Fourie es:

n-o

yo=2+ Yo, -p) & Ya,e

(4.2.1.2)

(4.2.1.3)

(4.2.1.4)
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4.2.2. FUNCION PERIODICA UNIDIMENSIONAL.

Una funcion periédica se define como una funcion para la cital:

yH=y (t+T) (4.2.2.1)

Para todo valor de t. La constante minima T que satisface la relacién (4.2.2.1)

se llama el periodo de la funcion. Mediante repeticion de (4.2.2.1), se obtiene

[56].

FO)=F (t+ nT), n=0,1,2,... (4.2.2.2)

La Fig.4.1 se muestra una funcion periédica.

Xa }-' RIS
r LY
H ’ b “
| i 1
; , 3
1 ‘.
N k + oiwn)
1
Tol2M ; 2TolT}
\‘ ‘l
1 1]
' 4
. *
4 ‘
L
-

Fig. 4.1. Funcion periddica

4.2.3. TRANSFORMADA DE FOURIER.

Las series de Fourier constituyen un poderoso instrumento en el tratamiento de

diversos problemas que implican funciones periédicas.
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Puesto que muchos problemas précticos no involucran funciones periodicas, es
deseable desarrollar un método de Anélisis de Fourier que incluya funciones

no-periodicas.

En Ia tabla. 4.1. se muestran las aplicaciones de la transformada de Fourier.

TAPLICACIONES MECANICAS. SONIDO Y ACUSTICA.

Dinamica estructural. Imagen acustica.

Extincion de la vibracion en el ala del| Sonar pasivo.

avion.
Diagnéstico de maquinas rotativas. Procedimiento de antena
direccional.

Modelado de una planta de energia | Medicion de actstica

nuclear. arquitectonica.

Anélisis de vibraciones. ‘ Sintesis de masica.
INGENIERIA BIOMEDICA. METODOS NUMERICOS.
INSTRUMENTACION. RADAR. o
ELECTROMAGNESTISMO. COMUNICACIONES.

Tabla 4.1. Sumario de aplicaciones de la transformada de Fourier.
4.2.3.1 INTERPRETACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER.

Una interpretacion simplificada de la transformada de Fourier es ilustracla en la
Fig.4.2. como demostracion, la serie de la transformada de Fourier de una
forma de onda es una suma de senoides de diferentes frecuencias. Si esta
suma de senoides es la forma de la onda original, entonces nosotros hemos

determinado la {ransformada de Fourier de la forma de la onda.
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térica de la transformada de Fourier es un diagrama que

La representacion pic
de las senoides determinadas.

exhibe la amplitud y la frecuencia de cada una

La Fig.4.2. tambien ilustra un ejemplo de la transformada de Fourier de una

forma de onda. La transformada de Fourier tiene doble senoides que sumada
da la forma de la onda. Como demostracion, el diagrama de la transformada de

Fourier exhibe amplitud y frecuencia de cada senoides.

as frecuencias senoidales positiva y negativa para cada
ividida en dos partes

descompone la forma

Se han exhibido amb
frecuencia; por consiguiente la amplitud ha estado d
iguales, o sea la transformada de Fourier en tal caso se
de onda en sus dos componentes individuales senoidales.

La transformada de Fourier identifica O distingue las diferentes frecuencias

senoidales, que combinada una onda arbitraria. Matematicamente, esta

relacién esta dada como:

S(t)=°°j S(n e Vdt (4.1.6.1.1)

—0

Donde:

S(f) es la forma de onda descompuesta en una suma de senoides.

S(f) es la transformada de Fourier de s(t) yj= ~1 [55]
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Fig. 4.2. Interpretacion de una transformada de Fourier [55].

4.2.3.2, LA INTEGRAL DE FOURIER.

La integral de Fourier esta definida por la siguiente expresion:

H(f)= G]h(t)e”’z”ﬁdt (4.2.3.2.1)

existe para cada valor del parametro f, entonces la ecuacion
) la transformada de Fourier de k(). Tipicamente, h(¢)

la variable de tiempo y H(f) €S llamada una funcion

Si la integral
(4.2.3.2.1) define a H(f
es llamada una funcién de

de la variable de frecuenciaf[55].

En general, la transformada de Fourier es una cantidad compleja:




73

H(=RN+JI(H= \H(fYe!"" (4.2.3.2.2)

donde:
R(f) es la parte real de la transformada de Fourie,

1(f) es la parte imaginaria de la transformada de Fourier,

\H(f ) esla amplitud o el espectrum de Fourier de h(t) y es especifica-

do por Jﬁ(f)h’%f?,
g(f) es el angulo de fase de la transformada de Fourier y es especifi-

cado por tan” [1(f)/ R(N]}

4.2.3.3. TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER.

[ a transformada inversa de Fourier esta definida por:

W) = ij( fre’*? de (4.2.3.3.1)

-

! a ecuacion (4.2.3.3.1) permite la determinacién de una funcién de tiempo

desde su transformada de Fourier. Si las funciones h(t) y H(f) son afin por

las ecuaciones (4.2.3.2.1) y (4.2.3.3. 1), las dos funciones son llamadas parejas

de transformada de Fourier , y se indica esta relacién por la notacién{55]:

Wy ~®  HU (4.2.3.3.2)
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4.2.4. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER.

4.2.4.1.LINEALIDAD.

Si x(t)y y(t) tienen la transformada de fourier X()y Y() respectivamente,

entonces la suma x() +y(t) tiene la transformada de Fourier X(f)+Y(t). Esta

propiedad sera establecida como sigue:

]

?[x(:) + (O di = X()+Y () (4.2.4.1.1)

~00

La pareja de la transformada de Fourier

x(£) + y(t) ® X(N+Y(H (4.2.4.1.2)

es de considerable importancia porque ello refleja la aplicabilidad de la

transformada de Fourier a un analisis de sistema lineal [55].

4.2.4.2. SIMETRIA.

Sih(ty y H(Sf) sonuna pareja de la transformada de Fourier , entonces:

H( ¢ H=1 (4.2.4.2.1)

la pareja de ia transformada de Fourier de la ecuacion (4.2.4.2.1) es

establecida por rescribir Ia ecuacion (4.2.3.3.1; esto es {55}

h(—t) = ij( e di (4.2.4.2.2)
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y por intercambiar los paréametros t y f; tenemos que:

h(~f) = a]'H (He 7 dt (4.2.4.2.3)

4.2.4.3. ESCALAMIENTO DE TIEMPO'Y FRECUENCIA.

Sj Ia transformada de Fourier de h(t) es H(f), entonces la transformada de

Fourier de h(kt), donde k es mayor que cero, s determinada por susfituir

+' = kt en la ecuacién de la integral de Fourier; esto es:

o0 B 0 - , dtr 1 f
ke dt = [he)e P T = H[-—) 4.2.4.3.1
Jntue Juere Pl ( )

Para k negativa, el término del lado derecho cambia signo porque los limites
de integracion son intercambiados. Por lo tanto, el escalamiento de tiempo da
por resultado la pareja de la transformada de Fourier:

, o (f |
hkt) ® i H(k} (4.2.4.3.2)

a) ESCALAMIENTO DE FRECUENCIA.

Sj la transformada de Fourier inversa de H(f) es k), la transformada de

Eourier inversa de H(kf), es especificada por la pareja de la transformada de

Fourier, donde k es una constante real por lo que:
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1 (¢t
;élh[Z] ¢ H() (4.2.4.3.3)

la relacion de la ecuacion (4.2.4.3.3) es establecida por sustituir f'=kf dentro

de la formula inversa [55] .

" 124 b g2tk df' 1 )
_;[H(lg‘)e ‘ﬁdtx—iH(f Yo 27 )‘E':'k h(}c-] (4.2.4.3.4)

4.2.4.4. TIEMPO Y FRECUENCIA CAMBIANTE.

Si h(t) es cambiada por una constante t,, entonces suslituyendo s =1—1,, la

transformada de Fourier toma la forma siguiente:

jh(: ~t)e T dt = jh(s)e‘fz’f () gl = ¢~ T0 H(f) (4.2.4.4.1)

La pareja de Ja transformada de Fourier del cambio de tiempo es [55]:

Wi-1,) & H(fe ™ (4.2.4.4.2)

.a) FRECUENCIA CAMBIANTE.

Si H(f)es sustituida por una constante f,,

multiplicada por ¢’*% y se tiene:

ne™ ¢ H(f - 1)) _ (4.2.4.4.3)

su transformada inversa es
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La pareja de transformada de Eourier anteriomente escrita se eslablece al

sustituir s = f - f, dentro de la relacion de transformada inversa de FFourier

definida[55]:

wIH (f = fo)e*"df = mIH (5)e” " P ds = /™ h(t) (4.2.4.4.4)

4.2.4.5. FUNCIQNES PAR E IMPAR.

Si h,(¢) es una funcion par, es decir, h,(t) =h,(~t), entonces la transformada de

Fourier de h,(t) es una funcion pary es real; esto es:

h ¢ RANH= wjhe(r)cos(zayfr)dr (4.2.4.5.1)

esta funcion par es establecida por las relaciones definidas pertinentes:

H(f)= o].he(r)e‘”"ﬁdt = a]he (1) cos(2aft)dt — jwjhe (t)sen(2aftydt = R,(f) (4.2.4.5.2)

El término imaginario es cero porquée la segunda integral es una funcion

impar[55].
. a) FUNCION IMPAR.

Si hy(t) =—h,(-1), entonces h (1) es una funcién impar, y su transformada de

Fourier es un funcion impar e imaginaria:

H(f)= w[h{, (e P dt = wjho () cos(2ft)dt - j?ho(:)sen(zam)dr = jI,(f) (4.24.5.3)
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L a integral real es cero por que la multiplicacion de una funcién impar por una

par es una funcién impar.

La pareja de transformada de Fourier se establece de La forma siguiente{55]:
h) ¢ () =-j [hsen(2aadt (4.2.4.5.4)

4.2.4.6. DESCOMPOSICION DE FORMA DE ONDA.

Una funcién arbitraria puede ser siempre descompuesta en una suma de

funciones par e impar:

Hr) Jg_)_ﬂg) - h (D) + (D) (4.2.4.6.1)

La transformada de Fourier de la ecuacion (4.2.4.6.1) es[55]:

H() = R(f)+ JIN =H N+ Hy(f) (4.24.6.2)

4.2.4.7. FUNCIONES DE TIEMPO COMPLEJAS.

Para comodidad de representacion, nosotros hemos considerado este punto

solamente para funciones reales de tiempo. La transformada de Fourier

ecuacion (4.2.3.2.1), la integral inversa ecuacion (4.2.3.3.1), y las propiedades
de la transformada de Fourier contienen para este caso de h(t), una funcion

compleja del tiempo Si:

h(t) = b, (0) + jh, () (4.2.4.7.1)
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donde h (1) y h() son la parte real e imaginaria de la funcién compleja
respectivamente, entonces ia integral de Fourier de la ecuacion (4.2.3.2.1),

llegara a ser.

H(f)= wj[h, () +h(D]e™™  di = R(f)+ JI(Sf) (4.2.4.7.2)
por tanto:
R()= j’[h, () cos(2aft) + h ()sin(2nft) it (4.2.4.7.3)
y;
I(f)=- ?[h (£)sen(27ft) — k(1) cos(27ft)}dt (4.2.4.7.4)

similarmente, la formula de inversa, ecuacion (4.2.3.3.1), para la funcion
compleja esta dada por:

B ()= [IR()cos@afy— 10/ sen(2afHf (4.2.4.7.4)

h@)= (]‘[R( Fsenafd) +1(f) cos(27gﬁ)}if (4.2.4.7.5)

si h(t)es real, entonces nity=h()y las partes real e imaginaria de la

transformada de Fourier son especificadas por las ecuaciones (4.2.4.7.3) y

(4.2.4.7.4), respectivamente, esto es:

R(f)= c(:nh, () cos(Zig"t)}dt (4.2.4.7.6)
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o«

1,(f) =~ [[n, (©)ysen(2mm) ]t (4.2.4.7.7)

—a0

En este caso, R,(f) es una funcion par porque R.(f)=R,(=f ).Simifarmente,

I(=f)y==1,(f) ¥y 1,(f) es impar.

Para h(t) puramente imaginaria, h(t)= jh.(t)y

R,(f)= ?[h, (t)sen(27n) it (4.2.4.7.8)
Ademas;
L{f)=- mj[h, (1) cos(2t) it (4.2.4.7.9)

R (f) es una funcion impary 1,(f) es una funcién par[55].
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4.2.5. CONVOLUCION.
4.2.5.1.INTEGRAL DE CONVOLUCION.

La convolucién de dos funciones es una concepto fisico significativo en muy
diversos campos cientificos. Sin embargo, en esle caso es una relacion
matematica muy importante. Para se mas especifico, la integral de convolucion
es especificada por la siguiente ecuacion:

y(@®) = Q].x(r)h(t —1)d7 = x(t) * h(t) (4.2.5.1.1)

-0

La funcién y(1) es citada para ser la convolucién de las funciones x(t) y h(t)

Note que ella es estremadamente dificit para visualizar la operacion matemati-
ca de la ecuacion (4.2.5.1.1){58].

4.2.5.2. FORMA ALTERNATIVA DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCION.

La ecuacion (4.2.5.1.1) puede ser escrita equivalentemente como:
¥y = [h(@)x(t~)de (4.2.5.2.1)

Por lo tanto, cualquiera h(z)o x(r) pueden ser plegada y movida. Para ver

graficamente que las ecuaciones (4.2.51.1) y (4.2.5.2.1) sean iguales,
considere las funciones ilustradas en la Fig. 4.3. Ello es deseado para
convolucionar estas dos funciones. La serie de graficas en la izquierda de la
Fig.4.3. ilustran la evaluacion de la ecuacion (4.2.5.1.1); las gréficas de la
derecha ilustran la evaluacion de la ecuacién (4.2.5.2.1). lo anterior define los
pasos siguientes:

1. Plegadizo.

2. Desplazamiento.

3. Multiplicacion.

4. Integracion.
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Los pasos anteriores se ilustran en las Figs. 4.3.(b}.(c) y (e), respectivamente.
Como indica la Fig.4.3.(e), la convolucion de x(r) y h(r) es la misma sin

tener en cuenta que la funcion seleccionada es por plegadizo y desplazamiento

[55].
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Fig.4.3.Ejemplo grafico de convolucion[55].
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4.2.5.3. CONVOLUCION IMPLICANDO FUNCIONES DE IMPULSO.

El tipo simple de la integral de convolucién para evaluer 5 cualquiera de
x() o h(t)sera una funcién de impulso. Para ilustrar este punto, sea h(t) la

funcion singular mostrada en la Fig.4.4.(a), y sea x(t)la funcién rectangular
mostrada en al Fig.4.4.(b). Por ejemplo estas funciones, ecuacion (4.2.5.1.1)

llegara a ser:

W) = O].[5(T _Ty+8(c+ Dt - Ddr (4.2.5.3.1)

si;

a]a(r —Tyx(r)dr = x(T)

entonces la ecuacion (4.2.5.3.1) puede ser escrita como:

y(t)y=x(¢t =Ty +x{t+T) (4.2.5.3.2)

la funcion y(t) es ilustrada en la Fig.4.4.(c).
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4.2.5.4. TEOREMA DE CONVOLUCION DE TIEMPO.

Posiblemente la mas importante y poderosa herramienta en el analisis cientifico
.moderno es la relacion entre al ecuacion (4.2.5.1.1) y su transformada de
Fourier. Esta relacion muestra como el teorema de convolucién de tiempo,
permite una completa libertad para convolucionar matematicamente (0
visualmente) en el dominio de tiempo por una simple multiplicacion en la
frecuencia de dominio. Eso es, si h(r) tiene la transformada de Fourier H(t) ¥y
x(t)tiene la ftransformada de Fourier X (t),entonces h(t)*x(t) tienen la
transformada de Fourier H(f)X(f). El teorema de convolucién es de este

modo especificado por La pareja de fransformada de Fourier; esto es:
nH*x(t)y ¢ H(NHX() ' (4.2.5.4.1)

para establecer este resultado, la primera forma de la transformada de Fourier

de ambos lados de la ecuacién (4.2.5.1.1) se tiene:

D]‘y(t)e"wdt = | mjx(r)h(z —r)dr}"z"ﬁdt (4.2.5.4.2)
y esigual a:
Y({) = mjlx(r)[ O].h(t - r)e"‘z’wdt]dr (4.2.5.4.3)

sustituyendo por c=t(-1, el término del paréntesis, la ecuacion anteriormente

escrita llega a ser:
[n)e 7 do =" H(S) (4.2.5.4.4)

La ecuacion (4.2.5.4.3) puede ser rescrita como[55]:
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Y(f)= [e@e " H()dr=HHX) (4.2.5.4.5)

4.2.5.5. TEOREMA DE CONVOLUCION DE FRECUENCIA.

Se puede ir equivalentemente desde la convolucion hasta g! dominio de

frecuencia por la muitiplicacion en ef dominio de tiempo usando el teorema de

convolucion de frecuencia.

La transformada de Fourier del producto h(f)x(t) €8 igual a la convolucion:

H(f)X(f). Elteorema de convolucién de frecuencia es:

wox@©) ® HO*XD (4.2.5.5.1)

para ilustrar este teorema ver Ja Fig.4.5, [55].
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Fig.4.5 Ejemplo grafico del tearema de frecuencia convelucién [55].
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4.2.6.SERIES DE FOURIER Y FORMAS DE ONDA MUESTREADAS.

4.2.6.1.SERIES DE FOURIER CcOMO UM CASD ESPECIAL DE LA
INTEGRAL DE FOURIER.

Considere la funcion periédica triangular ilustrada el la I-ig 4. 6.(e). Se sabe que

la serie de Fourier de esta forma de onda es un grupo infinito de senoides.

Ahora se demostrara que una relacion idéntica puede ser obtenida desde la

integral de Fourier.

Para llevar a cabo la deduccion, sé utiliza el teorema de convolucion, ecuacion

(4.2.5.4.1). Note que la forma de onda triangular (periodo T) es simplemente la
convolucién del triangulo simple mostrado en la Fig.4.6.(a) y la secuerncia
infinita de impulsos equidistantes ilustrados en la Fig.4.6.(b). La funcion

periodica y(t) puede entonces ser expresada por:

y(1) = h(t)* x() (4.2.6.1.1)

| a transformada de Fourier de ambas k() y x(t) han sido determinadas

antes y son jlustradas en las Figs.4.6.(c) y (d), respectivamente. Desde el

teorema de convolucion, la transformada de Fourier deseada es el producto de

estas dos funciones de frecuencia:

YO = HOOX(H = H iﬁ[f -1 J ) H(Tif)a( s ;) (4.2.6.1.2)

Qn Q0 n—o

la transformada de Fourier de la funcion periédica es entonces un grupo de

senoides con amplitudes de

una funcién periédica es una suma infinita d

especificadas por o, ecuacion (4.2.1.

de la ecuacion (4.2.1.4) son desde _Tff g a Tfé y que:

H( ”T ). Recordando que las series de Fourier de
0

e senoides con amplitudes

4). Note que los limites de integracion
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M=y i< ) (4.26.1.3)

Por tanto la funcion y(t) puede ser remplazada por h(t)y la ecuacion (4.2.1.4)

puede ser rescrita en la forma siguiente[55]:

T

v I 1 fn
= h(tye™dt = _ H(nf,)=_ H| -
24 T ] (r)e T, (nfy) T, (To ]

n
0 _T,

(4.2.6.1.4)

yit) = hthe =it

Yl = Bt

i
!
i
Y 1 x.l,..:..:... S L

-I._-

H{l} XH]

\ o pucaTon ”‘
!

Fig.4.6. Desarrollo del teorema grafico de convolucion de la transformada de Fourier de una

forma de onda periodica triangular [55].




89

4.2.6.2. MUESTREO DE FORMA DE ONDA,

Anteriormente se desarrollo la feoria de transformada de Fourier, baséndose en
esto, se desarrollaran las herramientas suficientes para investigar en detalle lo
tebrico ademéas de la interpretacién visual del muestreo de forma de onda.

Si fa funcién h(t) es continua en.t=T, entonces una muestra de h(r)en igual

tiempo para T es expresada como:
R() = K0S —T)=hT)6( ~ T) (4.2.6.2.1)

donde el producto puede ser interpretado en el sentido de la teoria de
distribucién. El impulso que sucede en un tiempo T tiene un area igual al valor
de la funcion en un tiempo T. Si h(t)es continua en t=nT para n=0,%l,..,

entonces,

h(t) = ih(nT)éS(r ~nT) | (4.2.6.2.2)

p=—-mw

h(r) es llamada la forma de onda muestreada de h{t)con un intervalo muesira
T. La h(rymuestreada es enfonces una secuencia de impulsos equidistantes,
donde cada una de estas amplitudes es especificada por el valor

h(¢) correpondiente al tiempo de acontecimiento del impulso. La Fig.4.5. ilustra

graficamente el concepto de muestreo.

Puesto que la ecuacion (4.2.6.2.2) es el producto de la funcion continua h(t) y
- ia secuencia te impuisos, se puede emplear el teorema de convolucion de

frecuencia ecuacion(4.2.5.4.4), para derivar la transformada de Fourier de la
forma de onda muestreada. Como se ilustra en al Fig.4.7, la funcion de
moestreo (Fig.4.7.(e)) es igual al producto de la forma de onda h(t) mostrada

en la F:g 4.7.(a) y fa secuencia de impuisos A(f) ilustrada en la Fig.4.7.(b). Se
llamaré a A(f) la funcién de muestreo; la notacién A(¢) siempre implicara una

secuencia infinita de impulsos separados por T. La transformada de Fourier de
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h(t)y A1) son mostradas en las Figs.4.7.(c) y (d), respectivamente. Note que la
transformada de Fourier de la funcion de muestreo A() es A(f); esta funcién
es llamada funcion de frecuencia de muestreo. Desde el teorema de
convolucion de frecuencia, la transformada de Fourier deseada és la
convolucién de las funciones de frecuencia ilustradas en las Figs.4. 7.(c) y (d).

| a transformada de Fourier de la forma de onda de muestreo es entonces una
funcién periodica, donde un periodo es igual, sin una constante, a la
transformada de Fourier de la funcién continua h(t) .

Si T es seleccionado demasiado grande, los resultados obtenidos son
ilustrados en la Fig.4.8.

Note que mientras el intervalo de muestreo es aumentado [Figs.4.7.(b) y
4.8.(b)], el impulso equidistante de A(f) llegara a ser mas cerrado de espacio
[Figs.4.7.(d) ¥y 4.8.(d)]. Por que el espacio disminuido de la frecuencia de
impuisos, su convolucién de la funcién de frecuencia H(f)[Fig.4.8.(c)]

resultado en el traslapado de la forma de onda ilustrada en al Fig.4.8.(f) [55]
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Fig. 4.7. Desarrolio grafico det teorema frecuencia convolucion de la transformada de Fourier

de una forma de onda muestreada [55].
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[55].

4.6.2.3. TEOREMAS DE MUESTREO.

El teorema de muestreo [55] afirma que si la transformada de Fourier de una

, entonces

funcién h(t)es cero para mas grandes que una frecuencia cierta f,

la funcién continua h(t)puede ser unicamente determinada desde un

conocimiento de su valor muestreado.

Ry = S (A1)~ NT) (4.6.2.3.1)

n=-a

donde: T = - 1
21,

En particular, h(t)es especificado por:
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W =TS hiT) ?Eﬂjg};;;@ (4.6.2.3.3)

f=—00

ja restricciones del teorema son jlustrados en al Fig.4.9. Primero, es necesario
que la transformada de Fourier de h(t) debe ser cero para frecuencias grandes

mas que f, . Como se muestra en la Fig.4.9.(c), el gjemplo de funcion de

frecuencia seré de banda limitada en al frecuencia f, ; el término de banda

limitada es un camino interrumpido de dicho que ia transformada de Fourier

es cero para |f|> f, - La anchura de banda de una sefnal es ja banda de la

frecuencia positiva, donde la amplitud es no cero. La anchura de banda de la

forma de onda ilustrada en la Fig.4.9.(c). es entonces f.. La segunda
restriccion es que el espacio de muestreo es seleccionado como T = % I que

es, la funcion de impulso de la Fig.4.9.(d) son necesarios para Ser separados

por 14:2 f.. Esto espacio asegura que cuando A(f) y H(f)son

convolucionados, no hay muestreo ficticio. Alternativamente, las funciones

H() ¥ H(f)*A(f), como son ilustradas en las Figs.4.9.(c), y (0,

respectivamente, son iguales en el intervalo f'< f., sin una constante de

escalamiento T . Entonces el muestreo ficticio resulta.

Frecuentemente 1T =2/, es conocido como Ia relacion de muestreo Nyquist.

s son verdaderas, el teorema afirma que

Especificando que estas do
tos de impulsos

w() [Fig.4.9-(a)] puede ser reconstruida desde un conocimien

ilustrados en la Fig.4.9.(e).

Para construir una prueba del teorema de muesireo, recordemos desde la

discusién sobre restriccion del teorema que Ja transformada de Fourier de Ia

de muestreo es idéntica, sin la constante T, para |a transformada de
~f.sf<f,.De la Fig.4.9.(1),

funcion
Fourier de la funcion no muestreada, en el rango

ia fransformada de Fourier de la funcion de tiempo de muestreo es especificada

por H(f)*A(f)-




o -

Entonces, como sé ilustra en las Figs. 4.9. (a) (b) y (e), la multiplicacion de la
funcion de frecuencia rectangular de amphtud T conla transformada de Fourier

de la forma de onda muestreda €38 la transformada de Fourier:

H) = * 8N (4.6.2.3.4)

| a transformada de Fourier inversa de H( f) es la forma de onda oviginal h(t),

como es mostrada en fa Fig.4.9.(1). Pero desde el teorema de convolucion ,

h(t) es igual a la convolucién de l1a transformada inversa de Fourier de
H()*MS) Y de la funcion de frecuencia rectangular. Entonces, h(t)es

especificada por Ia convolucion de k(M) [Fig.4.10.(c)] Y q() [Fig.4.10. ()l
h(t) =[h(t)A(t)*q(t)] Z[h(nT)a(; aT))* gy = T T ):vﬂz;(gt’ (tnT;:T)]

(4.6.2.3.5)

La funcion q(t) €S especificada por la pafeja de transformada de Fourier. La

ecuacion (4.6.2.3.5) es la expresion deseada para reconstruir h(t) desde un

conocimiento de solo el muestreo de [55] W().
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Fig.4.9. Transformada de Fourier de un muestro de forma de onda en la proporcion de muestro
de nyquist {55}-
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Fig.4.10. Derivacion grafica del teorema de muestreo [55].

" a) TEOREMA DE FRECUENCIA DE MUESTREO.

Anélogamente para el muestreo de dominio de tiempo es un teorema de

muestreo en la frecuencia de dominio. Sila h(t) es tiempo limitado, aquello es,

() =0 0>, (4.6.2.3.6)

er H(f)puede ser gnicamente determinada

entonces su transformada de Fouri
). En particular, H( Nes especificada

desde un muestreo equidistante de H(f

por [55]:
[
| e " senLZnT ( f }
H(f) = gl L S L. 4.6.2.3.7
D=3 Z ( ) w(f - (6237

H=-G0




4.2.7- LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA.

Como se sabe la transformada de Fourier discreta es un caso especial de la
transformada de Fourier continua. Sin embargo muchas aplicaciones difieren
de la transformada de Fourier continua la cual depende de una computadora
digital para su implementacion, que lleva ha usar la transformada de Fourier
discreta y por lo tanto también la transformada de Fourier répida. Ambas se
aproximan dando resultados idénticos.

1 a transformada de Fourier discreta es entonces un caso especial de Ia
transformada de Fourier continua. La transformada de Fourier discreta de la

funcion original h(t) es:

N-1
G(—&%} B Z g(kT)emjzmmN n=01..,N-1 (427 "
k=0

y su transformada de Fourier discreta inversa es dada por [65]:

N—1
gkT)= }A;ZGﬂ;T}e”““N k=0J,..,N-1 (4.2.7.2)
k=0

4.2.5. TRANSFORMADA DE FOURIER RAPIDA (FFT).

Para interpretar una FFT no es necesario la ensefianza profunda de su propio
algoritmo. Pero de preferencia se necesita un profundo conocimiento de la
transformada de Fourier discreta. Con el algoritmo de la FFT se puede calcular

maés rapidamente la transformada de Fourier discreta.

Un ejemplo de matriz de descomposicién de factores es usada para justificar
intuitivamente el algoritmo de la FFT. Lacuales [55 Y 56]:

X (n) =W x, (k) (4.2.8.1)




En forma concisa se tiene una funcién k(r)se obtiene su transformada de

Fourier H(f) dentro del intervalo (-« a ), la transformada de Fourier

e interpreta su grafica dando un

analiza un cierto ancho de handa y s
ustra la Fig4.11, ia cual

diagnostico actual de la maguinaria rotativa, como loil
una vibracién en una pista de un balero, en un €s

merilador

es un ejemplo de
industrial el cual tiene como velocidad de giro208 rpm.
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Fig.4.11.Espectro lineal de frecuencias.
a) Reflejaalta vibracién en la pista del balero.
b) Reflejauna baja vibracién en la pista del balero.

4.2.9. METODO DE SUPERPOSICION.

Principio de superposic
=0en un

soluciones de la ecuacion diferencial homogénea y"+ [ x)y' +g(x)y-

intervalo, entonces:y = ¢, y,(X), ¥ =62V (x)
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Y y=cy(x)+c,y,(x)s0n también solucion en el intervalo. Donde c,,¢, € R.

COROLARIO. Una ecuacion diferencial lineal homogénea siempre tiene una
solucién y =0, y es la solucion trivial de la ecuacion.(Este teorema no sé aplica

si la ecuacion no es homogénea 0 o es lineal [106].

L a resolucion de la ecuacior: diferencial no homogénea:

Lyl=y"+ p(x)y' +a(x)y = g(x) (4.2.9.1)

supondremos que las funciones p, g y g son continuas sobre un intervalo de

interés.

En la ingenieria moderna, el problema de resolver la ecuacién {4.2.9.1) se
menciona con frecuencia como problema de entrada y salida. Suponiendo, por
el momento, que la ecuacion diferencial (4.2.9.1) representa un cierlo sistema
mecénico o eléctrico, es natural considerar a la solucién y = f(x)como la salida
del sistema. Los coeficientes p y q Son determinados por el mecanismos fisico
y el término no homogéneo g es la funcién de entrada.

El problema de resolver (4.2.9.1) corresponde a determinar la salida del

sistema para diferentes funciones de entrada.

Antes de considerar casos particulares de La ecuacion (4.2.9.1), probaremos
varios resultados generales sencillos, pero dtiles, que simplificaran el trabajo

subsecuente.

Teorema.4.2.9.2. La diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuacion
diferencial (4.2.9.1),

L) =y" + p)y’ +a(x)y = g(x),

es una solucién de la correspondiente ecuacion diferencial homogénea




Ly]=y"+p(x)y +q(x)y =0 (4.2.9.2)

Para probar este feorema supongamos, que las funciones u, y 4, SOn

soluciones de la ecuacion (4.2.9.1 ).Entonces

L[”l]‘“’g’
Yy
L[”z]: g

restando la seqgunda ecuacion de la primera, obtenemos
L[“l]' L[uz] =0,

o, como L es un operador lineal,

L[ul - u2]= 0,

que es el resultado deseado.

Teorema.4.2.9.3. Dada una solucion y, de la ecuacion diferencial lineal no

" homogénea (4.2.9.1),

Lly)=y"+ px)y +4(x)y = g(*),

entonces cualquier solu

cién y = f(x)de esta ecuacion puede expresarse como.




£ = yo () + e @)+ €12 (), (4.2.9.3)

donde: y, Y y,son soluciones linealmente independientes de [a ecuacion

homogénea correspondiente.
{a combinacion lineal (4.2.9.3) es la solucion general de la ecuacion (4.2.9.1).

Por consiguiente, para encontrar la solucion general de la ecuacion (4.2.9.1),
debemos encontrar la solucién general de la ecuacion homogénea (4.29.2) y
Juego, encontrar cualquier solucion de la ecuacion no homogénea. Como
sabemos, la solucion general de la ecuacién (4.2.9.1) contiene dos constantes
arbitrarias y por lo tanto, para especificar una solucién Gnica de fa ecuacion
(4.2.9.1), es necesario especificar dos condiciones adicionales, a saber, 1as
condiciones iniciales y(x,)=Yo ¥ ' (%4) = Yo-

1 a solucion general de la ecuacion homogénea (429.2) a menudo reci’be el

nombre de solucion complementaria Yy $€ denota por y,.De aqui
quey. =cy(x)+6 y,(x).Una solucion de la ecuacion no homogénea y,por lo

_general se le llama solucion particular. Note quée y, no es dnica ya que, i Y es
una solucion de a ecuacion no homogénea, entonces Y mas un multiplo de
y,0 de y, ain es una solucién de la ecuacion no homogénea. Del teorema

4.2.9.3 se deduce que la solucién general de la ecuacion no homogénea

(4.2.9.1) es:

y=y,(0)+yp(x) (4.2.9.4)

en muchos problemas, el término no homogéneo g puede ser muy complicado;
sin embargo, Si g puede expresarse como la suma de un namero infinito de
funciones, podemos hacer uso de la linealidad de la

ecuacion diferencial para remplazar el problema original por varios mas
simples. Por ejemplo, supongamos  que es posible escribir  g(x)
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como: g,{x)+g,(x) +eee+ g,(x); entonces, la ecuacion (4.2.9.1) se transforma

en’

L[y]=y"+ p(x)y +q(x)y = g(x) + Za(x) Foee+ g2. (%) (4.2.9.5)

si podemos encontrar las soluciones particulares y, de las ecuaciones

diferenciales

L[y]= g, (x), i=12,..,m, (4.2.9.6)
entonces, por sustitucion directa se deduce que:

Yol®) = Y+ )+ + V) (4.29.7)

Es una solucién particular de la ecuacion (4.2.9.5). Por lo tanto, la solucion

general de la {4.2.9.5) es de la forma:

y=y.()+yp () + o F V(X {(4.2.9.8)

En general, es mas facil encontrar soluciones de las ecuaciones (4.2.9.6) y
sumar los resultados que resolver la ecuacion (4.2.9.5) como esta. Este método
para elaborar la solucién de un problema complicado, por medio de la suma de
soluciones de problemas mds simples, se conoce como método de

superposicion [107].
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4.3. DESARROLLO DEL MODELO MATEMATICO.

En esta parte se cbtendran los modelos matematicos teéricos que serviran para
éstudiar el fendémeno de vibracién en el turbosoplador, primeramente sera en forma
radial, tanto del eje x, como en del eje y. asi como tambien del eje z en forma
axial. Con la obtencion de los modelos matematicos de los ejes x y y, Yy con la
correspondiente transformacién de Fourier se obtendran los espectros de
frecuencia que confirmaran el desbalancec en el turbosoplador, en el caso del eje
2 los espectros de frecuencia confirmaran el desalineamiento entre cojinetes. Por
lo tanto las funciones que se obtengan al resolver los modelos y al aplicar las
herramientas matematicas adecuadas ( Método de Superposicion, estabilidad
Dinamica), y a las soluciones obtenidas A(r), se les aplicara una transformada de
Fourier Discreta, ayudandose del algoritmo de la transformada de Fourier Rapida,

la cual servira para obtener un espectro lineal, con esto se podra determinar las

condiciones actuales de la maquinaria, siendo que las condiciones mecanicas de

una maquinaria son inicialmente desconocidas, sera necesario hacer un analisis

completo de vibracion para detectar cualquier problema existente.
Los datos obtenidos en campo son |0s siguientes:

1. \elocidad anguiar del motor enr.p.m= 3600 rpm.

2. Velocidad angular (w) del eje con impulsor en Hz=60 Hz.

3. Numero de balero SKF.

4. Numero de bolas (Z).

5. Diametro de la bola {d,,, )-

Diametro de la circunferencia de contacto en el collar exterior (D).

o

7 Diametro de la circunferencia de contacto en el collar interior (d°).
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8. Diametro medio del balero (d ).

9. La carga normal (Q).

10.La masa de las bolas (m,,,, ).

11.La masa del eje (m,,).

12.La masa del impulsor (M ..., )-

13.La masa equivalente del sistema eje-impulsor (Me)=m + M,

El turbosoplador que se analizo esta representado en la Fig. 12.

Fig.12. Turbosoplador.




El sistema equivalente de la Fig.12 es el siguiente:

Meje=masa del efe con
Impiasar.

yt 3 J; % kejer2
|
! Mbolgs=masa de 2%

y2 % kbalere/2

—————————————

Fig.13. Sistema equivalente masa-resorte del turbosoplador.

Los diagramas de cuerpo libre son los siguientes (sirven

Meje=masa del eje cam
[ impuisar.

para ambos ejes ):

{

F.exitacion.
vt
l } ,
) Mej
[hejelyt-y2i/2 W heselyry2li2
{hejety2-y1)i#Z [kejely2-y 1112
Mbalero=masa de bolas deaf
balerd.
yz 1 l \
[kbalera}/2 Mbalera fkiaierali2
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De los diagramas de cuerpo libre obtenemos las siguientes ecuaciones:

Aplicando la segunda ley de Newton en eje-impulsor s¢: obtiene lo siguiente:

k(o ~,) k(-
Mae 3y + _fzf.(r”j),_. y2) | KuelY L ) _Mow e sen(wt) (4.3.1)

st

Aplicando de nuevo la segunda ley de Newton en balero se obtiene lo siguiente:

ke (D2 = 21) | ke (V2 = 21) 4 Rogiero s ¢ Ksatero¥2 =) (4.3.2)

n

Moalero 5 F - 5 ) ” 2

Ahora lo hacemos para el eje ‘X’ la fuerza radial (excitacion) es la misma para

ambos gjes.

Por la segunda ley de Newton en eje-impulsor se obtiene lo siguiente:

k(i —x,) k(% -
Mo+ %" (_’5'2 %) K (x‘i- ) _Mow? e sen(wt) (4.3.3)

Por la segunda ley de Newton en el balero se obtiene lo siguiente:

ke ({2_ _,x‘) + e (¥ — ¥ ',) + Roaters X2, Kraiero 2 =0 (4.3.4)

" il

M + -t
balero X, 5 7 2 5

Las ecuaciones (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3) ¥ (4.3.4) son los modelos matematicos

correspondientes alos ejes x y y, en forma radial.
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ustriales, el rotor presenta un movimiento axiat,

En todas las maquinas rotativas ind
rifuga en el disco, dicha fuerza centrifuga

el cual es ejercido por la fuerza cent
tiende a sacarlo de su posicion de equilibri
cerca de uno de l0s apoyos Y especialmente es

flecha, el cual no girara en su propio plano. Entonces en el sis
tendra una velocidad que depende de que las fuerzas

particulas del disco, y que no necesariamente estan
n consecuencia originan‘ un par que tiende a
a esta totalmente balanceada y con
resenta el efecto giroscopico,

o, en este caso el disco esta situado
t4 localizado a la saliente de la
tema equivalente de

La Fig.14. el rotor
centrifugas de las diferentes
situadas en un mismo plano, y €
enderezar la fiecha, suponiendo que la maquin

niveles de vibracion aceptables, en ¢aso contrario se p

generado por desbalanceo, desalineamiento, deformacion de la fiecha y por l6gica

movimiento axial.
Por lo que se obtendran la

apéndice A. se obtendran los modeios correspondientes.
sta representado por 1a Fig. 14, como se

s ecuaciones de movimiento del eje Z, Auxiliandose del

E| sistema equivalente de la Fig.12, e

muestra;

l ong 1

| | —
%M ” Mo
[ | —

Y S
Kk g 18

Fig. 14. Sistema eje impulsor apoyado en baleros.

-

Auxiliandonos de lo
consideremos el movimiento si

s fundamentos establecidos en el apéndice “A” y figuras,
meétrico, del tipo mostrado en la Fig.7.(a),(apéndice
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“A" Para escribir las ecuaciones de movimiento en este caso, usaremos las
ecuaciones de Euler modificadas [ ecs.(8) del apéndice “A’], y tomaremos como
ejes &, n, ¢, alosejes OM, ON y O¢, respectivamente, en la forma indicada
en la Fig.9,(apéndice “A’). Tomamos los ejes Oy ON de tal manera que coincidan

con OO0 y 0,04 de la Fig.9.(b),(apéndice “A"), que representan, respectivamente, al
eje del giroscopio Y al eje .de rotacion del anillo interior NN. Sean

Q. Q y Qlas componentes del momentum angular

(Impuiso Y rotacion) Q, Y w,,,', w,,' y w;.’ tas componentes de la velocidad
angular del triedro OMN (¢ , observamos gue la posicion del triedro OMN¢ queda

definida por completo por los angulos v y 6 . Las correspondientes

componentes de la velocidad angular en las direcciones Oz y ON son 1// y 6,
respectivamente. Proyectando estas componentes sobre los ejes moviles OM,

ONy O¢ obtenemos:

L]

waw=— Wy senfl, w.= 8 w,= w cos@ (4.3.5)

Las componentes w,,,w,, V W de la velocidad angular de! cuerpo dei giroscopio

se obtienen considerando, ademas de las componentes (4.35), la velocidad

angular del giroscopio respecto del triedro OMN( . De aqui, resulta:

w, =- w send, w,,=6.', W, = gzﬁ +l,!./ cos@ (4.3.6)

m

Usando estos valores de las componentes de la velocidad anguiar del giroscopio, ¥

observando que para un giroscopio simétrico ON y OM son siempre ejes

principales, obtenemos:

m

Q —= Ly senf, Q,= 1 6 Q=K 4+ cosd) (4.3.7)
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Sustituyendo estas componentes del momentum angular y las componentes (4.3.5)
de la velocidad angular w'en las ecuaciones [ecs.(8) Apéndice “A”], obtenemos,

para las ecuaciones del movimiento:

—1,6‘; v  send)+ 10 (prycos)— Ly cosf= A,
16— 1y’ senfcosf+ Tysen® (¢+l;/ cosd) = A, (438)
Ig[( pry  cos®) = A

donde: A,, A, y A, sonlos momentos de las fuerzas exteriores que actian

sobre e! giroscopio respecto de los ejes OM,ONYy OJ respectivamente.

Supondremos que el giroscopio gira alrededor de su propio €je con una velocidad

angular considerable, de manera que ¢ se€a muy grande en comparacion con

w y 0. Despreciando, entonces, los términos de las ecuaciones (4.3.8) que
contienena y y @ como factores comparados con los términos que contienen

a ¢ obtenemos:

Ly smf + 104 = A,

10+ gy sen = Ay (4.3.9)
d ) *

1-- + sd) = A

i (¢ y cosd) .

Supongamos ahora gue sobre el giroscopio no actGan fuerzas exteriores; de la

tercera de las  ecuaciones (4.3.9)  deducimos, entonces  que

¢ +w cosf es constante y, en primera aproximacion, no podemos despreciar a
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w cos@ en comparacién con ¢ y suponer g=w. Por consiguiente, las dos

primeras ecuaciones de (4.3.9) resultan:

-Ly send + Iwd = 0

1 + Iwy sené (4.3.10)

I
<

Para resolver estas ecuaciones suponemos que el eje del giroscopio forma un

angulo recto con el eje z, de tal manera que 6‘:U/2 y w=0 cuando t=0.

Dando al giroscopio velocidades iniciales pequefias 8,y v, por medio de un

momentum angular, podemos estudiar, usando las ecuaciones (4.3.10) el
movimiento que sigue. Si el desplazamiento correspondiente tiene tendencia a
permanecer siempre pequefio, tendremos la prueba de qué un giroscopio que gira
rapidamente esta animado de un movimientoe estable. Si suponemos que sené
difiere de la unidad en una pequena cantidad solamente, de las ecuacicnes (4.3.10) .

se obtiene lo siguiente:

-1, ¢ + Iwé= 0 (4.3.11)
I, & + Iwg= 0

Interesa cuando existe una fuerza externa (momento externo) que actia en el

giroscopio A, respecto del eje moévil ON, coincidente con el 0404 de la

Fig.7.(b).(apéndice A}, luego en lugar de las ecuaciones (4.3.11), escribimos:

-1, v + Iw@= 0 (4.3.42)
I, § + Iwy= A,

_ . . - I*w’
Eliminando 8 y introduciendo la notacion p’="_J-,encontramos:




HrF

La solucién de la ecuacion general de esta ecuacion es:
-1 'A'n
w= C + C, cospt+ C, senpt+ -~ L
Tw
Sustituyendo en la primera de las ecuaciones (4.3.12) encontramos:
Il
g = Iww =—p (C,cospt + C,senpt)
y por integracion se tiene.

O=— C, senpt +C, cospt+ C,

las constantes de integracion Cy..., C4 deben determinarse en cada paso particular
seguin las condiciones iniciales del movimiento. Supongamos por ejemplo que para
t=0

luego; .
y encontramos:

, I A, o1 A,
Cl = (’2 = Os C3 = (WO - ]s C4 =T (WO - MW).

Los angulos ¥ y @ son, entonces:
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(4.3.13)

Los términos

indican que, debido a la velocidad inicial y, el eje del giroscopio resulta levemente

desplazado de la direccion perpendicular al eje z y gira alrededor de dicho eje con

velocidad angular uniforme

" (4.3.14)

sobre esta precesion regular estan superpuestas pequeias oscilaciones de aita
frecuencia, representadas por los términos trigonométricos de las ecuaciones

(4.3.13).
Las ecuaciones del modelo matematico para el eje z del momento externo son:

A, =10 ¢ =- M,
A, =ly gsend =- M, (4.3.15)
A, =1g = - M,

Aplicaremos método de superposicion correspondiente para obtener ias soluciones

de funciones #(f) de (- a «), Y obtendremos su transformada de Fourier
discreta H(f), obteniendo una resolucion de espectro de lineal.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias reordenadas son:

M,y +k, (3 = y2) = Mow esen(wr) (4.3.16)
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Mbaieray; eje (y2 yl)+ kbaleroyZ =0 (4317)
M x!+k, (% —x,) = M w’esen(wt) (4.3.18)
Mba!erox; + keje (xl —xl) + kbaferox2 =0 - (4319)

la solucion de las ecuaciones (4.3.16) y (5.3.17) es la solucién general, y =y, +y,

del sistema no homogéneo, es la funcion en forma general del modelo matematico
para el eje y en forma radial es el siguiente:

y, = ¢, cos(¥,f) + ¢, sen(¥ ) + ¢; cos(Wy1) + ¢, sen('V,f) +

5} cos(wt)— }

e_,'e bafem - ba!ero ) eje

M ew (ke_fe +kbaiero Mba!erow )
(keje M Wk

k, k

e epe

ke -M, A‘P k, — M,
Yy, =1 , ¢, cos(¥,t) +| ¥~ - %" le, sen(*Pf) +

E —-M_ ¥ k. —-M,¥
..{_f) cos(‘Pzt)"'{ w Mo ] sen('¥,1) +
ee eje

P
i — (4.3.20)
(k. — M. wk,, + ks = Miero W ) — K,
( ee ere efe balero ba e




Se dan condiciones iniciales y calculamos las constantes y obtendremos un caso

particuiar.

con las ecuaciones (4.3.18) y (4.3.19) obteniendo la

x = x, +x, del sistema no homogéneo, es la funcidn

Exactamente se procede
siguiente solucion general,

general del modelo matematico en el eje xes el siguiente:

x, = ¢, cos(Pt) + ¢, sen(¥,t) + ¢, cos(F,) + ¢4 sen(W,f)+

:M wz )(keje + kban'ero - Mbalerowz) - keje

ee

Mew (k. +k, . = Moo
+ [‘(k_ ”7_'0”?) ( e balero balero ) - COS(Wt)]
ere

koo — M, AY, ko — MY, '
%= - e cos(W, ) +] - {62 sen(*F\7) +

efe

k

¢

k. —-M, ¥ k., —M,'\FY
+[e‘~'e——w-~ 2 )03 cos(¥,) + (._f’!“_ — efe—f—)c L sen(\WW,0) +

2 2

{ (k - jid'eje-w2 )(keye + kbalero - Mba[erow ) - keje

Eje

Myew'k
oW Eoe e s cos(wt):\ (4.3.21)



4.4. INTERPRETACION DE RESULTADOS.

La interpretacién de los modelos obtenidos anteriormente para un caso particular
'del turbosoplador, fue llevada a cabo por un analizador de frecuencias, propiedad
de la UNAM, este estudio experimental se realizé en dos etapas; la primera'fue
hecha el dia 9 de septiembre de 1998, y la segunda el dia 8 de marzo de 1999. De
los espectros de linea dados por el aparato, se analizaron los puntos mas

importantes, los cuales sirvieron para analizar el estado actual de la maquina.
Las condiciones del equipo fueron las siguientes:

1. Calentamiento excesivo en baleros y flecha.
2 No arranca el equipo en funcionamiento normal (anteriormente lo hacia por un
corto tiempo). E! interruptor térmico se bota impidiendo la marcha normal del

motor.
Conclusiones del Analisis de Vibraciones:

Aumento del nivel de vibracién (con respecto a la anterior medicién).
Flecha deformada y posible desalineacion entre baleros.

Juego excesivo mecanico.

H L b=

Aumento de desequilibrio en el impulsor.
Recomendaciones:

1. Ver la posibilidad de cambio de flecha.

2. Centrar el rotor dentro de la carcasa.

3. Checar alineacion entre baleros.

4 Balancear estaticamente y dinamicamente el impulsor.




CAPITULO V. CONCLUSIONES.

A través de la presente tesis fueron satisfechos los siguientes objetivos:

« Se establecidé un marco metodologico para determinar el estado actual de
la rnaquinaria industrial rotativa.

e Se establecieron, los modeloé matematicos de interés del rotor en forma
general, consnderando las variables y constantes mas importantes.

« Se establemeron los parametros de alarma de la amplitud de vibracion en el
turbosoplador.

» Se especificaron las fallas mas comunes en el turbosopiador.

o Para diagnésticar el turbosoplador se utilizé un analizador de vibraciones
propiedad de |a UNAM.(Tecnologia de vanguardia).

« Se estudié el fenameno giroscopico en el turbosoplador.

Se obtuvieron los modelos matematicos correspondientes al turbosoplador,
donde las soluciones se expresaron en forma general, para verificarlo se uso
el analizador de vibraciones wavepak (propiedad de la UNAM) para dar una
interpretacién real de los modelos obtenidos tedricamente para un caso
particular (condiciones actuales del turbosoplador), de los espectros lineales
obtenidos por el aparato se tomaron los puntos mas altos de amplitud de
vibracion, los cuales permitieron diagnosticar el estado actual del

turbosoplador.

Los puntos mas importantes que se tomaron en cuenta son fos siguientes:

" Primer punto:

[RPM  [1xRPM | 2xRPM
3540 [0.2845 |1.16
3540 |1.03296 (0.218

3540 0.972 0.201
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Segundo punto:

RPM |1xRPM 2xRPM

3540 |0.4086 1.019

3540 |0.524 0.382

3540 |1.216 0.3484

Con los datos obtenidos en las tablas se conciuye lo siguiente:

Se presentd una amplitud de vibracion alta en el sentido radial, lo cual
indico la presencia de un desbalanceo.

Se presenté una amplitud de vibracion en el sentido axial, 1o cual indicé la
presencia de un desalineamiento entre baleros.

Se presenté una deflexion en la flecha reflejada en los segundos puntos
representada en las fablas (la segunda armoénica). A
Hubo una disipacién de energia a través de los baleros y flecha y como

consecuencia se tuvo una interrupcion continua de corriente.

Finamente con el marco metodolégico establecido, se puede incursionar en

‘futuros proyectos como por ejemplo:

® N o oA

Mejorar la severidad de vibracion en las maguinas rotativas establecida por
1as normas 1S0.2954 6 normas nacionales iguales.

Analizar robots industriales, estableciendo sus niveles aceptables de
vibraciéon.

Analizar y diagnosticar valvulas de control.

Analizar y diagnosticar medidores de fiujo.

Andlisis de elemento finito en turbinas.

Analisis torsional en turbinas.

Analisis de cojinetes magnéticos.

Disefio de bombas centrifugas por medio de las técnicas de elemento finito

y analisis modal.




Con lo cual se concluye que para analizar una maquina rotativa industrial en
una de las lineas de produccion, se debe establecer un marco metodolégico asi
como tener una amplia experiencia profesional en el campo, que permita
‘obtener ios modelos matematicos correspondientes y contar con un analizador
de vibraciones, para enlazar ia teoria con la practica en este ramo y dar
resultados concretos del analisis.

Para redisefiar e} sistema se tendrian que analizar las respuestas de amplitud

de vibracién con otros procedimientos, como por ejemplo analisis modal.
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APENDICE: A. MOVIMIENTO GIROSCOPICO EN EL IMPULSOR DE UN
TURBOSOPLADOR ’

Las siguientes consideraciones ‘sirvieron para obtener las ecuaciones de
movimiento en el eje z del furbosoplador. Ya que este presenta un efecto
giroscépico [3, 5, 8, 13, 77 y 109].

|. ECUACIONES DE EULER DEL MOVIMIENTO.

Es conveniente describir el movimiento de un cuerpo rigido con respecto a un
conjunto de ejes de coordenadas que coincidan con los ejes principales fijos al

cuerpo y roten con el cuerpo.

Si A, A, . Ay Wi W2, W3 representan las respectivas componentes de

los momentos externos Y de las velocidades angulares a lo largo de los ejes

principales, las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

Iw, + (L-I)w,ws = A, | Ecuaciones
Lw, + (I,-Iww, = A, de (1)

Lw, + (I,-Imw, A Euler

i

se demostrara como se obtuvieron las ecuaciones(1), con los siguientes pasos.

[ Paso.determinar la relacion entre la variacion en el tiempo del momentum

angular de un cuerpo con respecto a ejes fijos en el espacio y ejes fijos al cuerpo.
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Si los ejes del cuerpo rigido se escogen como ejes principales que tengan las
direcciones de los vectores &1, €2 Y €3 respectivamente, entonces el momentum

angular sera:
Q =1, we, +1,wye, +[;wse;

Ahora un observador situado en un punto fijo con relacién a un sistema

coordenado x y z de origen O. Fig.2. ve un vector A= A,i+A4,j+A,ky encuentra
que su derivada con respecto al tiempo es.
dd . dA

, . dA
SR T je—k
dt dt ar

Fig.1.

Posteriormente observa que su sistema coordenado rota con relacion a un sistema
X Y Z que se considera fijo en el espacio y cuyo origen también es 0. ;Cual sera
la derivada con respecto al tiempo para un observador que esta fijo con respecto

al sistema XY Z7
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' |
Si %f % y ‘;? ‘ representan, respectivamente, las derivadas con respecto al
Fa M

tiempo de A en los sistemas fijos y en movimiento. Se demostrara que existe una
cantidad vectorial w tal que:

4 = a4  +wx A

d . di

si F=s y M=b para nuestro caso, entonces:

dd | _dd
- = | +wxd
dr | dt |
s b
Si:
Q=Iwe +1,we, +Iwe; , SU derivada es:
dQ
=1 e, +1wpe, Fliwe,
dt
ahora:
w=we +w,e, +W,eé,
Q=1we +1,we, +1we;
e €; €
wxQ=iw w, W= e,[w213w3 —Izwzwa]—ez[wll_mz3 -—Ilw1w3]+

! |
Lw, Iw, Low,,

+ e [Izwlw2 - Ilw,wz]
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dQ X , ~
o | = {11 w,+ (1, _12)w2w3}el +{12 w,+(I, '"13)1""1“?3}‘22 +

‘s

+{I3v;3+(12-—~11)w,w2}e3 (2)

Utilizando e! Principio del momentum angular, tenemos:

-2 ©

A
dt

i
i
s

donde: Aes el momento externo total. Escribiéndolo en componentes tenemos:
A=A +Ae, +A8 (4)

donde: A, A, y A,son las componentes del momentum externo a lo largo de

los ejes principales, usando (19) y los resultados de (18), encontramos:

a Ae, +Ae, +Ae, sustituyendo se obtiene:

dr
Iw, + I-I)w, w; = A, | Ecuaciones
Lw, + (-Lwmw, = A, de (5)
Lw, + (-I)ww, = A, Euler

(se asumira lo siguiente en referencia a las figuras 7, 8, 9y 10, que serviran para
explicar mas ampliamente el fenémeno giroscopico que servira para obtener el

tercer modelo matematico y entender el resto del apéndice, x =&, y =71, 7 =¢,

x"=¢&, y'=n, z2=¢ ), porloquese obtiene:
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dw
3

e’ )

I, r + (1, =TI wew, = A,
dw,
L, T + (@, -L)ww, = A,

en la ecuacion () supusimos que los ejes & 1 ¥ ¢ estaban unidos

rigidamente ai cuerpo movil, pero es conveniente a Vveces elegir otras

¢ tales que el triedro 0& ¢ gire alrededor de O con

cidad w del cuerpo, obtenemos en lugar

coordenadas &, 7 Y

una velocidad angular w’ distinta de la velo
de las ecuaciones (6), las siguientes ecuaciones:

Ly + (-L)weywy = Ay ecuaciones
Lw, + (-L)wwy =Ay de FEuler (7)
Lw, + (L-Ipwwy =Ay mod ificadas
0
dw,
I - dr + (IC - Iu)wn' We 5 Ag‘ ecudciones
aw . de Euler
I b (1, -1ww,. = AL 8
Todt (e ~IgJwew 7} mod ificadas ®)
aw,.
I, e + (@, ~Ioww,. = A,
en este caso los ejes £n¢ elegidos se mueven respecto del cuerpo y los

momentos y productos d
ecuaciones (5), sino variables con respecto al tiempo.

e inercia pueden no ser constantes, como en las
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Il. ANGULOS DE EULER:

Para describirla rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un punto usamos 3
coordenadas angulares que se llaman angulos de Euler estas coordenadas,

denotadas por. ¢, 8, y W.

Fig.2.

En esta Fig.2., el sistema de coordenadas x y z pueden transformarse el sistema

Xy’ z', mediante rotaciones sucesivas de los angulos ¢, 6, . la linea OA con

frecuencia se llama linea nodal.

En la practica los ejes X" y' 2’ se eligen como los ejes principales o ejes del cuerpo

rigido mientras que ios ejes
X, y, ¥ Z 0 ejes espaciales estan fijos en el espacio.

Hl. VELOCIDAD ANGULAR Y ENERGIA CINETICA EN FUNCION DE LOS
ANGULOS DE EULER:

Las componentes Wi, Wz, Wz de la velocidad angular a lo largo de los ejes X, ¥,

7', en funcién de los angulos de Euler estan dados por:
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= w,= ¢senfseny + 0 seny

W=
W, = W= dsen@cosy — O sen'\V (9)
W= W= dcosb + ¥

Demostraremos las ecuaciones de velocidad angular en funcién de los angulos de

Euler, siguiendo los siguientes pasos:

1. PASO. Usando tres figuras separadas s€ demostrara la forma, de coéHmo el

oordenado x y z de la Fig. 2. Se trans
os angulos de Euler ¢ ¢ ¥

’

sistema ¢ forma en el sistema x' ¥y z

mediante rotaciones sucesivas de |

Fig.3.
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Fig.5.

Solucion: Refiriéndonos a fas Figs. (3}, {(4)y (5),. La Fig.5. indica la rotacion de los

gjes x y y yun angulo ¢ para llevar a los ejes X y Y, respectivamente,

manteniendo el eje z igual al eje Z.

En la Fig.4 se indica la rotacion del eje X un angulo §de manera que josejesYy

Z de la Fig.3, se trasforman el enlosejes Y’ y Z’, respectivamente, de la Fig. 4.

En la Fig.5, los ejes Z' o z' s€ rotan en un angulo y de manera que los ejes

Y' Y'se trasforman, respectivamente, en los ejes x' ¥y V'

.En las figuras se han indicado los vectores unitarios sobre los ejes

x, v oz X, V¥, Z, X, y, Z% y x', y, z por

i j, kI, J, K r,oJ, K e i, J, k’. Respectivamente.

11 .PASO. Encontramos las relaciones entre los vectores.



Usando la siguiente propiedad: A es un vector cualquiera, entonces:

A=(Aei)i+(Ae j)i+(Ae k)K

a) De la Fig.3, se tiene:

i=(i® I+(i® J)J+(io K)K=cosp [- seng .J
j=(e DI+(jo J)J+(j® K)K=seng 1+ cos¢g J
k=(k ® I)I+ (k® J)J+(k ® K)K=K

b) De laFig.4. se tiene:

[=(1e [)'+{1e J)J'+(1 e K)K'=I
J=(JeI)I+(Jo ) +(J o K)K'=cos¢ J'- send K’
K=(Ko I)I'+(Ke J)J'+H{Ke K)K=send J'+ cosd K’
c) de la Fig.5. se tiene:
I=(r o )i+ @) +(I' ®K)K'=cosy i'- seny j'
(e )i+ (o)) +(J e K)k'=seny '+ cosy J'

K=(K @ P)i+(K o ) +(K @ K)k'=£'
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El tercer miembro de los incisos (a), (b) y (c) se obtienen por medio de una matriz
de transformacion considerando ios angulos de EULER.

1i1 PASO. Ahora expresaremos los vectores unitarios i, j, y k en funcion de ', j' v

' Partiendo de los incisos (a), (b) ¥ (¢) del paso 1I se tiene:

i= cos¢p I— ‘seng J, j= seng 1+ cosg J, k= K (10)
[= I, J= cos@ J'— send K', K= send J'+ cosd K' (11)
I'= cosy i— seny Jj, J'= seny i'+ cosy j, K'= k' (12)

Entonces, sustituyendo respectivamente se tiene:

i= [cosgbcosy/ —sen ¢ cosfsen y/]i' + [— cosgseny — senq}cosé?coswl}" +sengsendk’  (13)

j =|[sengcosy +cosgcosfsen wl + [ sengseny + cosq&cosf)coswlj’ —cosgsendk’  (14)

(15)

k=sen@senyi +sen@cosy +cos@k’

Ahora obtenemos la velocidad angular en funcion de los angulos de EULER.
Expresaremos ahora la velocidad angular wdet giroscopio con respecto al

sistema de referencia OXYZ como la suma de tres velocidades angulares

parciales que corresponden, respectivamente, a la precesion, nutacion y spin del

.giréscopo. De las Figs. (3), (4) y (5). Se obtiene:

w-—-w¢k+w91’+wwK’=¢k+9['+w]<’ (16)

De las ecuaciones (12), (13) y (14) se tiene:
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w = [psen Oseny +Ocosy ' + [¢senacosy/ —Oseny i’ + [#cosd + w]/c’ (17)

como:
w=w,i'+w,j +wk', se oblienen las componentes de |la

velocidad angular wi, Wz, W3
alolargodelos ejes x', ¥, y z' en funcién de los angulos de EULER y son:

= w = g¢senfseny + O seny

Wy
w,= w,= g¢sendcosy - f sen¥ (18)
W, = Wy = pcosd + oy

V. MOVIMIENTO DE SPIN DE UN TROMPO:

Un ejemplo interesante dei movimiento de un cuerpo rigido es el de un cuerpo
rigido simétrico que tiene un punto sobre el eje de simetria fijo en el espacio y

tiene un movimiento de SPIN en un campo gravitacional.

Fig 6.
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V. CINEMATICA DE LA ROTACION ALREDEDOR DE UN PUNTO FIJO.

La rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un punto fijo representa un problema
muy simple en la dinamica; pero cuando el eje de rotacién también se mueve el
problema se complica mucho mas. El caso especial en que el eje de rotacién pasa
siempre por el mismo punto es de particular interés practico, pues esta
relacionado con la teoria del giroscopio, que tiene una cantidad de importantes

aplicaciones técnicas.

Para hacer girar un cuerpo alrededor de un punto fijo puede usarse dispositivos
como los indicados en la Fig.7.(a) y (b). En la Fig.7.(a), se ha apoyado un cuerpo
de revolucion de tal manera que el centro de rotacion O permanece practicamente
inmévil. Este es el tipo de apoyo que se encuentra en un trompo. En la Fig.9.b. un
disco circular M puede girar libremente alrededor de su eje geométrico OO,
soportado por cojinetes en el anillo MN. Este anillo a su vez, puede girar
alrededor del eje 0404, montado en el anillo PP, que puede girar libremente
alrededor del eje fijo 0.0, Los tres ejes se cortan en un punto, y el
correspondiente punto del disco M permanece fijo en el espacio. Este tipo de

soporte es uno de los mas comunes en aplicaciones giroscopicas.
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Para definir la posicién de un cuerpo rigido que gira

necesitamos tres coordenadas. En general,

tres angulos w, @ » ¢,
O es el punto fijo alrededor del cual el cuerpo gira, las coordenadas X, y, Z, que

pasan por este punto, estan fijas en el espacio, y los ejes &,
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airededor de un punto fijo
nos sera mas conveniente tomar los

como se muestra el la Fig.8. €l origen de coordenadas

n, ¢, que también

pasan por dicho punto, gira con el cuerpo.

5N ¢

Fig.8.

VI.- MOVIMIENTO LIBRE DE UN GIROSCOPIO.

Consideremos ahora el movimiento de un giroscopio simétrico, cuya forma sea la

e revolucion, como el mostrado en la Fig.7.(a). El eje de revolucion
giroscopio o eje de giroy el correspondiente momento de
ercia axial. Tomando como origen el punto

e coordenadas &, 1 ¥y ¢

de un cuerpo d
se denomina eje del
inercia I se denomina momento de in

de apoyc O, usaremos nuevamente el sistema d

(Fig.9), que se mueve con el giroscopio.
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En eje ¢ coincide con el eje del giroscopio, de manera que 1, =1. Por razones

de simetria debe se I, =1, =1, que s llama momento dz inarcia ecuatorial.

Consideremos ahora el movimiento de este giroscopio simétrico suponiendo que

e él no actlen fuerzas exteriores. El cuerpo representado en la Fig.7.(a). es
coincida con el centro de

sobr
un ejemplo del niismo, siempre que el punto de apoyo O

gravedad del cuerpo. En este caso ia fuerza de gravedad esta siempre equilibrada

punto de apoyo, Y si se da al cuerpo un impulso inicial se

por la reaccion del
a fuerzas actuantes sobre él. En tal caso, las ecuaciones

movera como si no hubier
( 5) de Euler resultan:

Lw, + (I-T)wyw, = 0
Lw, - (-I1pww, = 0 (19)
’ Iw, = 0
dw(:
Lo a-1,y) w,w, =0
dw
Ilmét" + (I-1) wew, =0, (20)
dw
1 ° =0
dt
Haciendo referencia a la Fig.9, demostraremos que el movimiento que satisface a

nes puede describirse de la manera siguiente: el giroscopic, unido

a movil de coordenadas ¢, 7 ¥ £, gira con velocidad

estas ecuacio

rigidamente al sistem

angular w alrededor de su eje Of, formando un angulo & constante con el eje

vertical fijo z . Al mismo tiempo, el plano zOZ que contiene el eje del giroscopio

constante alrededor del eje z. Suponiendo que el

gira con velocidad angular w1
deducimos que mientras

plano movil £¢ coincide inicialmente con el plano fijo xz,

que el angulo 0 permanezca constante, los otros dos angulos ¢ y w que
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definen la posicion del giroscopio variaran con el tiempo 2n la forma representada
en las ecuaciones:

y= wt p= w (21)

E! giroscopio tiene dos velocidades angulares, a saber: w alrededor de su propio
eje £, y w,, alrededor del eje z. Proyectando estas velocidades sobre os ejes

moviles & n y ¢ delaFig.9, obtenemos:

we= — wsenfcosg = —W, senfd coswt,
Wy = w, senfsseng = w,  sen g senwt (22)
Wy = Wt w, cost

8]
w,= —w, senfcosp= —W sen 8 cos wt,
w,= W, senfsen ¢= w senfsenwi, (23)
w, = WA w, cosd.

sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones ( 20}, vemos que s¢€ satisface la
tercera ecuacion, dado que se Supuso que w, W1y 0 son constantes. Sumando las

dos primeras ecuaciones obtenemos:

w + (I-I)wcosé = 0 (24)

lo que requiere que:
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Tw (25)

W=

(I, ~Dcosé

Vemos que suponiendo constante al angulo @ y tomando para y y ¢ las

expresiones (21), podemos satisfacer las tres ecuaciones de movimiento (20),

siempre que satisfaga la ecuacion (24). Esto indica el movimiento supuesto

representa la solucion puscada del movimiento de un giroscopio simétrico, libre de

la accion de fuerzas exteriores. Este movimiento del giroscopio se denomina

precesion regular, y la velocidad angular w;y se denomina velocidad de

precesion.

Fig.9.
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Vil.- MOMENTO GIROSCOPICO DE UN GIROSCOPIO SIMETRICO.

En el modelo matematico se estudio fa solucion de las ecuaciones de Euler e
investigando los movimientos giroscépicos producidos por las fuerzas dadas.
Supongamos que conocemos el movimiento de un giroscopio y gueremos
encontrar las fuerzas exteriores due deben ser aplicadas para producir dicho
movimiento. Conociendo el movimiento, podemos calcular sin dificultad los
miembros izquierdos de las ecuaciones de Eulef y obtener de esia manera, las

componentes del momento exterior resultante que actua sobre el giroscopio.

El momento de igual magnitud y signo opuesto al anterior representa la accién del
giroscopio sobre sus cojinetes, y se denomina momento giroscopico (considere-

mos algunos casos).

Consideremos, el caso de la precesion regular. Un giroscopio simétrico gira con
una velocidad angular w constante alrededor de su eje, mientras que dicho eje
describe, con velocidad angular uniforme w, , un cono de precesion, cuyo angulo
en el vértice es 26 . Usaremos nuevamente las ecuaciones del movimiento (7) y
como sistema de ejes moviles al triedro OMNG . Para calcular las proyecciones de
la velocidad angular del triedro sobre estos ejes tenemos que considerar

solamente la velocidad angular  =w, alrededor del eje fijo z. Proyectando esta

velocidad, obtenemos:

w, ~=—w, sen g,
W = 0, (26)
w., =w  cosf
0
w. = —w sel g,
w.= 0, (27)

w, cosd.

&3
Ii
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Para calcular las componentes de la velocidad angular del giroscopio tenemos que
considerar también la velocidad angular w respecto del triedro OMN( , 1o que da:

w, =-w send, w,=0, w,=w+w, cos@ (28)

w, =-w,send, w,= w,=w+ W cosd (29)

Los correspondientes valores de las componentes del momentum angular del

giroscopio son:

4

Q, =-Lwsend, Q =0, Q =Iw+w cosd). (30)

Q, =-I,wsend, Q,=0, Q= I(w+w, cosé). {31)

Sustituyendo las expresiones (27) y (31) en las ecuaciones (7), encontramos que
las componentes del momento resultante que actia sobre un giroscopio, son:

A, - 0,
A, = Iwwsend+ (I ~1,)w] senécod, (32)
z = 0.
0
Am = 03
A,= Twwsend+ (I ~1,)w; sen o8, (33)

A, = 0.
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Puede verse que el momento giroscopico actua, en este caso, en el plano zOZ Y

que su magnitud es:

M, =-M,= ~iw + (T -T)w, cos@lw, send (34)

En las aplicaciones practicas la velocidad angular w del giroscopio alrededor de

es muy grande, y el primer término dentro del corchete, que €s

su propio eje
con el segundo. Esto indica

siempre positivo, tiene un valor grande comparado

| momento giroscopico (34) es negativo, 0 seaq
de la Fig.10.

que € ue siempre actua de manera

que et vector w vaya a coincidir con el vector wi
Si la velocidad angular w del giroscopio es tal que:

Iw +(I-1)w, cosf=0 (35)

Si satisface la condicion (24), el momento giroscopico se anula.

movirﬁiento de un giroscopio, la posicion del triedro OMNC

En el caso general de!
y 8 delaFig. 10. Las componentes de su

esta definida por los angulos ¥

velocidad angular sobre [os gjes z y ON son y Yy g, respectivamente, y

encontramos que:.

w, =¥ senf, w, =0, w,=ycosd. (36)

)
w,, =—y send, Wy =0, w, = y cosé. (37)
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Las correspondientes componentes de ia velocidad angular del giroscopio son:

w, =-—ysend, w,=0, w.= $+y cosd, (38)
0
w, =~yrsen0, w,=0, W, = d+y cost, (39)
y las componentes de su momentum angular son:
Q =-ly sen8, Q, =10, Q, =I(¢+ycosd) (40)
o
Q =ty send, Q,=10, Q =Up+ycosd) (41)
Las ecuaciones (7) dan, entonces,
d .
A, =-1 P (ysend)+ (¢ +ycosd)— L0y coso,
A, =16+ ysend (Ig+(1-1,) y cosf), (42)
d
A= 1% (p+pcosd
2 dl (¢ -+ cosd)
o)
d _
A, =1, g (17 sen @) + A($ +ycosB)— 1,0y cosb,
(43)

A, =10+ yrsen 6 (Ig+(1-1)) y  cosd),
d
Aé- = IdE(¢+WC059)
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si el movimiento del giroscopio es conocido, los angulos ¢, vy 0 seran todos

funciones conocidas de t. Sustituyéndolas en los miembros derechos de las

ecuaciones (42), obtenemos las componentes A,, A, ¥ A, de! momento

resultante que actia sobre el giroscopio. Las componentes del momento

giroscopio seran: M,, =-M,, M,=M, y M =M.

En el caso de un giroscopio cuya velocidad angular alrededor de su propio eje sea

muy grande, podemos despreciar las componentes Q, ¥ Q,del momentum
angular, comparadas con Q. , asicomoa y v den comparacion con $. Las

ecuaciones (42) resultan entonces:

M, =10 4=— M,
M, =ly ¢senf=— M, (45)
sz ::Ié o= Mz'

. ,
M, =10 $=- M,_,
M, =ly ¢senf=—- M, (46)
M, =1¢ =— M,

Estas ecuaciches coinciden con las dadas generalmente en las teorias
giroscopicas elementales, donde se supone que el impulso de rotacion dei

giroscopio esta representado por un vector dirigido segln su €je.
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