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INTRODUCCIÓN 

En este trabajo, se dará una clasificación de los R~módulos inyectivos no singulares sobre 

un anillo R, la cual ( en el Capítulo 6) será comparada con una clasificación que dan 

Goodearl y Boyle (18J). Está clasificación nos permite descomponer a los R-móduJos 

inyectivos y no singulares, como producto direct.o de módulos Discretos, Continuos, Mo

Iccularmente Continuos y Sin Fondo. (por lo cual se considerará que el lector está fami

liarizado, con la Teoría General de Módulos y algunos de los resultados, de esta teoría 

sólo se enunciaran) El trabajo está estructurado de la siguiente manera, en el Capítulo 

1, se dan definiciones de los módulos no singulares y los módulos esencialmente cerrados 

y se establece parte de la notación a utilizar posteriormente. 

En el Capítulo 2, se dan una. serie de resultados técnicos, los cuales son de gran 

utilidad, en el desarrollo posterior del presente trabajo, en el Capítulo 3, se da illla 

relación de equivalencia entre los módulos no singulares: A o.: B si y solamente si, A 

está contenida en la cápsula inyectiva de una suma directa de copias de B y B está 

contenido en la cápsula inyect.iva de una suma directa de copias de A. Lo cual permite 

descomponer la clase de los módulos no singulares en clases de equivalencia (a dichas 

clases las llamaremos clases del tipo pequeño). El conjunto de estas clases de equivalencia 

para los R-módulos no singulares se denot.a por SeR). Después extendemos dicha relación 

a un orden parcial entre las clases de equivalencia y resulta que SeR), junto con el orden 

parcial, es una Retícula Booleana Completa. En el Capítulo se da la descomposición 

de un R-módulo inyectivo y no singular M, como el producto directo de R-módulos 

M = e E!l D = (A E!l E) E!l D, con e continuo, D discreto, A molecuJarmente continuo y 
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B sin fondo. 

En el Capítulo 4 se dan condiciones a ciertas Categorías de anillos y de retículas 

Booleanas, para las que resulta que E es un funtor contravariante. En el Capítulo 5 se 

muestra, que la retícula asociada a un anillo R, (S(R), la que se da en el Capítulo 3) 

es isomorfa a una retícula de ideales invariantes y esencialmente cerrados del anillo R. 

Finalmente, en el Capítulo 6, se da la comparación entre la descomposición dada en el 

Capítulo 3, de un R-módulo inyectivo no singular, y la descomposición de un R-módulo 

inyect.ivo no singular dada por Goodearl en ([7]), Y se dan ejemplos que permiten ver 

que dichas descomposiciones no coinciden. 

El presente trabajo está basado en el artículo Torsion Free Modules de John 

Dauns, publicado en Annali di Matematica pura ed applicata (IV), Vol. CLIV (1989). 

Notación. 

La Categoría de los R-módulos izquierdos sera denotada por R - Mód, y salvo que 

se especifique lo contrario, todos los R-módulos seran R-módulos izquierdos unitarios. 

Si N es un submódulo de un módulo M, simplemente escribiremos N :5 A1. Al 

conjunto de los submódulos de un módulo M lo denotaremos SubR(M). Diremos que 

un submódulo N de .A1 es esencial en M, si cada vez que estemos en la situación de que 

H n N = {O} para H :S M, entonces H = {O}, y escribiremos N :S, M cuando N sea 

un submódulo esencial de Al. 

Dado A, B E R - Mód, se define la t.raza de B en A, como el submódulo de A 

generado por todas las imágenes de los morfismos de B en A, y la denotaremos por 

tratA) = traA = I: (f(B) I f E HomR(B, Al} . Definimos el rechazo de A en B como 

rejA(B) = rejAB = n (KeT(h) I hE HOffiR(B, Al}, donde KeT(h) denota el núcleo del 

morfismo h. 

La cápsula inyectiva de un R-módulo izquierdo M la denotaremos por E(M) o EM. 

Los morfismos de R-módulos o de Anillos serán escritos f : M ~ N si es que f es 

un morfismo de M en N (para M, N E R - M6d, ó M, N anillos). La relación de 

isomorfismo entre anillos, módulos ó retículas sera denotada por el simbolo l' ~ 11 • 
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Capítulo 1 

MÓDULOS ESENCIALMENTE 

CERRADOS Y MÓDULOS NO 

SINGULARES. 

En este Capítulo se darán algunas de las propiedades de los módulos no singulares y 

los módulos esencialmente cerrados. También se establece parte de la notación que se 

utilizará en los capítulos posteriores. 

Primeramente daremos las definiciones de lo que entenderemos por el anulador de un 

elemento de un módulo. Si M E R - Mód, Y K E SubRM, definimos para un elemento 

m E M, el Anulador de m, como An(m) = {r E R I rm = O}. An(m) es un ideal 

izquierdo del anillo R. Denotamos An(m + K) = (K : m) = (r E R I rm E K¡. 

Para un subconjunto T ~ M se define el anulador de T por: 

An(T) = {r E R I rt = O Vt E T} = n An(t). 
teT 

El submódulo singular de un R-módulo izquierdo M esta definido como el conjunto 

de elementos del módulo que tienen anulador esencial en el anillo, y se denota Z(M) = 

ZM = (m E M I An(m) :s. R}. 

Una primera observación es que Z(M) efectivamente es un submódulo de M. Obsér

vese que Z(R) . M ~ M. 
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El segundo submódulo singular de M está definido de la siguiente manera Z,(M) 

Z,M $ M es el único submódulo de M para el cual se cumple Z[M/Z(M)) 

Z,(M)/Z(M). 

Diremos que M E R - Mód, es de torsión si Z,(M) = M Y que M es no singular 

si Z(M) = {O}. 

Para M E R - Mód, Y N E SubRM, diremos que K es un complemento relati1lo de 

N en M, si K es máximo con respecto a la propiedad N n K = {O}. Tales submódulos 

de M existen en virtud del Lema de Zorn. 

Como primera observación, notemos que si M = K ffi N, entonces K es un comple

mento relativo para N en M y N es un complemento relativo para K en M. 

Por ejemplo, si F es un campo y M = F EIl F. con N = F EIl {O} entonces para 

cualquier, O f x E F elsubespacio F(l, x) es un complemento relativo para N en M. 

Si F es un campo infinito, esto nos da un ejemplo para el que N tiene una infinidad 

de complementos relativos en M. 

PROPOSICIÓN 1.1 

Sea M E R - Mód, Y N E SubRM con K un complemento relativo para N en M, 

entonces se tiene que K €El N Se M. 

Demostración. 

Dado que N n K = {O} se tiene que K + N = K EIl N. Además K EIl N es un submódulo 

de M. Supongamos abora que L $ M tal que (K EIl N) n L = {O}, (por demostrar que 

L = (O}). Como (K EIl N) n L = {O} entonces la suma de L con K EIl N es directa. Es decir 

L + (K EIl N) = L EIl (K EIl N) = (L EIl K) EIl N de donde se tiene que N n (L EIl K) = {O}. 

Por la maximalidad de K, tenemos L EIl K = K, asl L = {O}, por lo tanto K EIl N $. M •. 

El resultado anterior se puede resumir de la siguiente manera: Todo submódulo de 

un R-módulo izquierdo M es sumando directo de un submódulo esencial de M. 

Si M E R - Mód, diremos que N $ M es esencialmente cerrado en M, si N 

no tiene extensiones esenciales propias dentro de M esto es, si la única solución a la 
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relación N :Se L :S M es N = L. Por ejemplo, {O}, M son esencialmente cerrados 

para cualquier M E R - Mód. También todo sumando directo de un R-módulo es un 

submódulo esencialmente cerrado del módulo. 

PROPOSICIÓN 1.2 

Si M E R - Mód, Y N :S M. entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

a) N es esencialmente cerrado (abreviatura e.c.) en M. 

b) N es un complemento relativo para alguna L S M. 

c) Si L es un complemento relativo para N en MI entonces N es un complemento 

relat.i va para L en M. 

d) Si N S L S, M, entonces L/N S, M/N. 

Demostración: 

a)=>d) Sea K/N un submódulo de M/N tal que (K/N) n (L/N) = (Oj, "si que 

K n L = N. Puesto que L S, M se tiene que L n K S, K n M S M, de donde N S, f{ 

y como N es (e.c.), tenemos que N = K. Por lo tantu K/ N = {O} . 

d)=>c) Dado que N n L = {O}, por el lema de Zorn, N puede ext.enderse a tUl 

complemento relativo NI para L en M, probaremos que N = N'. Por la ley modular 

(L(f!N)nN' = N + (LnN') = N, de donde tenernos que [(Lel N)/NJ n [N'/NJ = {O}. 

Por la Proposición 1.1, tenemos L (f! N S, M Y por la hipótesis (L el N)/ N S, M / lY. 

Por lo tanto N'/N = {O}. Por lo tanto N = N'. 

c)=>b) Es inmediato. 

b);::::}a) Supongamos que N :Se N' :S M, por demostrar que N = NI. Dacio que 

(N' n L) n N = L n N = {O} (por hipótesis), se tiene que N' n L = {O}, Y por la 

maximalidad de N concluimos que N = N'. Por lo tanto N es (e.c.) •. 

PROPOSICIÓN 1.3 

Sean M E R - Mód, Y N, L E SubRM con N S L. Si N es esencialment.e cerrado 

en L y L es esencialmente cerrado en M, entonces N es esencialmente cerrado en M. 

Demostración: 
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Supongamos que N es esencial en W :5 M. Por lo cual se tiene que L Se L+ W :5 M, 

Y como L es (e.c.) en M, se tiene que L = L + W. Por lo cual W ~ L. Por lo tanto N es 

esencial en W ~ L. Por lo tanto N = W •. 

Ejemplo 

La familia de los submódulos esencialmente cerrados de un módulo M no es cerrada 

bajo intersecciones. 

Sea R = Z, M = ZEIlZ" N = R(I,O) y L = (1,1). Como N es sumando directo de 

M, entonces N es (e.c.) en M. Observemos que e = L EIl R(l, 1) por lo que L es (e.c.) 

en M. Ahora N n L = R(2, O) Y N n L ~. N, N n L ~, L, Y sin embargo N n L no es 

(e.c.) ni en N, ni en L, ni en A1. 

PROPOSICIÓN 1.4 

Sean M. I< E R - Mód, con Z(M) ~ K ~ M. Para x E M, se tiene que: 

Demostración: 

=> J Sea I un ideal izquierdo de R, tal que (I< : x) n 1= {O}, afirmarnos que I = {O}. 

Si Ix ", O. entonces por hipótesis Ixn K ", {O}, de donde existe Q E [ tal que O", QX 

con QX E K, lo cual no puede ser cierto ya que O", QX E K=>" E (K: x) y O ", Q E [, 

de donde O ",,, E (K: .,) n 1= {O}. Por lo tanto Ix = {O}, así I ~ (K: x), por lo que 

1= (K : x) n 1= {O}. 

<= J Sea k + "X E (1( + Rx) - {O}, Y sea I = (K : x), entonces I ~, R. Si para alguna 

a E [, a(k + ax) = ak + aax", O, entonces existe un múltiplo escalar de k + "X distinto 

de cero en J(. Si a(k + ax) = O para todo a El, entonces [ ~ An(k + QX), por lo tanto 

An(k + "x) ~, R, por lo que k + ax E Z(M) ~ K •. 

LEMA 1.1 

Si M es un R-módulo izquierdo, tal que Z(M) ~ K ~ M, con Z(M/K) = K/K, 

entonces: 
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M/ J( = {y E M I 3 tER; Rty # {O}, Rty n K = (O)}. 

Demostración: 

Primero veamos el siguiente diagTama: 

M/J('2'! (M/K) 
K/K 

T 

K~M~M/K 

11 T T 

Por definición 1< = {m + 1< E M/I< I (1<: m) ::;, R} = 

{m + 1< E M / 1< I (K : m + 1<) ::;, R} = 

{m+ 1< E M/K I {r E R I rm E I<}::;, R}. 

Ahora sea Y = {y E M I 3 tER: Rty # {O}, Rty n 1< = (O)} ,queremos probar que 

Y=M/K. 

2J Supongamos que Y g M/ J(, es decir que existe y E (y n J() , con y # O (pues 

Rty # (O}) como J( ::;, K, entonces (I{: y) ::;, R, por la Proposición 1.4 se tiene, 

K ::;, K + Ry, pero también (K: ty) ::;, R, V tER, entonces J( ::;, [{ + Rty. Como 

y E Y entonces, hay nn to E R tal que RtoY # {O} . Por lo anterior 1< ::;, f{ + RtoY '* 
I< n RtoY # (O}, lo cual contradice la hipótesis y por tanto Y ~ M/I<. 

~J Sea O # y E M/K, entonces K no es esencial en K + Ry (por definición de Kj, 

por lo tanto [{ # f{ al R(k+ ay) para algún O # k+ay E I< + Ry. Dado que k + ay ~ K 

y Z(M) ::; T<, entonces An(k + ay) ;;;, R. Por la Proposición 1.1, An (k + ay) $ B ::; R, 

para algún {O} # B ::; R. Como I< n R(k + ay) = (O}, entonces An(k + aya) = 

(r E R I r(k + ay) = O} = (r E R I r(ay) E T<} = (I<: ay). Por lo tanto (T< : ay) n B = 

(O} 
Afirmación: Bay n [{ = {O}, pues si Bay n I< # {O}, entonces 3b E B,O # b tal 

que boy E T<, entonces O i' b E (1< : ay) n B = {O}, lo que no es posible. Por lo tanto 
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Bay n K = {O}, en particular An (ay) n B = {O}, así se tiene que {O} # B ~ Bay. Si 

t = ba para O # b E B,* {O} # Rty, RtynK = RbaynK ~ RaynK = {O}, por lo 

tanto y E Y, por lo que M/K <;; y •. 

PROPOSICIÓN 1.5 

Si M E R - Mód, con Z(M) $ K $ M. y K/K = Z(M/K), entonces se cwnplen 

las siguientes condiciones: 

1) K = {x E M I (K: x) $, R} = {x E M I K $, K + Rx}. 

2) K es el submódulo más pequeño que es esencialmente cerrado en M y que contiene 

a [(. Consecuentemente K $, K. 

3) Z(M/K) = {O}. 

4) 1( = n (e E SubRM I 1( $ e, e esencialmente cerrado}. 

5) K = {O} <= 1( = {O} . 

6) Si K ~ R es decir que K es un ideal bilateral de R con Z(R) $ 1(, entonces 1( ~ R. 

Demostración: 

1) Por definición de K = (m + 1( E M/K I (1( : m) $, R} = 

(m + K E M/K I {r E R I rm E I(} $, R} = {m E M t (K: m) $, R} = 

(x E MIl( $, K + Rx} . La última desigualdad se da por la Proposición 1.4. 

2) Es claro que 1( $, 1(, abara veremos que K es (e.c.) en M. Supongamos que existe 

H $ M t.al que 1( $ 1( $, H. Por demostrar que 1( = H, si 1( # H entonces existe 

y E H tal que y <lo K, Y por el Lema 1.1, se tiene que existe tER tal que Rty # {O}, Y 

Rty n K = {O}, como K $, H, Y Rty <;; H, entonces Rty = {O}, por Jo tanto H = 1(. 

Ahora supongamos que existe H $ M talque K $ H, H (e.c.) en M y con K "2 H, así 

pues tenemos que K :$e K, K $e H ::; K, lo que implica H ::;e K I de donde como H es 

(e.c.) en M, se tiene que 1( = H. 

3) Dado que Z(M) $ K $ K entonces aplicarnos la Proposición 1.4, a 1( en lugar 

de K y si x + K E Z(M/ K), luego (K: x) $, R ~ K $, K + Rx $ M, además 

x + K E Z(M/K) y como K es (e.c.) entonces x E K. Por lo tanto Z(M/K) = {O}. 

4) Basta probar que si e es un submódulo de M (e.c.) y K $ e, entonces K $ e, así si 
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x E I< por 1) (I< : x) <:;, R pero (I< : x) = {T E R I TX E I< <:; C} <;; {r E R 11'X E C} = 

(C : x), por lo que (C: x) <:;, R, por la Proposición 1.4, C <:;, C + Rx <:; M, pero como 

Ces (e.c.) en M se tiene que x E C. 

5) <=J Si I< = {O}, Y I< <:; I< entonces I< = {O}. 

* J Si I< = {O} entonces [{ = {x E M I {O} <:;, Rx ... Rx = {O} ... x = O}, por lo 

que I< = {O}. 

(j) Basta probar que [{ es un ideal derecho de R. Sea t E I< Y b E R, necesitarnos 

pro bar que tb E [{. 

Afirmamos que (I< : t) <:; (K : tb) , pues si l' E (I< : t) entonces rtb E [{b <:; I< por ser 

[{ ideal derecho de R y 1't E I< por lo anterior l' E (I< : tb) , por lo tanto (I< : t) <:; (I< : tb) 

Y (I< : t) <:;, R, pues t E I<. Por lo tanto (I< : tb) <:;, I<, así tb E I< •. 

DEFINICIÓN: Si M E R - Mód con [{ <:; M, definimos I< sólo cuando ZM <;; I< 

como el único submódulo de M tal que Z(M/I<) = I</I<. Al módulo [{ se le llama la 

CC7Tadura esencial de [( en M. 

COROLARIO 1.1 

Sea M E R - Mód, supongamos que {Ca} erE/' es un conjWlto de submódulos esen

cialmente cerrados de M, tales que Z( M) <:; Ca ::; M, entonces: 

a) n Ca::; M es un submódulo (e. c.) de M. 
«El 

b) Si Ca es inyectivo para toda Ct" E J, entonces n Cn es inyectivo. 
aEI 

Demostración: 

Sabemos que Ca = Ca para toda o: E J, por lo cual n Ca = n Ca ~ n Ca. 
n€/ nE/ oEI 

Afirmación: n Ca <;; n Ca. Si X E n Ca por la Proposición 1.5, parte 1), tenemos 
erE/ erel aEI 

que (n Ca: X) ::;, R, pero 
aEI 

(n Ca: x) = {1' E R I rx E n Ca} = {1' E R I rx E Ca V O< E I} = 
erE! oel 

n {1'ERITXECa}=n (Ca:x).Porlotanto n (Ca:x)::;,R. 
aE[ erE/ oEI 

Afirmación: (Ca: x) ::;, R 'lo< E 1, pues si no fuera el caso existiría (3 E 1, y O '" B ::; 

R tal que B n (Cp : x) = {O}, de donde (n Ca : x) n B <;; (Cp : x) n B = {O}, lo cual 
aEI 
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no es posible pues (!;J/ e.: x) :,>, R, por lo tanto (e.: x) :,>, R para toda" E l, Y por 

lo tanto x E Ca para toda cr El, Y así x E n Cal de donde se tiene n Ca = n C,Ol y 
nE/ aEl (tE! 

por la Proposición 1.5, parte 3), concluimos que n Cc> es esencialmente cerrado, por lo 
.E/ 

t.anto n e. es (e.c.) en M . 
• E/ 

b) De un resultado de la Teoría general de Módulos ([1)) Si E, M E R - Mód, M :'> E 

con E inyectivo y M que no tenga extensiones esenciales propias dentro de E, entonces 

M es inyectivo, Así por a) tenemos que n Ca es esencialmente cerrado en ft1 como 
. DEI 

n Ca ya no tiene extensiones esenciales propias dentro de M, Y n Ca ~ Co para toda 
aEI oEI 

o: E [ con Ca inyectivo por el resultado tenemos n GCl! es inyectivo en M •. 
• E/ 

El siguiente Corolario nos da algunas propiedades de Z(M), Z,(M). 

COROLARIO 1.2 

Si M E R - Mód, entonces se cumplen las siguientes condiciones: 

a) Z(M) = {O} <=* Z,(M) = {O}; 

b) Z,(R) . M ~ Z,(M); 

e) Z(M) = {O} = Z,(R) . M = {O}; 

d) Z[M/Z,(M)] = {O}; 

e) Z(M) :,>, Z,(M); 

f) Z,(M), es el más pequeño submódulo esencialmente cerrado de M que contiene a 

Z(M), y E(ZM) = E(Z,(M» = Z,(E(M)); 

g) Z,(R), es el más pequeño ideal bilateral de R que contiene a Z(R), la notación 

para los ideales bilaterales de un anillo R. será 1 :9 R. 

Demostración: 

a) =>J Si Z(M) = {O}, por definición Z,(M) = Z(M/Z(M» S; Z(M) = {O}. 

""" J Pues Z(M) :'> Z,(M) = {O}. 

b) Z,(R) . M = {alxl + .... + a,.x. la; E Z,R, Xi E M, n E N}. Como (ZR: a;) :,>, 

R, es claro que (Z(M) : a;X¡) :,>, R, para i = 1, ... , n. Pues (ZR : a;)a;x¡ ~ ZR· M ~ 

Z(M). Como una intersección finita de submódulos esenciales es esencial, tenemos que: 
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n (Z(M) : a,x,) S, R yn (Z(M) : o,x,) <;; (Z(M) : o¡x¡ + .... + a"x,,) s R, 
1=1 1=1 

por lo que (Z(M) : a¡x¡ + .... + a"xn ) S, R. 

c) Por b) Z,(R) . M <;; Z,(M) = {O} (la última igualdad es por 1)). Por tanto 

Z,(R)· M = {O}. 

d) Reempla>ando Z(M) por K, en 3) de la Proposición 1.5, tenemos que {O} = 

Z(M/K) = Z(M/Z,(M)), pues (K/K) = (K/Z(M)) = Z(M/Z(M)). Por lo tanto 

K = Z,(M). 

e) Es inmediato de la Proposición anterior reempla>ando Z(M) por J(. 

f) Sabemos que si N S, M, entonces EN = EM. Por tanto, como ZM S, Z,M, 

tenemos que E(ZM) = E(Z,M). Luego E(Z,M) es inyectivo y E(Z,M) S, Z,(EM), 

por lo que E(Z2(M)) = E(Z(M)) = Z,(E(M)). 

g) Es inmediato •. 

COROLARIO 1.3 

Supóngase que un submódulo N ::; M, paxa A1 E R - Mód satisface las siguientes 

condiciones: 

i) Z(M/N) = {O}; 

ii) N n Z(M) S, N, 

entonces N = Z,(M) 

Demostración: 

x E Z(M) '* An(x) S, R, Y An(x) S (N: x) S R, por tanto (N : x) S, R. Como 

Z(M/N) = {O}, entonces x E N, por lo que Z(M) :S N. Por otro lado, N = N : por 

ii) Z(M) = N n Z(M) S, N Y por f) del Corolario 1.2, tenemos que Z,(M) es el más 

pequeño submódulo (e.c.) deMquecontieneaZ(M) asíZ(M) S, N,yZ(M):S, Z,(M), 

además z,(M) S N = N, por tanto Z,(M) S, N, como Z,(M) es el submódulo esencial 

más pequeño que contiene a Z(M), entonces N = Z,(M) •. 

Algunas de las propiedades concernientes a las Imágenes y Núcleos de morfismos 

entre módulos son dadas en los siguientes lemas. El hecho de que la imagen inversa de 
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un submódulo ffiencial es también un submódulo esencial será utilizado en dichos lemas. 

LEMA 1.2 

Supóngase que L :::;e M, con N, M E R- Mód, Y sea f : M -- N un morfismo de 

R-módulos con Z(N) ~ f(L), entonces 

i) f(L):Se f(M); 

ii) Si C :S N, es un submódulo (e.c.) de N con f(L) ~ C, entonces f(M) ~ C; 

iii) Si Z(N) = {O}, entonces Ker(f):S M es (e. c.) en M y Z,(M) ~ KeT(f). 

Demostración: 

i) Sea f(x) E f(M), f(x) distinto de cero, por lo que x # O. Como L :Se M, entonces 

[= (L: x) :Se R, así Ix <;:; L, por lo que f{Ix) ~ f(L). Si [f(x) # {O}, ya acabamos, 

pues O # T f(x) E f(L) para alguna TE [. Si [f(x) = {O}, entonces f(x) tiene anulador 

esencial en el anillo, por lo que O # f(x) E Z(N) ~ f(L). 

ii) Sabemos que Z(N) ~ f(L) sea pues f(x) E f(M). Afirmamos que f(x) E C. Como 

f(D) :Se f(kI), entonces (f(L) : f(x)} :Se R, y f(L) :Se f(L) + Rf(x). 

Por lo t.anto f(x) E f(L) =n (Ca :S N I Ca es (e.c.), f(L) <;:; Ca} :S C. Por lo tanto 
o 

f(x) E C. 

iii) Si KC7-¡~, K:S M, y x E K, entonces (KeTf :x):Se R, pero (KeTf :x) = 

(r E. R I ,-¡(x) = O} = An(f(x)). Por tanto f(x) E Z(N) = {O}, así que f(x) = O, por 

lo que x E Ker(f). Por lo tanto KeT(f) = K es (e.c.) en M. 

Ahora afirmamos que Z(M) ~ Ker(f), pues si x E Z(M), entonces An(x) :Se R, y 

como An(x) ~ An(f(x)), entonces An(f(x)) :Se R. Por lo tanto f(x) E Z(N) = {O}, 

así que x E Ker(f). Por lo tanto, la afirmación se cumple. 

Como K eT(f) es (e.c.), Z(M) ~ K er(f) y Z,(M) es el más pequeño de los submódulos 

esencialmente cerrados de M, que contiene a Z(M) tenemos que Z,(M) <;:; K er(f) •. 

COROLARlO 1.4 

Supóngase que M, N E R - Mód y H :S N es tal que f : E(M) ~ N es un 

morfismo de R-módulos con ZN ~ f(M) y f(M)nH = {O}, entonces f(EM)nH = {O} . 
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Demostración: 

Consideremos la inclusión i : Al --t E(M). i es un monomorHsmo esencial por lo 

que M S. E(M). Por el Lema 1.2, parte i), se tiene que f(M) S. f(E(M)), por lo 

que si f(E(M)) n H i' (Ol entonces existe O i' f(x) E f(E(M)) n H, para alguna 

x E E(M). Por la esencialidad de f(M) en f(E(M)) existe rE R tal que rf(x) i' a y 
,-¡(x) E f(M). Pero rf(x) E H de donde se sigue que a i' f(x) E f(M) n H, lo que 

contradice la hipótesis. Por lo tanto f(E(M)) n H = {a} .. 

COROLARIO 1.5 

Sean M, N E R - Mód tal que M es inyectivo y no singular, entonces: 

COROLARIO 1.6 

Si Z(M) S E< ;;; M, para M E R - Mód Y E< es un submódulo invariante de M, 

entonces J( :5 A1 es también un submódulo invariante de M. 

Demostración: 

Sea f E Endn(M). Probaremos que f(E<) <;; K. Tomemos O i' f(x) E f(K), como 

x E K =O> (I< : x) S. R, basta probar que (K: f(x)) S. R. 

Afirmación: (K: x) <;; (E< : f(x)). 

Si r E (J{ : x) entonces rx E K. Como K es invariante, entonces f (rx) E K. De 

donde r f(x) = f(rx) E K. Por lo tanto r E (K : f(x)), por lo tanto (I< : f(x)) S. R. 

Por lo tanto f(x) E K •. 
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Capítulo 2 

REPRESENTACIÓN DE TRAZAS. 

El principal objet.ivo de este Capítulo es el de establecer, algunas de las propiedaes de 

los R-módulos izquiedos inyectivos y no singulares con respecto a la traza de un par de 

R-módulos, y dar una descomposicion de un R-módulo inyectivo no singular A, como 

suma directa de la cápsula inyectiva de la traza de B en A, cen el rechazo de A en la 

cápsula inyectiva de B, para B un módulo no singular ( Corolario 2.3). 

LEMA 2.1 

Sean M E R-Mód, y A S, B S M, A' S, B' S M, Y {a} 1< AnA', entonces 

AnA'S,BnB'. 

Demostración: 

Sea N S B n B', N 1< {a}, dado que A S, B se tiene que N n A 1< {a}. Como 

A' S, B' tenemos que (N n A) nA' 1< {a} •. 

TEOREMA 2.1 

Sean A, BE R - Mód, Z(B) = {al, supóngase que {al 1< v S trA(E(B», entonces 

existen O 1< a E A, Y O 1< b E B, tal que Ha ~ Rb S V. Por lo tanto An(a) = An(b). 

Demostración: 

Sea 01< {3 E V, entonces (3 = 91(al) + ..... +9n(a,,), cen a; E A, 9. E HomR(A, E(B)), 

para todo i E {l, ... ,n}. 
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Afirmación: Podemo$ elegir a 0# {3 E V n B, con (3 = gi(a;) , para algulUl ai E A, Y 

g¡ E HOffiR(A, E(B)). 

Ahora demostraremos la afirmación. Como E(V) 'Ó E(B), entonces E(B) = E(V) 6) 

Q, con Q 'Ó E(B), (pues todo módulo inyectivo es sumando directo de Cllda módulo 

que lo contiene). Sea f: E(B) ~ E(V) 6) Q, la proyección en E(V) seguida de la 

inclusión en E(B). Así (3 E V 'Ó E(V), con f({3) = {3 # O. Por otro lado O # (3 = 

f(gl(a,)) + ... + f(gn(a,.)), por tanto f(gi(o.;)) # O para alguna i E {l, ... , n}, y por la 

esencialidad de B en E(B) podemos escojer a O # (3 = f(gi(ai)) E V n B. Ahora por la 

inyectividad de E(B), gi se puede extender a g; : E(A) ~ E(B), tal que íj; IA= gi· 

Por el Corolario 1.2, se tiene que Z2(B) = {O} , por el Lema 1.2, parte iii), [( er(fíj;) es 

(e.c.) en E(A). Porlo tanto [( er(Jg;) es inyectivo, porlo que E(A) = W 6)[( erU íj;), para 

algún W 'Ó E(A). De este modo ai = w + z para algun O # w E W, y z E [( erUg;). Dado 

que A 'Ó. E(A), entonces hay un r E R, con O # rw E A. Así pues, sea O # a = rw E 

AnW, de donder{3 = rUgi)(ai) = f(gi(r(w+z))) = fíj;(rw+rz) = fíj;(r·w) + fíj;(rz) = 

fg;(a) , pues z E KerUíj;). De este modo tenemos que O # r{3 = fg;(a) es distinto de 

cero, pues E(A) = W 6) [( er(fíj;), y como ¡íj; es un monomorfismo restringido a W y 

a E AnW, tenemos que ¡g;(a) # O. Por lo tanto si b = r{3, tenemos que An(b) = An(a). 

Por lo tanto Ra ~ Rb 'Ó V n B 'Ó V •. 

COROLARlO 2.1 

Sean A, BE R - Mód, Z(B) = {O}. Para un subconjunto S ~ A x B, definimos: 

SB = {Rb I existe a E A tal que (a, b) E S} , entonces existe un subconjunto S de 

A x B que satisface las siguientes condiciones: 

a) El conjunto transpuesto de S constituye una función. 

b) Para toda (a, b) E S, An(a) = An(b), por tanto Ra ~ Rb. 

e) SB = 6) (Rb I existe a E A tal que (a,b) E S). 

d) SB"'Ó. trA(E(B)). 

Demostración: 

Sea 1: = (S ~ A x BIS satisface las condiciones a),b) y el}. Como primera obser-
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vación tenemos que L '" <p, pues por el Teorema anterior, existen O '" o E A,O '" b E B, 

tales que Ro 9! Rb, por lo que So = {(a, b)}, satisface las condiciones a),b) y c). 

La condición de que el conjunto transpuesto de So es una función se cumple ya que 

80 tiene sólo a un elemento. Una segunda observación es que .r junto con la relación de 

inclusión (1:,~) constituye un conjunto parcialmente ordenado. Una siguiente observa

ción es que (L, <;:) satisface las hipótesis del Lema de 2orn. A continuación probaremos 

este hecho. Sea e = {Sa}ae! para algún conjtll1to de índices J, una cadena de elementos 

de r. Probaremos que e está acotada superiormente por S = U So, con So E L. Es 
oEI 

claro que S es una cota superior para e, por lo que sólo resta probar que S E 1;. 

a) se cumple ya que si (a¡,b),(a"b) E S, entonces (a¡,b) E Sao(a"b) E S~ para 

algún ct,{3 E J. Como e es una cadena t.enemos que Ser ~ Sp Ó So d Sfj_ Sin pérdida 

de generalidad supongamos que So <;: S~, por lo que (a¡,b), (a"b) E S~ y como el 

conjunto transpuesto de S{3 es una función tenemos que al = a2. Por lo tanto el conjunto 

transpuesto de S es una función. 

Ahora como (a,b) E S=> (a,b) E So para algún ex E 1, tenemos que Ro. 9! Rb, lo que 

implica que S satisface la condición b). 

Para ver que S satisface la condición c) tenemos que probar que: 

S8 = El){Rb I (a,b) E S}. 

Sea pues O = r¡b¡ + .... + r nbn1 una combinación lineal igual a cero con elementos de 

S8. Sabemos que hay un¡J tal que b, E S~ para todoi = 1, ... ,11.. Así O = T¡b¡+ .... +Tnbn E 

(S~)8 = El) {Rb I (a,b) E S~}, lo que implica que, 

0= T¡ = T, = ... = rn. Por lo tanto S8 = ff!{Rb I (a,b) E S}. 

Por lo tanto (L, <;:) tiene máximos. 

Sea S uno de tales máximos de (L, <;:). Es claro que S cumple a),b) yc), por lo que para 

probar el Corolario sólo resta probar d) es decir que S8 ~, trA(E(B)). Por el Teorema 

2.1, se tiene que si {O} '" V ~ tr A (E( B)), entonces existen O '" a E A, O '" b E B tales que 
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Ra s; Rb. Si (a,b) E S, entonces b E S8 n V'" {O} ,de donde se tiene el resultado. Si no 

hay una pru·eja (aj, b) E S, entonces S U ((aJ , b)} E .l, lo cual contradice la maximalidad 

de S, por lo tanto siempre hay una pareja (a,b) E S, y por tanto S8 n V'" {O}, por 

tanto S8 Se trA(E(B)), lo cual concluye la prueba del Corolario •. 

Una version muy utilizada posteriormente al Corolario anterior queda establecida en 

el siguicnt.e Corolario. 

COROLARIO 2.2 

Sea B E R - Mód. Consideramos a R corno módulo izquierdo, entonces resulta que 

para el subconjunto S de R x B, ( el del Corolario 2.1) se tiene que S8 S, B. 

Delnostración: 

Por el Corolario anterior tenemos que SB :S.e tr nR(E(B)), así pues para cada elemento 

b en B no cero definimos f : R ~ E(B) dado por f(IR) = b, de este modo f E 

HOffiR(R, E(B)), y como Rb = f(R) '" {O}, se tiene que Rb n S8 '" {O} . Por lo tanto 

existe O ¡. rb con rb E S8, y por tanto S8 :Se B •. 

El siguiente Corolario es de una importancia tracendental en los posteriores Capítulos, 

en dicho Corolario se tomará B como R/Z,(R). 

COROLARIO 2.3 

Sean A, B E R - Mód 1 A, B no singulares, entonces se satisfacen las siguientes con

diciónes: 

i) E(B) = E(tr AE(B)) (j) reiE(A)(E(B)), es una suma directa de submódulos inva

rimates de E(B), en partícular. 

ii) Si E(B) = E(trAE(B)) al Q, entonces trE(A)(Q) = {O} Y Q = reiE(A)(E(B)) es 

único. 

iii) HOffiR [E(trAE(B)),reiE(A)(E(B))] = {O}. 

Demostración: 

Una primera observación es que E(tr AE(B)) = E(trE(A)E(B)), lo cual se sigue del 

hecho de que trA(E(B))::;. trE(A)(E(B)), (Corolario 1.5). 
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Afirmación 1: 

rejE(A)(E(B)) es inyectivo. 

Para probar está afirmación tenemos que rejEAEB = n {K erh I h E HOffin(EB, EA)) 

y por el Lema 1.2, tenemos que Ker(h) c:;; E(B) es (e.e.), pues Z(E(B)) = {O}, por lo 

tanto Ker(h) es inyectivo pues ya no tiene extensiones esenciales dentro de E(B), por lo 

que Ker(h) es (e.c.), e inyectivo. 

Por el Colorario 1.1, tenemos que n {Ker(h) I hE HOffin(EB,EA)) = rejEA(EB), 

es inyectivo1 lo cual prueba la afirmación l. 

Afirmación 2: 

rejE(A)(E(B)), Y trA(E(B)) son submódulos invariantes en E(B). 

Sea J E Endn(E(B)), y x E rejE(¡)(E(B)), para probar que rejE(A)(E(B)) es inva

riante bast.a probar que J(x) E rejE(A)(E(B)). Pero si h E HOffin(E(B),E(A)) entonces 

t.enemos que la composición de morfismos (h o f) E HOffin(E(B),E(A)), Y con x E 

rejE(A)(E(B)) se tiene que (h o f)(x) = h(f(x)) = 0, por lo tanto J(x) E rejE(A)(E(B)). 

Nuevamente sea f E Endn(EB),yx E trA(E(B)),probaremosquef(x) E trAE(B)). 

Pero x es de la forma x = 91(a¡) + .... + 9n(a,,) con 9. E HOffin(A,E(B)), a.; E A, a 

continuación observamos que (f o gil es un morfismo de A en E(B) para toda i = 1, ... , n, 

y t.enemos que f(x) = (f o 91)(al) + ... + (f o 9n)(a,,) , con (f o 9')(a.;) E E(B), y por lo 

t.ant.o f(x) E E(B). 

Entonces rejE(A)(E(B)), Y trA(E(B)) son submódulos invariantes en E(B). 

Afirmación 3: 

E(tr AE(B)) :S E(B), es un submódulo invariante. 

Nuevamente sea f E Endn(EB). Por las afirmaciones 1 y 2 tenemos que f(trAE(B)) c:;; 

E(trAE(B)). Por el Lema 1.2, parte ii), tenemosql.le f(E(trAEB)) c:;; E(trAE(B)), pues 

E(trAE(B)) es (e.c.) en E(B). 

Ahora vemos que E(trAE(B)) :S E(B), por lo que E(B) = E(trE(B)(A)) EIJ Q, con 

Q:S E(B). 
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Afirmación 4: 

trE(A)(Q) ~ Q n E(tr AE(B)) = Q n E(trE(A)(E(B))) = {O} . 

Es claro que trE(A)(Q) :S Q, porlo que trE(A)(Q) ~ trE(A)(E(B)) ~ E(trE(A)E(B)) = 

E(tr AE(B)), por lo tanto tenemos que la afirmación es cierta, de donde concluimos que. 

trE(A)Q = L (J(EA) I f E HOffin(EA, Q)} = {O}. Por lo tanto HOffin(EA, Q) = 

{O} 
Como E(A) y Q son no singulares e inyect.ivos, entonces HOffiR(Q, E(A)) "" {O}, Q 

es no singular pues Z(Q) = Q n Z(E(B)) = Q n {O} = {O}, Y como un sumando directo 

de un módulo inyectivo es inyectivo, se tiene que Q es inyectivo. Ahora consideramos la 

siguiente sucesión exacta en R - Mód : 

o ~ Z(Q) ~ Q ~ Q/Z(Q) ~ O 

Por ser Q inyectivo la anterior sucesión induce la siguiente sucesión exacta aplicando 

el funtor HOffin( __ , E(A)): 

De donde la anterior sucesión queda O ~ HOffin(Q, E(A)) ~ O, Y por ser exacta, 

tenemos que HOffin(Q, E(A)) = {O}. Por lo tanto Q ~ rejE(A)(E(B)). 

De todo lo anterior tenemos que para probar i) y ii), basta probar que E(trAE(B)) n 
rejE(A)(E(B)) = {O}, lo que es una consecuencia inmediata de iii), por lo que para 

terminar de demostrar el corolario sólo resta probar iii). 

Prueba de iii) Si no fuera el caso de que Hornn [E(tr,E(B)),rejE(A)(E(B))] = {O}, 

entonces existe O 'f f E [E(tr AE(B)), rejE(A)(E(B))] . Por el Lema 1.2, parte iii), te

nemos que [(eT(J) ~ E(trE(B)(A)), lo que implica E(trAE(B)) = [(eTU) 6l T, para 

algún T:S E(trAE(B)). Si x E T entonces f(x) 'f O, con f(x) E rejE(A)(E(B)), por lo 

que An(x) = An(J(x)) pues f restringido a T ( f Ir) es un monomorfismo, de donde 

R.x ~ Ry, Y = f(x). 

Por la esencialidad de trAE(B) en E(trAE(B)), se tiene que existe TER tal que 

O 'f TX E trAE(B) con f(TX) 'f O, Y An(Tx) = An(f(Tx)). Así si TX = 0, f(TX) = (3 
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"'=':!h'tH'(~ RC'l ~ Rf3, Y por el Teorema 2.1 aplicado a R{3::; trAE(B) se sigue que, existen 

~ " E A,O i b E B, tales que Ra ~ Rb ~ R{3, con An(a) = An(b), de donde se tiene 

c~::" AIl(a) = An(s{3) para algún s E R. Por lo tanto An(a) = An(s{3) = An(sO'), de 

-:-':::1(' 11 lodo tenemos que definiendo el morfismo SC'l --+ al éste se extiende a un morfic.¡mo de 

E, il) ~ E(A), porla inyectividad de E(B),lo que no es posible pues sO' E rejE(A)(E(B)). 

P,>r 1 .. tanto [E(trAE(B)),rejE(A)(E(B))] = {O} ,lo que concluye la prueba de i), ii) Y 

:.'.:' •. 
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Capítulo 3 

TEOREMAS DE ESTRUCTURA. 

En este Capítulo se dará una relación de orden, en la Clase de los módulos inyectivos no 

singulares que dará pie a una relación de equivalencia, que permitirá dar una partición 

de los R-módulos inyectivos no singulares en clases de equivalencia, las que resultan bien 

portadas, respecto de los teoremas técnicos que se dieron en el capítulo anterior. 

Además veremos que la colección de las clases de equivalencia constituyen Ulla Retícu

la Booleana Completa. Así mismo se dará un teorema de estructura, que nos permitirá 

descomponer cada módulo inyectivo no singular en suma directa de un módulo continuo y 

un módulo discreto. Esto nos servirá para dar una descomposición de la retícula formada 

por las clases de equivalencia. 

Sea C z = {A E R - Mód 1 Z(A) = {O}}, la clase de todos los R-módulos izquierdos 

no singulares. 

Definimos la relación A ex: e, para A, e E e z, como sigue: 

A ex: e {;;;::;} A se puede sumergir en la cápsula inyectiva de una suma directa de 

copias de e. 
Es decir que A ~ E( El) e) = E(e(l)), para algún conjunto de índices l. 

aE/ 

Definición: Diremos que un conjunto X, junto con una relación " ........ " es un casi-orden 

si: 

" ........ " es reflexiva y transitiva con rrepecto a los elementos de X. 
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Lema 3.1 

(C z, 0:) es un casi-orden. 

Demostración: 

Primero probaremos que " ex: 1> es reflexiva.. Sea A E e Z I entonces tenemo..c; que 

A ~ E(A). Por lo tanto A o: A. 

Ahora veamos que" ex: n es transitiva, sean A,B,e E C z tal que A ex: B, y B ex: C. 

Por hipótesis A ~ E( E9 Bl. B ~ E( E9 e), de donde B ~ E( E9 e) "" E9 B ~ E9 
peJ peK {JeK aeJ aEJ 

(E( E9 e)) ~ E( E9 (E9 e)), la ultima contención se da por un resultado de la Teoría 
(JeK aEJ fJeK 

general de Módulos que dice que la suma directa de cápsulas inyectivas de módulos, está 

contenida en la cápsula inyectiva de la suma de los módulos. De este modo tenemos 

A ~ E( E9 B) ~ E( E9 (E9 e)). Por lo tanto A o: e •. 
PeJ aEJ {JEK 

Con base en lo anterior definimos la siguiente relación en e Z I sean Al B E e z, diremos 

que A '" B .;::::::> A ex: B, Y B ex: A. Por la misma definición se tiene que " rv l' es de 

equivalencia. 

Para A E C z , denotaremos la clase de equivalencia de A por [A] = {B E C z I A ~ B}, 

a tales clases de equivalencia las llrunaremos Clases del Tipo pequeño. 

Denotaremos S( R) = {[A]' [B], ....... } a la clase de todas las clases de equivalencia 

del tipo pequeño [A] ,[B], ..... para un anillo R. Ahora definimos una relación para las 

clases en S(R). Si [A] ,[B] E S(R), diremos que [A] ::; [B] <=} A o: B, para algunos 

(equivalentemente para todos) A E [A],y B E [B]. Una primera afirmación es que 

(S(Rl.::;l. es una clase parcialmente ordenada. 

Demostración (de la Afirmación): Que u :s l' es reflexiva, es inmediato. 

Probemos que" ::; " es anti-simétrica, por demostrar [A] ::; [B], y [B] ::; [A] "" [A] = 

[B]. 

~J Sea e E [A], entonces e o: B, para todo B E [B], y B E [B], implica que B o: A, 

para todo A E [A], de donde se tiene que e E [B], la otra contención es análoga y por 

lo tanto [A] = [B]. También que" ::; " es transitiva se sigue de lo anterior. 

Otras observaciones son las siguientes [A] = [EA], también O = [O] ::; [A], para toda 
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{Al E S(R), y si A S, B '* {A] S {BI· 

Como un paréntesis mencionaremos que la clase parcialmente ordenada (E(R),:S.) in

duce una retícula. Dicha retícula, abusando un poco de la. notación, la llamaremos S(R). 

Para {Al, {BI E S(R). Denotaremos {AIi\{BJ = inf {[AJ, [B]}, Y [AJV[BJ = SliP {[AJ, [B]} 

al ínfimo y al supremo de {[A], [B]} en S(R) respectivamente. Más adelante veremos que 

B( R) es un conjunto el siguiente lema nos servirá para más adelante poder garantizar 

que S(R) es una retícula completa. 

LEMA 3.2 

Si {[AyJ I "1 E r} es un conjunto, entonces se cumple: 

i) V IAol = 1$ (Ay)J ; 
o o 

ii) Existe i\ [AoJ E S(R) 
o 

Demostración: 

i) Por definición, Slip {[AoJ I "1 E r} =V [AyJ ' además {AJ S {BJ '* {AJ V {BJ = {BJ, 
o 

para {AJ, {BJ E S(R), de este modo primero probaremos que IAoJ S 1$ (Ao)], para 
o 

toda "1 E r. Sea Ay E {AoJ Y obsérvamos qlle Ao <;;$ (Ay) <;; E( $ (A,)), por lo tanto 
o o 

Ao ex $ (A,). , 
Ahora si existe [L] E S (R) tal que {Ayl S IL] para todo "1 E r, entonces Ao ex L, para 

A, E IAo]' LE {L], por lo que Ao C;; E( $ L) para todo "1 E r, y para algún conjunto de 
1, 

índices lo. De lo anterior tenemos ($ (Ao)) <;; E( $ ($ (L))), por tanto {$ (Ay)] S L . 
.., ., l., .., 

Por lo tanto [$ (Ay)J. es la mínima cota superior del conjunto {lAo] I "'1 E r}, de donde , 
concluímos la primera parte del Lema. 

ii) Sea S la siguiente clase: S = ([BI E S(R) I {BJ S [Ay], 1/ ""( E r) . 

Observamos que cada lB] E S es de la forma IBJ = {CI, donde C <;; E( $ Ay), por 
o 

lo cual S es un conjunto. Como [OJ E S, entonces S ,;, 4>. Por i), sup S existe, dado 

que Slip S = V {S~J = {$ Sp], para algún conjunto J. Como {S~J S IAo]' 1/ ""( E r, 
(30 (JO 

entonces S~ <;; E( $ Ao)' para cualesquiera representantes de {S~J, y [Ao]' entonces 
1, 

($ S~) C;;$ (E( $ Ay) <;; E( $ (E( (j) AoJ)). Por lo tanto Slip S S {AoJ para todo 
11 ..., Ip .., Ip 

""( E r, y por definición, Slip S resulta la mayor cota inferior del conjunto {[AyJ I ""( E r). 
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&; decir, Sup S =A [A.,], y por lo tanto A [A.,] existe •. 
7 7 

LEMA 3.3 

Sean A, B E R - Mód, Z(B) = Z(A) = {O}, A inyectivo con e ~ E(A(I»), para 

algún conjunto de índices 1, entonces e ~ E[(trcA)(I)]. En particular si [e] :o: [A], 

entonces [el :o: [trcAI· 

Demostración: 

Sea 7r¡ ; A{l) ...... A, la i-ésima proyección, y sea Pi: A(l) n e --+ trc(A), la restricción 

y correstricción (donde la correstriccion es restringir a la imagen) de 1f'i. 

El morfismo Pi se puede correstringir a trc(A), pues Pi se puede extender a un mOf

fismo Pi de e en A, pues A es inyectivo. 

CnA(l) ~ A(l) ~ A 

L /fi, 
e 

Esto nos permite extender a un modismo p entre: 

p: en A(I) --> (trcA)(1) dado por. 

Xi -----t ~ tal que: 

¡;J;J(j) = ó,.;p,(x;). De este modo vemos que p así definida es monomorfismo: pues 

si x E Ker(p) , entonces p(x) = O, de donde ~(j) = ó'4P,(x;) = O, para toda i E l. 

Por lo tanto x, = O para toda i El. Por lo tanto x = O. 

Luego Afirmamos que en A(l) ~e C. 

Para demostrar esta afirmación tomarnos O f x E e, entonces O f x E E(A(I») 

y como A(I) :0:. E(A(I»), se tiene que existe r E R tal que O f rx E en A(l). Por 

(*) y la inyectividad de E«trcA)<I»), se tiene que p se extiende a un monomorfismo 

7i: e --> E«trcA)(I»). 

25 



(*) Si f : L ~ M es un monomorfismo esencial y h o f es monomorfismo. Entonces h 

es monomorfismo. 

Para probar esto, consideremos h: M ~ K, como {O} = Ker(h o J) = (Im(L) ~ 

L) n Ker(h). Por la esencialillad de L, se tiene que h es monomorfismo •. 

LEMA 3.4 

Si Al B E R - Mód, A, B inyectivos y no singulares. Entonces se cumple: 

i) [trBA] = [trAB] 

ii) [trAB] S [A]. 

Demostración: 

i) Sean S ,-; A x B, y S" como en el Corolario 2.2, Y (a, b) E S arbitrario. Así tenemos 

que Hb ~ Ha 

Obscrvémos que podemos identificar a Ra con un submódulo de trB{A). Est6 es claro 

observando el siguiente diagrama utilizado la inyectividad de A: 

~L /h 

Hb 

Donde h es la extención de Rb ~ Ra en .4. De esté modo tenemos una inclusión 

naturaL 

El) Ra!::::' El) trB(A). 
(a,b)eS (a,b)ES 

Del mismo modo tenemos una inclusión nat.ural de: 

El) Rb --.!.... trA(B). 
(a,b)ES 

As! pues en el siguiente diagrama todas las flechas (exepto la punteada) son las in

clusiones naturales correpondientes. Por tanto monomorfismos1 además el diagrama con-

muta: 
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9) Rb ~ 9) Ra ~ al trB(A). 
(o,b)ES (a,lIlES (a,b)ES 

! i ! 

trA(B) .. ··· .. ·•····· .. --> E( 9) trB(A)) 
(a,b)eS 

Donde cp o i es el igual a aplicar las inclusiónes: 

9) Rb --> 9) Ra ~ 9) trB(A) --> E( el trB(A)). 
(a,lileS (a,bJeS (a,bJeS {(I.,b)eS 

El mor!ismo 'P existe por la inyectividad de E( el tr B (A». 
(a,bJES 

Ahora tenemos un monomorfismo de el R ~ E( el tI' B (A)) que es la com-
(a,b)eS (a,bles 

posición de las inc1usiónes: 

al Rb --> el Ra ~ el trB(A) --> E( el trn(A». 
(n,bles (a,bJES (n,blES (a,bJes 

Por el Corolario 2.2, tenemos que E9 Rb = SB :S.e trBA, por lo que cp o i es 
(a,bJES 

un monoIllorfisruo con i monomorfismo esencial. por (*) de la demostración del Lema. 

3.3, se tiene que 'P es monomorfismo. Por lo tanto trAB ::: E( 6J (trnA». Por lo 
(a,b)eS 

t.anto [trAB] ::: [trBA]. De manera similar se prueba que [trBA] ::: [trAB]. Por lo tanto 

[trBA] = [trAB]. 

ii) Sabemos que trBA ::: A ::: E(A), lo que implica que [trBA] ::: [A], por i), se tiene 

que [trBA] = [trAB] ::: [A] •. 

COROLARIO 3.1 

Sean A, e E R - Mód, A, e inyectivos y no singulares, si [e] ::: [A] , entonces [e] = 

[tre A]. 

Demostración: 

Por el Lema 3.3, [e] ::: [treA]. Por el Lema 3.4, [treA] ::: [e], de donde se tiene el 

resultado •. 
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LEMA 3.5 

Para A, B, e E R - Mód, A, B, e, inyectivos y no singulares si [e] ~ [A] , entonces 

treB ~ E(tr AB), por lo que en particular [treB] ~ [trAB]. 

Demostración: 

Por hipót.esis, e ~ E(A(I), para algún conjunto de !ndices l. Es suficiente mostrar 

que si h E Homn(e,B), entonces h(e) ~ E(trAB) ~ B. As! pues, observemos los 

siguientes diagramas: 

e --'--. E(A(l) 

h '\. /ii 
B 

en A(l) --'--. A(1) 

hienA'" '\. / h lA'" 
B 

Por la inyectividad de B tenemos que existe h : E(A(1» ~ B, tal que h le= h. 

Ahora consideremos las restricciones de h y h, como en el segundo diagrama, de este 

modo tenemos h( en A(1» ~ tr A B. Por el Lema 1.2, i) yel hecho de que en .4(1) ~. e, 
se sigue que h(e n A(l) ~,h(e), por lo que: 

h(e n A(1» ~ h(e) 

¡ ¡ 

trAtE) ~ E(trA (B» 

Por lo tanto h(e) ~ E(trAB) •. 

COROLARIO 3.2 

Si B E R - Mód, es no singular e inyectivo, entonces el mapeo: 

tr( __ ) (B) : S (R) ~ S (R), dado por: 

tr( __ ) (B) ([A]) = [trA (E)] para [A] E SeR), y A cualquier representante de [A] , es 

un mapeo que preserva el orden. 

Demostración: 

Sean pues [e], [A] E SeR), tal que [e] ~ [A], por el Lema anterior se tiene que 

tr(_) (B) ([e]) = [treB] ~ [trAB] = tr(_) (B) (lA]). 
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LEMA 3.6 

Sean A, B E R - Mód, inyectivos y no singulares, entonces se tiene que: 

i) [A) A [B) = [trAB) = [tr8A), en particular ; 

ü) [A) A [B) = [(OH = O = Homn(A, B) = {O} . 

Demostración: 

Por el Lema 3.4 parte i), [trAB) = [tr8A), Y [trAB) :o; [B), [trAB):O; [A), (la última 

desigualdad es por el Lema 3.4 parte ii)), entonces es claro que )trAB) es una cota inferior 

para ([A), [B)}. Afirmamos que es la máxima cota inferior. 

Sea [e) E E(R) una cota inferior para ([A), [B)} , como [e) = [Ee) ,por el Corolario 

3.1, se tiene que [C) :o; [treB) ....... (l). 

Como [C) :o; [A), Y tr(_l (B) es un mapeo que preserva el orden (Corolario 3.2), se 

tiene que [treB) :o; [tr AB) ....... (2). 

De este modo por las desigualdades (1) y (2) tenemos [C) :o; [trAB) , lo que implica 

que [A) A [B) = [tr8A) = [trAB). 

La prueba de ii) es inmediata de el último corolario del Capítulo 2 y de las definiciones •. 

LEMA 3.7 

Sean A, B, CE R - Mód, no singulares e inyectiV05, entonces se cumplen las siguien

tes condiciones: 

i) trA (B 6) e) = (trAB) 6) (trAe); 

ii) [A) A ([B) v [C)) = ([A) A [B)) v ([A) A [e)). 

Demostración: 

i) Sea x E trA (B 6) C), entonces x = !t(a,)+ .... + Jn (a,,) , con Ji E Homn(A, BGJe) y 

a¡ E A. Como /;(a¡) E BGJe para toda i = 1, ''', n, entonces Ji("') = b;+e;, para algunos 

bi E B, e; E e (únicos), de este modo tenemos que x =t bi+ t e;. Considerando el 

siguiente diagrama : 

¡Ji 

A 
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Tenemos que b¡ = "Bf¡(a¡), Y c; = "cf¡(a¡). Por lo que: 

" " x =L: "nf¡(a¡)+ L: 1rcf¡(a¡)· 
i=l i=l 

" " Con L: 1rnJ;(a¡) E trAB, L: "cfi(a.) E trAe, por lo tanto x E (trAB) e (trAe). 
i=l 1=1 

Por lo que trA (B EIl e) ~ (t.·AB) EIl (trAe). 

Para probar la otra contención, tomarnos x E (tr AB) EIl (trAe), entonces x = hIta,) + 

+ h"(a") + 9,(a'.) + ... + 9m(a:,.), con h¡ E Homn(A,B), 9¡ E Hornn(A,e), 

Como antes, observemos el siguiente diagrama: 

A 

Así x = [iBh,(a¡) + ... +iBh,,(a")) +!ic9,(a'.) + ... +iC9m(a:,.)]. Con [inh,(a¡) + ... + 
iBh,.(a")J E trA (B EIl e) , y [iC9' (a'.) + ... + iC9m(a:,.)] E tr A (B EIl e). Por lo tanto x E 

trA (B EIl e). 

ii) Por el Lema 3.2 y Lema 3.6, tenemos [A] A ([BJ V [e]) = [A] A [B EIl e] = 

[trA (B EIl e)] = [trAB EIl trAe], por otro lado ([A]A[B]) v ([A] A [CJ) = [trAB]v[trAe] = 

[trBA EIl trcA] •. 

LEMA 3.8 

Si B E R - Mód es no singular y R = R/Z,(R), entonces se cumplen: 

i) [B] = ¡~BE(R)] ; 
ii) [B] ~ R]. 

Demostración: 

Por el Corolario 1.5, trBE(R) ~. trE(B)E(R), por lo cual [trBE(R)] = [trE(R)E(R)]. 
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Dado que R tiene identidad, entonces se cumplen las siguientes identidades: (tr Eñ B) = 

B(B) - trE(R)E(B), por el Lema 3.6, [BI = [trE(¡¡)E(B)1 = [trE(B)E(R)1 = [trIJE(R)), 

poroto tanto [B] = [trE(B)E(R)] $ [E(R)] = [R] •. 

COROLARIO 3.3 

Si A E R - Mód es no singular, entonces existe un submódulo Q $ R = R/Z,(R), 

tal que [A] V [Q] = [R], y [A]" [Q] = [{O}] = O. 

Demostración: 

Por el Corolario 2.3, podemos descomponer a E(R) = E(tr AE(R)) Gl rejE(A¡E(R), 

por el Lema 3.8, tenemos que [A] = [trAE (R)]. Sea Q = rejE(A)E(R), es claro que Q 

... definido cumple las condiciones del corolario •. 

COROLARIO 3.4 

Si R es un anillo, entonces (E(RL:S, V,A, 0,1 = [Rl) , es una retícula Booleana com-

pleta. 

DEFINICIÓN 

Para un R-módulo no singular A, su clase de equivalencia [A] E 3(R). 

Definimos [Af E 3(R) como [Af = [QI, donde Q es como en el Corolario 3.3. 

Además por la prueba de! Corolario 2.3 Q, es único. A [A]G le llamaremos el complemento 

de [A] en 3(R). También [Af = [R n Q] = [rejE(A)E(R)] = [rejE(A)R]. Para probar la 

última igualdad, basta probar que rejE(A)R $, rejE(A)E(R). 

Sea pues {O} # h E rejE(A)E(R). Por la esencialidad de R en E(R), existe r E R tal 

que O # Th E R. Abora sea 9 E HomR(R, E(A)) , por la inyectividad de E(A) y la no 

singularidad de R, se tiene que existe un único morfismo 9 E HomR(E(R), E(A)), tal 

que gl¡¡= g, por lo tanto g(Th) = g(Th) = Tg(h) = rO = O, por lo cual rh E Ker(g), y 

como 9 fue arbitrario tenemos que rh E rejE(A)R, lo que termina la prueba. 

DEFINICIONES 

a) Si M E R - Mód, diremos que M es uniforme, si cada vez que {O} # H, {O} -¡. 
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K, H, K E Subn(M), se tiene que HnK t- {O} . Equivalentemente, si todo submódulo 

no cero de M es esencial en M. 

Por ejemplo, el anillo de los números enteros visto como módulo sobre si mismo es 

uniforme. 

b) Un R-módulo izquierdo M es discreto si Af contiene esencialmente una suma 

directa de submódulos uniformes, es decir EH Vo :Se M, para algún conjunto de índices 
aEI 

1 y Ua uniforme para todo Ct E l. De ffita definición es claro que todo módulo uniforme 

es discreto. 

e) Diremos que un R-módulo izquierdo M es COTI.tinuo, si A1 no contiene submódulos 

uniformes. 

Por ejemplo, si ~ es el grupo de las congruencias en los enteros módulo 2. Es decir 

z., = Z/2Z, y Xo es el cardinal de los números naturales. 

Consideremos a Z~o y Z~xo). El producto directo externo y la suma directa externa 

de Xo copias de Z2 respectivamente. 

Sea M = Z~o /71~xo). Así M es un Z-m6dulo continuo. 

De aquí en adelante A, B, e, y D representaran R-rnódulos izquierdos no singulares. 

Diremos que A es molecularmente continuo, si A es continuo y para cada submódulo 

{O} t- B $ A, B contiene un submódulo {O} t- e $ B, tal que [el E 3(R) es uu átomo. 

Al R-módulo e se le llamara átomo continuo. Diremos que un R-módulo B es sm ¡an.do 

ó interminable si B no tiene submódulos que sean átomos continuos. 

Nota 

Como 3(R) es una retícula booleana completa, entonces las definiciones anteriores 

tienen sentido. Los átomos en una retícula son los elementos no cero mínimos (los que 

se encuentran en el primer nivel de la retícula). Es decir que un átomo en una retícula 

ya no tiene ningún elemento no cero de la retícula por debajo de él. Análogamente en 

una retícula puede haber coátomos que son los elementos máximos propios de la retícula. 

Puede haber retículas que cuales, no tengan átomos, ni coátamos. 

Por ejemplo : 
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a) Si Z es el ruüllo de los enteros y Zp_ = {[¡;il E Q/Z I p' ¡ m, p primo y k E l\l} , 
en ([1]) y ([lI]) se prueba que la retícula de submódulos de z,,- visto como Z-módulo 

izquierdo es la siguiente: 

Zp"" ........ ~ Z". ~ Z"o-. ~ ..... ~ Zp ~ O. 

Entonces en está retícula hay un s6lo átomo '4 y no hay ningún coátomo. 

b) Ahora tomemos Z(1') = {(ajb) E QI p ¡ b}. En ([1] ) se prueba que la retícula de 

ideales de Z(,,) está dada por: 

En esta retícula no hay ningún átomo, pero sí un coAtomo: a saber, pZ(p). 

En este punto también mencionaremos que a una retícula Booleana (L, v, /\/ ,0,1) se 

le puede asociar un anillo booleano L mediante las operaciones siguientes: si X, y E L, 

entonces i) x . y = x /\ y, Y ii) x + y = el complemento relativo de x /\ y en el intervalo 

[O,xVy]. 

Análogamente, a un anillo booleano L se le asocia una retícula booleana L cuyas 

operaciones de retícula son: i) inf{x,y} = x Ay = x 'y, y ii) sup{x,y} = xVy = 

x +y + (x· y). Por el Corolario 3.4, tenemos que S(R) es una retícula booleana completa, 

y por lo antes mencionado nos referiremos a 3(R) ya sea como retícula, o como anillo. 

Definrunos ahora las siguientes Subclases de S{R) ; 

Sc(R) = {[GIl G es continuo} = Sc, si el rulillo es fijo. 

Sv(R) = {iD] I D es discreto} = So. 

SCA(R) = {[Al I A es molecularmente continuo (abreviatura m.c.)} = SCA. 

SCB(R) = {[B] I B es sin fondo} = SB· 

Si N E R - Mód, diremos que N es comprimible, si dado O '" H ~ N, entonces H 

t.iene un submódulo isomorfo a N. 

33 



PROPOSICIÓN 3.1 

Si M E R - Mód es inyectivo y no singular, entonces se satisface lo siguiente: 

i) M = Ci;'BD = AE9B€BD, con e continuo, D discreto, A molecularmente continuo, 

I3 sin fondo. 

n) Si M = A' EB B' €B D', con D' discreto, A' (m.c.), B' sin fonclo, entonces A = A', B = 
B',D=D'. 

iii) A, B, e y D, son submódulos invariantes de M. 

iv) A = E( EIl {A, I "1 E r}), donde todos los ,4, SOlI átomos continuos. 

Demostración: 

Primeramente probaremos algunos lemas técnicos. 

LEMA 3.1.1 

Sean M, N E R - Mód, ambos no singulares, y H S:. N, si /,g E Homn(N, M), tal 

que / IH= 9 IH, entonces / = g. 

Demostración: 

Consideremos la siguiente sucesión exacta de R-rnódulos: 

O-tH~N~N/H-tO 

0= /-9'-, ng '/'P 

M 

Como (f - g)(lf) = {O} , entonces existe un único 'P : N,/ H ~ M tal que (f - g) = 

'P7T:, pero N,/ H es singular y M es no singular, por lo tanto 'P = O, por lo tanto (f - g) = O. 

por lo cual/ = g. 

Lema 3.1.2 

Sean M E R - Mód inyectivo y no singular, {Ma} erEl f:.::i ¡fin familia independiente 

máxima de submódulos uniformes de M, y E = E( E9 Ma ), entonces: 
oE[ 

i) E contiene a todos los submódulos uniformes de M. 

ii) E = E(¿ (U I U s: M, U uniforme.}) 

iii) E es invariante en M. 
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Demostración: 

i) Sea U ::; M, U uniforme, afinnamos que E n U 1:- O, pUffi de caso contrario se 

contradiría la maximalidad de la familia independiente, por lo tanto E( E n U) ~ E pero 

E(E n U) = E(U), como E(U) es única en M, pues por la no singularidad de U, y el 

hecho de que no hay morfismos distintos de cero entre los módulos singulares y los no 

singulares. 

Pues si E (U) Y D, fueran dos cápsulas inyectivas de U en M, entonces existe ¡ un 

morfismo de E(U) en D que hace conmutativo el siguiente diagrama: 

E(u)-.!.....D 

r r 
u!::!4u 

Por el Lema anterior se tiene que la identidad (iE(u» de E (U) en M, es igual" iD o ¡, 

donde iD es la identidad de D en M. Por lo tanto, para toda x E E (U), x = iE(U) (x) = 

iD (J (x» = ¡ (x). por lo tanto ¡ es la identidad. Por lo tanto E (U) es única. 

ii) Por i), L: (U I U:s M, U uniforme.) ~ E = E( E!l Mo) ~ L:{U I U :s M, U 
_el 

uniforme}. 

iii) Afirmamos que si U es uniforme y ¡ E EndR(M), entonces ¡(U) ~ E. Si ¡(U) # 

{O}, entonces ¡(U) '" U/Ker(J lu). Si Ker(J lu) f {O}, como Ker(J lu) :s, U, 

entonces U / Ker(J lu) '" ¡(U) es de singular, lo cual es imposible pues M es no singular. 

Por lo tanto Ker(J lu) = {O}, por lo tanto ¡(U) '" U, Y por i) de este lema se obtiene 

el resultado. 

Además por la demostración anterior como E es invariante, más aún E esta carac-

terizado por E = trE(M). Por el Corolario 2.3, E(M) = E(trE(M» E!l rejE(M), con 

trE(M), rejs(M) submódulos invariantes de M, ademas como E = trE(M) es invariante 

tenemos que E(trE(M» = trE(M), y así M = tr,,(E) E!l Q, entonces trQM = {O}, con 

Q = rejE(M). 
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LEMA 3.1.3 

Sea M E R - Mód, M no singular e inyectivo. Si {A"}1'Er es una familia indepen

diente máxima de submódulos de M, los cuale; son átomos continuos, si E = E( EB A7 ), 
r 

entonces se satisface lo siguiente. 

i) E contiene a todos los átomos continuoo de M. 

ii) E ~ (2:: (A lA:::; M, con A un átomo continuo}) 

iii) E es un submódulo inva;iante de M. 

Demostración: 

i) Sea A :::; M, tal que A es un átomo continuo, consideramos N ~ En E(A), como 

E(A) es un átomo continuo entonces N # {O}, (pues en caso contrario se contradirla 

la maximalidad de la familia (A.,},er) así como E(N) ~ E(A}, Y por el Corolario 2.3, 

tenemos que E(A) ~ E(N) El) K, para algún K :::; E(A). Si K # {O} entonces K es un 

átomo continuo con K n E = {O} , lo cual contradice el hecho de que la familia (A., },Er 

es máxima, por lo tanto K = {O} , por lo que A ~ E(A) = E(N) ~ E. 

ii) Sabemos que 2:: {A lA:::; M, con A átomo continuo} ~ E, por lo tanto 

E( 2:: (A lA:::; M, con A átomo continuo}) ~ E, por definición de E, 

E ~ E(2::{A lA:::; M, con A átomo continuo}), lo cual termina la prueba de ii). 

iii) Afirmarnos que si A es un átomo continuo, A :::; M, y J E EndR(M), entonces 

f(A) ~ E. Para probar esto nos ponemos en la situación, y como J(A) ~ M, tenemos 

que ZU(A» = {O}, por lo que KerU) lA es un submódulo esencialmente cerrado de A 

(Lema 1.2, parte iii», y por 10 tanto es inyectivo, por lo que A se puede descomponer 

como A = [( erU) lA El)H, donde H ~ J(A), De aquí se sigue que tanto H como 

J(A} son átomos continuos, y por i), !(A) ~ E. Del mismo modo que en el Lema 

3.1.1, y Lema 3.1.2, tenemos que E está determinado por E = trE(M) = E(t.·E(M», y 

E(M) = M = E(trE(M» El) rejEM, Y si M = trE(M) El) Q, entonces trQM = (O), Y 

Q=rejEM. 

Demostración de la Proposición 3.1 

Sea 1: = { (Ma}aEI I Ma :::; M, Ma uniforme, para toda 0<, y 2:: Ma = El) Ma}. Si 
aEI aEI 
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E ~ <1>, entonces M es continuo (ver más adelante la descomposición de M). Si E # </J, 

entonces definimos la siguiente relación en .E : 

Diremos que dos familias {MO}oEI' {Mp},BEJ en.c estan 17 ::::= >1 relacionadas {Ma}OEJ =:: 

{Mp}sEJ, si y solo si J <; J. Afirmamos que (E, <», es un conjunto parcialmente ordenado. 

Reflexividad. Como todo conjunto es un subconjunto de sí mismo se tiene que si 

{M"}"E/ E E, entonces {MolaE! <> {Mal aE!· 

Antisimetria. Si {Mal aE!, {MdPEJ E E, son tales que {Mal aE ! <> {Mp}PEJ Y 

{Mp}J<J <> {Mol"E!' entonces J <; J, Y J <; J, lo cual implica que el conjunto J es 

igual al conjunto J, por tanto {MalaE! ~ {Mpl PEJ ' 

1\·ansitividad. Si {M l {M l {M l a aE!' P PEJ' ',EK E E, son tales que {MalaE! <> 

{M')3EJ y {M.l pEJ <> {M,l,EK' entonces J <; J, J <; K de donde se tiene I <; K, 

por lo tanto {Mal aE ! <> {M,},EK' 

Ahora afirmamos que (1;, =::) satisface las hipótesis del Lema de Zorn. 

Sea e una cadena de familias en .t, e = { { Mo} oEIJ keJ' Sea 1 = k~J h, es claro que 

la familia Al ~ {Mp} PE! es una cota para e , por lo cual sólo resta probar que M E e, lo 

cual es consecuencia de que todas las subsumas de elementos de M son sumas directas. 

Por lo cual e t.iene máximos. Sea {Ma}aEL uno de tajes máximos. 

De este modo elegimos D ~ E( 6) Ma ). Como D es la extensión esencial de una 
aEL 

suma direct.a de submódulos uniformes de M, entonces D es discreto e inyectivo, por lo 

que /11 se descompone como M = D ffi e, para algún e ::; M, e continuo e inyectivo. 

Por las condiciónes i) y iii) de Lema 3.1.2, se tiene que D = trMD y e = rejDM, son 

submódulos invru'iantes de M. 

Ahora sea: 

9 ~ {{ A, } ,El' I A, S e, A., átomo continuo, y z= A, ~ 6) A,}. 
'TEr 'TEr 

Si ld = ciJ. entonces e es sin fondo. 

Si ld ¡:. rP, entonces definimos la siguiente relación en los elementos de 9 1 diremos 

que {A,},Er esta relacionado con {A;}6E" ( {A,},Er '" (A.l.E,,), si y solo si r <; t;,.. 

Afirmamos que (ld,~), es un conjunto parcialmente ordenado, que satisface las hipótesis 
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del lema de Zom.(La demostración de este hecho es análoga a la prueba anterior). 

De este modo, g tiene máximos. Sea {Ay} "YEr uno de tales máximos, y consideremos 

A = E( El) Ay) ~ C. Por la inyectividad de C y de A, tenemos que a C lo podemos 
,Er 

descomponer como e = A EB B, para algún B S e, B sin fondo y por construcción, A 

molecularmente continuo. Por la parte ¡ii) del Lema 3.1.3, tenemos que tanto A como B 

son invariantes y de hecho A = trAC, B = rejAC .. 

Por todo lo anterior tenemos que a M lo podemos descomponer como M = e EB D 

con e = A E9 B, e continuo, D discreto, A molecularmente continuo y B sin fondo lo 

cual prueba i) iii) Y iv) de la Proposición 3.1. 

Para probar ü) supongamos que M = (A'El)B')El)D' con A' (m.c.), D' discreto, A'El)B' 

continuo y B' sin fondo. Por el Lema 3.1.2, D = E( L {U I U <:: M, U uniforme} por lo 

que D :2 D'. Como C' es continuo entonces D = E( L {U I U ~ M, U uniforme} <;; D', 

por tanto D = D'. Además M = D EB C\ implica que el = rejDM = C. Del mismo 

modo se prueba que A = Al Y que B = B' •. 

TEOREMA 3.1 

Sea R un anillo con identidad, Z2(R) <; R el segundo submódulo singular del anillo, 

R = R/Z2(R). Si S(R) es la retícula que se le asocia al anillo, entonces se cumple: 

i) S(R) es un conjunto. 

ii) S(R) es una retícula booleana completa, con elemento mayor [R) 

iíi) S(R) es el producto directo de subretfculas convexas S(R) = Sc(R) El) SD(R), 

(y completas) Sc(R), SD(R) <;; S(R), es decir Sc(R)n SD(R) = O; Y cada elemento en 

[M) E S(R) esta dado de forma única como [M) = [C) V [D) , donde [C) E Sc(R) y [D) E 

SD(R). 

Más aún, [C) V [D) ~ [C') V [D') => [C) ~ [C') y [D) ~ [D') , con [C') E Sc(R) y [D') E 

SD(R). 

iv) Sc(R) = 8 CA (R) El) 8CB(R) es una retícula que es producto directo de las su

bretículas convexas y completas 8CA(R),8cB(R) <;; 8(R). Más aún 8(R) = (8D(R) El) 

8CA(R» El) 8 CB {R) es una descomposición de la retícula 8{R), donde 8 D {R) El) 8 CA{R) 
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es atómica y SCB(R) es sin átomos. 

v) En particular, SD(R), Sc(R) , SCA(R), SCB(R), son retículas booleanas completas 

(que pueden ser triviales con 0=1). 

Demostración: 

Por el Lema 3.8, i), es inmediato. 

ii) La prueba de esto es por el Corolario 3.4. 

iii) Si [M] = [EM] E S(R), entonces por el teorema anterior E(M) = D ElJ C con 

C = A ElJ E, con D discreto, C continuo, A (m.c.), y Esin fondo, de donde [M] = 

[C ElJ D] = [C] V [D], con [C] E Sc(R) y [D] E SD(R), ademáB trivialmente Sc(R) 

nSD(R) = {[O]} . Probaremos allOra la última afirmación de iii). 

"* J Como [D] V [C] S [D'] V [C'] = [EC'] V [ED'], entonces [D ElJ C] S [ED' ElJ EC'] , 

así D ElJ C ~ E( ElJ (E(D') ElJ E(C'))), de donde tenemos que: 
I 

D ElJ C ~ E«ElJ ED') ElJ (ElJ EC')) = E( ElJ ED') ElJ E( ElJ EC'), (por un resultado de 
I J r 1 

la Teoría general de módulos [1]. La cápsula inyectiva de una suma finita de módulos 

es igual a la suma de las cápsulas inyectivas de cada sumando) y COmo D es discreto 

entonces D ~ E( ElJ D'), Y por ser C continuo C ~ E( ElJ C'), por tanto [D] S [D'] , 
I I 

[C]S [C']. 

<= J es inmediato 

iv) Es inmediata de iii) y de la descomposición para módulos inyectivos, que se dio 

en la proposición anterior. 

v) Primero probaremos que 3 o (R) es una subretícula booleana completa y convexa 

de S(R). Como una primera observación tenemos que si [D] E SD(R), y [M] E S(R), es 

tal que [M] S [D] , entonces [M] E SD(R). Para probar esto sin pérdida de generalidad 

podemos suponer que tanto D como M son módulos inyectivos, y por el teorema anterior 

tenemos que [M] = [C ElJ D,] ,con C continuo y DI discreto, de donde [M] = [C] V [D,] S 

[O] V [D], Y por iii) de este teorema se tiene que [C] :s [O] y [Dd :s [D], de donde se 

observa que C = {O}, por lo tanto [M] E SD(R). 

Ahora probaremos que 3 D(R) es completa, para eUo primero veremos que SD(R) es 
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cerrada bajo ínfimos y supremos. Sean [Do] , [Dd E So(R), [Do] V [Dd = [Do El) D.]. 

Afirmamos que Do EE! DI es discreto, y para probar esto tenemos por hipótesis que Do 

y DI contienen esencialmente sendas sumas directas de módulos uniformes. Es decir 

El) U.:O;, Do Y El) fJ~ :0;, DI, donde {U.}, {fJ~} son familias de submódulos de Do Y 
("f61 {lE) 

DI respect.ivamente. Así es claro que ( (El) Un) El) (El) fJ~» :0;, Do El) Dr. Por lo tanto 
o.E1 pe) 

[Do] V [D¡J E So(R). De esta misma prueba se puede ver que los supremos de familias 

arbitraras en So(R) están en So(R). Veamos ahora que So(R) es cerrada bajo ínfimos, 

pero esto '" claro pues [Do]" ]Dd :o; [Do] E So(R) y por la observación previa tenemos 

que [Do]" [Dd E So(R). Por lo tanto So(R) es una retícula booleana completa. 

Como V y "son cerrados en So(R) se tiene que So(R) hereda de S(R) la propiedad 

de ser distributiva, por lo que sólo resta probar que Bv(R) es complementada. Sea 

[D'] E So(R) como So(R) tiene elemento mayor llamemosle [oR] y como S(R) es 

complementada, entonces existe [D']c E S(R), tal que [D'] V [Df = [R] y [D'] " 

[D'f = [O] , de este modo definimos el complemento de ]D'] en So(R) como [oD,]G = 

[D'f" [DR] Y afirmamos que éste asf definido resulta ser el complemento de ]D']. Por 

la pura definición de [DD'jC.' y la observación hecha al principio de esta prueba, es claro 

que [oD'f E So(R), abara veamos que [vDf V ]D'] = (]Df "[oR]) V [D'J ;, 

([D']c V ]D']) " ([oR] V ]D']) = [RJ" [oR] = [oR]' y por otro lado [oD'f " [D'] = 
[D'] " ([D']c " [oR]) = (]D'] " [D'() " [oR] = [O]" [oRJ = [O], por lo tanto So(R) es 

una retícula booleana completa y convexa. 

(*) Si [A] , [B] Y [e] E S(R). Entonces ([A] " [B]) V [e] = ([A] V [e]) "([B] V [e]). 

Prueba. ([A]" [B]) V [e] = [trBA] V [e]. 

y por otro lado ([A] V [e])" ([B] V [e]) = [trA .. cB El) e] = [trBA] V [trcA] V [trBe] V 

[trce] = [trBA] V [e]. 

Ahora probaremos que Bc(R) es una retícula booleana completa y convexa. Como 

una primera observación t.enemos que si [e] E Sc(R) y [M] E S(R) es tal que [M] :o; 

[e], entonces [M] E Sc(R), para probar esto tenemos que por la proposición anterior 

[M] = [el El) D] con el continuo y D discreto, de donde [M] = [el <J) D] :o; [C] V [O] Y 
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por iii) de este teorema tenemos que (Cd :s (CJ y (DJ :s (01, por lo tanto D = {Ol , lo 

cual implica que (MJ = (Cd E SeR). 

Para probar que Sc(R) es Completa tomamos (CoJ, (Cd E Sc(R) y tenemos que 

probar que (CoJ V (Cd y (CoJ A (Cd E Sc(R), pero (Col V (Cd = (Co EIl Cd, Afirmamos 

que Ca Ea el es un módulo continuo, supongamos que no es el caso, por lo que existe H S 

Co EIl Cl tal que H es uniforme, y sea i : H ~ Co EIl Cl la inclusión y " : Co EIl Cl ~ Cl 

la proyección en Cl consideremos abara a ¡ = "i : H ~ Cl, afirmamos que ¡(H) es un 

submódulo uniforme de C, . Para probar esto tomarnos un submódulo N no cero de ¡(H) 

y probaremos que N :S, ¡(H). Sea O I ¡(x) E ¡(H), con x E H, sabemos que la imagen 

inversa ¡ -leN) es un submódulo de H, y como H es uniforme se tiene que existe r E R 

tal que 01 rx E ¡-leN), así 01 ¡(rx) E N (por construcción de ¡ ), por tanto ¡(H) 

es un submódulo uniforme de el, 10 cual no es posible pUffi el es continuo, por lo tanto 

Co EIl Cl es continuo, por tanto [CoJ V (Cd E Sc(R). De la observación hecha al principio 

de este párrafo se tiene que (CoJ A (Cd E Sc(R), por tanto Sc(R) es convexa. Que es 

completa se sigue de la prueba de que (CoJ V [Cd E Sc(R). 

Sólo nos resta probar que Sc(R) es complementada. Sea (eRJ el elemento mayor 

de Se(R), definimos para [C'J E Sc(R) a [cC'Je = [C'Je A [eRJ, donde [C'f es el 

complemento de [C'J en SeR), Afirmarnos que (cC'Je así definido es el complemento de 

(C'J en Sc(R), por la definición de (eC'Jc es claro que está en Sc(R), y además se cumple 

(cC'f V (C'J = «(C'Je A (eR]) V (C'J ".,.Jo) ((C'f V (C']) A «(eRJ V IC']) = (RJ A (eRJ 

= (cRJ. Por otro lado (C'J A (eC'le = «(C'J A (C'jc) A (eRJ = (01 A (eRI = (OJ. Por lo 

tanto Se(R) es una retícula booleana completa y convexa. 

La prueba de que SeA(R) y SCB(R), son retículas booleanas completas y convexas 

se sigue de las pruebas anteriores, lo cual finaliza la prueba de v) •. 
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COROLARIO 1 (al Teorema 3.1) 

i) Sea U E R - Mód, U no singular, uniforme, entonces [U] es un átomo en S(R). 

ii) Si N E R - Mód¡ es continuo, no singular y comprimible, entonces (N) es un 

átomo en 3(R). 

Demostración: 

ii) Sea [M] E 3(R) tal que [M] S [N], como N es comprimible para O t- x E N, se 

tiene que N 2< H S Rx, por tanto [N] = [Rx]. De este modo tenemos que M ~ E( El) 
. ¡ 

Rx). Sea K = Mn(El) Rx) t- {O} ,sea O t- y E K, entonces y = r¡x+ ... +r nX. con r; E R 
¡ 

si ry = O, entonces r(r;x) = O para toda i = l, .. n, por tanto An(y) ~ An(r;x) para toda 

i = l, ... n, si An(y) S; An(r.x), entonces existe a E R tal que ay t- O Y a(r.x) = O. Si 

An(ay) = An(ar¡x), entonces N ~ Har¡x 2< Ray, por lo tanto [N] S [Hay] S [M], 

por lo t.anto [N] = [M]. Si An(ay) t- An(ar¡x), entonces ay = ar2+ ... +arn, de donde 

si An(ay) S; An(ar2x), entonces existe {3 E R tal que {3(ay) t- O Y {3(ar2x) = O. Por lo 

que si An({3Cty) = An({3ar2x) entonces se concluye como arriba. Continuando de este 

modo se tiene que existen ,/,6 E R tales que An{?y) = An(6x), por lo que Rl'y 2< R6x, 

por lo cual [N] S [R'/y] S [M], por lo tanto [N] = [M], por lo tanto [N] es un átomo en 

3(R). También observemos que [N] E 3 CA (R). 

i) Como en la prueba anterior U es uniforme, entonces Rx S, U, para todo 0;< x E U, 

por lo que [U] = [Rx], si existe [M] E 3(R) tal que [M] S [Rx] = [U], entonces 

M ~ E( El) Rx), si K = M n (El) Rx), y COmo en la prueba anterior se tiene que 
¡ ¡ 

existen a, {3 E R, con [Ray] = [R{3x] , para O ;< Y E 1(, por lo cual [U] S [M], por 

lo tanto [U] = [M], por lo que [U] es un átomo en 3(R). También observemos que 

[U] E 3,,(R) •. 

Definimos ahora Xv = {T I T = [U], con U uniforme} el conjunto de todos los tipos 

determinados por los R-módulos no singulares y uniformes U, donde un tipo en 3( R) es el 

conjunto de todos los R-módulos que tienen la misma clase de equivalencia. Consideremos 

la retícula usual 1t(R)= (P(Xv ), n, U, ,"" Xv, 4», de todos los subconjuntos de X D . 

También definimos XcA = {p I p = [A], COn A un átomo continuo}, el conjunto de 
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todos los tipos determinados por los R-módulos no singulares A, los que SOn átomos 

continuos. Consideraremos la retícula usual K(R) = (P(XCA ), n, U, ,"" X CA , q,) de todos 

los subconjuntos de XcA. 

COROLARlO II (al Teorema 3.1). 

i) Existe un homomorfismo suprayectivo de retículas booleanas SeR) ~ 7t(R) , cuya 

restricción a Sv(R) es un isomorfismo de retículas. 

ii) Existe un homomorfismo suprayectivo de retículas booleanas 3(R) ~ K(R), 

cuya restricción a SCA(R) es un isomorfismo de retículas. 

Demostración. 

i) Sea I!! D : SeR) = Sc(R) El) SD(R) ~ P(XD), dado por; 

I!!D([A]) = (T E X D I existe {O} '" U ~ A, [U) E T}. para [A) E SeR). 

Afirmación lit D así definido es un homomorfismo suprayectivo de retículas. 

Lo que tenemos que mostrar es que si lA), [B) E S(R), entonces I!!D([A) V [B]) = 
I!! D([A])UI!! D([B]), y I!! D([A)i\[B]) = I!! D([A])nl!! D([B]). Para ello tenemos que I!! D([A)V 

[B]) = I!! D([A El) B]) = (T E X D I existe (O} '" U ~ A 6 B, [U) E T} como U es unifor

me y U ~ A El) B, entonces U ~ A ó U ~ B, de donde se sigue que: 

I!! D([A) V [B]) = 

(T E X D I existe {O} '" U~ A, [U) E T}U{T E X D I existe (O} '" U ~ A, [U) E T} = 

I!! o([A]) U I!! D([B]). 

Ahora probaremos que: 

I!!D([A) i\ [B]) = I!!D ([trAB]) = I!!D ([trnA]) = I!!D([A]) n I!!v([B]). 

<;;J Si T E I!!D([A)i\[B]), entonces existe U un R-módulo no singular, tal que [U) E T, 

Y U ~ trAB, U ~ trBA, de donde U ~ A, y U ~ B, por lo tanto TE I!!D([A]) n I!!D([B]). 

2J Sea T E I!! D({A]) n I!! v([B]), entonces existe un R-módulo U tal que [U) E T, 

Y U ~ A, U ~ B, además podemos suponer que A es inyectivo, por lo cual U es un 

submódulo de la traza de B en A, es decir U ~ trAB, por lo tanto T E I!!D({A) i\ [B]). 

Por lo tanto I!! D es un homomorfismo de retículas. 
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Probaremos W D es suprayectivo, sea T E X D , entonces T = U 1-, es decir T es la unión 
,Er 

de todos los tipos que están por debajo de éL Sea IAI = V IU,I, donde IU,I = '.." de este 
nEr 

mono es claro que IAI E S(R), y "'D(lAI) = T, por lo tanto "'D es suprayectiva. De la 

pura definición de 1t(R), tenemos que la restricción de"'D a SD(R) es un isomorfismo 

de retículas. 

ii) Sea "'CA : S(R) ~ P(XCA ), dado por: 

"'CA (IAI) = {O" E XcA I existe O # N S A, con INI = O"} para IAI E S(R). 

Afirmación: WCA así definido es un homomorfismo suprayectivo de retículas. 

Para probar esto, sean IAI, IBI E S(R), así. 

"'cA(lAI V IBI) = {O" E XCA I existe O # N S AEIlB, con INI = "j. 

~J Sea O" E "'CA (lAI V IBI), como N S AEIlB, Y N es un átomo continuo tenemos que 

N S A, ó N S B, pues N n A ~ N, por lo que IN n Al S INI de donde IN n Al = 101, 

ó [NnAI = [NI. Si INnAI = [0[, entonces NnA = {O}, por lo que N S B, Y si 

[N n Al = INI SiAl, se tiene que N S A. Por lo tanto O" E "'cA(lAI) U "'cA(lBI). 

2J Es inmediato. 

Ahora "'CA ([AlA [BI) = "'CA ([trABI) = "'CA ([trBAI), tenemos que probar que: 

"'CA ([AlA [BI) = "'CA ([Al) n "'CA ([BI). 

~J Es inmediata. 

2J Sea" E "'CA ([Al) n "'CA ([BI) , entonces existe N un R-módulo no singular tal 

que N :5 A, N S B con [NI = a. Como podemos suponer que A es inyectivo t.enemos 

que N S trBA, por tanto se tiene que O" E "'CA ([trBAI). La prueba de que "'CA es 

un homomorfismo suprayectivo, es similar a la prueba de que W D es un homomorfismo 

suprayectivo. 

Además es claro que la restricción de WCA a :ScA(RL es un isomorfismo de retículas. 

De este modo tenemos que los homomorfismos suprayectivos de retículas ,., D, "'CA 

inducen un isomorfismo de reticulas ,., : SD(R) EIl SCA(R) -P(XD) U P(XCA ) •. 
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COROLARIO in (al Teorema 3.1): 

Sean A, B E R - Mód, Z (A) = {O} = Z (B), A, B inyectivos. Si [A] + [B] denota 

la suma de clases en el anillo booleano asociado a la retícula booleana S(R), entonces se 

cumple: 

i) [A] + [B] = [rejBA El) rejAB]. 

ii) El complemento relativo de [A] 11 [B] en [B] es [B]II ([A] 11 [BJ)e = [rejABj, es 

decir [B] = [trAB] V [rejABj, con [trAB] 11 [rejAB] = [O]. 

iii) En particular, si [A] ~ [B], entonces existen (O} I P ~ B, {O} I Q ~ B, tales 

que [B] = [PI V [Q], [P]II [Q] = [O], Y [PI = [A]. 

Demostración: 

i) Como S(R) es una retícula booleana completa, entonces ([gJ) S(R) tiene auto

máticamente asociado un anillo booleano ( S(R), +,.) que llamaremos también S(R). 

Las operaciones del anillo booleano asociado son las siguient~: 

Si [A], [B] E S(R). 

[A] + [B] es el complemento relativo de [A] 11 [B] en el intervalo [[O], [A] V [BII, Y 

[A]· [B] = [A] 11 [B] 

Por el Corolario 2.3 tenemos que, [A] = [trBA] V [rejBA] y [B] = [trAB] V [rejABj, por 

lo cual [A]V[B] = [trBA]v[rejBA]V[trAB]V[rejAB] = [trAB] V [rejBA] V[rejAB]. Ahora 

veamos que [rejBA] V[rejAB] es el complemento relativo de [A] 11 [B] en [[O], [A] V [BII, 

pero esto es faeil pues ([A] 11 [BJ)v [rejBA] V[rejAB] = [trAB] V [rejBA] V[rejAB] = 

[A]V[B]. Por otro lado ([A]II[BJ) 11 ( [rejBA] V[rejABJ) = [trAB]1I ( [rejBA] V[rejABJ) = 

([trAB] = [trBA] 11 [rejBAJ) V ([trAB] 11 [rejAB] = [O], la última igualdad se da por el 

Corolario 2.3. Por lo tanto [A] + [B] = [rej.B El)rejBA]. 

ii) Basta probar que a) [rejAB]V([A]II[BJ) = [B], Y b) [rejAB]II([A]II[BJ) = [O]. Pero 

[rejAB] V ([A] 11 [BJ) = [rejAB] V [trAB] = [B], (la última igualdad es por el Corolario 

2.3) y [rejAB] 11 ([A] 11 [B]) = [rejABJ 11 [trAB] = [O], (también esta igualdad se da por 

el Corolario 2.3 y por el Lema 3.6). 

iii) Sea P = trAB S B, Y Q = rejAB S B, como [PI = [trAB] = [trBA] S [A] ~ [B], 
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se tiene que [PI ;¡; [B], por el Corolario 2.3, sabemos que [B] = [P]V[Q] y [PI i\[Q] = [O]. 

Luego [PI = ]tr AB] = [A] i\ [B] = [A], pues [A] ;¡; [B]' esto termina la prueba •. 

COROLARlO IV (al Teorema 3.1) 

Supóngase que {Ao} oEr es una familia de submódulos de un R-módulo no singular C, 

entonces se cumple. 

i) V [Ao] = [I: Ao]; 
"tEr -yEf 

ii) En particular, si todo Ao es del mismo tipo {Ao} oEr \;; [A], para algún [A] E S(R), 

entonces t.ambién I: Ao E [A]. 
rEr 

Demostración. 

Primeramente probaremos dos observaciones. 

Observación l. 

Si B = (B, V, A) es una retícula booleana completa, entonces B satisface la ley distri

butiva para supremos infinitos, es decir x i\ (V (x. I i E I}) = V (x i\x.) para un conjunto 
¡El 

de índices 1, y para X,Ii E B. 

Demostración. Como x A Xi S x, Y x A Xi ::; Xi para todo i El, entonces x A Xi ::; V Xi, 
¡El 

por tanto x /\X¡ :::; x /\ (.v Xi) para todo i El, por 10 tanto tenemos que x 1\ (.V Xi) es una 
.El .El 

cota. superior para T = {x 1\. Xi ¡ i El} , y sea ti una cota superior para T, de este modo 

xl\x, ::; u para toda i E 1, luego observamos que Xi = x¡/\ (xv XC) = (x¡/\x) V (X¡AxC) ::; 

1t V x', por lo t.anto xi\ (V (Xi I i E I}) -S xi\ (uVx') = (xi\u)V(x i\X') = xi\u -S ti, por 

lo tant.o x i\ (V Xi) es la mínima cota superior para T por lo que x i\ (V Xi) = V (x i\ Xi) 
lel ¡el ,el 

Observación 2. Sea (MO}OEI una familia de submódulos de un R-módulo M, tal que 

HomR(Mo , E(Q)) = {O}, para todo Ma, y Q E R - Mód, entonces: 

HomR(I: Ma, E(Q)) = {O}. 
a 

Demostración. 

Como HomR(Ma , E(Q» = {O}, entonces, 
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n (HomR(Ma, E(Q))) = {O} Y por un resultado de la Teoría Genera! de Módulos 
a 

([1]) tenemos que: 

n (HornR(Ma,E(Q))):!! HOmR(6l Ma,E(Q)) = {O}. 
a a 

Por otro lado, el epimorfismo natural $ Mn L L Ma --t O induce un monomorfis-
a a 

mo. 

O ~ HomR(2: Ma,E(Q)) J:.... HomR(6l Ma, E(Q)) = {O}, de lo cual se obtiene el 
a . a 

resultado. 

Demostración del Corolario IV. Claramente, V [AyJ ~ [2: AyJ, y supongamos que , , 
~ [AyJ ;¡; [2: AyJ. , 

Por el Corolario anterior iii) existe {O} ~ P ~2: Ay, {O} ~ Q ~2: A" tal que , , 
[PJ =V [A,]' con [PJ V [QJ = [2: A,J Y [PJ A [QJ =V [AyJ A [QJ = [OJ, por la observación , , ' 
1 se t.iene que [QJ A (V [Ay]) =V ([QJ A [A,]) = [OJ , de donde se tiene que [QJ A [AyJ = [OJ , , 
para toda 'Y E r, por lo tanto HomR(Ay,E(Q)) = {O}. Por la observación 2 se tiene que 

HomR(2: Ay, E(Q)) = {O}, por lo tanto Q = {O}, por tanto V [AyJ = [2: AyJ •. , ' , 
COROLARIO V (al Teorema 3.1). 

Sea M E R - Mód, no singular. Para cada a ~ [MJ E S(R), existe un submódulo 

Ma de M tal que: 

a) Ma ~ M con. i) [MaJ = fr, Y ii) para todo N ~ M con [NJ ~ a, entonces N ~ Ma. 

b) Por lo que Ma es el más grande submódulo (único) de M del tipo a. 

Con Ma = Ma ~ M, E(Ma) ~ E(M) Y Ma ~ M es invariante. 

e) Para Tipos a,{3 ~ [MJ, las siguientes condiciones son equivalentes. 

i) a A (3 = O. 

ii) Man Mp = {O}. 

iii) HomR(E(Ma), E(Mp)) = {O}. 

Demostraci6n: 

a) Tomamos cualquier representante A del tipo a, y consideramos al conjunto Mo = 
M nE(trAE(M)) de este modo tenemos que Ma ~ M, con [MaJ ~ [A]. Por el Corolario 
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2.3, tenemos que E(M) = E(tr AE(M))E9rejE(A)M, por lo cual [M) = [Mo)V[Mo<AIM¡) = 

[Mo) V [rejE(A) M). Y con [Mo) :S [A) :S [Mo) V [rejE(A)M). Por lo que [A) =" = [Mo). 

b) Como [Mo) = [E(Mo)), se tiene que [Mo) ::o: [E(Mo)) Y por a) de este Corolario 

E(Mo) :S Ala, por lo tanto Mo = E(Mo). Por lo tanto Mo :S M es esencialment.e cerrado. 

Ahora proboremos que Mo es 1m submódulo invariante de M. Sea f E EndR(M), y 

consideremos [Mo) /\ If(Mo)) = [trMof(Mo») :S [Mo)' pero el mismo morfismo f E 

HOffiR(Mo, f(Mo)), pues es la restricción de f a un submódulo de M. Por lo tanto 

f(Mo ) ~ trAf./(Mo) :S f(Mo). Por lo tanto If(Mo») :S [Mo). Y por a) de este Corolario 

se tiene que fiMo) :S Mo. 

e) i)=>ii) Si 0;, {J E [M)' entonces existen (por el inciso a)) Mo, M~ submódulos de 

M tales que [Mo) = '" y [M,I = {J. Por hipótesis [Mo) /\ [M,) = [O), lo que implica 

qUe HomR(E(Mo), E(M~» = {O}. Afirmamos que E(Mo) n E(M~) = {O}. Pues si no 

fuera el caso la inclusion i : E(Mo) n E(M.) ~ E(Mo) y la inyectividad de E(Mo) 

extendería a un morfismo no cero entre E(Mo} Y E{Mp), lo que no es posible, por lo que 

E(Mo) n E(M.) = {O}, de donde se tiene que MonM. = {O}. 

ii)=>iii) Como [Mo)/\[Mp) = [trM,Mo) :S [M~). Y [Mo)/\[M,) = [trM,Mo) :S [Mo) por 

a) se tiene que trM,Mo :S M~, Y trMoM. :S Mo> por lo tanto trM,Mo ~ Mon M~ = {O} 

por hipótesis, por tanto [trM,Mo) = [O), por tanto HomR(E(M,),E(Mo» = {O}. 

üi)=o>i) HomR(E(Mo), E(M.» = {O} ..,. [E(Mo») /\ [E(M~») = [O) =O> o; fI {J = [01 •. 

COROLARlO VI (al Teorema 3.1) 

Sea M E R - Mód no singular y un tipo o; en S(R), con o; :S [M) . 

Si Mo :S M es el submódulo de M (el del Corolario anterior), y r <;; S(R) con 

elementos, son no cero y ajenos por parejas, de tal forma que supr = [A1], entonces 

existe una descomposición de E(M) de la siguiente manera: 

i) E(M) = E(E9{M, 11 E r}) 

ii) Si E(M) = E(E9{N, 11 E r) con [N,) ="1, Y N,:S N,:S M. Entonces N, = M, 

para todo 1 E r. 
Demostración: 
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i) Sea r = bE 8(R) 1'1 :5 [MI Y M, es un submódulo máximo de M} , de este m<>

do es claro que supr = [Ell {M, 11' E r}] = [E( Ell (M, 11' E r})) = [M). Por el Corolario 

previo se tiene ¡). También es claro que r es ajeno por parejas. 

ii) Por el Corolario previo, si tenemos las dos descomposiciones descritas en ii) como 

[N,) = '1 :5 1M,!. entonces N, :5 M, para todo l' E r, y del mismo modo [N,) :" l' = 1M,!. 

lo que implica que M, :5 N, para todo '1 E r. Por lo tanto N, = M" para todo '1 E r •. 
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Capítulo 4 

EL FUNTOR 

El principal objetivo de este Capítulo es el de mostrar que:::: es un [untor contnwariante 

(ver [1]) de una cierta categoría de anillos U en una cierta categoría de anillos booleanos, 

o equivalentemente de retículas booleanas B. 

Primeramente daremos la notación necesaria, así como algunas definiciones que nos 

seran útiles. 

DEFINICIÓN 4.1. 

Los objetos de U serán anillos R, S, T, .. 1 con identidad, los morfismos serán: 

a) Homomorfismos de anillos que preservan la identidad '" : R -4 S, que son además. 

b) Homomorfismos suprayectivos y tales que 

e) Sus núcleos sean ideales esencialmente cerrados. 

Es decir, por simplicidad siempre nos encantraramos en la siguiente situación: 

K c,.( "') = I, con I un ideal esencialmente cerrado en R; siempre S = R/ I Y '" será la 

proyeccion natural. 

Si N es un S-módulo y 1jJ es como en la Definición 4.1, entonces N,p denotará el R

módulo inducido por el morfismo de anillos w. Basta definir a rn como rn = 1,b(r)n, para 

rE R Y n EN. 

Los submódulos singulares y cápsulas inyectivas con respecto al anillo S serán deno

tadas por sz, sz" sE. Para un R-módulo izquierdo RM, RL(M) denotará a el conjunto 
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de todos los submódulos esenciales de M. De la misma manera quedará definido sL(N) 

para un aniUo 8 y sN E S - Mód. 

Como vimos en el capítulo anterior a cada aniUo 8, le asociarnos la retícula 8(8). 

De este modo los elementos de 8( S) serán denotados por S [NI, en el caso de que N E 

S - Mód, Y Sz (N) = {O}. 

Los siguientes resultados serán utilizados repetidamente posteriormente, aunque nin

guno de ellos requiera que I :5 R sea un ideal esencialmente cerrado de R. 

RESULTADOS. 

1) El conjunto de los S-submódulos de un S-módulo N coincide con el conjunto de 

los R-submódulos de N~. 

2) En particular, sL(N) =n L(N~). 

3) Si P, Q E S - Mód, entonces Hornn(P~, Q~) = Horns(P, Q). 

4) sE(N) = {x En E(N~) I Ix = {OJ.}. 

5) Sean A :5 B, para B E R - Mód. A es un submódulo esencialmente cerrado B de 

si y sólo si, para todo L :5. B, se tiene que (A + L)/ A :5. B/ A. 

Demostración. 

1) Es inmediato de las definiciones dadas. 

2) <;J Si H Es L(N),entonces H~ :5 N~, sea O '" x E N~, entonces por hipótesis 

existe s E S tal que O '" sx E N, pero s = "'(r) para algun r E R, por lo tanto 

O '" sx = "'(r)x = rx E H •. 

;;> J Es similar a la anterior. 

3) Afirmarnos que si a E Homs(P, Q), entonces a(rp) = ra(p) para toda r E R, Y 

pE P = a(sp) = sa(p) para toda s E S. 

=? J a(sp) = a("'(r)p) = a(rp) = ra(p) = "'(r)a(p) = sa(p), donde s = "'(r). 

'" J a(,'p) = a("'(r)p) = a(sp) = sa(p) = "'(r)a(p) = ra(p), donde s = "'(r). Por lo 

que Homn(P., Q.) = Horns(P, Q). 

4) Llarnémosle H =s E(N) = {x En E(N~) I Ix = {O}}, como "'(IN) = "'(I)N = 

ON = {O} , por tanto N <; H, Y como H <; E(N) se tiene que N :5. H como R-módulo. 
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Como los módulos esenciales son los mismos, se tiene que N :5e H, como S-módulo, por 

lo que H es un S-módulo. 

Por lo tanto sólo falta probar que H es inyectivo. Para ello tomarnos un ideal J :5 S, 

y un modismo f : J ~ H. Como H ~ E(N,,). consideremos el siguiente diagrama: 

O--tJ~S 

n /¡1/> 

O ~ H --'--. E(N",) 

De este modo es claro que f se extiende a un modismo 7 : S ~ H Por lo t.anto H 

es inyectivo. 

5) Es una consecuencia inmediata de d), en la Proposicion 1.2. 

Conclusiones. 

Usando 2) Y 5) de los resultados anteriores, mostraremos que los morfismos de U, 

definida como en el inicio del capítulo, son cerrados bajo la composición de morfismos y 

por lo tanto U es efectivamente una categoría. 

Primero probaremos que (U, HornR(_,_)) es cerrada bajo la composición de morfis

mos, de este modo sean R, S, T E U, Y morfismos de anillos 1/> : R ~ S, ya: S ~ T 

con S = R/Ker(1/», T = S/Ker(a) , con Ker(1/» esencialmente cerrado en R, y 

Ker(a) esencialmente cerrado en S, es claro que a'I/J: R --t T es un epimorfismo y que 

T = R/Ker(a,p). Por lo cual solo nas resta probar que Ker(a,p) es un ideal esencial

mente cerrado en R. Para ello por el resultado 5) tenemos que K er(cx'IjJ) es esencialmente 

cerrado en R ';!> Para todo L ER L(R), se tiene que (K er("'1/» + L)/ K er(a,p) $. T pero 

por el resultado 2) TL(T) =s L(Sa) =R L(Ra"l de este modo se t.iene que L ET L(T), 

por lo que se obtiene el resultado. 

El resto de la prueba de que U es una categoría se sigue de la definición de U. 

LEMA 4.1. 

Para1/> : R ~ S, con Ker(1/» un ideal esencialmente cerrado de R y S = R/Ker(1/», 

N E S - Mód, Y N", el R-módulo inducido por 1/>, entonces se satisface lo siguiente: 
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i) SZ(N) =R Z(N~); 

ü) SZ,(N) =R z,(N~). 

Demostración: 

i) Primero por el resultado 2) se tiene que RL(S~) =s L(S), en particular dado 1 ~ R 

un ideal esencialmente cerrado de R y por el resultado 2) se tiene que para n E N, 

An(n) ~. R ~ (An(n)/ I) ~. R/I <* (An(n)/ I) Es L(S), por lo cual An(n) S. S. 

Una repetición del mismo argumento con N remplazándolo por N /sZ(N) prueba ii) •. 

OBSERVACION 4.1 

Si [sP) ~ [sQ) en 8(S), entonces [P~) ~ [Q~) en 8(R). 

Demostración. 

Por hipótesis P <;;s E( E!) Q), por el resultado 4), (sE( E!) Q)). <;; E« E!) Q).), por lo 
J J J 

tanto P~ <;;n E«E!) Q)~) = E( E!) Q~), por lo que [P~) ~ [Q.). Por lo tanto la asignación 
J J 

""([sN)) = [N.) es independiente del representante, por lo que'¡;' : 8(S) ~ 8(R) está 

bien definida. 

La siguiente definición de alguna manera es dual a las condiciones a), b), y e) de la 

definición de la categoría U dada al inicio del capítulo. 

DEFINICION 4.2 

Los objetos de B son retículas booleanas completas L 1, L2, ...... incluyendo la retícula 

trivial con O = 1 Y cuyos morfismos 'It : L1 ---+ Lz son: 

a) Morfismos de retículas que preservan el cero N(O) = O) los que son además 

b) Morfismos inyectivos, y con 

e) imágenes convexas W(L¡) <;; L,. 

Una primera observación a esta. Definición es el hecho de que B con los morfismos así 

definidos es una categoría. 

Algunas consecuencias inmediatas de la definición anterior son las siguientes: 
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CONSECUENCIAS. 

1) Si B = w(Ltl, Y f = W(I L ,), Y para bE B, con b" E L, el complemento de b en 

~ y lLl el elemento máyor de LI' Definimos b· = be A J, el complemento de b en E, 

entonces 'l1 preserva ínfimos y supremos arbitrarios. 

Demostración: 

Sea una familia de element06 en LI, {x. I i E I} , con x. E LI' Lo que debemos m06trar 

para que '1' pr""erve supremos arbitrarios, es que w(v (x. I i E J}) = V w(x.), pero 
iEI 

w(x.) s: W(V{Xi liE I) paratodaiEJ, por lo tanto i~l w(x.) s: W(V{x, liE I}). 

Sea ti E L, tal que W(x.) s: ti, para toda i E I. 

Caso 1. Si ti E W(L¡), entonces ti = W(y) para algún y E LI' Como Xi s: y para toda 

i, se tiene que x. = x.Ay, por lo que W(x.) = W(x,Ay) = w(x,) A W(y) para toda i E J. De 

este modo tenemos que V (x.) s: y ~ W( V (x,)) s: w(y) = ti, por lo tanto W(v (Xi)) 
tEI lel ,el 

es la múlima cota superior para (w (x.) I i E I} , por lo tanto V '1' (x.) = W (V (x. l). 
lE! ,El 

Caso 2. Si ti i w(L¡), entonces le aplicamos el caso 1 a ti A f s: ti, con ti A fE W (L¡). 

La prueba de que W preserva ínfimos arbitrarios es análoga a la prueba anterior. 

Además de aquí se sigue que ~ es el producto de anillos booleano..<;. 

L, = (J. L,) x «1- f). L,) 

2) (B, V,A, .,f,O) es una retícula booleana. 

Demostración: 

Por la conclusión 1) tenernos que B es una retícula completa. La ley dist.ributiva se 

cumple en B pues si w(x), w(y) y w(z) E B, entonces. 

W(x) A (W(y) V w(z» = w(x) A (w(y V zl) = W(x A (y V z)) = 

w«x Ay) V (x A zl) = w(x Ay) V w(x A z) = (w(x) A w(y» V (w(x) A w(Z». 

Si b t: B. Y b- es el complemento de b como se definio antes, entonces b V b- = 
bV(b"Af) = (bVb")V(bAf) = l L,Af = f, ybAc" = bAlbOA!) = (bAlr)Af = OAf = O. 

Por lo tanto (B, V,A, -,J, O) es una retícula booleana. 
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3) i) Ir, = B al (1 - f)Ir, es el producto directo de ideales del anillo booleano. 

Esto se da pues el anillo Ir, es un anillo booleano y tanto I como 1-I son idempotentes 

centrales. 

ii) Si (B, [+J, .,J, O) es el anillo booleano asociado a la retícula booleana (B, v, A, *, 1, O) , 

entonces las dos estructuras definidas por i) y ii), coinciden en el mismo conjunto B. 

Demostración: 

Tanto como B como en ~, el producto de a, b E B esta dado por a . b = a 1\ b, Y la 

suma está definida de la siguiente manera: 

a + b = (a V b) A (a A W en L,. 

a[+Jb=(avb)A(aAb)'enB. 

Además sabemos que a = a A I y b = b A 1, con (a A b)' = (a A b)' A J, por lo que 

a +b = «a A f) V (hA f) A (aAb)' = (f A (aV b» A (a Ah)' = (a V b) A (a Ah)' = a[+J b. 

Por tanto a+ b = a[+Jb en B. 

¡ii) La correstricción de 'l1 a su imagen B induce un isomorfismo (que preserva com

plemento) de retículas booleanas, 'lI : (L" v, A,' ,1, O) .-.., (B, V, A, *,J, O) , por lo cual 

w induce un isomorfismo de anillos booleanos, por lo tanto Ll ~ B 

Demostración: 

Es claro lo de los isomorfismos por lo cual sólo probaremos que 'lI preserva comple

mentos. Lo que tenemos que probar es que para x EL" 'lI(x') = ('lI(x))' donde x' es 

el complemento de x en L,. Dado que 1", = 'lI(x) V ('lI(x»' E L" para 1", el elemento 

mayor de L,. Se sigue de las leyes distributivas y de que w(x) ::; I lo siguiente: 

1= lA 1 = w(x) V (f A (w(x)'» 

Subst.ituyendo en la fórmula anterior, tenemos que w(r) = I!i(x') A 1, y como además 

w(r) A I!i(x) = O tenemos w(x') = I!i(r) A (f A (Iji(x)') ::; (I!i(x»'. 

Recíprocamente I = w(x) V w(x'), como ('lI(x))' A w(x) = O, se tiene que (w(x))' = 

(w(x»' A 1= (w(x»' A 'lI(r) ::; w(r). Por lo tanto 'lI(r) = ('lI(x))' •. 
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LEMA 4.2 

Si R es un anillo y 5 = R/ K er(,p), donde ,p : R ~ 5 es un morfismo de anillos con 

I<cr(1jJ) un ideal esencialmente cerrado de R, y 1/J* es el modismo de la Observación 4.1, 

entonces,p' E Hom(3(5),3(R)), es decir,,p' es un morfismo en la categoría B. 

Demostración: 

a) Es claro que ,p'(iOJ) = [O]. 

b) Es inmediato de la Observación 4.1 que ,p. es un mortismo inyectivo. 

e) Lo que necesitamos probar es que si [A] E 3(R), Y es tal que [A] ::; ,p'([8QJ), 

entonces [A] = ,p'([8LJ), para algún [L] E 3(5). Pero esto se da pues por hipótesis 

A <;; E(N,,) donde N" =(j) Q, para algun conjunto de Úldices r. Dado que A n N" ::;, A, 
r 

entonces [A] = [A n N,,]. Como A n N es un S-submódulo de N y Z(A n N) = {O}, 

entonces [A n N] E 3(5) es tal que ,p'(8[A n NJ) = [(A n N)~] = [A n N,,] = [A]. Por lo 

tanto ,p'(3(5)) es una retícula convexa, por lo tanto si B = ,p'(3(5)) <;; 3(R) entonces 

la correstricción de 1/;* a B es un mapeo biyectivo, que preserva el orden y cuya inversa 

t.ambién preserva el orden. Como B es una subretícula tenemos que,p' : 3( S) ~ B es 

un isomorfismo de retículas •. 

PROPOSICIÓN 4.1 

Para S = R/1, donde 1 es un ideal (e.c.) del anillo R, si K = I+Z(R),y K es tal 

que K/K = Z(R/K), entonces K es un ideal de R y Z'(8S) = K/I. 

Demostración: 

Como Z(R) t; K :S;e K y K es un ideal bilateral de R, por la Proposición 1.5, inciso 

6) tenemos que K es un ideal de R. Ahora como 1 es (e.c.) por el resultado 5) de 

este capitulo se t.iene que (K + 1)/1 ::;, R/1, de donde se sigue que K/I ::;, R/I, 

por lo tanto K/1 ::;, K/1. Además por la definición de K, K/1 <;; Z(R/1). Por lo 

tanto (K/1) n Z(R/I) ::;, K/1. Por el Lema 4.1, se tiene que Z(R/I) =8 Z(R/I). 

Además nL(K/1) =8 L(K/ I), por lo que de lo anterior se tiene (K/1) n Z(R/I) ::;, 

K/I. Por la proposición 1.1, 3) tenernos Z(R/K) = O, Y por el Lema 4.1 tenemos 

0= Z(R/K) =8 Z(R/K) =8 Z«R/1)/(K/1)). Finalmente usando el Codoario 1.3 
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aplicado a K / I ~ R/ I, se obtiene el resultado deseado •. 

TEOREMA 4.1 

Sea U la Categorla de anillos de la Definición 4.1 y R la Categorla de retículas boolea

nas de la Definición 4.2, y si,p : R ~ S = R/ I es un morfismo arbitraro en U, tomamos 

K = I + Z(R), y K como en el Lema anterior. Definimos S(,p) = ,p' : 3(S) ~ 3(R) 

como el mapeo de la Observación 4.1. Si f = ,p'([S/Z,(sS)j) y B = ,p'(3(S)), entonces: 

i) S : U ~ R es un flfitor contravariante. En particular ,p' : 3(S) ~ 3(R) es un 

morfismo de retículas que es monomorfismo que preserva el cero y supremos e ínfimos 

arbitrarios. 

ii) B ~ S(R) es una subretícula convexa y completa, y la correstricción: 

,p' : 3(S) ~ B es un isomorfismo de retículas. 

¡ji) Z,(sS) = K/I, Y ,p'(1=:(8)) = f = [R/K]. 

iv) SD : U ~ R, es un subfuntor de S, donde SD(,p') es la restricción y correstricción 

de,p' a,p' : 3 D(S) ~ 3 D(R). Similarmente también, Se,SeA,SeB, son subfuntores 

del funtor 3. 

Demostración: 

i) Sean x: R ~ S, rr : S ~ T, morfismos de la categorlaU. Asl, ax: R ~ T tam

bién es un morfismo de la categorla U. Tenemos que S(ax) = ,p'(rrx) = ,p'«(x),p'(rr) = 

S(x)S(rr) : T ~ R. 

Por otro lado, S(idR ) = idj, : 3(R) ~ 3(R), que aplicado a [MI E 3(R) da 

idj,([MJ) = [MI. Por lo tanto S(idR ) = id2 (R)' 

ii) Es una consecuencia del Lema 4.2. 

iii) Es inmediato de la Proposición 4.l. 

iv) Es claro •. 

COROLARIO 4.1 (al Teorema 4.1) 

Si,p' : 3(S) ~ 3(R) es como en el Teorema 4.1 y la Observación 4.1 y f = ,p'(I=:(s»). 

Consideramos ,p'(3(S)) = B = {q 1\ f I q E 3(R)} Y A = {q 1\ r I q E 3(R)}. Con 
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A, B, A X B, las retículas booleanas inducidas por la. complementación, entonces. 

i) 3(R) = A El) B es la suma directa de las subretículas A, B. 

ii) Existe un isomorfismo de retículas booleanas A : 3(R) ~ A x B. 

iii) Si 3(R),3(S) son vistos como anillos booleanos, entonDes A, B son ideales de 

3(R) y 3(R) = A El) B. 

iv) ,p' : 3(S) ~ 3(R) es un morfismo de anillos, con 3(S) ~ B. 

Demo~tración: 

i) Es claro que A n B = {O}, Y si u E 3(R) se t.iene que u = (u 11 f) V (u 1\ fe). 

ii) Definimos el mapeo A : 3(R) - A x B como A(q) = (q 1\ r,q 11 f). Esté mapeo 

es un isomorfismo de retículas. 

iii) y iv) Se siguen de las Consecuencias 1) ,2) Y J) •. 

COROLARIO 4.2 (al Thorema 3.1 y al Thorema 4.1) 

Para lD1 anillo R con 1, existen ideales izquierdos le. ID :::; R, tales que: 

i) Z,(R) :;, le = [e: Z,{R) :;, ID = [D' donde ID' le denot.an la cerradura esencial 

de [D,I e en R respectivamente. 

ii) R/ JD es discreto, y R/ le es continuo, vistos ambos como R-módulos. 

iii) le, ID son los únicos y más pequeños ideales de R que cumplen las propiedades 

i) y ii). 

iv) E(Ie),E(ID) :; E{R) son submódulos izquierdos invariantes de E(R). En par

ticular, le, ID :::; R son ideales izquierdos de de R invariantes y por lo tanto son ideales 

bilaterales de R. 

v) Los morfismos naturales de anillos /: R ~ R/le y 6: R ~ R/ID. inducen 

por correstricción, isomorfismos de retículas booleanas /' : 3(R/ le) ~ 3 e(R) Y 

6' : 3(R/ID ) - 3D(R). 

vi) Más aün, existen ICA, [cs :::; R, ideales de R tales que R/lcA es molecularment.e 

continuo y R/ [cs es sin fondo, y tales que las condiciones i), ii) Y iii) se cumplen paxa 

[CA, leB· Si n : R - R/ leA Y {3 : R ~ R/leB son los morfismos naturales de 

anillos, entonces inducen por correstricción, isomorfismos de retículas booleanas 
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,,0: SeR/leA) _ SeA(R), y (Jo: S(R/leB) - SCB(R). 

Demostración: 

Sea {Ra} nE/ una familia de submódulos uniformes, máxima con la propiedad de que 

¿; R" = al R". Sean D = (j) R" y e un complemento relativo para D en R (ver 
nEI nEI aEI 

[1]). De est.e modo, Z,(R) al e al D ::;, R. Ahora, sea {JI..,} ,Er una familia de ideales 

izquierdos de R, átomos continuos, la familia máxima con la propiedad ¿; JI.., = Ell JI..,. 
-yEr "YEr 

Sean A = EB EL, Y B un complemento relativo para A en e, así A El) B :C::;e C. Por las 
,Er 

construcciones dadas, se tiene que e es continuo, D es discreto, A es molecularmente 

continuo y B es sin fondo. Consideremos las cerraduras esenciales de los siguientes ideales 

izquierdos de R. 

ID = (Z,(R) + C)- ; lc = (Z,(R) + D)-

ICA = (Z2(R) + D + 8)- ; ICB = (Z2(R) + D + A)-

Es claro que le, ID, ICA. ICB cumplen con la condición i), entonces por el resultado 

5) t.enemos que como le es (e.c.), entonces (e al le)/le ::;, R/le, por lo tanto R/le 

es no singular y continuo. Por el mismo argumento se tiene que R/ ID es no singular y 

discreto, R/lcA es no singular y molecularmente continuo y R/lcB es no singuhu- y sin 

fondo, por lo que se tiene la prueba de ii) y part.e de vi). 

Luego, si Z2(R) <;; J = r ::; R con R/ J continuo, entonces J n (Z2(R) al D) = 

Z,(R) al (J n D). Afirmamos que J n D ::;, D, pues de no ser éste el caso se tiene que 

existe O ,¡, x E D t.al que Rx n J = {O}, de donde se tiene que existe un submódulo 

uniforme, no singular U ::; D con J + U = J al U, por lo t.anto U E; (U + J)/ J ::; R/ J 

lo cual es una contradicción pues R/ J es continuo, por lo que J n D ~e D. Por lo tanto 

(Z2(R) al (J n DW <;; r = J, pero (Z2(R) (j) (J n DW = (Z,(R) 6) D)-, por lo tanto 

le ~ J. Del mismo modo se prueba para ID, ICA. ICB, lo que termina la prueba de iii) 

y parte de vi). 

Dado que Z2(R) ::; Res (e.c.), (D + Z2(R))/Z,(R) ::;, le/Z2(R), entonces existe 

un único isomorfismo natural. 
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HomR(Ic, E(C)) '2'! HomR(IC/Z,(R), E(C)) '2'! Homn(E(Ic), E(C)) = {O} 

Puesto que E(R) = E(Ic) (j) E(C), y de aquí, se sigue que E(Ic) es invariante. Del 

mismo modo que aquí, se prueba que E(ID), E(ICA) Y E(Icn) son invariantes, lo cual 

prueba iv) y parte de vi). 

Luego por el inciso ii) de este Corolario se tiene que ""(8(R/I)) <;; 8c(R), por el 

Lellla 3.8 si T es un t.ipo en 8(R) digamos T = [J/Z,(R)[, luego como Z,(R) <;; J:5 R, 

se tiene que Jn1c = Z,(R), por lo tanto T = IJ/J n IcI = [(J+C)/IcJ, por lo que 

","(8(R/I)) <;; 80(R). La parte final de v) y de vi) se prueban de forma análoga •. 
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Capítulo 5 

LA RETíCULA INVARIANTE DE 

IDEALES. 

El principal objetivo de este Capítulo es el de mostrar que la retícula 8(R), puede ser 

representada de cierta (única) manera como una retícula de ideales del anillo R, la cual 

denotaremos como J(R), de tal manera que existe un isomorfismo entre las retículas 5(R) 

y J(R). En lo siguiente siempre nos encontraremos en la situación de que Z,(R) = {O} , 

salvo que se diga lo contrario. 

Definición: 

Si A E R - Mód es no singular, por el Corolario 2.3 tenemos que ER = E(tr AE(R))(I) 

rejE(A)E(R), entonces definimos a los ideales IIAI' e :o: R como: 

IIAI = R n E(tr AE(R)), y e = R n rejE(A)E(R) = rejE(A)R. 

Como una primera observación tenemos que por el Corolario 1.5, trAER :5e trEAE(R) 

por tanto E(tr AE(R)) = E(trE(A)E(R)), por el Corolario 2.3 si Q :o: E(R) es tal que 

E(R) = E(tr AE(R)) (1) Q, entonces Q = rejE(A)E(R). 

LEMA 5.1 

Sea A E R - Mód, tal que IIAI es como en la definición anterior, entonces se satisface 

lo siguiente: 
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i) [(A(~. E(trAE(R)), y C~. rejE(A)R. 

ii) [liAd = [AJ E SiR). 

iii) I[Ab Y e son ideales izquierdos esencialmente cerrados de R. 

iv) El complemento [AJc de [AJ en SiR) es [Af = [CJ = [R/ [(AJJ. 

v) E(I(AJ)' E(C) son ideales izquierdos invariantes de E(R). En particular [(Al> C son 

ideales izquierdos invariantes de R, por lo tanto [[Al, G son ideales bilaterales de R. 

Demostración: 

i) Es inmediata de las definicione5 de IfAI. y c. 

ii) Por el Lema 3.8 si [AJ E S(R), y H = R/Z,(R), entonces [AJ = [tr AEH], y por 

el inciso i) de este Lema tenemos que I(AJ ~. E(tr AE(R)). De esto junto con el hecho de 

que Z,(R) = (O), se concluye que [liAd = [E(trAE(R))J = [AJ. 

iii) Parla Proposición 1.5, tenemos que I(AJ = {x E R I (R n E(tr AE(R)) . x) ~. R} ~ 

E(trAE (R)) n R = IJAJ. Por lo tanto I(AJ = I(AJ. 

Del rnismomodo tenemos queC- = {x E R I (Rn rejEAR : x) ~. R} ~ RnrejEAR = 
C, por lo tanto C = C-. 

iv) Por el Corolario 3.3, se tiene que si [AJ E SiR), entonces [AJc = [rejE(A)RJ. Y por i) 

de esta prueba C ~, rejE(A)R, por lo tanto [CJ = [rejE(AIRJ = [Af. Como [(AJ es un ideal 

izquierdo esencialmente cerrado de R, entonces por el result.ado 2) del Capitulo 4. se t.iene 

que (I(AJEllC)/I(AI ~, R/I(AJ. De donde se sigue que [(I(AI EllC)/IIAJJ = [R/IIAd = [CJ. 

v) También por el Corolario 3.3 se tiene que HornR(E(I(A!> E(C)) = {O}. De donde 

se tiene que E(R) = E(IIAJ)EllE(C), por lo tanto E(I(AI) como E(C) son invariantes como 

ideales izquierdos (o como módulos izquierdos) •. 

LEMA 5.2 

Si A ::; R, es un ideal izquierdo esencialmente cerrado, del anillo R, tal que E(A) es 

invariante en E(R), entonces A = I(AJ. 

Demostración: 

Como A es un ideal de R se sigue que A ~ 1IAJ. Sea B un complemento relati\'o para A 

en I(AJ (ver la Proposición 1.1), de este modo tenemos que AEllB ~.I(AJ' Dado que E(A) 
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es invariante en E(R), entonces necesariamente tenemos que HOffiR(E(A), E(B» = {O}. 

Por lo tanto [AJ f\ [BJ = [trE(A)E(B)J = [OJ, y como [AJ V [BJ = [A El) BJ = [I[AJJ = [AJ, se 

tiene que [BJ = O, de donde B = {O} . Por lo tanto A ~, I[AJ' Y como A es esencialmente 

cerrado, tenemos que A = I[AJ •. 

LEMA 5.3 

Sea T un tipo en S(R), y A E R - Mód, Z(A) = {O} tal que [AJ = T, entonces I[AJ 

ffi el único ideal izquierdo de R máximo con la propiedad de ser del tipo T. 

Demostración: 

Supongamos que existe un ideal izquierdo P de R, tal que P es del tipo T, lo que 

neoesitamos probar es que P <;; I[AI' Como [PJ = T = [AJ, tenemos por hipótesis que 

P <;; E( El) A) para algún conjunto de índices r. Sea O ,¡, b E p. en vista del hecho que 
r . 

I[AI es (e. c.) en R, y de que (El) A : b) :~. R, para .probar que b E 11AI es suficiente probar 
r 

que (El) A: b) <;; (JJAI : b). Sea pues r E (El) A : b), entonces rb = (al +a, + ... +a,,) EEI) A, 
r r r 

y observamos que An(rb) =.n An(a;) <;; An(a;) para toda i = l...n. Ahora supongamos 
a=l 

que rb <t 1JAI' es decir que rb E R - I[AJ' aplicando el Lema 1.1, reemplazando y = rb 

y J( = I[AI> tenemos que existe tER tal que Rt(rb) ,¡, {O}, Y Rt(rb) n I[AI = {O}. 

De donde se sigue que lJAI ,¡, I¡AI El) Rt(rb), por lo que Rt(rb) <;; rejE(A)R = C, luego 

para cad" j E {L.n} el mapeo de Rt(rb) ~ Rta; dado por a t(rb) ~ ta; está bien 

definido, y éste a su vez induce un morfismo en HOffiR(E(C), E(A». (por la inyectividad 

de E(A) y de E(C)). Por lo tanto tenemos que ta; = O para toda j E {L..n} , por lo 

tanto An(t(rb)) = An(a¡) n ... n An(ta") = R. Pero como O ,¡, iR E R, se tiene que 

t(rb) = O, lo que produce una contradicción, pues antes se vio que Rt(rb) ,¡, {O}, por 

tanto rb E I¡AI, es decir r E (JIAI : b). Por lo que P <;; I[AI •. 

COROLARIO 5.1 

Sean A, B E R - Mód, no singulares, con [AJ ~ [Bl. entonces I[AI <;; I[BJ· 

Demostración: 

Dado que I[AI e I(BII no dependen de la elección de representantes, podemos elegir A, 
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B t.ales que A C;; B, por lo que E(trAE(R)) C;; E(trBE(R)). Por lo tanto IIAI C;; IIBI.' 

LEMA 5.3 

Sean A, B E R - Mód no singulares, entonces se satisfacen las siguentes ('.ondiciones: 

i) E(trAE(R)) nE(trBE(R)) = E(tr("AE(B))(E(R)). 

ii) I[A[ n I[B[ = I[A[A[B[' 

Demostración: 

Sea N = E(tr("AE(B))(E(R)). Como [A] ti [B] = [trAE (B)], es claro que I[AIA[BI = 

RnN C;; RnE(tr AE(R))nE(trBE (R)) = I[AI nl[BI' Por lo tanto tenemos que I[AIA[BI C;; 

I[AI n I[BI' más aún, como R :S. E( R), Y la intersección de módulos no singulares e 

inyectivos, es inyectivo (ver [6]), se sigue que N :S E(tr AE (R)) n E(trBE (R)). 

Ahora afirmamos que N :S. E(trAE(R)) n E(trBE(R)). Para probar esto, sólo es 

necesario probar que si O # ry E (trAE(R)) n (trBE(R)), entonces (Rry) n N # {O}. 

Pero por el Teorema 2.1, tenernos que existe O # a E A, O # s¡ E R, con Ra ~ 

Rs¡ ~ Rry # {O}, Y An(a) = An(s¡ry) y O i' s¡ry E R, pero O # s¡ry E trBE(R). 

Una segunda aplicación del Teorema 2.1, muestra que existen O i:- b E B, Y 52 E R, 

tales que O # S,(S¡I/) E R, con An(b) = An(s,(s¡ry)), pero entonces An(s,a) = An(b), 

por lo que b E trAE(B). Por lo tanto, el isomorfismo Rb - Rs,(s¡a) muestra que 

O", s,(s¡ry) E E(tr(t'AE(B))(E (R)) C;; N. Por tanto la afirmación es cierta, y como N es 

inyectivo se sigue que N = E(tr AE (R)) n E(trBE (R)). 

ii) Es inmediata de i) •. 

LEMA 5.4 

Sean A, BE R - Mód, no singulares, entonces I[A[v[BI = (J[A[ + I[BI)-' 

Demostración: 

Por el Corolario 5.1 se t.iene que (J[A[ + I[BI) :S I[A"'BI' consideremos un pseudocom

plemento e para (J[AI + I[BI) en IIA"'BI' Asf e :S R, es tal que eEll(JIAI + IIBI) :S. I[A"'BI' 

de donde e C;; rejE(A)R, Y e C;; rejE(B)R, de donde [G] ti [A] = O, y [G] ti [B] = O. Por la 

ley distributiva tenernos que (*) O = ([e) ti [A)) V ([e) ti [B)) = [G] ti ([A) V [B)). Ahora, 
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como [a] $ [I(AI + IIB¡j $ [A] v [B], por (*) se tiene que [a] = O, por lo que a = {O}. 

Por lo tanto (JIAI + I(BI) $, I(A$BI' por lo que (JIAI + 1181)- = I(A$BI •. 

TEOREMA 5.1 

Sea R un anillo con identidad, Z,(R) = {O}. Para cada tipo [A] E 8(R), definimos 

¡(Al = R n E(trE(R)A), y e = rejE(A)R, entonces se cumple: 

1) I[AI es el único ideal izquierdo, esencialmente cerrado de R, máximo con respecto 

a la propiedad de que I(AI es del tipo [A]. 

2) Si 3(R) = {J(AI> l(BI' ..... } es el conjunto de los ideales izquierdos de R, para los 

cuales A, B, .... son no singulares, entonces 3(R) es precisamente el conjunto de todos los 

ideales izquierdos J tales que J es esencialmente cerrado y E(J) $ E(R) es un submódulo 

invariante, en particular J ~ R es también invariante como ideal izquierdo, por tanto J 

es un ideal bilateral de R. 

3) El conjunto 3(R) es una retícula booleana completa y el mapeo: 

8(R) ~ 3(R) dado por [A] ~ I(A(, es un isomorfismo de retículas booleanas, 

donde 3(R) tiene las siguientes operaciones de retícula: 

i) IIAIA(BI = I(AI n IIBI' 

ii) I(AIVIBI = (JIAI + I(BI)-' 

iii) [A]e = [1(A¡je = e = [R/ l(A¡j. 

Demostración: 

1), 2 Y 3) Son inmediatas de los lemas y corolarios previos, donde la relación en 3(R) 

es la contención II ~ " •• 

Ahora, Z2(R) no necesariamente tiene que ser cero, por lo que el siguiente Corolario 

se sigue del Resultado 5) del capitulo 4 y del Corolaúo 1.6. 

COROLARIO 5.2 

Para un anillo R con identidad, si lT : R - R/Z,(R) es la proyección natural. 

Definimos 3'(R) = {l $ R IlT(I) E 3(R/Z,(R))} , entonces: 



1) :r (R) es exactamente el conjunto de ideales izquierdos, esencialmente cerrados 

J de R, tal que Z,(R) <;; J, Y E(J) es un R-módulo izquierdo invariante de E(R). En 

particular, J es un ideal izquierdo invariante de R, por lo que J es un ideal bilateral de 

R. 

2) Para cada tipo T en 8(R), hay un único Z,(R) <;; J S R ideal izquierdo J de R 

el cual es máximo con la propiedad de ser del tipo r> Más aún, .J'(R) es el conjunto de 

t.ales ideales J. 

3) T ~ [J/Z,(R)], es un isomorfismo de retículas booleanas completas, donde J 

es el ideal de R del inciso dos de este corolario. 8(R) ~ .7'(R), donde .7'(R) tiene las 

siguientes operaciones de retícula, si J, lb J2 E .J'(R) : 

i) JI /1 J, = JI n J,. 

ii) JI v.J, = (JI + J,)-. 

iii) [J/Z,(R)]C = [R/ J]. 

COROLARIO 5.3 

Sea .7'(R) como en el Corolario anterior, para un módulo no singular A, sea JIAI E 

.7'(R), el único elemento que cumple con [A] = [J[A[/Z,(R)]. Definimos el ideal izquierdo 

LA de R como LA = L {Rx I x E R, tal que existe a E A con (Z,(R) : x) = An(a)} , 

entonces se cumple: 

i) LA S, JIA[, por lo que JIAI = LA' 

ii) Para todo ideal izquierdo J de R, J E .7'(R) = 
a) J es un ideal izquierdo de R esencialmente cerrado. 

b) Para todo x E R, y para todo a E J, si (Z,(R) : x) = (Z,(R) : a), entonces se tiene 

que x E J. 

Demostración: 

i) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Z,(R) = {O}, y dado que LA es la 

suma de ideales izquierdos principales de R, los cuales son isomorfos a algún submódulo 

cíclico de A, entonces tenemos morfismos de A ---t R, por lo que LA ~ trAE (R) ~e: ¡{Aj> 

Afirmamos que LAS. trAE (R) . Sea pues O i e E trAE (R) , por el Teorema 2.1 se tiene 
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que existen O ~ r E R, Y O ~ a E A, tales que O ~ r< =:z; E R, con An(:z;) = An(a), por 

lo tanto :z; E LA, por lo que O ~ :z; = r< E LA por lo tanto LA :5. trAE (R) :5. liAr. Por 

la Proposición 1.3, se tiene que LA :5e [(AJ. 

ii) ~a) Es inmediato. ii)~b) Sea:z; E R, Y a E l tal que An(a) = An(x), entonces 

escribimos a E(R) = E(I)E!lQ, para algún Q :5 E(R). Dado que HomR(Q, E(I)) = {O} , 

se tiene que x E E(I) n R = l. 

a,b)~ii) Sea A = l visto como R-módulo izquierdo. Por hipótesis y por i) se tiene 

LA ~ l. Por i) ya), I[AI ~ l. Por b) y la definición de LA, los elementos de [ son 

precisamente los generadores de LA, por lo tanto 1 ~ L A ~ [¡Al. Por lo tanto se tiene que 

[ = llAI E J'(R) •. 
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Capítulo 6 

APLICACIONES Y EJEMPLOS. 

En este Capítulo se dará la solución al problema de encontrar una retícula 2(R) con 

Cardinal finito (potencias de 2), así como un ejemplo que sirve para "er por qué en el 

Capítulo 5 se pidió la cerradura esencial a I[AI + IIB]' Asimismo se da un ejemplo sencillo 

que ilustra la funtorialidad de 2. 

Algunos de estos ejemplos serán utilizados para mostrar cómo la descomposición de 

un módulo E(M) = DEBA EB B de la proposición 3.1, difiere de la forma de clasificación 

dada por Goodearl-Boyle ([8])de los módulos inyectivos no singulares en un anillo R, en 

Tipos ajenos I=IfUI~, II=IIfUII~ y III. Todos los anillos que consideraremos aquí serán 

anillos con identidad. 

De esta manera, primero daremos algunas definiciones de lo que se entenderá por un 

anillo del Tipo 1, II Y III. 

DEFINICIONES. 

1) Diremos que un anillo R es regular, siempre que para cada x E R, exista y E R tal 

que xyx = x. Por ejemplo, un producto directo de anillos con división es regular. Diremos 

que un anillo R es auto-inyectivo izquierdo, si Como R-módulo izquierdo es inyect.ivo. 

2) Un anillo regular R es abeliano, si todo elemento idempatente de R es central. 

Por ejemplo, un anillo conmutativo regular es abeliano, también un producto directo de 

anillos con di visión es un anillo abeliano. 
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3) Un anillo R es directamente finito, si xy = 1 implica que yx = 1 para cualesquiera 

x, y E R. Por ejemplo, todo anillo conmutativo es directamente finito. Diremos que un 

aníllo R es directrunente infinito, si R no es directamente finito. 

4) Si e es un idempotente en un anillo regular R. Entonces e es llamado idempote'Il.te 

ahelia1l.O (de R), siempre que eRe sea abeliano. Nótese que esto sólo requiere que los 

idempotentes de eRe sean centrales en eRe y no necesarirunente en R. Por ejemplo, si 

Re es un ideal izquierdo mínímo de R, entonces eRe es un anillo con división y por tanto 

abeliano. El idempotente e es llamado idempotente directamente finito (de R), siempre 

que el anillo eRe es directamente finito. Dado que todos los anillos regulares abelianos 

son directamente finitos, entonces todo idempotente abeliano es directamente finito. 

5) Sea e un idempotente en un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R. e es fiel 

(en R), si O es el único idempotente central de R que es ortogonal a e. 

6) Se dice que un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R, es del Tipo I, si R contiene 

un idempot.ente abeliano fiel. Por ejemplo, todo anillo regular, abeliano y auto-inyectivo 

izquierdo es del Tipo l. 

7) Diremos que un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R, es del Tipo n, si R 

contiene un idempotente directamente finito y fiel, pero R no contiene idempotentes 

abelianos no nulos. 

8) Un anillo regular, auto inyectivo izquierdo R, es del Tipo III, si R no contiene 

¡dempotentes directamente finitos, distintos de cero. 

9) Un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R, es puramente infiníto, si no contiene 

idempotentes centrales directamente finitos, distintos de cero. 

Por ejemplo, todo anillo del Tipo 1Il, es un anillo puramente infinito. Sin embar

go, es posible que anillos de los Tipos 1 y II sean puramente infinitos. Por ejemplo, si 

R es el anillo de endomorfisIDos de un espacio vectorial de dimensión infinita, nótese 

(ver (7) pag.lll, Teorema 10.2) que R es del Tipo l. Dado que el eonjunto de idempo

tentes centrales de R es {O, l} Y R es directamente infinito, se tiene que R es puramente 

infinito. 
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10) Un anillo regula.r, aut.o-inycctivo izquierdo es del Tipo I¡ si es del Tipo I y 

direetamente finito; del Tipo I~ si R es del Tipo I y puramente infinito; del Tipo ll/ si es 

del Tipo !l y directamente finito; del Tipo Il", si R es del Tipo II y puramente infinito. 

11) Un dominio de Ore izquierdo es un dominio entero R, tal que dados elementos 

a, bE R distintos de cero, se tiene que Ra n Rb f {O} . 

12) Un R-módulo izquierdo A tiene dimensián de Goldie finita si A no contiene 

[arrúlias independientes infinitas de submódulos no Cero. Por ejemplo, todo módulo arti

niano y t.odo módulo neteriano son de dimensión de Goldie finita (ver {6)). En particular, 

tm espacio vect.orial V sobre un anillo con división D, es de dimensión de Goldie finita 

si y sólo si la dimension de V sobre D es finita: [V : DI :¡:; oo. 

13) Un anillo totalmente lineal izquierdo, es el anillo de todas las transformaciones 

lineales (escritas del lado izquierdo) de un espacio vectorial V sobre un anillo con división, 

en sí mismo. 

14) Un anillo R es un anillo simple si los únicos ideales bilaterales de R son {O} y 

R. Por ejemplo, todo axúBo con división es simple. 

15) Sea M E R - Mód, no singular e inyectivo, consideremos T = Endn(A!), el cual 

es un anillo regular y autoinyectivo izquierdo (vease [7Ipag.ll, Corolario 1.23). Aplica

remos las definiciones de abeliano, directamente finito, puramente finito, Tipos 1, 1 J, loe, 

!l, !l/. ILx, Y 1Il, a M de la siguiente manera: diremos que M tiene la propiedad (*) si y 

solo si T tiene la propiedad (*) . 

Resultados. 

1) Todo anillo regular auto-inyectivo izquierdo, se descompone de manera lÍnica como 

producto directo de anillos del Tipo 1/. l"" lI/, !l~ Y lll. 

2) Sea J\! E R - Mód, no singular e inyectivo. Entonces M se descompone de manera 

única, como Suma directa de submódulos inV'dI"iantes de los Tipos IJ, 1001 IIf , IIoe , III. 

3) Si R es un dominio, entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) R es un dominio de Ore izquierdo. 

ii) nR tiene dimensión de Goldie finita. 
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OBSERVACION 6.1 

a) Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) R/Z,(R) no contiene submódulos uniformes. 

ii) M E R - Mód, M discreto, entonces M es de torsión de Goldie. 

iii) 8(R) = 8c(R). 

Demostración. 

i)=>iii) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Z,(R) = {O}. Por la propo

sición 3.1, tenemos que E (R) = D El) e con D un R-módulo discreto y e un R-módulo 

continuo. Como R no contiene submódulos uniformes se tiene que D = {O} , por lo tanto 

E(R) = e, de donde 8 D(R) = {O}. Por tanto 8(R) = 8 D(R). 

iii)=>i) Es inmediato. 

ii)=>iii) Sea M E R - Mód, M discreto, por hipótesis se tiene que Z,(M) = M Y por 

el Corolario 1.2, Z(M) = {O} ~ Z,(M) = {O}. Por lo que Z(M) I {O} , por lo tanto 

8(R) = 8c(R). 

iii)=>ii) Por el Corolario 1.2 se tiene que Z,M I {O} ,por ser M discreto Z(M/Z,M) = 

{O} de donde M/Z,(M) ~ M/Z(M) y como Z(M) ~ Z2(M) se tiene que Z2(M) = M 

por lo tanto M es de torsión de Goldie. 

b) Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) R/Z,(R) contiene esencialmente a una suma directa de submódulos uniformes. 

ii) Todo módulo continuo es de torsión de Goldie. 

iii) 8(R) = 8 D(R). 

Demostración: 

Es similar a la prueba de a). 

e) Si 8(R) es átomica, entonces 8CB(R) = {O} 

d) Consecuentemente si 8(R) = {O,l}, entonces necesariamente se cumple que 

8(R) = 8cA(R), ó 8(R) = 8D(R) •. 
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EJEMPLO 6.1 

Para un anillo R tal que R/Z,(R) es un Dominio, se sigue que 3(R) = (0,1} Y una 

de las dos siguient.es condiciones que son mutuamente excluyentes. 

1) 3(R) = 3 CA (R) Y R/Z2(R) es molecularmente continuo. 

2) 3(R) = 3 0 (R) Y R/Z,(R) es un dominio de Ore izquierdo. 

Demostración. 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Z,(R) = (O}. Como RR es com

primible (por ser R dominio entero), entonces [RJ = 1 E 3(R) = (0,1}, de donde 

3 CB (R) = (O}. Por (ver [5J pago 6. Teorema·2.7), tenemos que E(R) = e $ D con e 
continuo, D discreto y ambos ideales bilaterales de E( R) con De = e D = (O} . Como 

3(R) = (O, l) se tiene que: 

i) Si D = (O}, entonces 3(R) = 3 CA(R) de donde se concluye 1). 

ii) Si e = {O}, entonces por (ver [5J pag.S, Corolario 2.10), se tiene que 

E(R) 9< HOIDo(V, V), donde V =0 V es un espacio vectorial izquierdo, sobre un 

anillo con división D, y E(R) actúa de el lado izquierdo de V. Si [V : DJ = 1, entonces 2) 

se cumple, por el Resultado 3) y la Definición 12). Si [V : DJ ~ 2, dado que R::;, E(RR), 

el anillo R contiene una proyección p de V en un subespacio unidimensional de V. Sea 

O i ~ E E(R), con ~V ~ An(p). Entonces ~p = O. Dado que (R : ~) ::;, R, existe un 

O i q E (R : O~ ~ R. Pero pq = O, contradice el hecbo de que R es un dominio entero. 

Por tanto R es un dominio de Ore •. 

EJEMPLO 6.2 

Consideremos el anillo de matrices de tamaño TI. x n, con coeficientes en un anillo con 

división D que denotaremos Mn (D), entonces 3(Mn(D» = 3 0 (Mn(D)) = (O, 1}. 

Demostración. 

Usaremos el siguiente resultado de la Teoría general de Módulos (ver [1J). 

Si R es un anillo simple, entonces el anillo de matrices de tamaño nx n, con coeficientes 

en R es un anillo simple. 

De donde se tiene que Mn(D) es simple, por lo que Mn(D) no tiene ideales bilaterales 
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propios. Por tanto e! Corolario 5.2 y el hecho de que Mn(D) es un R-módulo discreto, ga

rantizan que 8(M.(D)) = 8 o(M.(D)) = {D, l}. Además, (ver (7J pago 121, too. 10.24), 

se tiene que M.(D) es un R-Módulo izquierdo del Tipo 1, •. 

El siguiente ejemplo muestra que no existe un R-módulo M del Tipo lf' de tal manera 

que (MJ sea precisamente la clase de todos los R-módulos del Tipo 1,. 

EJEMPLO 6.3 

a) Sea U un R-Módulo uniforme, inyectivo y no singular y consideremos 
~ 

M = E( al U) y T = EndR(M) (e! caso más simple es cuando R = U = F con 
i=l 

~ 

F un campo, en cuyo caso M = al F, Y T = HomR(M, M) es e! anillo de todas las 
i=l . 

transformaciones lineales de Al en M l escritas de el lado izquierdo del espacio vectorial 

de dimensión numerable M.). 

Así T ~ HomR(V, V) es el anillo de todas las transformaciones lineales, escritas del 

lado izquierdo, de un espacio vectorial DV, sobre un anillo con división D,que en este ca-

so es D = EndR(U) (ver (4J pag.82-84, 5.5 (iii) Y 5.6), por ((8J pago 33, Teorema 5.4) ó 

((7J pag.lU, Proposición 10.2) . El auillo T es del Tipo l. Los únicos idempotentes centra

les de T SOn {D, 1} . Es claro que 1 es un idempotente directamente finito (ver (8J pago 46) 

Ó por definición 3) de este capítulo. De hecho, e! auillo T es puramente infinito (ver (8]), 

por lo que T es del tipo I~. Por la definición 15) de este capítulo, M es del Tipo ~. 

De este modo como EndR(V) = T es abeliano (ver (8J pag.12) y directamente finito 

(ver (8J pago 16), entonces U es del Tipo 1,. Por la definición 15) de este capítulo, tam

bién M es de! Tipo 1, y de aqui se tiene que I,nl~ =~, pero (UJ = (MJ E 8(R). 

b) Sea e un ordinal inicial limite (infinito), y tJ. un anillo con división. Denotaremos 

MCFaxs(tJ.) el anillo de todas las matrices de tamaño e x e de colunma finita. en ((1]) 

se prueba que la retícula de ideales de MCFaxa(tJ.) es una cadena, por lo que el zoclo 

de MCFaxa(tJ.), consta de las matrices que tienen sólo un número finito de entradas no 

cero. Por lo que si R es un auillo con Soc(MCFaxa(tJ.)) c:; R c:; MCFaxa(tJ.) y tal que 

lE R, entonces 8(R) = 8 o(R) = {O, l}. 
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Dada una retícula Booleana (ver ¡LO]), se prueba que existe una única completación 

de la retícula a una retícula booleana completa. 

El siguellte resultado nos sirve para dar un ejemplo de una clase de anillos R ~ A 

para los cuales, sus retículas :1(R) y :1(11.) pueden encontrarse explícitamente, donde 

:1(R) y :1(11.) son las retículas del Capitulo 5. La prueba de este resultado sale de los 

alcances de este trabajo. 

TEOREMA 6.1 

Si R es un anillo booleano y 11. es la completación de R, entonces :::( R) = 11.. 

COROLARIO 6.1 

Si Av es una retícula Booleana completa, atómica y AeB es una retícula Booleana 

completa sin átomos, entonces: 

i) :::(II.D) = :::D(II.D) 

ii) :::(II.CB ) = :::CB(II.CB ). 

Demostración: 

i) Si Xv r;; Av es el conjunto de todos los átomos de Av. entonces Av es isomorfo al 

conjunto de partes de XD (que denotaremos l'(XD)), pero el conjunto potencia de XD es 

un módulo discreto sobre si mismo, de donde Soc(l'(XD )) es esencial en l'(XD ), por lo 

tanto :::(l'(XD)) = :::D(II.D). 

ii) Se sigue de la definición de R-Il1ódulo sin fondo •. 

El siguiente ejemplo, da una clase de módulos sin fondo, inyectivos, los cuales en ([8]), 

son clasificados dentro del Tipo 1 J. 

EJEMPLO 6.4 

Sea S un anillo Booleano, se muestra que su única completación, puede ser determi

nada mediante los siguientes tres pasos: 

i) R es la completación de Dedekind-MacNeille de S (Si a, b E S con ab = a. entonces 

a::; b) 
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ii) R es la S-cápsula inyectiva de S. 

iii) R es el anillo máximo de cocientes de S. 

Más aún, R es autoinyectivo, no singular y booleano. Ahora bien, si S es sin átomos, 

entonces R es sin átomos. Dado que Endn(R) = R es conmutativo, entonces nR es del 

Tipo I¡ (es del Tipo 1 pues R es regular, autoinyectivo, abeliano y lE R, Y es del Tipo I¡ 

pues si x, y E R tal que xy = 1, entonces yx = 1 pues R es corunutativo). Por el teorema 

G.I se tiene que 3(R) = 3CB(R). 

PROPOSICIÓN 6.1 

Para un coIliunto de anillos no singulares {S. I x E X} supóngase que: 

ElJ S. ~ R ~ n s. = T, con R un anillo con 1, entonces: 
~EX ;z;EX 

i} 3(R) = n 3(S.). 
'EX 

ti) Si reemplazamos en i) a E por 3 D • Se. SeA. 3eB se sigue cwnpliendo i). 

Demostración: 

Sea e", = ( ...... ,0.1,0, ...... ) E R, donde e", tiene ceros en todas sus coordenadas, 

exepto en la coordenada x·esima, en la cual tiene all de S •. Definimos Q(S.) = E(S.e.). 

Se sigue de la Iúpótesis, que el anillo Q(S.) es la S.-capsula inyectiva de S., por [(7) 

pag 116, 4.14 Y 4.15) se tiene que E(R) = E( n S,) = n E(S.) = E(T) son no 
:rEX :rEX 

singulares; también 6) E(S.) ~ E(R) por lo cual, en la hipótesis podemos suponer que 
.EX 

R = E(R) = n s. donde S. = E(S.) . 
• EX 

Ahora tomarnos L E .:1(R) '" 3(R), es decir L es un ideal invariante, y esencialmente 

cerrado de R. Para x EX la invarianza de Len R junto con 6) S. ~ R, garantiza que la 
.EX 

proyección Lez ::; 8:rez es invariante y como ideal izquierdo es esencialmente cerrado en 

La función 4> : 3(R) - n 3(S.) dada por 4>(L) = ({Le.) I x E X} para L E 
.EX 

.:1(R) '" 3(R), es claro que 4> así definida es un homomorfismo de retículas, que preserva 

el cero y la identidad. Para mostrar que 4> es suprayectivo, tomarnos (L')'EX E n 3(S.), 
. zeX 

con L. E .:1(S.) para toda x, sea K la cerradura esencial de $ L. en R, con al L • 
.:z:EX zEX 

5. K 5 R (K existe pues R es no singular. 
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Afirmamos que K es invariante. Para probar esto tomarnos f E EndR(K, R), así la 

reRtricción de f a. cada 8:¡; induce un S;¡:-morfismo de Lx en Sx. de aqui se tiene que 

como Lx es invariante en Sx, entonces ¡(Lx) ~ Lx- Ahora tenemos que f( ES Lx) ~ K~ 
'EX 

De aquí se sigue que como Ell L, :S, K, por el Corolario 1.5, f( Ell L,) ~ f(K), dado 
xEX xEX 

que K es esencialmente cerrado, que f(K) ~ K. Por tanto K es invariante. Sabemos 

que Ell LI:S, K, por lo que Ke, n (Ell L.) :S, Ke. n K, de donde L. :S, Ke •. Por 
. xEX zEX 

lo t.anto L. es un SI~submódulo esencial en K e •. Dado que L. E .1(S.).2! 8(S.), L, 

es esencialmente cerrado en Sxo Por lo tanto Lx == K ex para toda x EX. Así <p(I<) = 

([{e.).EX = (L')'EX, por (,anto <1> es suprayectiva. 

ii) Se sigue de el hecho de que (Ell S.):S, R •. 
• EX 

COROLARlO 6.2 

Si Rt, ..... , Rn son anillos ( los cuales no necesariamente son no singulares) entonces 

B(RI Ell.·· ... Ell R.,,) = 8(RI ) Ell .. · ..... Ell B(R.,,). 

EJEMPLO 6.5 

i) Sea {S.}.EX 'm conjunto de anillos no singulares con 8(S.) = BCA(S.) = {O,l} 

como en el Ejemplo 6.1, para R = n 8 7;, por la Proposición anterior: 
.EX 

B(R) = 8 CA(R) 2! rr B(8.) = rr {O, l} = 'P(X) 
"'EX zeX 

ii) Similarmente tomamos Sr como en el Ejemplo 6.2, entonces 

8(R) = BD(R) 2! rr 8(S.) = rr {O, l} = 'P(X). 
:r:EX zEX 

EJEMPLO 6.6 

Dadas ret.ículas booleanas ACB sin átomos y AcA, AD atómicas, el problema de mos

trar que existe un anillo R con BC8 (R) = Ac8, BCA(R) = ACA Y BD(R) = AD, queda 

resuelto por los ejemplos anteriores. En particular si R es un anillo con B(R) = {O, l}, 

entonces B( Ell R) 2! '1'( {l, ...... , n}) es una retícula booleana completa con 2" elementos. 
n 

Por lo que el problema de dar una retícula finita, queda resuelto. 
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EJEMPLO 6.7 

Para un anillo con división Ll., y un conjunto X. Sea R = Ll.x = n Ll. el producto 
<eX 

directo de IXI cópias de Ll. (el cual es no singular). Escribimos X como una union ajena de 

subconjuntos de X, es decir X= YUZ con ynz=tjJ. Consideramos la función caract.erfstica 

de Z, y la denotamos como Xz, ahora si 1 = XzR, entonces 1 es un ideal bilat.eral de R, 

donde l = {(x). I a E X, pero a ~ Y}. 

Ahora afirm~os que 1 es esencialmente cerrado en R. Supongamos que no es el caso 

y que N ideal de R es la cerradura esencial de l en R, consideramos a S = R/ l Y 

'1': R - S la proyección natural en l, sea <p' : 8(S) _ 8(R) el morfismo de retículas, 

dado en el Capítulo 4, como Ll. es no singular tenemos que 8(Ll.) = {O, l} Y además por la 

no singularidad de R tenemos 8(R) = 8 D (R) = P(X). Del mismo modo 8(S) = P(Y). 

Ahora como S = Ll. y <;; Ll.x ( esto se da pues Ll. y = XyLl.'). Así un elemento de 8(S) 

está unicamente determinado en la forma [XQ(S)] donde XQ E Ll. y <;; Ll.x con Q <;; Y. 

Dado que XQ(S) = XQ(R) se tiene que <p'([XQ(S)]) = [XQ(R)], por que es claro que <p' 

es un monomorfismo de retículas. De este modo tenemos que rp. es la inclusión natural 

de los conjuntos potencia P{Y)<;; P(X)=P(Z)xP(Y), aunque los complementos en P(Y) 

difieren de los complementos en P(X). 

EJEMPLO 6.8 

El siguiente ejemplo muestra, por qué en la definición de ID = (Z2(R) + C)- (del 

Capítulo 4) se pide la cerradura esencial. Es decir, daremos un ejemplo de un ideal 1 de 

un anillo R, tal que I es un ideal izquierdo esencialmente cerrado de R pero que cmnple 

que l n Z2(R) = {O}, con l El) Z2(R) no necesariamente esencialmente cerrado. Este 

ejemplo también muestra que para un anillo de torsión S, 8(S) = {O} es una retícula 

degenerada con O = 1. 

Sea Z el anillo de los nÚffiews enteros, y Z, = Z/4Z = {li, 1, 2, 3}. Si C'j es la 

matriz de tamaño 2x2, la cual tiene al 1 de Z en la entrada ij y cero en las demás 

entradas, consideramos a R = ellZ+e21(2Z .. ) + e:nZ4,. Así R es un anillo con 1, con 

Z(R) = <21(2Z,) + en(2Z.) esencial en Z,(R) = '21(2Z.) + <22Z" Si consideramos 
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1 = en2Z, notemos que 1 es un ideal bilateral de R. Además 1 es esencialmente cerrado, 

pues 1 es máximo con la propiedad de que 1 n Z2(R) = {O}. Dado que 1 El) Z,(R) 5.. R, 

ent.onces (I El) Z2(R))- = R, por tant.o 1 El) Z2(R) no es esencialmente cerrado en R. 

Haciendo E(R/I ) = {O}, que es una retícula degenerada y R/I es de torsión. 
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