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INTRODUCCION

En este trabajo, se dard una clasificacion de los R-médulos inyectivos no singulares sobre
un anillo R, la cual ( en el Capitulo 6) serd comparada con una clasificacién que dan
Goodearl y Boyle ([8]). Estd clasificacién nos permite descomponer a los R-mddulos
inyectivos y no singulares, como producto directo de médulos Discretos, Continuos, Mo-
lecularmente Continuos y Sin Fondo. {por lo cual se considerara que el lector estd fami-
liarizado, con la Teorfa General de Médulos y algunos de los resultados, de esta teorfa
sélo se enunciaran) El trabajo estd estructurado de la siguiente manera, en el Capitulo
1, se dan definiciones de los mddulos no singulares y los médulos esencialmente cerrados
y se establece parte de la notacion a utilizar posteriormente.

En el Capitulo 2, se dan una serie de resultados técnicos, los cuales son de gran
utilidad, en el desarrollo posterior del presente trabajo, en el Capftulo 3, se da una
relacién de equivalencia entre los mdédulos no singulares: A oc B si y solamente si, A
estd contenida en la cdpsula inyectiva de una suma directa de copias de B y B estd
contenido en la cdpsula inyectiva de una swna directa de copias de A. Lo cual permite
descornponer la clase de los médulos no singulares en clases de equivalencia (a dichas
clases las llamaremos clases del tipo pequeno). El conjunto de estas clases de equivalencia
para los R-médulos no singulares se denota por Z{ R}. Después extendemos dicha relacién
a un orden parcial entre las clases de equivalencia y resulta que Z{ R}, junto con el orden
parcial, es una Retfcula Booleana Completa. En el Capitulo se da la descomposicién
de un R-mdédulo inyectivo y no singular M, como el producto directo de R-mddulos

M=C&D={A® B)& D, con C continuo, D discreto, A molecularmente continuo y



B sin fondo.

En el Capitulo 4 se dan condiciones a ciertas Categorfas de anillos y de retfculas
Booleanas, para las que resulta que E es un funtor contravariante. En el Capitulo 5 se
muestra, que la reticula asociada a un anillo R, (E£(R), la que se da en el Capitulo 3)
es isomorfa a una reticula de ideales invariantes y esencialmente cerrados del anille R.
Finalmente, en el Capitulo 6, se da la comparacién entre la descomposicion dada en el
Capitulo 3, de un R-médulo inyectivo no singular, y la descomposicién de un R-médulo
inyectivo no singular dada por Goodearl en ([7]), y se dan ¢jemplos que permiten ver
que dichas descomposiciones no coinciden.

El presente trabajo estd basado en el artfculo Torsion Free Modules de John
Dauns, publicado en Annali di Matematica pura ed applicata (IV), Vol. CLIV (1989).

Notacidn.

La Categorfa de los R-médulos izquierdos sera denotada por R — Méd, y salvo que
se especifique lo contrario, todos los R-médulos seran R-mdédulos izquierdos unitarios.

Si N es un submédulo de un médulo M, simplemente escribiremos N < M. Al
conjunto de los submédulos de un médulo M lo denotaremos Subg{M). Diremos que
un submddulo N de M es esencial en M, si cada vez que estemos en la situacién de que
HN N = {0} para H < M, entonces H = {0}, y escribiremos N <. M cuando N sea
un submédulo esencial de M.

Dado A, B € R — Mdd, se define la traza de B en A, como el submdédulo de A
generado por todas las imdgenes de los morfismos de B en A, y la denotaremos por
trp(A) =trgA =3 {f(B)| f € Homg(B, A)} . Definimos el rechazo de A en B como
rej(B) =rej,B =N {Ker(h} | h € Homg(B, A)}, donde Ker(h) dencta el niicleo del
morfismo h.

La cdpsula inyectiva de un R-médulo izquierdo M la denotaremos por E{M) o EM.
Los morfismos de R-médulos ¢ de Anillos serdn escritos f : M — N sies que f es
un morfismno de M en N (para M,N € R - Madd, 6 M, N anillos). La relacién de

isomorfismo entre anillos, mddulos ¢ reticulas sera denotada por el simbolo ” 22",



Capitulo 1

MODULOS ESENCIALMENTE
CERRADOS Y MODULOS NO
SINGULARES.

En este Capftulo se dardn algunas de las propiedades de los mddulos no singulares y
los mdédulos esencialmente cerrados. Tarmbién se establece parte de la notacién que se

utilizard en los capftulos posteriores.

Primeramente daremos las definiciones de lo que entenderemos por ¢l anulador de un
elemento de un médulo. Si M € R — Méd, y K € SubgM, definimos para un elemento
m € M, et Anulador de m, como An(m) = {r € R | rm = 0}. An{m) es un ideal
izquierdo del anillo R. Denotamos An{m+ K)=(K :m)={r€ R|rm € K}.

Para un subconjunto T C M se define el anulador de T por:

An(T)={reR|rt=0VteT} =tQT An(t).

El submédulo singular de un R-médulo izquierdo M esta definido como el conjunto
de elementos del médulo que tienen anulador esencial en el anillo, y se denota Z{M) =
ZM ={m e M| An(m) <. R}.

Una primera observacién es que Z(M) efectivamente es un submddulo de M. Obsér-
vese que Z{(R) - M C M.



El segundo submédulo singular de M estd definido de la siguiente manera Z,(M)
= ZoM < M es el tnico submédulo de M para el cual se cumple ZIM /Z(M)] =
Z(M)/Z(M).

Diremos que M € R — Madd, es de torsidn si Zo(M) = M y que M es no singular
si Z{M) = {0}.

Para M €¢ R — Méd, y N € SubgM, diremos que K es un complemento relativo de
N en M, si K es miximo con respecto a la propiedad N N K = {0}. Tales submédulos
de M existen en virtud del Lema de Zorn.

Como primera observacién, notemos que si M = K @ N, entonces K es un comple-
mento relativo para N en M y N es un complemento relativo para K en M.

Por ejemplo, si F esuncampoy M = F@& F. con N = F & {0} entonces para
cualquier, 0 # z € F el subespacio F(1,z} es un complemento relativo para N en M.

51 F es un campo infinito, esto nos da un ejemplo para el que N tiene una infinidad

de complementos relativos en M.

PROPOSICION 1.1

Sea M € R —Mdd, y N € SubgM con K un complemento relativo para N en M,
entonces se tiene que K @ N <, M.

Demostracién.

Dado que NNK = {0} se tiene que K+ N = K®N. Ademds K ® N es un submédulo
de M. Supongamos ahora que L < M tal que {K & N)n L = {0}, (por demostrar que
L = {0}). Como (K@N)NL = {0} entonces la suma de L con K @ N es directa. Es decir
Li{(KeoN)=La(KeN)=(LeK)®N dedonde se tiene que NN {Ld K) = {0}.
Por la maximalidad de K, tenemos Lo K = K, asf L = {0}, por lo tanto KGN <, M A

El resultado anterior se puede resumir de la siguiente manera: Todo submdédulo de
un R-médulo izquierdo M es sumando directo de un submddulo esencial de M.
Si M € R—MGdd, diremos que N < M es esencialmente cerrado en M, si N

no tiene extensiones esenciales propias dentro de M esto es, si la iinica solucidn a la



relacion N <, L < M es N = L. Por gemplo, {0}, M son esencialmente cerrados
para cualquier M € R — Mdd. También todo sumando directo de un R-mddulo es un

suhmddulo esencialmente cerrado del maédulo.

PROPOSICION 1.2

Si M eR—-Mod, y N < M, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) N es esencialmente cerrado (abreviatura e.c.) en M.

b) N es un complemento relativo para alguna L < M.

¢} S5i L es un complemento relativo para NV en M, entonces N es un complemento
relativo para L en M.

d) 5i N < L <, M, entonces L /N <, M /N.

Demostracion:

a)=>d} Sea K /N un submddulo de M /N tal que (K /N) N (L/N} = {0}, asi que
KNL=N. Puestoque L <, Msetiecneque LNK <, KNM < M,dedonde N <, K
y como N es (e.c.), tenemos que N = K. Por lo tanto K /N = {0} .

d)=>c} Dado que N N L = {0}, por ¢l lema de Zorn, N puede extenderse a un
complemento relativo N’ para L en M, probaremos que N = N’. Por la ley modular
(LeN)NN' = N+ (LNN') = N, de donde teneinos que {{L & N} /N|N[¥ /N] = {0}.
Por la Proposicidn 1.1, tenemos L& N <. M y por la hipotesis (L& N} /N <, M /N.
Por lo tanto N' /N = {0}. Por lo tanto N = N".

c)=b) Es inmediato.

b)=a) Supongamos que N <. N' < M, por demostrar que N = N'. Dado que
(NNnL)yNnN = Ln N = {0} (por hipétesis), se tiene que M N L = {0}, y por la
maximalidad de N concluimos que N = N'. Por lo tanto N es (e.c.) &

PROPOSICION 1.3
Sean M € R —~Méd, y N, L € SubrM con N < L. S5i N es esencialinente cerrado
en L y L es esencialmente cerrado en M, entonces N es esencialmente cerrado en M.

Demostracion:



Supongamos que N es esencial en W < M. Por lo cual se tiene que L <, L+ W < M,
y como L es (ec.) en M, se tiene que L = L + W. Por lo cual W < L. Por lo tanto N cs
esencialen W < L. Por lotanto N =W R

Ejemplo

La familia de los submodulos esencialmente cerrados de un médulo M no es cerrada
bajo intersecciones.

SeaR=Z M=Z&Zy,, N=R(1,0)y L =(1,1). Como N es sumando directo de
M, entonces N es {e.c.) en M. Observemos que C = L & R({1,1) por lo que L es (e.c.)
en M. Ahora NN L=R20y NNL< N, NnL<, L,y sin embargo NN L no es

{ec)nien N nien L, nien M.

PROPOSICION 1.4
Sean M, K € R - Méd, con Z{M) < K < M. Para z € M, se tiens que:

K<, K+Rze(K: 2)<. R

Demostracién:

=>] Sea I un ideal izquierdo de R, tal que (K : z) NI = {0}, afirmamos que I = {0}.
Si Iz # 0. entonces por hipétesis Iz'N K # {0}, de donde existe o € I tal que 0+ az
con az € K, o cual no puede ser cierto yaque0# oz e K =2 a € {(K:x)y0£a € l,
de donde 0 # a € (K : z) NI = {0}. Por lo tanto fx = {0}, asi [ C (K : %), por lo que
I=(K:z)n!l={0}.

<] Sea k+az € (K + Rz) — {0}, ysea | = (K : z}, entonces I <, R. 5i para alguna
a € I, alk + az) = ak + aaz # 0, entonces existe un multiplo escalar de & + oz distinto
de cero en K. 8i a(k + ax) = 0 para todo a € I, entonces / C An(k + azx}, por lo tanto
An(k+az) <. R,porloquek+az e Z(M) < K I

LEMA 1.1
Si M es un R-médulo izquierdo, tal que Z(M) < K € M, con Z(M/K) = K /K,

entonces:



M/K={yeM|3te R Rty # {0}, Rtyn K = {0}}.

Demostracién:

Primero veamos el siguiente diagrama:

MK = (M)

K/K
T
K—M— M/K
H 1 I

K—K—K/K

Por definicién K = {m+ K e MK | (I{:m) €. R} =

m+KeM/K|(K:m+K)<, R} =

{m+KeM/K|{reR|rme K} <, R}.

AhoraseaY = {ye M |3t e R: Rty # {0}, Rty N K = {0}}, queremos probar que
Y =M/K.

2} Supongamos que Y & M /K, es decir que existe y € (Y ﬂf) ,con y # 0 (pues
Rty # {0}) come K <, K, entonces {K :y) <, R, por la Proposicién 1.4 se tiene,
K <. K + Ry, pero también (K : ty) <. R,V t € R, entonces K <. K + Rty. Como
y € Y entonces, hay un ¢y € R tal que Ripy # {0} . Por lo anterior K <, K + Rigy =
K N Rty # {0}, lo cual contradice la hipétesis y por tanto Y C M /K.

C|Sea0#y€ MK, entonces K no s esencial en K + Ry (por definicion de K),
por lo tanto K # K@ R(k+ ay) para algin 0 # k+ay € K + Ry. Dadoque k+ay ¢ K
v Z(M) < K, entonces An(k + ay) S, R. Por la Proposicién 1.1, An(k+ay) D B < R,
para algin {0} # B < R. Como K N Rk + ay) = {0}, entonces An(k + aya) =
{reRjr(k+ay)=0l={recR|r(ay)e K} =(K:ay). Porlo tanto (K :ay)N B =
{0}.

Afirmacién: Bay N IV = {0}, pues si Bay N K # {0}, entonces 3b € B,0 # b tal
que bay € K, entonces 0 # b € (K : ay}) N B = {0}, lo que no es posible. Por lo tanto



Bay N K = {0}, en particular An (ay) N B = {0}, asi se tiene que {0} # B = Bay. Si
t=bapara0#be B = {0} # Rty, Rtyn K = Rbay N K = RayN K = {0}, por lo
tanto y € Y, por lo que M/T(_QYI.

PROPOSICION 1.5

Si M € R—Méd, con Z(M) < K < M.y K /K = Z(M / K}, entonces se cumplen
las siguientes condiciones:

NK={zeM|(K:z)<.R}={zeM|K <. K+Rz}. .

2) K es el submédulo més pequedio que es esencialmente cerrado en M y que contiene
a K. Consecuentemente K <, K.

3) Z(M /K) ={0}.

4) K =n{C € SubpM | K < C, C esencialmente cerrado} .

5) K = {0} <= K = {0} .

6) Si K <R es decir que K es un ideal bilateral de B con Z(R) < K, entonces K 4 R.

Demostracién:

1) Por definicidn de K = {m+ K e M/K |{K :m) <. R} =

m+tKeM/K|{reR|IrmeK} <. Rl={meM|(K:m)< R}=

{re M| K <, K+ Rz}. Lailtima desigualdad se da por la Proposicién 1.4.

2} Es claro que K <, K, ahora veremos que K es (e.c.) en M. Supongamos que existe
H < M tal que K < K <, H. Por demostrar que—I? =H s K # H entonces existe
y € Htal quey ¢ K, y por el Lema 1.1, se tiene que existe £ € R tal que Rty # {0}, y
Rityn K = {0}, como K <. H, y Rty C H, entonces Rty = {0}, por lo tanto H = K.
Alora supongamos que existe H < M talque K < H, H (ec.) en M y con K D H, asf
pues tenemos que K <. K, K <, H < K, lo que implica H €, K, de donde como H es
{e.c.) en M, se tiene que K = H.

3) Dado que Z(M) < K < K entonces aplicamos la Proposicién 1.4, a K en lugar
de Kysiz+K € ZIM/K), luego (K :2) <, R & K <. K + Rz < M, ademis
4+ K € Z(M/K) y como K es (e.c.) entonces z € K. Por lo tanto Z(M /K) = {0}.

4) Basta probar que si C es un submédulo de M (e.c.) y K < C, entonces K < C, asisi
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re€Kporl)(K:z)< Rpero (K:z)={reR|rs€ K<C}C{reR|rzeC}=
(C :x), por lo que (C : z) < R, por la Proposicién 1.4, C <, C + Rz < M, pero como
C cs (e.c.) en M se tiene que z € C.

5) «| Si K = {0}, y K < K entonces K = {0}.

=|8i K = {0} entonces K = {z e M| {0} <. Rt @ Rz = {0} & z =0}, porlo

que K = {0}.

6) Basta probar que K es un idea! derecho de R. Sea t € K y b € R, necesitamos
probar que th € K.

Afirmamos que (K : £) < (K : tb), pues siv € (K : t) entonces rtb € Kb < K por ser
K ideal derecho de Ry rt € K por lo anterior r € (K : tb), por lo tanto (K : t) < (K : tb)
y (K :t} <. R, puest € K. Por lo tanto (K : th) <, K, asithe K m.

DEFINICION : 8i M € R — Mdd con K < M, definimos K s6lo cuando ZM C X
como el vinico submédulo de M tal que Z{M /K) = K /K. Al médulo K se le llama la

cerradura esencial de K en M.

COROLARIO 1.1

Sea M € R — Mdd, supongamos que {C,},.;, €8 un conjunto de submdédulos esen-
cialmente cerrados de M, tales que Z{M) < C, £ M, entonces:

a) “r;[ Cy < M es un submddulo (e.c.) de M.

b) 8i C, es inyectivo para toda o € I, entonces ar;! C, es inyectivo.

Demostracién:

Sabemos que C, = G, para toda a € I, por lo cual o [o =n, C,C E_C_a

Afirmacién: ar;}I Co garew! Co-Size QQ: C. por la Proposicién 1.5, parte 1), tenemos
que (nrgt C,:z) <. R, pero

(&QIC.,:x)={rE R|ra:EaQICa}={rER|rmECaVaeI}=

2, {re R|rzeCy} =0, {Cq : 7). Por lo tanto 2 {Ca:z) <. R.

Afirmacién: (C, : ) <. AVe & I, puessino fuera el caso existiria S € [, y0£ B <
R tal que BN (Cp : ) = {0}, de donde (GQICO :2)NBC{Cy:x2)N B = {0}, lo cual
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no es posible pues (QQ! Co:z) <, R, por lo tanto (C, : 2) <. R paratodaa € I, y por
lotanto r € C, paratoda e € I, y asf x €n, C., de donde se tiene n C.= EC': y
por la Proposicién 1.5, parte 3), concluimos que :Q’—C‘, es esencialmente cerrado, por lo
tanto af'E]l Coes(ec)enM.

b) De un resultado de la Teoria general de Médulos ([1]) Si £, M e R~ Mdod, M < E
con F inyectivo y M que no tenga extensiones esenciales propias dentro de £, entonces
M es inyt?ctivo, As{ por a) tenemos que QQ: C. es esencialmente cerrado en M como
a!;][ C, ya no tiene extensiones esenciales propias dentro de M, y CQI C, C C, para toda

a € I con C, inyectivo por el resultado tenemos r;[ C,, s inyectivo en M M.
[+]
El siguiente Corolario nos da algunas propiedades de Z(M), Z,{M}.

COROLARIO 1.2

Si M € R —~ Méd, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

a) Z{M} = {0} <= Z,(M) = {0};

b) Z2{R) - M C Zo{M);

c) Z(M) = {0} = Zyo(R) - M = {0};

d) ZiM /Zo(M)] = {0};

e) Z(M) <. Zo(M);

f) Zz(M), es el mds pequenio submédule esencialmente cerrado de M que contiene a
Z(M), y B(ZM) = E(Zx(M)}) = Zo(E(M));

g) Zz{R), es el mds pequerio ideal bilateral de R que contiene a Z{R), la notacién
para los ideales bilaterales de un anillo R. serd / 9 R.

Demostracién:

a) =} 8i Z{M) = {0}, por definicién Z,(M) = Z(M ~Z(M)) = Z{M) = {0} .

<=| Pues Z(M)} < Z(M) = {0}.

b) Z{R) M ={a1z1 + ... + anZo } a; € ZoR, z; € M, n € N}. Como (ZR: a;) <.
R, es claro que (Z(M):a;z;) <. R, parai = 1,..,n. Pues (ZR : a;)a;z: CZR- M C

Z(M). Como una interseccion finita de submdédulos esenciales es esencial, tenemos que:
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D (@M am) S Ry D (Z(M):0m) € (Z(M) iz + .+ a,z) < R,

por o que (Z(M) : a1z + ... + ana) <. R.

¢) Por b) Zz(R) - M C Zy(M) = {0} (la tltima igualdad es por 1)). Por tanto
Zy(RY- M = {0}.

d)} Reemplazando Z{M) por K, en 3) de la Proposicién 1.5, tenemos que {0} =
Z(M/K) = Z{M /Zy(M)), pues (K /K) = (K/Z(M)) = Z(M /Z(M)). Por lo tanto
K = Zao(M).

¢) Es inmediato de la Proposicién anterior reemplazando Z{M) por K.

) Sabemos que si N <, M, entonces EN = EM. Por tanto, como ZM <, Z; M,
tenemos que E(ZM) = E{Z,M). Luego E{Z,M) es inyectivo y E(Z,M) <, Z,{EM),
por lo que E(Z,(M)) = E(Z(M)) = Z(E(M)).

g) Es inmediato W

COROLARIO 1.3

Supéngase que un submddulo ¥ < M, para M € R — Mdéd satisface las siguientes
condiciones:

i) Z(M/N) = {0};

0y NNZ{M}) <, N,

entonces N = Zo( M)

Demostracion:

z € Z{M) = An(z) <. R,y An{z) < (N : ) € R, por tanto (N : z) <. R. Como
Z{M /N) = {0}, entonces x € N, por lo que Z{M) < N. Por otro lado, N = N : por
i) Z(M) = NNZ(M) <. N y por {) del Corolario 1.2, tenemos que Z2(M) es el mds
pequeno submédulo {e.c.) de M que contienea Z(M) asi Z(M) <. N,y Z{M) <, Zo(M),
ademsds Zy(M) < N = N, por tanto Z,(M) <. N, como Z;(M} es el submddulo esencial

mds pequefio que contiene a Z(M), entonces N = Z,(M) R

Algunas de las propiedades concernientes a las Imdgenes y Niicleos de morfismos

entre médulos son dadas en los siguientes lemas. El hecho de que la imagen inversa de
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un submddulo esencial es también un submédulo esencial serd utilizado en dichos lemas.

LEMA. 1.2

Supéngase que L <, M, con N M € R—Modd, ysea f : M — N un morfismo de
R-médulos con Z(N) C f({L), entonces

i) f(L) e F(M);

ii) 5i € € N, es un submddulo (e.c.} de N con f(L) C C, entonces f(M) C C;

iii) Si Z(N) = {0}, entonces Ker{f} < M es (e.c.) en M y Zy(M) C Ker(f).

Demostracién:

i) Sea f(z) € f{M), f(z) distinto de cero, por lo que = # 0. Como L <, M, entonces
I'=(L:z) <, R, asi Iz C L, por lo que f(Iz) € f(L). Si If(x} # {0}, ya acabamos,
pues 0 # rf(x) € f(L) para alguna r € I. St If(z) = {0}, entonces f(z) tiene anulador
esencial en el anillo, por lo que 0 # f(x) € Z(N) € f(L).

1) Sabemos que Z({N) C f(L) sea pues f(z) € f(M). Afirmamos que f{z) € C. Como
F(L) <. f(M}, entonces f(L cfx)) < Ry f(L) < F(LY+ Rf(z).

Por lo tanto f(z) € f(L} O{C‘,<N|C es (e.c.), f(L) € C.} < C. Por lo tanto
flzYeC.

i) Si Kerf . K < M,y z € K, entonces (Kerf : z) <. R, pero (Kerf:z) =
{r € R|7f(z) = 0} = An(f(z)). Por tanto f(z) € Z(N) = {0}, asf que f(z) = 0, por
lo que z € Ker{f). Por lo tanto Ker(f) = K es (e.c.) en M.

Ahora afirmamos que Z{M) C Ker(f), pues si x € Z(M), entonces An(z) <, R, y
como An(z) C An{f(x)), entonces An{f{x)) <. R. Por lo tanto f{z) € Z{N) = {0},
asf que = € Ker(f). Por lo tanto, la afirmacién se cumple.

Como Ker(f)es(e.c.), Z{(M) C Ker{f)y Z2(M) es el m4s pequeiio de los submadulos
esencialmente cerrados de M, que contiene a Z(M) tenemos que Z2(M) C Ker(f) |

COROLARIO 1.4
Supdngase que M,N e R~-Méd y H < Nestal que f : E(M) — N es un
morfismo de R-médulos con ZNV C f(M)y f(M)NH = {0}, entonces f(EM)NH = {0}.
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Demostracidn:

Consideremos la inclusion £ : M — E(M). i es un monomorfismo esencial por lo
que M <, E(M). Por el Lema 1.2, parte i}, se tiene que f(M) <. f(E{M)), por lo
que si fE(M)) N H # {0} entonces existe 0 # f(z) € f(E(M)} N H, para alguna
iz € E(M). Por la esencialidad de f{M) en f(E{M)) existe r € Rtal que rf(z) # 0y
rf(z) € f(M). Pero rf(z) € H de donde se sigue que 0 # f(z) € f(M)N H, lo que
contradice la hipétests. Por lo tanto f(E(M))Nn H = {0} m

COROLARIO 1.5
Sean M, N € R — Mdd tal que M es inyectivo y no singular, entonces:

tru (N} <. try(E(N)).

COROLARIO 1.6

SiZ(M) < K & M, para M € B —Méd y K es un submédulo invariante de M,
entonces K < M es también un submédulo invariante de M.

Demostracién:

Sea f € Endgp(M). Probaremos que f(K) € K. Tomemos 0 # f(z} € f(K), como
z€ K = (K :z) <, R, basta probar que (K : flz)) <. R.

Afirmacidn: (K :z) C(K : f(z)).

Sir € (K : z) entonces rz € K. Como K es invariante, entonces f(rz) € K. De
donde rf(z) = f{rz) € K. Por lo tanto r € (K : f(z)), por lo tanto (K : f(x)) <. R.
Por lo tanto f(z) € K m.
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Capitulo 2

REPRESENTACION DE TRAZAS.

El principal objetivo de este Capftulo es el de establecer, algpunas de las propiedaes de
los R-mddules izquiedos inyectives y no singulares con respecto a la traza de un par de
R-mddulos, y dar una descomposicion de un R-médulo inyectivo no singular A, como
suma. directa de la cdpsula inyectiva de la traza de B en A, con el rechazo de A en la

cdpsula inyectiva de B, para B un médulo no singular ( Corolario 2.3).

LEMA 2.1

Sean M e R-Mdd, y A<, B< M, A<, B <M,y {0} # AN A, entonces
ANA <. BnBA.

Demostracién:

Sea N < BN B, N # {0}, dado que A <, B se tiene que NN A # {0}. Como
A’ <, B’ tenemos que (NN A)N A" £ {0} &

TEOREMA 2.1

Sean A, B € R ~ Méd, Z(B) = {0}, supéngase que {0} # V < tr (E(B)), entonces
existen 0 £a € A,y 0# b€ B, tal que Re = Rb € V. Por lo tanto An(e) = An(b).

Demostracién:

Sea 0 # 8 € V, entonces 8 = gy{a1} +..... + gn(an), cOn a; € A, g; € Hompg(A4, E{B})},
para todoi€ {1,...,n}.
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Afirmacion: Podemos elegir a 0 # 3 € VN B, con f§ = g;{a:), para alguna o; € A, y
g € Hompg(A, E(B)).

Alora demostraremos la afirmacién. Como E(V) < E(B}), entonces E(B) = E(V) &
@, con @ < E(B), (pues todo mddulo inyectivo es sumando directo de cada mdédulo
que lo contiene). Sea f : E{(B) — E(V) & Q, la proyveccion en E(V) seguida de la
inclusion en E(B). Asi g8 € V < E(V), con f(f) = 8 # 0. Por otro lado 0 # 3 =
flgi(ay)) + ... + flgn(aa)), por tanto f{g:{a;)) # 0 para alguna i € {1,...,n}, y por la
esencialidad de B en E(B) podemosL escojer a 0 3£ 8 = flg:{a:)) € V N B. Abora por la
inyectividad de E(B), ¢: se puede extender a g, : E(A) — E(B), tal que & |a= g..

Por el Corolario 1.2, se tiene que Z,(B) = {0}, por el Lema 1.2, parteiii), Ker(fg) es
(e.c.) en E(A). Por lo tanto Ker(fg:} es inyectivo, por lo que E{A) = W@ Ker(f3,), para
alpin W < E(A). De este modo a; = w+ z para algun 0 # w € W, y z € Ker{fg:). Dado
que A <, E{A), entonces hay un 7 € R, con 0 # rw € A Asf pues, sea 0 # a = rw €
ANW, de donde r8 = r(fgi)(a:) = f(gi{r(w+ 2))) = fGlrw+rz) = fGi(rw) + fGi(rz) =
fg(a), pues z € Ker(fg:). De este modo tenemos que 0 3 r§ = f§(a) es distinto de
cero, pues E{4) = W @ Ker(fg;), y como f§ es un monomorfismo restringido a W y
a € ANW, tenemos que f§i(a) # 0. Por lo tanto si b = rf3, tenemos que An(b) = An(a).
Porlotanto Re 2 Rb<VNB <V A

COROLARIO 2.1

Sean A, B € R — Méd, Z(B) = {0} . Para un subconjunto S C 4 x B, definimos:

Sp = {Rb]existe a € A tal que (a,b) € S}, entonces existe un subconjunto S de
A x B que satisface las siguientes condiciones:

a) El conjunto transpuesto de S constituye una funcién.

b) Para toda (a, b} € §, An(a) = An(b), por tanto Ra = Rb,

c) Sp = & {Rb | existe a € A tal que {a,b) € 5}.

d) Sp <, tra{E(B)).

Demostracién:

Sea £ = {§ C A x B| 5 satisface las condiciones a),b) y ¢)} . Como primera obser-
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vacion tenemos que £ # ¢, pues por el Teorema anterior, existen 0 #£a € A,0£ b€ B,
tales que Ra 2 Rb, por lo que Sp = {{a, b}}, satisface las condiciones a),b} y ¢).

La condicién de que el conjunto transpuesto de Sp es una funcién se cumple ya que
Sy tiene s6lo a un elemento. Una segunda observacion es que £ junto con la relacién de
inclusién (£, C) constituye un conjunto parcialmente ordenado. Una siguiente observa-
cidn es que (£, C) satisface las hipdtesis del Lema de Zorn. A continuacién probaremos
este hecho. Sea C = {8,},¢, Para algin conjunto de indices I, una cadena de elementos
de £. Probaremos que C estd acotada superiormente por S -—"aLéljr Sa,con S, € £ Es
claro que S es una cota superior para C, por lo que sélo resta probar que S € £.

a) se cumple ya que si (aq,b),(ap,4) € S, entonces (ay,0) € Sa,(a2,b) € S5 para
algin a, 8 € . Como C es una cadena tenemos que S, € Sg 6 S, 2 Sp- Sin pérdida
de generalidad supongamos que S, C Sz, por lo que {a1,b), (a2, b) € S5 y como el
conjunto transpuesto de S es una funcién tenemos que a; = a2. Por lo tanto el conjunto
transpuesto de S es una funcién.

Ahora como (a,b) € § = (e,b) € S, para algin o € I, tenemos que Ra = Rb, lo que
implica que S satisface la condicion b).

Para ver que S satisface la condicién ¢) teneinos que probar que:
Sp=®{Rb| (a,b) € S}.

Sea pues 0 = rib; + ... + rub,, una combinacién lineal igual a cero con elementos de
Sp. Sabemos que hay un F tal que b; € Spparatodoi =1,...,n. AsiO = riby+... . +7ab, €
(Ss)s = ® {Rb| (a,b} € Sp}, lo que implica que,

0=r1=1'2=...=‘rn. POI‘ 10 tanto SB_—_@{RbI(a,b)ES}

Por lo tanto (£, C) tiene maximos.

Sea 5 uno de tales méximos de (£, C). Es claro que § cumple a),b) y c), por lo que para
probar el Corolario sélo resta probar d) es decir que Sz <, tra(E(B)). Por el Teorema
2.1, se tiene que si {0} # V < tr,(E{B)), entonces existen 0 #£ a € A,0 # b € B talesque
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Ro = Rb. Si (a,b) € S, entonces b € SgNV # {0}, de donde se tiene el resultado. Sino
hay una pareja (a;,b) € 5, entonces SU {(a,,b)} € £, lo cual contradice la maximalidad
de S, por lo tanto siempre hay una pareja (a,b) € S, y por tanto Sg NV # {0}, por

tanto Sy <, tra(E(B)), lo cual concluye la prueba det Corolario W

Una version muy utilizada posteriormente al Corolario anterior queda establecida en

el siguiente Corolario.

COROLARIO 2.2

Sea B € R — Mdd. Considerainos a R como mdédulo izquierdo, entonces resulta que
para el subconjunto S de A x B, ( el del Corolario 2.1) se tiene que Sg <. B.

Demostracion:

Por el Corolario anterior tenemos que Sg <, tr,g(E{B)), asi pues para cada elemento
b en B no cero definimos f : B — E{B) dado por f(lg) = b, de este modo [ €
Hompg(R,E(B)), y como Rb = f(R) # {0}, se tiene que BbN Sg # {0}. Por lo tanto
existe 0 # rb con rb € Sp, y por tanto Sg <, B AL

El siguiente Corolario es de una importancia tracendental en los posteriores Capitulos,

en dicho Corolario se tomard B como R,/7Z,(R).

COROLARIO 2.3

Sean A, B € R — Mdd, A, B no singulares, entonces se satisfacen las siguientes con-
diciénes:

i} E(B) = E(tr ,E(B)) ® rejg,,(E(B)), es una suma directa de submédulos inva-
riantes de E(B), en particular.

ii) 5i E(B) = E(tr ,E(B)} ® Q. entonces trg()(Q) = {0} vy @ = rejg(4,(E(B)) es
inico.

iii) Homg [E(tr ;E(B)), rejg 4 (E(B))] = {0} .

Demostracion:

Una primera observacion es que E(tr,E(B)) = E(trg, E(B)), lo cual se sigue del
hecho de que tr4(E(B)} <. treia(E(B}), {Corolario 1.5).
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Afirmacion 1:

rejg4)(E(B)) es inyectivo.

Para probar est4 afirmacién tenemos querejg JEB =N {Kerh | h € Homg{EB,EA)}
y por el Lema 1.2, tenemos que Ker(h) € E(B) es {e.c.), pues Z(E(B)} = {0}, por o
tanto Ker(h) es inyectivo pues ya no tiene extensiones esenciales dentro de E(B), por lo
que I{er(h) es (e.c.), e inyectivo.

Por el Colorario 1.1, tenemos que N{Ker(h) | h € Homg(EB,EA)} = rejg (EB),
es inyectivo, lo cual prueba la afirmacién 1. .

Afirmacidn 2:

rejg 4 (E(B)), y tr4(E(B)) son submédulos invariantes en E(B).

Sea f € Endg(E(B)), yx € rejE(A',(E(B)), para probar que rejg 4)(E(B)) es inva-
riante basta probar que f(z) € rejg ) (E(B)). Perosi h € Homg(E(B}, E(A)) entonces
tenernos que la composicion de morfismos (h o f) € Homg(E(B},E{A)), y con z €
rejgay(B(B)) se tiene que (ho f)(z) = h(f(z)) = 0, por lo tanto f(x) € rejg 4 (E(B)).

Nuevamente sea f € Endg{EB), y r € tr {E(B)), probaremos que f(z) € tr E{B)).
Pero = es de la forma £ = gi{a;) + ... + gu{e.) con ¢; € Homp(A,E(B)), a; € A, a
continuacion observamos que (f ¢ g;) es un morfismo de A en E(B) para todai =1,..,n,
y tenemoas que f(z) = (f 0 gu){@1) + . + (£ © ga)(@), con (£ 0 g:)(as) € E(B), y por lo
tanto f(z) € E(B).

Entonces rejg 4 (E(B)), y tr4(E(B)) son submédulos invariantes en E(B).

Afirmacién 3:

E(tr ,E{B)} < E(B), es un submoédulo invariante.

Nuevamente sea f € Endg{EB). Por las afirmaciones 1 y 2 tenemos que f{tr ,E{B)) C
E(tr JE(B)). Por el Lema 1.2, parte ii), tenemos que f(E(tr ,£EB)) € E(tr ,E{B)), pues
E(tr ,E(B)) es (e.c.) en E(B).

Ahora vemos que E(tr ,E(B)) < E(B), por lo que E(B) = E(trg(4)) @ @, con
Q < E(B).
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Afirmacién 4:

tran(@) € @ N E(br 4E(B)) = Q N Eltrgou(E(B)) = {0}

Es claro que trega){@Q) < @, por lo que tre(4)(Q) C trey(E(B)) C Eltrg  E(B)) =
E(tr ,E(B)), por lo tanto tenemos que la afirmacién es cierta, de donde concluimos gue.

tre@ = X {f(EA) | f € Homg(EA,Q)} = {0}. Por lo tanto Homg(EA,Q) =
{0}.

Como E(A) y Q son no singulares e inyectivos, entonces Homg(Q, E(4)) = {0}, Q
es no singular pues Z{Q) = @ N Z{E(B)) = @ N {0} = {0}, y como un sumando directo
de un médulo inyectivo es inyectivo, se tiene que () es inyectivo. Ahora consideramos la

siguiente sucesion exacta en R — Méd :
O0—-Z(Q)—» Q- Q/LQ)—0

Por ser  inyectivo la anterior sucesidén induce la siguiente sucesién exacta aplicando

el funtor Homp(__, E(A)}):
0 — Homg((Q/ZQ) = Q,EA) — Hompg(Q,EA) - Homg(ZQ,EA} — 0

De donde la anterior sucesién queda 0 — Homg(Q), E{A)) — 0, y por ser exacta,
tenemos que Homg(Q, E(A)) = {0} . Por lo tanto @ C rejp 4 (E(B)).

De todo lo anterior tenemos que para probar i} y i}, basta probar que E{tr ,E(B}) N
rejp 4y(E(B)) = {0}, lo que es una consecuencia inmediata de iii}, por lo que para
terminar de demostrar el corolario sélo resta probar iii).

Prueba de i) Si no fuera el caso de que Homp [E(tr ;E(B)), rejg4)(E(B))] = {0},
entonces existe 0 # f € [E(tr ;E(B)), reig4)(E(8B))] . Por el Lema 1.2, parte iii), te-
nemos que Ker(f) € E(trgg(A)), lo que implica E(tr ,E(B)) = Ker(f) & T, para
algin T < E(tr ,E(B)). Si z € T entonces f(z} # 0, con f(z) € rejpp(E(8)), por lo
que An(z) = An(f(z})) pues f restringido a T { f |+)} &5 un monomorfismo, de donde
. Rz = Ry, y= flz).

Por la esencialidad de tr,E(B) en E{tr ,E{B)), se tiene que existe r € R tal que
0 % rz € tryE(B) con f(rz) # 0, y An(rz) = An{f(rz)). Asisirz = o, f(rz) =8
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“tvnees Ro & RS, y por el Teorema 2.1 aplicado a RS < tr4E{B) se sigue que, existen
.= o€ A0#be B, tales que Ra = Rb ¥ Rf, con Anfa) = An(b}, de donde se tiene
i Anfa) = An(sf) para algin s € R. Por lo tanto An(a) = An(sf) = An(sa), de
#31¢ modo tenemos que definiendo el morfismo s — @, éste se extiende a un morfismo de
E . %Y - E(A), por la inyectividad de E(B), lo que no es posible pues sa € rejg 4y (E(B))-
For lo tanto [B(tr ,E(B)), rejg,)(E(B))] = {0}, lo que concluye la prueba de i), ii) y
SN
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Capitulo 3

TEOREMAS DE ESTRUCTURA.

En este Capitulo se dard una relacién de orden, en la Clase de los médulos inyectivos no
singulares que dard pie a una relacién de equivalencia, que permitira dar una particién
de los R-mddules inyectivos no singulares en clases de equivalencia, las que resultan bien
portadas, respecto de los teoremas técnicos que se dieron en el capitulo anterior.
Ademads veremos que la coleccidn de las clases de equivalencia constituyen una Reticu-
la Booleana Completa. Asf mismo se dard un teorema de estructura, que nos permitird
descomponer cada md&dulo inyectivo no singular en suma directa de un médulo continuo y
un mddulo discreto. Esto nos servird para dar una descomposicién de la retfcula formada

por las clases de equivalencia.

Sea Cz = {A e R —Mdd | Z(A) = {0}}, la clase de todos los R-médulos izquierdos
no singulares.

Definimos la relacién A o C, para A,C € Cy, como sigue:

A o C <= A se puede sumergir en la cdpsula inyectiva de una suma directa de
copias de C.

Es decir que A — E( & C) = B{C\"), para algin conjunto de indices I.

Definicién: Diremos q::s un conjunto X, junto con una relacién “w~ ” es un casi—orden
si:

'~ " es reflexiva y transitiva con respecto a los elementos de X.
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Lema 3.1
(Cz,x) es un casi-orden.
Demostracidn:

1

Primero probaremos que “ o " es reflexiva. Sea A € Cjz, entonces tenemos que
A C E(A). Por lo tanto A o A.
Ahora veamos que * o " es transitiva, sean A, B,C e Cz talque Ax B,y Bx C.
Por hipdtesis AC E{ @ B), BCE( & C),dedonde BCE( & C)=&® BC®
peJ peK fekK ag.f acJ
(E( ﬁ@h CY) C E( GBJ (B®K C}), la ultima contencién se da por un resultado de la Teoria
EN ag €
general de Mdodulos que dice que la suma directa de cdpsulas inyectivas de mddulos, est4
contenida en la cdpsula inyectiva de la suma de los médulos. De este modo tenemos

AC E( @ B)YCE( ® (& C)). Porlotanto A c C' W
BeJ acd BEK

Con base en lo anterior definimos la siguiente relacién en Cz, sean A, B € Cj, diremos

n

que A ~ B <= A« B,y B« A Por la misma definicién se tiene que ¥ ~ * es de
equivalencia.

Para A € Cz, denotaremos la clase de equivalenciade A por (] = {Be Cz | A~ B},
a tales clases de equivalencia las llamaremos Clases del Tipo pequeiio.

Denotaremos E(R) = {[4],[8],...... } & la clase de todas las clases de equivalencia
del tipo pequefio [A],[B],..... para un anillo R. Ahora definimos una relacién para las
clases en E(R). Si [A],[{B] € £(R), diremos que {4] < [B] &< A « B, para algunos
(equivalentemente para todos) A € {A],y B € [B]. Una primera afirmacién es que
(E{R), €), es una clase parcialmente ordenada.

Demostracién (de la Afirmacién): Que “ €7 es reflexiva, es inmediato.

Probemos que “ <" es anti-stmétrica, por demostrar {A] < [B], y [B] < [A] = {4] =
[B].

C| Sea C € [A], entonces C o B, para todo B € [B],y B € [B], implica que B « A,
para todo A € [A], de donde se tiene que C € |B], la otra contencién es ansloga y por
lo tanto [A] = [B]. También que “ € ” es transitiva se sigue de lo anterior.

Otras observaciones son las siguientes {A] = [EA], también 0 = [0] < [4], para toda
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[Ale E(R), ysi A <, B=[4] < |B}.

Como un paréntesis mencionaremos que la clase parcialmente ordenada (E(R), <) in-
duce una reticula. Dicha reticula, abusando un poco de la notacion, la lamaremos E(R).
Para [A4], [B] € E(R). Denotaremos [A]A[B} = inf {{4], [B]}, v [A]viB] = sup {{4],[B]}
al infimo y al supremo de {[A] , {B]} en E{R) respectivamente. M4s adelante veremos que
Z(R) es un conjunto el siguiente lema nos servird para mds adelante poder garantizar

que E(R) es una reticula completa.

LEMA 3.2

5i {{A,] | 7 € T'} es un conjunto, entonces se cumple:

) vl =l (4

ii) Ex1ste /\ [ 4} € E(R)

Demostra(:lén

1) Por definicién, sup {{A,] | v € T} =V {A,], ademss [A] < [B] = {4] v [B}] = [B],
para [4],[B] € E(R), de este modo pri:nero probaremos que [A,] < [® (A,)], para
toda v € T. Sea A, € [A,] y obsérvamos que A, C& (4,) C E( & (Aa,))T por lo tanto
Ay @ (Ay). ’ ’

Ah.Z)ra si existe [L] € Z (R} tal que [4,] < [L] para todo vy € T, entonces A, o L, para
Ay € [A4], L elL], porloque A, C E( @ L) para todo v € T, y para algin conjunto de
indices I,. De lo anterior tenemos (€B {A )) C E( GB (GB (L})), por tanto [@ (A < L.
Por lo tanto {® (A,)}. es la minima cota superior del conjunto {[A) ]~ € [‘} de donde
concluimos la })rimera parte del Lema.

il) Sea S la siguiente clase: S = {[B] € E(R) | [B] £ [A,},¥ yeT}.

Observamos que cada [B] € S es de la forma [B] = [C], donde C C E( @ A,)}, por
lo cual § es un conjunto. Como {0} € S5, entonces 5 # ¢. Por i), sup S e;iste, dado
que sup S = V [Sa] = [EB Sg), para algin conjunto J. Como [S4] < [A,], ¥ v € T,
entonces Sp Q E( GB A ) para cualesquiera representantes de [Sp], ¥ {A,], entonces
(GB Sp) CEB (E( EB A,,) E( e? (E( S’E A.)}). Por lo tanto sup S < [A,] para todo
¥ E Ly por deﬁmctén sup S resulta la mayor cota inferior del conjunto {{A,} |y € T}.
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Es decir, sup S =A [A,], y por lo tanto A [A,] existe B
¥ v

LEMA 3.3

Sean A,B € R — Méd, Z(B) = Z(A) = {0}, A inyectivo con C C E(A), para
algin conjunto de fndices I, entonces C C Ef{tr,A)']. En particular si [C] < (4],
entonces [C] < {troA].

Demostracién:

Sea m; : AN — A, la i-ésima proyeccidn, y sea p; : AV N C — trg(A), la restriccién
y correstriccién (donde la correstriccion es restringir a la imagen) de ;.

El morfismo p; se puede correstringir a tre(A), pues p; se puede extender a un mor-
fismo 7; de C en A, pues A es inyectivo.

CrAM 2L, 4 2, 4

CNAD 2, 4
! e
C

Esto nos permite extender a un morfismo p entre;

p:CNAY — (tre AP dado por.

z; — p;lz;) tal que:

————

M(x:)(F) = 6 jpid=;). De este modo vemos que g asi definida es monomorfismo: pues
si € Ker(p), entonces p{z) = 0, de donde ;):_(;3(3) = 8ipi(z;} =0, paratodai g I
Por lo tanto z; = 0 para toda ¢ € I. Por lo tanto z = 0.

Luego Afirmamos que C N A <, C.

Para demostrar esta afirmacién tomamos 0 # z € C, entonces 0 # z € E(AY)
y como ALY <, E(AM), se tiene que existe r € R tal que 0 # rz € C N AU, Por
{*) y la inyectividad de E{{tr,A}"), se tiene que p se extiende a un monomorfismo
7:C — E{{trg AX?).
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{(*) Si f : L = M es un monomorfismo esencial y ho f es monomorfismo. Entonces A
es monomorfismo.

Para probar esto, consideremos i : M — K, como {0} = Ker(ho f) = (Im(L) =
LYn Ker(h). Por la esencialidad de L, se tiene que h es monomorfismo B.

LEMA 3.4

Si A, B € R —Médd, A, B inyectivos y no singulares. Entonces se cumple:

i) [trpA] =[trsB} ;

i) {traB] < [4].

Demostracion:

i) Sean § € Ax B, y Sp como en el Cerolario 2.2, y (a,b) € S arbitrario. Asi tenemos
que Rb = Ra

Observémos que podemos identificar a Ra con un submédulo de trg(A). Estd es claro
observando el siguiente diagrama utilizado la inyectividad de A:

lalga

Ra— A
=1 Jh
Rb

Donde h es la extencién de Rb & Ra en A. De esté modo tenemos una inclusién

natural.

® Ra™S @ trg(A).
(ab)ES {a,b)ES

Del mismo modo tenemos una inclusién natural de:

@ Rb s tra(B).
{a,b}es

As{ pues en €l siguiente diagrama todas las flechas (exepto la punteada) son las in-
clusiones naturales correpondientes. Por tanto monomorfismos, adem4s el dizgrama con-

muta:
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Rb— @ Ra25 @ trp(A)

{a,0)ES {ab)ES (ab)ES
li 1
tra{B) -0 --- o —=E{ @ trg(A})
(a,b)ES

Donde o1 es el igual a aplicar las inclusiénes:

® Rb— ® RaS @ trg(A)—E( © trp(A).
{ab)es (ab)ES {ab)eS (ab)es

El morfismo ¢ existe por la inyectividad de E( & trp(A)).
{ab)eS

Ahora tenemos un monomorfismode @& R — E( & trg(A4)) que es la com-
(ab)eS {ob)ES

posicion de las inclusi6nes:

® Rb— @ Ra™5 @ trp(d)~E( & trp(A)).
(ab)eS (ab)ES (a,b)es {a,b)ES

Por el Corolario 2.2, tenemos que @ Rb = Sg <, trgA, por lo que poi es
un monomocfisiuo con f monomorﬁsmo(:;;);fcial por (*) de la demostracién dcl Lema
3.3, se tiene que ¢ es monomorfismo. Por lo tanto tryB < E( & (trpd)). Por lo
tanto [traB| < [trgA]. De manera similar se prueba que {trgA] g(a'[trAB]. Por lo tanto
{trgA] = [traB].

ii) Sabemos que trgA < A < E(A)}, lo que implica que [trgA] < [A], por 1), se tiene

que [trpA} = [tr,B] < [4] B

COROLARIO 3.1

Sean A,C € R — Mdd, A, C inyectivos y no singulares, si [C] < [A], entonces [C] =
ftrcA].

Demostracién:

Por el Lema 3.3, [C] < {trgA). Por el Lema 3.4, [tr¢cA] < [C], de donde se tiene el
resultado M.
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LEMA 3.5

Para A, B,C € R — Mdd, A, B, C, inyectivos y no singulares si [C] < [A4], entonces
treB < E(tr ,B), por lo que en particular [treB] < [traB]).

Demostracion:

Por lipétesis, C C E(AY}), para algin conjunto de fndices I. Es suficiente mostrar
que si h € Homp(C, B), entonces h(C) C E(tr,B) C B. Asf pues, observemos los

siguientes diagramas:

KN, S h R et ™\ /b "
B B

Por la inyectividad de B tenemos que existe & : E(AY)) — B, tal que h |¢= h.
Ahora consideremos las restricciones de b y ?L, como en el segundo diagrama, de este
modo tenemos h{C N AY) C traB. Por el Lema 1.2, i} y el hecho de que CN AP <, C,
se sigue que (C N AUY) <, A(C), por o que:

R(C N ADY — R(C)
| i
tra(B) — E(tr,, (B))

Por lo tanto & (C) C E{tr,B) m.

COROLARIQO 3.2

Si B € R — Mdd, es no singular e inyectivo, entonces el mapeo:

tre_ (B) : E(R) — E(R), dado por:

tre_y (B)([A]) = [tra (B)] para [A] € E(R), y A cualquier representante de [A], es
un mapeo que preserva el orden.

Demostracitn:

Sean pues [C],[A] € E(R), tal que {C} < {A], por el Lema anterior se tiene que
tr_y (B)([C]) = [trcB] < {traB] = tr_ (B) ([A]) m.
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LEMA 3.6

Sean A, B € R — Méd, inyectivos y no singulares, entonces se tiene que:

i) [A] A [B] = [traB] = [trpA], en particular ;

i) [4) A [B] = {{0}] = 0 <= Homp(4, B) = {0} .

Demostracidn:

Por el Lema 3.4 parte i), {tr4 B] = [trgA], y [traB] < [B], [tr4B] < [A4], (la vltima
desipualdad es por el Lema 3.4 parte ii)), entonces es claro que [tr 4 B] es una cota inferior
para {[A],[B]}. Afirmamos que es la méxima cota inferior. L

Sea [C] € Z(R) una cota inferior para {[4],[B]}, como [C] = [EC], por el Corolario
3.1, se tiene que [C] < [treB] .......(1).

Como [C] < [4], y tr({B) es un mapeo que preserva ¢t orden {Corolario 3.2), se
tiene que {trgB] < [traB] ....... (2).

De este modo por las desigualdades (1) y (2) tenemos [C] < ftraB], lo que implica
que [A] A [B] = [trg A} = [tra B].

La prueba de ii} es inmediata de el tiltimo corolario del Capiftulo 2 y de las definiciones B

LEMA 3.7

Sean A, B,C € R — Méd, no singulares e inyectivos, entonces se cumplen las siguien-
tes condiciones:

i) tra(B&C) = (traB) ® (tr C);

i) (4] A 1BV [C]) = (14] A [B) V (14] A LC).

Demostracién:

i)Seaz € try (B & C), entonces ¢ = fi{ai}+....+ falan), con f; € Homgp(A, B&C) y
a; € A. Como fi(a;) € B®C paratodai =1,...,n, entonces f;(a;) = b;+c;, para algunos
b; € B, ¢ € G (tinicos), de este modo tenemos que z —Z bi+ Z ¢;. Considerando el

=1 =1

siguiente diagrama :

CiE BoC LB

TS
A
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Tenemos que b; = 75 fi{a:), y & = me fi(e:). Por lo que:
z =y, mpfila:)+ Zi 7e fila:).
=1 i=

Con Z wpfila) € trab, Z mefi(a,) € tryC, por lo tanto z € (tryB) © (traC).
Por lo que tr,q (BoC)C (tr AB) (traC).

Para probar la otra contencién, tomamos ¢ € (tr4B) @ {tr o), entonces z = h,(a;)+
b hn(@n) + 91(2) 4 ... + gm(al,), con h; € Homp(A4, B), g € Homp(A,C).

Y G4, .., 0l € A

Como antes, observemos el siguiente diagrama:

CX.BeC<EB
[N Sl

Asi z =fighi(a1) + ... + iphn(an)] + [icgi(a)) + ... +icgm(al,)]- Con [ighi{a)) + ... +
igha(an)l € tra (BB C), y leqmial) + ... ticogm(an)} € tra(B® C). Por lo tanto z €
tra(B®C).

it) Por el Lema 3.2 y Lema 3.6, tenemos [A] A ([B] vV [C)) = [AlA[BaC] =
{tra (B @ C})] = [traB & tr,C], por otro lado ([A]A{B))V([A|A[C]) = [traB]V]traCl =
[trs A D tre Al B

LEMA 3.8

Si B € R — Méd es no singular y R = R,/Z,(R), entonces se cumplen :
i) [B] = [trsE(R)|;

ii) [B) < ﬁ] .

Demostracidn:

Por el Corolario 1.5, trBE(ﬁ') <. trE(B)E(ﬁ), por lo cual [trBE(E)} = [trE(R,E(ﬁ)].
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Dado que A tiene identidad, entonces se cumplen las siguientes identidades: (trgzB) =
E(B) = trp 3 E(B), por el Lema 3.6, [B] = [trg 5 E(B)] = [tremB(R)] = [trsE(R)],
por lo tanto (B] = {tre(s)E(R)] < [E(R)] = (R m.

COROLARIO 3.3

Si A € R — Mdd es no singular, entonces existe un submédulo Q < B = R,/ Z4(R),
tal que [4] v (@] = (B, y [4] A[Q] = {0}l = 0.

Demostracién:

Por ¢l Corolario 2.3, podemos descomponer a E(R) = E(tr ,E(R)) @ rejg ME(ﬁ,),
por el Lema 3.8, tenemos que [A] = [tryE (ﬁ)] Sea @ = rejE(A)E(ﬁ), es claro que @

as{ definido cumple las condiciones de! corolario B

COROLARIO 3.4
Si R es un anillo, entonces <E(R}, <, VA0, 1 = [ﬁ]) , €5 una reticula Booleana com-

pleta.

DEFINICION

Para un R-médulo no singular A, su clase de equivalencia [4] € E(R).

Definimos [A]° € E(R) como [A]° = [Q], donde @ es como en el Corolario 3.3.
Ademés por la prueba del Corolario 2.3 Q, es unico. A [A]° le lamaremos el complemento
de [A] en E(R). También [A]° = [RN Q] = [rejg 4 E(R)] = [rejguR]. Para probar la
dltima igualdad, basta probar que rejg 4R <. rejg ) E(R).

Sea pues {0} # h € rejg A)E(ﬁ). Por la esencialidad de R en E(R), existe r € R tal
que 0 £ rh € R. Ahora sea g € Homg(R, E(A)), por la inyectividad de E(A) y la no
singularidad de ﬁ, se tiene que existe un 1inico morfismo § € HomR(E(ﬁ),E(A)), tal
que § |z= g, por lo tanto g{rh) = g{rh) = rg{h) = r0 = 0, por lo cual h € Ker(g), ¥

como g fue arbitrario tenemos que rh € rejg A,I:E, lo que termina la prueba.

DEFINICIONES
a) Si M € R — Méd, diremos que M es uniforme, si cada vez que {0} # H, {0} #
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K, H, K € Subp{M),setiene que HNK # {0} . Equivalentemente, si todo submodulo
no cero de M es esencial en M.

Por cjemplo, el anillo de los mimeros enteros visto como médulo sobre si mismo es
uniforme.

b) Un R-mdédulo izquierdo M es discreto si M contiene esencialmente una suma
directa de submodulos uniformes, es decir EBI Us <, M, para algin conjunto de fndices
I y U, uniforme para todo @ € I. De esta ;Zﬁnicién es claro que todo mdédulo uniforme
es discreto.

¢) Diremos que un R-mdédulo izquierdo M es continuo, st M no contiene submadulos
uniformes.

Por ejemplo, si Z, es el grupo de las congruencias en los enteros médulo 2. Es decir
Zo=Z/2, ¥y xo s el cardinal de los mimeros naturales.

Consideremos a Z¥° y ng"). El producto directo externo y la suma directa externa
de xq copias de Z; respectivamente.

Sea M = ZX* /2§, Asi M es un Z—médulo continuo.

De aqui en adelante A, B, C, y D representaran R-mddulos izquierdos no singulares.
Diremos que A es molecularmente continug, st A es continuo y para cada submédulo
{0} # B < A, B contiene un submédulo {0} # C < B, tal que [C] € Z(R) es un dtomo.
Al R-mddulo € se le llamara étomo continuo. Diremos que un R-médulo B es sin fonde
6 interminable si B no tiene submédulos que sean dtomos continuos.

Nota

Como E(R) es una retfcula booleana completa, entonces las definiciones anteriores
tienen sentido. Los dtomos en una reticula son los elementos no cero minimos (los que
se encuentran en el primer nivel de la retfcula). Es decir que un 4tomo en una retfcula
ya no tiene ningin elemento no cero de la reticula por debajo de él. Andlogamente en
una reticula puede haber codtomos que son los elementos mdximos propios de la reticula.
Puede haber reticulas que cuales, no tengan dtomos, ni codtomos.

Por ejemplo :
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a) S5i Z es el anillo de los enteros y Zpe = {[;;’E] eQ/Z|p* fm, pprimoyke N} ,
en ([1}) y ([11]) se prueba que la reticula de submédulos de Zy- visto como Z—modulo

izquierdo es la siguiente:

Entonces en estd reticula hay un sélo dtomo Z, y no hay ninguin codtomo.
b) Ahora tomemos Z,) = {(a/b) € Q| ptb}. En ({1] ) se prueba que la reticula de

ideales de Z, esta dada por:
Z(P) pd pZ(p) > pQZ(P) >z p"Z(p) > .20

En esta reticula no hay ningin dtome, pero si un codtomo: a saber, pZ,).

Eu este punto también mencionaremos que a una reticula Booleana (L, V, A, ,0,1) se
le puede ascciar un anillo booleano L mediante las operaciones siguientes: si z,y € L,
entonces i} £ -y = x Ay, y ii) T + y = el complemento relativo de = A y en el intervalo
[0,z vy

Andlogamente, a un anillo booleano L se le asocia una reticula booleana L cuyas
operaciones de reticula son: i) inf{z,y} =z Ay =z -y, y i) sup{z,y} = zvy =
z+y+(z-y). Porel Corolario 3.4, tenemos que Z(R) es una reticula booleana completa,
y por lo antes mencionado nos referiremos a S(R) ya sea como reticula, o como anillo.

Definamos ahora las signientes Subclases de Z(R) ;

Ec(R) = {{C] | C es continuo} = Eg, si el anillo es fijo.

Zp(R) = {[D] | D es discreto} = =p,

ZcalR) = {[A] | A es molecularmente continuo (abreviatura m.c.}} = Eca,

Ecp(} = {[B] | B es sin fondo} = Zg.

Si N € R — Mdéd, diremos que N es comprimible, si dado 0 # H < N, entonces H

tiene un submddulo isomorfo a N.
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PROPOSICION 3.1

5i M € R — Mod es inyectivo y no singular, entonces se satisface lo siguiente:

WM=CpD=AdBa&D, con C continuo, D discreto, A molecula.rmente continuo,
53 sin fondo.

)SiM = A@B @D, con IY discreto, A’ (m.c.), B’ sin fondo, entonces A = A", B =
B,.D=D".

i) A, B,C y D, son submddulos invariantes de M.

iv} A =E{& {A, | v € '}), donde todos los A, son dtomos continuos.

Demostracién:

Primeramente probaremos algunos lemas técnicos.

LEMA 3.I.1

Sean M, N € R - Mdéd, ambos no singulares, y H <, N, si f,g € Homg(N, M), tal
que fly=g |y, entonces f = g.

Demostracién;

Consideremos la siguiente sucesion exacta de R-mddulos:

0—H- NS N/H—0

0= f-9g\ flg ¥
M

Como (f — g)(H} = {0} , entonces existe un dnico g : N/H — M talque (f —g) =
wm, pero N/ H essingular y M es no singular, por lo tanto ¢ = 0, por lo tanto (f—g) =0,
por locual f =g.

Lema 3.1.2

Sean M € R — Mdd inyectivo y no singular, {Ma},e; €5 una familia independiente
mixima de submédulos uniformes de M, y £ = E( c'EEBI M.}, eutonces:

i} E contiene a todos los submaédules uniformes de M.

i) E=EQ_{U|UV < M, U uiforme.})

iii} F es invariante en M.



Demostracién:

i) Sea U € M, U uniforme, afirmamos que ENU # 0, pues de caso contrario se
contradirfa la maximalidad de la familia independiente, por lo tanto E(E NU} C £ pero
E(EnU) = E(U), como E(I/) es tnica en M, pues por la no singularidad de U, y el
hecho de que no hay morfismas distintos de cero entre los médulos singulares y los no
singulares.

PuessiE(U) ¥ U, fueran dos capsulas inyectivas de U en M, entonces existe f un

morfismo de E(U) en U que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Uk g

Por el Lema anterior se tiene que la identidad (igqy) de E () en M, esigual aigo f,
donde i es la identidad de U en M. Por lo tanto, para toda = € E(U), = = igyy (z) =
ig(f(x)) = f (z). por lo tante [ es la identidad. Por lo tanto E (U) es dnica.

i) Por i), . {U | U £ M, U uniforme.} C E = E( 062! M)CS{U|U<SMU
uniforme}.

iii) Afirmamos que si U es uniforme y f € Endg{M), entonces f(U) C E. Si f(U) 3
{0}, entonces f(U) = U/Ker(f lu). Si Ker(f |v} # {0}, como Ker(f ly} <. U,
entonces U/ Ker(f |u) = f(U} es de singular, lo cual es imposible pues M es no singular.
Por lo tanto Ker(f |y) = {0}, por lo tanto f(U) = U, y por i) de este lema se obtiene
el resultade.

Ademss por la demostracién anterior como E es invariante, mas atin E esta carac-
terizado por £ = trg(M). Por el Corolario 2.3, E{M) = E(trg(M)) & rejg(M}, con
trg{ M), rejp{M) submdédulos invariantes de M, ademas como E = trg{M) es invariante
tenemos que E{trg(M)) = trg(M), y asi M = trp(E) & @, entonces trgM = {0} , con
Q = rejg(M).
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LEMA 3.13

Sea M € R —Méd, M no singular e inyectivo. Si {A,}, . es una familia indepen-
diente maxima de submddulos de M, los cuales son &tomos continuos, si £ = E( @ A,
entonces se satisface lo sigulente.

i} E contiene a todos los 4tomos continuos de M.

i) E=(3_{A]| A<M, con A un dtomo continuo})

i) £ es un submaédulo inva@a.nte de M.

Demostracién:

i) Sea A € M, tal que A es un stomo continuo, consideramos N = £ N E(A), como
E{A) es un dtomo continuo entonces N # {0}, {pues en caso contrario se contradirfa
la. maximalidad de la familia {A,} ) asi como E(N) C E(A), y por el Corolario 2.3,
tenemos que E(A) = E(N) @ K, para algin K < E{A). 5i K # {0} entonces K es un
atomo continuo con K N E = {0}, lo cual contradice el hecho de que la familia {A,}. o,
es méxima, por lo tanto K = {0}, por lo que A C E(A) =E(N)C E.

ii) Sabemos que 3 {A| A < M, con A 4tomo continuo} C E, por lo tanto

E(}. {A]| A< M, con A itomo continuo}) C E, por definicién de F,

ECE(G_{Al A< M, con A stomo continuo}), lo cual termina la prueba de ii).

it} Afirmamos que si A es un dtomo continuo, A < M, y f € Endg(M), entonces
f(A) € E. Para probar esto nos ponemos en la situacién, y como f(A) C M, tenemos
que Z(f(A)) ={0}, por lo que Ker(f) |4 es un submédulo esencialmente cerrado de A
(Lema 1.2, parte iii)), y por lo tanto es inyectivo, por lo que A se puede descomponer
como A = Ker(f) |4 ®H, donde H = f(A), De aqui se sigue que tanto H como
J(A) son dtomos continuos, y por i), f(A) € E. Del mismo modo que en el Lema
3.1.1, y Lema 3.1.2, tenemos que £ estd determinado por £ = trg(M) = E{trg(M)), y
E(M} =M = B(trg(M)) @ rejgM, y si M = trg(M) ® Q, entonces troM = {0}, ¥
Q=rejgM.

Demaostracion de la Proposicién 3.1

Sea £ = {{MQ}QE, | Mo € M, M, uniforme, para toda e, y 3, M, =u% Mu} .Si

ael
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£ = ¢, entences M es continuo (ver mas adelante la descomposicién de M). Si £ # ¢,
entonces definimos la siguiente relacién en £ :

Diremnos que dos familias { Mg} {Mp}ge, en £ estan ” < ” relacionadas {Ma},q¢; <

acf?
{Mg}acs, siysolosi I C J. Afirmamos que (£, <}, es un conjunto parcialmente ordenado.

Reflexividad. Como todo conjunto es un subconjunto de si mismo se tiene que si
{Ma},c; € £, entonces {Ma},cr & {Ma}

Antisimetria.  Si {Ma},o;, {Mp}ge; € £, son tales que {Mp},o; © {Mplge, ¥

acl *

{Mﬁ}acJ G {Ma}, ey entonces I C J, y J € I, lo cual implica que el conjunto [ es
igual al conjunto J, por tanto {M.} .., = {Mp},., -

Transitividad.  Si {Mu}aEI’{Mﬂ}ﬁEJ’{MT}qEK
{Mp}ses ¥ {Mplye, & {My} cp, entonces I C J, J € K de donde se tiene [ C K,
por lo tante {M,}, ., o {M,}

€ £, son tales que {M,} ., =

YK -

Ahora afirmamos que {£, <) satisface las hipétesis del Lema de Zorn.

Sea C una cadena de familias en £, C ={{Ma} .o, } Sea [ =Y I, es claro que
<

ket
la familia M = { Mg} sey © una cota para C , por lo cual sélo resta probar que MeClo
cual es consecuencia de que todas las subsumas de elementos de M son sumas directas.
Por lo cual C tiene maximos. Sea {M,}, ., uno de tales miximos.

De este modo elegimos D = E( n%t, M,). Como D es la extensién esencial de una
suma directa de submédulos uniformes de M, entonces D es discreto e inyectivo, por lo
que A se descompone como M = D@ C, para algin C < M, C continuo e inyectivo.
Por las condici6nes i) y iii} de Lema 3.L2, se tiene que D = tryyD y C = rejp M, son
submdédulos invariantes de M.

Ahora sea:

G = {{Avher | Ay £ C, A, dtomo continuo, y 1%" A, =~,§r AL}

Si G = ¢, entonces C es sin fondo.

Si G # ¢, entonces definimos la siguiente relacidn en los elementos de G, diremos

que {A,} . esta relacionado con {As}sen ( {Ar),or = {As}sen), sy solosi' € A

Afirmamos que (G,=), es un conjunto parcialmente ordenade, que satisface las hipdtesis
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del lema de Zorn.(La demostracién de este hecho es andloga a la prueba anterior).

De este modo, G tiene maximos. Sea {A,} . uno de tales méximos, y consideremos
A= E{ -r?l‘ A,) £ C. Por la inyectividad de C y de A, tenemos que a C lo podemos
descomponer como C = A& B, para algiin B < C, B sin fondo y por construccién, A
molecularmente continuo. Por la parte iii) del Lema 3.1.3, tenemos que tanto A como B
son invariantes y de hecho A = tr,C, B =rej, C..

Por todo lo anterior tenemos que a M lo podemos descomponer como M = C @ D
con C = A® B, C continuo, D discreto, A molecuiarmente continuo y B sin fondo lo
cual prueba i} iii) y iv) de la Proposicién 3.1.

Para probar ii) supongamos que M = (A'®@B*)dD* con A* (m.c.), D* discreto, A'@ B*
continuo y B‘ sin fondo. Por el Lema 3.1.2, D = E(3 {U |U < M, U uniforme} por lo
que I 2 D*. Como C' es continuo entonces D = E{>" {U | U < M, U uniforme} C D,
por tanto D = D'. Ademds M = D @ C", implica que " = rejpM = C. Del mismo
modo se prueba que A=Ay que B = B'AL

TEOREMA 3.1 _

Sea R un anillo con identidad, Zz(R) C R el segundo submédulo singular del anillo,
R = R/ Zo(R). Si E(R) es la reticula que se le asocia al anillo, entonces se cumple

i) E(R) es un conjunto.

ii) Z(R) es una reticula booleana completa, con elemento mayor [R}

iil) E(R) es el producto directo de subreticulas convexas E{R) = E¢g(R} @ Ep(R)},
{y completas) E¢(R), Ep(R)} € E(R), es decir E¢(R)N Ep(R} = 0; y cada elemento en
[M] € E(R) esta dado de forma 1inica como {M] = {C] v{D], donde [C] € E¢(R) y [D} €
E5(R).
Mis avn, [C]V[D} < [C]VID] <= [C] € IC') y [D} € [DY], con [C'] € Ec(R) y [D'] €
Ep(R).

iv) E¢(R) = Ega(R) ® Ecp(R) es una retfcula que es producto directo de las su-
bretfculas convexas y completas Eqa(R),Eca(R) C E(R). Mis atin E(R) = (Ep(R) ®

Zca(R)) ® Ecp(R) es una descompasicin de la reticula E(R), donde Ep(R) & EcalR)
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es atémica y Egp(R) es sin dtomos.

v) En particular, Ep(R}, Ec(R), Eca(R), Ecs(R), son reticulas booleanas completas
{que pueden ser triviales con 0=1}.

Demostracién:

Por el Lema 3.8, i), es immediato.

ii) La prueba de esto es por el Corolario 3.4.

iii) 8t [M] = {(EM] € E(R), entonces por el teorema anterior E(M) = D ¢ C con
C = A® B, con D discreto, C continuo, A {m.c.), y Bsin fondo, de donde [M] =
[CeDj = [C)vI(D], con [C] € Ec(R)} y [D) € Ep(R), ademas trivialmente Ec(R)
NEp(R) = {[0]} . Probaremos ahora la ultima afirmacién de iii).

=| Como [D] Vv [C] £ (D] v [C] = [EC'} Vv [ED"], entonces [D & C] < [ED* @ EC,

asf Do C C E( 6? {E(D) @ E(C'})), de donde tenemos que:
DeCcC E((e’a EDY) & ((? ECY)) = E{ ? EDY) @ E( ® EC), {por un resultado de
la Teorfa general de mddulos {1). La cipsula inyectiva de una suma finita de modulos
es igual a la suma de las cdpsulas inyectivas de cada sumando) y como D es discreto
entonces D C E( G’a D4y, y por ser C continuo C C E( G? C'}, por tanto [D} < [D9],
[Ci<(cy.

4| es inmediato

iv) Es inmediata de iil) y de la descomposicién para médulos inyectivos, que se dio
en la proposicién anterior.

v) Primero probaremos que Ep{R) es una subreticula booleana completa y convexa
de Z(R). Como una primera observacién tenemos que si (D} € Ep(R}, y {M] € Z(R), es
tal que [M] < [D], entonces [M] € Ep(R). Para probar esto sin pérdida de generalidad
podemos suponer que tanto D como M son médulos inyectivos, y por el teorema anterior
tenemos que [M] = [C ® D], con C continuo y D, discreto, de donde [M] = [C]V[D4] £
[0] v {D], y por iii) de este teorema se tiene que [C] < [0) y D] < (D], de donde se
observa que C' = {0}, por lo tanto [M] € Ep(R).

Ahora probaremos que Ep(R) es completa, para ello primero veremos que Ep(R) es
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cerrada bajo infimos y supremos. Sean [Dp],[D41] € Ep(R), [Do] V [Dy] = [Do @ Dy
Afirmamos que Dy @ Dy es discreto, y para probar esto tenemos por hipstesis que Dy
y D, contienen esencialmente sendas sumas directas de médulos uniformes. Es decir
uez}l Ua <. Doy ﬂ?«' ﬁg <. Dy, donde {U,}, {ﬁg} son familias de submdédulos de Dy ¥
D, respectivamente. Asi es claro que ( (ﬂ%’ U ® (H%)J Ug)) € Do @ Dy. Por lo tanto
[Do] v [D1] € Ep(#). De esta misma prueba se puede ver que los supremos de familias
arbitraras en Ep(R) estdn en Ep{R). Veamos ahora que Zp(R) es cerrada bajo fnfimos,
pero esto es claro pues [Dy] A [D,] € [Do] € Ep(R) y por la observacién previa tenemos
que [Do} A [D4] € Ep(R). Por o tanto Ep(R) es una reticula booleana completa.

Como V y A son cerrados en Ep{R) se tiene que Ep(R) hereda de E(R) la propiedad
de ser distributiva, por lo que sélo resta probar que Ep(R) es complementada. Sea
(D} € Ep{R) como ZEp(R) tiene elemento mayor lamemosle {DE] y como Z(R) es
complementada, entonces existe ID]° € E(R), tal que (D] V [D]€ = [ﬁ] y (D] A
[D4€ = [0}, de este modo definimos el complemento de [D'] en Ep(R) como [p D¢ =
(D)€ A [D!—Z] y afirmamos que éste asf definido resulta ser ¢l complemento de [D¢]. Por
la pura definicién de [DD‘]C y la observacién hecha al principio de esta prueba, es claro
que [p D] € Ep(R), ahora veamos que [, D' v [D] = {{D° A [pR) v [DF] =

(D v (DD A (B v (DY) = (R} A [oR] = [pR), y por otro lado [pD° A[D] =
[DIA (DN A [pR)) = UDY A D) A [pR] = [0) A fo &) = (0], por lo tanto Ep(R) es
una reticula booleana completa y convexa.

(+) S [4],1B) y [C] € S(R). Entonces ([A] A [B) V{C] = (4] v [C]) A (B] v (C)).

Prueba. ({A] A{B]} vV [C] = [trpA] V[C].

y por otro lado {{AlV [CYA([B]VIC]} = [trageB @ C] = [tred] V [trc A] V [trsCl Vv
itreC] = [trp A} v [C].

Ahora probaremos que E¢{R) es una retfcula booleana completa y convexa. Como
una primera observacién tenemos que si [C] € Bg(R) v [M] € Z(R) es tal que [M] £
[C}, entonces {M] € E¢(R), para probar esto tenemos que por la proposicién anterior

{M] = [C, & D] con C, continue y D discreto, de donde (M} = [{C1d D] < [C]V[0] ¥
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por iii) de este teorema tenemos que {Cy] < [C] y [D] < [0], por lo tanto D = {0}, lo
cual implica que [M] = [C] € E(R).

Para probar que E¢(R) es Completa tomamos [Cy), [Ci] € E¢(R) y tenemos que
probar que [Co] V [C1] ¥ [Co] A [CL] € Ec(R), pero {Co) V [C1] = [Co & Cy], Afirmamos
que Co @ C; es un modulo continuo, supongamos que no es el caso, por lo que existe H <
Co®C, tal que H es uniforme, yseai: H — Co@ C) lainclusibn y v : Co @ Cy, — €y
la proyeccidén en C) consideremos ahora a f = 7t : H — (), afirmamos que f(H) es un
submédulo uniforme de Cy. Para probar esto tomamos un submédulc; N no cero de f(H)
y probaremos que N <, f{H). Sea 0 # f(z} € f(H), con z € H, sabemos que la imagen
inversa f ~1(N) es un submédule de H, y como H es uniforme se tiene que exister € R
tal que 0z rz € f~Y(N), ast 0 # f(rz) € N (por construccién de f ), por tanto f{H)
es un submdédulo uniforme de Ci, lo cual no es posible pues £, es continuo, por lo tanto
Co & C es continuo, por tanto [Co] V [C1] € Ec(R). De la observacién hecha al principio
de este parrafo se tiene que [Co} A [C1] € BEg(R), por tanto E¢{R) es convexa. Que es
completa se sigue de la prueba de que {Cy V [C1} € E(R).

Sélo nos resta probar que Ec¢(R) es complementada. Sea [cﬁ] el elemento mayor
de E¢(R), definimos para [C"] € Ec(R) a [cC]¢ = [C']° A [cR), donde [C']° es e
complemento de {C'] en E{R), Afirmamos que [¢C']” asf definido es el complemento de
[C' en E¢(R), por la definicion de [¢C']€ es claro que esté en E¢(R), y ademds se cumple
CIE v(C] = (CT° AMeR) v [CT7= (1@ v D ARV ICY) = [RI A [cH)

= [cA). Por otro lado {C'] A [¢C']° = ([C'] AICIC) A [oR) = [0] A [cR) = [0). Por lo
tanto E¢(R} es una retfcula booleana completa y convexa.

La prueba de que Ec4(R) y E¢g(R), son reticulas booleanas completas y convexas

se sigue de las pruebas anteriores, lo cual finaliza la prueba de v) R
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COROLARIO I (al Teorema 3.1)

i) Sea U € R — Méd, U no singular, uniforme, entonces [I/] es un dtomo cn E(R).

ii) 5i N € R — M6d, es continuo, no singular y comprimible, entonces [N] es un
dtomo en Z(R).

Demostracidn:

11) Sea [M] € E(R) tal que [M] < [N], como N es comprimible para 0 # = € N, se
tiene que N = H < Rz, por tanto [N] = [Rz]. De este modo tenemos que Af C E( D
Rz). Sea K = Mn(e!a Rz) # {0} ,sea 0 #£ y € K, entonces y = rjz+...+r,z.conr; € R
siry = 0, entonces r(riz) = 0 para toda 7 = L...n, por tanto An(y) € An(r;z} para toda
i=1}..n,si An(y) & An(r;z), entonces existe o € R tal que oy # 0 y e(rz) = 0. Si
An{ay) = An{omz), entonces N C Rar;z = Ray, por lo tanto [N} € [Ray] < [M],
por lo tanto [N} = [M]. i An(ay) # An{ar,z), entonces oy = ary + ... +ar,, de donde
si An(ay) & An{aryz}, entonces existe § € R tal que f{ay) # 0 y S{or:z) =0. Por bo
que si An{fay) = An(Bar,z) entonces se concluye como arriba. Continuando de este
modo se tiene que existen v, & € R tales que An{yy} = An(8z), por lo que Ryy = Rézx,
por lo cual [N] < {Ryy] < [M], por lo tanto [N] = [M}, por lo tanto [N} es un dtomo en
Z(R). También observemos que [N] € Ega{R).

i} Como en 1a prueba anterior I/ es uniforme, entonces Rz <, U, para todo 0# z € U,
por lo que [U] = [Rz], si existe [M] € Z(R) tal que [M] < [Rz} = {U}, entonces
M C E{ E]B Rz),si K = M N (e? Rz), y como en la prueba anterior se tiene que
existen e, 8 € R, con [Ray] = [RfBz}, para 0 # y € K, por lo cual [U] < [M], por
lo tanto [U] = [M], por lo que [[/] es un dtomo en E(R). También observemos que
[Ul€ Ep(R)W

Definimos ahora Xp = {r | 7 =[U], con U uniforme} el conjunta de todos los tipos
determinados por los R-médulos no singulares y uniformes U, donde un tipo en Z(R) es el
conjunto de todos los R-médulos que tienen la misma clase de equivalencia. Consideremos
Ia reticula usual H{R)={P(Xp),N,U,\, Xp, $}, de todos los subconjuntos de Xp,

También definimos Xca = {p | p = [A], con A un dtomo continuo}, el conjunto de
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todos los tipos determinados por los R-médulos no singulares A, los que son dtomos
continuos. Consideraremos la retfcula usual K{R) = (P(Xc4), 0, U\, Xca, ¢} de todos

los subconjuntos de Xga.

COROLARIO II (al Teorema 3.1).

i) Existe un homomorfismo suprayectivo de reticulas booleanas Z(R) Yo, H{R), cuya
restriccion a Ep(R) es un isomorfismo de retfculas.

ii} Existe un homomorfismo suprayective de reticulas booleanas Z(R) Zog K(R),
cuya restriccién a E¢4{R) es un isomorfismo de reticulas.

Demostracién.

i} Sea ¥p : E(R) = Eg(R) & Ep(R) — P{Xp), dado por ;

Up{[A]) = {r € Xp ] exste {0} £U < A, [U] € 7} . para [4] € E(R).

Afirmacién ¥ p asi definido es un homomorfismo suprayectivo de reticulas.

Lo que tenemos que mostrar es que st [4],[{B] € E(R), entonces ¥p([{4} v [B]) =
Up({ANUT([B]), ¥y ¥p({AIA[B]) = ¥p([A)Y)NY p{{B}}. Para ello tenemos que ¥ p([A]V
[B)) = ¥pf[A® B]) = {7 € Xp | existe {0} #U < Ae B, [U} € 7} como U es unifor-
meyU £ A@ B entonces U £ A6 U £ B, de donde se sigue que:

¥p({A] v [B]) =

{reXp| existe {0} £U <A, [U]ertu{reXp]| existe {0} AU <A, [Uler}=

o ((4]) U Lo (B)).

Ahora probaremos que:

Uo([4] A [B) = ¥p ([txaBl) = ¥p ([era Al) = Lo(lA]) N ¥o((B]).

C} Si T e ¥p(|A]A[B]), entonces existe U un R-mddulo no singular, tal que [U] € T,
yU <traB, U < trgA, dedonde U < A, y U < B, por lo tanto 7 € ¥p({Al) N ¥ ([ B]).

2) Sea 7 € ¥p({A]) N ¥p([B]), entonces existe un R-médulo U tal que [U] € T,
y U £ A, U £ B, ademds podemos suponer que A es inyectivo, por lo cual U/ es un
submédulo de la traza de B en A, es decir U < traB, por lo tanto € ¥n({A] A [B]).

Por lo tanto ¥p es un homomorfismo de retfculas.

43



Proharemos ¥ es suprayectivo, sea 7 € X p, entonces 7 =Tg[‘ &, es decir 7 es la unién
de todos los tipos que estdn por debajo de éb. Sea {A) =V (U] ; donde [U,} = ¢,, de este
modo es claro que {A] € E(R), y Yp([A]) = 7, por lo tanto ¥y, es suprayectiva. De la
pura definicién de H(R), tenemos que la restriccion de ¥p a Ep(R) es un isomorfismo
de reticuias.

ii) Sea ¥ca: E(R) — P(Xca), dado por:

Uea ([A]) = {0 € Xca | existe 0 #£ N < A, con [N] =0} para [4] € E(R).

Afirmacién: ¥4 asf definido es un homomorfismo suprayectivo de reticulas.

Para probar esto, sean [A],[B] € Z{R), asi.
Poa([A)V[B)) ={oceXca| existe 0 £ N <A@ B, con [N]=a}.

C|Sear € ¥ca([4] V[B]),como N < ABB, y N es un dtomo continuo tenemos que
N<AGNZB, pues NNACN, por lo que [NNA] € [N] de donde [V N A] = [0],
6 (NN A] ={N]. Si [NNnA] = [0], entonces NN A = {0}, porloque N < B, ysi
[N A] = [N] < 4], se tiene que N < A. Por lo tanto 7 € Yea{JA]) U Yea([(B).

2| Es inmediato.

Ahora T4 ([AlA[B]) = Yoa ([traB]) = ¥ea ([traA]), tenemos que probar que:

Yea([AJA[B]) = Tca([A]) N ¥ca((B))-

€| Es inmediata.

2] Sea v € Uy ([A) N Yo (IB]), entonces existe N un R-médulo no singular tal
que N < A, N <€ B con [N] = . Como podemos suponer que A es inyectivo tenemos
que N < trgA, por tanto se tiene que ¢ € Yga ([trgA]). La prueba de que ¥gq es
un homomorfismo suprayectivo, es similar a la prueba de que ¥p es un homomorfismo
suprayectivo.

Ademas es claro que ia restriccion de ¥gy a Ega{R), es un isomorfismo de reticulas.

De este modo tenemos que los homomorfismos suprayectivos de reticulas ¥p, Yea
inducen un isomorfismo de reticulas ¥ : Ep{R) & Eca(R)} — P(Xp)UP(Xca) R
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COROLARIO {II (a! Teorema 3.1):

Sean A, B € R —Médd, Z(A) = {0} = Z(B), A, B inyectivos. Si [A] + [B] denota
la suma de clases en el anillo booleano asociado a la reticula booleana E(R), entonces se
cumple:

i} [A] + [B] = [rejg A @ rej B].

ii) El complemento relativo de [A] A [B] en [B] es {B] A ([A] A [B]) = [rej,B), es
decir [B] = [traB] V [rej 8], con [trB] A [rej,B] = [0].

iit) En particular, si [A] § [B], entonces existen {0} # P £ B, {0} # Q < B, tales
que [B] = [P v [Q], [PIA[Q] =1{0], y [Pl =[4].

Demostracién:

i} Como E(R) es una reticula booleana completa, entonces ([9]) E(R) tiene auto-
mdticamente asociado un aniilo booleano { Z{R), +, -) que llamaremos también Z(R).
Las operaciones del anillo booleano asociado son las siguientes:

Si [4],[B) € E(R).

[A] + [B] es el complemento relativo de {A] A [B] en el intervalo [[0],[A} V [B]], ¥

(Al - (B} = [A] A [B]

Por el Corolario 2.3 tenemos que, [A} = [trgA]V[rejgA} y [B] = [tr4B]V|(rej, B}, por
lo cual [A]V[B] = [trpA]V(rejg A]V[tr 4 B} V(rej, B] = ltr 4 B]VIrejg A] V|rej 4 B]. Ahora
veamos que [rejgA] V[rej,B] es el complemento relativo de {A] A {B} en [{0],[A] v [B]],
pero esto es facil pues ([A] A [B])V [rejzA] v(rej B] = [traB] V [rejp 4] Virei, B] =
[A]V[B]. Por otro lado ([A]A[B]YA( [reigA] V[rei B]) = [tr 1 B]A ( [rejg 4] VIrej B]) =
{[traB] = {trgA] A [rejgA]) V {[tr 4 B] A [rej 4B} = [0], la dltima igualdad se da por el
Corolario 2.3. Por lo tanto [A] + [B] = [rej, B @rejgA|.

ii) Basta probar que a) [rej4 B]V([AJAIB]) = [B], y b) [rej 4 BIA(JAIA[B]) = [0]. Pero
[rej Bl Vv ([A] A [B]) = [rej,B] v [traB] = [B], (la dltima igualdad es por el Corolario
2.3) y [rej B A ([A] A [B]) = [rej,B] A [traB] = [0], (también esta igualdad se da por
et Corolario 2.3 y por el Lema 3.6). 7

iii) Sea P = tryB < B,y Q =rej,B < B, como [P} = [tr,B] = [trg4] < [A] £ [B],
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se tiene que [P] $ [B], por el Corolario 2.3, sabemos que [B] = [P|v]Q] ¥ [P]AlQ] = [0].
Luego [P] = [traB] = [A] A [{B] = [A], pues [4] £ [B], esto termina la prueba &

COROLARIO IV (al Teorema 3.1)

Supéngase que {A, }-yer es una familia de submédulos de un R-médulo no singular €,
entonces se cumple.

) Y 4= 5 A

ii) En particular, si todo A, es del mismo tipo {A,} . € [A], para algtin {A] € (R},
entonces también Y A, € [4].

Demostracié';fr

" Primeramente probaremos dos observaciones.

Ohbservacidn 1.

Si B = (BB, V,A) es una retfcula booleana completa, entonces B satisface la ley distri-
butiva para supremos infinitos, es decir z A (V {z; |1 € I}) =Y, (z Ax;) para un conjunto
de indices I, y para z,z; € B.

Demostracidn. Como zAz; € z, ¥y TAL; < z; paratodo i € [, entonces T Ax; Si\e/l z;,
por tanto z Az; < TA (,_\ef‘r x;) para todo i € [, por lo tanto tenemos que IA('_\G/I T;) €5 una
cota superior paraT = {x Az; [ i € I}, y sea ¢ una cota superior para T, de este modo
z Az < v para toda i € I, luego observamos que z; = Z A {zVz®) = (z Ax)V (2:AL°) <
uVzt, porlotantox A(V{z fie I}) <zAa{uvs®) ={zAu)V(zAz®) =zAu < u, por

lo tanto z A { v z;} es la minima cota superior para T por lo que z A (gj %) =V {zAx)
T E2 fe

Observacion 2. Sea {M,} ., una familia de submédulos de un R-médulo M, tal que
Hompg(M,, E(Q)) = {0}, para todo M,, y @ € R — Mdd, entonces:

Homa(g M., E(Q)) = {0}.

Demostracion.

Como Homp(M,, E(Q)) = {0}, entonces,
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[1 (Homg(M,, E(Y)) = {0} y por un resultado de a Teoria General de Médulos

([1])atenemos que:
[T (Homa(M,, E(Q))) # Homp(® Ma, E(Q)) = {0}

Por otro lado, €l epimorfismo natural & M, —!—»Z M, — 0 induce un monomorfis-
mo. : :

0 — Homp(Y M., E(Q)) L Homg(® M., E(Q)) = {0}, de lo cual se obtiene el
resultado. ° ' i

Demostracién del Corolario IV. Claramente, ¥ A} < [ Ay}, ¥ supongamos que
V(4 £ 15 4, '

Por el Comlano anterior iii) existe {0} # P <E Ay, {0} #£Q <Z A,, tal que
[P} =Y [A4], con [P}V Q] = [Z Ay [PIA[Q] = [ JA[Q) = [0], por la observacién
1se tlene que {Q] A [A.,] -"V (@1~ (A =[0], de donde se tiene que [Q] A [A,] = [0]
para toda vy € T', por lo tanto I-IomR(AA,, E(Q)}) = {0} . Por la observacién 2 se tiene que
Homg(g A,, E(Q)) = {0}, por lo tanto ¢ = {0}, por tanto ¥ Al=03CAm

COROLARIO V (al Teorema 3.1).

Sea M € R — Mdd, no singular. Para cada a < [M] € E(R), existe un submodulo
M, de M tal que:

a) M, € M con. i) [M,] = e, y ii) para todo N < M con [N] < &, entonces N < M,,.

b} Por lo que M, es el més grande submédulo {inico} de M del tipo .
Con M, =M, < M, E(M,) < E(M) y M, < M es invariante.

c) Para Tipos a, 8 < [M}, las siguientes condiciones son equivalentes.

i) anfg=0.

i) M.n M= {0}.

iit) Hompg{E(M,), E{Mg)) = {0} .

Demostracidn:

a) Tomamos cualquier representante A del tipo o, y consideramos al conjunto M, =
M NE(tr ,B(M)} de este modo tenemos que M, < M, con [M,] < [A]. Por el Corolario
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2.3, tenemos que E(M) = E(tr ,E(M))®rejg M, por lo cual [M] = [Mo]V [Maeam)] =
[Mo] V [rejgay M), ¥ con [My] < [A} < [Ma) V [rejg ayM]. Por lo que [A] = o = [M,].

b} Como [M,] = [E(M,)], se tiene que [M,] > [E{M,)}] y por a) de este Corolario
E{M,) < M,, por lo tanto M,, = E(M,}. Por lo tanto M, < M es esencialmente cerrado.
Ahora probaremos que M, es un submédulo invariante de M. Sea f € Endg(M)}, ¥
consideremos [M,] A [f{M.)] = [tra. f(Ma)] £ [M,}, pero el mismo morfismo f €
Homg(M,, f(M,)), pues es la restriccién de f a un submédulo de M. Por lo tanto
FIML) € trpg f(My) < f(Ma) Por lo tanto [f{M,)] < [M,], y por a) de este Corolario
se tiene que f(M,) € M,.

¢) i}=ii) St o, f € {M], entonces existen (por el inciso 8)}) M,, Mz submédulos de
M tales que [M,] = e y [Mp] = B. Por hipdtesis {M,] A {Mjs] = [0], 1o que implica
que Homg(E(M,), E(Mp)) = {0} . Afirmamos que E{M,} N E{Mz) = {0}. Pues si no
fuera el caso la inclusion i : E(M,)} N E(Mg) —— E(M,) y la inyectividad de E(M.)
extenderfa a un morfismo no cero entre E(M,) y E{Mp), lo que no es posible, por lo que
E(M,) N E{Mp) = {0}, de donde se tiene que M,NMz = {0}.

iiy=>iit) Como (Mol A[Ma] = [trae, Mol < [Mg], y [Ma AMp) = [tr, Mo] < [M.] por
a) se tiene que tra, M, < Mp, y tra, Mp < M, por lo tanto tra, M, C M, N A = {0}
por hipétesis, por tanto [tra, M,] = [0], por tanto Homg(E(M;), E{M,)) = {0} .

ii)=i) Hom(B(Ma), E(Mz)) = {0} & [B(M,)] A [E(Mp)] = [0] = a A § = [0] m.

COROLARIQO VI {al Teorema 3.1)

Sea M € R — Mdd no singular y un tipo a en E(R), con a < [M].

S5i M, < M es el submddulo de M (el del Corolario anterior), y I' € Z(R) con
elementos, son no cero y ajenos por parejas, de tal forma que supl’ = [M}, entonces
existe una descomposicién de E(M) de la siguiente manera:

i) B(M) = E(@{M, | ye T})

ii) Si E(M) = E(@{N, | Y€ T'}) con [N,] =7, y Ny £ N, < M. Entonces N, = M,
para tode y € I'.

Demostracién:



i)Sea = {7y € E(R) | v < [M] y M, es un submddulo miximo de M}, de este mo-
do es claro que supl = (@ (M, | v € T}} = [E(& {M, | ¥ € ['})] = [M]. Por e Corolario
previo se tiene i}. También es claro que I es ajeno por parejas.

ii) Por el Corolario previo, si tenemos las dos descomposiciones descritas en ii) como
[N,] = v < [M,], entonces N, < M, para todo v € ", y del mismo modo [N,]} > v = [M,],
lo que implica que M, < N, para todoy € ['. Por lo tanto N, = M, paratodovye T I
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Capitulo 4

EL FUNTOR =.

El principal objetivo de este Capitulo es el de mostrar que = es un funtor contravariante
(ver [1]) de una cierta categoria de anillos I{ en una cierta categoria de anillos booleanos,
o equivalentemente de reticulas booleanas B.

Primeramente daremos la notacién necesaria, asi como algunas definiciones que nos

seran itiles.

DEFINICION 4.1.

Los objetos de I{ serdn anillos R, S, T, ..., con identidad, los morfismos serdn:

a) Homomorfismos de anillos que preservan la identidad © : R — §, que son ademsds.

1) Homomorfisimos suprayectivos y tales que

¢} Sus micleos sean ideales esencialinente cerrados.

Es decir, por simplicidad siempre nos encontraramos en la siguiente situacion:
Ker(y) = I, con [ un ideal esencialmente cerrado en R; siempre S = R/ y ¢ serd la
proyeccion natural.

Si N es un S-mdédulo y % es como en la Definicién 4.1, entonces N, denotard el R-
mdédulo inducido por el morfismo de anillos ¢. Basta definir a rn como rn = ¢(r)n, para
re RyneN.

Los submédulos singulares y cdpsulas inyectivas con respecto al anillo S serdn deno-

tadas por 5Z, ¥Z,, sE. Para un R-médulo izquierdo g M, g L{M) denotar4 a el conjunto
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de todes los submédulos esenciales de M. De la misma manera quedard definido sL{N)
para un anillo S y sN € § — Méd.

Como vimos en el capftulo anterior a cada anillo 8, le asociamos la reticula =(5).
De este modo los elementos de =(5) serdn denotados por 5[N], en el caso de que N €
S -Méd, y 5Z (N) = {0}.

Los siguientes resultados serdn utilizados repetidamente posteriormente, aunque nin-

guno de ellos requiera que I < R sea un ideal esencialmente cerrado de R.

RESULTADOS.

1) El conjunto de los S-submédulos de un S-médule N coincide con el conjunto de
los R-submédulos de Ny

2} En particular, sL{(N} =g L(Ny).

3) 8i P,Q € 8§ — Méd, entonces Hompg(Fy, @) = Homs (P, Q).

4) gE(N) = {z €g E(Ny) | Iz = {0}.}.

5) Sean A £ B, para B € R — Mdéd. A es un submédulo esencialmente cerrado B de
si y sélo si, para todo L <, B, se tiene que (A + L) 7A <, B/A.

Demostracidn.

1} Es inmediato de las definiciones dadas.

2) C| Si H €¢ L{N),entonces Hy < Ny, sea 0 # £ € Ny, entonces por hipdtesis
existe s € S tal que 0 # sz € N, pero s = Y(r) para algun r € R, por lo tanto
D#£sz=y(r)z=rz € Hy.

2] Es similar a la anterior.

3) Afirmamos que si @ € Homg (P, @), entonces a(rp} = rap) para toda r € R, y
p € P <= afsp} = salp) para toda s € 5.

=] ofsp) = a(p(r)p) = alrp) = ra(p) = ¥(r)a(p) = safp), donde s = (r).

«] a(rp) = a(p(r)p) = alsp) = sa(p) = Y(r)a(p) = ra{p), donde s = Y(r). Por lo
que Homg(F,, @y} = Homg(P, Q).

4) Llamémosle H =g E{(N) = {z €g E(N,) | Iz = {0}}, como Y(IN) = ()N =
ON = {0}, por tanto N C H, y como H C E(N) se tiene que N <. H como R-médulo.

51



Como los médulos esenciales son los mismos, se tiene que N <, H, como S-mddulo, por
lo que # es un S-médulo.
Por lo tanto sélo falta probar que H es inyectivo. Para ello tomamos un ideal J < S,

y un morfismo f : J —s H. Como H C E(N,), consideremos el siguiente diagrama:

0—J-5s8
flL/ 1y
0 — H - E(N,)

De este modo es claro que f se extiende a un morfismo f : § —— H Por lo tanto H
es inyectivo.

5) Es una consecuencia inmediata de d), en la Proposicion 1.2.

Conclusiones.

Usando 2) y 5) de los resultados anteriores, mostraremos que los morfismos de i/,
definida como en el inicio del capitulo, son cerrados bajo la composicién de morfismos y
por lo tanto U es efectivamente una categorfa.

Primero probaremos que {¢/, Homg(_,_)) es cerrada bajo la composicién de morfis-
mos, de este modo sean R, S, T € U, y morfismos de anillos ¢y : R — S, ya: 5§ — T
con § = R/Ker(y}, T = §5,/Ker(a}, con Ker(y) esenciaimente cerrado en R, y
Ker(a) esencialmente cerrado en S, es claro que aty : R — T es un epimorfismo y que
T = R/ Ker(a). Por lo cual solo nos resta probar que Ker{ay) es un ideal esencial-
mente cerrado en R. Para ello por el resultado 5) tenemos que Ker{a) es esencialmente
cerrado en H 4> Para todo L € L{R), se tiene que (Ker(ay) + L),/ Ker(mp) <. T pero
por el resultado 2) 7 L(T") =5 L(S,) =g L{R.y) de este modo se tiene que L €7 L(T),

por lo que se obtiene el resultado.

El resto de la prueba de que U es una categorfa se sigue de la definicion de U.

LEMA 4.1.

Paras : R — 5, con Ker(y) un ideal esencialmente cerradode Ry § = R/ Ker(y),
N € 8§ - Méd, y Ny el R-médulo inducido por 4, entonces se satisface lo siguiente:
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i) SZ(N) =R Z(Ny);

ii) SZa(N) =R Zo(Ny).

Demostracién:

i} Primero por el resultado 2) se tiene que gL(Sy) =¢ L(5), en particular dado I € R
un ideal esencialmente cerrado de H y por el resultado 2) se tiene que para n € N,
An(n) <. R & (An(n) /1Y <. R/1 & (An{n) I} €5 L(5), por lo cual An{n) <, 5.
Una repeticién del mismo argumento con N remplazdndolo por N /SZ(N) prueba ii) .

OBSERVACION 4.1

Si [sP] < [sQ] en E(5), entonces [Py] < [@y] en E(R).

Demostracitén.

Por hipétesis P Cg E( (? @), por el resultado 4), (sE( ? Ny CE(( E? Dy, por lo
tanto Py Cpg E((G? Q) = E( ? Qy), por lo que [Py] < {Qy]. Por lo tanto la asignacién
" ([sN]) = [Ny] es independiente del representante, por lo que " : Z{5) — E(R) esta
bien definida,

La siguiente definicién de alguna manera es dual a las condiciones a}, b), y ¢} de la

definicién de la categoria U dada al inicio del capftulo.

DEFINICION 4.2

Los objetos de B son reticulas booleanas completas Ly, Ly, ...... incluyendo la retfcula
trivial con 0 = 1 y cuyos morfismos ¥ : L) — L, son :

a) Morfismos de retfculas que preservan el cero {¥{0) = 0) ios que son ademss

b) Morfismos inyectivos, y con

c) imdgenes convexas ¥(L,) C L.

Una primera observacién a esta Definici6n es el hecho de que B con los morfismos ast
definidos es una categorfa.

Algunas consecuencias inmediatas de la definicién anterior son las siguientes:
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CONSECUENCIAS.

1) SiB=%(L),y f="¥(ly,), y para b € B, con & € L, el complemento de b en
Lo y 1;, €l clemento mdyor de L;. Definimos 6* = ° A f, el complemento de b en B,
entonces ¥ preserva fnfimos y supremos arbitrarios.

Demostracidn:

Sea una familia de elementos en Ly, {z; | i € [}, conz; € L;. Lo que debemos mostrar
para que ¥ preserve supremos arbitrarios, es que ¥(v {z:{i € [}) =igl U(z;), pero
W(z;) < U(V {z; | i € I}} para toda i € I, por lo tanto v U(z;) < V(v {z, |i € I}).

Sea u € L, tal que ¥(z;) < u, para todaie [

Caso 1. Si v € U(L,), entonces v = ¥(y) para algin y € L,. Como x; < y para toda
i, se tiene que z; = z; Ay, por lo que ¥(x,) = ¥{z, Ay} = ¥{z,)A¥(y) paratoda i € [. De
este modo tenemos que :'ZI () <y = \Il(l\E/‘r (z.)} < ¥(y) = u, por lo tanto lIl(l_é/f (z:))
¢s la minima cota superior para {¥(z;) | i € I}, por lo tanto '_gl W(z) = ‘IJ(;XJ {z:}).
Casc 2. Siu ¢ ¥(L,), entonces le aplicamos el caso lauA f Su,conun f € ¥ ().

La prueba de que ¥ preserva infimos arbitrarios es andloga a la prueba anterior.

Ademas de aqui se sipue que L, es el producto de anillos booleanos.
Ly ={f Ly} x ((1 = f) - La)

2) (B, V,A,*, f,0) es una reticula booleana.
Demaostracién:
Por la conclusidn 1) tenemos que B es una reticula completa. La ley distributiva se

cumple en B pues si ¥(z), ¥{y) y ¥(z) € B, entonces.

V() A (Ply) v E(2)) = P(2) A (TyV 2)) =¥(zA(yV2) =
T{zAay)vVizAaz) =P Ay) VI(zAz)=(Tz)A () v (T(z)AF())

Sib ¢ B, y b es el complemento de b como se definio antes, entonces bV §* =
BV(AS) = (BVEIVIOA Y = 1, A f = [,y bAE = bA(BAf) = (bAD)IAf =0Af =0.
Por lo tanto (B, V, A, *, f,0) es una retfcula booleana.
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3)i) Ly = B@&{l — f)L: es el producto directo de ideales del anillo booleano.

Esto se da pues el anillo L es un anillo booleano y tanto f como 1— f son idempotentes
centrales.
ii) Si {B,[+],-, f,0) es el anillo booleano asociado a la reticula booleana (B, v, A, *, f,0},
entonces las dos estructuras definidas por i) y ii), coinciden en el mismo conjunto B.

Demostracién:

Tanto como B como en Ly, el producto de a,b € B estadadopora-b=anb yla
suma est4 definida de la siguiente manera:

a+b=(aVb)A(aAb)en L,

a[+Hb={a Vb A(aAb)* en B.

Ademads sabemos que a =aA fyb=0Af con{aAb)* = (a AD)* A f, por lo que
ga+b=(arnfIVIOAfNA(anb) =(Falavi)A(anb) =(aVDA(aAb) =a[+]b.

Por tanto a + b=a[+]ben B.

ti) La correstriccidn de ¥ a su imagen B induce un isomorfismo (que preserva com-
plemento} de reticulas booleanas, ¥ : (L1, V,A,1,0) — {B,V,A,*, f,0}, por lo cual
¥ induce un isomorfismo de anillos booleanos, por lo tanto L, ¥ B

Demostracion:

Es claro lo de los isomorfismos por lo cual sélo probaremos que ¥ preserva comple-
mentos. Lo que tenemos que probar es que para $ € Ly, ¥(z') = (¥{z))* donde 1’ es
el complemento de z en L,. Dado que 1y, = ¥{z) v (¥(z))° € L3, para 1, el elemento

mayor de L,. Se sigue de las leyes distributivas y de que ¥(z} < f lo siguiente:

f=fa1=¥(@)V{fA(¥(z)))

Substituyendo en la formula anterior, tenernos que ¥{z’) = ¥(z') A f, y como ademds
$(z) A ¥(z) = 0 tenemos (') = ¥(z') A (f A (T(z)°) < (¥(z))".

Reciprocamente f = ¥(z) v ¥(z'), como (¥{z})° A ¥(z) =0, se tiene que (¥(z))* =
{(B(x))F A f = (P{2)) A¥(z") < ¥(2). Por lo tanto V(') = (¥(z))* W
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LEMA 4.2

Si Resunanilley § = R/ Ker(y), donde ¢y : R — S es un morfismo de anillos con
Ker() un ideal esencialmente cerrado de R, y ¢° es el morfismo de la Observacién 4.1,
entonces ¥° € Hom(Z(S5),Z(R)), es decir, ¢* es un morfismo en la categorfa B.

Demostracién:

a) Es claro que ¥ {{0}) = [0].

h) Es inmediato de la Observacién 4.1 que % es un morfismo inyectivo.

¢} Lo que necesitamos probar es que si [4] € E(R), y es tal que [4] < ¥°([sQ]),
entonces [A] = ¥'([sL]), para algin [L] € E(S). Pero esto se da pues por hipdtesis
A C E(Ny) donde N, ==€l§ @, para. algun conjunto de indices I'. Dado que AN Ny <, A,
entonces [A] = [AN Ny}. Como AN N es un S-submddulo de N y Z(AN N) = {0},
entonces [AN N] € Z(5) es tal que ¢ (5[ANN])) = [(ANN)y] = [ANN,] = [4] . Por lo
tanto ¢ (E(5)) es una reticula convexa, por lo tanto si B = ¢*(E(S5)) € E(R) entonces
la correstriccidn de 1" a B es un mapeo biyectivo, que preserva el orden y cuya inversa
también preserva el orden. Como B es una subretfcula tenemos que ¢* : Z(5) — B es

un isomorfismo de retfculas M.

PROPOSICION 4.1

Para § = R,/I, donde I es un ideal (e.c.) del anillo R, si K = I+Z(R),y K es tal
que K /K = Z{R,/K), entonces K es un ideal de R y Z2(sS) = K /[

Demostracién:

Cotno Z(R) C K <. K y K es un ideal bilateral de R, por la Proposicién 1.5, inciso
6) tenemos que K es un ideal de R. Ahora como I es {e.c.) por el resultado 3) de
este capitulo se tiene que (K + I),/] €. R/, de donde se sigue que K~ <, R/1,
por lo tanto K /I <, K./I. Ademis por la definicién de K, K /I C Z{R/I). Por lo
tanto (K /I)NZ(R/I) <. K/I. Por el Lema 4.1, se tiene que Z{R/I) =5 Z(R/I).
Ademids gL(K /I) =5 L(K /I), por lo que de lo anterior se tiene {K /) NZ(R/I) <,
K /1. Por la proposicién 1.1, 3) tenemos Z(R/K) = 0, y por el Lema 4.1 tenemos
0=2(R/K)=3 Z(R/K) =5 Z((R/I) /(K /I)). Finalmente usando el Corloario 1.3
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aplicado a K,/ < R /1, se obtiene el resultado deseado B.

TEOREMA 4.1

Sea U 1a Categorfa de anillos de la Definicién 4.1 y B la Categorfa de reticulas boolea-
nas de la Definicién 4.2, ysiv) : R — § = R 7 es un morfismo arbitraro en 4, toramos
K =1+ Z(R), y K como en el Lema anterior. Definimos Z(¢) = ¢* : E(S) — Z(R)
como €l mapeo de la Observacion 4.1. Si f = ¢"([S,/Z2{sS)]) y B = ¥"(E(S)), entonces:

i) £ : 44 — B es un funtor contravariante. En particular ¥° : Z(5) — Z(R) es un
morfismo de reticulas que es monomorfismo que preserva el cerc y supremos e infimos
arbitrarics.

ii) B € E(R} es una subreticula convexa y completa, y la correstriccion:

3" : E(S) — B es un isomorfismo de reticulas.

ii)) Zo(sS) = /1, y ¥ (les) = £ = [R/KL.

iv) Zp : if — B, es un subfuntor de Z, donde Ep(y") es la restriccién y correstriccitn

[z

de 4" a 9" : Ep(8) — Ep(R). Similarmente también, Z¢, =4, E¢n, son subfuntores
del funtor Z.

Demostracién:

i)Sean s : R —— 5,0 : § — T, morfismos de la categorfali. Asf,o3c: R — T tam-
bién es un morfismo de la categoria I. Tenemos que S(ox) = ¢ (03¢) = ¥ ()9’ (o) =
Z(»)=(e): T — R.

Por atro lado, S{idg) = id} : E(R}) — Z(R), que aplicado a [M] € E(R) da
idy ([M}) = [M}. Por lo tanto Z(idg) = idzg).

ii} Es una consecuencia del Lema 4.2.

iii) Es inmediato de la Proposicidn 4.1.

iv) Es claro .

COROLARIO 4.1 (al Teorema 4.1)
Siy* : E(5) — E(R) es como en el Teorema 4.1 y la Observacion 4.1y f = ¢ (1z5)).
Consideramos ¥"(2(8)) = B = {qAf|qeE(R)} y A = {gAa f°lq€ E(R}}. Con
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A, B, A x B, las reticulas booleanas inducidas por la complementacién, entouces.

i) Z{H) = A& B es la suma directa de las subreticulas A, B.

it) Existe un isomotfismo de reticulas bodleanas A : E(R) — A x B.

iit) Si Z(R), E(S) son vistos como anillos booleanos, entonces A, B son ideales de
E(R)yZE(R)=A®p B.

iv) 9 : B(8) — E(R) es un morfismo de anillos, con (5} = B.

Demostracion: )

i) Esclaroque ANB = {0}, ysiue E(R) se tieneque u = (uA f) V(A f9).

ii) Definimos el mapeo A : E(R) — A x B como Alg) = (g A f,¢ A f). Esté mapeo
es un isomorfismo de reticulas.

iii} y iv} Se siguen de las Consecuencias 1) ,2) y 3} &

COROLARIO 4.2 (al Teorema 3.1 y al Teorema 4.1)

Para un anillo R con 1, existen ideales izquierdos f¢, Ip < R, tales que:

1) Zo{R) <, Ic = Iz - Z5(R) <, Ip = I, donde Iy, I denctan la cervadura esencial
de I, Ic en R respectivamente.

it} R/ Ip es discreto, y R/ I¢ es continuo, vistos ambos como R-médules.

iit) Iz, I'p son los tinicos y mds pequeiios ideales de R que cumplen las propiedades
i} v ii).

iv) E{lc),E(fp) £ E(R) son submodulos izquierdos invariantes de E(R). En par-
ticular, /¢, Ip < R son ideales izquierdos de de R invariantes y por lo tanto son ideales
bilaterales de R.

v) Los morfismos naturales de anillos v : R — R/ Ic y § : R — R Ip. inducen
por correstriccién, isomorfismos de reticulas booleanas o* : E(R{s) — EZEc(R) ¥
5 E(R/Ip) — Ep(R).

vi} Mds atin, existen fga, fop < R, ideales de R tales que R~ Ic4 es molecularmente
continuo y R/ Icp es sin fondo, y tales que las condiciones i}, ii) y iii) se cumplen para
Ica, feg. Sia: R — R/Igca y B : B — R/ Icp son los morfismos naturales de

anillos, entonces inducen por correstriccién, isomorfismos de reticulas booleanas
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o E(R/Ica) ~— Eca(R), y 8 : E(R/ Icp) — Eca(R).

Demostracién:

Sea {R.},c, una familia de submoédules uniformes, méxima con ta propiedad de que
E R, =n% R,. Sean D =n(?' R, y C un complemento relativo para D en R (ver
(1]). De este modo, Z2(R) ® C @ D <. R. Ahora, sea {R,} .. una familia de ideales
izquierdos de R, dtomos continuos, la familia mdxima con la propiedad % R, :w?r R,.
Sean A =-$r R, y B un complemento relativo para A en C, asf A® B <, C. Por las
construcciones dadas, se tiene que C es continuo, D es discreto, A es molecularmente
continuo y B es sin fondo. Consideremos las cerraduras esenciales de los siguientes ideales

izquierdos de R.

Ip = (Za(R) + C) ; Ie = (Z2(R) + D)~
Ica=(22(R)+ D+ B)™ ; Iep = (Zo(R) + D + A)~

Es claro que I, Ip, Ica, Icp cumplen con la condicidn 1), entonces por el resultado
5) tenemos que como [ es (e.c.), entonces (C & I¢),/Ic <. R/ Ic, por lo tanto B/ I
es no singular y continuo. Por el mismo argumento se tiene que R,“Ip es no singular y
discreto, R,/ I 4 es no singular y molecularmente continuo y R, Icg €s no singular v sin
fondo, por lo que se tiene la prueba de ii} y parte de vi).

Luego, si Zy(R) C J = J- < R con R,/ J continuo, entonces J N {Zz(R) & D) =
Zy(R) & {J N D). Afirmamos que JN D <, D, pues de no ser éste el caso se tiene que
existe 0 3 = € D tal que Rz N J = {0}, de donde se tiene que existe un submédulo
uniforme, no singular U < Deon J+ U =J@ U, porotanto U = (U + J)/J < RAJT
lo cual es una contradiccion pues R,7J es continuo, por lo que JN D <, D. Por lo tanto
(Zo Ry (JND))™ CJ = J, pero (Z2{R) @ (JN D))~ = (2.(R) & D)™, por lo tanto
Ir C J. Del mismo modo se prueba para [p, Ica, Iop. lo que termina la prueba de iii)
y parte de vi).

Dado que Z»(R) < R es {e.c.), (D + Z2(R)),/Zx(R) <. Ic/Z2(R), entonces existe

un tnico 1somorfismo natural.
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Homp(fc, E(C)) = Homp(lc,/Z2(R), E(C)) & Homa(E(Ic), E(C)) = {0}

Puesto que E(R) = E(Ic) @ E(C), y de aqui, se sigue que E(I¢) es invariante. Del
mismo modo que aqui, se prueba que E(!p), E(lca) ¥ E({cp) son invariantes, lo cual
prueba iv) v parte de vi).

Luego por el inciso 1) de este Corolario se tiene que ¥*(E(R,/I)) € E¢(R), por el
Lema 3.8 si 7 es un tipo en E(R)} digamos 7 = [J /Zy(R)], luego como Z,(R) € J < R,
se tiene que J N [¢ = Zy(R), por lo tanto 7 = [J /I N Ig] = [(J + C),/I¢]. por 1o que

P (E(R/ 1)) C Ec(R). La parte final de v) y de vi) se prueban de forma andloga M.



Capitulo 5

LA RETiCULA INVARIANTE DE
IDEALES.

El principal objetivo de este Capftulo es el de mostrar que la reticula Z(R), puede ser
representada de cierta (inica) manera como una retfcula de ideales del anillo R, la cual
denotaremos como J{ R), de tal manera que existe un isomorfismo entre las reticulas Z( R)
y J(R). En lo siguiente siempre nos encontraremos en la situacion de que Z,(R) = {0},

salvo que se diga lo contrario.

Definicién:

Si A € R — Md6d es nosingular, por el Corolario 2.3 tenemos que ER = E(tr ,E(R))®
rejg4)E(R), entonces definimos a los ideales fj4, € < R como:

fiq = RNE(tr E(R)), y C = RNrejpB(R) = rejg 4R

Como una primera observacién tenemos que por el Corolario 1.3, traER <, trp E(R)
por tanto E(tr ,E(R)} = E(trg . E(R)), por el Corolario 2.3 si @ < E(R) es tal que
E(R) = E(tr ;E(R)) ® Q, entonces Q = rejg 4 E(R).

LEMA 5.1
Sea A € R — Mdd, tal que [j4) es como en la definicién anterior, entonces se satisface

lo siguiente:
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) g e E(tr E(R)), y C <, rejgqR-

i) [Ia] = [4] € Z(R).

iti) 4}, ¥ C son ideales izquierdos esencialmente cerrados de A.

iv) El complemento [A]€ de [4] en Z(R) es [A)° = [C) = [R/ [i4).

v} E{lj4}, BE(C) son ideales izquierdos invariantes de E(R). En particular fi4, C son
ideales izquierdos invariantes de R, por lo tanto /[, C son ideales bilaterales de K.

Demostracién: ‘ .

i} Es inmediata de las definiciones de fi4, y C.

ii) Por el Lema 3.8 si [A] € E(R), y R = R/Z,(R), entonces {A] = [tr ER], y por
el inciso i) de este Lema tenemos que Jj4 <. E(tr ,E(R)). De esto junto con el hecho de
que Zy(R) = {0}, se concluye que [{j4)] = [E{tr ,E(R))] = [4].

ii1) Por la Proposicion 1.5, tenemos que I = {7 € R| (RN E(tr ,E{(R)}: 2) <. R} €
E(tr,E(R)) N R = Ija). Por lo tanto I = Jja).

Del mismo modo tenemosque C~ = {z € R| (RNrejg 4R : 2) <, R} C ANrejg R =
C,porlotanto C=C".

iv) Por el Corolario 3.3, se tiene que si [A] € S(R), entonces [4]° = {rejg(ay ). y por i)
de esta prueba C <. rejg 4R, por lo tanto [C} = [rejg 4R} = [A]° . Como Ij) es un ideal
izquierdo esencialmente cerrado de R, entonces por el resultado 2) del Capitulo 4. se tiene
que (I14® C) 14 <. R/ I4)- De donde se sigue que {{Jj4®C),/f14)) = [R/ 4] = [C}.

v) También por el Corolario 3.3 se tiene que Homp(E(fj4, E(C}) = {0} . De donde
s¢ tiene que E(R) = E({4) B E(C), por lo tanto E{1},) como E(C) son invariantes como

ideales izquierdos {0 como médulos izquierdos) M.

LEMA 5.2

Si A < R, es un ideal izquierdo esencialmente cerrado, del anillo R, tal que E(A) es
invariante en E(R), entonces A = I 4.

Demostracién:

Como A es un ideal de R se sigue que A C Ij4. Sea B un complemento relativo para 4

en fj4 (ver la Proposicién 1.1), de este modo tenemos que A® B <, I Dado que E(A)
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es invariante en E{ R}, entonces necesariamente tenemos que Homg(E(4), E(B)) = {0} .
Por lo tanto [A} A[B] = [trg4)E(B)] = [0], y como [A]V [B] = [A® B] = [f4)] = [4], se
tiene que [B] = 0, de donde B = {0} . Por lo tanto A <, [(4), y como A es esencialmente

cerrado, tenemos que A = {4 &

LEMA 5.3

Sea 7 un tipo en E(R}, y A € R — Mdd, Z(A) = {0} tal que [A] = 7, entonces [j4)
es €] 1inico ideal izquierdo de R mdximo con la propiedad de ser del tipo 7.

Demostracién:

Supongamos que existe un ideal izquierdo P de R, tal que P es del tipo 7, lo que
necesitamos probar es que P C Ij,. Como [P] = 7 = {A], tenemos por hipétesis que
P CE( ? A) para algiin conjunto de indices . Sea_ 0 # b € P, en vista del hecho que
Tlq es (ec.) en B, y de que (? A b) £, R, para probar que b € [j4 es suficiente probar
que (Gra A:b)C (Il4:b). Seapuesre (€l§ A:b), entonces rb = {a; +ao+ ... +a) 6619 A,
y observamos que An{rb) =N An(a;) € An{a:) para toda ¢ = 1...n. Ahora supongamos
que rb & Ii4), es decir que rb € R — I, aplicando el Lema 1.1, reemplazando y = rb
y K = I, tenemos que existe ¢ € R tal que Rt(rb) # {0}, y Rt{rb) N 4 = {0}.
De donde se sigue que Ijq # I ® Ri(rb), por lo que Ri(rb) C rejg R = C, luego
para cada j € {1..n} el mapeo de Ri(rb) — Rta; dado por a t(rb) — ta; estd bien
definido, y éste a su vez induce un morfismo en Homg{E(C}, E(A)). (por la inyectividad
de E{A) y de E(C)). Por lo tanto tenemos que ta; = 0 para toda § € {i..n}, por lo
tanto An{t{rt)) = An{g;) N ... N Anfta,) = R. Pero como 0 # 1g € R, se tiene que
t(rb} = 0, lo que produce una contradiccidn, pues antes se vio que Ri{rb) # {0}, por
tanto rb € Ijay, es decir r € (Jj4: b). Porloque P C [j4 B

COROLARIO 5.1
Sean A, B € R — Mdéd, no singulares, con [A] < [B], entonces Ij4 € fig
Demostracién:

Dado que J[4] € Jjg}, no dependen de la eleccidn de representantes, podemos elegir A,
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B tales que A C B, por lo que E{tr ,E{(R)) € E(trgE(R)). Por lo tanto fj4 € iz W

LEMA 5.3

Sean A, B € R — Mdd no singulares, entonces se satisfacen las siguentes condiciones:

i) E(tr ;E (1)) NE({trgE (R)) = E(tr;,, gz (E(R)).

ii) fia 0 g = liana)-

Demostracion:

Sea N = B(tr, ,g(py(E (R)). Como [A] A [B] = [trsE (B)], es claro que f[ajn5 =
RNN < RNE(tr ,E(R))NE(trzE (R)) = fj4 N i Por lo tanto tenemos que Jjaaym C
fiq 0 i), més ain, como B <. E(R), y la interseccién de moédulos no singulares e
inyectivos, es inyectivo (ver {6]}, se sigue que N < E(tr ,E (R)) N E(trgE (R)).

Ahora afirmamos que N <. E(tr ;E(R)) N E{trgE (R)). Para probar esto, s¢lo es
necesario probar que si 0 # 7 € (tr4E(R}) N (tr;E(R)), entonces (Ry) N N # {0} .
Perc por el Teorema 2.1, tenemos que existe 0 # a2 € A, 0 # 3, € R, con Ra &
Rs; = Ry # {0}, y An{e) = An(s;n) y 0 # 517 € R, pero 0 # s;n € trgE(R).
Una segunda aplicacién del Teorema 2.1, muestra que existen 0 £ b € B, vy 52 € R,
tales que 0 # sy(sin) € R, con An{b) = An(sa{s19)), pero entonces An(sya) = An(b),
por lo que b € traE(B). Por lo tanto, el isomorfismo Rb —— Rs(sa) muestra que
0 # sa(s1n) € E(try,  pip)(E(R)) € N. Por tanto la afirmacién es cierta, y como N es
inyectivo se sigue que N = E(tr ,E(R)) N E{tr ,E (R)).

ii} Es inmediata de i) &.

LEMA 5.4

Sean A, B € R — Mdd, no singulares, entonces Jjaps = (fa) + g}~

Demostracidn:

Por el Corolario 5.1 se tiene que (lj4) + Ij5)) < {[4@s), consideremos un pseudocom-
plemento G para (I[4 + () en Jjags. As{ G < R, es tal que G@®([j4 + I18)) < a8}
de donde G C rejg )R, y G C rejpp) R, de donde [G] A [A] = 0,y {GIA{B] = 0. Por la
ley distributiva. tenemos que (*) 0 = ({G] A [AD vV (IG] A [B]) = [G] A ([A] v [B]). Ahora,
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como [G] < [ + i) < (A} V [B], por (*) se tiene que [G] = 0, por lo que G = {0} .
Por lo tanto (Ilf‘l + I[BI) <. I[AQBh por lo que (I[A] + I[m)_ = I[AQB] B

TEOREMA 5.1

Sea R un anillo con identidad, Zy(R) = {0} . Para cada tipo [4] € E(R), definimos
fja = RO E(trg g A4), y C = rejg4) R, entonces se cumple:

1) Ij4 es el tinico ideal izquierdo, esencialmente cerrado de K, méximo con respecto
a la propiedad de que I} es del tipo [4].

2) Si J(R) = {{ja1. iz}, .-} €s €l conjunto de los ideales izquierdos de R, para los
cuales A, B, .... son no singulares, entonces 7 (R) es precisamente el conjunto de todos los
ideales izquierdos J tales que J es esencialmente cerrado y E{J) < E(R) es un submadulo
invariante, en particular J < R es también invariante como ideal izquierdo, por tanto J
es un ideal bilateral de R.

3) El conjunto 7 (R) es una reticula booleana completa y el mapeo:

E{R) — J(R) dado por [A] — [(a), es un isomorfismo de retfculas booleanas,
donde J(R) tiene las siguientes operaciones de retfcula:

) faae = a0 fa)-

i) liaviz) = (a1 + g1}

iii) [4]° = (4] = C = {R/Lju)}-

Demostracidn:

1), 2 y 3) Son inmediatas de los lemas y corolarios previes, donde la relacién en J{R)

es la contencién " C 7 &

Ahora, Z;{R) no necesariamente tiene que ser cero, por lo que el siguiente Corolario
se sigue del Resultado 5) del capitulo 4 y del Corolario 1.6.

COROLARIO 5.2
Para un anillo R con identidad , si # : R — R~Z3(R) es la proyeccién natural.
Definimos J'{R) = {I < R | =(I) € J(R/Z:{R})}, entonces:



1) J'(R) es exactamente el conjunto de ideales izquierdos, esencialmente cerrados
J de R, tal que Z3(R) C J, y E(J) es un R-m&lulo izquierdo invariante de E{R). En
particular, J es un ideal izquierdo invariante de R, por io que J es un ideal bilateral de
R.

2) Para cada tipo 7 en E(R), hay un unico Z2(R) € J < R ideal izquierdo J de R
el cual es maximo con la propiedad de ser del tipo 7. Més aidn, J'(R) es el conjunto de
tales ideales J.

3) T — [J/Zo{R)], es un iscmorfismo de reticulas booleanas' completas, donde J
es el ideal de R del inciso dos de este corolarie. E(R) & J'(R), donde J/(RR} tiene las
siguientes operaciones de reticula, si J, J;, Jo € J'(R):

iy Iankh=Jd4nlk

i) LV =(J+ J)

i) (1, Za(R))° = [R/J].

COROLARIO 5.3
Sea J'{R) como en el Corolario anterior, para un médulo no singular A, sea Ij4 €

J'(R), el vinico elemento que cumple con [A] = [I[4./Z;(R)]. Definimos el ideal izquierdo
Ls de R como Ly = 3 {Rz |z € R, tal que existe a € A con (Zz(R) : z} = An{a)},
entonces se cumple :

i} Ls <. Ija), por lo que fjq = L.

ii) Para todo ideal izquierdo I de R, I € J'{R) —

a} I es un ideal izquierdo de R esencialmente cerrado.

b) Para todo £ € R, y para todo a € [, si (Zy(R} : ) = (Z2(R) : o), entonces se tiene
quezx €l

Demostracitn:

i} Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Zy(R) = {0}, y dadoque Ly es la
suma de ideales izquierdos principales de R, los cuales son isornorfos a algin submdédulo
clclico de A, entonces tenemos morfismos de A — R, por lo que Ly C tr4E (R) <, I

Afirmamos que Ly <, tr4E(R}. Sea pues 0 # ¢ € tryE{R), por el Teorema 2.1 se tiene
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queexisten 0 £ r € R,y 0 #£ a € A, tales que 0 # re = z € R, con An(z) = An(a), por
lo tanto x € Ly, por lo que 0 # = = re € L, por lo tanto Ly £, trsE(R) <, I Por
la Proposicién 1.3, se tiene que Ly <, f14.

ii) =a) Es inmediato. ii)=>b) Sea z € R, y a € I tal que An{a) = An(z), entonces
escribimos a E{R) = E(I}®Q, para algin @ < E(R). Dado que Homg(Q, E{I}) = {0},
setienequez € E(I)NR=1.

a,b)=>ii) Sea A = I visto como R-médulo izquierdo. Por hipdtesis y por i) se tiene
La C IT Por i) y a), Iy € I. Por b) y la definicién de Ly, los elementos de [ son
precisamente los generadores de L4, por lo tanto I C Ly C Ij4. Por lo tanto se tiene que
I'=leJ(R)N
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Capitulo 6

APLICACIONES Y EJEMPLOS.

En este Capitulo se dars la solucién al problema de encontrar una reticula E(R} con
Cardinal finito (potencias de 2), as{ como un ejemplo que sirve para ver por qué en el
Capitulo 5 se pidi6 la cerradura esencial a Ij4) + I|g). Asimismo se da un ejemplo sencillo
que ilustra la funtorialidad de E.

Algunos de estos ejemplos serdn utilizados para mostrar cémo la descomposicién de
un mddulo E(M) = D @& A @ B de la proposicién 3.1, difiere de la forma de clasificacién
dada por Goodearl-Boyle ({8]}de los médulos inyectivos no singulares en un anillo R, en
Tipos ajenos I=1;Ul,, [I=I1;Ull,, y III. Todos los anillos que consideraremos aquf seran
anillos con identidad.

De esta manera, primero daremos algunas definiciones de lo que se entenderd por un

anillo del Tipo I, IT y L

DEFINICIONES.

1) Diremos que un anillo R es regular, siempre que para cada z € H. exista y € R tal
que zyz = z. Por ejemplo, un producto directo de anillos con divisién es regular. Diremos
que un anillo R es auto-inyectivo izquierdo, si como R-mddulo izquierdo es inyectivo.

2) Un anillo regular R es abeliano, si todo elemento idempotente de R es central.
Por ejemplo, un anillo conmutativo regular es abeliano, también un producto directo de

anillos con divisién es un anillo abeliano.



:

3) Un anillo R es directamente finito, si zy = 1 implica que yz = 1 para cualesquiera
z,y € R. Por gjemplo, todo anillo conmutativo es directamente finito. Diremos que un
anillo R es directamente infinito, si A no es directamente finito.

4) Si ¢ es un idempotente en un anillo regular K. Entonces e es llamado idempotente
abeliano (de R), siempre que eRe sea abeliano. Nétese que esto sélo requiere que los
idempotentes de eRe sean centrales en eRe y no necesariamente en R. Por ejemplo, si
Re es un ideal izquierdo minimo de R, entonces eRe es un anillo con divisién y por tanto
abeliano. El idempotente e es Hlamado idempotente directamente finito (de R), siempre
que el anillo eRe es directamente finito. Dado que todos los anillos regulares abelianos
son directamente finitos, entonces todo idempotente abeliano es directamente finito.

5) Sea e un idempotente en un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R. e es fiel
{en R), si 0 es el tnico idempotente central de A que es ortogonal a e.

6) Se dice que un anillo regular, auto-inyectivo izquierde R, es del Tipo I, si R contiene
un idempotente abeliano fiel. Por ejemplo, todo anillo regular, abeliano y auto-inyectivo
izquierdo es del Tipo L

7) Dirermos que un anillo regular, auto-inyectivo izquierdo R, es del Tipo I, si R
contiene un idempotente directamente finito y fiel, pero R no contiene idempotentes
abelianos no nulos.

8) Un anillo regular, auto inyectivo izquierdo R, es del Tipo III, si R no contiene
idempotentes directamente finitos, distintos de cero.

9) Un anillo regular, anto-inyectivo izquierdo R, es puramente infinito, si no contiene
idempotentes centrales directamente finitos, distintos de cero.

Por ejemplo, todo anillo del Tipo I1I, es un anillo puramente infinito. Sin embar-
go, es posible que anillos de los Tipos I y'II sean puramente infinitos. Por ejemplo, si
R es el anillo de endomorfismos de un espacio vectorial de dimensién infinita, nétese
(ver [7} pag.111, Teorema 10.2} que R es del Tipo L. Dado que el conjunto de idempo-
tentes centrales de R es {0,1} y R es directamente infinito, se tiene que R es puramente
infinito.
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10) Un e;alillo regular, auto-inyectivo izquierdo es del Tipo [y si es del Tipo I y
directamente finito; del Tipo I, si R es del Tipo [ y puramente infinito; del Tipo II; si es
del Tipo II y directamente finito; del Tipo 1L, si R es del Tipo Il y puramente infinito.

11) Un dominio de Ore izquierdo es un dominio entero R, tal que dados elementos
a,b € R distintos de cero, se tiene que Ra N Rb # {0} .

12) Un R-mddulo izquierdo A tiene dimensién de Goldie finita si A no contiene
familias independientes infinitas de submédulos no cero. Por ejemplo, todo médulo arti-
niang y todo médulo neterianoe son de dimensién de Goldie finita (ver [6]). En particular,
un espacio vectorial V' sobre un anillo con divisién D, es de dimensién de Goldie finita
si y sélo si la dimension de V sobre D es finita: [V : D] £ oo,

13) Un anillo fotalmente lineal izquierdo, es el anillo de todas las transformaciones
lineales {escritas del lado izquierdo) de un espacio vectorial ¥V sobre un anillo con divisidn,
en si mismo.

14) Un anillo & es un enillo simple si los tnicos ideales bilaterales de 1 son {0} y
R. Por ejemplo, todo anillo con divisién es simple.

15} Sea Af € R — Mdd, no singular e inyectivo, consideremos T’ = Endp(A{), €l cual
es un anillo regular y antoinyectivo izquierdo (vease {7]pag.11, Corolario 1.23). Aplica-
remos las definiciones de abeliano, directamente ﬁnito,-puramente finito, Tipos I, Iy, I,
IL 1ly, I, y III, & M de la siguiente manera: diremos que M tiene la propiedad (+) siy
solo si T tiene la propiedad (*).

Resultados.

1) Todo anillo regular auto-inyectivo izquierdo, se descompone de manera inica como
producto directo de anillos del Tipo Iy, Ly, Iy, Tl y IIL

2) Sea Af € R — Mdd, no singular e inyectivo. Entonces M se descompone de manera
tnica, como suma directa de submédulos invariantes de los Tipos Iy, I, Iy, Il TIL

3) 8i R s un dominio, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i} R es un dominio de Ore izquierdo.

ii) g R tiene dimension de Goldie finita.
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OBSERVACION 6.1

a) Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i} R, Z(R) no contiene submodulos uniformes.

ii) M € R —Mdéd, M discreto, entonces M es de torsion de Goldie.

iii) Z(R) = E(R).

Demostracién.

i)=+iil} Sin pérdida de generalidad podemos suponer q\;e Z:(R) = {0} . Por la propo-
sicién 3.1, tenemos que E(R) = D @ C con D un R-médulo discreto y C un R-médulo
continuo. Como R no contiene submddules uniformes se tiene que D = {0}, por lo tanto
E(R) = C, de donde Ep(R) = {0}. Por tanto E(R) = Ep{R).

iii)=i) Es inmediato.

ii)=>iii) Sea M € R — Mdéd, M discreto, por hip6tesis se tiene que Zo(M) = M y por
el Corolario 1.2, Z{M) = {0} & Z,{M) = {0}. Por lo que Z{M) # {0}, por lo tanto
S(R) = Ec(R). |

iti)=>ii} Por el Corolario 1.2 se tiene que Z,M # {0}, por ser M discreto Z{M ~Z, M) =
{0} de d;:mde M/ Zy(M)C M /Z(M) y como Z(M) C Zy(M) se tieﬁe que Zo(M) =M
por lo tanto A es de torsién de Goldie.

b) 5t R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i} R/Z:(R) contiene esencialmente a una suma directa de submddulos uniformes.

ii) Todo médulo continuo es de torsién de Goldie.

iii) E(R} = Ep(R).

Demostracion:

Es similar a la prueba de a).

¢) 5i E(R) es dtomica, entonces Egg(R) = {0}

d) Consecuentemente si E(R) = {0,1}, entonces necesariamente se cumple que
Z(R) = Eca(R), 6 S(R) = Eo(R) B,
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EJEMPLO 6.1

Para un anillo 1 tal que R/ Z{ R} es un Dominio, se sigue que E(R) = {0,1} y una
de las dos siguientes condiciones que son mutuamente excluyentes.

1) E(R) = Ec¢a{R) y R,7Z2(R) es molecularmente continuo.

2Y E(R) = Ep(R) y R/ Z,(R) es un dominio de Ore izquierdo.

Demostracidn.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Zs(R) = {0} . Como gzR es com-
primible (por ser R dominio entero), entonces {R] = 1 € E(R) = {0,1}, de donde
Ecs(R) = {0}. Por (ver [5) pag. 6. Teorema-2.7), tenemos que E(R) = C & D con C
continuo, D discreto y ambos ideales bilaterales de E(R) con DC = CD = {0} . Como
E(R) = {0, 1} se tiene que:

1) Si D = {0}, entonces E(R) = Ega(R) de donde se concluye 1).

ii) & C = {0}, entonces por (ver [5] pag.8, Corolario 2.10) , se tiene que

E(R) = Homp(V,V), donde V =p V s un espacio vectorial izquierdo, sobre un
anillo con divisién D, y E{R) actia de el lado izquierdo de V. Si [V : D] = 1, entonces 2)
se cumple, por el Resultado 3} y 1a Definicién 12). Si [V : D] > 2, dado que R <. E(4R),
el anillo R contiene una proyeccién p de V en un subespacio unidimensional de V. Sea
0 # £ € E(R), con £V C An(p). Entonces £p = 0. Dado que (R : £) <. R, existe un
0#q e (R:£)¢C R. Pero pg = 0, contradice el hecho de que R es un dominio entero.

Por tanto R es un dominio de Ore &

EJEMPLO 6.2

Consideremos el anillo de matrices de tamafio n x », con coeficientes en un anillo con
divisién D que denotaremos M, (D), entonces E(M, (D)) = Ep(M.(D)) = {0,1}.

Demostracién.

Usaremos el siguiente resuitado de la Teorfa general de Mddulos {ver {1}).

$i R es un anillo simple, entonces el anillo de matrices de tamano nxn, con coeficientes
en R es un anillo simple.

De donde se tiene que M, ({?) es simple, por o que M, (D) no tiene ideales bilaterales
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propios. Por tanto el Corolario 5.2 y el hecho de que M, (D) es un R-médulo discreto, ga-
rantizan que (M, (D)) = Ep{M, (D)) = {0,1}. Ademis, (ver {7] pag. 121, teo. 10.24},
se tiene que M, (D) es un R-Mdédulo izquierdo del Tipo I; B

El siguiente ejemplo muestra que no existe un R-méduto M del Tipo I, de tal manera

que [M] sea precisamente la clase de todos los R-médulos del Tipo I;.

EJEMPLO 6.3

a) Sea I/ un R-Médulo uniforme, inyectivo y no singular y consideremos
M = E( ;!% U) y T = Endgp(M) (el caso m4s simple ¢s cuando R = U = F con
F un campo, en cuyo caso M =§l F, y T = Hompg(M, M) es el anillo de todas las
transformaciones lineales de M en M, escritas de el lado jzquierdo del espacio vectorial
de dimension numerable M.).

Asi T = Homg(V, V) es el anillo cie todas las transformaciones lineales, escritas del
lado izquierdo, de un espacio vectorial DV,- sobre un anillo con divisién D, que en este ca-
50 s D = Endg(U) (ver {4] pag.82-84, 5.5 (iii) y 5.6), por ([8] pag. 33, Teorema 5.4) 6
([7} pag.111, Proposicion 10.2). El anillo T es del Tipo L. Los vinicos idempotentes centra- .
les de T son {0, 1} . Es claro que 1 es un idempotente directamente finito (ver {8} pag. 46)
6 por definicion 3) de este capftulo. De hecho, el anillo T es puramente infinito (ver [8]),
por lo que T es del tipo I,,. Por la definicién 15} de este capitulo, M es del Tipo L.
De este modo como Endgr(V) = T es abeliano (ver [8] pag.12} y directamente finito
{ver [B] pag. 16), entonces I/ es del Tipo I;. Por la definicién 15} de este capitulo, tam-
bién M es del Tipo I; y de agui se tiene que I;NL., = ¢, pero [U/] = [M] € E(R).

b) Sea ® un ordinal inicial Ymite {infinito), y A un anillo con divisién. Denotaremos
MCFgxa(A) ¢t anillo de todas las matrices de tamafio © x 6 de columna finita. en ([1])
se prueba que 1a reticula de ideales de MCFy,06(A) es una cadena, por lo que el zoclo
de MCFg,a(A), consta de las matrices que tienen sélo un nimero finito de entradas no
cero. Por lo que si R es un anillo con Soc{ MC Faxa(A)) € RC MCFaxo(A) y tal que
1€ R, entonces E(R) = Ep(R) = {0,1}.



Dada una reticula Booleana (ver [L0]), se prucba que existe una tnica completacién

de la reticula a una reticula boolcana completa.

El siguente resultado nos sirve para dar un ejemplo de una clase de anillos R C A
para los cuales, sus reticulas J(R) y J(A) pueden encontrarse explicitamente, donde
J(R) y J(A) son las reticulas del Capitulo 5. La prueba de este resultado sale de los

alcances de este trabajo.

TEOREMA 6.1

Si R es un anillo booleano y A es la completacién de R, entonces Z{R) = A.

COROLARIO 6.1

Si Ap es una reticula Booleana completa, atémica y Agcp es una reticula Booleana
completa sin 4tomos, entonces:

i) 5(Ap) = Ep(Ao)

it) E(Acs) = Ecp(Ach)-

Demostracién:

i) St Xp € Ap es el conjunto de todos los 4tomos de Ap, entonces Ap es isomorfo al
conjunto de partes de Xp (que denotaremos P{Xp)}, pero el conjunto potencia de Xp es
un mddulo discreto sobre sf mismo, de donde Soc{P(Xp)) es esencial en P(Xp), por lo
tanto E(P(Xp)) = Ep(Ap).

ii) Se sigue de la definicién de R-médulo sin fondo B

El siguiente ejemplo, da una clase de mdédulos sin fondo, inyectivos, los cuales en ([8]),

son clasificados dentro del Tipo I;.

EJEMPLO 6.4

Sea S un anillo Booleano, se muestra que su iinica completacion, puede ser determi-
nada mediante los siguientes tres pasos:

i) R es la completacién de Dedekind-MacNeille de S (Si a, b € S con ab = a. entonces
a<b)
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ii} R es la S--cdpsula inyectiva de S.

iii) R es el anillo mdximo de cocientes de 5.

Ms4s aidn, R es autoinyectivo, no singular y booleano. Ahora bien, si S es sin dtomos,
antonces R es sin 4tomos. Dado que Endg(R) = R es conmutativo, entonces g R es del
Tipo Iy (es det Tipo I pues R es regular, autoinyectivo, abeliano y 1€ R, y es del Tipo I
pues si x,y € I tal que 7y = 1, entonces yz = 1 pues R es conmutativo). Por el teorema

6.1 se tiene que Z(R) = E¢p(R).

PROPOSICION 6.1

Para un conjunto de anillos no singulares {S: | z € X} sup6ngase que:

x%‘ax S5:CH gzgx S; = T, con R un anillo con 1, entonces:

i} 2(R) =:Ielx =(5,).

i) Si reemplazamos en 1) a E por Ep, E¢, Eca, Eca se sigue cumpliendo i).

Demostracidn:

Sea e, = (....... ,0.1,0,....... ) € R, donde e, tiene ceros en todas sus coordenadas,
exepto en la coordenada x-esima, en la cual tiene al 1 de 8. Definimos Q(S:) = E(8.¢.).
Se sigue de Ia hipdtesis, que el anillo Q(S,;) es la 5;—capsula inyectiva de S;, por {[7]
pag 116, 4.14 y 4.15] se tiene que E{R) = E{ =:Ie])( S2) =z£[.1{ E(5;) = E{T) son no
singulares; también x?x E(S5.) € E(R) por lo cual, en la hipétesis podemos suponer que
R=E{R) =21;[x S; donde S; = E(S;}).

Ahora tomamos L € J(R) = Z(R), es decir L es un ideal invariante, y esencialmente
cerrado de R. Para z €X la invarianza de Len R junto con z?x S, € R, garantiza que la
proyeccion Le, < S.e, es invariante y como ideal izquierdo es esencialmente cerrado en
S, = S.e;.

La funcién & : E(R) — 1‘[ Z(8.) dada por ¢(L) = {[Le.}|xz€ X} para L €
J(R) ® E(R), s claro que ¢ asf defimda. es un homomorfismo de reticulas, que preserva
el cero y la identidad. Pa.ra mostrar que $ es suprayectivo, tomamos (L:)zex € ['[ E(5.:),
con L, € J(5:) pa.ra toda z, sea K la cerradura esencial de L en R, con zEeBx Lz
<. K £ R (K existe pues R es no singular.
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Afirmamos que K es invariante. Para probar esto tomamos f € Endg(K, R), asf la
restriccion de f a cada §; induce un S,—morfismo de L, en S;, de aqui se tiene que
como L, es invariante en S;, entonces f(L;) C L.. Ahora tenemos que f (x?x L.)JCK .
De aqui se sigue que como ::?X L. <. K, por el Corolario 1.5, f(éBx L.) C f(K), dado
que K cs csencialmente cerrado, que f{(K) € K. Por tanto K es invariante. Sabemos
que IEEBX L. <. K, por lo que Ke. N (z?x L.} <. Ke.NK, de donde L, <, Ke,. Por
lo tanto L, es un S —submédulo esencial en Ke;. Dado que L; € J(S;} = E(S;), L.
es esencialmente cerrado en S;. Por lo tanto L, = Ke, para toda x €X. As{ $(K) =
(Keadzex = (Ly)zex, por tanto @ es suprayectiva,

i1} Se sigue de el hecho de que (:in S) <. R |

COROLARIO 6.2

EJEMPLO 6.5

i) Sea {S;},cx un conjunto de anillos no singulares con E(S5;) = Eca(S,) = {0,1}
como en el Elemplo 6.1, para R ==£Ix 5., por la Proposicién anterior:

=(R) = Bea(R) 2 11 S(S.) = 11 {0,1} = P(X)

i1) Similarmente tomamos S; como en el Ejemplo 6.2, entonces

S(R) = Sp(R) 2 11 S(S,) = 11 {0,1} = P(X).

EJEMPLO 6.6

Dadas reticulas booleanas Acg sin 4tomos y Aga, Ap atémicas, el problema de mos-
trar que existe un anillo R con Egp(R) = Agp, Eca(R) = Aca v Ep(R) = Ap, queda
resuelto por los ejemplos anteriores. En particular si R es un anillo con E{R) = {0,1},
entonces E(? R} = P({1,......,n}) s una reticula booleana completa con 2" elementos.

Por lo que el problema de dar una reticula finita, queda resuelto.
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EJEMPLO 6.7

Para un anillo con divisién A, y un conjunto X. Sea B = AX -——-Jé[x A el producto
directo de | X| c6pias de A (el cual es no singular). Escribimos X como una union ajena de_
subconjuntos de X, es decir X=YUZ con YNZ=¢. Consideramos la funcion caracteristica
de Z, ¥ la denotamos como Xy, ahara si | = Xz R, entonces [ es un ideal bilateral de R,
donde I = {(z)a | € X, peroa ¢ Y}.

Ahora afirmamos que I es esencialmente cerrado en R. Supongamos que no es el caso
y que N ideal de R es la cerradura esencial de | en R, consideramos a 8§ = R /[ y
% : R — S la proyeccién natural en I, sea ¢* : £(5) — Z(R) el morfismo de reticulas,
dado en el Capftulo 4, como A es no singular tenemos que Z(A) = {0, 1} y ademds por la
no singularidad de R tenemos E(R) = Ep(R) = P(X). Del mismo modo Z(S5) = P(Y).
Ahora como S = AY C A* ( esto se da pues AY = XyA¥X). Asi un elemento de E(S)
est4 unicamente determinado en la forma {X(S)] donde Xp € AY C AX con Q@ C Y.
Dado que Xg(S) = Ap(R) se tiene que ¢*([Xo(S)}) = [Xo(R)], por que es claro que p*
es un monomorfismo de reticulas. De este modo tenemos que p* es la inclusién natural
de los conjuntos potencia P{Y)C P(X)=P(Z}xP(Y}, aunque los complementos en P(Y)

difieren de los complementos en P{X).

EJEMPLO 6.8

El siguiente ejernplo muestra, por qué en la definicién de Ip = (Zy(R} + C)~ (del
Capitulo 4) se pide la cerradura esencial. Es decir, daremos un ejemplo de un ideal [ de
un anillo R, tal que I es un ideal izquierdo esencialmente cerrado de R pero que cumple
que I N Zz(R) = {0}, con I & Z:(R) no necesariamente esencialmente cerrado. Este
ejemplo también muestra que para un anillo de torsién S, Z{S} = {0} es una reticula
degenerada con 0 = 1.

Sea Z el anillo de los mimeros enteros, y Zy = Z,/4Z = {0,1,2,3}. Sic; es la
matriz de tamafio 2x2, la cual tiene al 1 de Z en la entrada ij y cero en las demds
entradas, consideramos a R = e,,24-€3,(2Z4) + enZs. As{ R es un anillo con 1, con
Z(R) = en(2Z4) + en(2Z,) esencial en Zo(R) = en{224} + e22Z,. Si consideramos
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I = ¢,;2Z, notemos que I es un ideal bilateral de R. Ademas [ es esencialmente cerrado,
pues I es maximo con la propiedad de que 1 M Zy(R) = {0} . Dado que I & Z5(R) <. R,
entonces (F @ Z2(R))~ = R, por tanto I @ Z(R) no es esencialmente cerrado en R.
Haciendo E(R,/I ) = {0}, que es una reticula degenerada y R, /T es de torsion.
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