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INTRODUCCIÓN 

La búsqueda de soluciones que la ingeniería civil debe emprender para satisfacer 

las necesidades más frecuentes y apremiantes de la sociedad, le llevan a considerar un 

gran número de posibilidades que den respuesta a las situaciones que se le presentan. 

Dichas soluciones ser/m evaluadas posterionnente a la luz de su factibilidad constructiva 

y econ6mica, de tal fonna que la opcl6n seleccionada responda de manera integral a las 

causas que la originaron. 

La ingenierla estructural no es ajena a este tipo de situaciones, por lO que para 

cumplir con su cometido debe considerar todas las alternativas que sean ingenierilmente 

razonables. Este hecho obliga a desarrollar herramientas que 'aciliten el proceso de 

creacl6n de una estructura, desde su concepci6n, análisis, diser'lo y construcci6n. Un 

sistema estructural puede ser descartado por cuestiones econ6micas, del proceso cons

tructivo O porque no resuelve satisfactoriamente el problema que lo motivO, sin embargo, 

no puede ser descalificado por no contar con herramientas adecuadas para su análisis. 

En este trabajo se presenta un estudio sobre el uso de subsistemas estructurales 

como un medio para conocer el comportamiento general de una estructura principal. Esto 

es paruculannente útil si el anslisis de la estructura resulta complejo por cualquier cir

cunstancia; siempre seré más sencillo entender un todo a través del estudio de Sus com

ponentes. Para ello es necesario considerar a los subsistemas de manera aislada, pero 

tomando en cuenta las condiciones en que se encuentra en su estado original. 

La teoría para relacionar el comportamiento estructural de los subsistemas con 

las circunstancias de su entorno es presentada en este trabajo. También se presenta un 

resumen acerca del método del elemento finito como la herramienta con la cual es posi

ble llevar a cabo este análisis por subsistemas. Los casos estudiados considerando es

tas ideas, tanto del área estructural como en geotecnia, ofrecen un panorama sobre la 

aplicaci6n de este tipo de anélisis. 

Finalmente, se concluye acerca de la validez de la subestructuraciOn como un 

recurso para analizar sistemas estructurales y se comenta SObre la efectividad de las 

opciones de modelado de esos sistemas asl como de la aplicaCión del método del ele

mento finito. 



Antecedentes 

" Antecedentes 

Para poder comprender el uso del analisis por subsistemas en el estudio del 

comportamiento de estructuras mas complejas, primero es necesario dejar en claro lO 

que es una estructura y una subestructura. En este capítulo se presenta esta distinción 

ademas de otra informaci6n que ayuda a comprender mejor la relación entre ellas y la 

importancia que tiene cada subestructura en la respuesta general del sistema completo. 

Se presentan también algunos ejemplos de sistemas y subsistemas estructurales. 

,,' Sistemas y subsistemas estructurales 

Se entiende como sistema estructural al conjunto ordenado de elementos estruc

turales con ciertas caracterlsticas geométricas y propiedades mecánicas cuyo objetivo es 

resistir las fuerzas a las que va a estar sometido, sin colapso o mal comportamiento. 

La elapa de estructuración es fundamental en el proceso de dise~o estructural. ya 

que es aqul donde se selecciona el sistema estructural con el cual se espera dar res

puesta a la necesidad de resistir las solicitaciones de carga La definiCIón del sistema 

estructural involucra decidir sobre los materiales de los que va a estar constituida la es

tructura, la forma global de ésta. el arreglo de SuS elementos constitutivos y el método 

constructivo mas apropiado para ejecutar la estructura concebIda. Una vez que se ha 

elegido un sistema estructural, es posible optimar la configuración geométrica y las di

mensiones de los distintos elementos que lo constituyen mediante la adopción de algún 

eriteno de optlmaeiOn 

Las caracteristicas estructurales mas importantes de un sistema. desde el punto 

de vista de Su respuesta ante las cargas que lo van a solicitar, son su resistencia, rigidez 

y ductilidad. El sistema debe poder resistir de manera eficiente las diversas condiciones 

de carga a las que puede estar sometido y poseer rigidez suficiente para las diferentes 

direCCIones en que las cargas pueden actuar. Conviene que posea ductilidad, en el sen

tido de que no baste que se alcance un astado limite de resistencia en una sola sección 

para ocasionar el colapso brusco de la estructura (falla Irllgil), sino que ésta posea ca

paCIdad para deformarse sosteniendo su carga maxima y, de preferenCIa, posea una 

reserva de capacidad antes del colapso (falla dúctil). Para ello. se puede aprovechar la 

hiperestatlcidad del sistema, ya que mientras mayor sea el número de elementos redun-
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dantes en la estructura, mayor es el número de secciones individuales que tienen que 

llegar a su máxima capacidad antes de que se !onne un mecanismo de colapso (ref. 1). 

En ténninos generales es posible definir algunos modelos idealizados de siste

mas estructurales. Un sistema en serie es el que está fonnado por elementos conecta

dos de manera que las cargas se transmiten sucesivamente de uno a otro y basta la falla 

de uno solo de ellos para producir el colapso del sistema (fig. 1.1) . 

, . ",~'''. 
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FIgura 1. 1 Sisfema en sene 

La probabilidad da que un sistema en serie falle o llegue al colapso crece propor

cionalmente con el número de ele mentol que lo componen. Esta probabilidad de falla es 

un parámetro mediante el cual se relacionan las cargas aplicadas sobre un elemento y 

su resistencia, de tal fonna que pueda evaluarse si ésta última es suficiente para impedir 

el colapso del elemento. Dichas relaciones entre carga y resistencia pueden ser expre

sadas de distintas maneras según las necesidades que se tengan. Este parámetro es 

principalmente utilizado en la detenninación de los diversos factores de carga y resisten

cia que se Incluyen en los códigos de construcción, apoyándose su cálculo en pruebas 

experimentales y en el uso de las teorias de probabilidad y estadistice. 

Por otro lado, un sistema en paralelo está fonnado por elementos conectados de 

manera que la cepacidad del sistema es la suma de las resistencias individuales de cada 

uno de ellos (fig. 1.2). Si el modo de falla de ceda elemento es frágil, cuando se alcanza 

la resistencia del elemento mas débil este pierde totalmente su capaCidad de carga y. a 

menos que los elementos restantes sean capaces de soponar entre todos la carga que 

antes tomaba el elemento que falló. el sistema llega al colapso. Cuando el numero de 

elementos no es muy grande. la carga adicional que se redistribuye a cada elemento 

debido a la talla de uno de ellos puede ser elevada y la probabilidad de que falle Inme-
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diatamente otro elemento podria ser alta. Si la falla de los elementos estructurales es 

ductil. cuando uno de ellos llega a su resistencia, no falla bruscamente sino que mantie

ne la misma capacidad de carga y de allí en adelante el resto de los elementos debe 

repartirse cualquier carga adicional. De esta manera, la capacidad de carga del sistema 

es la suma de las resislencias de los elementos individuales y la falla se presenta cuan

do todos los elementos han llegado a su máxima capacidad de carga (ref. 1). 

" .: ..• ~. ~ ..... : ... , ...... : .. :.: ..... , 

'~~ ........ ~ 
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Figura 1.2 Sistema en paralelO 

Debido a su funcionalidad, entre los sistemas bésicos de estructuracion existen 

varios tipos de sistemas estructurales, tales como marcos, armaduras, arcos, sistemas 

de piso, muros, etc. También se cuenta con sistemas més complejos cuya concepcion 

obedece a diferentes requerimiantos por satisfacer, por ejemplo, para soportar cargas da 

magnitud extraordinaria, por cuestionas del entorno fisico, por motivos arquitectonicos o 

por consideraciones de tipo economico. Da asta manera se cuenta con sistemas como 

los de contraventao, estructuras tubo en tubo, las estructuras espaciales o tridimensiona

les (tridilosas), los cascarones, las estructuras colgantas o atirantadas y otros. Sin em

bargo, es posible Clasificar todos estos sistemas estructurales en grupos especificos de 

estructuras mas simples, lo cual permitiré Visualizar mas Claramente la composicion de 

los sistemas estructurales a base de subestructuras. 

En primar lugar, se tienan lOS sistemas formados por barras: con arreglos de ba

rras pueden formarse esquemas estructurales muy diversos, de lOS cuales puede hacer

se una primera subdiVlsion entre arreglos triangulares, tipo armadura. y arreglos tipo 

marco. También es posibte diforenciar entre los sistemas bidimensionales, o aquéllOS 

que pueden considerarse compuestos por subsistemas bidimensionales factibles de 

analizarse en forma independiente. y los sistemas que SOlo pueden analizarse como tri

dimensionales. 
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Los sistemas a base de placas, se forman mediante arreglos de placas verticales 

(muros) y horizontales (losas) y en general se denominan de tipo cajón. Para el funcio

namiento en cajón se requiere que la losa forme un diafragma horizontal que tenga alta 

rigidez en su plano, de manera que las cargas laterales se puedan transmitir a los muros, 

cuya disposición como elementos verticales en dos direcciones ortogonales proporciona 

una enorme ventaja. Finalmente, las fuerzas horizontales y verticales se transmiten a la 

cimentación por medio de fuerzas axiales y cortantes en los muros. El modo de trabajo 

de un sistema tipo cajón es claramente tridimensional y con frecuencia no se presta a ser 

dividido en subsistemas bidimensionales, especialmente cuando los muros no son placas 

rectangulares separadas, sino que tienen geometrias irregulares formando en algunas 

ocasiones secciones de tipo tubular. 

Como último punto, se tiene que en la mayoría de las construcciones, y principal

mente en los edificios. pueden Identificarse dos subsistemas estructurales acerca de los 

cuales pueden tomarse algunas decisiones independientes, relativas a la soluci6n más 

conveniente, antes de proceder al análisis de la estructura completa. Estos subsistemas 

son el horizontal o de los sistemas de piso, y el vertical o de los elementos de soporte. El 

estudio de estos sistemas no puede separarse, ya que su trabajo en conjunto es el que 

determina su comportamiento y eficiencia, especialmente en lo que se refiere a las car

gas laterales (ref. 1). 

'.2 Problema de' a"óllsll eslructural por subsistemas 

Como se ha visto, la selección de un sistema estructural obedece a diversos fac

tores y la decisión respecto a la opción adecuada no es única, sino que se puede contar 

con un gran número de posibilidades. La adopción de algun criterio de estructureci6n 

obligará a elegir la más conveniente. Sin embargo, en caso de que algun sistema en 

especifico no satisfaga completamente las expectativas que se han trazado, aun es po

sible recurrir a otras opciones que consideren la acci6n conjunta de dos o más sistemas 

estructurales diferentes, pudiéndose erigir cada uno en un subsistema. De hecho, de 

manera general se puede afirmar que todos los elemantos que componen un sistema, 

por más simple que éste sea. son subestructuras en todo el sentido de la palabra. La 

posibilidad de recurrir al uso de los subsistemas estructurales o subestructuras represen~ 

ta una ventaja importante en todo el proceso de realizaci6n de una estructura. Por lO que 
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se refiere al proceso de diseño, la estructuración puede iniciarse planteando un sistema 

estructural conveniente que puede ser optimado siguiendo algún criterio preestablecido y 

apoyado por programas de cómputo. Para acelerar este proceso de optimaciÓn conviene 

dividir el sistema en subestructuras buscando su configuración óptima de forma sucesi

va. 

Existen innumerables sistemas estructurales que pueden formarse con combina

ciones de los elementos que se han descrito. La forma de trabajar con ellos implica con

siderar las respuestas individuales de cada uno para identificar la respuesta total que se 

obtendrá del sistema. No debe perderse de vista que prácticamente todos los sistemas 

estructurales son tridimensionales y que su descomposición en subsistemas planos tien

de a ignorar la Interacción entre ellos y el comportamiento de conjunto. En particular, 

pueden ser importantes los momentos torslonantes que se generan entre un sistema 

plano y los ortogonales que se conectan a éste, asi como las solicitaciones que pueden 

presentarse por la aslmetrla en planta de la estructura (ref. 1). 

En la etepa de análisis, que es la que aqui se discutirá mas ampliamente, la su

bestructuración se presenta como una alternativa para simplificar el análisis estructural 

de sistemas complejos. También se puede recurrir a este artificio cuando se desea cono

cer respuestas individuales de elementos especificos de una estructura principal. 

El proceso de sub9slrucluración se refiere a visualizar a una estructura de gran 

tamaño y número de grados de libertad, como un ensamble de estructuras de tamaño 

menor y obVIamente con menos grados de libertad. Este subestructuración permite al 

analista considerar únicamente los grados de libertad de su interés. 

Las subestructuras definidas (que en la literatura de los elementos finitos suelen 

ser llamadas supereI9menlos), son analizadas de manera independiente y posteriormen

te combinados sus resultados para obtener una soluci6n total, (ref. 2). Las propiedades 

geométricas y mecánicas de cada subestructura son consideradas en los puntos que se 

encuentran en las fronteras de cada subsistema. Al ser analizado cada uno, se trasladan 

hacia él los efectos de los otros subsistemas. Esto lleva a enunciar un concepto desarro

llado a la luz del análisis por subsistemas que es el de la condensación d9 los grados d9 

libertad de una estructura. esta idea se refiere a considerar únicamente los grados de 

libertad que son de interés. Para el caso del análisis por subestructuras, son de particular 

interés los puntos que se encuentran en la frontera de cada subsistema, por lO que se 

l' 
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puede utilizar el proceso de condensaci6n para "eliminar" los grados de libertad que tiene 

cada subestructura interior. 

Para que cada subsistema sea representativo de la parte de la estructura de la 

cual se extrae, es necesario que sea analizado considerando los efectos de las otras 

subestructuras. Por ello, las condiciones en su frontera merecen especial atención 

puesto que permitirán que las respuestas obtenidas del análisis hecho en la subestructu

ra aislada, se asemejen a los resultados que para ese subsistema se generen en el sis

tema principal. Sobre la manera de considerar esos efectos de frontera en un análisis 

mediante el método del elemento finito, es el enfoque principal del presente trabajo. 

',3 Venta/a. e ImportancIa del análl.,. ea/ruelurol po, .ub.lalema. 

Las principales ventajas del análisis estructural por subsistemas se refieren al 

manejo que puede hacerse de las herramientas del mismo. Es más sencillo tratar con 

matrices de orden menor, pero además de eso, también es cierto que con la respuesta 

obtenida a partir de un subsistema se puede plantear más eficientemente la soluci6n a 

un problema de estructuraci6n y llegar a una respuesta 6ptima. 

Se puede aproveChar también la posibilidad de tener varias subestructuras de la 

misma lorma y bajo las mismas condiciones de frontera o de carga, o por lo menos simi

lares. Debido a que el planteamiento de la matriz de rigidez puede generalizarse con 

modificaciones pequel'las, se pueden ensamblar después todas esas matrices y generar 

más fácilmente la matriz general del sistema estructural. 

Una ventaja mas del análisis estructural por subsistemas es lO que pOdria llamar

se el "manejo administrativo" de la solución del problema de análisis. Esto significa que al 

dividir un problema grande y complejo en otros de menor tamal'lo, las subestructuras 

pueden ser estudiadas simultáneamente por grupos de trabejo diferentes. Las tareas de 

dichos grupos pueden ser prácticamente independientes unas de otras si la interacción 

entre subsistemas es tomada en cuenta de manera adecuada. Asi, los resultados del 

análisis por subestructuras pueden ser revisados por separado antes de ser combinados 

para representar a la estructura completa. (rel. 3). 

J 
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2. Objetivo 

El objetivo principal de este estudio es verificar la posibilidad de realizar un anali· 

sis por subestructuras de tal forma que se pueda conocer el comportamiento estructural 

del subsistema aislado (por simple que éste sea). y su participación en la respuesta de la 

estructura completa ante un sistema de cargas determinado. Esto implica revisar las 

condiciones en que ocurre la transferencia de efectos entre la subestructura y el sistema 

que la contiene. por lo que tal posibilidad será evaluada a partir de los resultados que 

proporcionen información sobre el comportamiento de la subestructura aislada. 

En el presente trabajo resulta de particular Importancia el uso de las condiciones 

de frontere como un medio para realizar el análisis por subestructuras. La evaluación de 

su efectividad se presenta también como un objetivo a considerar. A partir de los resulta

dos obtenidos se podrá hacer un JuiciO acerca de su factibilidad como herramienta de 

análisis y los alcances que pueden tenerse con su aplicación. 

Otro de los objetivos que aqul se persiguen es revisar la aplicación del método 

del elemento finito en el análisis por subsistemas. Lo anterior significa evaluar la repre

sentatividad de los distintos modelos elaborados con base en la técnica de elementos 

finitos. Con dichos modelos se pretende simular las condiciones geométricas y mecáni

cas de la estructura así como las cargas que sobre ella se aplican. En esta revisión se 

considera la utilidad de este método en la imposici6n de las condiciones de frontera usa· 

das para aislar las subestructuras. 

x 



El método del elemento finito 

3. El método del elemento finito 

Se presentan las bases matemáticas del método del elemento finito asi como 

algunas de sus aplicaciones en la ingenieria civil. También se presenta su aplicación a 

un problema de la ingenieria hidráulica. 

3. J Fundamentos matemáticos 

El método del elemento finito ha tenido una deuda pendiente con la ingenieria 

estructural, ya que ha sido en gran parte gracias a ésta que se han desarrollado muchas 

de las teorlas que lo sustentan. Sin embargo, los alcances del propio método han paga· 

do con creces esa deuda al convertirse en una herramienta poderosa para el análisis de 

estructuras. 

Debido a que en un principio se utilizaron conceptos fisicos propios de la ingenie· 

ria estructural para establecer los Importantes conceptos de discretización y plantear las 

ecuaciones de equilibrio y compatibilidad entre los elementos estructurales, no se reco· 

nació al método como un ejemplo del principio de Rayleigh·Ritz y su desarrollo no habia 

otorgado crédito alguno a los analistas numéricos. Fue el perfeccionamiento requerido 

por el método el que abrió las puertas a una participación más activa por parte de las 

matemátlces, terminando por proporcionar loa fundamentos sólidos que han respatdado 

su éxito. 

El método consiste básicamente en aproximar ciertos valores de una función que 

se presume es lo suficientemente apropiada para dar solución a una ecuación diferencial 

que representa matemáticamente un fenómeno tlslco. La aproximación se realiza me· 

diante una combinación lineal "adecuada" de funciones simples (usualmente polinomiOS) 

alectadas por una sene de coeficientes, (rel. 4). La necesidad de obtener aproximacio· 

nes con mayor precisi6n lIev6 a reconocer que ésta mejoraba sensiblemente al incre· 

menlar el grado de los polinomios empleados. Sin embargo. los coeficientes de la como 

binación lineal (que Inicialmente son también Incógnitas en el proceso) que se calcula· 

ban mediante la solución de un sistema de ecuaciones discretas conservaron siempre su 

significado puramente fisico de acuerdo a la naturaleza del problema que se enfrentara 
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El método se fundamentó matemáticamente cuando se identific6 a esas inc6gni

tas como los coeficientes de una aproximación de Ritz (aproximación del tipo 11 '" '[q,tl' l' 

donde u es la función que se desea calcular, c¡, representa los valores conocidos usados 

para hacar la aproximación, y 'P ¡ Ion los coeficientes para lograr la combinación lineal) y 

las ecuaciones discretas se percibieron como las condiciones necesarias para lograr la 

minimizaci6n de una función potencial o función de energla potencial (ref, 4). 

Son muchas las definiciones que podrlan enumerarse acarca del método del ele

mento finito, atendiendo ya sea a su naturaleza (como método numérico), a los objetivos 

que se persiguen con su uso, al procedimiento empleado, etc. La definici6n que aquí se 

presenta consiste en lo siguiente: El método del elamento finito es un méfodo de aproxi

meción mediante piezas (funciones) adecuadas, en la cual la función aproximada ~ es 

formada conectando funciones simples, cada una definida sobre una región pequefla 

(elemento). 

Un elemento finito es una regi6n en el espacio en la cual una función ~ es interpo

lada a par1ir de Sus valores nodales en la frontera de la regi6n, de manera tal que la con

tinuidad de 4> entre los elementos tiende a aer mantenida en el ensamble de éstos (rel, 

3), 

DiCha lunci6n 4> puede representar, en la mecánica estructural, un campo de 

desplazamientos que eventualmente interesa ser conocido para analizar una estructura: 

es por ello que la siguiente justilicaci6n matematica se haré tomando como punto de 

partida un fen6meno de la mecánica de los matenales. 

Considérese una barra de secci6n constante y matenal eléstico homogéneo suje

la a carga axial (fig. 3.1): partiendO de la Ley de He i<e, se llene la expresiOn que rela

ciona los esfuerzos a que se presentan en un medio continuo, homogéneo, lSolr6pico y 

eléstico, es decir, ideal, con las deformaciones unitarias .' producidas a Ira ves de una 

propiedad mecánica univoca de cada material como es su mOdulo de elasticidad E, eslo 

es: 

Por olro lado, lanlo esfuerzos como deformaciones unitarias pueden ser expresa

dos en lérminos de la geomelrla del melerial como: 
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l' o 
a=-

A 
y ¿'= -

/. 

donde P es la carga axial que provoca el desplazamiento 5 en el extremo de la barra, A 

es el area de la sección transversal donde la carga es aplicada axialmente y L es la 

longitud del elemento en la dirección en que se presenta el desplazamiento 5 (figura 3.1). 

Figura 3. 1 Barra sometida a carga axial 

SI en la ecuación simplificada de la Ley de Hooke se reemplazan los valores de a 

y e por las expresiones anteriores, se tiene: 

E.=I·:~ 
A /. 

l' = /-:.4 S 
/. 

donde el término EA/¿ es conoCido como le rigidez axial (k.) de una barra. 

De esta forma se llega a: l' = k,o que representa la respuesta que tiene Cieno 

material, cuyas caracteristicas estan definidas por su rigidez. ante alguna solicitación de 

carga. Los desplazamientos 5 suelen expresarse en la literatura como u, por lO que se 

emplean! esa notación. 

Al considerar la deformación axial en un sólo extremo de la barra, se ha hecho 

otra simplificación muy imponante que involucra otro término fundamental, el de los gra, 

dos de libenad (gdl) que se comenta a continuación. Los grados de libenad de un punto 

de una estructura son todas las posibilidades de desplazamiento que tiene ese punto. 

Una estructura tendré tantos grados de libenad como coordenadas se requiera conocer 

para expresar su configuración deformada. 

As!. una estructura tendria un numero infinito de grados de libenad debido a que 

tiene un numero infinito de puntos materiales con posibilidad de desplazarse, lO cual es 

evidente considerandO a la estructura como un continuo. Sin embargo, desde la óptica 
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de aproximación del método del elemento finito no es necesario considerar todos los 

puntos materiales, sino solamente aquéllos con los cuales se pueda describir la configu

ración original de la estructura. Asl se llega al concepto de discretizaci6n, ya que con el 

modelo de elementos finitos es posible considerar tan sólo un cierto número finito de 

puntos (nodos). 

Volviendo al caso de la barra, hay que tomar en cuenta que toda estructura debe 

estar en equilibrio, por lo que en el extremo de la barra debe presentarse una fuerza de 

la misma magnitud y en sentido contrario a la aplicada que también induce una defor

mación. 

Considérese el esquema de la figura 3.2, donde P, y p, son las cargas extemas 

aplicadas en los extremos de le barra, u I y Ul 60n los desplazamientos producidos y ka 

es la rigidez axial de la barra: 

." ,,, 

- .. ' . 
" ,. 

Figura 3.2 Barra con rigidez k., sometida a carga axial 

Si se consldara que p, • k.,u" entonces para el sistema de coordenadas indicado 

se tiene: 

I~ = * .. (111 - u,) = k,,". - * .. 11, 

-J~ = k,,(1I1 -lI l ) = k,". - *,,111 

en notación matricial: 

{ 
}!L [ k,. 
}~ J -k .• 

-k"]f ll
'} 

k.. l "1 
y de manera simplificada: {P} = [1<] {u} 

donde [K] e6 la matriz de rigideces del sisfeme. Para este caso, el valor de la matriz de 

rigideces considerando que corresponde a carga axial es: 

}'A[ 1 -1] 1,1.',. J ; 1. _ 1 I 
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En un sentido fislCO, la j-ésima columna de [K] es el vector de cargas que debe 

ser aplicado a los grados de libertad de cada nodo para mantener el estado de deforma

ción asociado a un valor uMan'o del grado de libertad ,j mientras todos los demás grados 

de libertad en los nodos son anulados (ref. 3). Existen tres formas de obtenor esta ma

triz: 

1. El método diracto, basado en el razonamiento físico que es el utilizado para el 

ejemplo mostrado. Se limita a elementos estructurales muy simples, con pocos grados de 

libertad; 

2. El método varlaclonal, aplicable a problemas que pueden sor establecidos me

diante clertas expresiones Integrales (llamadas funclOnales) tal como la empleada para la 

energla potenclal; y 

3. Métodos de residuos pesados, particularmente aplicables a problemas en los 

cuales se conoce la ecuacl6n diferencial que le gobiema y no es posible emplear algún 

principio variacional. 

En el caso del anéllsis de esfuerzos y en algunos problemas de otras áreas, el 

mélodo variacional y el método Galer1dn de residuos pesados pueden conducir a tormu

laciones de elementos finitos idénticas. Esto ocurre si para algún ten6meno en particular 

se cuenta tanto con ecuaciones diferenciales como con principios variacionales quo lo 

representen. Ademés, para ambos métodos se debe usar la misma tunci6n al aproximar 

una soluci6n que satisfaga la ecuación diferencial y que permita lograr la minimización 

del funcional. (ref. 3). 

La matriz [K] siempre es simétrica y los coeficientes de la diagonal principal. k.,. 

siempre son positivos y relativamente grandes comparados con los valores que están 

fuera de la diagonal en la misma tila de la matriz. La simetria puede ser explicada me

diante la respuesta que tiene una estructura, en términos de desplazamientos. ante las 

fuerzas aplicadas; siempre que cualquier estructura muestre una relación lineal entre 

fuerzas y desplazamientos la matriz será simétrica. El hecho de que los coeficientes de 

la diagonal sean siempre positivos. significa que si una fuerza cualquiera es aplicada en 

cierta dirección. no producirá un desplazamiento en la dirección contraria. sino en el sen

tido de su aplicación, (ref. 5). 
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La representatividad de la matriz de rigideces del problema fisico es tal, que la 

misma algebra matricial puede expresar si el problema de equilibrio ha sido correctamen-

te planteado, Uno de los casos que puede presentarse, es cuando [I<] resulta ser singu

lar, es decir, no puede encontrarse un vector único de soluciones {u} al resolver el pro

blema. Esto sucede cuando la estNctura no esta apoyada y por lo tanto no es estable, 

bastando la mas ligara carga para desplazana y que se mueva como un cuerpo rigido. 

La matnz [I<] también puede obtenerse a partir de la soluci6n de una ecuaci6n 

diferencial que represente un fen6meno fisico. La mejor manera de resolver este tipo de 

problemas es obtener su solucl6n analltica, sin embargo, en muchos casos esto no es 

posible debido a la propia complejidad del fen6meno. En dichos casos se puede obtener 

una soluci6n aproximada mediante algún método numérico. Existen varios procedimien

tos para obtener la soluci6n numérica de una ecuaci6n diferencial. Entre ellos se cuenta 

con los métodos variacional y diferencial. 

Enfoque venacional. Este enfoque involucra la minimizaci6n de un funcional. Un 

funcional es una expresi6n integral que impllcitamente contiene ecuaciones diferenciales 

que describen el problema. A partir de la aplicaci6n de ciertos principios variacionales se 

puede llegar a un sistama de ecuaciones que relaciona las variables del fen6meno estu

diado (refs. 3 y 5). Para el caso de la mecénlca astructural, el sistema de ecuaciones a 

que se llega son las ecuaciones de rigidez. Este sistema puede ser escrito en la forme 

usual [I<] {u} = {f1, 

El método variacional es la base para muchas formulaciones de elementos finitos, 

sin embargo, tiene una seria desventaja: no es aplicable a ninguna ecuaci6n diferencial 

que contenga derivadas de orden impar, (ref. 5). 

Enfoque difemncia/. Para resolver el problema anterior referente al orden de la 

ecuaci6n diferencial gobemanle, se ha racurrido a otras técnicas de aproximaci6n. Una 

de ellas es el método de residuos pesados. Al igual qua en el método valiacional, en 

este caso también se usan expresiones integrales que involucran una ecuaci6n diferen

cial que gobiema el problema físico. En este método se sustituye una solución aproxi

mada (usualmente una suma de polinomios multiplicados por un coeficiente indetermina

do) en la ecuación diferencial. Dado que no es una solución exacta, la ecuación diferen

cial no se satisface, resultando de ello un error o residuo que es minimizado con respec-
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to a los coeficientes desconocidos en la solucl6n aproximada. Como resultado de dicha 

minimlzaci6n se genera un nuevo sistema de ecuaciones que permite obtener los coefI

cientes que integran la matriz de rigideces del sistema, (refs. 5 y 6). El paso siguiente en 

la aplicaci6n del método del elemento finito, consiste en resolver el sistema de ecuacie>

nes 8 que se ha llegado. 

Existen varios tipos de elementos finitos; el uso de ellos al modelar una estructura 

implica seleccionar las funciones con las cuales se aproxima la soluci6n de un problema. 

Cada elemanto finito corresponde a cierto tipo de aproximaci6n y es labor de quien reali

za el modelo escoger la mejor opci6n para representar el fen6meno. Entre estos se tie

nen: elementos BARRA, VIGA (ambos de dos nodOS), elementos TRIANGULARES 

PLANOS (3 nodos), RECTANGULARES PLANOS (4 nodos), RECTANGULARES SÓLI

DOS (8 nodos), etc. 

Usendo un tipo de formulaci6n diferente, conocida como formulaci6n isoparamé

tnca (refs. 3 y 6) se han generado también elementos no rectangulares y con lados cur

vos. Entra est08 últimos se tienen los elemental PLACA, MEMBRANA, SÓLIDOS HE

XAéDRICOS, además de los TRIANGULARES Y RECTANGULARES PLANOS con la

dos curvos. Además de ellos, se tienen elementos finitos para problemas de tipo dinémi

ca, tales como los elementos llamados de Lagrange, que pueden ser elementos en dos 

dimensiones con 6,669 nodos y de geometria triangular o rectangular, (ref. 3). 

Los principales criterios para escoger entre un elemento y otro involucran la natu

raleza y objetivos del fen6meno. Ya sea para conocer elementos mecánicos, esfuerzos y 

deformaciones, o bien, frecuencias de vibraci6n en un prOblema dinámico. Dependiendo 

de los resultados que se busquen se seleccionaré al elemento finito que ayude a mode

lar cada problema de la mejor manera posible. 

También es posible recurrir e la combinación de elementos finitos para lograr una 

mejor representación. Por ejemplo, en el caso de un miembro sometido a Ilexotensión o 

flexocompresión, lo ideal es un elemento finito que considere los efectos de la deforma

ción axial (elemento BARRA) y los debidos a flexión pura (element08 VIGA). Este tipo de 

formulación se conoce como VIGA-COLUMNA y se tiene Incluso un elemento finito es

pecial para ello <ref. 3). 
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Para los análisis de tipo estructural requeridos en esta tesis se hará uso del pro

grama SAP90 (ref. 7). Este es un programa de propósitos especiales que utiliza la técni

ca de elementos finitos para realizar análisis estructural. Ha sido desarrollado continua

mente desde su nacimiento en 1970 en la Universidad de California por el Profesor Ed

ward L. Wilson y ha ganado prestigio a través de los años entre muchas firmas de inge

nieria de todo el mundo. Es posible utilizarlo con equipo de cómputo de prácticamente 

cualquier tamaño y capacidad. Su biblioteca de elementos finitos contiene elementos 

VIGA-COLUMNA en tres dimensiones, elementos CASCARON en tres dimensiones. 

elementos PLACA en dos dimensiones y elemantos SOUDOS en tres dimensiones. 

Bajo ciertas condiciones es posible usar también otros elementos finitos a partir 

de los anteriores, tal es el caso de los elementos TRIANGULARES, elementos BARRA o 

elementos VIGA. A partir de estos elementos es posible crear distintos modelos para 

realizar los anéllsls requeridos, ya sea en dos o tres dimensiones dependiendo de las 

necesidades que se tengan y de la interpretación que se haga del modelo. 

El programa permite realizar anéllais con cargas de diferentes tipos y con condi

ciones de presfuerzo, además de los desplazamientos especificados; también pueden 

hacerae anéliais dinémicos mediante espectros de respuesta de aceleraciones y permite 

considerar distintas condiciones de apoyo. Pueden realizarse análisis de tipo estático o 

dinámico y obtener elementos mecánicos, estados de deformaciones, estados de es

fuerzos, frecuencias y modos de vibración, etc., (ref. 7). 

3.2 Apllcoclone. del método def efemento "n"o a la Ingenlerio 

Todo diseno en Ingenierla se ve apoyado por un anélisis para predecir el funcio

namiento de un sistema. Para ello, es necesario calcular un campo, definido como una 

cantidad (desplazamiento, temperatura, etc.) que varia en función de la posición que se 

considere dentro del sistema analizado, (ref. B). 

Cualquier campo tiene asociada una función potencial (o función de energia po

tencial). Los campos se relacionan con los potenciales como sus derivadas con respecto 

a la posición de un punto de interés. A continuación se presentan algunos ejemplos de 

campos comúnmente usados en ingenieria y sus potenciales asociados: 
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Campo 

Flujo de calor 

Esfuerzos mecánicos 

Campo eléctrico 

Campo magnético 

Velocidad de fiujo 

Potencial 

Temperatura 

Desplazamiento 

Voltaje 

Vector de potencial magnético 

Potencial de flujo 

El cálculo de los campos y potenciales puede ser realizado con elementos finitos 

construyendo un modelo numérico del dispositivo o sistema de interés. Todo modelo de 

elementos finitos o sistema, contiene básicamente la siguiente infonnación: 

1) geometrfa del sistema, subdividida en elementos finitos; 

2) características del material o los materiales de que está hecho; 

3) condiciones de frontera; y 

4) excitación (fuerza, corriente eléctrica, flujo inducido de calor, etc.) con la que se pre

tenda obtener la respuesta del sistema, (ref. 8). 

3.2,1 Apllcaclone. en la Ingeniería civil 

S, bien es posible construir la teoria de elementos finitos a partir de los conceptos 

básicos de fuerzas, desplazamientos y rigideces, con el desarrollo logrado en esta teoria 

y en gran medida gracias al acelerado avance flslco de los equipos de cómputo y en los 

lenguajes de programación que han pennitldo crear programas especificas basados en 

el método del elemento finito, 105 alcances del método se han expandido de manera im· 

portante. Tan sólo en el área de la mecánica estructural, ahora pueden abordarse pro

blemas de análisis estático lineal y no lineal, análisis dinámico, de respuestas sismicas 

espectrales, pandeo elástico lineal, problemas de valores caracteristicos, etc. 

De hecho. es tal la relación existente entre el método del elemento finito y los 

fenómenos de la ingenieria estructural, que el modelado deja de ser un arreglo por com

pleto abstracto. Al representar sistemas estructurales usando elementos finitos se puede 
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ilustrar la forma fisica que tiene la estructura, haciendo más sencilla la descripción del 

sistema estudiado (ref. 3). 

Otras áreas de la ingenieria civil en las que es ampliamente aplicable el metodo, 

son la geotecnia y la hidráulica. 

En el área de geotecnia, por ejemplo, se puede recurrir al método como una he

rramienta para estudiar el flujo de agua en medios porosos, lo cual es de suma impor

tancia cuando se disenan estructuras para retención de agua, tales como cortinas en 

embalses para presas u otras mas simples como tablaestacas o muros de contención. El 

conocimiento de la distribuci6n de presiones hidrodinámicas en el subsuelo es necesario 

para conocer las fuerzas que debe resistir la estructura de retenci6n. 

En el diseno de cualquier estructura resulta necesario considerar sus condiciones 

de apoyo. El disello de la cimentaci6n debe ser capaz de soportar y transmitir las fuerzas 

hacia el suelo, cuya capacidad se ha tomado en cuenta previamente para seleccionar el 

tipo de cimentaci6n a emplear. Sin embargo, no debe excluirse la reciprocidad a que 

obliga el equilibrio entre suelo y estructura, por lo que también han de considerarse los 

efectos que la respuesta del suelo induce en la cimentación y por ende, en la estructura. 

Esta interacción puede ser estudiada mediante la técnica de elementos finitos, pudién

dose analizar a la cimentación idealizéndola como una viga rigida sobre un suelo homo

géneo con comportamiento eléstico. 

Otras opciones de modolado con elementos finitos permiten realizar este tipo de 

estudios, considerando que la viga o zapata no es un miembro rigido, sino que acepta 

deformaciones, y que el suelo no es homogéneo, con lo que la presión del suelo ya no 

es uniforme. El caso de la viga rlgida sobre apoyos elésticos seré retomado nuevamente 

para abundar mas sobre las opciones de modelado con resortes. 

Por 10 que se refiere al area de la hidréulica, se puede usar el método para anali

zar la respuesta de sistemas de tuberías de conducción por los que transitan gastos ge

neralmente constantes. También se puede utilizar el método para estudiar las condicio

nes y caracteristicas de distintos tipos de flujo. Ejemplo de ello. es el problema de un 

flujo con potencial que se presenta a continuación 

Por facilidad, en muchos de los problemas que se presentan con flujo unidimen

sional se considera la existencia de una velocidad media representativa en toda la sec-
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ción de un conducto. Sin embargo, muchos probkImas de flujo requieren un conocimien

to mas preciso de la distribución de velocidades y presiones, a lo largo de las superficies 

de frontera de un flujo o de una determinada sección transversal del mismo. El análisis 

de un flujo bi y tridimensional, basado en la existencia de un potencial de velocidades, 

proporciona una aproximación mas real de la mayor parte de las soluciones. 

Un ejemplo de la existencia de potencial en un flujo, lo constituye el de infiltración 

a través de medios permeables en el que dominan la acción viscosa y una clara irrota

cionalidad, (ref. 9). Este fenómeno se presenta, por ejemplo, en el analisis de las infiltra

ciones a través de la cortina y del terreno de cimentación de una presa de tierra. A partir 

de este análisis, puede obtenerse información tan importante como el gasto infiltrado a 

través de la zona de flujo, la Influencia del flujo de agua en la estabilidad general de la 

masa de suelo donde ocurre la infiltración asl como la posibilidad de que el agua infiltra

da arrastre material sólido, provoque erosiones, etc. 

El conocimiento del potencial en cada punto del esp.acio donde ocurre el Ilujo 

permitirá conocer la carga hidráulica que se presenta en esos puntos. Con ello se pue

den conocer las presiones hidrostálicas e hidrodinámicas actuantes en la masa de suelo 

y por lo tento. calcular las fuerzas de empuje que deberá resistir la estnuctura y su cimen

tación. 

Mediante ciertos manejos matemáticos puede expresarse una función de poten

cial que resuelve este problema. Dado que dicha función de energia potencial es una 

solución de la ecuación de Laplace, puede ser determinada con diversos métodos, ya 

sean anallticos, numéricos, gráficos o a través de modelos de laboratorio (ref. 9). Entre 

los métodos numéricos, se cuenta con el métOdO del elemento finito como uno de los 

más adecuados. Las condiciones de frontera consideradas en cada caso permiten obte

ner una solución única para cada problema, y por la propia naturaleza del método del 

elemento finito, estas condiciones de frontera pueden ser tomadas en cuenta de manera 

más apropiada, incrementando con ellO la precisión de los resultados. 

La solución de un problema genérico de flujo con potencial usando el método del 

elemento finito se presenta en el Apéndice 1 de este trabajo. 
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4. OpcIones de modelado de subsistemas estructurales en SAP90 

Otro aspecto importante para este estudio es el que se refiere a las condiciones 

de apoyo en que se encuentran los subsistemas estudiados, A partir de las considera

ciones hechas respecto a estos apoyos se construyen las opciones de modelado de los 

distintos subsistemas estructurales, La teorla sobre ello se presenta en este capitulo asi 

como el enfoque a usar para interpretar los resultados obtenidos del análisis en los dis

tintos modelos, 

4.' SIstemas estructurales apoyados en resortes 

Una vez que un sistema estructural ha sido solicitado por un conjunto de cargas 

de diferente naturaleza y magnitud, se obtendré su respuesta expreseda mediante ele

mentos mecánicos. estado de esfuerzos y estado de deformaciones, 

El estado de deformaciones permite conocer la configuración final que alcanza la 

estructura como resultado de verse sometida a las cargas de servicio, y su estudio es de 

suma importancia ya que diChas deformaciones, de ser excesivas, pueden conducir a 

una situación de colapso del sistema completo, De hecho, los limites en cuanto a la 

magnitud de las deformaciones con respecto a la forma original de la estructura se con

sideran como estados limite de servicio del sistema estructural en los diversos reglamen

tos de construcción, 

Entre las distintas formas de controlar las deformaciones que pudieran resultar 

excesivas en una estructura, se cuenta con la posibilidad de incrementar su grado de 

hiperestaticidad, aumentar su rigidez, emplear sistemas especiales como los contraven

teos y puntales, materiales más resistentes, etc, 

Para efectos de este análisis mediante subestructuras se considera la altemativa 

del grado de hlperestaticidad de la estructura de tal forma que pueda hacerse referencia 

a sus condiciones de apoyo, Cuando se habla de los sistemas de apoyo como medios de 

conexión entre los diversos sistemas estructurales, su función consiste en otorgar estabi· 

IIdad Intema al subsistema con respecto al sistema principal y transmitir al primero los 

elementos mecánicos producto de las cargas aplicadas, Debido a las condiciones ante

riores, el sistema de apoyo presenta desplazamientos que son resultado de la configu· 
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raci6n deformada de la estructura, y al formar parte de ésta, los apoyos forzosamente 

deben ocupar una posici6n distinta a la original, la que tenian antes de aplicar las cargas. 

En el caso de los sistemas de apoyo que unen a la estructura con su entomo pa

ra otorgarle estabilidad al sistema completo, los apoyos evitan el desplazamiento de los 

grados de libertad de los elementos estructurales: sin embargo, es posible, según las 

necesidades de funcionamiento, recurrir a algún tipo de apoyo que no limite todas las 

posibilidades de desplazamÍl¡nto, sino s610 algunas. De hecho, aun cuando s610 se res

trinjan los desplazamientos de ciertos grados de libertad (el total es de 3 traslaciones y 3 

giros de manera general para cada apoyo) en un extremo del elemento, esa restricci6n 

no es total, aunque por facilidad en el analisis se considera que si lo es. 

Los sistemas de apoyo suelen ser considerados como condiciones de frontera y 

se distinguen dos tipos generales: las condiciones de frontera homogéneas, que son las 

mas comunes y se localizan en sitios donde el movimiento se evita por completo, y las 

condiciones de frontera no homogéneas, que ocurren donde se presentan valores finitos 

de desplazamientos diferentes de cero (ref. 10), ya sean obligados (desplazamientos 

impuestos) o permisibles (resortes con rigidez finita). 

Entre las condiciones de frontera homogéneas, surgieron las ideas de apoyo li

bre, articulaci6n, apoyo guiado, nudo elástico y empotramiento (en dos dimensiones) y 

aniculaci6n de rodilla, cojinete, bisagra, junta universal y empotramiento (en tres dimen

siones). Sobre ellas se ha construido la teoria del analisis estructural y se ha procurado 

representar las condiciones de sustentaci6n que se presentarán en una estructura (ret. 

11 ). 

Dichas restncciones nunca son absolutas, lo cual se explicará con dos casos ex

tremos. Para el primero sup6ngase que se tiene un elemento estructural conectado a 

otro que le impide moverse por completo. para todos sus grados de libertad. en el extre

mo por el cual se unen. tal como una viga unida a un muro o una columna a un piso 

(estructuras en cantilevet'). Se considera que el muro o el piso tienen un etecto sobre la 

VIga o la columna tal que el empotramiento es practica mente perlecto y puede conside

rarse que al comparar la rigidez del elemento estructural con la rigidez del sistema de 

apoyo. ésla es lo suficientemente grande para idealizarla como infinita. Para el segundo 

caso sup6ngase lo contrario. es decir. que el sistema de apoyo en uno de los extremos 

del elemento estructural no impide que sus grados de libertad se desplacen. en dicho 
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caso se considera que la rigidez del sistema de apoyo es tan baja en relaci6n con la del 

elemento que puede suponerse como nula. 

Ambos casos son idealizaciones que no pueden ser reproducidos en la realidad, 

esto es, son modelos que no representan las condiciones que se presentan en la prácti

ca real, donde no existen empotramientos perfectos ni apoyos nulos, sino casos inter

medios que merecen ser estudiados; es aqui donde surgen los sistemas apoyados en 

resortes. Para el caso de la relación entre las rigideces de elementos que se conectan y 

fonnan parte de la misma estructura general, como es el caso de la unión viga-columna 

por ejemplo, es mas evidente que la rigidez que proporciona cada uno al comportamien

to del otro tiene un cierto valor finito. 

En un análisis nonnal se considera que los apoyoB con que suelen idealizarse las 

condlclonel de sustentación de una estructura, impiden por completo cualquier despla

zamiento de 101 grados de libertad, lo cual nunca ea completamente cierto, ya que pennl

ten desplazamientos pequellos, casi Inapreciables a simple vista pero existen y, de he

cho, el mismo apoyo Bufre defonnaciones propias, 

La idea de utilizar resortes como elementos de apoyo para los sistemas estructu

rales tiene como finalidad representar el comportamiento antes descrito, es decir, no se 

anulan los desplazamientos de la estructura en los apoyos, ni se ignoran las defonnacio

nes que se presentan en éstos, sino que se utilizan resortes capaces de sufrir defonna

ciones y de pennitir desplazamientos en los nudos de la estructura con los cuales se 

conectan para los grados de libertad considerados. 

Para el caso de les subestructuras que se analizan por separado de su estructura 

original, los resortes tienen la finalidad de servir como apoyo para el elemento aislado, 

pero al igual que en el caso anterior, su rigidez es un indicador de las condiciones a que 

se ve sometida la subestructura al fonnar parte de la estructura original, y que no pueden 

excluirse al hacer el análiSIS independiente. La rigidez que se asigne a lOS resortes en 

este caso, será la necesaria para evitar que en la subestructlJra analizada por separado 

se presenten defonnaciones mayores a las pennitidas por la interacci6n de la subestruc

tura con el medio que la rodea dentro de la estructura principal. 

Cabe recordar que en análisis lineal el resorte se considera como modelo analó

gico para representar un cuerpo de Hooke. La introducción de los resortes en el análisis 
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estructural permite considerar que el desplazamiento en el nodo i de un elemento estruc

tural no sea nulo, 

Para incluir los resortes dentro del análisis estructural, considérese el caso de una 

barra sometida a carga axial (/ig, 4.1). La barra es de un material elástico ideal y la carga 

axial aplicada en el nodo 2 es constante. Considerando que la barra tiene un módulo de 

elasticidad E, el área de su sección es A y su longitud es , .. entonces su rigidez axial (k,) 

está dada por: k, = '% . Sup6ngase que como sistema de apoyo se encuentra conec

tada a un resorte con rigidez k en uno de sus extremos y que se presentan los despla

zamientos indicados en los nodos: 

" '.' 
- r

'~I-w,H-"'::','-;',,;: .".' '.-, 
1" ~ r' '. 

_o· ~. 
.' 
" 

, 
.: ' 

Figura 4. 1 Barra apoyada en resorte sometida a carga axial 

Por equilibrio de fuerzas en la dirección x, se tiene que 1', 1'], donde 1'] es la 

carga aplicada y 1', es la reacción en el apoyo. 

El planteamiento matricial del sistema de ecuaciones es: 

Debido a la condici6n de equilibrio de fuerzas, se pueden eliminar los sub indicas 

y utilizar como nomenclatura un término único llamado P. Para poder resolver el sistema 

de ecuaciones anterior es necesario fijar alguno da los desplazamientos. La condici6n de 

estabilidad obligaria a anular el desplazamiento del nodo 1 por encontrarse ahi el apoyo, 

sin embargo, dado que ahora se cuenta en es .. lugar con un resorte se le asignará a 

dichO nodo un desplazamiento diferente de cero que depende de la rigidez propia del 

resorte y de la carga que soporta. Si el resorte tiene una cierta rigidez k. entonces el 

desplazamiento en el nodo 1 esta dado por la expresión ", :;: 'X ' Sustituyendo está ul. 

tima expresión en el sistema matricial de ecuaCiones, se tiene: 

1- 1 'Ilí-I'/} ! l' 1, 

k , 11 / k "~ '. 
~:. t I I _/1 1./': 

'. .I! \ , 
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del cual se obtiene que: 

P 
-k. k + k,lI, = P 

y despejando el desplazamiento en el nodo 2 se llega a: 

", = k. I:~ + l' _ l' +!... = p(.!.. + -.!...) 
k. k k, k k. 

Y" 

donde el término -.!... = .!.. + -.!... es la rigidez equivalente que Integra la de la barra y la del 
k, * *. 

resorte. Esto significa que la resistencia a que el nodo 2 se desplace es proporcionada 

tanto por la barra como por el apoyo, que en este caso es el resorte, el cual también su

fre deformaciones debidas a la acción de la fuerza (y que equivale al desplazamiento 

sufrido por el nodo 1). 

En lo que se refiere a la asignación de las rigideces en los resortes, es necesario 

distinguir entre las dos formas de sistemas de apoyo antes mencionadas, que son, por 

un lado, el sistema de apoyo que conecta a la estructura completa con su entomo, y por 

otro, los apoyos que se usan para soportar las subestructuras, y que, por lo tanto, sirven 

como unlOn entre elementos estructurales (y por ende entre subestructuras contiguas). 

El primer caso se refiere, de manera general, a la relaciOn que existe entre la es

tructura completa y el medio que la sostlane, como sería, por ejemplo, el suelo donde 

esté apoyada. Para a110, es necesario considerar la interacciOn suelo-estructura que in

fluye en su comportamiento a partir de las condiciones de la cimentaciOn. Esto obliga a 

que la rigidez de los resortes a emplear dependa de factores como: el tipo de suelo, la 

carga que soporta, los asentamientos presentados, las caractarlsticas de le cimentación, 

etc. Todo ello se resume en la obtención de lo que en geotecnia se conoce como Módulo 

o Coeficiente de reacción, (ref. 12), cuya obtención y características se presentarán de 

manera más detallllda en el siguiente capítulo. 

Para el segundo caso, el valor de las rigideces dependerá principalmente de la 

respuesta estructural que presente el sistema. Pera su cálculo se requiere conocer la 

configuración deformada de la estructura: esto se hace a través de los desplazamientos 
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presentados en tos extremos de los elementos que se analizarán con resortes y para 

todos los grados de libertad que se quieran considerar. Se necesita conocer también las 

fuerzas y momentos que son aplicados en esos mismos extremos y que son los que dan 

lugar, principalment&, a las deformaciones finales (es decir, se excluyen las deformacio

nes debidas a efectos de temperatura, defectos constructivos, etc.). Estas fuerzas y 

momentos pueden ser conocidas mediante los diagramas de elementos mecánicos ob

tenidos del mismo análisis que se realiz6 para conocer las deformaciones. 

Dependiendo del tipo de problema se conslderarén tantos grados de libertad co

mo sean necesarios para describir completamente el comportamiento de un elemento 

estructural (3 para un problema en el plano y 6 en el espacio). Para el caso más general, 

que es este último, se tiene un elemento mecánico asociado a cada uno de los grados 

de libertad. 

Dado que los elementos mecánicos obtenidos Indican la magnitud de las fuerzas 

que se presentan en las secciones del elemento estructural, y que se conocen los des

plazamientos de todos los grados de libertad considerados, para obtener las rigideces 

bastará con dividir las fuerzas y momentos entre los traslados y giros correspondientes, 

obteniendo para cada grado de libertad la rigidez respectiva que se asocia con un resor

te colocado en la aecci6n donde se mide la magnitud de los elementos mecánicos. 

Ejemplos de este procedimiento se presentan en el capitulo siguiente. 

4.1,1 Interpretacl6n de lo. re.ullado. del an611.1. con re.orte. como 

condlcl6n de frontera 

Para realizar el análisis con subsislemas es fundamental que el elemento a anali

zar se encuentre en condiciones similares a las de apoyo y cargas que tenia como parte 

del sistema completo. Al hacer el modelo de la subestructura con resortes, se debe asig

nar a estos una rigidez tal que los desplazamientos que se produzcan en los nodos 

permitan al subsistema comportarse del mismo modo que lo harla formando parte de la 

estructura completa. Dado que los resortes son sistemas de apoyo, es de esperarse que 

en ellos se presenten reacciones que prOduzcan elementos mecánicos en la estructura 

que sustentan. 
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Al formar parte de la estructura original, los subsistemas responden a la acci6n de 

las cargas a través de elementos mecénicos; esos elementos mecénicos constituyen por 

si mismos las cargas que se aplican al subsistema aislado. De esta manera se tiene un 

sistema de cargas completo (o sistema de cargas internO) con el cual se puede analizar 

la subestructura de interés, sabiendo que dichas soliciteciones tienen correspondencia 

directa con el sistema de cargas externo para el cual se ha concebido el sistema estruc

tural general. La acci6n de los resortes constituye entoncas el medio por el cual se logra 

la correspondencia entre el sistema original y el subsistema aislado. 

Para obtener los elementos mecénicos con que se solicitará a la subestructura es 

necasario realizar el análisis estructural completo del sistema original, y cabria entonces 

pragunterae: ¿para qué reallzer un estudio adicional si con el método tradicional ya se 

conocen las respuestas que suelen ser de Interés general? Esto es válido cuando se 

trata de estructuras cuya complejidad no es muy grande, o que a pesar de ser complica

das su uso continuo permite entender mejor su comportamiento; ejemplos de ello pue

den ser las armaduras tipo, los sistemas de contraventeo en X. los marcos planos reticu

lares, o las estructuras hechas a base de elementos prefabricados. No asi cuando la 

estructura a emplear presenta una complejidad mayor, o bien, cuando su novedad impli

ca la realizaci6n de pruebas menos convencionales para conocer su repuesta y actuar 

en consecuencia respecto a proponer distintas alternativas. De este último caso se pre

senta un ejemplo práctico más adelante. donde se muestra el análisis de una "piña" (una 

subestructura espacial metálica) en un puente de tridilosa. 

El hecho de realizar un análisis estructural con resultados producidOS por un aná

lisis previo de la misma estructura, pudiera parecer repetitivo y hasta inútil si no se enfo

ca desde un punto de vista que permita comprender los objetivos que se persiguen con 

ello. 

Para el caso de la interacci6n suelo-estructura, se puede usar la idea de los resor· 

tes cuando se analizan cimentaciones para las cuales se desea tomar en cuenta su rigi

dez a flexión. Esto puede hacerse considerando a la zapata como una viga sobre una 

cimentaci6n elástica y usando la soluci6n de Wink.ler (ref. 12), la cual propone que la 

cimentación se vea como una "cama de resortes" y resolver el problema con las ideas 

basicas del análisis estructural de piezas hiperestélicas. Esto puede convertirse en un 

análisis ilerativo debido a la incertidumbre en cuanlo a las rigideces asignadas a los re-
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sortes. También puede usarse el método del elemento finito con la ventaja de que es 

mucho más general que la solución de Winkler 

Otra aplicación de los resortes con rigidez finita es la que se refiere al estudio de 

la dinámica de sistemas suelo-estructura. Esto es particularmente útil cuando la flexibili

dad del suelo da lugar a deformaciones Importantes, tal es el caso de los suelos altamen

te compresibles en algunas zonas de la ciudad de México. Para representar esa flexibili

dad, es posible recurrir a resortes traslacionales y rotacionales con rigideces equivalen

tes, (ref. 13). 

los efectos de la Interacción suelo-estructura son más perceptibles en el cálculo 

del periodO fundamental de vibración del sistema. Al realizar el análisis sismico espectral 

de la estructura, la variación en su periodo fundamental conduce a lecturas diferentes en 

la aceleración de diseno para ese modo. Dichas variaciones son consideradas por el 

Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal. En sus Normas Técnicas Com

plementarias para diseno por Sismo (NTDS), se propone incrementar el valor del periodo 

fundamental de vibración y loa desplazamientos calculados en la estructura como una 

forma de aproximar los efectos de su interacción con el suelo (ref. 14). Para ello. se pro

porcionan un conjunto de expresiones matemátices que involucran las caracteristicas de 

la estructura y de la cimentación además de los coeficientes de rigidez equivalentes que 

representan la restricción que el suelo bajo una estructura opone a los movimientos de 

ésta (ref. 13). Sobre estos coeficientes de rigidez se comentará en el siguiente capitulo. 

4,2 SlaI.ma, .,fruc:lural., c:on d.,plazaml.nlo, ImpueJlo, 

Otra forma de condición de frontera no homogénea que puede usarse para el 

análisis de subestructuras, es la que se refiere a la imposlci6n de desplazamientos dife

rentes de cero en los nodos que forman parte del 'sistema de apoyo· de la estructura o 

de la subestructura. Esta falsa denominaci6n es tal. en virtud de que al imponer estos 

desplazamientos se acepta que no constituyen sistemas de apoyo propiamente dichos 

(como condiciones de frontera homogéneas), sino que, al igual que en el caso de los 

resortes, se considera que los apoyos permiten ciertos desplazamientos. 

En el caso de los nodos que conectan a la estructura con el suelo. los desplaza

mientos impuestos pueden ser utilizados para representar hundimientos especificos que 
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pudiera esperarsa que sucedieran por alguna condici6n critica en especial. El efecto que 

tengan esos hundimientos en el comportamiento de la estructura, puede ser estudiado 

mediante el anélisis con la Imposlci6n de los desplazamientos, y con ello, tener elemen

tos para evaluar la necesidad de colocar algún dispositivo que controle ese hundimiento, 

o bien, hacer las modificaciones necesarias en el dise~o de la superestructura o de la 

cimentaci6n para que los efectos del hundimiento no las dañen de manera significativa. 

En un anéllsla normal, los resultados esperados son los elementos mecánicos y 

los desplazamientos que se originan con base en el sistema de cargas que esté actuan

do; a partir de dichos elementos mecánicos, es posible conocer un estado de esfuerzos 

a que se ven sometidos los elementos que forman la estructura. Esos esfuerzos permiti

rén decidir silos miembros son adecuados para resistir las cargas que se aplican. 

Al Imponer un conjunto de desplazamientos a un sistema estructural, se pretende 

generar en éste un estado de esfuerzos a consecuencia de la alteraci6n en la configura

ci6n original de la estructura, Con la deformaci6n del sistema mediante los desplaza

mientos impuestos, se le obliga a reaccionar buscando nuevamente el equilibrio de fuer

zas Intemas, lo que permite calcular nuevamente un estado de esfuerzos asociado a los 

desplazamientos impuestos. Si dichos desplazamientos corresponden a una condici6n 

particular de carga, se logra que la subestructura responda como si estuviera sujeta a las 

cargas originales, de esta forma, se logra tener un modelo útil para analizar la subestruc

tura al considerar el sistema de cargas en la imposición de los desplazamientos. 

Al imponer los desplazamientos, es importante que no se pierda de vista la nece

sidad de que la subestructura responda como si estuviera sujeta a las cargas originales, 

por lo que la magnitud y direcci6n de esos desplazamientos adquiere particular impor

tancia en el análisis por subestructuras. Sup6ngase que se tiene un marco plano forma

do por dos columnas y una trabe que las liga: si se aplica una fuerza horizontal en el 

plano del marco, en éste se presentarán una serie de elementos mecánicos y despla

zamientos. Si la trabe fuese lo suficientemente rigida para despreciar su deformación 

axial, se le podrla considerar como un cuerpo rlgido, y por lo tanto, los desplazamientos 

horizontales de Sus nodos extremos serian idénticos. Cabe mencionar que la deforma

ci6n axial en la trabe se presenta una vez que las columnas no pueden deformarse más 

en flexión ante la carga horizontal, por lo que la magnilud de los desplazamientos es de 

gran importancia para llevar la trabe a su condición de trabajO real. 
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Al analizar la trabe como una subestructura aislada del marco principal usando la 

imposici6n de los desplazamientos, se debe asignar a los nodos extremos los mismos 

desplazamientos que resultaron del anéllsls inicial. Con la condici6n anterior se tendria 

que ésta no se defonna axialmente sino que se traslada, ya que el movimiento de los 

nodos extremos es idéntico debido a la propia rigidez axial de la trabe. 

La asignaci6n de desplazamientos debe realizarse evitando los traslados como 

cuerpo rlgido de los sistemas que se estudian. En caso de que alguno de los nodos ex

tremos corresponda a un nodo de apoyo probablemente tendré un valor nulo de despla

zamiento, lo cual pennanecerlllnvartable en los anéllsls subsecuentes. Sin embargo, en 

otros cesos qulzé se tenga que recumr a algún artificio extra como puede ser el de anu

lar ciertos desplazamientos de gredos de libertad en nodos diferentes a los de apoyo y 

pennitir otros de tal fonna que se logre defonnar a la estructura. 

A continuaci6n se expllceré el uso de desplazamientos impuestos en el anélisis 

estructural. Sup6ngase, de manera similar al ceso de los resortes, que se tiene una es

tructura en canlilever sujeta a cerga axlal, la barra es de un material elástico, su rigidez 

axlal es lo:" y en el extremo donde originalmente esté apoyada se impone un cierto des

plazamiento u, = Ó, tal Y como se muestra en la figura 4.2. 

-'-'-'--'-'.~ 
'.~ 

Figura 4.2 Barra sometida a carga axial con desplazamiento impuesto 

Para el sistema de referencia Indicado, el sistema de ecuaciones de equilibrio 

puede escribirse de la siguiente fonna: 

Ic,[ I -IH",l = {l';} 
-1 I 11 r l', 1. • 

sustituyendo en el sistema de ecuaciones anterior los valores conocidos de desplaza· 

miento impuesto II} .• c5 y de la fuerza actuante F, ,. p, se reescribe la ecuación matricial 

como: k,[ 1 
-1 

que al ser desarrollado conduce a: 

-llJ c5} = {l';} 
1 Jh f' 

29 
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*,0 -*,/1, = lo; 
-k,o + k,/I, = l' 

despejando de la segunda de las ecua clones anteriores el desplazamiento en el nodo 2, 

se llega a: 

o bien: 

*,/1, = P+*,o 
P /1, = - +0 
*, 

de donde se desprende que para el comportamiento ante carga axial de una barra con 

rigidez k" los desplazamientos resultantes de la barra dependen de la condiclón de 

frontera asignada (la magnitud del desplazamiento impuesto) y de las carecteristicas del 

elemento estructural (el desplazamiento propio del nodo 2 pennitido por la barra de rig~ 

dez k,), su magnitud, evldentementa involucre también a la carga. 

4,2,1 Interpretación de 101 re,ultado, del anóll,l, con de,plazamlentol 

Impue,to, como condición de frontera 

En el caso da este tipo de modelado estructural a base de desplazamientos im

puestos como condiclones de frontera, los resultados esperados son principalmente los 

elementos mecánicos y los esfuerzos generados. Dado que los desplazamientos en ca

da uno de loa grados de libertad da la estructura son impuestos previamenta, no puede 

obtenerse Infennaclón adicional de ellos. En cuanto a los grados ae libertad no consid&

radas como condiciones de frontera no homogéneas, si pueden usarse los desplaza

mientos generados en el análisis estructural del sistema. 

Al defonnar la estructura mediante posiCiones obligadas en ciertos nodos, se im

pone una configuración nueva que arrastrará a los grados de libertad que no está n res

tringidos en los nodos restantes. Además de poder usar esto como un medio para verifi

car la representatividad del mOdelo empleado también pennite conocer mas a fondo el 

comportamiento de algunos elementos intemos de la subestructura. 

Una vez que se han impuesto los desplazamientos en los nodos del subsistema 

ya no se aceptan modificaciones en ellos. Esto se debe a que corresponden a de/orma

ciones en la estructure principal causados por el sistema de cargas original Dado que 

JO 
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los desplazamientos generados en la estnJctura principal ya no se modificaran salvo que 

se cambien las cargas o las caracterlstlcas de ésta, tampoco se puede aceptar que los 

desplazamientos usados para modelar la subestnJctura se vean alterados a consecuen

cia de la excitación Impuesta en esta última. 

Al Imponer los desplazamientos, los grados de libertad se restringen para impedir 

otros cambios en la posición de los nodos a que se asocian. Esto se puede interpretar, 

en cierta forma, como una transformación que se produce de condiciones de frontera no 

homogéneas a condiciones de frontera homogéneas. Lo anterior significa que los nodos 

donde se Impusieron los desplazamientos se convierten ahora en nodos o puntos de 

apoyo (con desplazamiento nulo posterior al desplazamiento impuesto). Asi, es posible 

calcular reacciones asociadas a esos nodos y elementos mecánicos en los elementos 

estructurales conectados a ellos. 

Dado que con la Imposición de desplazamientos se pretende modelar una estruc

tura que represente lo mili flelmenta posible el comportamiento del prototipo a estudiar, 

puede esperarse que los elementos mecánicos generados con esta condición de fronte

ra sean muy parecidos a los obtenidos en el anillisis con el sistema de cargas original. 

Esta similitud permite, por un lado, verificar la representatividad del modelo, y por otro. 

tener cierta seguridad de que los resultados obtenidos en ciertos elementos de la estruc

tura, cuyo anélisls no fue hecho con rigurosidad en un estudio previo, son confiables 

para elaborar juicios posteriores acerca de su respuesta estructural. 

Las deformaciones registradas en cualquier elemento de la estructura, permiten 

también verificar si la estructura, con las caracterlsticas geométricas y mecánicas que 

posee, es altamente deformable o lo suficientemente rlglda para rasistir ciertas solicita

ciones. Un valor significativo an cuanto al desplazamiento relativo entre dos nodos con

secutivos para un elemento en particular, pone en evidencia la felta de rigidez de ese 

elemento. 
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S. Casos estudiados 

En este capitulo se presenta el análisis de diversos casos de la ingeniería estruc

tural y de geotecnla. Para cada caso se describen el problema. su modelo con elementos 

finitos y se hacen comentarlos sobre los resultados obtenidos. 

S., Oescrlpclón de las estruduras estudiadas y su modelado con elementos finitos 

Partiendo dal hecho de que una subastructura abarca desde el más sencillo de 

los miembros estructurales que la forman hasta la estructura completa. las opciones de 

condiciones de frontera aqul explicadas pueden ejemplificarse con distintos modelos de 

elementos finitos donde se Involucran tanto la estructura principal como sus respectivas 

subestructuras. 

De hecho, asta altamativa nació a partir de un caso especifico: el estudio del 

comportamiento estructural de los elementos tipo de un puente de tridilosa. La dificultad 

de modelar con mayor precisiÓn los elementos tipo (conocidos como "pi~as") para formar 

el modelo del puente con elementos finitos y posteriormente hacer el análisis con un 

programa de computadora, llevó a considerar la posibilidad de evaluar el comportamiento 

de la pina aislándola de su entomo para mejorar el modelo y ejecutarlo imponiendo las 

condiciones de frontera que representen los efectos del entomo en la respuesta estructu

ral de la pina. Este ejemplo se explicara adelante con más detalle mostrando el uso que 

se hizo de las condiciones de frontera. 

En primer lugar se mostrará dicha aplicación mediante ejemplos del análisis de 

dos subestructuras, una viga y un marco tridimensional. Para los fines que se persiguen, 

es necesario definir una estructura prinCipal que contenga al subsistema y seleccionar un 

sistema de cargas. Dado qua aqul se pretende mostrar una vaiiaci6n en el análisis es

tructural y se excluyen estudios referentes a calidades y/o respuestas del material usado, 

puede recurrirse a cualquier estructura con cualquier sistema de cargas. 

Una vez analizado el modelo de la subestructura se compararán los resultados 

obtenidos con aquellos originados en el modelo primario, la interpretaci6n de dichos re

sultados se basará en el nivel de similitud que se pueda presentar entre ambos estados 
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de desplazamientos y elementos mecánicos. Posteriormente se lleva a cabo la evalua

ción de la efectividad de ambas condiciones de frontera. 

Cabe adarar que para las descripciones siguientes, el análisis y la interpretación 

de rasultados, se usará el sistema gravitacional de unidades (o sistema técnico) em

pleando centlmetros (cm) para las longitud as y toneladas (t) para las fuerzas. Para facili

tar la lectura de este capitulo, las figuras y tablas correspondientes se presentan en la 

parta final de este trabajo. 

5.1.1 Modeto de viga 

Considérese como estructura original un marco plano al cual se le aplica un sis

tema de cargas (fig. 5.1). Para analizar el marco, ae creó una malla de elementos finitos 

para representar la estructura (lIg. 5.2). En este caso se recurrió a la superposición de 

dos tipos de elementos finitos: los elementos BARRA y los elementos VIGA dado el 

comportamiento esperado de la estructura. En vista de que en este modelo hay fuerzas 

transversales a los miembros del marco y también cargas a lo largo de sus ejes longitu

dinales, es de esperarse que los elementos se vean sometidos a una combinación de los 

fenómenos de carga axial y flexión (flexotenslón o flexocompresión). 

Posteriormente se plantea un nuevo modelo que representa a la viga aislada del 

marco a la cual se le han Impuesto las condiciones de frontera no homogéneas corres

pondientes, ya sea desplazamientos o resortes. 

En primer lugar, se estudiará el efecto de los resortes como condiciones de fron

tera no homogéneas. Una vez conocidos tanto desplazamientos como elementos mecá

nicos, estos últimos se Interpretan como un sistema de cargas en cada sección del ele

mento estructural, lo que inCluye también los extremos de los miembros, es decir, en las 

secciones contiguas a los nodos cuyos desplazamientos son completamente conocidos. 

Por equilibrio, los elementos mecánicos en las secciones adyacentes a los nodos son 

también fuerzas sobre éstos, por lo que se cuenta con los elementos necesarios para 

calcular las rigideces que se asociarán a los resortes en los nodos del nuevo modelo de 

viga aislada. Dichas rigideces se calcularán como el coclonte entre el eh!mento mecánico 

y el desplazamiento correspondiente (tabla 5.1, Resultados del análisis para el modelo 

de viga original) para cada grado de libertad considerado (tabla 5.2) 

.U 
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Con las rigideces antes calculadas. se puede preparar el nuevo modelo estructu

ral en el que solamente se tiene la viga aislada apoyada en sus extremos en resortes. los 

cuales representan la rigidez del sistema de apoyo proporcionado en el modelo previO 

por las columnas. 

Por último. para estudiar el efecto de los desplazamientos como condición de 

frontera no homogénea se crea otro modelo estructural muy parecido al usado para los 

resortes. sólo que en este caso se impondrén desplazamientos en los grados de libertad 

de los nodos extremos de la viga. 

5.1.2 Marco en el espacio 

Se realiza el análisis de una estructura tridimensional (fig. 5.3). En este ejemplo 

se combinan dos artificios que pretenden facilitar el proceso de análisis. Uno de ellos. a 

diferencia del otro. ampliamente verificado y usado. El primero consiste en la traslación 

de un problema en el espacio a un análisis en el plano. El segundo es la idea aqui ex

puesta de revisar un sistema a partir de sus subsistemas más simples. Para este caso. 

como en el de la viga. es necesario definir una estructura y extraer de ella alguna de sus 

subestructuras. La subestructura seleccionada. puede ser aquella cuyos miembros se 

encuentren ubicados todos en un mismo plano. lo cual daria la pauta para realizar Su 

análisis con los métodos tradicionales para esa condición. 

Aquí se presentara una situación como la anterior. Se define al sistema principal 

como la estructura tridimensional hecha a base de marcos. Como subestructuras se se

leccionan dOS sistemas que forman la estructura. uno de ellos es también una estructura 

tridimensional y el otro uno de los marcos planos. En la figura 5.4 puede verse el modelo 

de la estructura original. 

Para este ejemplo también se deben crear los modelos adicionales que permitirán 

conocer la efectividad de la imposición de condiciones de frontera no homogéneas en el 

analisls de las subestructuras. 

Con los resultados de la tabla 5.3 (Resultados del análisis para el modelo de mar

co tridimensional original) se calculan las rigideces que se asociarán a los resortes que 

se coloquen en el nodo a partir del cual se define la subestructura de '"terés. En este 

ejemplo se tienen 6 grados de libertad por nodo. Para el nuevo modelo con resortes se 
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prescindlra de los elementos 6 y 7 (fig. 5.4), es decir, aquellos que forman el marco para

lelo al plano XY (fig. 5.3). El nuevo modelo de elementos finitos que representa a la su

bestructura selecelonada (a la cual se le llamara subestructura 1) se muestra en la figura 

5.5. El nodo en el cual se colocarén los resortes es el identificado con el número 7 y el 

calculo de las rigideces se muestra en la tabla 5.4. 

En este ejemplo también se analizara la subestructura correspondiente al marco 

paralelo al plano YZ (flg. 5.3). Ello lleva a considerar un nuevo nodo que delimite la fron

tera de la subestructura. Se han ellminedo los elementos S, 6 Y 7 (fig. 5.4), por lO que en 

esta ocasl6n se ublcarén las condiciones de frontera en el nodo 3, correspondiente a una 

de las uniones viga-columna del marco. El modelo de la nueva subestructura (llamada 

subestructura 2) se presenta en la figura 5.6. El calculo de las rigideces de los resortes 

para este nodo se presente en la tebla 5.5. 

Por otra parte, para el anélisis con la Imposici6n de desplazamientos se usarán 

las mismas subestructuras 1 y 2, Y por lo tanto, los mismos nodos de frontera en que se 

colocaron los resortes se usarén para imponerles los desplazamientos obtenidos del es

tudio con el modelo primario. 

Para la subestructura 1. en el nodo 7 se impondran los desplazamientos que 

pueden leerse en la tabla 5.3. Dado que la malla de elementos finitos no se altera en 

comparael6n con la malla usada para estudiar el efecto de los resortes en esta subes

tructura, el modelo para esta opel6n es el mismo que se muestra en la figura 5.5. 

En el caso de la subestructura 2, el nodo de frontera es el 3, por lo que de la tabla 

5.3 se extraen los desplazamientos que se impondrén en el nuevo modelo con esta su

bestructura aislada (figura 5.6). 

5.1.3 Elemento eltructural tipo de un puente de trldllala 

Como último ejemplo de análisis estructurel, a continuaci6n se expondrá el caso 

que motiv6 el estudio de la aplicación de estas condiciones de frontera: se trata del aná

lisis de los elementos tipo de un puente de tridilosa. 

A diferencia de los ejemplos anteriores, el estudio de los elementos tipo en un 

puente de tridilosa (conocidos como "pillas") es un caso real y muy especifico. por lo que 
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es necesario puntualizar sobre ciertos aspectos de su historia y caracteristicas generales 

antes de abordar su estudio propiamente dicho. 

E[1 cierta forma, este caso indujo a considerar la posibilidad de estudiar estructu

ras complejas a partir del comportamiento de subestructuras relativamente mas simples. 

Las causas principales para ello fueron la complejidad para crear un modelo detallado y 

eficiente del puente y las limitaciones que esa complejidad indujo en los programas de 

análisis y equipo de cómputo. 

Los sistemas tridimensionales (triodésicas) son estructuras con elementos en tres 

direcciones, de cualquier forma y con cualquier tipo de peñil estructural. Al tratarse de la 

interacción que puede lograrse al hacer trabajar de manera conjunta elementos de acero 

con otrOI de concreto, se refiere entonces al sistema conocido como trldilosa (ref. 15). La 

tridllosa se emplea comúnmente en cubiertas y sistemas de piso en diversas edificacio

nes, sin embargo, se le ha usado también en superestructuras de puentes vehlculares. 

A ralz de diferentes experiencias derivadas del uso de este sistema en dichos 

puentes, se han realizado estudios formales para evaluar su comportamiento (ref. 16). 

Dichos estudios proporcionan Información importante sobre la seguridad estructural del 

puente y se basan tanto en pruebas de campo como en el uso de modelos por computa

dora. En la creación de dichos modelos, se asumieron ciertas simplificaciones que alivia

ron en cierta medida el trabajo de análisis. 

Una de esas simplificaciones es la que se refiere al modelo de las pi~as. Dado 

que su modelado mas preciso representaba un nivel de complejidad considerablemente 

alto, se creó un modelo menos detallado que fuese lo suficientemente útil para los pro

pósitos que se persegulan (ref. 16). 

A fin de que haya un entendimiento mas claro de los modelos del puente y las 

piñas que posteriormente se explicarán, ahora se hará una descripción breve de sus ca

racteristicas generales. 

La estructura en estudio es el puente llamado Palo Blanco. el cual se localiza en 

el kilómetro 292+320 de la autopista México-Acapulco (Autopista del Sol) en el tramo 

Chilpancingo-Tierre Colorada en el estado de Guerrero. Salva un claro total de 176 m 

mediante tres tremas. dos de 58.5 m da longitud y uno mas, an el centro, da 59 m. El 
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ancho del puente es de 21.5 m y se apoya sobre pilas y estribos. En la figura 5.7 se pre

senta un esquema general de este puente. 

La superestructura del puente es un sistema de tridilosa formado por la estructura 

espacial metálica coronada por una losa de concreto reforzado de 20 cm de espesor. La 

estructura espacial la constituyen las piñas ligadas entre 51 mediante varillas de acero 

corrugado en su parte inferior. El peralte de esta estructura metálica es de aproximada

mente 3.85 m y para su construcci6n se emplean perfiles de acero de secci6n cuadrada 

tipo PTR. Los perfiles se colocan en diagonal uniéndose a partir de 4 puntos superiores y 

4 inferioces en el centro de la pilla mediante una placa de acero. Dicha placa es la res

ponsable de transmitir los efectos de las cargas sobre la calzada del puente a los ele

mentos que se encuentran en la parte Inferior de la pilla, por lo que su estudio adquiere 

importancia 51 se desea saber cómo rasponde el puente al tráfico vehicular. En la figura 

5.8 se Ilustra este tipo de estructuras. 

Las dimensiones de los elementos de las pillas varian a lo largo del puente para 

dar respuesta satisfactoria a los efectos que se generan a consecuencia del tráfico vehi

cular. Los cambios ocurren principalmente en la secci6n transversal de las diagonales y 

en el número de varillas que corren por la parte Inferior de las pillas. Para el caso que 

aqui se presenta se escogi6 una piña cuyos perfiles estructurales tienen una secci6n 

cuadrada de 3.8 cm x 0.32 cm de espesor en los perfiles alojados sobre el eje i de la 

figura 8, y 8.4 cm x 0.35 cm de espesor en aquéllos que están sobre el eje j de la misma 

figura. Para esta misma estructura se tienen 5 varillas de 1.5 pulgadas de diámetro en 

las cuerdas longitudinales Inferiores. La placa central, 8 lo largo de todo el puente, es de 

20 x 20 cm y tiene 0.95 cm de espesor. 

Para todos los elementos de acero se consideró un módulo de elasticidad de 

2100 Vcm' y para la losa de concreto se tom6 E=237.5 Vcm', 

Para este caso, puede decirse que se tiene una estructura principal que es el 

tramo del puente y una subestructura que es la pilla. Sin embargo, también puede enfo

carse desde otro punto de vista y considerar ~I ~ la pilla es la estructura prinCipal y la 

placa de la parte central una de sus subestructuras (las domas sorian los elementos dia· 

gonales o las cuerdas Inferiores). 
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El modelo general del puente con elementos finitos se realizó utilizando elemen

tos VIGA-BARRA y elementos CASCARON. El primer tipo de elementos se uso para 

modelar las diagonales de las piñas y las cuerdas longitudinales inferiores, mientras que 

con los elementos CASCARON se modeló la losa. Para este modelo general del tramo 

del puente no se consideró la placa de acero de la parte central. En la figura 5.9 se pre

senta este modelo del tramo del puente Palo Blanco. 

Las cargas aplicadas sobre el modelo del puente corresponden a las descargas 

de los vehlculos usados cuando se realizaron las pruebas de campo (ref. 16), para las 

cuales se consideraron B condiciones de carga; para el presente estudio se escogi6 s610 

una de ellas. Los camiones utilizados para esa condici6n de carga se colocaron en un 

tramo lateral a lo largo de la calzada aunque hubo una ligera concentración en la parte 

central. El modelo también toma en cuenta el peso propio de todos los elementos del 

puente. 

En lo referente al modelado de la piña se consideraron dos opciones. En una de 

ellas se reproduce el mismo ~po de modelo utilizado en la representación del tramo del 

puente, es decir, las diagonales unidas en un nodo, sin placa central y con la losa de 

rodamiento. En la otra opci6n, con el fin de conocer sobre el comportamiento de la placa 

y su efecto en los resultados de toda la piña, se agrega al modelo la placa de acero don

de se unen las diagonales. Para estas últimas se ocuparon elementos finitos VIGA

BARRA y para la losa de concreto y la placa de acero elementos CASCARÓN. Para el 

primer modelo se us6 solamente un elemento CASCARÓN en la losa de rodamiento, 

mientras que en el segundo se usaron cuatro elementos; para la placa fueron 64 ele

mentos CASCARON los utilizados. En la figura 5.10 se muestran los dos modelos men

cionados. 

En ambos modelos de la piña se imponen los desplazamientos que se obtuvieron 

del análisis en el modelo del puente (tabla 5.8) con excepci6n dEl los desplazamientos 

registrados en el punto de unión dO los peñilOl 1\ 111 mitad del peralte de la piña ya qua 

ese nodo servirá para comparar los resultados que se obtengan. En la tabla 5.7 se pre

sentan estos desplazamientos; Eln los análisis también se toma en cuenta el peso propio 

de todos los elementos. 
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5.2 Resu"~dos 

En esta parte se explican 106 resultados obtenidos al analizar todos los modelos 

descritos en el subcapltulo anterior. Para cada caso se explica primero el efecto de usar 

los resortes con rigidez finita como sistema de apoyo y posteriormente la imposición de 

desplazamientos. 

5.2.1 Modelo de viga 

Los resultados del anéllsls para el modelo original se encuentran en la tabla 5.1: 

los referentes a los modelos con resortes y desplazamientos se encuentran en las tablas 

5.6 y 5.9 respectivamente. 

Comparando los resultados de los modelos con resortes y con desplazamientos 

con equellos que se obtuvieron del análisis en el modelo principal, pueden hacerse las 

siguientes observaciones: 

Modelo de viga con resortes. Para el modelo de viga con resortes no existe simili

tud entre los elementos mecénicc~ de la viga aislada y aquéllos que se obtuvieron sobre 

la viga en el modelo original. Los momentos flexionantes están fuera de cualquier interva

lo, tanto !3n magnitud como en signo algunos, de tal forma que hasta este punto la unica 

apreciaci6n que podrla hacerse es que los resortes desvirtuan la realidad que se presen

ta en la viga cuando forma parte del marco. 

Para la fuerza cortante, las magnitudes difieren entre los resultados del modelo 

de viga aislada y los del modelo de viga original, sin embargo, puede notarse que se 

encuentran dentro, a un intervalo de diferencia hasta cierto punto aceptable (tabla 5.8a). 

Puede verse que la variaci6n de fuerza cortante a lo largo del elemento es la misma en 

los dos modelos, lo cual pOdrla explicarse debido a que la carga transversal aplicada a la 

viga se conserva integra, siendo ésta la principal causa de que se conserve ese patrón 

de cambio. 

Esto ultimo pOdria indicar que los resortes. a pesar de modificar los resultados 

originales. otorgan a la estructura aislada cierta independencia para que ésta responda 

por su cuenta a las cargas que se le aplican, es decir. el efecto de los resortes sobre la 

viga en cuanto a su tipo de respuesta (no a su magnitud) es el mismo que surten las ca-
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lumnas en el modelo original, por lo menos al hacer referencia a la fuerza cortante. Esta 

afirmaci6n deberá ser evaluada nuevamente a la luz de otros modelos como el que se 

desarrolla para el estudio del marco tridimensional. 

En lo que se refiere a los desplazamientos (tabla 5.8b). se observa que. salvo en 

la direcqi6n vertical en la cual se aplican las cargas transversales a la viga. los despla

zamientos están fuera de un intervalo aceptable, sin embargo. al igual que en el caso de 

la fuerza cortante, las respuestas relativas entre puntos si conserva cierta semejanza con 

el modelo original. En este caso. lo que se puede obtener es una configuración final pa

recida en su forma a aquella obtenida del modelo inicial. ya que los desplazamientos de 

prácticamente todos los grados de libertad en todos los nodos. conservan la misma di

rección; la única discrepancia surge en el giro del nodo 2. donde cambia tanto en magni

tud como en direcclón, alterando la forma final de la viga deformada en comparaclón con 

la forma final del modelo original. 

El valor de la carga axial que se registra en la viga, puede sugerir cierta respuesta 

a la aparente inutilidad de los resortes como modelo de los sistemas de apoyo de la viga. 

Esto debido a la facllidad con que puede apreciarse el siguiente hecho: en el modelo 

original. prácticamente todas las cargas están directamente aplicadas a la viga o en los 

nodos que la limitan, salvo una carga puntual horizontal que se aplica sobre la columna 

izquierda y que por su direccl6n. podria suponerse que tiene un efecto directo sobre la 

carga axial que debe soportar la viga. Como se ve en los resultados del modelo de la 

viga aislada, la carga axial y las reacciones horizontales en los apoyos Involucran única

mente la carga aplicada en el nodo Izquierdo, repartiendo en cada nodo las reacciones 

que equilibran esa fuerza. Esto significa que el nuevo modelo ha ignorado completamen

te los efectos de las cargas que se encuentran fuera del elemento en estudio. pero que 

en su posici6n original tienen un determinado efecto sobre el subsistema al actuar en los 

miembros que se suponen unidos rigidamente con él. 

Esta situación obliga a percibir el modelado de sistemas de apoyo basado en re

sortes como condici6n de frontera no homogénea. como una opción que no puede con

siderarse totalmente válida por si sola. ya que la representatividad que ofrece el modelo 

respecto a la estructura original de acuerdo a los resultados obtenidos es muy baja. La 

participación de las cargas ajenas al subsistema modelado y que afectan Su comporta

miento general es ignorada por el modelo con resortes; sin embargo. por lo que se refie-
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re a la r(lspuesta propia del subsistema, los resortes no la alteran, por lo menos en su 

tipo, lo cual puede interpretarse, hasta cierto punto y tomando en cuenta las reservas ya 

mencionadas, como una representación aceptable de los sistemas de apoyo (en este 

caso las columnas) mediante los resortes con su respectiva rigidez asociada. 

~ode/o de viga con desplazamientos impuestos. En este modelo se aplican los 

desplazamientos nodales obtenidos del análisis inicial en los nodos extremos de la viga 

aislada pretendiendo reproducir el estado de esfuerzos original, es por ello que en este 

caso no se puede obtener ninguna información adicional de los resultados en cuanto a la 

configulOlción deformada, aun si se hubiese desplazado solamente uno de los nodos 

dada la simpleza de la subestructura; esto habrla orillado a un modelo menos represen

tativo en el que sólo uno de sus nodos se desplaza y el otro sigue una trayectoria similar 

dada la rigidez de la viga, presentándose la misma traslación de todos los puntos mate

riales del elemento y por lo tanto, de toda la viga. 

Para este caso, a diferencia del modelo con resortes, los resultados son más 

alentadores en cuanto a elementos mecánicos; la similitud es evidente para todas las 

secciones en que se determinaron tanto fuerza axial como fuerza cortante y momento 

f1exionante (tabla 5.9a). 

El máximo error relativo entre momentos f1exionantes de una misma sección es 

menor al 1 %, lo cual es indicador de que por lo menos hasta este punto, el modelado 

con el uso de los desplazamientos como condiciones de frontera no homogéneas es 

mucho más representativo que la opción de los resortes. Esto permite suponer que los 

desplazamientos presentan mayor similitud con respecto al modelo original debido a que 

son resllltado directo de la combinación entre el sistema de cargas y la rigidez de los 

miembros estructurales en el modelo original, por lo que al trasladarlos hacia el nuevo 

modelo de viga aislada su efecto es más notorio que el de los resortes. 

Hay que recordar que cuando en los diferentes grados de libertad se imponen los 

desplazamientos, se restringe cualquier posibilidad de desplazamiento posterior, por 10 

que para ese grado de libertad el nodo se convierte en uno de apoyo en la condición de 

empotramiento. Es por ello que lOS resultados de las reacciones en los nodos ofrecen 

también Información acerca del estado en que se encuentra la viga y en el que se encon

traba al formar parte del marco. 
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En las reacciones generadas en los nodos en cuanto a fuerzas en las direcciones 

X y Y (tabla 5.9c, fig. 5.2), se puede notar que aquellas en sentido Y son exactamente 

iguales a las reacciones en los nodos de apoyo del modelo original, esto debido a que en 

los dos modelos se tiene un sistema de cargas idéntico en esa dirección, es decir, este 

sistema no se alteró al pasar de un modelo a otro, por lo que las reacciones verticales 

fueron las mismas destinadas a equilibrar la estructura. Dichas reacciones corresponden 

a las cargas axiales que soportaban las columnas Iniciales y por lo tanto, se transmiten 

como fuerza cortantes sobre la viga a través del nudo rlgldo que las un la en el modelo 

original. 

Respecto a la dirección X, las reacciones en los nodos se equilibran entre ellas al 

no existir una fuerza extema en esa dirección y su valor corresponde al de la fuerza axial 

de la viga tanto aislada como cuando formaba parte del marco. Al estar integrada en la 

estructura original, esa fuerza axial se traslada hasta el nodo de apoyo en la base de la 

columna derecha empotrada y no se modifica por no existir fuerzas extemas horizontales 

en la columna mencionada. Es por ello que las reacciones en el nodo 3 de la viga aislada 

resultan iguales a las del nodo 4 en el modelo original. Caso contrario de lo que sucede 

con los nodos 1 del modelo original y 2 del modelo de viga aislada, dado que en la co

lumna que los une si existe una fuerza externa sobre ella. 

El análisis de los momentos flexionantes muestra también cómo las reacciones en 

los nodos de apoyo informan acerca del estado que guardaba la subestructura. Los mo

mentos de reacción que ahora se tienen, son aquellos que en la estructura original eran 

aplicados sobre las secciones extremas de la subestructura, es decir, son los momentos 

flexionantes en las secciones próximas a los nodos que unían a la viga con las columnas 

y por lo tanto, los que se aplicaban sobre éstas (tomando en cuenta la presencia de un 

momentp externo en la columna de la derecha), lo cual permite identificar completamente 

el estado en que se encontraba la viga y su entorno. 

Esto demuestra la capacidad de. imponer desplazamientos para representar las 

condiciones de la subestructura antes de ser aislada, dado que esas reacciones equiva

len a las fuerzas necesarias para llevar al nodo hasta la posición que obligadamente ha 

alcanzado, fuerzas que resumen la existencia previa de todo un sistema de cargas que 

indujeron 'lSOS desplazamientos. 
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5.2.2 Mllrco en el •• paclo 

Para este ejemplo, los resultados del análisis con el modelo original se encuen

tran en la tabla 5.3. En este caso se definieron dos tipos de subestructuras; los resulta

dos del análisis con resortes como sistemas de apoyo para la subestructura 1 se encuen

tran en la tabla 5.10 Y para la subestructura 2 en la tabla 5.11. 

Por otro lado, los resultados con la condición de desplazamientos impuestos se 

encuentran en la tabla 5.12 para la subestructura 1 y en la tabla 5.13 para la subestruc· 

tura 2. 

Modelo de marco en el espacio con resortes. Existe una alta similitud entre los 

resultados obtenidos en el modelo original y los que se presentaron al hacer el análisis 

de la subestructura 1 en lo que se refiere a los desplazamientos y las fuerzas y reaccio

nes aplicadas en los nodos (error relativo máximo de 0.1 % para desplazamientos y de 

0.03% para fuerzas, tabla 5.10). 

Con excepción del giro del nodo 7 alrededor del eje X, prácticamente todos los 

desplazamientos de los nodos en la subestructura 1 son similares a los que se presenta· 

ron en el modelo original (tabla 5.3). Dicho giro corresponde a la torsión que se presenta 

en el elemento número 5 (fig. 5.4), que es la trabe que liga los marcos del modelo origi

nal. Entre los resultados de ambos modelos existe una diferencia notable, la cual repre

senta un error relativo de poco menos del 75%. Esta discrepancia se puede atribuir a 

que el resorte asociado al grado de libertad no logra representar la condición de rigidez 

asociada al giro torsional. Dado que el giro presentado en el modelo aislado de la subes· 

tructura 1 es menor al ocurrido en el modelo original, podria suponerse que los demás 

resortes tienen cierta contribución (que no olreclan los elementos estructurales en el mo

delo primario) para reducir la rotación del nodo, 

Por otro lado, las luerzas que se presentan en el nodo 7 se deben a que ahora, 

con la inclusión de los resortes, se le ha convertido en un nodo de apoyo, por lo que las 

reacciones que se presentan en él equilibran el sistema de cargas de la subestructura 

aislada. Dado que en el modelo original dicho nodo estaba en completo equilibrio, cabe 

suponer que las reacciones que ahora se presentan equivalen a la superposición res

pectiva de los elementos mecánicos en los dos miembros que se quitaron y que, en de

terminado momento, sirvieron para mantener el equilibno en el nodo. 
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Respecto a los elementos mecánicos, para todos los elementos estructurales se 

presentan prácticamente las mismas magnitudes que se obtuvieron en el modelo origi

nal, tanto de fuerzas axial y cortante como de momentos flexionante y de torsi6n excepto 

por un caso (el máximo error relativo es de 0.060/0, tabla 5.10) . Para estos elementos 

mecánicos, la excepci6n se presenta en el momento torsionante del elemento número 5. 

en el cual se encuentra el nodo para el cual no se logra reproducir el giro torsional del 

modelo original (en este elemento mecánico el error relativo es de 1260/0). Dado que la 

determinaci6n de la matriz de rigideces y la solucl6n del sistema de ecuaciones para 

obtener los desplazamientos no impuestos preceden al cálculo de los elementos mecáni

cos, es que esta diferencia era esperada, y por lo tanto, en el fondo tiene la misma causa 

del giro torsional. 

Revisando ahora la segunda subestructura, puede verse cómo la similitud tanto 

en elementos mecánicos como en fuerzas, reacciones y desplazamientos desaparece en 

todos los elementos. Para los elementos mecánicos el intervalo de errores relativos 

abarca qesde 40/0 hasta 1400/0; para los desplazamientos de 30/0 hasta 1260/0 y para las 

fuerzas y reacciones de 30/0 hasta 1360/0 (tabla 5.11). 

El objetivo de estudiar otra subestructura, es medir hasta qué punto se pueden 

usar los resortes como condiciones de frontera para delimitar el subsistema. Es decir, 

dado que la subestructura puede comprender desde un miembro hasta prácticamente 

todo el sistema estructural, los puntos de frontera pueden estar colocados en cualquier 

nodo del mismo. Sin embargo, como se vio en el caso de la viga simple, la participaci6n 

de las cargas que se encuentran fuera del subsistema en estudio es muy importante pa

ra lograr en éste el comportamiento deseado. Es por ello que se plantea la interrogante 

de hasta qué grado es factible usar los resortes como condlcl6n de frontera de tal forma 

que se logre trasladar los efectos de las cargas extemas al subsistema. 

Es evidente que en la medida en que se reduzca la complejidad de la subestruc

tura. es decir. mientras mas se le aisle del sistema principal. las cargas aplicadas en los 

otros subsistemas dejaran de actuar sobre ella provocando que su respuesta no sea la 

misma que se presenta en el modelo original. Para esta segunda subestructura. puede 

verse en la tabla 5.11 que los efectos de las cargas fuera del plano del marco son prácti

camente ignoradas anulando los elementos mecánicos asociados a esas condiciones de 

carga. 
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SI se recuerda que para el caso de la viga simple se ignoró el efecto de una carga 

que estaba en el plano del marco (sistema principal) pero fuera de la subestructura en 

estudio, se puede concluir que el dilema, más que ser un problema asociado a la dime n

sionalldad del análisis, se relaclona con cada caso de manera Individual. El caso de la 

viga es más simple que el de la estructura en tres dimensiones y su limitación fue inme· 

diata. El segundo caso es más complejo y permitió el estudio de una subestructura en 

tres dimensiones de manera muy aceptable, por lo que tal vez la forma en que se usan 

los resortes también tenga que ver con la complejidad del problema. 

Lo que se puede extraer de estas observaciones, es que para algún modelo en 

particular probablemente se tenga que recurrir al ensayo continuo de los modelos y sus 

diferentes posibilidades. Es declr, se podrían aplicar diferentes pruebas mediante ensayo 

y error (en la medida en que el tiempo y los recursos involucrados lo permitan) hasta en

contrar el modelo que mejor represente a la subestructura y que otorgue las facilidades 

en cuanto a construcción y análisis del modelo que con el artificio de los resortes se 

pretenden obtener. 

Modelo de marco en el espacio con desplazamientos impuestos. En lo referente 

al uso de los desplazamientos como condlclones de frontera no homogéneas, las reac

ciones y fuerzas aplicadas en los nodos si son Iguales a los resultados del modelo de la 

estructura general (errores relativos de prácticamente 0%, tablas 5.3 y 5.12), lo que reve

la que la combinación de las cargas propias de la subestructura y la rigidez general de 

ésta son adecuadamente representadas por las condiciones impuestas y no se afectaron 

por los elementos estructurales que se eliminaron para aislar el subsistema. 

Al igual que en el caso de los resortes, para el nodo en que se impusieron las 

condiciones de frontera se tiene ahora un conjunto de reacciones que son equivalentes a 

las fuerzas que en su momento manifestaron los elementos que no pertenecen al subsis

tema y equilibraban al nodo (tabla 5.12). Puede verse que dichas reacciones son simila

res a las que aparecieron en la opción del uso de resortes salvo por el momento alrede

dor del eje X, que como se aclaró. no muestra similitud con los resultados del modelo 

principal. Referente a los elementos mecánicos. todos ellos son similares a los resulta

dos del modelo original (error relativo máximo de 0.01%). 
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Revisando la segunda subestructura, a diferencia del análisis con los resortes, la 

bondad del modelo sigue siendo alta para estudiar el nuevo subsistema (errores relativos 

de prácticamente 0%, tabla 5.13). 

Al igual que en la imposición de desplazamientos en el nodo 7, se presenta un 

nuevo conjunto de reacciones que también buscan equilibrar el sistema. Obviamente, las 

reacciones son diferentes, ya que ahora es otro el miembro estructural unido al subsis

tema y por lo tanto, otros los elementos mecánicos que se transmitieron a él en la estruc

tura principal. 

A diferencia de la subestructura 2 con resortes, se ha notado que el uso de los 

desplazamientos es mucho más flexible para escoger el subsistema que permita lograr 

los fines del análisis y no s610 eso, sino que su efectividad, por los casos hasta ahora 

mostrado" pareciera ser mucho mayor que la opci6n de los resortes. 

5.2.3 Elemento estructural tipo de un puente de tndUolo 

Para este caso, s610 Se revisara el comportamiento de la subestructura usando la 

imposici6n de desplazamientos, ya que ha demostrado mayor efectividad en el análisis 

que el estudio mediante resortes. A diferencia de los casos anteriores en que los archi· 

vos de resultados se integraron con desplazamientos, fuerzas aplicadas y reacciones en 

los nodos y elementos mecánicos, en este caso los resultados a comparar son las fuer· 

zas que se generan sobre los perfiles estructurales en los nodos extremos de los ele

mentos finitos que simulan cada perfil. 

Lo anterior se debe a la dificultad que representa la lectura de elementos mecáni· 

cos en estructures tridimensionales dado que, por estar referidos a los ejes locales de 

cada elemento, no se pueden asociar fácilmente con los ejes globales de tal forma que 

para todos los elementos se tenga un sistema de referencia común y se pueda hacer 

una comparaci6n adecuada. Es aun más complicado si se pretende comparar dos es· 

tructuras orientadas de manera diferente. Los elementos mecánicos, sin embargo. si 

pueden usarse sin mayor dificultad para realizar algunos comentarios propios de la es· 

Iructura en que se presentan. 

Para salvar esta dificultad se ha recurrido a la posibilidad que ofrece el programa 

SAP90 para leer las fuerzas sobre los elemenlos referidas al sislema de ejes globales y 
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no al sistema local de cada elemento. La segunda dificultad se resuelve orientando de 

manera similar las estructuras que se quieren comparar. 

En este caso se compar6 una de las pillas del modelo del tramo lateral del puente 

Palo Blanco con el modelo de esa pilla completamente aislada. Para ello se orient6 el 

nuevo modelo de manera similar a las pillas que se encuentran en el puente. De este 

modo se tiene un sistema de referencia comun para todas las pir'las incluida la que se 

alsl6. Las fuerzas que &e aplican sobre los elementos en los nodos que limitan la pilla 

seleccionada se muestran en la tabla 5.6. De dichos resultados se extraen los despla

zamientos que se impondrén en los modelos de la pilla; estos desplazamientos se 

muestran en la tabla 5.7 para los nodos en que se aplican. 

Modelo de pilla sin placa. De los resultados obtenidos para este modelo y que se 

presentan en la tabla 5.14 (fuerzas sobre 101 elementos en los nodos de la piña). puede 

verse que existe alta similitud entre las fuerzas que se aplican en los perfiles para este 

modelo y el del puente (tabla 5.6). Nlngun resultado representa un error relativo mayor al 

1 %. En el caso de los momentos flexionan tes también se puede afirmar que la similitud 

se conserva de manera Importante (errores relativos de précticamente 0%). 

De los resultados de elementos mecanicos en los perfiles de la piña (tabla 5.15) 

puede verse que los valores de carga axial y momento flexionante son comparativamen

te mayores a los que se presentan de fuerza cortante y momento de torsi6n (diferencia 

de hasta 100% entre las fuerzas y de casi 130% para los momentos). 

De esto se pueden desprender dos situaciones: 

1) se confirma que estos elementos trabajan de manera importante a flexotensi6n 

o flexocompresl6n. por lo que su modelado con elementos finitos que emplean una for

mulaci6n viga-columna (mediante la superposici6n de los efectos de elementos finitos 

VIGA y BARRA) es adecuada para representar su comportamiento; y 

2) el hecho de que para la piña seleccionada la fuerza cortante sea tan pequella. 

puede sugerir que para estos elementos estructurales es factible despreciar sus efectos; 

esto Implica, ademés de ahorrar trabajo numérico, realizar un análisis más exacto. ya 

que los efectos de cortante suelen restar precisi6n a los resultados obtenidos cuando se 

emplean elementos finitos VIGA o BARRA. en los cuales se desprecia este elumento 

mecanlco para realizar su formulacl6n. 
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Respecto a los desplazamientos en el nodo en que no se impusieron condiciones 

de frontera (nodo 5 a la mitad de la pilla), también puede verse cómo las traslaciones y 

giros son los mismos que se presentaron en él cuando formaba parte del puente (errores 

relativos de 0%). Esto permite confirmar la idea expuesta para los otros ejemplos de que 

los desplazamientos otorgan independencia a la subestructura para responder conforme 

a las características geométricas y mecánicas de sus elementos. La selección y aplica

ción adecuada de las condiciones de frontera colaboran entonces para lograr un modelo 

representativo y una subestructura útil para los propósitos que se persiguen. 

Aunque en cierta forma cumplieron con el objetivo para el que fueron creados 

(evaluar el comportamiento estructural del puente, ref. 16), los modelos de elementos 

finitos de las pi/las en el tramo lateral del puente no representan con toda fidelidad la 

forma que en la realidad tienen esas estructuras, ya que la ausencia de la placa central y 

su importancia en el funcionamiento de la estructura no pueden ser despreciados. Para 

estudiar el efecto de esta placa en el comportamiento de la pilla (y por lo tanto del 

puente) se propuso un segundo modelo en el que se incluye la placa de acero encarga

da de transmitir las cargas entre las zonas inferior y superior de la pilla. 

Modelo de pifia con placa. Tomando como base los resultados del análisis con el 

modelo anterior, a este también se le impusieron los desplazamientos obtenidos del es

tudio del puente (tabla 5.7). Los resultados en cuanto a elementos mecánicos obtenidos 

se presentan en la tabla 5.16. 

En lo que se refiere a los desplazamientos en el nodo número 5 del modelo de 

pilla con placa (en cuyo centro se ubica este nodo), las trasleciones resultan práctica

mente Idénticas a las que se presentan en el modelo sin placa (máximo error relativo de 

0.33%, tablas 5.7 y 5.17). No asl en el caso de los giros, en los cuales se presentan dife

rencias bastante notables (error relativo máximo de aproximadamente 800%, tablas 5.7 y 

5.17). Lo anterior puede atribuirse a la presencia de la placa y a que en ese nodo ya no 

se conectan lOS perfiles estructurales, por lo que tiene mayor libertad para girar sin las 

restricciones que le Imponian las diagonales. Para el caso de las traslaciones, las rigide

ces de los perfiles y la placa permiten que éstas sean similares para las dos situaciones, 

con la piña aislada y formando parte del puente. 

Esa rigidez de la placa es puesta en evidencia por los desplazamientos que se 

obtuvieron en los nodos que la limitan; algunos de esos desplazamientos (en el nodo 
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central y en los nodos de los bordes de la placa) se muestran en la tabla 5.17. Como 

puede verse en ella, los nodos se desplazan de manera similar al nodo central (nodo 5), 

y las diferencias pequen as entre cambios de posici6n de nodos adyacentes indican que 

las deformaciones en la placa son lo suficientemente pequellas para lograr que ésta se 

comporte como un cuerpo rlgldo. La suficiencia en rigidez de dicha placa seria motivo de 

otro tipo de estudios que escapan al alcance del presente, en los que se evalúe su ca

pacidad de acuerdo a su geometrla y la calidad de los materiales que la forman. 

Respecto a los elementos mecánicos en los perfiles de la pilla con placa (tabla 

5.16) puede notarse un cambio Imponente en cuanto a sus magnitudes y una variación 

diferente entre fuerzas y momentos como se verá a continuación. En cuanto a la carga 

axial, ésta disminuye desde 3 hasta casi 1 B veces respecto a los resultados del modelo 

anterior (tabla 5.15), lo cual puede deberse a que la placa toma cierta carga que antes 

recibía completamente cada perfil. Al estar conectados rigidamente placa y diagonales, 

estos transfieren parte de dicha carga, Los momantos fiexionantes aumentan todavia 

más (desde 2 hasta casi 70 veces) a consecuencia de la rigidez que la placa proporciona 

al funcionar como sistema de apoyo. 

A consecuencia de esas fuerzas que los perfiles transmitieron a la placa, ésta 

trabaja soportando esfuerzos cortantes principalmente, tanto en su plano como en su 

sección transversal. De hecho, esa es la función principal de la placa, por lo que debe 

ser disellada para resistir ese elemento mecánico de manera eficiente. 

El efecto de la rigidez de la placa se observa el diagrama de distribución de mo

mentos flexionantes que se muestra en la figura 5.11. En ella puede observarse que, 

como era de esperarse, la concentración de momentos máximos ocurre alrededor de las 

zonas donde se conecta la placa con los perfiles; la variaci6n súbita de estos momentos 

máximos en distancias relativamente pequellas, pone de manifiesto los altos valores de 

fuerza cortante en esas zonas. En la fig. 5.11 se muestra la variación de momentos fle

xionantes en la dirección X, que es en la que circula el tráfico vehicular y, por lo tanto, en 

la que se presume que se presentan las máximas fuerzas cortantes. También es eviden

te la simetria que existe en cuanto a las respuestas de la placa, ya que tomando como 

eje de simetria a cualquiera de los ejes principales perpendiculares al eje normal de la 

placa, puede encontrarse que las respuestas a ambos lados de ese eje son Similares. 
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5.3 Modelo de cimentación Jobre apoyoJ ./ó.r¡cOJ 

Ahora se presenta el uso que puede hacerse de las condiciones de frontera no 

homogéneas en el estudio de las cimentaciones. En esta parte se muestra el estudio de 

cimentaciones superficiales desde el punto de vista de vigas sobre apoyos elasticos. 

En ciertos aspectos del análisis sísmico de edificaciones no se suele considerar 

los afectos que la cimentaci6n Induce en su comportamiento; sin embargo, en ciertos 

casos en que el suelo se ve sensiblemente afectado por la presencia de la estructura es 

necesario tomar en cuenta la interacci6n entre ambos. (ref. 13). 

Dicha Interacci6n Involucra considerar la rigidez de un sistema suelo-estructura. 

En general. al considerar dicho sistema con una cimentaci6n rlgida se tienen seis grados 

de libertad asociados a esta última. En vista de ello se definen seis coeficientes de rigi

dez que representan la rastriccl6n que el suelo bajo una estructura opone a tales movi

mientos. Varios autores han propuesto coeficientes de rigidez que dependen de la forma 

de la cimentaci6n y del tipo de análisis que se realice. ya sea estático o dinámico. Los 

resu~ados han demostrado que los valores de las rigideces utilizadas para los casos de 

excitaci6n arm6nlca son muy similares a los empleados para análisis de tipo estático (ref. 

2). Sin embargo, para cualquiera de los dos casos las expresiones son complicadas y de 

uso restringido a casos particulares. 

El problema de considerar a la cimentaci6n como una viga rigida sobre apoyos 

elásticos ya había sido planteado desde hace tiempo. La soluci6n propuesta por Winkler 

en 1667. conocida como "cimentaci6n de Winkler" (ref. 12), consideraba a la cimentación 

como una cama o plancha de resortes. Bajo este enfoque. se busca que la presión no 

uniforme ejercida por el suelo sobre la cimentaci6n se logre mediante la asignación de 

cierta rigidez finita a los resortes donde ésta se apoya; dicha rigidez depende de las ca· 

racterísticas mecánicas propias del suelo. 

El planteamiento de la ecuación diferencial representativa del fen6meno puede 

hacerse utilizando una ecuaci6n propia de la mecánica estructural que involucra las de· 

formaciones registradas en la viga y la carga distribuida. Considerando el esquema de la 

figura 5.13: 



Cosos estudiados 

Figura 5.13 Cimentación rígida sobre apoyos elásticos 

se tiene la ecuación diferencial 

El ú'y k' . cix' = q = - ;y 

donde E es el módulo de elasticidad del material de la cimentación; 1 es el momento de 

inercia de la sección transversal de la cimentación; y es el desplazamiento vertical de la 

cimentación; x es la distancia a lo largo de la cimentación donde se calculan los despla

zamientos; q es la carga distribuida debida a la presión del suelo y k', = k.,B, donde k, 

es el módulo o coeficiente de reacción y B es el ancho de la cimentación. 

La solución de esta ecuación puede obtenerse de manera cerrada para casos 

particulares. aunque para ello se utilizan expresiones muy complejas. Sin embargo. a 

pesar de que se han generalizado las soluciones propuestas no se tiene una solución 

universal que permita dar respuesta a todos los casos que se presentan, (ref. 12). 

Los principales inconvenientes de la soluci6n de Winkler se refieren a la necesi

dad de usar ciertas simplificaciones para tomar en cuenta situaciones particulares, tales 

como restricciones de movimiento en algunos puntos, distintas condiciones de carga, 

cambios en las propiedades del suelo, etc. El uso del método del elemento finito para 

este mismo problema ha permitido plantea~o de manera más general y con la precisión 

deseada, pues elimina esos inconvenientes y permite Obtener respuestas con alto valor 

practico. Dada la importancia que conlleva resolver este tipo de problemas y la frecuen· 

cia con que ocurren, se han creado programas de cómputo diseñados especialmente 

para este tipo de propósitos. 

De manera similar a la formulación que se hace en la mecánica estructural, la 

solución con elementos finitos se reduce a resolver un sistema de ecuaciones que rele· 
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cionan fuerzas con desplazamientos en la estructura. A esta ecuación matricial puede 

llegarse de manera análoga a como se hizo anterionmente; en este caso sólo se presen

ta la fonma final de dicha ecuación. El proceso matemático para ello puede verse en la 

ref. 12. 

El sistema de ecuaciones que debe resolverse es el siguiente: 

donde X es el vector de desplazamientos nodales, P es el vector de fuerzas externas 

aplicadas en los nodos y el producto ASAT es la llamada matriz global, que contiene los 

coeficientes del sistema de ecuaciones. Para el producto matricial anterior, la matriz A 

relaciona las fuerzas externas en los nodos de la estructura con las fuerzas internas ge

neradas y sus coeficientes dependen únicamente de factores geométricos. La matriz S 

contiene los coeficientes que relacionan las fuerzas internas (en los miembros de la es

tructura) con las defonmaciones internas. Estos valores dependen de condiciones tanto 

geométricas como mecánicas y para el caso de los problemas de geotecnia se involu

cran también las caracterlsticas del suelo. 

Estas propiedades del suelo son las que interesan en mayor medida, especial

mente el módulo de reacción 1<:,.. Dicho módulo se define como la relación que existe 

entre la presión del suelo y el asentamiento correspondiente. Matemáticamente se ex

presa como: 

k =!1. , t. 

donde t. es el hundimiento promedio para un incremento de presión. 

El valor de 1<:,. se determina mediante pruebas de laboratorio, por lo que la magni

tud que se le asigne dependen! en gran medida de las condiciones en que se realicen 

éstas. Con estos elementos se puede abordar el ejemplo que se usará para verificar la 

aplicación de los resortes como condición de frontera no homogénea en el problema del 

análisis de una estructura sobre apoyos flexibles. Para ello se hará uso de un ejemplo 

incluido en la ref. 12. 
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5.3.1 Modelo de cimentación rígida sobre apoyo: elóstlcos 

El problema consiste en determinar las fuerzas y momentos que se generan en 

los nodos de la estructura asi como las traslaciones y rotaciones que se presentan. La 

estructura estudiada consiste en una cimentaci6n superficial que bien pOdria tratarse de 

una zapata aislada o corrida. o de una losa de cimentaci6n a la que descargan fuerzas y 

momentos flexionantes mediante un par de columnas. La geometria de la estructura. 

cargas y propiedades mecánicas de la cimentación y del suelo se muestran en la fig. 

5.12. 

La soluci6n que se obtiene en la ref. 12 se muestra en la tabla 5.1 B. El enfoque 

que aqui se le dara considera también la idea de la "cama de resortes" de Winkler. por lo 

que para los resortes que se colocan en cada nodo se calculan las rigideces asociadas. 

Para ello se requiere hacer ciertas consideraciones que se explican mas adelante. Para 

resolver el problema se usaran elementos finitos VIGA. por lo que s610 se considerarán 

los grados de libertad referentes a los desplazamientos verticales y los giros alrededor 

del eje normal al plano de la figura. 

Se utilizan 4 elementos de distinta longitud pero con las mismas secciones trans

versales y propiedades mecanicas. En cada nodo que une a elementos adyacentes se 

colocará un resorte como sistema de apoyo. El cálculo de sus rigideces se basa en el 

m6dulo de reacci6n. 

Para cada resorte se considera la participación de un tramo de suelo a cada lado 

del mismo. La longitud de dicho tramo es la mitad de la longitud de cada elemento finito. 

es decir. se toma en cuenta una cierta área tributaria que consiste en la mitad del area 

en planta comprendida entre dos secciones ubicadas donde se encuentran los nodos. La 

rigidez asociada a esa area tributaria se calcula como el producto de esa area por el 

coeficiente de reacción. Para los resortes interiores se superponen las rigideces calcula

das a ambos lados. 

En el caso de los resortes exteriores. no se considera solamente la rigidez de su 

area tributaria sino que se duplica su valor. Esto se hace para representar con mayor 

precisión el hecho de que las presiones en el borde son mayores. lo que lleva a pensar 

que las rigideces de los extremos son mas altas. La duplicación de los valores de rigidez 
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en los resortes extremos ha demostrado proporcionar mejores resultados (ref. 3). En la 

tabla 5.19 se muestra el cálculo de estas rigideces. 

5.3.2 Resultados del modelo de cimentación rígida sobr& apoyo. elásllco. 

Los resultados se muestran en la tabla 5.20. Como puede verse, éstos no difieren 

de manera importante a los obtenidos de la r&f. 12 (tabla 5.18); &1 h&chO de que el má

ximo error relativo sea menor al 8% permite afirmar que el procedimiento aqui empleado 

es satisfactorio para conocer las respuestas de sistemas sometidos a estas condiciones 

de apoyo y de cerga. 

Estos resultados permiten reforzar la Idea expresada anteriormente en el sentido 

de que los resortes usados como sistema de apoyo otorgan a la estructura (o subestruc

tura) que sustentan la independencia necesaria para que ésta reaccione según sus pro

pias condiciones geométricas. mecánicas y de carga. 
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6. Conclusiones y comenterlos fine les 

El objetivo principat de este trabajo fue realizar el análisis estructural de un siste· 

ma con base en subestructuras más simples. Dicho análisis debe permitir conocer el 

comportamiento tanto del subsistema como de la estructura de la que procede. Para co· 

rroborar esto se debe recurrir a la informaci6n proporcionada por los resultados obteni· 

dos en las pruebas de los distintos modelos. 

Estos resultados sugieren conclusiones como las siguientes: 

1) El análisis estructural de un sistema puede ser realizado tomando como base 

el comportamiento mostrado por las subestructuras que lo componen. Esta descomposi· 

ci6n permite identificar y considerar de manera más detallada las caracterlsticas fisicas 

de las subestructuras. de tal forma que se puede realizar un estudio más adecuado del 

comportamiento general del sistema. 

2) El uso de las condiciones de frontera como un medio para ligar a cada subsis· 

tema con su entorno es un aspecto fundamental en este análisis. Dado que las respues· 

tas que se presenten en cada subestructura están íntimamente ligadas con las condicio· 

nes de apoyo que se consideren. el uso apropiado de las condiciones de frontera permi

tirá dotar al subsistema de 108 elementos necesarios para reproducir su estado original, 

es decir, cuando formaba parte del sistema principal. Mediante dichas condiciones de 

frontera se "recuerda" a la subestructura las propiedades fisicas y mecánicas de los 

subsistemas restantes asi como las cargas que actúan sobre ellos. 

3) Al estar los puntos de frontera ubicados en las uniones entre distintas subes

tructuras, se convierten en transmisores de los efectos generados en cada subsistema 

hacia la estructura completa. El análisis realizado en cada subestructura permitirá enton

ces conocer el comportamiento general de la estructura de interes o viceversa. En los 

casos en que se puede generalizar el estudio de un solo subsistema (como es el caso de 

los puentes de tridilosa) la situaci6n puede facilitarse en la medida en que se tengan en 

cuenta las causas y consecuencias de dicha generalizaci6n. 
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S .. revisaron dos condiciones de apoyo: resortes con rigidez finita y desplaza

mientos impuestos. A partir de los resultados obtenidos se pueden hacer los siguientes 

comentarios acerca de su efectividad como condiciones de frontera: 

1) En general, la opción del modelado con resortes mostró ser poco representati

va de las condiciones de apoyo de las subestructuras analizadas. Dada la poca similitud 

registrada entre los modelos de subestructuras con resortes y los modelos de las subes

tructuras en su estado original, no puede aceptarse esta opción como válida completa

mente. Los resultados obtenidos al comparar las tablas de resultados en todos los casos 

(tablas 5.1 y 5.8, Y 5.3 Y 5.10 respectivamente) demuestran que los resortes no transmi

ten Integramente los efectos de los subsistemas en la vecindad de la subestructura en 

estudio. 

2) La deficiencia principal del modelado con resortes, es que ignora por completo 

las cargas que se encuentran aplicadas en los miembros de la estructura principal, pero 

fuera de la subestructura de interés. No importa que estas cargas y los elementos estruc

turales se encuentren en un mismo plano en la estructura original, al aislar el subsistema 

los resortes no le transmiten los efectos de las cargas ajenas a éste. Dicha situación se. 

manifiesta tanto en los desplazamientos como en los elementos mecánicos obtenidos. 

Esto es suficiente para considerar que el nuevo modelo no es representativo del proble

ma en estudio. Sin embargo, esta opción mostró ser util en el caso en que se estudia 

cimentaciones desde el punto de vista de vigas sobre apoyos elásticos: dado que la viga 

siempre es considerada como la estructura principal y como su unica subestructura, el 

sistema de cargas no se altera, por lo que la independencia relativa otorgada por la rigi

dez de los resortes es suficiente para estudiar de manera eficaz este tipo de casos. 

3) De los modelos de subestructuras para el marco tridimensional (tablas 5.10 Y 

5.11), puede extraerse que la bondad del modelado con resortes se va perdiendo con

forme se aisla más a la subestructura de su estructura principal. El nivel de este aisla

miento progresivo (es decir, de la estructura completa hacia sus formas más sencillas) 

depende del grado de complejidad que tenga el sistema principal. Esto Impide establecer 

parámetros fijos con los cuales se pueda evaluar si el modelo ha perdido representativl

dad, y obliga a que cada caso sea considerado de manera individual, recurriendo a la 
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experiencia de quien elabora los distintos modelos y a diferentes pruebas con ellos antes 

de aceptar completamente la validez de alguno. 

4) Para el caso de los desplazamientos impuestos se obtuvo una buena similitud 

entre los resultados de los modelos de las subestructuras aisladas y los de las estructu

ras originales (tablas 5.1 y 5.9, Y 5.3 Y 5.12 respectivamente). Para todos los elementos 

estructurales, los elementos mecánicos son prácticamente idénticos. lo cual permite 

aceptar que el estado de esfuerzos a que se ve sometida la subestructura es el mismo 

en las dos condiciones: al estar aislada y al formar parte de la estructura principal. Esto 

puede atribuirse a que los desplazamientos son el resultado de la combinación directa 

entre el sistema de cargas y la rigidez de los miembros estructurales, por lo que al trasla

danos hacia el nuevo modelo del subsistema aislado tienen un efecto mucho más repre

sentativo del entomo de la subestructura. 

5) La aplicación del método del elemento finito para llevar a cabo este tipo de 

estudios es de suma importancia dada la gran cantidad de variables que deben contro

larse para representar adecuadamente el problema físico. Su uso como herramienta de 

análisis permite considerar tanto las caracteristicas geométricas y mecanicas de los ele

mentos estructurales como las condiciones de sustentación que, en cierto modo. gobier

nan la naturaleza de este estudio. Su disponibilidad a través de distintos programas de 

cómputo es una ventaja relevante que apoya su utilización. independientemente de la ya 

demostrada efectividad en cuanto a resultados obtenidos. Su versatilidad puede explo

tarse mejor si se conocen adecuadamente las diferentes opciones de elementos finitos 

que se encuentren disponibles en los distintos programas creados para ello. 

Finalmente, para lograr resultados más satisfactorios. la aplicación del método 

debe ir acompañada del criterio ingenieril que permita juzgar desde la bondad y fidelidad 

del modelo empleado, hasta la correcta interpretación de los resultados. de tal forma que 

toda la carga numérica pueda llevarse a una realidad concreta. De no ser asl, se corre el 

riesgo de ejecutar soluciones inadecuadas a causa de la elaboración incorrecta de un 

modelo que represente el problema flsico. o bien. de la interpretación equivocada de los 

resultados generados por la computadora. y con ello, transformar al método del elemento 

finito en una panacea y a quien lo aplica en ~na herramienta. 
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APÉNDICE 1 

Solución de un problema de flujo con potencial mediante el método del elemento finito 

El problema de un flujo con potencial puede ser resuelto de diferentes maneras, 

ya sea con métodos analíticos, numéricos, gráficos o con pruebas de laboratorio. El mé

todo del elemento finito se encuentra entre los diversos métodos numéricos que pueden 

usarse para resolver este problema. El análisis de un flujo, ya sea bidimensional o tridi

mensional, basado en la existencia de una cierta función de potencial proporciona una 

aproximación más real que los otros tipos de soluciones en la mayor parte de los casos. 

Mediante este análisis es posible conocer de manera más precisa la distribución de ve

locidades y presiones a través de un conducto. 

Este tipo de análisis está basado en la existencia de un modelo matemático lla

mado flujo con potencial; esto es, existe una función escalar ;(x,y,z) tal que la velocidad 

en cada punto es v = grad ;, o sea: 

" = iJ<P. • tx' 

Al calcular las componentes del campo vectorial rotacional (que evalúa la rotación 

o vorticidad de una particula dentro del flujo) con las expresiones anteriores, se llega a 

que rot V = rot grad; = O, lo cual significa que la existencia de un potencial de velo

cidades está limitada a los casos de flujo irrotacional. En general, el movimiento de un 

fluido ideal se puede considerar irrotacional si se exceptúa la presencia de singularida

des vorticosas debidas principalmente a los efectos de la viscosidad del fluido, lo cual se 

logra mediante la propia hipótesis acerca del fluido ideal o perfecto (definido como aquel 

que se comporta como incompresible y no viscoso). Sin embargo, el flujo irrotacional por 

si mismo ocurre con bastante frecuencia en los problemas de la práctica. 

La existencia del potencial ¡; en un flujO incompresible donde di v v = O (hipótesis 

de flujO uniforme), implica que div grad ¡;= O, es decir. la función !/J. es una solución de 

la ecuación de Laplace, esto es, se cumple: 



Para un flujo bidimensional la ecuación de Laplace se reduce a: 

al", al", 
--+ --= o axl ¿yl 

La integración de la ecuación de Laplace en un flujo para obtener la función que 

la resuelve en cada punto dentro del campo, debe satisfacer un conjunto de condiciones 

de frontera. 

Mediante el cálculo vanacional, se sabe que la solución a la ecuación de Laplace 

puede ser obtenida mediante la minimización del funcional: 

Con base en la técnica de elementos finitos, tenemos que los grados de libertad 

pueden Interpretarse como los potenciales de velocidad en cada nodo del elemento finito 

que sa usa para aproximar la solución. Para este caso, dicha aproximación se hará con 

alementos finitos de fonna triangular como se muestra en la figura A.1: 

Figura A. 1 Malla de elementos finitos triangulares en un conducto 

Con la malla antenor, pued,;¡ lograrse que todo el espacio donde interesa evaluar 

el potenciel de velocidades sea cubierto por 108 elementos finitos t,;angulares, lo que 

pennlte, por un lado, tener mayor precisión en los cálculos, y por otro, conocer la dist,;

bución del potencial de velocidades en mas puntos del espacio. 

De acuerdo con el sistema de coordenadas indicado, se propone como función 

de aproximación según la técnica de Rayleigh-Ritz a: 



,p = a, + a,x+a,y 

que con base en la figura anterior se llega al sistema de ecuaciones: 

,p, = a, + a,x, + a,y, 

;J = a. + 0ZXl + ".,)'2 

,p, = a, + a,x, + a,y, 

el cual se resuelve para a" a2 Y a, en términos de ,p" ;, y ;, (valores nodales), con lo que 

la función de aproximación queda en función de estos valores nodales, lo que se expre

sa como; = f(,p" ;" ;'). Además, se tiene que: 

y 

por lo que el funcional D(;) queda expresado en términos de ,p" ;" y ;" procediendo a 

la minimización del funcional. Se tiene que a2 = f(,p" ;" ;,) y a, = g(,p" ;" ;,), entonces, 

si en el funcional se sustituye con a, ya,: 

D(,p",p,.;,) = fHa; + a;fLrJy = (a; + anA 
A 

y para tener el potencial mlnimo, se debe cumplir que 01) = O. por lo que al derivar par-
c.p, 

cialmente la expresi6n integrada con respecto a los valores nodales del potencial resulta: 

iJD (iJa iJa ) (iJa (Jo ) -- = 2a --' + 2a --' A = 2 A a --' + a --' - O '.o '.o 1 ,--iJ,p, v;, ,,;, o;, o;, 

que dara lugar al sistema de ecuaciones que nos permita conocer los valores de ,p" ;, y 

;, que dan solución al problema de minimizaci6n del funcional y que por lo tanto. son 

soluciones numéricas de la ecuacl6n de Laplace. Con estos potenciales se puede cono

cer los valores de los coeficientes de la aproximaci6n a" '" y a, que nos permitan otorgar 

a la función de aproximación empleada su forma derinitiva que conduzca a la inlerpola

ci6n de otros valores del potencial de interés, (ref. 9). 

Para el ejemplo anterior s610 restaria considerar todos los demás elementos rini. 

lOS triangulares que integran la malla en el fluido y proceder como se ha hecho para co· 

nocer el pOlencial del flujO en todo el conducto. 
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a) 

b) 

e) 

ElEMENTOS MECANICOS· 
Distancia* fueua Fuerza cott.ante MIo. flexionante 

desde el nodo 2 axial Plano 1-2 Plano 1-2 
O 3.67 184.16 

100 0.67 450.89 
133.4 -2.97 0.00 462.02 
400 -lI.33 -248.93 
500 -8.33 -982.19 

DESPlAZAMIENTOS NODAlES· 
Nodo- U(x) U(y) R(z) 

2 0.308 -0.007 -0.0007 
3 0.302 -0.015 -0.0003 

REACCIONES Y FUERZAS EN LOS NOOOS· 
Nodo F(x) F(y) M(z) 

1 -4.03 3.67 626.11 
2 4.00 0.00 0.00 
3 0.00 0.00 -500.00 
4 -2.97 8.33 557.54 

• Distanr::ds y desplazamtentos en ano giros en roo. fuerzas en t y momentos en '-cm 
~. L ";,3 nodos 1 y 4 estan empotrados. por lo que no presentan desplazamtentos 
Esta tabla se compaementa con el esquema de la figura 5.2 

Tabla 5 1 Resultados del análisis para el modelo de viga original; a)e/ementos mecánicos; b)desplazamientos nodales; 
c)reacciones y fuerzas en /os nodos 



Nodo Rigtdez· Fuerza O Momento- Oesplazarntento· k, • 

Axial 2.97 0.308 9.65 
2 Cortante 3.67 ..().OO7 543.22 

Flexión 184.16 ..().OOO7 274865.67 
Axial 2.97 0.302 9.82 

3 Cortan'e 8.33 ..().015 542.67 
Flexión 982.19 ..().0003 3597765.57 

.. Desplazamientos en an, giros en rad, fuerzas en t. momemos en 1-cm 
y rigideces en Uan ó ,-<:mIrad 

Esta tabla se complementa con el esquema de la figura 5.2 y la tabla 5.1 

Tabla 5.2 CAlculo de rigideces de resanes para el modelo de viga aislada 



al 

DI 

C) 

ElEMENTOS MECÁNtCOS' ,-, """"",. uo<za ,...,. ""'""'" .... . ...,.- "'0. tIe:IcionarIe ..... AIno '-2 PtIro 1·2 Plano 1-3 """"'-3 

,:'., -3553 ~: -~~ 
-,9< Ero'" 

1 -,9< -1373.4' 

,:'., :: -=; ~:~ 
11681 

t--' -2686 -4.45 

~ ~4: -,':::~ ~:~ 
-1730 
-121.04 

3 ",-:3 .,;,.; 000 217604 017 -100.02 
lID -10.36 1011.20 0.17 -5175 

1000 -1936 -344675 017 0.22 

~ 
. 750 ...,,"" uw 000' 

4 000 000 000 000 000 

~ ~:: -'37787 -, ... 17475 
""'56 031 -33236 

5 6197 -7.11 000 5110,15 031 -23026 
!ID ·'0.1' 4)74"17 231 ·146.55 
1200 -1911 -3:11.31 2.31 54634 

-- , , -Ulil , (, , 
3 ~:: ~~ ~:;¿ ~= ~= ~::,:: 4 
5 3C152 3171 0233 00010 o,cm .. O.a118 
7 .(J01" 0.1X8 -9527 .QfXl62 003«> D.CU57 

Nodo'" • , (, , ,1 " -,9< ~: ;¿¡;: ,~';;':. ~:: ' 74 , .Q 17 .Q22 
3 "00 400 000 000 000 000 
6 .Q73 -344 2023 6H>n -576 12004 
6 764 1.13 2966 556 .9:J553O 151112 

.. Distancias desde el nodo ; de cada elemento. en cm; traslaciones en cm. giros en rad. fuerzas en I y momentos en t-cm 
- los nodos 1, 2. 6 Y 8 están empotrados. por lo que no presentan desplazamientos 
••• En los nodos 4, 5 Y 7 no se aplican cargas ni son nodos de apoyo. por lo que no se generan reacciones en ellos 
Esta lab'a se complementa con el esquema de la figura 5.9 

......... 
"""""'"" 

-'74 

022 

4.45 

000 

,[JI 

Tabla 5 3 Resultados del análisis para el modelo de marco llidimensional original; a)elementos mecánicos; b)desplazamientos nodales; 
c)reacciones y fuerzas en los nodos 



NODO 7 

RI9lde.z~ Fuerza 6 Momento- DeopIazamiento" k¡-

AxoaJ 7.11 "0.0141 503.47 
Cortante 1-2 1911 ·9_5271 2_01 
Cortante 1-3 2_31 0_0078 297_83 
Flexión 1-2 546_34 0_0057 95048_71 
Flexión 1-3 308_31 0_0340 9068_47 

Torsión 1_09 -0_0262 41_53 

• Desplazamientos en cm, giros en rad, fuerzas en t. momentos en 1-an 
y rigideces en Ucm ó t-cmlrad 

Las rlgMjeces se asocian a los resor1es ubicados en el extremo j del 
elemento 5 (nodo 7) 
Esta tabla se complementa con el esquema de la f.gura 5.4 y la labia 5.3 

Tabla 5.4 Cálculo de ngideces para los resortes del modelo de la subestructura 1 



NOOO3 

RigIdez- Fuef2a 6 Momento- Desplazamiento" k,· 

A>rial 1.69 3.2011 0.53 
Cortanle '-2 20.89 -0.1120 186.<16 
Cortante 1-3 7.11 -0.0526 135.26 
Flexión 1-2 1377.87 -0.014-4 95951.95 
Flexión 1-3 1.09 -O.Q108 100.63 

Torsión 174.75 -0.0452 3864.4-4 

• Desplazamientos en ano giros en rad. fuerzas en t. momentos en toan 
y rigideces en Vcm ó t-anlrad 

Las rigideces se asocian 8 los resortes ubicados en la unión de 
los elemenlos 1 y 3 (nodo 3) 
Esta tabla se complementa con el esquema de la ftgura 5.6 y la tabla 5.3 

Tabla 5.5 Calculo de tigideces para los resortes del modelo de la subestructura 2 



~) 

b) DESPlAZAMIENTOS NODAlES' 
Nodo- U¡x) U(y) U(z) R(x) FlM 
2791 0.0302 -0.0185 -0.0918 -0.0047 -0.0065 
2792 0.0306 -0.0176 -0.0960 -0.0043 -0.0069 
2811 0.0136 -0.0019 -0.0919 -0.0043 -0.0067 
2812 0.0137 -0.0019 -0.0961 -0.0041 -0.0070 
2831 0.0220 -0.0094 -0.0902 -0.0040 -0.0036 
2850 0.0306 -0.0170 -0.0850 -0.0043 -0.0069 
2851 0.0310 -0.0162 -0.0889 -0.0039 -0.0073 
2870 0.0130 -0.0018 -0.0852 -0.0040 -0.0069 
2871 0.0131 -0.0018 -0.0890 -0.0038 -0.0072 

• Desplazamientos en m, giros en rad. fuerzas en t y momentos en t-m 
- La numeración de nodos y eJemenlos fini10s corresponde a la asignada en el modelo 

dellramo lateral del puente Palo Blanco (ret. 16) 
Esta tabla se complementa con el esquema de la f~u(a 5.9 

R(z) 
0.0011 
0.0011 
-0.0001 
-0.0001 
0.0003 
0.0013 
0.0012 
-0.0001 
-0.0001 

Tabla 5 6 Resultados del análisis en la piña del modelo del tramo lateral del puente 'Palo Blanco': a}fuerzas sobre los elementos en los 
nodos: b}desplazamientos nadales 



DESPlAZAMIENTOS NODAlES" 
NOOo- U(x) U(y) U(z) R(x) R(y) 

1 0.0302 '{).0185 '{).0918 '{).0047 '{).0065 
2 0.0306 .{).0176 '{).0960 '{).0043 '{).0069 
3 0.0136 .{).0019 '{).0919 '{).0043 '{).0067 
4 0.0137 .{).0019 '{).0981 '{).0041 .{).0070 
5 0.0220 .{).0094 '{).0902 '{).0040 .{).0036 
6 0.0306 .{).0170 '{).0650 '{).0043 '{).0069 
7 0.0310 -0.0162 '{).0689 .{).0039 .{).0073 
8 0.0130 -0.0018 '{).0852 '{).0040 '{).0069 
9 0.0131 .{).0018 '{).0890 .{).0036 .{).0072 

• Desplazamientos en m, giros en rad 
- La numeración de nodos corresponde a la asignada en el modelo de la piila aislada 
Esta tabla se comptementa con el esquema de la figura 5.10 

R(z) 
0.0011 
0.0011 
.{).0001 
.{).0001 
0.0003 
0.0013 
0.0012 
.{).0001 
.{).OOOI 

Tabla 5.7 Desplazarroenros a imponer en los nodos del modelo de piña aislada 



a) ELEMENTOS MECANICOS· 

Distancia Fuerza Fuerza cortante Mto.nexionante El. (%)- El, (%)- e, (%)-

desde el nodo 2 axial Plano 1·2 Plano 1-2 Axial COrtante Flexión 
O 4.98 -123.15 36 167 

100 1.98 275.14 196 39 
1334 -2 1.31 307.97 33 - 33 
400 -5.02 -30.01 21 88 
500 -7.02 -631.n 16 36 

b) ,v~_ :; "'j;'; "'j~; 
e,por 

N_ lJ{x) U(y) R(zL R(z) 
2 0.207 -0.009 -O. ()()().4 33 29 43 
3 0.204 -0.0;3 0.00004 32 13 113 

e) REACCIONES Y FUERZAS EN LOS NODOS· 
~ F(x) F(y) M(z) -

2 2.00 4.98 123.15 - 1 - I -
3 -2.00 7.02 -631.n - - -

• Distancias y desplazamientos en cm, giros en rad. fuerzas en t y momentos en t-cm 
- Se calculan como ~ x 100. donde: V,.: vatoresdel análisis en el modelo original (tabla 5.1) 

VrN V: valores del análisis en el modelo de viga aislada (tabla 5.8) 

- No se presentan errores relativos dado que estos resuttados corresponden al sistema de cargas 
del nuevo modelo aislado. exduyendo las aplicadas fuera de la subeSlrudura en el modelo original 
Esta tabla se complementa con el esquema de la ftgura 5.2 y ~ tabla 5.1 

Tabla 5.8 Resultados del análisis para el modelo con resortes de viga aislada; a)elementos mecánicos; b)desplazamientos noda/es; 
c)reacciones y fuerzas en tos nodos 



a) ELEMENTOS MECANICOS· 

Distancia Fueaa Fuerza cortante M1o. flexioname El, (%)- El, (%)- e, (%)-

desde el nodo 2 axial Plano 1·2 Plano 1-2 Axial Cortante Flexión 
O 3.67 183.88 0.00 0.15 

100 0.67 450.73 0.00 0.04 
133.4 -2.97 0.00 461.90 0.00 - 0.03 
400 -6.33 -248.73 0.00 0.08 
500 -8.33 -981.88 0.00 0.03 

b) REACCIONES Y FUERZAS EN LOS NODOS· 
Nodo F(x) fu) Mez) -

2 2.97 3.67 -183.88 - I . I -
3 -2.97 8.33 -981.88 - - -

• Distancias '1 desplazamientos en cm. giros en rad. fuerzas en t y momentos en 1-cm 
- Se calculan como ~ JI: 100. donde: Vreal: valores del análisis en el modelo original (tabla 5.1) 

V. V: valores del análisis en el modelo de viga aislada (tabla 5.9) 
- No se presentbn enores relativos dado Que estos resuttados corresponden al sistema de cargas 
del nuevo modelo aislado. exduyendo las aplicadas fuera de la subeslrudura en el modelo original 
E~a 1abla se complementa con el esquema de la figura 5.2 y la tabla 5.1 

Tabla 5.9 Resultados del análisis para el modelo con desplazamientos impuestos de la viga aislada; a)elementos mecánicos: 
b}reacciones y fuerzas en los nodos 



a) 

'1 

CI 

ELEMENTOS UECÁNK:QS" 
E ........ .......... F ...... 

F ...... _ Mto. __ 
F..,._ 1.10. lIe:JIicNrQ - Plano '·2 PIIno 1-2 Plano 1-3 Plano 1-3 

o .096 .... '565 ·294 663.67 , 71J) -:.;'" .096 -'CI!7.26 ·294 -'373.41 
O .'" ·21<\597 -0.11 11681 , 71J) ·,.00 . '" 29:8 .. .{l.17 -445 
O 1464 ·1(117.54 0.17 -173.01 

DJ 364 1!l>182 017 -111.04 , .", .. es 000 1175n 0.17 .1(1102 
71J) -10.36 1011.24 0.,11 -SUS 

1000 -19.36 -3446.36 017 0.22 
O 75:> ...,75:> 000 000 

• "" 000 000 000 000 0.00 
O "'80 -13n.85 -US 174 i'5 

DJ .80 3539S7 031 -332.36 
5 6297 .7" 000 5110.16 0.3' -23J26 

900 -10." CJ74.26 231 -'4655 
12!D -19.11 -30032 231 546,. 

DESPlAZAMiENTOS NOOAlES· 
Nodo·· U(.) U{y) U(z) R(><) R(y) R(Z) , .oC53 3.2!D ~1112 .00100 .0.0452 .00144 

• '''''' 3.'70 .ooes 00026 00074 00018 
5 3052 3170 0.233 00010 00014 OXD18 
7 .001' 0000 .QS26 .oOOEi8 OOJAD Oro;7 

REACCIONES Y FUERZAS EN LOS NODOS' 
Nodo'" F(.) F(y) F(Z) M(.) M(y) M(z) , ·2'" 096 36'" 4151:5 

_ .. 
1.74 , .017 ... es ,.86 11E97 -116.8' .0.22 , .. 00 400 000 000 000 000 

7 '" -231 19.11 028 -30032 -5A6,. 

• Drstancias deSde el nOdo; de cada elemento. en cm; traslaciones en cm, giros en rad, fuerzas en I y momentos en !-cm 
- los nodos 1 y 2 eS2an empotrados, ~r lo Que no presentan despfazamientos 
.- En los nodos" y 5 no se aplican cargas ni son nodos de apoyo. por lo que no se generan reacciones en ellos 
Esta labia se complementa con el esquema de la figura 5.5 

-..-
-1.74 

0.22 

445 

000 

.0.28 

Tabla 5 10 Resultados del análisis para el modelo con resortes de la subestructura 1 aislada: a)elementos mecánicos: 
b)desplazamientos: c)reacciones y fuerzas en los nodos 



al ELEYENTes IroECAHlCOS--
Elemento """""". e, (%) e, (%) e, (%) e,(%) e, (%) e, (%) -- ~1-2 flelD6n 1-2 ea-1-3 Aexi6n 1-3 T..-

o 0.00 0.00 oro 000 
1 l!D 000 000 o ... 000 000 000 

o 000 om 0.00 000 
2 l!D 000 000 001 000 oro 000 

o 000 om oro 000 
:ro 000 om oro 000 

3 C/13 000 001 0.00 oro 0.00 
l!D 000 000 000 oro 
1000 000 001 oro 000 
o 0.00 . . 

• 25) . . . 
o 000 000 0.00 oro 

:ro 000 0.00 000 000 
5 ""'.7 000 000 000 oro 125'" 

!ID 000 oro 0.00 oro 
l¡a¡ 000 000 oro oro 

bl DESPl..AZANtEJr.OS NOOAlES·-

Nodo- e,('lI» e, ('lb) e,(%) e,(%) e,(%) e,(%) 
U('I U!Y1 "1'1 R('¡ RM RlzI 

3 001 om 000 00< 000 000 
4 000 om 000 000 000 000 
5 000 om 001 0.10 000 000 
7 003 001 0.01 74.00 000 oro 

el (fUERZAS EN LOS 

Nodo' 
e,F::) e,F~~) e,F::) e~~) e;,!;') e~~) 

1 000 000 000 0.00 000 0.00 
2 000 000 000 om 000 000 
3 000 000 

• Distancias desde el nodo i de cada elemento. en ano 
- Los nodos 1 y 2 están empotrados. por lo que no presentan desplazamientos. En los nodos 4 Y 5 no se aplican cargas 
III son de apoyo, por lo que no se generan reacciones en ellos. Los errores relativos en el nodo 7 no tienen sentido. 
ya que antes era un nodo en equilibrio y ahora es de apoyo . 
....... Se calculan como ~ x 100. donde: Vr": valores del analisis en el modelo original (tabla 5.3) 

Vrea! V: valores del análisis en el modelo de subestrudura 1 aislada (tabla 5.10) 
ES2a tabla se complementa con el esquema de la flQura 5.5 y la tabla 5.3 

Tabla 5.10 (Continuación) Errotes telativos para los tesultados del análisis en la subestructura 1; a)elementos mecánicos: 
b)desplazamientos ncJdales: c)teacciones y fuerzas en los nodos 



a) 

2 

3 

4 

b) 
Nodo--

3 

• 
5 

e) 
,«:Jdo0" , 

2 
3 

:ro ..,,, 
1\ll 

Utll) 
.(lQ30 

.(lOO' 

0001 

f(l) 

000 
000 
000 

U", ",,, 
11m 
1111' 

f(y) 
2.31 
-53) 

2.'" 

4" 
077 

... '" 
18XU2 
';re' 62 
116464 

DESPLAZAMIENTOS NOOALES· 
U(z) RI' 

.(lOO' .(lQll6 

.(lC112 oam 
0.$2 000Zl 

REACCIONES Y FUERZAS EN lOS NODOS" 
F(z) 10(.) 

g,71 .1<116.92 

,.'" '585:11 
5.71 0.96 

aro 
0.00 
000 

R(Y) 
.(lCXlO1 

.(l!XXXX2 

.(l!XXXX2 

M(y) 
U;B 

0.22 
022 

022 
0.'8 
Ca> 

R(Z) 

CCXXD 
O.CXXD 
OCXXD 

MIz' 
000 
000 
03' 

.. DiSlantias desde el nodo i de cada elemento. en cm: tra5taciones en ano giros en rad. fuerzas en t y momentos en t-cm 
•• Los nodos 1 y 2 estan empotrados. por lo que no presentan desplazamientos 
.... En 50s nodos" y 5 no se aplican cargas ni son nodos de apoyo. por lo Que no se generan reacciones en eHos 
Esta tabla se complementa con el esquema de la rlgura 5.6 

000 

Tabla 5 11 Resultados del análisis para el modelo con res.ortes de la subestructura 2 aislada; a)elementos mecánicos; b)desplazamientos 
nodaJes; c)reacciones y fuerzas en los nodos 



a) 

3 

• 
b) 

Nodo-

3 
4 

5 

e) 
Nodo-

1 
2 

:ro 
4>13 

JOO 

e,(%) 
U(.) 

43n 
10020 
,.,96 

e,(%) 
F¡.) 

'00.00 
10017 

21.15 
2l"D 

7.43 

793 
4.96 
15.19 

DESPI..AZAMIENTOS HOOALES·-

e,(%) e, (%) e, (%) 
U{y) U{z) RI<) 

"'98 n'" 1183 
4),16 2.7 4:1.41 
ell. 137.13 125.94 

REACCIONES Y FUERZAS EN lOS NODOS··· 

e, (%) e, (%) e,(%) 
FIY) FeZ) M(.) 

lelB6 n ... 135.36 
2032 2117 261' 

• DiS23ntias desde el nodo ; de cada elemento. en ano 

10000 
100 ID 
lID ID 

e, (%) 
RI') 

mea 
lID 20 
lID 20 

e. (%) 
MI,) 

10016 
10019 

100.18 
tOO,1a 
100.17 

e, (%) 
R(Z) 

!lO!lB 
101.75 
101.75 

e, (%) 
MIZ) 

!lO'" 
100.n 

IlDm 

- Los nodos 1 Y 2 están empotrados. por lo que no presentan desplazamientos. En los nodos 4 y 5 no se aplican cargas 
ni son de apoyo. por lo que no se generan reacciones en ellos. Los errores relativos en el nodo 3 no tienen sentK1o. 
ya que antes era un nOOo en equilibrio y ahora es de apoyo. 
u"o se calculan como ~ x 100. donde: V,_: valores del análisis en el modelo original (tabla 5.3) 

Vreal V: valores del analisis en el modelo de subestructura 2 aislada (tabla 5.11) 
Esta labia se complementa con el esquema de la figura 5.6 y la labta 5.3 

Tabla 5.11 (Cont¡f'IUación) Errores relativos para los resullados del análisis en la subestructura 2; aJelementos mecánicos; 
b)desplazamientos nodales: c)reacciones y fuerzas en los nodos 



8) ElEMENTOS MEcAHJCOS· 
E_ 1Jootancio· '''''''' f ""'" """"" -- f ..... _ .... --- Plano 1-2 PtIno '-2 ",""",-3 

O .o". ~1S.54 ·2.94 , 7!D .;]553 .o 06 -,CS700 -2.94 
O 6.116 ·2146.34 .o 11 

2 7!D ·2686 6.15 "8»25 .oH 
O , ... -11:aun 0.17 

3D 364 '115522 0.17 

J 4213 ".15 000 217604 0.17 

7!D -'0.36 1011.20 0.17 

'CXXl -'9-36 -344615 017 
O 7!'IJ .gJ7!'IJ 000 

• "'" 000 000 000 000 
O 20"" .lmB7 ., '" 

3D ... 35l9.56 0.3' 
5 fJ'29 7 -71' 000 517015 031 

!lIl -10.11 0427 2.31 
'200 -19.11 ""'31 2.31 

b) REACCIONES Y FUERZAS EN lOS NOOOS· 

""""- F(x) f()') f«) U(x) "1,) , ·294 006 3553 "'554 "".68 
2 .o 17 .. 15 26B6 2146301 -1t6Bl 
J -400 400 000 000 000 
7 711 ·2.31 1911 ., (Jj =.31 

• Distancias desde el nodo; de cada elemento, en cm; fuerzas en t y momentos en t-cm 
.. En los nodos 4 Y 5 no se aplican cargas ni son nodos de apoyo. por lo que no se generan reacciones en ellos 
No se induyen resultados de desplazamientos ya que éstos fueron impuestos 
ESla tabla se compfementa con el esquema de la ftgura 5.5 

",""",-3 

tB3 .... 
-1373.41 

116.81 

-4.45 
-'7301 
-'21_04 
-1(DD2 

-51.75 
022 
000 
000 

174.74 

-332.35 
.23).25 

-1«i54 
545.35 

"1') 
1.74 
.o.22 
000 

-54635 

---
_1.74 

022 

445 

000 

,m 

Tabla 5 12 Resuffados del análisis para el modelo con desplazamienlos impuestos de la suoostructUta 1 aislada: ajelementos mecánicos: 
b)reacdones y fuerzas en los nodos 



a, 

, 
:ro 

3 421' 
JW 

4 

:ro 
5 6"" 

!ID 

b) 

oro 

0.00 

oro 

oro 
oro 

000 

000 
000 

000 

000 

000 

• Distancias desde el nodo i de cada elemento, en cm. 

000 0.00 0.00 
000 0.00 0.00 0.00 
!lOO 0.00 000 

000 000 000 
000 0.00 000 000 
0.00 0.00 0.01 

000 0.00 000 

e. En los nodos 4 y 5 no se aplican cargas ni son nodos de apoyo, por lo Que no se generan reacciones en ellos 
- se calculan como ~ x 100. donde: V,.: valores del análisis en el rnodeto original (tabla 5.3) 

Vreal V: valores del análisis en el modelo de subeStructura 1 aislada (tat.¡¡a 5.12) 
No se induyen resultados de desplazamientos ya que éstos fueron impuestos 
Esta labia se complementa con el esquema de la f.gura 5.5 y La tabla 5.3 

Tabla 5 12 (Continuación) Errores relativos para los resuffados del análisis de la subestructura 1 con desplazamientos impuestos: 
a¡elementos mecánicos; b)reacciones y fuerzas en los nodos 



a) ElElENTOS MECÁNICOS· - ~- F....,. F...,._ 
_ ......... F ..... _ 

Mo.~ - PWIOl-2 Ptnt1·2 PIono'';> 
o .()!l6 .... '5.54 -2.94 , l!Il .3553 .()!l6 "007.9.) -2.94 

o 6as -214634 .Q.17 
2 l!Il -2686 6as ".,,21 .Q.17 

o "54 -1006Bl Ot7 
:Jl) 364 19$.22 0_17 

3 <1213 .. as OID "7004 0.17 

l!Il .10.36 1011.20 Ot7 
tlXX> -19.36 .3446.75 017 
o 7.'" .Q37Sl 0.00 

• "" oro OID oro 0.00 

b) REACCIONES Y FUERZAS EN lOS NODOS" 

"""'- FM F(y) f(Z) "1><1 MM 

1 -294 096 3553 415.54 <mili 
2 .017 ... as 2686 2'40.34 ·116.81 

3 311 59> -"' .. -1.00 -1377.85 

• Distancias desde et nodo; de cada elemento. en cm; fuerzas en t y momentos en toan 
- En &os nodos 4 y 500 se apfican cargas ni son nodos de apoyo. p:>r lo Que no se generan reacciones en ellos 
Esta tabla se complementa con el esquema de la fllCJura 5.6 

PIono'';> _111 
-137341 

116.81 .. ,.; 
-'73.01 
-1211M 
-100_02 
-51.75 

022 
oro 
oro 

M(Z\ 

1.74 
.Q.22 

-174_75 

......." _ . 
., 74 

0.22 

4"; 

OID 

Tabla 513 Resultaoos del análisis para el modelo con desplazamientos impuestos de la subestructura 2 aistada; a)e/ementos mecánicos; 
b)reacciones y fuerzas en los nodos 



a) ELEMENTOS MECÁNiCOS· ... 

EIomeoIo o..unc." e. (%) e, (%) e. (%) e. (%) e. (%) e, (%) 

""" CortwU 1-2 FIb:i6n '·2 ec.-.-3 F-.x.n 1..3 T"""," 

o 000 000 000 000 
1 lOO 000 000 OID 000 000 000 

o 000 O.ID 000 000 
2 lOO 000 000 OID 000 000 000 

o 000 OID 000 000 
:m 000 000 000 000 

3 4213 000 000 OID 000 0.00 
lOO 000 000 OID 000 

.000 0.00 000 0.00 000 
o 000 

4 25) " 

b) REACCIONES Y FUERZAS EN lOS NODOS'-

Nado- e. (%) e, (%) e,(%) e, (%) e. (%) e,(%) 
F(» Ft,) Flz) MI') MI" U(z) 

1 000 000 000 000 000 000 
2 000 000 000 0.00 000 000 

• OtSlantias desde el nodo; de cada elemento, en cm . 
•• En los nodos 4 Y 5 no se aptican cargas ni son nodos de apoyo. IXJr lo que no se generan reacciones en ellos 
.... se calculan como I~_'-"v) X 100. donde: Vr": valores del análisis en el modelo original (Iabta 5.3) 

Vreal V: valores del análisis en el modelo de subeSlrudura 2 aislada (Iabla 5.13) 
No se induyen resuhadOS de CJespl'azamientos ya que éstos fueron impuestos 
Esta labia se complementa con el esquema de la figura 5.6 y la labia 5.3 

Tabla 5 13 (Continuación) Errores relativos para /os resunados del análisis de la subestf!JCtura 2 con desplazamientos impuestos: 
a)elementos mecánicos: b)reacciones y fuerzas en los nodos 

'!~"rBE 
.. ,-,··JiECA 



~UtKLAS :illBf<to lOS~ 'toN OS, . 
NOclo ~(X) ~(yJ ~(Z) M(x) M(yJ ~ 

1 1 .168' ·1.683 ·124> g:: ~~' ~.:: 5 1887 1883 7251 .0001 
2 • .1~ .1.~ •. BOJ 

~:: ~~' 0.1JUU 
3 1.562 1.558 .s.&46 -O.OOS -0.002 

3 ; ·1 !>04 ':~' ~.777 ~.~ ~;;:: 
0000 

1 !>04 ·1.501 5.784 -0001 

• ! .,~~ .~ :~ 6:>'60. u·uu' ~~ 
0001 

1.806 .6.754 0.000 0.001 
5 ~ .1~ '''''''. :/t:a ~.:: ::;:;;~ 

0.013 
, B98 -'.868 0.003 

6 
~ 

.,~ .~~7~ -;;:; uuul 
~.~~ ~:; 1588 0.002 

I 

~ 
.,~ .'",,! .~;; ::;;: ~~ ~.:: , 506 1.487 

" ~ .1~~ ., !'.'~ ~:; ~~,' ::;~ g~ '838 1.816 

b) toRf<Of<toS f<t LA (VOS (''')-- Nodo' F(x) F(y) F(z x MM M(Z) , 
~ g~ g: ~01 - O~ 0.00 

0,01 - 0.00 -
2 ; ~.~ g: g: ~.~ ~.~ 

-
0.00 

3 
~ ~~; g: g~ - ~.~ 

-
0.00 0.00 

4 
~ ~.~ ~.~ ~.~ u.uu - ~.~ - 0.00 , 6 

~~ ~~ ~.~ ~.~ ~.~ g: 5 
6 

~ ~.~ ~.~ ~~ ~.~ ~.~ ~.~ 
I 

~ ~~; ~.~ g~ ~.~ ~.~ ~.~ 
8 

~ ~.~ ~.~ ~.~ g~ ~.~ g.~ 
• Fuerzas en I y momentos en I-m 
- La numeración de nodos y elementos finitos corresponde a la astgnada en el modelo de piña aislada sin placa central 
.- se calCulan como ~ x 100. donde: Vrea¡: valores del análisis en el modelo de la piña en el puente (tabla 5.6) 

Vreal V: valores del análisis en el modelo de piña aislada sin placa central (labia 5.14) 
Esta tabla se complementa con el esquema de la f.gura 5.10 y la tabla 5.6 

Tabla 514 Resultados del análisis para el modelo de piña aislada sin placa centra(" a)fuerzas sobre los elementos en los nodos de la 
piña; b)enores relativos 



ELEMENTOS UECÁNtCOS" 
Elemenlo- """""" F..,. , ...... - ... - , ...... - ............. .... """'-2 Aano '·2 -.,,-3 PIono,-3 

O 001 .o.73 0.00 018 

• 187 7.n 000 O,. 000 007. 
2Il5 , 0.00 0.12 000 0.04 

O 0.00 .o07. 0.00 .0.15 , 200.4 .. 25 0.00 .oBS 000 0.18 

O 000 .os> cm 002 
3 .." ., . 0.00 .0.41 0.00 002 

2Il5 , 0.00 .o.oo 0.00 012 

O 0.00 0<6 0.00 0.16 

4 2004 ·722 0.00 .o 71 000 .o18 

O .o02 431 .oOl 0.68 
5 2004 -751 .oOO .o65 000 .o 62 

O 0!l2 (115 0.00 .oIO 
6 2Il5 , .46 0.01 3'7 0.00 032 

O .()OI 2.86 ODl -0.57 

7 200' -5.99 .oOl O'" ODl 0.65 

O 0.02 ..0.47 000 0.19 

6 35' 7.45 0.02 0.34 0.00 0.20 
2Il5 , 002 3.97 0.00 .o!l2 

O 002 0.13 0.33 ·21.44 

9 47. .701. 000 004 033 -562 

'00' .o 02 002 0.33 1197 

o. 0.02 0.'. 0_13 -10.47 

'0 472 ..,., 0.00 D.m 0.13 -4 .. 

'00' .o!l2 0..18 0..13 2.31 

.. Oi~anoas en cm. fuerzas en t y momentos en t-cm 

... La numeración de nodos y elementos fmitos corresponde a la asignada en el modelo de piña atsJada sin ptaca central 
Esta labia se complementa con el esquema de la figura 5.10 

.....-.......... 
0.00 

000 

.o 00 

.o01. 

.0.07 

O,. 

.o., 

-0.37 

.35 

6.16 

Tabla 5.15 Elementos mecánicos en los perfiles estructurales Y cuerdas inferiores del modelo de piña aislada sin placa 



ELEflENTOS MECÁNteOS" 

as-- """"'" F....,. F ..... _ 
a.ao.~ 

F ..... _ .... -- ~1·2 Aan::I '·2 ........ -3 ........ -3 
O .(lOO 2116 nro .(l04 

• C¡ • '.95 .(lOO 1.'5 000 .(la; 
2W .(lOO -3119 000 004 
O .(lOO 310 000 .(l1!l 

2 '111' .(l3' .(lOO ·2.$ 000 0.22 
o .(lOO 2.51) 000 002 

3 2W O'" .(lOO -3.n 000 .()22 

o .(lOO 385 000 0.151 
4 198.7 ., . .., .(lOO ·263 000 .(l01 

o .(lOO 650 nro 0-14 
5 '96' ·'.57 .(lOO .600 000 .()22 

O .(lOO 465 000 013 
6 2W 019 .()OS .6" 000 .()3) 

O .(lOO 5.71 001 .()62 , '!11' .(l32 .(lOS ~31 001 0.87 

O .(lOO 53) 000 OOS 

• 2W 1.87 .(lOO .647 nro .();yr 
O .(lO2 .(l13 .(l.33 21." 

9 A" 8707 000 .(l" .Q33 5.62 
.00. 002 .(l02 .(l3) ·11.97 

O .(l'" ..0,19 ·(U3 10.47 

'0 472 ..,., 000 .(l1l9 .(l13 4C¡ 

'00. 002 .(lOO <l.13 .2.31 

• orstancias en ano tuerzas en t y momentos en t-en 
.... La numetadón de nodos Y elementos finitos corresponde a la asignada en el modelo de piña aislada sin placa central 
Esta la~a se cnmpIemenla con el esquema de la figura 5.10 

---
.() '2 

-0.14 

0.07 

0.01 

.().'9 

.()Q6 

.(l3) 

'().30 

6.38 

6.16 

Tabla 5.16 Elemenlos mecAnicos en los peroles eslfJJduta/es y cuerdas inferiores del modelo de piila aislada con placa 



a) DESPlAZAMIENTOS NOOALES EN LA PlACA" 
Nodo- U(x) U(y) U(z) R(x) R(y) R(Z) 

5 2.20 -ll.94 -9.05 -ll.0041 -ll.0323 0.0005 
10 2.17 -ll.90 -928 -ll.0038 -ll.0248 0.0006 
14 2.21 -ll.90 -9.32 -ll.0038 -ll.02<40 0.0005 
18 228 -ll.90 -9.35 -ll.0041 -ll.0245 0.0005 
46 2.16 -ll.94 -9.01 -ll.0044 -ll.0291 0.0005 
53 2.24 -ll.94 -9.09 -ll.0037 -ll.0285 0.0006 
81 2.14 -ll.99 -8.78 -ll_0057 -ll.0196 0.0004 
85 2.19 -ll.99 -8.82 -ll.0044 -ll.0187 0.0005 
89 223 -ll.99 -8.86 -ll.0027 -ll.0194 0.0006 

b) ERRORES RELATIVOS -
Nodo- 1 U(x) 1 U(y) 1 U(z 1 R(x) R(y) I R(z) 

5 1 0.02 1 0.01 1 0.28 1 4.35 1 768.38 1 107.17 

.. Desplazamientos en cm 'f giros en rad 
•• La numeración de nodos corresponde a la asignada en la placa cen1ra) del modelo de piña aislada 
- Se calculan romo lll!H!:l!l x 100. _: V .... : valores del análisis en el modelo de la piña en el puenle (tabla 5.6) 

Vreal V: valores del análisis en el modelo de piña aislada con placa central (tabla 5.17) 
Esta tabla se ~emenla con el esquema de la figura 5.10 y la labia 5.6 

Tabla 5 17 Resultados de desplazamentos en la placa central; a)desplazamientos en los nodos extremos de la placa central: 
b}errores retativos en los desplazamientos det nodo central (5) 



.. Fuerzas en k, momentos en k-ft, giros en rOO y hundimientos en 11 
Esta labia se complementa con el esquema de la fogura 5.12 

Tabla 5.18 Resultados del problema de Geofecnia por elementos finitos segun la rel. 12 



RIGIDECES ASOCIADAS A LOS RESORTES· 
Elemento Nodo l.-

1 
1 2 •. 0 

2 
2 3 3.0 

3 
3 • 3.5 

4 
4 5 •. 5 

l.- = longnud lolal de cada elemento fonno 
B = ancho de la estrudura = 8 ft 
ka = mOdulo de reacción = 144 klftJ 
• Longnudes en n. rigideces en kIft 

L'=t.-J2 k,-k,BL' 
2.00 4608-
2.00 2304 
I.SO 1728 
I.SO 1728 
1.75 2016 
1.75 2016 
225 2592 
225 5184-

k.-,=l:k, 
4608 

4032 

3744 

4608 
5184 

- Se duplican sus valores originales para incrememar su representatividad (ret. 12) 
Esta tabta se complementa con el esquema de la figura 5.12 

Tabla 5.19 Cálculo de las ngicJeces asociadas a los ",sortes en los apoyos de la estructura 



REACCIONES Y FUERZAS EN LOS NOOOS 

al Nodo Momento Reacción 0,_(%) -(%) 
en ef suelo 

1 -40.00 209.8274 0.02 3.18 
2 0.00 149.0191 - 4.51 
3 0.00 120.0083 - 5.07 
4 30.00 125.1_ 0.16 5.01 
5 0.00 95.9647 - 7.64 

b) DESPLAZAMIENTOS NOOALES· 

Nodo R(z) U(y) e....(%) e......,,(%) 
1 -0.00224 0.04554 127 3.18 
2 -0.00187 0.03696 124 4.52 
3 -0.00149 0.03205 0.34 5.05 
4 -0.00161 0.02717 0.98 5.00 
5 -0.00202 0.01851 1.18 7.64 

• TrasJaciones en ft. giros en rad, fuerzas en k y momentos en k-ft 
- Se comparnn con valores de momento nulos, por lo que este parámetro no es representativo 

Las diferencias. sin embargo. son pequeñas en vakM' absoluto. 
Esta tabla se complementa con el esquema de la f.gura 5.12 

Tabla 5.20 Resultados y errores relativos en el análisis del problema de geotecnia usando tesortes con rigidez finita; a)teacciones y 
fuerzas en los nodOS; b)desplazamienlOs nodales 
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FIgura 5.9. MocJeIo de elementos finitos del tramo laleral del puente Palo Blanco Y de la piña seleccionada para el es/Udio 
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Z y 
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Slste"'Q globQI de referenclQ 

plQCQ de Qcero 
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Hdddo de ~o.stfC.ldlld 

..., 1 2 IDO ODa 

Peso Yol~trlCo 
.VoI ) 7.85 

Mdelulo ele el~s~ld~d 
0.\ corto.nte OovJ'CPI ) 870 000 

Figura 5. 10 Modelos de elementos finitos de las piñas con y sín placa 
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Figura 5. 11. Dis/ribución de momentos flexionan/es en la placa cen/ral alrededor del eje Y 
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