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INTRODUCCION

El teorema de Krull-Schmidt nos dice que si A es una k-dlgebra de dimensidn finita,
entonces todo médulo M € modA tiene una descomposiciéon tinica hasta isomorfismo
en suma directa de un nimero finito de maédulos inescindibles en modA. Por lo tanto,
uno de los problemas esenciales en la Teoria de Representaciones de Algebras es la
clasificacién de los médulos inescindibles de un dlgebra. Este problema se traduce en
ocasiones a problemas matriciales, es decir, problemas de dlgebra lineal sobre equiva-
lencia de matrices con respecto a un conjunto de operaciones elementales permitidas.

En los afios setenta, A.V. Roiter y M. Kleiner ([KR1],[K R2]) interpretaron estos
problemas matriciales como problemas de categorias graduadas diferenciales (DGC)
¢ introdujeron el concepto de algoritino de reduccion al considerar ciertas operaciones
en problemas matriciales.

El estudio de las representaciones de las DGC resultdé ser muy dificil, por lo que en
1980 Roiter introdujo en [R] el concepto de BOCS, bimédulo sobre una categoria con
estructura de codlgebra.

En 1986, [D] Y.A. Drozd demostrd que toda dlgebra A de dimensién finita sobre un
campo k algebraicamente cerrado es mansa o salvaje pero no ambas.

Usando bocses Crawley-Boevey dié una nueva version de la prueba del teorema de
Drozd en 1988 [C'B] y obtuvo otros importantes resultados para dlgebras. En 1993
Gustavo Montaiio [M] hizo un desarrollo explicito de las técnicas de bocses propuestas
por Crawley-Boevey.

Sin embargo, existia cierta inconformidad con la prueba del teorema de Drozd, debido
a la complejidad y "falta de naturalidad” en la misma, por lo que P. Gabriel, L.A.
Nazarova, A. V. Roiter, V.V. Sergeichuck y D. Vossieck en 1993 [GNRSV] dieron
una nueva usando conceptos que se consideran mas "naturales” sin la necesidad de
utilizar bocses, aunque la complejidad de la prueba persisitid.

En 1996 Juan Boza [B] estudié el comportamiento de la forma cuadratica de un bocs
cuando a éste se le aplica un algoritmo de reduccién, con el fin de obtener informacién
sobre la estructura de sus representaciones. Como fruto de este estudio, Juan Boza
demostrd que si A es un algebra de dimensién finita y D(A) denota su bocs de Drozd
asociado, para M € modA y su correspondiente representacién ¢ de D(A),

Alp) = dimpEndpay{v) — apa(e)
= dimgHoma (M, Dtr M) — dimgHoma(TopM, Soc(Dtr M))



El presente trabajo, ha tenido tres objetivos. El primero (capitulos 1 y 2) ha sido
presentar una reformulacién de la definicién de bocs diferenciable triangular y su
categoria de representaciones, asi como una descripcion explicita de los algoritmos
de reduccién en términos de un morfismo de algebras y un funtor fiel y pleno F :
Rep(B) — Rep(A), donde B es un bocs que se obtiene del bocs A aplicando un
algoritmo de reduccién y considerando una equivalencia de Morita. Se pone fin a
esta primera parte mostrando algunas propiedades importantes de los algoritmos de
reduccion que fueron probadas en su mayoria por Boza.

Nuestro segundo objetivo (capitulo 3) ha sido dar una prueba alternativa para la
primera parte del teorema de Drozd, demostraremos de una manera que consideramos
mas clara y evidentemente mas corta que un bocs es manso o salvaje. De hecho, un
bocs A es manso si y sélo si para todo vector dimensién d tiene asociado un arbol
finito G con un solo pozo, al que hemos lltamado su G~arbol algoritmico, tal que
el nimero de familias 1-paramétricas necesarias para cubrir (hasta isomorfismo) la
familia de representaciones inescindibles de A de dimensién d es siempre menor o
igual al namero de fuentes de G.

El dltimo de nuestros propdsitos (capitulos 4 y 5) ha sido dar condiciones suficientes
para que un dlgebra mansa A, sea de crecimiento polinomial. Esto lo hemos podido
hacer estudiando los G—4rboles algoritmicos de familias mansas de representaciones
inescindibles del bocs de Drozd D(A) asociado a A y generalizando el resultado de
Juan Boza, lo que nos permite pasar de la teoria de representaciones de bocses dife-
renciables triangulares a la teoria de representaciones de dlgebras de dimensién finita
sobre un campo algebraicamente cerrado.

Finalizamos este trabajo con un apéndice donde se encuentran algunos resultados que
facilitaran la lectura de la misma.



REDUCCIONES DE MORITA, BOCSES Y REPRESENTACIONES 3

CAPITULO1

Un bocs es una terna A = (R, W,4) donde R es una k—4&lgebra, W un R—bimédulo
graduado, Tgr(W) el dlgebra tensorial de Ry § : Tr(W) — Tr(WW) una diferencial.
Los objetivos de este capitulo son definir la categoria de representaciones del bocs .4
y construir un funtor fiel y pleno entre las categorias de representaciones de los bocses
Ay B = (eRe,W',§), donde B es el bocs inducido por un morfismo admisible de
k—dlgebras ¢ : R — Ry eR e es Morita equivalente a R’ .

I.1 Algebras tensoriales y reducciones de Morita.
A lo largo de toda la tesis &£ denota un campo algebraicamente cerrado.

Definicién 1. Sea R una k—algebra y W un R—bimodulo. El dlgebra tensorial de
R, es un algebra graduada sobre los nimeros naturales,

Te(W) = Rey@RIGROR;D---

donde Ry = R, R, :j/V @rW Qp---®@pW paran > 1.

n—veces
Elproductode r =T @mr®r;Q® @M E R, v5=50520830 @ s, € R,
estidadoporrs=r®@r®@rm® @M Qrs1 V20818 - ®sm € Rnym.
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Si W es una suma directa de R—bimddules, W = W, & W, tenemos una nueva
graduacién para el dlgebra tensorial Tr(W) en donde ponemos:

1. gr{w) = 0 si w € W,

2. griw)=1siwe W,y

3 grun ®---®w,) = Y0, gr(w;).
En particular se tiene:

[Te(W)y = Tr(Wy):= A
[TR(W)]1 A®R ”/1 ®RA =V

Como todos los R—bimédulos W que consideraremos seran de la forma W = Wy W),
(que simplemente llamaremos graduados), pensaremos siempre en la nueva grad-
uacién del dlgebra tensorial Tr(W).

Sea v : R —» R un morfismo de k—algebras. Si W' es un R ~bimédulo, también
es un R—bimédulo via p. Todo morfismo ¢ : W — W' de R—bimédulos induce un
morfismo de R—élgebras ¢ : Tp(W) = T (W).SIW =Woa W,y W =W, oW,
y  respeta la graduacion, ¢ se restringe a un morfismo de R—algebras ¢, : 4 — A’

Definicién 2. Una diferencial § : Tp(W) — Tr(W) es un morfismo de R—bimddulos
tal que:

1. Sir es homogéneo de grado i, 6(r) es homogéneo de grado i + 1;
2. Sir,s son homogéneos, §(rs) = 6(r)s + (—1)9"rd(s).

Proposicién 3. Para definir una diferencial § : Tp(W) = Tr(W), es suficiente con
tener un morfismo de R—bimédulos p: W — W @r W tal que

pWo) CARr W1 ®r A=V, p(W;) CV @rV.

Demostracién. Definamos 6 |w= p |w .
Para n =2, sea p, : W x W — Tg(W) tal que

po (w1, wa) = plwi)wy + (=1)7 wy p(ws).

Sir € R, tenemos po{wnr, we) = plw)rwy + (=19 wy p{rwy) = py(wy, rws). Por lo
tanto podemos definir po : W @ W — Tp(W) tal que
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po(wy @ wa) = p(wy)wg + (—1)7" 1wy p(ws).
Por induccién se define p, : W Qg --- @g W — Tr(W) como,
Pl ® -+ @ wy) = plwi)wa -+ wp + (1) wipn_1 (w2 @ + + - ® wn).

Claramente & : Tp(W) — Tr(W) definida en generadores por la regla (v, ® --- @
wy) = pp(w; ® -+ @ w,) es una diferencial. [}

Observacién 3.1. a) Si § : Tp(W) — T(W) es una diferencial entonces §(R) = 0.

b) A menudo nos interesan diferenciales tales que 6* = 0, como hemos visto, § estd
determinada por su restriccién p : W — W @ W, luego para verificar que 62 = 0,
basta ver que para w € W, ¥ p(v))v2+(—1)7®)v! p(v?) = 0 donde p(w) = T; vl @v?.

Definiciéon 4. Sea R una k-algebra. Una reduccién de Morita T de R es una quin-
teta = ({e; Y| {z e, {witin, L 7) tal quer

1. 1g = ¥, e es una descomposicion de 1y en una suma de idempotentes primi-
tivos ortogonales;

2.1 <n

3. La funcién 7 : {1,---,n} — {1,---,1} satisface 7(¢) = ¢ si ¢ € {1,---,1}. Si
i # j, 1 <1i,7 <! entonces Re; # Re;. Ademds, Re; = Re,; para toda

4. Para toda j € {1,---,n}, los elementos z; € e;Re,;); y; € ex(;)Rey, satisfacen
las siguientes propiedades:

T =Y; =€ Sfjé{l,'--,l}
Tt = €5 Y;T5 = €r(p) Sll+1$j$ﬂ

Para 7 una reduccién de Morita de R, se define e = e(z) = £'_, &;. Por [Z] teorema
2.14 del capitulo 1, tenemos que R es Morita equivalente a eRe.

Si R es un algebra bésica y 1g = 3.1, e; es una descomposicion de 1 en una suma
de idempotentes primitivos ortogonales, podemos hablar de la reduccién de Morita
trivial dada por = ({e;}i,, {ei}ie; {€i}iey 10 1)

Observacion 4.1,

1. Supongamos que 1g = e; + -+ e+ €41+ - + €14 €5 una descomposicién de
1 en suma de idempotentes primitivos ortogonales con Re; # Re; para i # j
conl <i,j<!lyRei; = Reysij=1,---,7,1<7(j) <L De lo anterior
obtenemos elementos x;,y; € R, 1 <1 < r tales que z;y; = erqi, i = €5 ¥
de alli una reduccién de Morita de 2.
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2. Siz= ({e;};, {zi}m, . {wi}iey . 1, 7) €s una reduccién de Morita de R, clara-
mente 1p = Y0, z;%:. Luego, si e = e(7),

Re = O zelle
eR = @} eRey;

Lema 5. Sea W un R—bimdédulo y 7= ({e;},, {z:}, . {#i}iry . I, 7) una reduccion
de Morita de R. Entonces 7 también es una reduccion de Morita del dlgebra tensorial
Tr(W).

Demostracidn. Por [Z] proposicién 2.9, capitulo 2, Tr(W)e; = Tr(W)e; si y solo si
existen elementos x € e;Tr(W)e;, ¥ € ¢;Tp(W)e; tales que zy = e;, yT = ¢;. Ahora

T=Zop+ T+ -+x,+ - donde xy € e;Re;, z, € e;W®"e; paran > 1
Yy=yo+wy+--+y.+--- dondey € e;Re;, y, € ;WO paran > 1

Es facil ver que entonces zy = Ty, YT = YuTo ¥ Nuevamente por [Z] tenemos que
Re; = Re;. Claramente si Re; & Re; entonces Tr(W)e; & Tr(W)e;. |

Nos interesa describir, dada una reduccién de Morita r de R, la relacion entre las
algebras tensoriales eTp(W)e y Ter.(eWe). Veamos antes los siguientes isomorfismos.

Lema 6. Existen isomorfismos de R—bimddulos y de eRe—bimodulos, respectiva-
mente,

1)o0: R = Re®.peeR dadopor o(r)=3p_ 7T, @ Yu = oueq Tu @ Yyl
2)p:eRe = eR®gz Re dado por plere}) =ere®ge

Demostracién. 1) Sea m : Re ®.p. ¢R — R tal que m(rie ® ery) = rjery, entonces:

om(rie®ers) = o(riers) = i (riers)T, ® v
Yo re@eraT, Y, =Tie®ery

Por otro lado:
m( E:l Ty ® yﬂ‘-) = E::l T(‘q‘:ﬂy‘u)
= rlg=r

mo(r)

Observemos que o,(r) = Yn_, T, ® Y7 ¢s también un inverso para el morfismo m,
por lo tanto o = 01, y se sigue la iltima igualdad de 1).

2) Sea m : eR ®p Re — eRe tal que m{er; ® rye) = e(riry)e, entonces:
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pmler, @ me) = ple(rir)e) =erme®e
= €r (03¢] 014
Por otro lado:
mplere) = mlere®@e) =ere

Proposiciéon 7. Sean C y D dos k—algebras y Vg, Wp bimddulos. Entonces
@ V@ W - Ve Qen. eW dado por ¢i{v Qr w) = 3 0_, VZy @epe Yy €5 Un
isomorfismo de C' — D~—bimddulos con inverso qa : Ve Qqp. eW - V @p W tal que
g2 (ve Qere ew) = ve Qg ew.

Demostracion. Consideremos la siguiente composicién de isomorfismos:

VerW — V@gapRepW — V @r Re Qupe eR@r W — Ve Qepe eW

tQ@w = v®I1lpQ®w legogol VR o1 T QU @®w = Yo, 0T, @ yw

105~ '@l
veRp ew TR®eQRQw &% 1R e@e@w — ve Pepe W

Corolario 8. SiV es un R—bimodulo, existen isomorfismos de R— bimaédulos, inver-
s0s uno del otro,

VRrVQr---®rV g VeQ®cne Ve Rere* Rene €VE Repe €V

7
explicitamente:

P @@u®: - Qum) = X7 .. 01T ¥k, @ -+ ® Yi,, Um
gl (vieRene® - Qevy) = 16Qet @ R evy,
|

Proposicién 9. Existe un isomorfismo de k—adlgebras ¢ : eTr(W)e — T,g.(eWe)
que fija eRe.

Demostracion.
eTp(W)le = eRe & eWe & e(WRW)l @& e(WWW)le & -
Lo VI I o g !

Tore{leWe) = eRe @ eWe | eWe®@elWe & eWe@eWe®eWe &
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Claramente @ preserva el producto. Ademas, ¢ es un isomorfismo de e Re—bimddulos.
]

Definicién 10. Sean R, R dos k—algebras, 7= ({e:}r_,, {zi}i 1,{y,}1 +4,7) una
reduccién de Morita de R'. Un morfismo de dlgebras ¢ : R — R’ se llama admisible
si:

1. z; ®r Yi = T;() ®r Y-(s) Para todai € {1,---,n} ;
2. Siwy = Zi:] e; ®g e; entonces wor = rwy para todor € eR e.

Proposicién 11. Sea ¢ : R & R’ un morfismo admisible de dlgebras, K el niicleo
de la multiplicacion R ®r R — R'. Con la notacién anterior tenemos:

1. eR @p Re= izl eR’e(yi- Qg a:j)eR'e.

2. eKe = Ker(eR ®p Re - eR'e) = ¥z eRely; ®p x;)eRe.
3. woeR'e = Y1, eR e(y; ®p ;) = L1 (y: ®p z:)eR e.

4. eR ®g Re=wupeRe®eKe.

Demostracion. 1) Se sigue de la observacién 4.1.2.

2) Sea z € eKe C eR ®p R'e, entonces 2 = Tii= 1 A (Ui ®r Ti)ijs Aijs Bij € eRe.
Observemos que si 4 > + 1, entonces eR e(y; ®x ;) = 0. Similarmente si j > { + 1,
entonces (y; ®p xj)eR'e = (), por lo tanto,

Y A ®r i) = Zf:] Ai{yi ®n i) i
(22; Aisywo(32; pris)
iy Miittiie; ®r ;)

de donde tenemos,

z = Zid 1 /\:J (y1 ®r IJ)#‘U
Zz- /\nlu'u(ei ®r 6!) + El#] if (y' ®r IJ)#”

Por otro lado m(z) = 0 = ¥ Ajpue; implica que Azp; = 0, por lo tanto 2 =
Yiz; 2ij (U ® T5) 445, lo que demuestra que eKe C 3 iy; eR'e(y; ®r a:j)eR'e. El otro
lado de la contencidon es inmediato.

3) Se sigue de la definicién 10.2).

4) Por 1,2 y 3, eR ®p R'e = wy + eKe. Si wy(er'e) € eKe tenemos que 0 =
m(wg)(er'e) = eer’'e = er'e, por lo tanto la suma es directa. [
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I.2 Algebras y bimddulos libremente generados.

En esta seccion, R es una k—algebra de dimensidn finita, 1p = > | e; una descom-
posiciéon en idempotentes primitivos ortogonales de 1p y J un conjunto finito de
indices. Las demostraciones de las afirmaciones hechas en esta seccién, se pueden ver
en [Z], capitulo 11, seccién 2.

Definicién 12. Sea A una k—dlgebra que contiene a R como subdlgebra y sean
a; € eyj)yAeq(s), J € J. Diremos que A estd libremente generada sobre la k—4algebra R,
por las a;, si para toda k—algebra B, que contiene a R como subdlgebra y cualesquiera
elementos b; € ey;)Beyy), J € J, existe un iinico morfismo de dlgebras ¢ : A — B tal
que ¢ | R=1Ip y p(a;) = b; para cada j € J.

Proposicién 13. Sean A; y A, dos k—aélgebras libremente generadas sobre R por
elementos a;; € A, vy ay € A,, respectivamente. Entonces existe un isomorfismo
¢ Ay — Ay tal que ¢(a);) = ay;-

Proposicion 14. Sca A libremente generada sobre R por elementos a; € ey;) Aeyy,

i =1,2,---,n y denotemos por A; = R{a,,---,a;), a la subdlgebra de A generada
por R y por a,,---,a; paral < j < n. Entonces:

1. A; estd libremente generada sobre R por los elementos ay, - - -, a;.

2. A estd libremente generada sobre A; por los elementos aj 1y, , an.

Proposicién 15. Sea A = k@ un dlgebra de carcaj sobre k, 14 = Y., e; una
descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales de 14, a; = t(j) — s(j) las
flechas de Q. Si R = ke; @ - - - @ ke, entonces A esta libremente generada sobre R
por las a;.

Observacién 15.1. Supongamos que A = kQ, R = ke, ® --- D ke, y V =
,; cq, Reys) ®r esg;)R que podemos identificar con el conjunto de caminos de lon-
gitud 1 en @, similarmente, V @g V se identifica con los caminos de longitud 2 en
Q, etc. Es inmediato que Tx(V) estd libremente generada sobre R por los elementos
b; = ey Ok €s(4)- Ademds, A = Tx(V).

Definicién 16. Sea R una k—4dlgebray 1g = Y1, e; una descomposicion en idempo-
tentes primitivos ortogonales de 1z. Un R—bimddulo V se dice libremente generado
por elementos vy, -+ -, vy, donde v; € ey;)Vey;), si para cualquier R—bimédulo W y
elementos w; € ey ;)W ey(;y existe un iinico morfismo de R—bimddulos ¢ : V — W tal

que p(v;) = w;.



REDUCCIONES DE MORITA, BOCSES Y REPRESENTACIONES 10

Proposicién 17. Sea V' un bimodulo libremente generado sobre el dlgebra R, por
los elementos vy, - - -, v, y sea W un R—bimodulo generado por elementos w,, -+ -, w.
Supongamos que existe un morfismo de R—bimddulos ¢ : W — V tal que p(w;) =
v; para toda i. Entonces, W esta libremente generado sobre R por los elementos
Wy, -, Wy,

Proposicion 18. Sea V' un R—bimddulo libremente generado por elementos vy, - -, v,
donde v; € ey;\Vey;). Sea B una k—algebra 'y ¢ : R — B un morfismo. Entonces
B®grV ®g B, esta libremente generado por los elementos 1g @ v; g 15.

Proposicién 19. Sean B una k—algebra, 15 = ZL, fi una descomposicion en idem-
potentes primitivos ortogonales de 1p, V un B—bimddulo libremente generado por
elementos vy,---,v, donde v; € fijV fo;) ¥ ¢ : B = R un morfismo admisible con
respecto a la reduccién de Morita de R, 1= ({ei}; , {xi} ey s {¥i}iy » L, 7). Entonces
el eRe—bimodulo, eR ®p V ®@p Re estd libremente generado por los elementos de la
forma y; ®p v, ®p x; diferentes de cero.

Demostracién. Sea ¢(f;) = Yj.1e¢; y W un eRe — eRe~bimédulo con elementos

Wi € eruyWer(y).Observemos que eRe, () es isomorfo como eRe—médulo izquierdo a
eReT(,,)yugo( ft(i)). El isomorfismo ¥ estd dado de la siguiente forma, sea A € eRe ),
U(A) = Aap(fugn)- Si W(A) = 0, entonces 0 = Ay (figy) = Aga(TL, &) = A, pOE
lo tanto 0 = Ay,z, = Aesuy = A Claramente ¥ es suprayectivo.

Similarmente, tenemos que @{ fi;))Tyerq)fe es isomorfo como eRe—mdédulo derecho
a e,(;)Re. Por lo tanto, teniendo en mente la observacién 4.1.2) tenemos,

eR®gV ®5 Re ®)_eR®p v, @5 Re

®)1eR ®p Bfiy) @k fup)B ®p Re
Op—1eRe(fen)) @k (fsp)) Re
Bp,uveReyuo(fup) @k o(fom)zoeRe
ep,u,vERe-r(u)yu‘P(ft(p)) Ok (P(fs(p))mver(v)Re
GB1.1,'0‘3Re1'(u) Sk 6T(U)Re

Sup (eRe)er(u) @k ef(v)(eRe)

Sea ¥; ®p vV, ®p Ti € eR®p V @p Re, siguiendo la cadena de isomorfismos anteriores
tenemos:

1218 IR 1R

2 1e 1l

Yi @8 fip) Ok far) OB T;

i frmy) @k 0 fom))Z;

yi(zu eu) Ok (Ev ev)xj

2w yi(mwyW)(Zu eu) @ (22, ev) Zz(mzyz)mj
Eu yi(muyu)(p(ft(p)) @k So(fs(p)) Zv(xvyv)mj
Eu,v YiTulr(u) @k Er(v)YnTj = Er(y) Ok €r(y) A

Yi @p vp Qp T

e 1 e

ke 12 |l
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1.3 Bocses y su categoria de representaciones.

Definicién 20. Un bocs es una terna A = (R, W, ) donde R es una k—4dlgebra,
W = W, @ W, es un R—bimddulo graduado y  : Tp(W) — Tr(W) es una diferencial
con 6% = 0.

Definicién 21. Las representaciones del bocs A = (R, W, §), son las representaciones
del dlgebra A = Tp(W,). Si M y N son dos representaciones de A, un morfismo
f: M — N consiste de un par de morfismos f = (f°, f!) tal que:

1. fe Homgp(M,N);
2. fle Homa_s(V,Homy(M,N)) donde V = A ®, W, @j A;

3. Paratodoa e Ay m € M se tiene:

af(m) = f*(am) + f'(8(a))(m).

Dados dos morfismos f: M - Ny g: N = L entre representaciones del bocs A, su
composicién gf = ({¢f)°, (gf)") se define :

(gf)* = 4°f°
(gNH'(w) = ¢F' )+ @)+ g () (v]) ()

donde v € V y é6(v) = ;v @ vl

Proposicién 22. La clase de las representaciones del bocs A = (R, W, §), junto con
los morfismos y la composicién que hemos introducido constituye una categoria: la
categoria Rep(A) de representaciones del bocs A.

Demostracion. a) Veamos que h = gf = (h° A!) es un morfismo en Rep(A).
Claramente h® € Homgp(M, L) y, por ser f y g morfismos en Rep(A), paraa € A,m €
M y n € N, se tiene:

af’(m) = f°(am)+ f'(6(a))(m)
ag®(n) : n

i
[
[=3
—
=]
=
——
+
oy
—
Sy~
——
&
=
——

Por 1o tanto:
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ah®(m) — h®(am)

i N
0/-\
/_\
%
/—\
’_\
}—'\
\—d‘
"h—/\_/
+ =
-
/_"\
f_‘\
"-vsﬂ ‘-h

Il
._.
——
O
’-'\
\n—f
p S
—
c_.,,.
=]
—
é
j

Ahora, sia,b € R, v € V y §(v) = T;v! ® ¢, d(avh) = T, av! ® v?b. Luego, para
me M,

(9.)" (avb)(m) “E{

o
D w

y asi, (¢f)'(avb) = a(gf)' (v)b. Esto es, h! € Homa. a(V, Homy (M, L)).
Por otro lado, como 0 = §(6(a)) = ¥~ w} ® w? tenemos:

g°f1(8(a))(m) + ¢'(8(a)) f2(1m) + X g' (w;) f (wf)(m)
g°f1(5(a))(m) + g'(6(a)) fO(mm)

b) Claramente, para todo M € Rep(A)}, el morfismo identidad es Iy, = (Ips,0).

h'(6(a))(m)

¢) Mostraremos que si [ H M 45 N M T son morfismos en Rep(A), en-
tonces h{gf) = (hg)f.

1. Es inmediato que [h(gf)]° = [(he)f]".
2. Por demostrar que [h(gf)]' = [(hg)f]'

Sean veV, d8v) = T;vl®v
0vf) = Tiuh@uj

por lo que tenemos que:

(R(gh)) (v) = KNgf)'(v) + R (0)(gf)° + Li k! (v Hgf) (vF)
= RS (v) + ' (0) fO + T g (v]) F1 (v2)) + B (v) (g f)°
+ 2 R D (O FH(vF) + g (02) O + X 9" () 1 (1))
[(hg)f]' (v) = (hg)°f! (v) + (hg)' (v )0 + Tihg) (v}) F1(v?)
= (%°)f'(v) + (K" (v) + ' (v)g" + T b (v)) g () f°

‘6o

+ Z(h0g' (v]) + h' (v])g® + Z; b (wiy)g' (wh)) 1 (0])

ey

De donde llegamos a que
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[R(g )" (v) = [(hg)f]' (v) & Tip b (0} [g" (ul) 1 (ud)] = X B (w]y)g (wi) [£1 (v2)]
Pero por otro lado tenemos:

0=50) = 550 ®)
= T8l + (-1)meDuls(v?)

De donde se sigue que Y 6(v})v? = ¥ v}d(v2). Estas iltimas sumas tienen la misma
imagen bajo el morfismo compuesto:

VorVerV "% Hom(L, M)® Hom(M, N) @ Hom(N,T) 3 Hom(L,T)

donde II es la composicién. Luego, [h(gf)]' (v) = [(hg)f]' (v). n

I.4 Bocses inducidos por morfismos admisibles.
Proposicién 23. Sea R una k—4dlgebra, 7= ({e;}_, . {z:}iy {wi}in, . 1. 7) una re-
duccién de Morita de R y e = e(). Entonces

R= M;(ERE) = {(G;,‘j) € IVInxn(eRe) I a;; € ef(i)Re"'(j)} :

Demostracidn. Sea M : R — M (eRe) tal que M(r) = M, = (y;rz;) para toda
r€ R
1. Veamos que M, , = M, + M, y M,, = M. AL,
Mo = (yi(r + 8)x;) = (yirz;) + (yisz;) = M, + M,.
M M, = Zu(girza)(yusz;) = (i Ly Tuthusz;) = (yirsz;) = My,
2. Sea In(ere) = diag(e,;)) entonces M(1g) = (1:(X0_; Tul)z;) = diag(er()-
3. Supongamos que 0 = M(r) = (yirz;), entonces r = L zyyirz;y; = 0. Por lo

tanto M es un monomorfismo.

4. Un sistema de generadores para M (eRe) como k—espacio vectorial, estd dado
. T8y, x; en el lugar i3
por las matrices E;;(s) = 6 Yits en 1o degmzis

basta demostrar que cada matriz F,;(s) estd en la imagen de M. Sean s€ Ry
r = I;8Y;, entonces M, = (y.2;5y;Z.) coincide con la matriz cero excepto en la
entrada ij que vale y;z;sy;z;. Luego M, = E;;(s). Con lo que queda demostrado
que M es un epimorfismo. [ |

con s € R, por lo tanto
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Observacién 23.1. Sean A = (R, W, §) un bocs y ¢ : R = R’ un morfismo admisible
con respecto a la reduccién de Moritade R, 7= ({e;}_, , {=:}i, » {w:} 1y, L, 7). Como
antes, e = e(r). Consideremos el R’ —bimédulo W' := (R @z W ®z R @ K) donde
K =ker(R @p R — R), y la R —slgebra A" = Ty (W'). Esta tltima se relaciona
con A = Tg(W) mediante el morfismo ¢ : A - A" que extiende a ¢ : R — R y a
W osWtadquedguw)=10uw®1.

Ahora bien, por el lema 5, T también es una reduccién de Morita para A" y por lo
tanto, A" = M7 (eA'e).

"y

Por la proposicién 9, tenemos que eA'e = T, e(eW'e) como eR e—4lgebras. Este

isomorfismo induce otro M7 (eA'e) = M (T, (el ¢)). Nos interesa la composicién

AL A 2 M(eAe) 2 MI(T, . (eW'e))

e
que denotaremos por H; si a € A, H, denotara la imagen de a bajo H.

Asi, por ejemplo, si w € W, Mz, = Migyeg1 = (@1 0w ®1Qx;) € M7 (eA'e)
y Hy = (4 ® w @ ;). Similarmente, st w € W y 6(w) = L, ws @ w? Hyuy =
(Zs,u(yj ® w; ® :I:u)(yu & w? ® :Ci))

En lo que sigue, si L es un R—bimddulo, denotamos por Mpy,(L) el conjunto de
matrices de tamafo n X n con coeficientes en L. En particular si L = Tr(W) diremos
que una matriz Z con coeficientes en Tr(W) es homogénea de grado s si todos sus
cocficientes son homogéneos de grado s. Ademas, si B = (b;) € Mpxn(Ta(W))
pondremos & (B) = (& (bi;)).

Si 4 es la diferencial de Tg(1W), podemos considerar el morfismo de R—bimddulos
& Musn(Tr(W)) = Mpyn(Tr(W)) tal que 8(by;) = (8(bi;)). Dicho morfismo & nos
serd de gran utilidad para manejar la diferencial § que construiremos mas adelante.
Por ahora veamos antes el siguiente hecho.

Lema 24. Si A, B son matrices homogéneas en M ,,(Tr(W)), entonces §(AB) =
3(A)B + (—1)7M A§(B).

Demostracion. Sea A = (a;;), B = (b;;), entonces:

(E(A)B + (—1)QT(A)A3(B))53‘ = Xu E_(aiu)buj + Zu(_l)gr(a‘“)giug(buj)
= Zu@(aiu)buj +£_1)gr(ai")aiu5(buj))
= E_:u ‘5(aiubuj) = 5(211 aiubuj)
= (0(AB));
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Definicion 25. Si a los supuestos de la observacién 23.1 agregamos que wy, -+, w,
son generadores libres de W, entonces por la proposicién 19, y; ® w, ® z; son gener-
adores libres dc eR ®p W ®g Re. Ademds, si K = Ker(R Qg R — R)), eKe estd
libremente generado por los clementos no nulos y; @ z;, i # j en {1,---,n}.
Hagamos W' = eR @r W ®r R'e ® eKe. Entonces W' es un eR'e—bimédulo con
graduacion

Wo = eR@pWo@rRe
W'y = eR @p W, ®r RedeKe.

Sead : W =W ®, . W' el morfismo de eR e—bimédulos tal que:

5'(:%' QW Ij) = Zu;ei(yi QI Ny QW@ Ij)—
Tugi(— 1) (1 @ w ® 7)) (4 ® 7;)+
Zs,n(yi ® ?U; ® xu)(yu ® TU? ® IJ)

5'(%’ @ -Tj) = Eu;éz‘.j(yi ® -'Eu) @ (yu ® -Tj)

donde 6(w) = Y w! ® w?. Por la proposicién 3, § se extiende a una diferencial
§ T (W) = Tp (W)

Observacién 25.1 : Con la notacién anterior en mente, sea u: R ®p R — (R ®p
R)Y®y (R ®r R) dado por p(r@s) =r®1®1®s, el cual es un R —morfismo de
bimodules. Por el lema 6,

(R @rR)®y (R ®r Re) = (eR ®@r Re) ®,p, (¢R ®r Re),

por lo tanto, i induce un morfismo y: eR ®r R'e = (eR @r R e)®,p, (R @r Re).
Definimos p(z) = p(z) — wo ® z — 2 ® wp el cual es un morfismo de eR e—bimédulos,
por ser ¢ admisible. Recordemos que y; € eT(,-)Rre,- Y i € ¢;Re.(;, por lo tanto,

pPHi®z;) = HOl®1Qx;) — wo® (1 ® z;) ~ (1: @ 7;) @ wo
= YU@Lu@uu®@T; — e Qe QY I
— 2 Ui ®x; B e B ey
= Z‘u#i.j(yi @ :Bu) ® (yu & Ej)
= 0 (y:®x5)

.’ 4
En conclusidn, § |exe= p |exe -

Sea X := (y; ® z;) € M,xn(eKe) tal que (X); = 0. Entonces §'(X) = X?. Ademas,
con la notacion de las observaciones 23.1 y 25, tenemos el siguiente lema.
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Lema 26. Para cualquier elemento homdgeneo w € T,y (W),
§ (Hy) = XHy — (~1)7 ™ H, X + Hi).

Demostracién. Como 6,8 son diferenciales, si w es de grado cero, §(Hy)=0= Hjy-
La igualdad es evidente. Si w tiene grado 1, se sigue de las descripciones de H,, y
Hyj .,y dadas al final de la observacion 23.1. Supongamos que la férmula vale para
cualquier elemento de grado menor que n. Sea w = w,w, tal que grado w; = 1 y el
grado de wy, = n.

6F(HW) = 5'(leHw2) = 51(Hw;)sz - Hm‘s'(sz)

(XHy, + Hy, X + Hsp)) Huy — Hy (X Hyy — (——1)9"(’”2)HW2X + Hj(wy))
= X-Hw1 H1.U2 + (_l)gf‘(wQ)leHwQ‘X’ + Hfs(wl)H'LU2 - le Hd(wz)

Xlewz — (_]_)Qr(wnw)lesz + HJ(wle).

Proposicién 27. Sean A = (R, W, §) un bocs, ¢ : R — R un morfismo admisible de
dlgebras con respecto a 7 donde r= ({e;}., , {2}y, {¥i}iz; . L, 7) €s una reduccion

de Morita de R'. Entonces ¢ induce un nuevo bocs B = (eR'e, W', §').

Demostracién. Solo resta demostrar que (6')2 = 0. Para ello verificaremos que
(0)(X) =0y (§)*(Hs) =0.

(HX)=8E(X)=6(XX)=6(X)X -X§(X)=X*-X?=0.

§'(0'(Hyp) = & (XHy,— (-D)H,X + Hs)

= X?H, - X(XH, — (-1)® H, X + Hjup)
_(_l)gr(w)(XHw - (_1)gr(w)HwX + Hé(w))X
— (=19 H, X2 + X Hyy + (=1} Hyoy X

= X2H, — X?°Hy, + (1) X H, X — X Hsy)
— (1) X H, X + (1)@ (1) g, X2
— (1)) Hyy X — (—1)979) H,, X
+XH5(w) + (—1)gr(w)H,5(w)X

=0

Por lo tanto (§)2 =0y B=(eRe,W ,8) esun bocs. |
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I.5 Construccién de un funtor fiel y pleno F' : Rep( B) — Rep(A).

Fijemos para toda esta seccién: A = (R, W,d) un bocs, ¢ : R = R’ un morfismo
admisible de algebras con respecto a 7, donde 7= ({e;}._, , {=i}iey s {¥i}iey s L, 7) e
una reduccién de Morita de R’

Lema 28. Sea B = Tw(R ®r Wy ®r R). Si M € Rep(eBe), como R—médulo

8 r
rBe ®epe M =g Re®, ., M. El isomorfismo  estd dado por la siguiente regla:
Blbe®@m) =% 1, @ybem y 0~ (rre®@m) =re®@m.

Demostracién. Como R—médulos tenemos gB &5 R ® g B y por la proposicion 7,
pBe =p R’ ®p Be =g Re ®,.x . €Be, por lo tanto,

RBE Repe M ER R'e ®eR’e eBe ®eBe M ’ER R’e ®{,Rfe M. |

Lema 29. Para cada X,Y € mod(R), existe un isomorfismo como k—espacios vec-
toriales ¥ : Hom,y (eX,eY) — Hompg(X,Y), tal que si f € Hom,p (eX,eY),
V() z) = s z:f (yiz).

Demostracion.

Homy(X,Y) Hompg (R @y X,R @z Y)
Hom,y (eR @y X,eR @p Y)

Hom, gy (eX,eY).

R IR R

Lema 30. Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales ¥ : Hom (R ®xX,Y) —
Hompg(X,Y), para cada R—mddulo X y cada R —médulo Y.

Demostracion. Dado f € Homy(R ®g X,Y), se define g € Homgp(X,Y) como
g{x) = f(1 ® z). Inversamente, dado g, se define f como f(r ® z) = rg(z). m

Lema 31. Si M, N € mod(eRe), existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales
V: Hom,y, p.(eR ®r Re, Homy(M,N)) = Homp(Re®,y, M,Re® . N).

Si f € Hom y,_,1v.(eR ®r Re, Homg(M,N)) y z; ® m es un generador tipico de
R’B @er'e M, ‘I’(f)(.’ll, ®? m) = Zj z; ® f(y, ® I,‘)(Tn).



REDUCCIONES DE MORITA, BOCSES Y REPRESENTACIONES 18

Demostracion.

HomeR;e_eRre(eR’ ®nr Re, Homy (M, N)) HomeRre(eR' ®pr R'e ®.r'e M, N)
Homy (R @rRe®,p, M,Re®,p, N)

Homp(Re®,p, M,Re® ., N).

1211 e

Lema 32. Si X es un R—bimddulo, hay un isomorfismo de k espacios vectoriales
V:Homp_p(R,X) > Z(X)={z€ X |zr=rxzVre€R}.

Demostracion. Sea f € Homp_p(R, X) entonces f(1) € X. En efecto, para toda
r € R se tiene,

flry = f(Lry=fQ1).r
= f(r1)=rf(1

Luego, ¥ esta bien definida y claramente es k—lineal. Ahora, si ¢ € Z(X), se define
U(c)(r) = c.r = r.c y se demuestra que ¥ = ¥~1, u

Observe que, en particular, si M y N son eR e—médulos entonces
Hom . . (eR e, Homp(M,N)} = Hom g (M, N).
Lema 33. Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales
Hom g, .w.(eR ®p Re,Homi(M,N)) 5 Hom g, . (eKe, Homg(M, N))®
Hom,p (M, N))

SiU' € Hom g ,_.p.(eKe, Homy(M,N)), U° € Hom,p (M, N)) y definimos U =
YU+ U"Yy € Hom gy, y.(eR ®r R'e, Homy(M, N)), entonces

Uly: @ z;)(m) = { U;(O??ei)m(ﬁf)m) z i ?

Demostracién. Como eR ®p R'e - eR e es suprayectivo, sabemos que eR ®p R'e =
eR'e ® eKe. Por lo tanto
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IR

HomeR’e_eRrG(eR’ ®r R'e, Homi(M, N)) Hom,p,_ p.(eKe, Hom (M, N))&
Hom, g, .p.(eRe, Hom(M, N))
Hom, gy, _.w.(eKe, Homg (M, N))®

Hom, gz (M, N).

IR

Lema 34. Si M, N € Rep(.A), existe un isomorfismo:
Homa_p(AQr W, ®r A, Homy(M,N)) 5 Hompg_g(Wy, Homy(M, N)).

Si f € Homg_p(Wy, Hom (M, N)) se tiene ¥~ (f)(a; ® v ® a3)(m) = a1.f(v)(az.m)
con ay,ay € A,v e Wy. )

Demaostracion.

Homg_g(Wy, Homy (M, N}) Homg(W), @ M, N)

Homa(A®zr W, @r M, N)
Homs(A®@r Wi ®@r A®4 M, N)
Homa_s(A®g W, ®r A, Homp (M, N))

Hom,_4(V(A), Hom(M, N)).

iR 1R e IR

Observacion 34.1. Para Wl' =eR ®pr W, @r R e @ eKe, se tiene:
Hom,p, pw.(Wi, Homi(M,N)) = Hom,py. .w.(eR @r W, ®g Re, Homg(M, N))®
Hom,p,. .z.(eKe, Homg(M, N))
Lema 35. Si M y N € mod(eR e). Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales
Hom g, .w.(eR ®r Wi ®p R'e, Homi(M, N))
Homp_g(Wh, Homk(};:e@@}mre M,Re®.y, N))

Sif € Hom, g, .w.(eR @W @R e, Homy(M, N)), tenemos que ¥{f) = g estd dada
por g(w)(z; @m) =¥;z; ® f(y; ® w @ z;)(m).

Demostracién. Considere la siguiente cadena de isomorfismos:
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Hom,p, .p.(eR ®r W, ®r R'e, Homy(M, N))
Hom,y, (el ®p W}@R Re®,p, M,N)
Hom,y (eR ®p W) ®p }J%"e R, M,eRe® p, N)
Hompy (R ®r W) ®g R+e @.pe M, Re®,, N)
Homp(W, ®p R'e cgt,zfe M,Re®,p,N)
Homp_g(W,, Homk(R'i R M, Re® g, N)).
n

Teorema 36. Sea A = (R,W,8) un bocs y ¢ : R = R un morfismo admisible con
respecto a r donde 7= ({e;}o, , {zi}ey , {wi} e, 1, 7) es una reduccién de Morita de
R'. Sea B = (eR'e,W',§') como se definié en 1.4. Entonces existe un funtor fiel y
pleno F : Rep(B) — Rep(A).

Demostracidn. Sea B = Ty (R' QprWo®p R') y ¢ : A = B el morfismo inducido por
pywr— 1@w®1lde Wyen R @prWoorR. Asi, todo B—médulo sera A—mddulo pr
restriccién de escalares via ¢ . Por otro lado, por la proposicién 9, podemos identificar
a eBe con T, (eR ®r Wy ®g R'e). Asi, todo objeto M de Rep(B) determina un
moédulo M € Mod(eBe) y podemos definir F : Rep(B) — Rep{.A), en objetos, por la
formula F(M) = Be ®@.p. M.

Con el fin de describir mejor la accién de A sobre F(M), trasladaremos la accién
de A sobre el R-médulo R'e ® 7, M con la ayuda del isomorfismo del lema 28.
Primero observemos que, por la observacion 4.1(2), si z € R'e ® , M, z tiene una
expresién tnica de la forma z = ¥, x; ®,p, m; donde m; € e, M. Podemos
entonces representar a z con su ”vector de coordenadas”

Ty

[2] =

my,
Ahora, sia € A,

a. (E Ti ®cR’e mf)

0(ad™ (L z: ®.pr, ™))
B(Q(Z T; Depe mz))

0(¢' (a) ( 7i ®epe ™))
E 2 (a)'cz ®eBe ml))

T Der'e (%‘P (a)z;).m

a<

o
-3,
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En resumen, [a.2] = M, [2], donde M denota el isomorfismo B — M (eBe).

La idea para dar el funtor F' en morfismos es la siguiente: U = (U°,U') € Homg(M, N)
estd dado por U° € Hom,p (M,N) y U' € Hom_,, . (V(B), Homi(M,N)). A
su vez, U' =2 Uy + f' donde U; € Hom,p, .p.(eKe, Homy(M,N)) y el mor-
fismo f' € Homa_s(V(A), Homi(F(M), F(N)). Por otro lado, queremos tener un
morfismo f = (f°, f') € Homu(F(M), F(N)), donde f° € Homg(F(M),F(N)) y
ft € Homa_a(V(A), Hom(F(M), F(N)). Veremos que f% = U%+ U] funciona bien.

Si M, N € Rep(B), sea U = (U U') € Homg(M, N) entonces,

U € Hom,y,(M,N)
U' € Hom,,, ., (V(B), Homi(M, N))

Por los lemas 33,34 y la observacién 34.1, tenemos que U' = Ul + f! donde U} €
Hom oo oleke, Homy(M,N)) y f1 € Homa_a(V(A), Homi(F(M), F(N)). Ob-
servemos que Us = U' |,ke, por lo que escribiremos U! & U! + fl. Explicitamente,

fHawa)(z: @ m) = T, 20 ® (grip(ar)z) U (s @ w @ ) (y50(az) ) (m).
Pero
36 (Urp(a1)zs)U' (ys ® w @ z; ) ysp(az)z:) = 5.5 (Urp(a1)zs) (ys ® w ® 7;) (y;0(az)x:)
= ( (al) ® w ® p(az)z:)
Por otro lado ¢ : R — R induce ¢ : A — B dado por ¢ (w) = 1 ® w ® 1 para toda
w € W, por lo tanto

¢ (awag) = @ (a1)p (w)y (az)

= ¢ (m)(1®w® 1)y (a)

= ¢(m)@wey (a)
De donde, finalmente tenemos que

fHaywaz){z; ® m) = ¥, z, @ Ul (ypp(@iwag)z;) (m).
En términos de coordenadas,
[fH{arwas)(2)] = UM p(aywaq) [2] -

En general, si v € V{A), [f'(v)(2)] = U' My [2].-
Por los lemas 31 y 33 tenemos el siguiente isomorfismo:

Homp(F(M),F(N)} 2 Hom,y (M,N)®Hom , ., (eKe, Homi(M,N))

el e—eR e
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Para U’ € Hom_p (M, N),yU' € Hom p,_.pw.(eKe, Homi (M, N)), se define f° €
Hompg(F(M), F(N)), dado por f*(z;@m) = ;4 ;U (y;@2;)(m)+2:QU° (e5;ym).
En términos de coordenadas tenemos,

[f2(2)] = UNX) [2] + U°[2].
Veamos que el morfismo f = (f°, f!) € Hom(F(M), F(N)).
f=(f%f") es un morfismo si y sélo si para todo a € A,z € F(M) se cumple:
a.f%(z) = fa.z) + f1(8{(a))(2)
En términos de coordenadas, tenemos:
[a.(£°(2))] = [f*(a.2)] + [£1(6(a))(2)]
es decir,

MU' (X) 2] + MU [(2)] = U:(X)Mw(a) [2] + U Moy [2] +
U M) 12]

O, lo que es lo mismo,

MU [(2)] = UMy [2) = UMN(X)Myq) [2] = Mp@y)U' (X) [2] +
U' Miipayy 2]

Como (U° U') € Homg(M, N), para y;p(a)z; € eBe, m; € M, se tiene,

(yip(@)z)U%(ms) — U (yjp(a)z:) (mi) = U0 (yip(a)z:) ) (ma)
En términos de coordenadas, tenemos:

MU [(2)] = UMy [2] = U8 (Mya)) [2]
UNX My(a) = My X + Mspap) [2]
UNX)My(a) [2] — MU' (X) [2] +

U* Mstptay [2]

Hol

Si definimos F : Rep(B) — RepA por la regla F(U) = (f°, f!) como ha sido descrito
en ¢l parrafo anterior, tenemos claramente que F(Ipr) = Ipn. Por lo que solo nos
resta ver que para

M %5 N 5 L en Rep(B)

RFeeM 5 Re®N % Re®L en Rep(A)
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tales que:
FlUy=f FWV)=g FWVU =h
se tiene que ((9f)°, (¢f)") = (A%, h').

(0] = ["(f()] = VHX)[()] +V°[f(2)]
VHXYWHX) [2] + VXU [2] +

VOUNX) [2] + VOU° [2]

Por otro lado:
[A°(2)] ( U)H{X) [Z] + VOU? [2]

VIXOUNX) [2] + VXU [2] +

VOUL(X) [2] + VOU® [2]

por lo tanto, (gf)° =
Sélo nos falta demostrar que {(gf)! = h'.

[RY(w)(2)] = (VU)' My, [2]

VOU M) [2] + V! My U° [2] +
(V' ®@ U8 (M) [2]

VU Moy [2] + V' M) U° [2] +
(V' @ U')d (Ay) [2]

VOUY M, ) [2] + V' My U° [2] +
(V' @U) (X Auw + AuX + Asu} [2]

It I

Por lo que finalmente tenemos,

(B w)(2)] = VU My [2] + VI MyuyU° [2] + VH(X)U' M)+
VMU' (X) + (V! ® UY) My(s))-

Por otro lado,

[(g£)! (w)(2)] [gof (w)(2)] + [g' (w) f°( )]+[(9 ® f1)(6(w)(z)]
Vi) [f! (W)(Z)]+V°[ fHw)(2)] +

VIM,w) [f(2)] + (9" ® f1)(6(w)(2)]

VI(X)UIM (w) [Z] + VDUle(w) [z] + Vle(w)UI(X) [Z] -+

VMU0 ] + (g ® 1) (6(w)(2)]

il

Por lo que para concluir, es necesario ver que [(g' ® f1)(8(w)(2)] = (VIQU") My(sw) (2] -
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s [ (wd) fl{w?)(2)]

T VI My [f (w?)(2)]

2 VI MU' Mz [2]

= (V'oU") X, My} Moz [2]
= (V' ®@U") Mysw) (2]

[(g' ® f1)(6(w)(2)]

24
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CAPITULO I1

Una bigrafica B es una grafica finita orientada con dos tipos de flechas. Si R es
un 4lgebra minimal y W es un R—bimddulo graduado libremente generado sobre R,
existe una biyeccién entre las parejas (R, W) y las parcjas (R, B). Definiremos lo
que es un funtor admisible elemental entre la categoria de representaciones de los
bocses A y B. Mostraremos que un algoritmo de reduccién es un funtor admisible
elemental fiel y pleno F : Rep(B) — Rep(.A). Nuestro proposito en este capitulo es
describir explicitamente cuatro algoritmos de reduccién: eliminacién de idempotentes,
regularizacién, reduccién de una flecha y unravelling. Finalizamos esta seccién con
algunas propiedades importantes de los algoritmos de reduccién.

I1.1 Bocses diferenciables triangulares.

Definicién 1. Una k-dlgebra R es minimal si existe una descomposicién en idem-
potentes primitivos ortogonales de 1g = Y-, e; tales que:

1. Paratodai€ {1,---,n}, e;Re; 2k 6e;Re; =2 k [:n]fi(x) para algin f; € k[z];
2. Sii#j, e;Re; = 0.

Observemos que si R es una k—algebra minimal entonces R es basica e isomorfa a
una k—dlgebra S =k x -+ x k x k[z]; X - X k[z]g, 0 -
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Definition 2. Una bigrdfica B = (V, A, gr) es una gréfica orientada finita, donde V
es el conjunto de vértices de B, A es el conjunto de aristas de B y gr : A — {0,1} es
una funcién. Si a € A, el grado de o = gr(a).

Si R es un dlgebra minimal, 1z = Y I.; €; es una descomposicién en idempotentes
primitivos ortogonales de 1z y W un R—bimédulo graduado libremente generado,
e.d, Wy = LierReysy ®r sy y Wi = LjesRey;) ®p esjy R, al par (R, W) podemos
asociarle una bigrafica B de la siguiente forma:

1. El conjunto de vértices de B, V = {1,-.-,n}.

2. Para cada o; € ey;yWsey(;) generador libre de 1V, sea @ : s(7) — £(¢) una flecha
de grado cero en B.

3. Para cada v; € e,Wye,y;y generador libre de Wy sea v : s(z) — — — ¢(i) una
flecha de grado uno en B.

Reciprocamente, dada un algebra minimal R con descomposicién 1p = >} ,e; en
idempotentes ortogonales primitivos, a cada bigrafica B con vértices {1,2,---,n}
podemos asociarle un par (R, W) de la siguiente manera:

1. Por cada flecha o : ¢ — j de grado cero en B, sea o; € eyiyWye,) un generador
libre de Wj.

2. Por cada flecha v : i — — — j de grado uno en B, sea v; € ey Wies un
generador libre de W)

En lo que sigue, se considera siempre el caso en que Wy y W) estan libremente
generados sobre R por elementos avy,--+,qn ¥ 1, - - -, Um, respectivamente, por lo que
pensaremos indistintamente en el par (R, W) o (R, B).

Sea A = (R, W, 8) un bacs, B la bigrifica asociada a A, {1, -, a,} el conjunto de
flechas de grado cero en B,y {v1,---,vn} €l conjunto de flechas de grado uno en B.

Definicién 3. Un bocs A = (R, W, ) es triangular si:

1. Existe un orden a; < ag < -+ < @, tal que para todo i, 1 < i < n, 6(a;) =
2 bjvjcy, con b, c; caminos de B de grado cero compuestos por flechas del
conjunto {a, 0y, -+, ;1 } ¥ v; una flecha de grado uno en B.

2. Existe un orden v; < vy < -+ < vy, tal que para toda j, 1 < j < m, §(v;) =
2wy, con wg, w; caminos de grado uno compuestos por flechas del conjunto
{v1,v2,--,v;_1} y flechas de grado cero.
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En lo que sigue todos los bocses son triangulares.

Lema 4. Sea f = (f% f') : M — N en RepA. Entonces { es un isomorfismo si y
sélo si f° es un isomorfismo en modR.

Demostracidn. a) Supongamos que f = (f°, f!) es un isomorfismo, entonces existe
g = (g°%g") tal que gf = (I,0) y fg = (1,0). Pero I = (gf)° = g°f°. Similarmente
f%4° = I, por lo tanto f° es un isomorfismo.

b) Supongamos que f° es un isomorfismo y sea g su inverso, queremos demostrar
que existe g', tal que (g% ¢")(f% ') = (I,0). Como el bocs es triangular, existe
«; minimal tal que §(¢y) = 0. Definamos g'(a;) = —g°f'(a)(f°)~!, por lo tanto
(¢) () = 0. Inductivamente podemos definir

gl(ﬂ‘n) = _gofl(an)(fo)'l - Zj gl(a’-;‘)fl(a?)

donde d(on) = ¥ 0} @02 y aj,02 < ap.
Por lo tanto, paratodoa € AQ W, ® Ay m € M se satisface

9°fH(@)(m) + ¢! () fO(m) + Zi g' () £ (af)(m) = 0
donde §(e) = ¥T; o @ o?. En particular si v = d(a), se tiene
9°f1(8(a))(m) = —g'(8()) fO(m).

Veremos ahora que (g°, g') es un morfismo. Como ¢° es un isomorfismo, todo n € N
es de la forma f°(m) y usando el hecho de que f es un morfismo se tiene,

9°laf®(m) — f(am)] = ¢°(f!(6(a))(m)
lo cual implica que
¢*(af*(m)) — ag’(f*(m)) = —g'(6(a)) f*(m)
por lo tanto
ag’(f%(m)) - ¢°(af(m)) = g'(8(a)) f*(m).

De manera similar se demuestra que ¢ es inverso izquierdo de f. W
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I1.2 Eliminacion de idempotentes.

Sca A = (R, W, ) un bocs donde R es minimal, 1z = 7., ¢; una descomposicién en
idempotentes primitivos ortogonales de 15 y I = {¢), para [ arbitrario 1 <! < n.

Sea R = R/I, 15 = Yiiuei ¥y R— R/I ¢l mofismo canénico. Observe que
R es bésica, por lo que resulta innecesario considerar una reduccién de Morita y
claramente @ es un morfismo admisible. Por la teoria general expuesta en el capitulo
anterior, el nuevo R —bimddulo estd dado por W' = R/I ®@rW ®r R/I ®eKe.
Observemos que R/I ®g;R/I = R/I ®pR/I — R/I es un isomorfismo, por lo
tanto, eKe = 0.

Recordemos que los generadores libres de W' son de la forma ;@ pw® rej parai, j # 1
y w generador libre de W. Por lo tanto la nueva diferencial 8 : Tr/((W') = Tr/ (W)
estd dada de la siguiente manera 6 (e; @ w @p ej) = 1p/1 ®p0(w) ®r 1g/s-

Por lo tanto B = (R,W’,d'), resulta ser un nuevo bocs diferenciable y existe un
funtor fiel y pleno F : RepBB — RepA.

Si M € RepB se define F(M) =54 M tal que (AM); = M; sii # [,(aM), = 0. 51
f=(f):M—>N,B= [TR,,(W')]O, como Homp (M, N) = Homg(aM,s N)
y

Homp_p ([Tr/1(W')] |, Homy(M, N)) = Hom_a ([Tr(W)], , Hom(aM, 4 N))

se tiene F(f) = f .

Observe que si consideramos la subcategoria plena de RepA formada por las re- pre-
sentaciones M tales que (M); = 0, entonces el funtor F' resulta ser una equivalencia.

Finalmente, si B es la bigrfica asociada al bocs A, B la bigrifica asociada al bocs
B, tiene los mismos vértices que B, excepto el vértice . Las flechas de B’ son las
mismas que las de B excepto aquellas que tengan algin extremo en [.

I1.3 Reduccién de una flecha.

Sea A = (R,W,d) un bocs triangular diferenciable, R bdsica, 1z = Y., f; una
descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales de 1g, a(s) = fos) ®« fa(s) l0s
generadores de Wy y v(t) = fir) @& faryy los generadores de W, es decir :
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Wo = Ha(_,,)Ra(s)R
Wl - HU(E)RU(t)R
Sea o = f; ®y fi € Wo; 1 # 5, f,-Rf,-:k,ijszkyJ(a)=0. SiR=RyX Ry =

kx kxR y R(a) = Ro(a) x Ry sabemos que A = Tp(W) 2 Th(a)(W,) donde W,
es el R(a)—bimédulo graduado con generadores {a(s)}, 5.0 ¥ {v(£)}, es decir,

Wo = Uage)2e R(a)a(s) R(a) @ Uy R{o)v(t) R{a)

Sea R =k x My(k) xkx Ry; Ly =0, €+ ¢y + €y, Ty €€, R €, Yoy €€, Res,
donde,

__(1o0 {00 _[(00 {01
n=Vloo0) “=Tlo1/) *=T\L10) ¥T1oo

Sea @ : R(a) = R el siguiente morfismo de dlgebras,

p(fi) = & sil#1,]
Qo(fi) = € te;

‘P(fj) = €jteéy

pla) =

Podemos extender ¢ : R(e) = R a ¢ : Thia)(Wa) = T (R ®pia) Wa Or(a) ) de la
siguiente manera:

¢(fb(s) B fa(s))

]'R' ®R(a) fb(s) Bk fa(s) ®R(a) 1R’

O(fois)) @ria) Lr(e) Bk Lr(a) Rria) ©{fa(s))
So(fb{s)) Ok ‘P(fa(s))

w(a(s))

IR 1l

por lo tanto:

R ®pio) Wa ®p) B = K ®rta) (LagoiaR(0)a(s)R(2)) ria) B
R ®p(a) Hu(t)R(a)v(t)R(a)) Rria) B
= (UoaR e(a(s))R) ® (Uyy R p(v(t))R) .
A continuacién daremos una reduccién de Morita de R’

Sene=3Yr, e +e,, 7: I;U{z,2} = I,U{n} tal que
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T(i)—{ i siiel,u{z}

i i =2

Sii€IaU{21},%i = Ui = €, YzpTay = €r(eg) ¥ Tay¥zy = €25, & s Morita equivalente
a eR e, donde:

eRe=elkx My(k) xkx R)exkxkxkxR =Rxk.

El nuevo eR e—bimddulo graduado es W' =¢ (R' ®r(a) Wa ®r(a) R’) e P eKe, con
graduacidn,

Wé = Ha(a);éa(’eR'(p(a(s)’)R'e
W, = IyweR p(v(t))Re®eKe

donde eKe = Ker(eR' B R(a) Re—eRe).
Recordemos que {yx} v {z;} son conjuntos de generadores de eR’ y R'e, respectiva-

’ r ¢ ' r
mente, ademds eR ®pa) R e = Hom,p (Endp)(R €),eR e) (ver[BZ]), el isomor-
fismo es el siguiente:

si g € Endpa)(Re) = ¢(ye © 2)(g) = yrg(x).

Size Re=(kx Myk) xkx Ry)e = ke; x ke,, x kz,, x ke; x Rie, a € R(a), para
g € Endpa)(R'e), se debe de cumplir que g(a.z) = a.g(z) con la accién determinada
por @ : R(a} = R por lo que tenemos el siguiente lema.

Lema 5. Si g € Endpa) (I e) entonces g tiene la siguiente forma matricial:
( ay; 4o 0 0 0 -« 0

0 [£50) 0 0 0 --- 0
0 0 Gog Q34 : -« 0
0 0 0 44 0 0 0

0 0 0 a

L0 0 0 0 0 a)



9(fiz) = gl(ei +e2,)2) = (ei +€2,)9(2) =

9552) = gl(e; + e.2)2) = (e + em)g(z) = {
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Demostracion
z =€ gle:) = (ane; + agey,)
Z = €y g(ezl) = (a21(3i + ﬂzzezl)

=€ 9(63‘) = (03363' + a43%,,)
2 =Tz g9(z,) = (03483' + a44$22)

9(02) = 9(32,2) = T0r9(2) = {zze“ a3 = 0

2 = Iy (g3 = (33
g(ze;) =zgle;) =0 = ay =0

finalmente, g(f;z) = eig(z) = g(e;r) = gle;) = Mg para toda f; € R,

Por lo tanto, los generadores de eKe son y; ® T, ¥ ¥, ® x;. Ademds, y,, Q@ z, =
Yoy ® T4y, ¥ @ €s un morfismo admisible.

Con el objetivo de definir una diferencial para (eR'e, W'), estudiaremos que sucede
con los generadores del R—bimddulo W, bajo la accién de ¢ y definiremos una matriz
para los generadores de W.

L.
2.

Sia=f,®f, € Wo,p,q+i,j, entonces a = e, ®@ e, € Wy y 4, = ().

Sia=f,®fi € Wy, ¢ #1,j, entonces tenemos dos generadores para Wé,
a1) =€, €, 012=€;,R¢€;,Y A, = (01,1,01,2)-

Sia=f,®f, € Wy, p # i,j , entonces tenemos dos generadores para W,

a1
a1 =€ Qep, a1 =€, Qe y Ag = ( )

2.1

- . . r
Sia=f,®f; € Wy, g #14,j, entonces tenemos dos generadores para W,
a1 =e,®ej, a1 =€, Q e, ¥y Ay = (a1,1,012) -

Sia=f;®f, € Wy, p#1,j, entonces tenemos dos generadores para Wé,

a1
a1 =€;Q €y, G31 =€, @ep, ¥y Ag = ( as1 ) .
Sia=fi® fi e Wy,l =161 =3, entonces tenemos cuatro generadores para
rt
Wo, g =e®e,a0=e®e,, 0, =€, e, a2 =€, e, ¥ A = (055),
L,j=1,2.



ALGORITMOS DE REDUCCION 32

7.8 8= f;® fi € Wy, B # «, entonces tenemos cuatro generadores para W,
1,1 = € & €, 12 = € @ €i,Q21 = € ® €y 22 = €y & €xn Y A,@ = (a’ij))
id=1,2.

En el caso de que v = f, ® f, € W), los generadores de W, se calculan de la misma
manera que para el caso en que tomamos un generador de Wy, similarmente se define
la matriz A,.

Sea e,, el idempotente en el vértice z;, definimos 4, = ( g 661 ) .

Para un camino y = ;72 -+ s en B, la bigréfica sociada al bocs A = (R, W, §), con
grado de v € {0,1} definimos la matriz A, = A, A,, -+ A,,, si u = ¥, &y, entonces
Ay =3 cA,.

Para todo p vértice de B, se define la matriz Y, tal que:

A O 3:22 S O yZ2 - . o
Y;_(O 0)3 Y;_(O O ] }/;J_'OSlp?éz!J‘

Para toda flecha en B, a : p — ¢ de grado cero, a # a, sea,
0 (Aa) = YA, — ALYy + Asa)-

De igual manera, para toda v : p — — — g en B, de grado uno ,
8 (Ay) = YA, + AY, + Agqy.-

Finalmente § (Aq) = 0y §'(Y,) = (Y,)? = 0 lo que implica que & (z,,) = & (y,,) = 0.
Se tiene entonces que para toda flecha 3:p — ¢,

§(Ap) = YA — (1) DAY, + Asgy

Por lo tanto, si denotamos para una flecha a, de grado cero en B, 4,, = (af;), con
los indices en los rangos adecuados, entonces la diferencial de a, se define como las
entradas de la matriz § (A,, ). Similarmente para v, una flecha de grado umno.

Por lo que tenemos el nuevo bocs diferenciable B = (eR'e, W', §).

La bigréfica B asociada a B, tiene como vértices el conjunto {1,---,n,z }, una flecha
de grado cero por cada uno de los generadores de W, una flecha de grado uno por
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cada uno de los generadores de W,, ademéas de dos flechas de grado uno, dadas por
los generadores de eKe, explicitamente, v; : 21 — — 2 iy v 1 j — — = 2.

Finalizamos esta secciéon con la descripcién del funtor fiel y pleno  F' : Rep(B) —
Rep(A).

Sea M = (M;,i € I, U {zl};M(a;‘-’j), aj; € Wé), pero M; = ¢;M;, por lo tanto si
F(M)=ReQ®,y, M tenemos:

ff'(R'e Der'e M) = (p(fl)(R'e Per e M) = BI(R’G ®eR’e M)
= E;M = EJM[

filRe®,p, M) = (eit+e,)(Re®.p, M)
= eRe@y . MOe,Re®, p, M
= M, ® ez]le

fj.(R'E Bl e M) = eijEBez,le

de donde, F(M) = (M;®&M,,, M;®M,,, M; sil # i, j) junto con las transformaciones
lineales

FOM)(e) = 0, PO = (o ).

Sif=(f°f): M- NecRep(B), g=1(4"¢") € Rep(A) se define:

@l = fOum sil#1,7

P = (L 1)
M; 0 f(] |MJ-
T ( P hy fl) )
A, 0 f(] |M.‘

g'v) = (fH{vh)
Proposicién 6. El funtor F : Re p(B) — Rep(A) es una equivalencia.

Demostracion. Sea N € Rep(A), N(a) : N; = Nj, entonces N; = KerN(a) &
Im N{a), N; =ImN{a) ® W con W C N;. Se define M € Re p(B) mediante:

M; = KerN(«a)
M, = ImN(a)
M, = W

Ml = Nh ! '-lé 2,__7
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Ademas, toda N(a,) se expresa como una matriz N{a,) = (N;;(a,)), de 1,2 6 4
entradas. Para toda flecha af; de grado cero en B', se define la transformacién lineal
M(af;) = Nij(as). Se puede ver claramente que N 2 F(M}), por lo tanto el funtor ¥
es denso. W

I1.4 Unravelling.
Sea A = (R,W,d), con R = x%“leh;fA = (0,---,0,1RA,0,---,0), 1z = Z,z’:;l fr una

1
descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales.

Supongamos que Ry = fiRf; = k[z];,, y consideremos A € k con f(A) # 0. A
continuacién describimos el unravelling de tamano [ con respecto a A.

Sea I' el carcaj de traslacién con |V (T')| = ‘—(I;—ll descrito en el apéndice. Como antes
consideremos el k [z} 1(z) —médulo V = U,crkr = Jy, @ --- @ Jy 5. Para cada drbita
o(i), i=1,---,l tenemos el k2], —submddulo V; = o kr, V = o, V.

Tomemos Ry = Endy(Vi) x -+ x Endg(V}) x k(%) ) (o—ny - Sea wo 1 k[z); — R,
dado por wo(z) = (mnl,---,ml,z), en donde m’ es la aplicacién lineal de V; en V;

dada por la multiplicacion por la izquierda por .

Recordemos que R = xI* R, = k[z]f,y x R por lo que se tiene un morfismo de

dlgebras ¢ : R = k|[x],, % R Ry x R dado por p(u,v) = (wo(u),v).

. . . . 4 o T .
A continuacién daremos una reduccidn de Morita de R = Ry x i . Consideremos

. aqr A . ay. ;5 - o~
en primer lugar una familia de idempotentes primitivosen R, f = f;,i1=1,---,m.

Para cada r € V(T') consideremos la aplicacién lineal de V; en V; dada por

er(s) = T Ssis=rT
Tl 0 sis#r

Claramente las e, son idempotentes. Sea Iy = {vértices de I'} U 1,---,ﬁ}. Si
ponemos e; = f;, se tiene que lp = 3, e, €5 una descomposicion en idempo-
tentes primitivos ortogonales de 1.

Para r € T definimos z,, y. € Endy(V;) con r € o(i), de la siguiente forma,

_fr sis=g ) p sis=r
m"(s)—{O sis;éq,-’y"(s)_{ sis#r
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Entonces y,z, = ey, 4%, = e,. Para ¢ ponemos z; = y; = e;. Consideremos ahora

Iy ={qh'--,ql,l,‘--,ﬁ},yT:Io—>I1 dada por

7(r) g si r€ol(

() =7 si 1<5

)
<m

Por lo anterior se tiene y,z, = €r(y), Tulu = €, para u € Iy. Por lo tanto, (7, Ty, Yu)
es una reduccién de Morita de R'. Sie = > uel, Cus

Veamos por ejemplo, el caso en que [ = 3.

o o O

I g

10
er=ey =1 ex=¢p= 00

{00 {00
B=101 =110

10
€1 =¢€up =10 0
0 0

ol
e

[l
VS
o O
e R

[0 00 000 /0 1 0
€5 — 010 Iy = 100 Ys = 0 00
\000) (000 \0 0 0
/0 0 0 000 [0 0 1
es=|000 =0 0 0 ys=]0 00
\0 01 1 00 \ 0 0 0

. . ay . U . ”
A continuacion describiremos el nuevo eR e~bimédulo graduado.

Sean a(s} = fus) ®r fa(s) generadores de Wo; v(t) = fyy @k forry generadores de W,
es decir, W = Ug(s) Ra(s)R & I1,(,) Ru(t)R. Entonces,

RerWerR = (IyRo(a(s)R) ® (LR ew()R)
= (R®Wo®rR)® (R ®@p W, ®r R)

Sea W' = e (R’ RrW Qg R') e @ eKe, recordemos que la nueva graduacién de W'
es:
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'
W, = e
'

W, = e

RerWo®r R )e = Ha(s)eR'go(a(s))R’e
RorWi®rR)e®eKe = ,peR p(u(t))Re® eKe.

Nuevamente estudiaremos quien es eKe, usando el hecho de que
eR ®p Re= Hom_p (Endp(R'e),eR'e).

Una base para R'e = (k2] zy_n X Ende(Vi) X Ende(V2) X -+ - x Endg(V) x Ry)e
es

{615821:‘53:6413;5!3:61"'16153:1-%-11'“5:1:!!“2"_’2}

Si g € Endp(R'e), 2 € Rey a € R entonces se debe de cumplir g(a.z) = a.g(z) con
la accién determinada por ¢ : R — R'.

Como zR'e 2 Re, si g € Endp(Re) tiene la siguiente forma matricial.

[A 0 0 0 -+ 0 )
0 Z 0 0 --- 0
0 0 pp 0 -~ 0
9510 0 0 pus ‘
o0 o0
\0 0 0 0 0 pu/
Donde Z pertenece al espacio de matrices de tamano ‘—U—;’—Q que conmutan con V =

@i: 1 Jl,k .
De esta manera quedan determinados los generadores de eK'e y ademas puede verse
que ¢ es un morfisme admisible. Por ejemplo, si [ = 3,

0 0 23] ¢ 0 (45

453 0 bl 0 bg b3

s_| 00000 b
o ay b4 b5 0 bs b'{
0 0 b 0 0 b

0 0 000 O

Con la finalidad de describir la nueva diferencial & : T, (W'} = T, (W') veremos
que sucede con los generadores del R—bimédulo W, bajo la accidén de ¢ y definiremos
una matriz para los generadores de W.
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1. Si ay = f; @ f; tal que 1# 1+ 7, entonces a, = F®:fre Wy y Ag, = (@u).

2. Sia, = f; @ fﬁ tal que 7 # 1, entonces tju = f; ®re; € Wy, je V(D) y
Aau = (Gj,u)jev(r)-

3. Si ay = £ ® f; tal que 1 # 1, entonces a,; = ¢; @4 fre Wy, i € V(I y
Ag, = (au,i)iEV(I‘)-

4. Sia, = f;®% fg tal que 7 = 1 = J, entonces af; =€ Q€ € Wy, ,jeV(D)y
Aq, = (af)iger-

Si v, es un generador de Wy, A, se define de manera similar.

Como en el caso de reduccién de un eje, tenemos que para toda flecha §:p— — — g,
§'(Ag) = XpA45 — (1)) A X, + Agey es una diferencial, donde

0 t#1
X =
(ms,r)s,reV(I‘) 1 =1
donde
0 si no existe un caminoen I',y: s = r

Tsgr =
Z,y  Siexiste y:s — r (escribimos s < r)

En nuestro ejemplo,

0 0 13 0 0 e
a1 0 a3 0 225 Zog
X1 — 0 0 0 0 0 3,6
T4,1 T2 T43 0 Zas Tu4s
0 0 I53 0 0 Z5.6
0 0 0O 0 0 0

Supongamos que §:p — 1, p # 1, entonces:

[F(40)],, = [XoAs = (~D)7OA:X, + Ase)]
= [X[Ag =+ A'S(ﬁ)]:’j
= Yicr Tirlrj + [Aé(ﬁ)]ij

Supongamos que 3:1 — g, ¢ # 1, entonces:
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[#'(A9))] [ XA — (1) P Ag X, + Agg)]
[_(_1)9f(ﬂ)AﬁXp + Aa(ﬁ)]i-

= (1) T,y ; a7 5 + [As)]

ij Y]

(24
Finalmente, si 7 : 1 — 1, entonces:
[F(40)], = [Xeds — ()7 PDA5X, + Ass]
= [XIAB — (—1)T P ApX, + Aé(ﬁ)]ij

= Ticy Tipr; — (~1)7@ 2s>j QisTs,j [Aﬁ{ﬁ)]ij

Por lo tanto tenemos un nuevo bocs diferenciable B = (eR'e, W', d').

La nueva bigrifica B' asociada a B tiene vértices {1, 2, .- 01, ,ﬁ} y una flecha

de grado cero por cada generador de W, y una de grado uno por cada generador de
W, 6 de eKe.

Si B = (eR'e,W, §') es el nuevo bocs, que obtenemos de hacer unravelling de tamaifio
I con respecto a A, veremos a continuacién como es el funtor fiel y pleno F' : Rep(B) —
Rep(A). R
Sea M = (M;,i=1,---,0,1,---,7; M(a,),a, € W;) € Rep(B), con M; = e;M;, por
lo tanto si F(M) = Re®, g, M tenemos:
F(Re®@,pa M) = o(f)Re®,u, M)
= f'{R'e ®eR'e M= f?M
= fMpsii#l
H(Re®p. M) = ¢(f)(Re® . M)
= (Tiae+ f)(Re®,p, M)

= @f.(eMe) ® M

i=1
ciones lineales siguientes:

de donde F(M) = (&}, (e;M,,) & fTMf?, My si 7 # 1), junto con las transforma-

1. Siay:i—j,coni,j#1, F(M)(a,) = M(ay,).



ALGORITMOS DE REDUCCION 39
2. Siay,:1— 5,7 #1,F(M)(ay) es la matriz de tamafio ! x 1, F{(M)(a,) =
3.Siay : i — 1,i # 1,F(M)(a,) es la matriz de tamaiio 1 x I, F(M)(a,) =
M(a’unj)’
4. Para un lazo a, : 1 = 1,a # a, se define F(M)(a,) = M(at;),
5. Finalmente, FM(z) : M; — M5 es la suma directa de matrices

M)=N@z)eJ - & J;

en donde
My, Iy, 0 - 0
0 Aly, In, -+ 0O
Ji =1 0 0 :
: 0 0 Ay, Iy,
0 0 0 - Ay,

I1.5 Regularizacion.

A diferencia de los tres algoritmos descritos anteriormente, el algoritmo de regu-
laracién no depende de tener un morfismo admisible entre dos algebras, ni de consi-
derar una reducciéon de Morita. Sin embargo, nos da una equivalencia entre dos bocses
diferenciables, con la misma I? k—algebra como base.

Sea A = (R,W,4) un bocs diferenciable. Supongamos que é(a) = v, donde «
ejRe; € Wy, v = e;Re; € W1, Consideremos el ideal J = (o, v) y definamos w'
W, ® W, donde Wy = Wy— < a >y W, = W,— < v > . Por lo tanto Tx(W')
Tr(W)/J. Observe que §(J) C J,sin: Tr(W) = Tr(W)/.J es el morfismo candnico,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

[

Te(W) -5 Ta(W)
il In

Ta(W)/J o Te(W)/J

" s ’ . .
Afirmacion: é es una diferencial.
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2. gr{v) = gr(nv) para todo v € Tr(W), por lo tanto si gr(v) = n tenemos que
gr(d (v)) =n+1.

3. Veamos que § satisface la regla de Leibnitz,

§(zy) = & (n(z)n(y)) = n(zy)

né(zy)

n(E(@y + (~1)7@zd(y))

8 (n(z))n (y)+( 1)o7 =Ny (2)nd (y)
= & (n(a)nly) + (=)D (n(y))
= d(z)y+ (- 1)”(“”335()

I

4. (6')(w) = & (8 (n(v))) = & (nd(v)) = ndd(v) =
Por lo tanto B = (R, W',§) es un bocs diferenciable.

La siguiente proposicién es necesaria para demostrar que el funtor F : RepB —»
RepA es denso.

Proposicién 7. Sea M un R— médulo, M un A— médulo, f = (f°, f\) tal que
f° € Homg(M', M) es un isomorfismo, f! € HomR_R(Wl,Homk(M',M)) entonces
se le puede dar una estructura de A— médulo a M’ tal que f € RepA.

Demostracién. Seam € M, definimos la accién de « € A, como a.in’ =
Supongamos que a es minima, entonces af°(m’) = f%(am’ )+f (6(a))(m') = fO(am’).
Por induccion se pude continuar, teniendo nuestra proposicion. B

Teorema 8. Existe una equivalencia F' : RepB — RepA.

Demostracion. Sea M € RepB, F(M)} = M;si f = (f° f!) € RepB, definimos
F(f) = (f° f'n).

Observe que M € Rep.A esta en la imagen de F' si y sélo si aM = 0. Veamos que
F(f) es un morfismo en RepA.

Sea a € Tp(W,) y m € M, la accién de a.m = n(a)m. Queremos demostrar que para
toda a € Tp(Wy) y m € M,

af®(m) — f*(am) = n(a) f*(m) — f(n(a)m) = fin(6(a))(m).

Pero 7 es suprayectiva, por lo tanto para toda a € Tr{W,), @ = n(a) y por ser f un
morfimo en RepB tenemos:

(f)~Haf(m

).
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() f2(m) — fO(n(a}ym) = f1(& (n(a))(m) = fn(8(a))(m).
Claramente F'(Iy) = Ir(ar).

Sean f : M —- Ny g: N = L dos morfismos en RepB. Veremos que F(gf) =
F(g)F(f).

F(g)F(f) = (¢°£°, (g'n)(f'n)) pero,
(g'm{(fin)(v) = ¢°F'n(v) + g'n(v) f° + L g'n(v}) f'n(v])
donde &' (v) = ¥ v} ® v2, por lo que §'7(v) = L n(v}) ® n(v?) = né(v).

Por otro lado, gf = (¢°f% (g'f1)} , 9" F*(v) = ¢ F1(v) + 9 (v) f* + Z g* (v]) f1{w}),
por lo tanto, F(gf) = (¢°f°, (¢' f')n) donde

(¢ fOn(w) = ¢ Fra(v) + g'n(v) f° + L g'n(v}) fin(vf).
a) El funtor F es fiel.
Supongamos que F(f) = (f°, fin) = (0,0), entonces f* =0y f'n = 0, es decir la
siguiente composicion es cero:

[Te(W)il, 2 [Ta(W")], L5 Homp(M, N)

Fn()(m)=0=f"=0.
b) El funtor F es pleno.
Sea g = (¢°, ¢') € RepB y considere el signiente diagrama conmutativo:

W, 25 Homy(M,N)

™ AT
W,

Por lo tanto ¢! = fln, veamos que (¢°, f') es un morfismo en RepA.
(na)g"(m) + g°(na.m) = g*(8 (a))(m) = f'n(8' (a))(m) = f!(6(na))(m).

¢) £ es denso.

Para M € RepA , considere el morfismo f = (Idy, f') tal que fl(v) = —M(a) y
cero en lo demdis. W

Finalmente, si B es la bigrafica asociada al bocs A, B’ la bigrafica asociada a B, es
la subigrafica de B que se obtiene al quitar las flechas a y v.
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I1.6 Anulacion de flechas.

A continuacién definimos una composicién de algoritmos de reduccién que usaremos
frecuentemente y que vuelve a ser un algoritmo de reduccién, en el sentido de que
tenemos un funtor fiel y pleno.

La anulacién de flechas consiste en lo siguiente , sea & una flecha de grado cero tal
que é{a) = 0.

1. Si & : 4 — i, aplicamos unravelling de tamafio 1 con respecto a z = 0 seguido
de eliminacién del vértice correspondiente a i, el resultado es que en el nuevo
bocs, a = 0.

2. Si a1 — 7, aplicamos reduccién de un eje seguido de eliminacion del nuevo
vértice que hemos llamado z;, nuevamente el resultado es que en el nuevo bocs
a=0.

I1.7 Propiedades importantes de los algoritmos de reduccidn.

Definicién 9. Un bocs A = (R, W, §) es minimal si Wy = 0, es decir, en su bigrdfica
asociada B no hay flechas de grado cero. Diremos que el bocs es estrictamente
minimal, si ademas, e; Re; = k para toda 1.

Definicién 10. Sea A = (R, B,d) un bocs diferenciable triangular y n = |V(B)}.
Decimos que un vector | = (I;,1s,---,1,) € N® es sincero si l; # 0 para toda i =
1,---,n.

Sea M = {M;}._, € RepA, l; = dimy M;, se definen dimM =1y Ky(A) = N™.
Definicién 11. Sil = (I},ly,--,1;) € Ky(A), la norma de I,

1l = Zieieir B + Zasimiew, bils-
Lema 12. Sil € Ky{A) es sincero y ||l|| = 0, entonces A es estrictamente minimal.

Demostracidn. Si ||| = Touisien if + Tisjlily = 0, como ; # 0 para toda ¢, se tiene
que e;Re; = k para toda i y ademas no hay flechas de grado cero. &

Definicién 13. Sea F : Rep(B) — Rep(A) un algoritmo de reduccidn. Denotaremos
como tp : Ko(B) = Ko(A) a la funcién lineal tal que dimF (M) = tp(dimM).

1. Si F es eliminacidn de idempotentes en el vértice k, tal que dim M, = 0 entonces,
tp: N*! — N™ estd dada por:
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tF(llal'Zv tr '1lﬂ—1) = (l1!£21 te 'alk—lvo)lk) o ':ln—l);

2. Si F' es regularizacion entonces tp = Iyn;
. .. . + ’ . }
3. Si F es reduccién de una flecha o : 1 — j, z el nuevo vértice en B entonces
tp: Nt N7 estd dada por:

tF(yl;"':ynsyz) = ('7;11"';3711)1

tal que yp =z Sk £ 4,7, Ti = ¥ + Yo 05 = Y5 + Yz

1. Si F es unravelling de tamano r con respecto a A en el vértice 1, 23,22, -, 2,
, . ! Vi
los nuevos vértices en B entonces tr : N -3 N™ estd dada por:

tF(yls"'»ymyz;:"':yz.-) = (‘T’.I!'”)xn)!

tal que yp = T Si k # 4, T = Yi + Yz +2Ys + 0+ TYs,.

Lema 14. Sea F : Rep(B) — Rep(A) un algoritmo de reduccién, F(N) =2 M y
!l =dimM entonces:

L {ltr (DI < 12115

2. Siz € Ky(A) existen a lo mds un nimero finito dey € Ko(B) tal que tp(y) = .
Demostracion.

1. En las piginas 25, 28,49 y 50 [Boza| prueba este resultado, pero ademas de-
muestra que en el caso de que M sea sincero, la desigualdad es estricta para el
caso en que F' sea regularizacidn o reduccién de un eje. Si F' es eliminacién de
idempotentes, tenemos una igualdad, y finalmente, si F' es el unravelling con
respecto a A, y A es valor propio de M{a), tenemos también una desigualdad
estricta.

2. Es claro que si F' es eliminacién de idempotentes o regularizacion, existe un sélo
y tal que tp(y) = z.

3. Sea F reduccién de una flecha, dimM = (1, -+, z,) y dimN = (y1, -, ¥r, ¥2)
entonces r; = y, para toda s # 4,7, &, = Y + Y, T; = Y; + y,pero y; €
{0,--+,z;},y;,€{0,---,z;} yy. € {0,1,--- ,max {z;,z;}}, lo cual nos da sélo
un nimero finito de posibilidades.
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4. Si F es unravelling de tamaiio r,dimM = (z1,---,2,) y dimN = (y1,- -+, ¥2,.)
entonces yy = Ty Si k # 4, T; = Y + Yz, + 2y, + - + TY,,, PEro y;, €
{0,---,2:;},1 <k <r oy €{0,---,z;}, por lo que nuevamente tenemos sélo
un numero finito de posibilidades. B

Sea A = (R, B,d) un bocs diferenciable triangular y n = |V(B)|. Denotemos por
m;; el nimero de flechas de grado cero, con cualquier orientacién, para cada par de
vértices 7, j y con n;; el nimero de flechas de grado uno.

Definicién 15. Sea dimM = [. La forma cuadrdtica del bocs diferenciable A =
(R, B,9), es la funcién q4 : 2™ — Z tal que:

qA(Ily T, ln) = :,:1:1 llz - ?;j:l mljltl] + Z?,j:l n%Jltl]

Lema 16. Si F : Rep(B) — Rep(A) es un algoritmo de reduccién, M € Rep(A) y
N € Rep(B) tal que F(N) = M entonces

gs(dimN) > g4(dimM).
Demostracidn. [Boza) pégina 56.

Definicién 17. Sea A = (R, B, ) un bocs diferenciable triangular, M una repre-
sentacion Inescindible de A, definimos:

A(M)} = dimg Ends(M)— ga(dimM).
Proposicion 18. ([Boza], pag. 66). A(M) > 0.

Lema 19. ([Boza], pag. 66). Si F : Rep(B) — Rep(A) es un algoritmo de reduccion,
F(N) = M entonces

1. A(N) < A(M);
2. A(M) — A(N) = gg(dimN) — g4(dimA).
Explicitamente, para F(N) = M, donde F es un algoritmo de reduccién se tiene:

1. Si F es regularizacién o climinacién de idempotentes, gg(dimN) — g4(dimM) =
0.

2. Si F es reduccién de una flecha o : i — 3, gs(dimNV) — g4(dimM) = z;z;.

3. Si F es unravelling de tamano s, gg(dimN)—ga(dinM) = ¥5_| i2242Y; i) 1o 12:25.
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Lema 20. Sea F : Rep(B) — Rep(A) reduccion de una flecha, M,, M, € Rep(A)
tales que My = F(N}, M, = F(Ny), dimM, = dimM,, A(M) — A(N,) = A(M,) -
A(Nz) entonces dl_le = dl_mNg

Demostracion. [Boza] pagina 68.
Lema 21. Sea F': Rep(B) — Rep(A) un algoritmo de reduccién, M,, M, € Rep(A)
tales que M1 = F(Nl), M2 = F(NQ), Cll_li = di_mMg, A(Ml) = A(N]) Yy A(MQ) =
AO(N,) entonces dimN; = dimN,.

Demostracion.

1. Sea F regularizacién. Si M, = F(N;) = dimM; =dimN, =dimN, =dimM,.

2. Si F es eliminacién de idempotentes el resultado se sigue trivialmente.

3. Sea F' reduccién de un eje, si dimM, = (z1 + z,, 23 + z,, 23, - -, T, ) =dimMy,
dimN) = (z), 22, -, %,, Z,) y dimNy = (y1, %2, - -, Yr, ¥) por hipétesis A (M)~
A(Ny) = gqp(dimN)) — gp(dimM,) = 0, A(M;) ~ A(N)} = g (dimN,) -
gp{dimM>2) = 0 por lo que tenemos, 2,29 = yy = 0,7y + z, = 11 + v,,
T+ T, =Y+ Y,

Queremos demostrar que z; = y1,Z3 = ¥z, 2, = ¥,. Supongamos que z, = 0 y
N FF0=>yp=0=>1+z, =y, =1, -y = T2 = —Y, DEIo T ¥ ¥ son
numeros positivos, por lo tanto, z, = y; = 0, lo cual es una contradiccién. Los
demas casos se resuelven de manera similar.

4. Sea F unravelling. Como A(M;) = A(N,) se tiene que T;i2? + 23 2;2; =
0= Zii(z;)z + 222;2;- =z = z; = 0 para toda i. Por lo tanto, si dim/N; =
(20,22, , %), dimN, = (z(',,arg,---,a;,.) y como dimM, =dimM,, zg = z('] de
donde dl_mN1 r—d_l_l'_II_Ng [ |
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CAPITULO III

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar los bocses mansos y salvajes. De-
mostraremos que todo bocs critico es salvaje, y que st un bocs A no es es salvaje,
entonces para toda dimensién d, se le puede asociar al par (A, d) un arbol orientado
finito con un solo pozo al que hemos denominado su arbol algoritimo. Finalmente, de-
mostramos que un bocs A es manso si y sélo para toda dimension g se tiene un drbol
algoritimico. Para tener completa la demostracién de teorema de Drozd, nos faltaria
ver que un bocs no puede ser simultaneamente manso y salvaje, pero omitimos esta
parte e indicamos unicamente algunas referencias donde puede consultarse.

III.1 Bocses salvajes.
Sea L la categora de k {z,y) —mddulos izquierdos de dimensién finita.

Definicién 1. Una k—4dlgebra finitamente generada A es salvaje si existe un A —
k{z,y) —bimédulo M finitamente generado libre como k (z,y) —mddulo, tal que el
funtor F(X) = M ®gpy) X : £ — RepA preserva inescindibles y clases de isomorfia.

Generalizamos esta definicién para bocses de la siguiente forma:

Definicién 2. Decimos que el bocs A = (R, W,§) , donde A = Tr(Wy), es de tipo de
representacion salvaje, si existe un A — k (z,y) —bimddulo M, finitamente generado
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libre como k {x,y) —mddulo, tal que el funtor F(X) = M ®kzy X : £ = RepA
preserva inescindibles y clases de isomorfia.

Proposicién 3. Sea A = (R, W, §), A = Tr(W,). Supongamos que existe W, sumando
directo como R—bimdédulo de W, tal que

1. 6(W,) = 0;
2. B = Tgp(W,) es de tipo de representacion salvaje.
Entonces el bocs A es de tipo de representacién salvaje.

Demostracién. Sea Wy = W, ® W, . Entonces existe un epimorfismo ¢ : A — B,
por lo tanto tenemos un funtor fiel y pleno G : RepB — RepA tal que G(M) = M
considerado como A-médulo por medio de ¢ y M’ € RepA es imagen bajo G de
M € RepB siy sélo si Wy M " = 0. Considere la siguiente composicién de funtores:

RepB S RepA 2 RepA

tal que para M € RepB, HG(M) =M =G(M) ysi f : M = N es un morfismo en
RepB, entonces HG(f) = (f,0) = (G(f),0).

Observemos que si M,N € RepB y f = (f° f1) : G(M) = G(N) entonces f =
(f°,0) + (0, f1), ya que los generadores de A son de la formaa € R, w' € Wy 6 w" €
W, , en cualquier caso, para toda a € A y m € G(M), se tiene que f°(am) = af°(m)

y f'(8(a))(m) = 0.

Supongamos que M € RepB es inescindible, queremos demostrar que Endpge, 4(G(M))
es local, es decir, que todo f = (f°, f1) : G(M) - G(M) es isomorfismo o nilpotente.

Recordando que A = (R, W, ¢) es triangular y usando induccién, se puede probar que
(0, f*) es nilpotente.

El morfismo f° visto en Endp(M),es nilpotente o es un isomorfismo por ser M
inescindible en B, en cualquiera de los dos casos tenemos que f = (f°,0) + (0, f!), o
bien es suma de nilpotentes, y por lo tanto es nilpotente, o usamos el hecho de que f
es isomorfismo si y sélo si f° es isomorfismo.

Claramente HG refleja isomorfismos.

Como B es salvaje, existe un B — k (z,y)-bimidulo y F : £ — RepB dado por
FX = M ®gzy X. Si consideramos la composicién

T 5 RepB S RepA & RepA
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HGF(X) = HG(M Qe X) =a M Rz gy X. aM como k {z,y) —médulo es igual a
gM como k {z,y) —mdédulo, por lo tanto es libre finitamente generado. MW

Proposicién 4. Sean A= (R,W,8),B= (R ,W',§) dos bocses, F : RepA — RepB
un funtor fiel ¥ pleno, entonces

1. F' preserva inescindibles;

2. f € A(M,N) es un isomorfismo si y sélo si F(f) € B(F(M),F(N)) es un
isomorfismo.

Demostracion.

1. Sea M € RepA inescindible, entonces End4(M) es local y como Enda (M) =
Endg(F(M)), se tiene que F(M) es inescindible.

2. Supongamos que f € A(M, N) es un isomorfismo, entonces existe g € A(N, M)

tal que gf = Ins y fg = In, entonces F(gf) = F(g)F(f) = F(Im) = Irany y
F(fg) = F(f)F(g) = F(In) = Ir(ny, Por lo tanto F(f) es un isomorfismo.

3. Supongamos que F(f) es un isomorfismo, entonces existe ¢ € B(F(N), F(M))
tal que ¢ F(f) = Iroy ¥ F(F)g = Irny, por ser F pleno, existe g : N — M, tal
que F(g) = g, por lo tanto, F(gf) = F(9)F(f) = g F(f) = Iran = F(Im) y
F(gf)=F(f)F(g) = F(f)g = Irwvy = F(In). Por lo tanto, f es isomorfismo.
[ |

La proposicién anterior nos demuestra que si F' : RepA — RepB es un algoritmo de
reduccidn, entonces F' preserva inescindibles y refleja isomorfismos.

Proposicién 5. Si F': RepA — RepB es un algoritmo de reduccién y A es salvaje,
entonces B es salvaje.

Dernostracidn. Si A es salvaje, existe G : £ — RepA dado por G(X) = M Qe X
en donde M es un A — k {(z,y)-bimaddulo, & {z,y) libre finitamente generado. Ahora,
si F es un algoritmo de reduccidén, excepto regularizacién F(L} = Be ®.p. L, por lo
tanto FG(X) = (Be @cpe M) ®(zg) X, pero Be®.pe M = lleBe ®.p. M = 1IM, por
lo que (Be ®.pe M) es k{z,y) libre finitamente generado. Si F' es regularizacion el
resultado es inmediato. Por la proposicién anterior tenemos nuestra proposiciéon. B

Definicién 6. Un bocs diferenciable A = (R, W, ), con B su bigrdfica asociada, se
dice critico si:
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1. B consiste de un solo vértice z tal que e,Re, = k|z] fizy ¥ tiene un lazo de
grado cero a, y un lazo de grado uno V, tal que §(a) = r(z,y}V con r(z,y) no
invertible en k [z, Y] ;4 () ©

2. B tiene dos vértices 21, 23 tales que e, Re;, = k [z}, €x, Re,, = k[y] ., ¥ tiene
una flecha de grado cero o : z; = 2z, ¥y una flecha de grado uno V : z; — 23 ,
tal que 6(a) = r(z,y)V con r(z,y) no invertible en k [2,y) ;)15 ©

3. B tiene dos vértices z1,2; tales que e; Re, = k[z];,, 0 e, Re., = klyly,
a: 2 — z2 de grado cero tal que é{a) = 0.

Lema 7. Sea r(z,y) un elemento distinto de cero, no invertible en k{z, Y],y »
primo relativo con f(z)f(y). Supongamos que para todo A € k con f()) # 0, existe a
lo mds un nimero finito de p € k tal que v(A, ) = 0 y para todo p € k con f(u) # 0,
existe a lo mds un mimero finito de A € k tal que r(A, ) = 0 . Entonces existen
elementos Ay, ---, Ay en k tal que:

L T(/\l, /\2) = ’I‘(/\z,/\g) == T(/\s—l:/\s) = O; Yy
2. f(N)#O0parai=1,---s

Demostracidn. Sea r(z,y) = Y27 -1 ¢y, ¢ji € k. Entonces:

Y™ f(z) + 'ym_lfm—l(m) pa fO(-’L')
= z"gn(y) + anlgn—l(y) + -+ go(y)

r(z,y)

donde fi(z) = T%, cuxt, gu(y) = T2 cindf'.

Supongamos que f,(x) = 0 para 0 < u < m, entonces 7(z,y) = fo(z), sea X € k,
tal que fo(A) = 0y f(A) # 0, entonces r(A,y) = 0, para toda y, lo cual contradice
nuestra hipotesis.

Similarmente se puede probar que existe v, g,(z) # 0, para 0 < v < n.
Fijemos v, 1 <u <mcon fu{z) #0y v, 1 <v<ncon g,(y) #0.

Sea Z = {A€k| fu(A)=06g,(A}) =06 f(A) =0} entonces si u ¢ Z, g,{n) # 0
r(z, ) no es una constante y existe A € k con r(A, g) = 0.

Sea T la grafica con vértices los elementos de k. Ponemos una flecha p — A si
r{A,u) = 0. Por hipétesis, cada punto 2 € Z tiene a lo mds un niimero finito de
flechas saliendo o entrando en z. Si A, p € T, ponemos d(A, ) = oo st no existe un
carmino orientado de x a y. En otro caso ponemos:
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d(A, 1) = min {longitud(y) { v: g — X es un camino orientado} .

Consideremos V(Z) = {A € T | d(), p) < s para algin p € Z)}.

Sea Ay ¢ V,(Z), lo cual implica que A} ¢ Z, por lo tanto existe Ay tal que tenemos
una flecha A} — As. Ay € Z porque si no A; € V,(Z), nuevamente existe una flecha
A2 — As, otra vez A; € Z, entonces existe una flecha A3 — Ay donde Ay ¢ Z. Si
continuamos con este procedimiento, llegaremos hasta encontrar una flecha A;_; — A,
tal que A; ¢ Z. De donde se sigue nuestro resultado. W

Teorema 8. Todo bocs diferenciable critico, A = (R,W,d) es de tipo de repre-
sentacion salvaje .

Demostracion. a) Consideremos el primer caso donde B consiste de un solo vértice z
tal que e, Re, = k[z];, y tiene un lazo de grado cero e, y un lazo de grado uno V,
tal que 6(a) = r(z,y)V con r(z,y) no invertible en k [z, Y],y 7, -

a .1) Supongamos que existe alglin g con f{p) # 0 y una infinidad de A; tal que
(A, #) = 0. Podemos asumir que tenemos A;, 1 < i < 5con f(A) #0, M #py
r(As, u) = 0. Considere el unravelling de tamafio uno con respecto a A;, i = 1,---, 5.
A continuacién considere el unravelling de tamano uno con respecto a g. Llamemos
B = (R ,W',§) al nuevo bocs diferenciable. Sea W(;’ el R—bimddulo generado por
o; T — At =1,---,5. Entonces para B = TRr(WJ) tenemos el siguiente subcarcaj
salvaje,

Al
Az
A3
Mg
As

=
&l e le e

con & (o) = r{\;, u)V; = 0 para toda i = 1, -- -, 5. Por las proposiciones 3 y 4 se sigue
nuestro resultado.

a.2) Supongamos que para algin A con f(A) # 0 existe un nimero infinito de i con
r{A, u) = 0. Procedemos similarmente que en el caso anterior.

a.3) Supongamos que existen cuatro elementos Aj, Ay, Az, Ay de £ tal que

r{Ag, A1} = (A3, A2) = (Mg, A3) = 0y F(M)F(A2)f(A3) F(Ag) # 0.
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a.3.1) Supongamos que todas las A; son diferentes y consideremos el unravelling
(R,W',§') de tamaiio 3 con respecto a las diferentes );.
Si ag : zfy — — — z;\(’s), donde o(l} = 6rbita de [; tenemos:

( ) Zm«(s J (1 Et<n a’l’ 32 ,t +Zquu er\;(l 2 3)uVlJ‘J/\J (1 2 3)

por lo tanto, si ¢ = j + 1 obtenemos:

5(‘1;;—?(3),3) 0 g g

6((1;'7,; 2(3)’2) _ —ag:; @3 T?J? o ij

5(‘133—2(3),1) = ~ Gy-2(3),272,1 — @5-2(3) 3L3]1

bolins) = T, o=2(3)% “’-2(3)3

5(?;11(3)3) = I*11(3) o-1 2)“’ —1(2)3 + x —1(3) 0—2(3)0 —2 @3t oir( A, Ay )Vl 2(3),3
3

‘5(05—2(3),5—1(3)) = aziﬂ(a},zxz,a-l(s) -2(3) Ry o-1(3) +32r(/\,,)\ )V'—2(3)3

Donde d,7(A;, A;) denota la derivada parcial con respecto a la primera variable si
§ = 1 y con respecto a la segunda si s = 2.

Aplicando anulacién de flechas sucesivamente en a’ ﬁ2(3) 3@ -2(3) L,y ab _1(2) 5 Se tiene,

5(ailigys) = BT M) Vot 8(aamy0mrm) = 0o M)V %05
Definamos,
atd, si 07 (A, AV, 00 =0
T (3),3 LR o (3),3
ﬁ;’£1(3)3: VALY
¥ alr(Az, A])ao"‘2(3)‘0‘1(3) .
—0r( i, Aj)aa-rzms 81 OT(A, AV 5 # 0

Entonces (3% _1(3)3) 0y 8(all, @) =0

SiB=(R,W,8)esel nuevo bocs diferenciable y W, el R —bimédulo generado por
los elementos [3 133 Y al _2(3) ,paraj=i+1,en B = TR(W(;') tenemos el siguiente
subcarcaj salvaje:

zf” zi"2 z?‘"’
25\‘ - zé" — z{;\“ — z;“‘
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Por las proposiciones 3 y 4 tenemos que A4 es salvaje.

a.3.2) Si A} = Ag, tomando A = (A1A3), en B tenemos el siguiente subcarcaj salvaje:
zé"‘
l o
z{;\' LN sz"

a.3.3) Si Ay # Ag, pero Ay = A3, tomamos A = (A A;), en B tenemos el siguiente
subcarcaj salvaje:

Al —
<] Az
— 23
zé\' -

a.3.4) Si A1 # A2, A2 # Az, AL # A3, Al = A4, tenemos el siguiente subcarcaj salvaje en
B

z?l
/ N
7t - - oz
T T
23! 237

b) Consideremos el caso en que B tiene dos vértices z1, z; tales que e, Re,, & k2],
ey, e, =k [y]f(y) y tiene una flecha de grado cero « : 2; — 2z, y una flecha de grado
uno V@ z1 — 2 , tal que 6{a) = r(z,y)V con r(z,y) no invertible en & [z, y] 11, -
La demostracion de este caso, se hara en tres pasos:

1. Héagase el unravelling de tamano 9 con respecto a A = 0 en el vértice z;.
2. Hagase el unravelling de tamanio ¢ con respecto a A = 0 en el vértice z,.
3. Hégase anulacion de flechas.

1) Sean x,,-- -, T9 los nuevos vértices obtenidos de hacer el unravelling de tamano 9
y considere I' el correspondiente carcaj de traslacién, para cada vértice r de I' sea
Qp @ To(r) — — = YU I Tor) — — — Y,y paracada [y],y:i—— — j €T, sea
Wy * To(i) — = — To(j)-

2) Considere el unravelling de tamarfo g en z,, sean ¥, - - -, y, los nuevos vértices y T
el correspondiente carcaj de traslacién, para cada vértice s de T sea af @ Zy) — — —
ya(s):'”g P To(ry T T 2 Yols): Pu Yy — — = Yy, parat € {11""‘1}: w=1---,t -1
Entonces la nueva diferencial esta dada por:
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(5’(C¥i) = EIH Yoot —~ 2oyirost QLW [v] + Esﬂﬂq ng-l(-:)

3) Si B’ es la bigrifica asociada al nuevo bocs diferenciable, observemos que contiene
a la siguiente subgrafica:

e N\ of
Ize \\la—i(g)

"2( §)
Ise — *Ya

e /‘af_g,m
Tg® /‘ag—qg)

Sea r € {1,771(3),77%(5),773(7),77%(9)} ¥y s = ¢. Si hacemos anulacién de flechas

para toda of ta.l que s€T,s < gyt €Tl tal que existe v : r — £, tenemos que
§ (af) = >.iCo T,(r) De donde se tiene:

) = 0

6 ) = CoaVf

5'(03—2(5)) = Cﬂ,iv;q—l(s) + Co 2V

é ) = Cg,lv,rq_z(-,) + Co;zV.rq_l(T) + Co’gv-,vq

(5'(04;7_4(9}) =z Co,1V.,.qfa(9) + 00,21/.:{—2(9) + CU,SVf—:(g) + CoaVy

Nuestro siguiente paso es encontrar una ¢ de tal manera que podamos asegurar que
las diferenciales anteriores son siempre cero y entonces podremos aplicar nuevamente
las proposiciones 3 y 4.

En general, sea p el tamaio del unravelling en el vértice 2; y ¢ el tamano dei unrav-
elling en el vértice zo. Denotemos d(e]-n,)) = 6(7"(r))* = Cg,jl/T"f,-'t‘,,(r).

Lema 9. Sea m € N tal que Ciy = Cp; = 0 paraz' <m-1, Cno # 0 entonces
existe ¢ funcion de m y n tal que V¥ = V2 gy == Vf_n(r) = (.

Demostracion. Consideraremos dos casos, m =1y m > 1.
a) Sea m =1, ¢ > n+ 2. La demostracion se hara por induccion sobre n.

a.1) Supongamos que n =0y g > 2, queremos demostrar que V¢ = 0.
§ (T)q_l = Zz!=0 C‘.’O‘[/;q—1+i =CV =0

como Ch gy # 0, tenemos que V.2 = 0.

a.2) Supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir, para ¢ > n+ 1 se tiene,



BOCSES MANSOS Y SALVAJES 54

Vi = Vq_l(,) S — Vf_(n_:)

T

=0

a.3) Por demostrar que vale para n, es decir, si ¢ > n + 2 entonces V2 = .. =
Vi =0.
*r)

5(7_-"(?)):;4 = }:0 Ci,jv.z'-n(,.)
= Cl’ol/;q_n(f) + E,?:l COvJV‘Jg:}'l(r) + E?_—,l CIJI/:;—H(T)
= CioV}!

—nr,

Observe queg >n+2=¢—-1>n+1l,yj—-n=01,---,—(n - 1), por lo tanto
por hipétesis de induccién tenemos §(77"(r))*"" = C1oV}n, = 0. Como Cyg #
0,V .. ,=0.

) Vr=n(r)

b) Sea m > 1,9 > (n + 1)m — (n — 1). Nuevamente la demostracion se hara por
induccion sobre n.

b.1} Supongamos que n =0y ¢ > m + 1, queremos demostrar que V. = 0.

B(r)™™ = ZiyCigVt
= CVi™™ !+ 4 O gV + CroVf
= CrolVf?
= 0

Como Cp, g # 0, se tiene que V7 = 0.

b.2) Supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir si ¢ > nm — (n — 2)
entonces

I/;I:VTQ_I(T)z...:‘/q =0

r={n=1)(r)

b.3) Por demostrar que vale paran, ed.,sig > nm+m—n+1 entonces VI=-..=
Vieg =0

6(7'_" (T))q-—m = Z'IJ::%J: Ci,j V‘Jgtt'n(t;

= Cm](}v;q_n(r) + Z_?:l Cl,j V:,:T(-:.-)l +---+ E?:]_ Cm,] V,’g'—n(,-)
=0

Pero observemos que g—m+i > nm—n+2 porque i > 1y ademds 0 < j—n < —(n-1).
Por lo tanto aplicando nuestra hipdtesis de induccion tenemos que C'ﬂ,;,(,V,r‘*'_n ) = Oy
como Cp, 0 # 0, se tiene que VT"_,.(T) =0.

|

En particular, si p = 9, n < 4, la ¢ suficientemente grande para concluir la de-
mostracion de nuestra proposcion es:
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Sim=1,2,4 es suficientes ¢ > 5
Sim=3 es suficientes g > 6
Sim>5 es suficientes ¢ > 1

¢) Supongamos que B tiene dos vértices zi, 2, tales que e,, Re,, = k[z] ) © e, ey, =
klylse,) @ 21 = 22 de grado cero tal que §(a) = 0.

Sea z el vértice de B tal que e, Re, = k [z] £a) ) aplicando unravelling de tamaio cinco
se tiene el resultado deseado. B

I11.2 Bocses mansos.

El siguiente lema es fundamental en la demostracion del teorema principal de esta
seceidn.

Lema 10. Sea A = (R, D,d) un bocs diferenciable no salvaje. Sea o : i —> j su
flecha minimal. Supongamos que §(«t) = Y-, ni(z,y)V: . Entonces podemos aplicar un
unravelling de tal manera que en el nuevo bocs §(a) = W.

Demostracién. Sea s(z,y) = m.e.d. {ri{z,y)}, entonces r;(z,y) = rP(z,y)s(z,y), por

lo tanto existen polinomios A(x) v ¢(z,y) tales que h(z) = ¥, ¢i{z, y)r?(z,y) y una

matriz M con determinanate h{x)", tal que su primer columna estd formada por

los elementos rP(z,y). Sean Aj,- -, A, todas las raices del polinomio h(z) y hagamos

unravelling de tamafio r con respecto a cada una de las diferentes X's. h(z) = L(z —

Ai)}® por lo que h(z) es invertible en k[:r:]h(z)(mfm_"(m__)\s). Por lo tanto podemos
14

hacer un cambio de base (V,---, V)M = : tal que 8(a) = s(z,y)V], pero
v,

nuevamente s(z,y) es invertible, por lo tanto podemos hacer un nuevo cambio de

base de tal manera que §(a) = W.

En el caso en que é(a) = X; y(x)V}, se puede proceder de manera similar. W

Definicién 11. Sea G un drbol orientado finito con un solo pozo. Un G— algoritmo
de reduccidn consiste de un par de funciones (f, g):

1. f:V(G) — {(RepA,U) | A= (R,W,d),U C Ko(A) finito y no vacio} ,
2. g: A(G) — {F | F es un algoritmo de reduccién}
que satisfacen las siguientes propiedades:

1. S§iF= g(a) : RepA; = Rep.AJ— entonces tp(U,;) c Uj y Uk€j+tp(Uk) = Uj,
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2. 5i M € RepA; y dimM € U, entonces existe o : i — j, N € RepA; con
dim N € U; tal que F(N) = M para F = g(a),

3. i € V(G) es fuente si y sélo si A; es minimal.

Definicién 12. Decimos que G es el drbol algoritmico del par (RepA,U), si existe
un G—algoritmo de reduccién tal que f(fuente de G) = (RepA,U).

Teorema 13. Si el bocs diferenciable A no es salvaje, entonces para toda dimension
d € Ky(A), existe un drbol algoritimico G del par (RepA, d).

Demostracidn. Haremos induceion sobre la norma de d.
T) Supongamos que ||d]| = 0.

1. Si d es sincero entonces A es minimal por el lema 11, seccién 11.7.

2. Supongamos que d no es sincero. Entonces aplicamos eliminacién de idempo-
tentes en cada uno de los vértices i tales que (d); = 0. Si (B,d) es el nuevo
boes diferenciable tal que tg(d') = d y d sincero, por el lema 11, seccién 17.7,
tenemos que 3 es un bocs minimal.

II) Supongamos que el teorema se cumple para toda d tal que ||d|| < n.
IIT) Sea ||d|| = » y podemos suponer sin pérdida de generalidad que d es sincero.
Recordemos que A es triangular, sea « su flecha minimal.

1. §{(a) =0

(a) i=j
i. e;Re, = k, lo cual no puede ser porque ya hemos saturado.
ii. e;Re; = k[z];,,, entonces d{a) = Lri(z,y)V; = 0, pero el 0 es no
invertible en f(z), por lo tanto seria critico y salvaje, lo cual no es
posible.

(b) i#j

i. e;Re; 2 k, ejRe; & k, entonces aplicamos reduccién de una flecha.

ii. e;Re; X kyejRe; 2k [:c]f(z) o e;Re; &2 k [:E]f(m) y ¢jRe; = k, pero en
ambos casos nuevamente aparecen bocses criticos y salvajes; lo cual
tampoco se puede

iii. e;Re; & k[z],,y ¥ ejRe; = k[z]y,, , entonces () = L riz, y)V; =0,
pero el 0 es no invertible en &(z, y) s(z)7(), por lo tanto seria critico y
salvaje, lo cual no es posible.
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2. 8(a) #0

(a) i=
i. e;Re; = k, entonces §{ar) = ¥ ¢;V; por lo que podemos hacer un cambio
de base de tal manera que 6(c) = V' y aplicar regularizacién.
ii. e;Re; =k [1'];{:) , entonces 6(«) = ¥ ri(z, y}V;. Por el lema 1 tenemos
que es posible hacer un cambio de base de tal manera que () = W
y por lo tanto podemos aplicar regularizacién.

(b) i35,

i. e;Re; = k, e;Re; = k, entonces 6(a) = Y. Vi, lo que nos permite
hacer un cambio de base y aplicar regularizacién.

ii. ejRe; X kyejRe; =k [:c]f 5 OeiRe; 2k [:r;]f(m) y ¢;Re; = k, en ambos
casos d(a) = ¥ hy(z)V; ,aplicando el lema 1, llegamos a que podemos
hacer regularizacion.

iii. e;Re; = kz;,, v e;Re; 2 k(2] , entonces §(a) = Lri(z,y)Vi y se
puede hacer regularizacién. B

Sea S una familia de representaciones inescindibles no isomorfas dos a dos del bocs
A = (R, W, §), tal que dimM = d para todo M € S.

Definicién 14. Una parametrizacién estricta de S consiste de un A — K [z] .,
bimdédulo M, libre finitamente generado como K [z],,, —mddulo tal que:

1. para toda A € k, f (A) # 0, M ®K[x]f{:)8’\ € S donde Sy = K [z] \ (z — A);
2. para todo M € 5, M = M Q®xly,,,Sx, para algin A € k, f (M) #0;

3. si A # p entonces M Rk, Sx # M ®k| S,

gz sz

Diremos que la familia S esta estrictamente parametrizada por M .
Definicién 15. Sea T una familia de representaciones inescindibles. Decimos que
la familia T es parametrizable si para cada dimension d , existe un niimero finito

de representaciones inescendibles Xy, -+, Xm € Tq tal que Ty [ {Xy, -, X} =
S, U+ U8, con S; familias estrictamente parametrizadas.

Definimos pr(d) = 1.

Definicion 16. La familia T se llama doméstica si existe una constante ¢ > 0 tal
que pr(d) < ¢ para toda d.
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Definicion 17. T se llama de crecimiento polinomial si existe un polinomio p tal
que pr(d) < p(|idl).

Definicién 18. [ es un dlgebra racional si I' = k [z] ., .

Definicién 19. Un bocs A es manso si para cada dimension d existen un niimero
finito de k-dlgebras racionales T'y,---, ', y A~ T'; bimdédulos By, Bs,---, B, con B;
libre finitamente generados como I';-mddulo, tal que para toda representacion ine-
scindible M de dimension d, existen i € {1,2,---,7} y una A € {A € k| f()) # 0}
tales que M = B; ®r, Sh.

Proposicién 20. Sea A un bocs minimal, entonces A es de tipo de representacion
finita o es manso.

Demostracion.

1. Supongamos que B es estrictamente minimal, entonces Wy =0, R=kx---xk
y A = Tp(Ws) = R. Entonces el nimero de representaciones inescindibles de
A es igual al nimero de factores de R, por lo tanto el bocs es de tipo de
representacion finita.

2. Si B no es estrictamente minimal, las representaciones inescindibles para cada
factor k [z] £2) # 0 estan dadas por bloques de Jordan. Para la representacién
M =Jx(n)sea I' = k[z];,, vy B =k|[2];,, ® - @ klz];,, la accién de z por la

'

n—uveces
izquiera estd dada por J;(n) y B @y, ., S» = Ja(n). Por lo tanto .A es manso.
|

Proposicién 21. Sea F : RepB — RepA un algoritmo de reduccién y {M;},.,
una familia de representaciones de B estrictamente parametrizada por M un eBe —
k [z];(z)-bimddulo libre finitamente generado como k [z] ;,,-mddulo entonces la familia
{F (M,-}}iE ; es una familia estrictamente parametrizada de representaciones de A.

Demostracidn. Para toda i € I, M; = M Qyjy),,, Sy, Ae{rek]| f(\) #0}.

1. Supongamos que F' no es regularizacién entonces
F(M;) = Be @epe M; = F(M @), ,, S2) = (Be ®epe M) Q4z, ., Sa

pero Be = llz;eBe = lleBe, por lo tanto Be ®.5. M = lleBe ®.5. M = 1IM,
y como suma de libres finitamente generados es libre finitamente generado,
tenemos que la familia {F(M;)},., también esta estrictamente parametrizada
porel A —k [:r:]f(m) bimédulo Be ®.p. M.
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2. Supongamos que F' es regularizacién entonces F'(M;) = M;, por lo tanto F(M®y()
Sy) =M ®Bklz);(z) Sy. B

J(z)

Proposicion 22. El bocs A es manso si y sélo si, para toda dimensién d tiene
asociado un G-algoritmo de reduccion.

Demostracion. <= Consideremos By, - - -, By el conjunto de bocses minimales asociados
al drbol algoritmico del par (Ad), F, : RepB, — RepA, para cada familia {M;}
ic1 € RepB, estrictamente parametrizada, por la proposicién anterior tenemos que
la familia {F,(M;)},., € RepA estd estrictamente parametrizada. Por la definicién
de arbol algoritmico, sabemos que para casi toda clase de isomorfia {N}, N € RepA
con dimN =d, existe u € {1,---,1} tal que F,(M;) = N.

= Si A es manso entonces por el teorema de Drozd no es salvaje y aplicamos el
teorema 12 W
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CAPITULO IV

Sea A un bocs de tipo de representacién manso, 7' una familia de representaciones
inescindibles del boes. La familia Ty(u) = {M € T | dimM =d y A(M) = u} donde
A(M) = dimpEnd4(M) — ga{dimM). En este capitulo, estudiaremos el arbol al-
goritmico de las familias Ty(u) y mostraremos condiciones suficientes para que éstas
sean de tipo de crecimiento polinomial. Daremos una breve introduccién geométrica
con la finalidad de demostrar la proposicién 13.

IV.1 Introduccién geométrica.
Sea k un campo algebraicamente cerrado. Consideremos el espacio afin V = k",
El anillo de coordenadas de V, se define como &k [V] = k [z, - -, z,] = €l anillo de poli-

nomios en n variables conmutativas. Si f € k[V], nos define una funcién polinomial
f:V = kdada por (A<, A,) = F(A1, -+, M)

Definicién 1. Para toda coleccidn finita de elementos en k [V], {f1, -, fm} s€a
E={deV|fi(A)=0,Vi=1,.-.,m}.

Sil={(fi, +,fm)esunidealde k[V], como k [V] es un anillo noetheriano, cualquier
ideal estd generado por un nimero finito de elementos, por lo tanto
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E=C(I)={reV|fi(A)=0,Vfiel}.

Los conjuntos C(7) satisfacen las siguientes propiedades:

1. C(Il) ﬂC(Ig) = C(I] +Iz).
Sea A e C(IH)NCLL), he L+, h = g1+ go, ;1 € I, go € I, entonces
h(A) = g1(A) + g2(X) = 0, por lo tanto A € C(I; + I,).

Sea A € C(I1+12), 1 € I, C 1)+ 1, entonces g, (A) = 0, por lo tanto A € C(I).
Similarmente tenemos que si go € Iy C I) + I, A € C(LL).

9. C(L)UC(L) = C(IL L)
Sea A€ C(h)UC(L), g€ Iy, g=%hify, hy € I, f; € I, entonces g{)\) =
¥ hi(A) fi(A) = 0, por lo tanto A € C(I,1,).
Sea A € C(I11a), g(A) = X hi(M) fi(A) =0, Iy = (hy, -« ) s = (fra - fa)
LI, = (hif;), entonces h;(A)f;(A) = 0 para toda i,j. Si f;(A) = 0 para toda
j entonces A € C(I). Si existe j, tal que f;(\) # 0, entonces para toda i,
hi(A)f;(A) = 0, por lo tanto h;{\) = para toda i, y A € C(1,).

3. 0 =Clk|[z1, -, zal)
4. V =C(0).
Con lo que queda demostrado el siguiente lema.

Lema 2. El espacio V estd dotado de la estructura de espacio topoldgico, donde los
subespacios cerrados estdn formados por los conjuntos C{I), donde I es un ideal de
k[V]. A esta topologia se le conoce como la topologia de Zariski.

]
Como ejemplo si V = & los cerrados de V son los subconjuntos finitos de &, junto con
el total y el vacio.

Recordemos el siguiente resultado importante.

Teorema 3. (Nullsteilensatz-Hilbert):
I(C(I)) = {f € k[l‘ls" ' ,-'L'n] ' f()\lr' ‘ 'f’\ﬂ) = O:V(’\h" '1’\71) € C(I)}
= {h€klr, -,za} | A" € I para algunan € N}

Si ¥ = C(J) es un cerrado, el anillo de coordenadas de X, denotado & [X] = k [z1,- -+, z,] /1.
Ademds, f € k|[Z] si v sélo si f se puede extender a una funcién g polinomial, es
decir, tenemos el siguiente diagrama:
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Y C k"

fl g
k

Definicién 4. Un conjunto A es un abierto en V, si A es el complemento de un
cerrado, es decir, A={ eV | g(A) #0,Vg e I}.

Si A es un abierto de k™, A = complemento de Z(I), I = (fi,---, fa), €l anillo de
coordenadas de A, k[A] = k[z1,-+-,2a], ., = {8 | ha = fi(@)" - fir} .

Nuevamente A tiene estructura de variedad, sus cerrados son los conjuntos formados
por los ceros comunes de conjuntos finitos de funciones hy,- -+, hy € k[A4].

Definicién 5. Si X C k™, X se llama irreducible si X = X, U X, cerrados implica
que X1 =X 06 Xo=X.

Proposicién 6. Sea ¥ una variedad, £ en k [X] es irreducible si y sélo si k [Z] es un
dominio entero.

Demostracion. = Sean hy, hy € k%] tal que hyhy = 0, claramente Z(h,)UC (hy) C X.
Si A € ¥ entonces hy(A)hy(A) = 0 por lo que hi(A) = 0 6 hy(X) = 0, por lo tanto
A € C{h1) U C(hy), como I es irreducible Z(k) = £ 6 Z(h;) = T de donde se tiene
que hl =06h,2 =0.

< Supongamos que k [X] es dominio entero y ¥ = X, U X, cerrados con X; # &
y Xy # X, entonces. existe by # 0 tal que 2y (X;) = 0 y A (X) # 0. Similarmente
tenmos hy # 0 tal que heo(X2) = 0y ho(X) # 0. Por lo tanto h hy = 0, lo cual
contradice el hecho de que X sea un dominio entero. W

El anillo de coordenadas del producto de dos variedades X;, X, se define como
k(X1 x Xo] =k[X1] @k k[Xo],u € kX1 x X}, u =¥ h;®¢g;, nos define, X; x Xy =
k, dado por u{Ay, A2) = ¥ hi(A1)gi(Ae).

Un morfismo entre dos variedades X, Y es un morfismo f : X - Y tal que para
cualquier h € k[Y], se tiene que hf € k{X]. El morfismo f, nos induce f*: k[Y] —
k[X]. Ademas f~! manda cerrados en cerrados y por lo tanto es continua.

Definicidon 7. Sea X una variedad y Z en X. Decimos que Z es construible si Z
se puede expresar como una union finita de intersecciones de abiertos y cerrados, es
decir, Z = U,'E[(Ai Mn C,)

Como ejemplo, en k los construibles son conjuntos finitos o cofinitos. Ademds, el
complemento de un construible, vuelve a ser un construible.
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Teorema 8. (Chevaley): Sea Z C X construible y f : X — Y un morfismo de

variedades entonces f(Z) es construible.

Ejemplo 9. Sea Q un carcaj, |[V(Q)] = n, A(G) = {a1, -, an}, d = (di, -, d,).
Se define,

Repd(Q) = xa:i—)jMd,-xdj(k) = xa:i—?jkdidj-

indg(Q) = {M € Repy(Q) | M es inescindible}

desg(Q) = {M € Repy(Q) | M es descomponible}
G(d) = xXiev)GLa(k)

Lema 10. ind,{(Q) es construible.

Demostracidn. Sea Dy, 4, = Repa(Q) % Repq, (@) X Repa,(Q) x G(d) tal que d; #
O-‘,édgydl'ng:d

Ejemplo 11. Definimos ng = {(ma,ya,za,ga) € Daay | 950)Ta = (Y ® za)gt-(a)} ,
el cual es cerrado y por lo tanto construible.

Si consideramos el morfismo proyeccién 7 : Dy, 4, — Repa(Q) restringido a Dghdz,
por el teorema de Chevaley m(Dj) ,,) = Dj 4, es construible. Como desqs(Q) =
Ud, +dp=dDy, 4, tenemos que ind,(Q) = desq(Q)° es construible. B

4 4
Ejemplo 12. Sea M un kQ—k [z],,, —bimddulo, M = X e a(q) k[xl.h(z) (2559) ’C[‘“].hj(x) .

La parametrizacién asociada a M es el morfismo M : k\ {ne k| h(n) =0)} —
Repa(Q) tal que M{(X) = M ® S = Xaea(Q) ke (“L’") ":j )

Lema 13. Sean M, M, dos parametrizaciones, entonces
Z ={AN€ k| My(A) = My(p) para alguna p € k}
es un conjunto construible.

Demostracion. Consideremos

W=k\{ne€k|h(n)=0)}xk\{n€k|h(n) =0)}xG(d)

7' ={(M 1 9) € W | gy M (N)(@) = Mo(18)(@)gi(a) }



GEOMETRIA Y MASEDUMBRE DE BOCSES 64

Nuevamente Z! es cerrado y por lo tanto construible, Si consideramos la proyeccién
7:W > k\{n€k|h(n) =0)} restringida a Z', 7(Z') = Z es construible. W

Sea .4 un bocs manso, S una familia de representaciones inescindibles no isomorfas
dos a dos, tal que dimM =d para todo M € S.

Proposicién 14. Si S C indy(.A) una familia estrictamente parametrizada, M una
parametrizacion dada por un A — k [z] hz) —bimddulo M, entonces para casi toda A,
M()) es homogéneo con quasilongitud igual a una constante.

Ademds dimgHom 4(M(A), M(p)) es constante.

Demostracion. Como el bocs A es de tipo de representacién manso, para todo vector
dimensién d tenemos un arbol algoritimico con pozo igual a (A,d) y fuentes boc-
ses minimales By, - - -, B,. Si ademas consideramos la parametrizacion M tenemos el
siguiente diagrama:

& B

&g
Repq(A) : :2

&g
M

kEN{n€k|h(n) =0}

Como tenemos un nimero finito de H;, pero un nimero infinito de M(A), existe 7 tal
que para casi toda A, M(A) = H;(u) para alguna p € k, como H;(u) es homogéneo,
concluimos que para casi toda A, M(A) es homogéneo.

Por otro lado, las parametrizaciones de los bocses minimales estdn dadas por matrices
de Jordan de tamano n;, por lo tanto g(M(A)) = ¢( Hi(u)) = n;.

Recordemos que si B es un bocs minimal entonces Wy = 0, A = Tp(Wy) = R, 6(A) =

0, por lo tanto si f € Homg(M,N), f = (f%0) + (0, f!) (ver demostracién de la

proposicién 3, capitulo 717). Si f° € Homg(Jn, (1), Ju, (1)), f' € Homp_g(Wy, Homyg(Jn, (1), Jn, (1)
como W) estd generado por las flechas de grado 1, tenemos que dimng Homg_ g (W, Homg (T, (1), Jn, (1t
cn? donde ¢ =miimero de flechas de grado 1. Ademds si u # p1, dimg Homp(J,, (1), Jn, (1)) =

0, por lo tanto,

r

dimpHom 4(H; (1), Hi(p ))

dimpHompg(Jy, (1), Jn, (1))
= n?c. [ |

dimg Hom 4(M(X), M(X))

Il
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IV.2 Arbol algoritmico de las familias T;(u).

Definicién 15. Sea A un bocs de tipo de representacién manso y G su drbol al-
goritmico para (A,d). La extension de G, denotada G' se define como el siguiente
arbol finito con un solo pozo:

V(G) = {(Ai,d;} | (A, Ui) € V(G) y d; € U}

Si F: (A;,U;) = (A;,U;) es una arista de G y tp(d;) = d; entonces F' : (A;,d;) —
(A:,d;) es una arista de G .

Por ejemplo, supongamos que en G, tenemos el siguiente subarbol:

. L
d, }’1
-As d2 B! f2
ds 3

fa

tal que tp(f)) = tp(fs) = di,tr(fa) = do,tp(fs) = ds, entonces en G tenemos el
siguiente subarbol:

®
< (B.f,)
[ ) — ®
(Ad;) (BS)
® — ®
(Ady) (B.1,)
® «— ®
(Ady) (B.1,)

Sea (A;, d;) un vértice de G, y M una representacién inescindible de A; con dimensién
d;, con H;(M) denotamos la composicién de funtores dada por el camino que existe
en G que inicia en (A;, d;) y termina en la fuente de G, es decir, en (A, d). Sea C una
clase de representaciones inescindibles en el bocs A cerrado bajo isomorfismo.

Definicién 16. El diagrama de C, denotado D¢ es el subdrbol pleno de G' tal que
(A, d;) es un vértice de D¢ si y sdlo si existe un mimero infinito de clases de isomorfia
{M} € indA; con Hy(M) € C.
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Sea T una familia de representaciones inescindibles del bocs manso A, con dimM = d
para toda M € T. Si A(M) = dimyEnd (M) —q(dimM), estudiaremos el diagrama
asociado a las familias T(u) = {M € T'| A(M) = u}.

Para el par (A, d), construiremos el siguiente G—algoritmo de reduccién:

Fy : (A, Uy) — (A, d) consistird en aplicar el algoritmo de eliminacién de idem-
potentes, de tal manera que todos los vectores dimensién d; € U; sean sinceros, el
siguiente paso F, : (A, Uy) — (A, 1)), por las propiedades de los algoritmos de
reduccion, satisface que ” _f_J” < ||| para todo ij € U,. Si repetimos este proceso,
concluimos que el ndmero de pasos necesarios para llegar a obtener un bocs minimal
es menor o igual que la norma de d.

a) Supongamos que u = 1, y que la familia T'(1) es infinita. Sea T(1) = [T(1)], +
[T(1)], donde

[T(W)]g={M | A(N)=0,F(N)= M, F un algoritmo de reduccién}
[T(1)], ={M|A(N)=1,F(N)= M, F un algoritmo de reduccion}

entonces [T'(1)], es infinita. Observemos que si M, M € [T(1)],,N,N tal que
F(N) = M,F(N') = M entonces dimN =dimN’, pero dimM =dimM', A(M) =
A(N), A(M') = A(N') por lo tanto dimN =dimN’. Es decir, en términos de diagra-
mas tenemos que D)y tiene siempre la siguiente forma:

] ]

® — ® — i °

(A!g) (Al |Q1) ('An 14n.)

donde B es un bocs minimal, y por lo tanto pug(7(1)) = 1.
b) Supongamos que % > 1. En esta situacién tenemos dos casos.

b.1) En el arbol GG, no aparecen unravelling. No es dificil ver que si consideramos
nuevamente una descomposicién de la familia T'(2) = [T(2)], + [T'(2)], + [T(2)],en
esta situacién el diagrama asociado a la familia T'(2) tiene la siguiente forma:

" Ty(1)  Ty(1) " Ty(1)
* . — R * — .
(.A.,QJ (-Al ,41 ) (A!‘l lgn)
donde aparece maximo una familia T'(1) cada dos ramas del camino de B — (A,d) ¥
por construccién la norma del vector dimension disminuye cada vez que hacemos un
algoritmo de reduccién, por lo tanto, ;4(7(2)) < [ld|| + 1.

Si ahora consideramos la familia T'(3), lo que se obtiene es que por cada dos ramas
del camino de B — (A, d), se puede tener una familia T(1) y una familia 7°(2), por
lo tanto
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#a(T3)) < idll (pa(T(2)) + 4a(T(1))) + 1
2]l (Il +1+1) +1
lldl|* +2 [|df| +1

(el +1)?

IA A

I

Similarmente, puede verse que en general, el diagrama asociado a la familia T{u)
tiene la siguiente forma:

Tu(1) N Tu(@) -+ o Talu— 1)

“an () = T 3
por lo que, pg(T(u)) < ||d]| (a(T(u— 1)) + -+ + pg(T(2)) + 1) + 1. Siy = ||d|| + 1,
pa(T(u)) < (:Z - Dy 2+ 34+l +y+1)+1
= (g +1

b.2) Sea s = max {nimero de eigenvalores para cualquier unravelling en G} . Supong-
amos que existe ¢ tal que s < ¢ para todo vector dimensién de Ky(.A).

En general, consideraremos que la familia T(u) = [T'(u)], + [T(w)], + -+ + [T(u})], -
Por el lema 20 del capitulo 2, tenemos que ,u([T( )] } = 1 para toda u. Por otro
lado (lema 19 capltulo 2), tenemos que si M', N' son dos representaciones tales
F(M) = F(N)= My F es el algoritmo de unravelling de tamaiio {, entonces
AM)Y-—AN) =%t 22+ % 2i2;z; < u donde los 2; corresponden a los nuevos
vértices que se obtienen al hacer el unravelling F. Por lo que cada solucién de la
ecuacion anterior corresponde a un parametro de la familia T '(u).

Sea o(u) el nimero de vectores z = (z1,---,2) € N!' tales que se satisface la de-
sigualdad Y!_, 427 + T 2iz;2; < u. Por ejemplo, si u = 1, tenemos que la tinica
solucién es z = (1,0,---,0), si u = 2 tenemos una solucién nueva que corresponde a
z=(0,1,0,---,0), si u = 3, la nueva solucién es z = (0,0,1,0,---,0), si u = 4, ten-
emos dos soluciones muevas z = (0,0,0,1,0,---,0) y 2 = (2,0, --,0), continuando
con este proceso, tenemos que los primeros o(u) son los siguientes:
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o(l) = 1
a(2) = 2
o(3) = 3
o(4) = 5
ad) = 7
c(6) = 9
o(7) = 11
o{8) = 14
a(9) = 18
o(10) = 22

Si ahora tomamos en cuenta que tenemos posibilidad de un total de s valores propios
para F' y que ademds puede ser que alguno de ellos no aparezca, es decir, que no
tome ninguna de las soluciones de ¢(u), tenemos que en el primer paso del arbol
algoritimico asociado a la familia T(2), con la construccién dada anteriormente, éste
s5e ve.

(e(1)+1)*

NN

* . — ®
(Ad) {A1.d)) (Az,Uz)
Este diagrama puede repetirse tantas veces como la ||d]|, por lo tanto

w(T(2)) S [Idl (o(1) +1)° +1.

Pensemos ahora en la familia T(3), en esta situacién, el drbol algoritmico se ve asi:

(a(2)+1)*T(2)

NN
d — . — .
(Ad) (A1,d;) (A2,U2)
de donde tenemos u(7'(3)) < ||d|| (¢(2) + 1)*(||d|| (c(1) + 1)* + 1) + 1

w(T(3)) < |Idll{((e(2) +1)°uw(T(2)) + 1
= ||df| (¢(2) + 1)*(||dil (c(1) + 1)* + 1) +1
Idll® ((#(2) + 1)(e(1) + 1)) + [idll (o(2) + 1)° + 1

En general, el arbol algoritimico de la familia 7'(x) tiene la siguiente forma,

(e{u—1)}4+1YT(u—-1}

NN

[ ] — L ] — ®
(Ad) (Ar.d;) {Az,Uz2)
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por lo tanto u(T(u)) < ||d|| (o{u — 1) + 1)*u(T(v—1)) + 1.

Nuestro siguiente paso, sera caracterizar de alguna manera los bocses mansos para
los cuales podemos asegurar que en su G— algoritmo de reduccién aparezcan o no
unravalling. Como veremos esto depende de la diferencial asociada al bocs.

IV.3 Relaciones entre el arbol algoritimico y la diferencial del bocs.

Definicion 17. Una familia genérica de representaciones de un bocs es una familia
uno paramétrica T de representaciones homogéneas y quasisimples del bocs.

Recordemos que si M, N € RepA, dimM =z, dimN = y € Ko(A), m;; = niimero de
flechas de grado cero de i a j, n;; = nimero de flechas de grado uno de i a j, se define

gz) = Yz 3;mymz; 4 i T
B(z,y) = YT ziyi — Xij My + Xij i Tl
A(M) = dimy End4(M) ~ ga(dimM)
(M,N) = dimg Homa(M, N) — B(dimM, dimN)

Definiciéon 18. Decimos que T es una familia genérica rizada, si existe una coleccion
infinita de familias genéricas T = Ty,---,X,,--- tal que si X € T, Y € T3, ,
(X,Y) 2 min {3, 5}

Proposiciéon 19. Sea A un bocs de tipo de representacién manso. Supongamos que
en el vértice i existe un lazo de grado cero «, tal que §(a) = 0. Entonces existe una
familia genérica T en la categoria de representaciones de A. Ademas, para casi todo
MeY, dimsM = e;, donde ¢; € Ky(A) es el vector candnico.

Demostracidn. Para todo A € k, sea S, la representacion con espacio vectorial &k y
Sx(xz) = A, la cual es una familia uno paramétrica de representaciones en el bocs y
dim 43 A= €.

Sea G el arbol algoritimico asociado a Ay By, - -, B, los bocses minimales y fuentes
de &G, podemos suponer que todo B, es local, como 7 es un nimero finito, existe wu,
1 < u < n, tal que existe una infinidad de representaciones M) en By, tales que bajo
el funtor F, : RepB, — RepA, F,(M,) = S\ y dimp M, = 1. Como B, es minimal,
las M) son homogéneas quasisimples, por lo tanto para casi toda A, T = {55} es una
familia genérica. W

Sea A = (R, W,8) un bocs local no trivial, e.d., R = k[z];,,. A continuacién estu-
diaremos cuando podemos asegurar la existencia de una familia genérica rizada en la
categoria de representaciones del bocs.

Recordemos que el algebra tensorial Tp(W) tiene dos graduaciones,
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1. Su graduacién natural [Tr(W)]° = R, [Tr(W)]" =W @g---®r R,

o

Ti—uveces

2. La graduacion inducida por el R—bimédulo W, donde [Tr(W)], = Ay [Tr(W)], =
V=A®r W, ®xA.

Para z € Tp(W), sea m(2) = proyeccién de z en W. En particular, sia € Wy, é(a) € V,
pero,

V = A@rWi1QrA

= [TR(W)]O ®@r W) @p [TR(W)]()
(R@Wro@Wo@)kWQGB“')@RW1®R(REBW0®W0®;;WU€B"')
W (Wo@rW)@ (Wo@r W1 Qa W)@ ---

It

It

por lo tanto, m(é()) € W;. Si tomamos la convencién de que yV; = V;z donde V] es
un generador de Wi, tenemos que 7(6()) = ¥; ¥, ci'z*Vizt = 5, 7i(x,y)V; para
ri(2,y) = Top 5yt

Recordemos que la diferencial de una flecha de grado cero estd en funcién de las

flechas que son menores que ella mds una parte que tiene que ver con la proyeccion,
por lo tanto si & es una flecha de grado cero minimal, §(a) = 7(6(a)). '

Sean oy < @z < -+ < Qp, U1 < vy < ¢+ < u; las flechas de grado cero y uno de
A, respectivamente. Consideremos la matriz de tamano { x n, M(z,y) = (rji(z,y))
donde 6(041) = "T(J(al)) = ::1 rli(ma y)V;1 71'(6(0!]')) = E::l Tj,’(.’L', y)lfh .7 = 2? Ty T

Si hacemos el siguiente cambio de variable V; =V, +dVs, V] =V, i > 2, obtenemos
que

m(8(aw)) = Tho, ralz, Y)Vi = r(z, 9)V +(r1a(z, y)—drin(z, y))V,) + Zies rulm, ) V)

Es decir, este cambio de variable no es otra cosa que hacer operaciones elementales
en las columnas de la matriz M(z,y).

Si hacemos el siguiente cambio a'l = o, 0y = Qg + oy, - - ,a; = a; + Zj;ll a;0y,
tenemos que 6{c;) = 8(ey) + Z;;ll ajé(a;), por lo que se preserva la triangularidad
del bocs, e.d., @) < oy < -+- < a, por lo que en la matriz M(x,y), si ¢ > j podemos
hacer operaciones entre los renglones M;, M; de la forma M: =M, + cM;-.

Lema 20. Sea A € k, f(A) # 0y M(M\)) = (r;:(\, A)). Supongamos que el rango
de M(A, ) < n, entonces podemos hacer operaciones elementales en M(A, ) de tal
manera que se ve asi:
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{100 0 0)
010 00
o=l 08
000 00
\0 00 0 %/

donde el renglén [—ésimo es igual a cero, [ < n.

Demostracidn. Sea r1;(A, A) el primer elemento distinto de cero en el renglén uno de
la matriz M (A, A). Sumemos la columna j—ésima con la primera columna y dividamos
todo el primer renglén entre ry;(A,A), con lo que tenemos (M (A, A));1 = 1 con
operaciones elementales en las columnas podemos hacer cero todas las demas entradas
del primer renglén, y por operaciones elementales en los renglones, podemos también
hacer cero el resto de las entradas de la primera columna. Es decir,

10 --- 0
0 * * %
M)A = . .
0 ® ok

Podemos repetir este proceso y como el rango es menor que n, en alguin momento
encontraremos un renglén con todas sus entradas igual a cero. &

Lema 21. Sea A = (R, W, ) un bocs local no trivial. Con la notacién anterior, si el
rango de la matriz M (X, A) < n, existe B en un arbol algoritimico de A, tal que para
todo u > 1, existe una familia genérica Y, en la categoria de representaciones de B.

Demostracidn. Si hacemos unravelling de tamafio u con respecto a A y consideramos
el carcaj de traslacién asociado T, el nuevo bocs B tiene el vértice 1 mas u nuevos
vértices a los que hemos denotado como 2,,---,z, los cuales representan cada una
de las drbitas de I". Si hacemos eliminacién de idempotentes en el vértice 1, por cada
lazo o; en A, en el nuevo bocs By tenemos una coleccién de flechas de grado cero
(@i)s s : 0(t) = o(s), s,t € V(I'). La nueva diferencial estd dada por,

8 (1)) = Lucr Taprt = Trct BorTee + [Asian)] -

Si s = n, (ed., es el proyectivo maximal) y ¢t = n, — (u — 1) (e.d., es el inyectivo
minimal), entonces
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§{(eu)sy) = [AJ(“”L,:
= Zu,v ctl‘!vi%;d:d‘;rl.j(’\a /\)(Vl)o"{s),ar‘”(t)
= 1AM A M)ar = (Vi)

si aplicamos regularizacién, tenemos que ()5 = 0 = (V}};,.

Sea sy = s — 1, consideremos 6’((a1)3ht), como en la diferencial ahora aparecen
tinicamente (V1);, ; ¥ (V1) = 0, tenemos que & ((c)s, ¢) = 71,0 A M)t = Vi) s
por lo que nuevamente podemos hacer regularizacién y obtenemos (@), = 0 =
(Vi}s,+- Podemos repetir este proceso hasta obtener que (a;),; = 0 = (V}),, para
todo s,t € V(I').

De manera similar, dado que el bocs es triangular, en la diferencial de «; intervienen
linicamente las o; tales que j < 4, se tiene que (®;)sy = 0 = (V}),, para todo
s,¢te V(D),i <L

Si ahora calculamos la diferencial de (&), donde s = n, y t = n, — (u — 1), se
tiene que ¢ ({c4),,) = 0. Como tanto la érbita de s como la de £ son u, tenemos que
(cu)st @ 24 — 24 €s un lazo con diferencial cero. Si llamamos B al bocs que hemos
obtenido de hacer esta sucesién de regularizaciones, por la proposicién tres tenemos
que existe una familia genérica T,, = ?Sﬁu} en la categoria de representaciones de B.

Observemos que si en el bocs By hacemos también eliminacién de idempotentes en el
vértice z,, el resultado es el mismo que haber hecho un unravelling de tamafio u — 1
en A, por lo que repitiendo nuestro argumento anterior podemos tener una familia
genérica de representaciones T,_; en B. De donde se tiene el resultado deseado. W

Teorema 22. Sea A = (R, W,d) un bocs local no trivial, A € k, tal que f(A) # 0. Si
el rango de la matriz M(A, A\) < n, existe una familia genérica rizada en la categoria
de representaciones de A

Demostracién. Por el lema anterior existe B en un arbol algoritimico de .4, tal que
? q
para todo u > 1, existe una familia genérica T,, en la categoria de representaciones
de B. Sea F : repBB — repA ( F es composicién de algoritmos de reduccidn), entonces
gy ’ iy F # .
la familia T, = F(T,) es una familia genérica en la categoria de representaciones de
. s g ! ! oy ,oa
A. Demostraremos que la coleccion de familias Y;,---, T, -+ es una familia genérica
rizada.

En el apéndice hemos demostrado que si M; = F(S;) donde S; € T;,1=1,2,---,use

cumple que B4 (dimM;, dimM;) = Bs(ei, ¢;) — plei, ;) donde p(es, e;) = min {3, j}
por lo que.
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(M, M) = dimg Hom4(M;, M;) — B4(dimM;, dimM;)

= dimy Homg(S;, S;) — B4(dimM;, dimM;)
= dimg HOTTLB(S,', SJ) — BB(S,', SJ) + <p(e,;, ej)
= {5;,5;) + ¢lei ).

como {S;,S;) > 0, se tiene que (M;, M;) > min{¢,j}.

Por lo tanto la familia Y' = T es una familia genérica rizada. M

Teorema 23. Sea A un bocs local no trivial, oy < @y < --- < v, las flechas de
grado cero de A, §(cy) = T4, m1:(z, y)Vi. Supongamos que (X, 1) es una raiz comun
de los polinomios r;(z,y), ¢ = 1,-++,n y el rango de M{\,A\) = n. Entonces existe

una representacion no homogéna en A.

Demostracidn. Sea Sy € RepA, con espacio vectorial k, Sy(z) =la multiplicacién por
A v cero en todo lo demds. Sea T' la representacién con espacio vectorial k2,

T(e) = (8 é),T(m)z(g ?\)ycero en lo demas.

Supongamos que Sy es una representacién homogénea, entonces tenemos una sucesion
que casi se divide de la forma Sy — Ey 3 Sy tal que dimp E) = 2.

Sea f : T — S, tal que f = (f°,0),donde f° = (0,1), veamos que f es un morfismo
en RepA.

rre) = (4 3 )=0n=s6@s

1) = 0.1 o) =00 =57

Supongamos que existe ¢ : Sy — 1’ tal que fo = I, entonces

(fo)* = [oo°=1
(fa)l _— fOo.l +f‘0°+2f1( )01( ) — fOo.l =0

por lo tanto,

0,0 _ vy _ o_ [ U
fPe® = (0,1)(w)—w—fdedondea_(l)

)

(==

ool = (0,1)(§)=d20p0r10que01=(
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Ahora, como ¢ es un morfismo en RepA, se debe de cumplir que
0 _ g 0 wyY [fpu A,
e = (5 3)(1)=(5) = (3) =
1

r@o = (g o) (1) =(5)=o"sue o6 =o' 6(e)

Pero, §(ay) = X}, rii(z, )V = T, ¢¥y*Vir?, y como (A, ) es una raiz,
i =1

R * 0 c v uy Un AV
So@) = shar (475 ) (5 )¢ =star (5)

(6)*(5)

con lo que hemos llegado a una contradiccion, por lo tanto no existe o : Sy — T tal
que fo = I., pero si existe g : T — E), tal que vg = f, de donde se debe de cumplir,

0.0 _ a by _ o_f(a b
=00 (¢ %)== porioaes = (7 )

Ademés Ey(z) = ( 3

se satisfaga E)(z)g° = ¢°T(z). Si tomamos la primera opcién para Fy(z), tenemos,

A 1Y a b Aa Ab+1
Eiz)g” = (0 ,\)(0 1)=(oa A )

}\ )6 E\(z) = ( 3 (/)\ ) . ¥ para ser morfismo necesitamos que

Por lo tanto, Ex(z) = ( 3 ())\ ) )

Consideremos la matriz M{A,A) = (¥ 7;{\, A)) que por hipdtesis tiene rango n,
por lo tanto M (A, A) es diagonalizable y podemos suponer que M(A, ) = Id, de
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tal manera que d(o;) = V;, para ¢ = 1,---,n. Si hacemos unravelling de tamafo 1,
con respecto a A, obtenemos A; = (R,W',6') donde R tiene dos vértices 1, z;, si
aplicamos eliminacién de idempotentes en el vértice 1, tenemos que el nuevo bocs
tiene un solo vértice y las mismas flechas que el bocs original, pero ahora 76 (o) =
T ri (A A)V; = (A, A)V; = V], Por lo que si i hacemos regularizacién sucesivamente
en cada una de las flechas o;, por ser este algoritmo una equivalencia, tenemos que
el nuevo bocs B tiene solo un vértice y aparecen tnicamente flechas de grado 1, por
lotantoen B, Wy =0y A=Tr(Wy) =R=%k.

La sucesién que casi se divide Sy — E) =, vista en B es de la forma Sy — E, 3 S,
pero esta no puede existir, ya que la dimensién de E\ = 2, E, = F(E,) tendria que
tener dimension 2 y la 1inica representacién inescindible en B tiene dimensién 1.

Por lo que S) es una representacién no homogénea en el bocs A. &
Consideremos ahora A un bocs tal que R = k [z] fz) X K (] h(y) » due corresponden a
los vértices z y y, sea o : £ — y minimal, es decir, §{a) = ¥!_, ri(z,¥)V;, donde
las V; : # — y tienen grado uno. Sean f; < - < By, wy < -++ < wy, los lazos
de grado cero y uno respectivamente en el vértice z y ﬂ; < e < ﬁ;,, w'l < e <L
w:nflos lazos de grado cero y uno respectivamente en el vértice y. Sea 78(f5;) =
sl y)ws y W&(ﬁ;) =¥ s'jl-(z:,y)w;. Para A € k, denotemos por M(\, A) =
(Sji(A’ A))1 M’(’\, A) = (S;I(/\,/\))

Teorema 24. Con la notacién anterior, si (A, ;1) es una raiz comun de los polinomios
ri(z,y),i=1,--+,1 y el rango de M(X,)) = m o el rango de M (A, \) = m'.Entonces
existe una representacion no homogéna en A.

Demostracién. Sea Sy € RepA, con espacio vectorial k, Sy(z) =la multiplicacién por
Ay cero en todo lo demds. Sea T la representacion con espacios vectoriales &k y &,
T(a)=1d,T(z) = X, T(y) = p y cero en lo demas.

Supongamos que S, es homogéneo, entonces tenemos una sucesidén que casi se divide
de la forma Sy = E\ > S, tal que dimgEy = 2.

Sea f: T — S, tal que f = (f° 0),donde f° = Id, veamos que f es un morfismo en
RepA.

T (z) = Id) = S\(z)f°
°T(y) = 0=S(y/f°
fPn)T(a) = 0=5:(a)fx)

Supongamos que existe 0 : Sy — T tal que fo = I, entonces
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(fo)°
(fo)!

f() 0 _ I
frol+ flo® + X f1()ol(} = foo' =0

por lo tanto,

f’%®%(x) = I dedonde c®(x)=1
f%°%y) = 0dedonde o®(y) =0

Ahora, como ¢ es un morfismo en RepA, se debe de cumplir que

T(z)o%z) = M =o0%z)S\(z)
T(y)o°(y) = 0=0y)S\(y)
T(a)o'(z) = I=0"y)S\(a)+0'(6(c)) = 0'(é(c))

Pero, §(ci) = Ty r(z, y)Vi = Tioy ¢"y"e”, y como (), 1) es una raiz,

o(8(a)) = T uieX =041

con lo que hemos llegado a una contradiccidén, por lo tanto no existe ¢ : Sy — T tal
que fo = I., pero si existe g : T — E), tal que vg = f, de donde se debe de cumplir,

=(0,1)(;):bzlporloquegoz(“;)

Al
0 A
se satisfaga F)(z)g° = ¢°T'(z). Si tomamos la primera opcién para E,(z), tenemos,

s = (31)(1)- ()

2 ( e ) — $OT(z) = 01(6(a)

Ademiés E,(z) = )0 E\(z) = ( 6\ ?\ ) y para ser morfismo necesitamos que

Por lo tanto, E\(z) = ( 3 ?\ ) .

Si ahora consideramos que el rango de M(X\,)) = m o el rango de M (A )) =
m’ procediendo igual que en el teorema anterior tenemos nuestro resultado. M
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Lo que hemos demostrado, es que por cada raiz en comin (A, ) de los polinomios
1ij(x, ), tenemos una representacién no homogénea Sy o una familia genérica rizada
T, = {Si‘l} . Observemos que si A # A’ entonces Sy # S \ en caso de que exista y los
elementos de las correspondientes familias genéricas, son no isomorfos.

IV.4 Resultados para bocses.

Teorema 25. Sea 4 manso y supongamos que no existen familias genéricas rizadas
ni médulos no homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces para
toda u, la familia T(u) es parametrizable y de crecimiento polinomial.

Demostracion. Sea é(a) = ¥ ri(z,y)V; para o minimal, si no existen familias genéricas
rizadas ni representaciones no homogéneas, entonces no existen raices comunes entre
los polinomios 7;(x, y),por lo tanto, 1 = ¥ ¢;(z, y)r;(z, y) y existe una matriz M que
tiene en su primera columna a los elementos 7;(z,7), lo que nos permite hacer el
siguiente cambio de variable (V;)M = (V;), por lo que () = V;, y no necesitamos
usar unravelling. Por el andlisis que hicimos en la seccién V.2 todas las familias T'(u)

son parametrizables y de crecimiento polinomial.

Definicion 26. EI bocs A se llama e— acotado si existe b > 0 tal que ‘”m’“—‘fh’;d%m <b
para todo M homogéneo.

Observemos que si T es una familia genérica rizada, entonces para toda i y para casi
todo M € T, (M) =1y dimg End (M) > i, por lo cual el bocs no es e~ acotado.

Corolario 27. Sea A manso, e~ acotado y supongamos que no existen modulos no
homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces A es de crecimiento
polinomial.

Demostracidn. Sea R; = {M inescindibles | (M) = i}, entoces para todo u,1, las
familias T'(u) N R; son parametrizables, por lo que pg < Titd Lou Pdi (I'(u)NRy), pero

L id Lou Ha (T (u) N Ry)
T 1a 2wt (T (u))
Ed’[d Zugbpu(“d”)
7{d)bpu([ld]])

donde 7(d) = ntimero de divisores de d. B

Sea A un bocs, @ un lazo minimal en el bocs, es decir, §{a) = X7_, r:i(z, ¥)Vi, sea
I ={r(z,y), --.rs{z,y)), de acuerdo a la notacion de la seccién anterior tenemos
que C(I) = {(Aj, 145) € k* | 1i(Aj, 15) = 0,Vri(z,y) € T}

1d

IAIA I TA
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Lema 28. Existen € N tal que [(z — A)) - (z = Ap))" = i rilz, v)as(z, v).

Demostracion. Sea h(x,y) = h(z) = (z — A)---(z — Ap), por lo tanto h(};, g;) =

0 para toda 7 = 1,---,p, por lo tanto h se anula en C(I), por el teorema de
Nullstellensatz-Hilbert, existe n € N, tal que A" € I, es decir, h™ = 37 , ri(z, y)g:(z, v).
]

El lema anterior nos dice que para reducir el bocs A (e.d., para encontrar un arbol
algoritmico del bocs}, necesitamos aplicar un unravelling por cada valor propio de A,
lo cudl nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 29. Sea .4 manso, y supongamos que existe un natural N tal que para cada
dimensién d el mimero de familias genéricas rizadas y representaciones no homogéneas
del bocs es menor que N, entonces para toda u, la familia T(u) es parametrizable de
crecimiento polinomial.

Demostracion. Si el nimero de familias genéricas rizadas y representaciones no ho-
mogéneas del bocs es menor que N, significa que s =maximo ndimero de valores pro-
pios para cualquier unravelling en G < N | para todo vector dimensién de Ky(A),
por lo tanto, por el andlisis realizado en la seccién I'V.2 tenemos que las familias T'{u)
son parametrizables de crecimiento polinomial. W

Corolario 30. Sea A manso, e— acotado y supongamos que existe un natural N tal
que para cada dimensidn d el mimero de médulos no homogéneos es menor que N,
entonces A es de crecimiento polinomial.

Demostracion. Siconsidereamos nuevamente las familias R; = {M inescindibles | ¢(M) = i},
tenemos que pg < 7(d}Yop,({|d||). ™
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CAPITULO V

Sea A una k-dlgebra bésica. En este capitulo definiremos dos categorias asociadas a A,
la categoria de representaciones del bocs de Drozd de A y la categoria P(A). Veremos
que estas dos categorias son equivalentes y demostraremos que el dlgebra A es del
mismo tipo de representacién que el bocs de Drozd asociado, es decir, A es mansa si
y sblo si D(A) es manso. Finalizamos este capitulo dando resultados para bocses de
tipo de representacién manso, que pueden traducirse a resultados para dlgebras del
mismo tipo de representacion.

V.1 El bocs de Drozd para A.

Sea A una k--algebra bdsica, Py, -, P, los proyectivos inescindibles que aparecen
en su descomposicién y 14 = ¥, ¢; la descomposicién en idempotentes primitivos
ortogonales de 1, asociada. Para toda 7 = 1,--+,n, tenemos una filtracién de la
forma

RadAe; D Rad?Ae; D -+ D Rad™Ae; D Rad™t'Ae; =0

lo cual a su vez determina, para cadai,j € {1,---,n} unafiltracién de Homy(Ae;, Ae;)

Homy(Ae;, RadAe;) D Homa(Ae;, Rad?Aej) O - - D Homy(Ae;, Rad™ Ae;).

i3 {BTECA

ESTA TESIS NG BEBE

SALIR BE LA
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Fijos i,5 € {1,-+-,n} sea X,-”j" una base de Homa(Ae;, Rad™ Ae;), la cual podemos
completar con el conjunto X?j’_l para formar una base de Hom,(Ae;, Rad™ ! Ae;).

Podemos repetir este proceso hasta tener una base X;; de Homa{Ae;, RadAe;), es
decir, Xj; = XL W X2 W- - @ X[,

Sea X = U;;X;;. Siz € Xy, y € Xy, 2 € Xj;, definimos c;y = 0 si e;zye; = 0,
entonces Ty = ¥, x ¢;,7 donde cf, € k.

A continuacién construiremos el bocs de Drozd de A, denotado D(A) = (R, B, §).

Definimos R =k x k x --- x k . Para cada i € {1,---,n} tendremos asociados dos
2n—teces

vértices en la bigrafica B, denotados 4,,i;. Para cada x € Xj; se tiene en la bigrifica

B una flecha de grado cero, o, : iy — jo , y dos flechas de grado uno ug : i;— — 7y,

Vg @ ?:2— - jg.

Lema 1. Sean W el R—bimddulo definido por By p: W — W @z W la transfor-
macidn lineal definida por,

1. p(aiﬂ) = Zw,ze,\’ C:w(vzaw - azuw) ’
2' p(uz) = Ew,zEX C‘:wuzuw;
3. p(vg) = Zw,zeX Cou V2V

para toda z € X;;. Entonces p nos induce una diferencial § : Tp(W) — Tr(W) tal
que 62 = 0.

Demostracion. Por la proposicién 3, del capitulo I, p se extiende a un morfismo de
R—bimddulos § que resulta ser una diferencial. Por lo que dnicamente demostraremos
que 6% = 0.

Una observacién importante es que usando la asociatividad de la composicién de
morfismos en X, ((:ry)z == :c(yz)) se tiene la siguiente propiedad para los coeficientes

del producto ¥ ,ex Coych: = Luex CoyChe-
Sean z € Xij; we Xy, z€ XU’ a€ Xy, b€ Xy, ¢c€ Xy, d€ ij.
Entonces,

0*(0n) = P(X 2 0 (V20w — @attw)) = T, €, (0(V200) — pl0rzt0))
Ez,wcfw[ (v:)ay = vp(0w) = ( ) _azp('U'W)]
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donde,
(5(0!10) = Eb,a C}f:; ('Ubaa - abua)
o(a,) = 2de Coe (vatre — aguic)
6(uw) = Zb,a Cgfzub U,
6(UZ) = Zd,c Cécvdvc
Por lo tanto:
62 (aﬂi) = Zz,w wa Ed,c Cczicudvcaw - Eb,a cg:zvzvbaa

i .
+ E c?w Zb,a Cha V2 OplUq — Ed,c Cazicvdacuw

+3 C::w Zd,c Cécad“cuw - Zb,a C?ﬂﬂzubua

1. Como i, ¢35, = c;.cI, = Ch,Ch,. tenemos que,

Slw=1v €, ChtUd, = CiChUUp,
sia=1w = €}, ChyVz Uy
stz=d = €5, ChyVdUs 0y
sib=¢c = Gy CopVUdVUclly

2. Similarmente, 3 7, €5 UdQcty = 3 Co ClaU, (pUa ¥ 3 €L Ch gy, = 3 €5, ottty
2 -
Por lo tanto, §*(a;) = 0.

3. Ahora

8 (uz) = p(E ytiatiu) = T Gy (p(ts)thy ~ uzp(uuw))

= Yl (¥ A uguuy — ¥ cluuyu,) =0
4. Nuevamente, se ve que 62(v;) = 0.
Por lo tanto §2 = 0 y D(A) = (R, W, ) es un bocs. n
Lema 2. El bocs de Drozd asociado a A, D(A) = (R, W, ) es triangular.

Demostracidn. Para 0 # x € Homy(Ae;, RadAe,), definimos v(z) como el nimero
natural tal que z € Homy(Ae;, Rad"Ae;)\ Homp(Ae;, Rad™*' Ae;). Asi, paraz € X5,
tenemos que v(z) = u. Entonces, si x € Xj; y € Xji, tenemos que v(zy) > v(z)+vu(y).

En consecuencia, en la expresion zy = 3} cZ,z € Xy, ¢;,2 = 0si v(2) < v(z) + v(y).

En el conjunto {as},. x de flechas de grado cero de B, consideremos el orden parcial
inducido por a; > oy si y sélo si v(z) > v(y). Si @, es minimal, es decir v(z) = 1,
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tenemos que 6(a.) = 0. En general, d(;} = Xp yex €5, (v20, — azu,), donde ¢, # 0
sélo si v(y) + v(z) < v(2); en particular ¢, &, < . Similarmente hacemos u; > u,
Y vz > ¥y siy sélo si v(z) > v(y) para inducir un orden parcial el conjunto de flechas
de grado uno. a

V.2 La categoria P(A).

Nuevamente, fijemos una k—4dlgebra bdsica A y una descomposicién A = Ae; &
- -@ Ae, en suma directa de proyectivos inescindibles no isomorfos dos a dos. Luego,
1y = ., e; es una descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales de 14.
Denotemos por P; a Ae; para cada i = 1,---,n. La categoria P{A) se define como
sigue:

1. Los objetos de P(A) son los morfismos ¢ : Im; P, — Hn;P; tales que Imep C
Rad(Iln; P;). '

Observemos que m;FP; se identifica con P, ®; ™ o con P, ® V;, si V; es un
k—espacio vectorial con dimV; = m;.

2. SIUP, @ V; 5 1IP; @ W; y IP; @, V; £ 11P; @1, son dos objetos de P(A),
un morﬁsmo entre ellos es una pareja de morfismos (y, ﬁ), v P, ®; Vi —
IIF, @ V;, B:11P; @,W; = IIF; & W tales que By = ¢ 1.

Observacidn 2.1 : Homy (P, P,) @, Homi(V,, W}) ; Homy (P;®; Vs, Pi®, W;). Sean
f € Homp (P, P) y h € Homy(V,, W), entonces ¥(f®@h)(p,®v,) = f(p,)®h(v;) . Si
Ly = 21:6)(3,\: di,.’L‘, para toda Psrt € HomA(Ps @ Vs, P @ Wt): yH; € Homk(vs, Wt):
tenemos que

(Pa,t = Zw Loy ®k Hw
= Zw(Z:EEX,,,g dfv.’L') ®x Hy
= Zw T Dk (EzEXg,: dicun)

Sea ¢, 1= Zme X, A Huw. En el caso de que s = ¢, tenemos tambien el homomorfismo
identidad 1, : P; — P, , y denotaremos X7, = X, U {1, }. Luego, si definimos
Xg1 1= Xy si s # 1, tenemos para ¢ € HomA(HP ® Vi, 1IP; ® W), la expresién
iinica general: ¢ = (p;;) = (Zzexfj z Qk ©;).
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V.3 La equivalencia entre P(A) y Rep(D(A)).
Proposicion 3. Las categorias P(A) y Rep(D(A)) son equivalentes.

Demostracidn. Sea F : P(A) — Rep(D(A)) tal que si ¢ : IIP, @ V; — LP;
®xW; € P(A), entonces

F((lo)il = V;a F((p)lz = I’Vis F(‘P)a: =@z ‘/t — Wj donde (4 270 i] — j?-

Si (7,8) : ¢ — ¢ es un morfismo en P(A) donde ¢ : IIP, ® V; — IP; ®W; y
o 1P, ®; V; — 1P @W;, F(v,8) = (°, ') estd dado de la signiente manera,

Con la notacién introducida antes v = (Zzexfj 2®@7.)y B = (Eyexlpj y® G,). Se
definen,

s'(i = T Vi— V;

ig = ﬁ[,‘ : WY’! ~* I’v:g

&, = Y Vi V:',"
f:}z = B Wio PVJ

donde u; : 11 = F1, Uz © G2 = Jo.

1. Claramente F(p) € Rep{D(A)). Veamos que F(v, 8) = (f°, f!) es un morfismo en
Rep(D(A)). Como (v, 8) es un morfismo en P(A), By = ¢ . Ahora,
By = (Zyexf, Y ﬁy)(zmex;; r® ‘Pz)
= X, YT ® Byps)
= 3 2@ By + LT ® P10+ L,y ® Bypr, + 1@ Br,01,)
Similarmente
Y = TP u®0 et L 200 1+ Ty @pum, +10¢ M)
Como ¢ y ¢ tienen imagen en el radical de su codominio, ¢,, = <,o'11 = ( para toda
z. Por lo tanto, para toda 2 € Xj;, y € Xy, z € X); tenemos,

2z [(Ez,y i 2@ PByoz) +2® ﬁl,ij] = 2. [(Zm,y oz ® V) + 2 ® @L%‘]
(z::c,y c;mﬁy(Pm) + Bl.'(pj = (Zx,y Céx(soy%:) + 91,

Como A = Tr(W)) estd generada como R—-médulo por los elementos {a,},. 5 , para
verficar 3) de la definicién de morfismos en la categoria de representaciones de un
bocs, basta ver que vale para a, : a; : i) = j». Sustituyendo en la 1ltima igualdad,
tenemos,
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E:fJOQF(w)Qz - F("p,)ﬂz 12 = ZC;,:E(F((,D')C,” 1},, - fl}yF((P)a:n)
2. Veamos que F conserva la composicién. Consideremos los objetos de P(A),

(,0 HP ®kV—)HP ®kWJ,
(p HP®kV —)HP@kW
¢ 1P, @V, —)HP@kW

y los morfismos (v,8) : ¢ = ¢ ¥ {p, ¢ — ¢ . Luego,

m
Srexs, 2@ 7%:) : P @ Vi = LIP, @ V]
Tyexs, ¥ ® By) 1P} @4 W; — 1IP; @ W,
= (Taexg, a®pa): IP, @V, - IIP; @V,
= (Ebexgj B® ﬂb) 1P @ W; — P, @ W,

=T v W™ 2
!

Mostraremos que F{(p,m) (v, 8)) = F(p,n)F (7, 5). Recordemos que
F(‘I‘?)il = VI; F((Pl)lz = Wl"’ F((p)ﬂz = {’O:f
F(Qoﬂ)il = V;”, F(‘e’)iz = W;‘"a F((P”)Oz = 90.3;’
Fle )y =V, Flo)n=W;, F(Y )a. = ¢

Ademés, para los morfismos F(v,8) = (f° f1) y F(p,n) = (¢° ¢"), tenemos, dado
T & X,'J'

12:71:‘3%_”/;'”, 9?1:.01.-:‘/1, Vi,
=0, :Wio W, gy = W o W,

d,—%:V—W gl =p:V, oV,
=B W, 2 W, o= W oW

Sea u, : 1, — 71, entonces

(gf) ( ) 0 ti: + gt]i,,fo + ZUJEX,'I wagl,ltg ’iw = pll’.YI + P:n')’ll + Z c::pr’YlU'

ZEXU

Sea vy, : i3 — j2, €ntonces

(gf) ( ) + gu,,fo + EwEA.; zwgv, vw = Ul,ﬂm + nmﬁl. + z w’?zﬂw

2€Xy;

Por otro lado, sea (a,b) = (p, n)(%, 8).
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a=py = (L2@pHEw®) = (20 p:7w)
= Tw®pn+Lz®mmn+Xci,T® 07T
Por lo tanto, para x € X, 6, = ;17 + pon + L E Ve = (95) (uz).

b=n8 = (T2@70) (L w® by = 20@n.0,
= (Tw®mbu+2L2@m0 +Xc&,s®n.0u)

De donde tenemos que b, = mB; + 101 + & & 0w = (9F) (vz) por lo tanto, F es
un funtor.
De la definicién de F, es ficil observar los siguientes hechos:

1. Para todo par de objetos ¢,¢ en la categoria P(A) y para todo morfismo
en la categoria Rep(D(A)), f = (f°, f1) : F(w) — F(y) existe un morfismo
g:p— ¢ en P(A) tal que f = F(g), es decir, F es pleno;

2. Para todo morfismo g : ¢ — ¢ en P(A), F(g) = 0 implica que g = 0, por lo
tanto F es fiel;

3. Para todo M € Rep(D(A)), existe ¢ € P(A) tal que M = F(yp), es decir, F es
denso.

Por lo tanto F' es una equivalencia de categorias. |
V.4 Parametrizaciones en modA y en Rep(D(A)).

Sea A una k-dlgebra de dimensién finita sobre k. Consideremos la k(z)—4algebra,
A ®;, k(z), cuya multiplicacion estd dada por,

(A®x a) (N @ b) = AN ® ab, para M, X' € A, a,b € k()

k(z) se encaja en el centro de A ®; k(z) via el homomorfismo, i : k(z) = A ®; k()
dado por i{a) = (1 ®; a), si a € k(z). En efecto,

(A ® b)a (A ® b)i(a)

(A ®x b)(1 @ a)

A [o7eJ8 ba

A®, ab

(1 ® a)(A & b)

H{a}{A ®k b) = a(A @ b)

o

fl
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Lema 4. Si M es un A @ k{z)-médulo izquierdo de dimensién finita sobre k(z),
entonces existe f € k(z] y un A®yk [z];-mddulo izquierdo My que es libre finitamente
generado como k [z), —mddulo tal que M = M, ®xlal, k(z), como A ®y k(z)—mddulo.

Demostracidn. Sean my,---,m; una k(z)}—base de M y A;,---, A\, una k—base de A.
Entonces, para cada i, j,

(\ @ V)m; = T ¢fymy, ¢ € k{z).

(@) _ r(@)afi(=)
Ahora, ¢; = :ﬁj(:) = SR € kz],y donde f(z) = ri(x)b;(z) = m.cm. {bﬁj} :
Sea Mo = k2] 5,y mu@®- - -®k [z] () u, el cual es libre como £ [z] ; ,,-m6dulo generado
por las m;. Como {X; & 1|1 <i <t} es una k—base de A ®; kix]f(w), obtenemos
que (A @4 k [z] 55y) Mo € My y asi My es un A ® k [z](,)-médulo izquierdo.

Como My es k [:z:]f(x)-libre con base my, -+, mu, My ®pial,,, k(z) es un k(z)—espacio
vectorial con base m; ® 1,---,m® 1.

Sea ¥ : Mo ®xlz],,, k(x) —» M tal que ¥(m; Rklal;., 1) = m;. El morfismos ¥ es lineal
y manda bases en bases, por lo tanto es un isomorfismo de k{x)—espacios vectoriales.
Ademais,

W((A @k 1)(my ®upay, 1)) = T((A @ 1)m; Rgpey,, 1)
lI‘(Zs ijms ®k[$]f(z) 1)

X, 65 ¥ (ms @i, 1)

s €5

(A ®x )m;

= (/\1 Rk 1)\Il(mj ®kf$]f(=) 1)

H

i

Por lo tanto, M = My ®gy),,, k() en mod(A @ k(z)). |

Lema 5. Seaa: M; 8 M, 3 [ — 0 una sucesion exacta de de A ®y k(z)—mddulos
de dimensién finita sobre k(x), entonces existe f € k[z] y § una sucesién exacta

0 0
MBS MOE L0 5 0 de A @y k[ #(z) —m0dulos libre finitamente generados como
k [x]; —mddulos tal que v es isomorfa a B tensoreada por k(z) en mod(A & k(z)).

Demostracién. Consideremos las siguientes bases de k(z)—espacios vectoriales,

li,-+-,l; una base de L
ki, - ks una base para Kerp;
ky, -+, kgymy,---,my  una base para M,
Nqy,++*,Ng,T1,-*,Tn  UNa base para M,
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tales que ¢y(n;) = ki y w2(m;) = I;. Procedemos como en la demostracion anterior,
eligiendo ahora f(z) como el minimo comiin miltiplo de los denominadores de todos
los coeficientes de (A; ® 1)z; en términos de la k(z)—base {z;} de cada uno de los
espacios My, M, y L. Como antes, consideramos

M} = klzlmm® @kl @k[z]yn® @k [z]yq s
M = kgl ki @ - ©kla)y ks @ Kzl ma @ @k [2] gy my
L = klzljmh @ @kfz]ygl

0 o
y obtenemos la sucesién exacta M? 23 M9 5 [0 5 0 donde ¢? denota la restriccién
de ;. Es facil ver que es conmutativo el diagrama,

elor waer

M? ®k[z]f(z) k(IL') 1_} M‘g ®k[:l:]l(:) k(ﬂf) — LO ®k[z]f(z) k(ﬂ:) —= 0
Ul U T
M, LAY M, % L = 0

Lema 6. Sea ¢ : L — Ly un morfismo er mod(A @ k [7]5,)) ¥ ¢ : L — Ly un
morfismo en mod(A®xk [z] ) tales que para s, s; isomorfismos tenemos el siguiente
diagrama comutativo en mod(A ®y, k(z)),

I
L, ®k[1:]f(:) k(.’L‘) "6@} Ly ®k[m]f(z) k(:l',‘)
s1 4 s

’ ! I 1
Ly ®xla),,, k(z) i ®klzl, ., ¥(Z)

entonces existe h(z) € k[z] e isomorfismos s,, s, tales que tenemos el siguiente dia-
grama comutativo en mod(A ®y k [z] ;)

w@I

Ly ®y( feo) ’f[-’ﬂlg(x) flohzy Lo ®k[m],r(x> k [m]g(x)f(z)h(z)
514 + 8y
' 99‘ i '
L, Bk(z], ) k [I]g(z) F(z)h(z) 3 Ly ®k[-'r],(z) k [x]g(m)f(:c)h(-t)
Demostracidon. Sean my,---,m; una base para L,,n;,---,n; una base para L,,
m,, -+, m, una base para L, n|, - --,n, una base para L,, todas ellas como & (] () —

médulos libres y s;(m; ® 1) = T ci5(m; ® 1), s3(n; ® 1) = T dij(n; @ 1), como 3y, 57
son isomorfismos, det(c;;) # 0y det(di;) # 0, tenemos que cij, dij € k[2]y0) ropniay »
por lo tanto tomamos s:- =s5,1=12 1
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Proposicién 7. Sea F' la composicién CokE donde Cok denota el funtor inducido
por la operacion de tomar el cokernel de una objeto de P(A) y E la equivalencia entre
las categorias rep(D(A)) y P{A). Supongamos que existe una parametrizacion M en
D(A). Entonces existe un A — k [z], —bimddulo C libre como k [z], —médulo tal que
para casi toda A € k, F(M kz], S\=C ®kz], Si.

Demostracion. Consideremos el bimédulo de M visto como una representacion de la
bigrafica B de D(A) sobre el anillo & [z], . Sean:

M = (kla]} B k[z]7) € repD(A)
B(M) = (WP kil "2 IR @ k[o]}’ ) € P(A)
= Q15 Q€ mod(A®; k[z]))

Si tomamos la sucesion,

Q1 By, k(z) B Qs ®r(a), k() ko0

por el lema 5, existe g{x) € & [z] y una sucesién

0
Q% QU %Y €% - 0 en mod(A ® k [=])
Por el lema anterior, existe h(z) € k[z] tal que el siguiente diagrama es conmutativo,

Q1

h Bk, k (), s =@ Btlzl(e) k[x]y s

514 I 82

0Qr

Q1 Bz, k [z]gsn 3 ®kla), & [Z]gsn

Si denotamos por C al contcleo del morfismo en el renglén superior del diagrama,
este ultimo se completa como sigue:
I ' '
Q1 By, k(2] B Q ®klz), K [Zlypn — c = 0
= = i
ORr
Qtl] ®k[z]g k [m]g_fh Wg Qg ®k[’3]g k [x]gfh - CO ®k[-'~"]g k [:E]gfh — 0

Abusando del lenguaje, denotamos por el mismo simbolo Sy a los médulos simples
kalym /(x — A) y k[z]; /(x — A) en mod(k[z],;,) y mod(k|[z];), respectivamente..
Asi, claramente k [:xr]gﬂh Dkfe], S = 5,.
Entonces, si tensoreamos el diagrama nterior por S, sobre k [z] ik obtnemos el sigu-
iente diagrama conmutativo en modA :
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Q1®k[n:]fSA o8 Q2®k[x]f Sy — C'®klxjgfh S, —= 0

(= = =
0

Al tomar conicleos en el diagrama anterior, obtenemos,

C' 1= Cok(Q: ®xpa, k(7,5 ™ Q2 @ugey, b [2],4) = C° ®rpa, k[l 1)
Como

M ®k[x], S, = (k”‘ wij (M) knj) .y
E(M @, Sy) = (IIR- @ k™ "% 1P, @, k)

I
= Q1 Bxfa), S 3 Q. ®klz); Sr
resulta que F(M ®4p), S)) = C? ®kiz), Sx, como se afirmaba. [ ]
V.5 El dlgebra A es mansa si y sélo si el bocs D(A} es manso.

Proposicién 8. Si el bocs D(A) es de tipo de representacién manso, entonces el
algebra A es de tipo de representacion manso.

Demostracion. Sea t = max {dimkP,;}i_l ..., donde los F; son los proyectivos in-
— = ¥

escindibles que aparecen en la descomposicién en inescindibles de A y sea d una

dimensién fija.

Sea L = {(my,--,mg, 1, 1) | Ty mu < td, Y7, n; < d}, por lo tanto L es un
conjunto finito.

Como D{A)} es manso, existen parametrizaciones L,,---, L, que podemos suponer
A — k [z]; médulos para algiin f € & [z], tales que,

1. rangok[m]ﬂz)(Li) € L,

2. para casi toda representacién inescindible M de D(A) tal que dimM € L,
existen i € {1,---,7} y A € k, tales que M = L; Bklzl, ) Si.

Para cada i = 1,---,7 existe un A — k[z] -bimédulo C; libre finitamente gene- rado
sobre k [m]yi tal que para toda A € k, ¢;(A\) # 0, cokE(L; kel S\ 2C; Dkiz), S). Sea
J = {i | rangoC; = d}.
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Afirmacién: Los bimédulos C; con 1 € J, parametrizan a los A-mddulos inescindibles
de dimension d.

Sea X un A-mddulo inescindible tal que dimn, X = d. Consideremos su presentacion
proyectiva minimal Hm,;F A Un: P % X. Entonces ¢ es cubierta proyectiva del
ker(u) y u es cibierta proyectiva de X. En particular, IIn; P;/Rad I n; P; = X/RadX,
entonces dimy(Un;P;/Rad I n; P;) = dimng(X/RadX), por lo tanto ¥ n; < dimy X =
d. Por otro lado

>om; dimy, (LIm; P;/ Rad 11 m; P;) = dimy(ker (u))
dim, I n, P, < 3 ndimy P

T nt < dt

IAAA I

En consecuencia, para ¢y la representacién de D(A) que corresponde a X, se tiene
que dimpx € L. Luego, para casi todo X, existen ¢ y A tales que ¢x = L; gy ; S
en rep{D(A)).

Finalmente, X = cokEypx = cokerE(L; ®xla], Sy) 2 G ®kiz],, Syyd=dimX =
dim(C; ®kfz] oy Sy) =rango C;, porlotanto i € J. @
Sea ¥ = mod(k(z,y)), la categoria de k (z,y) —mddulos izquierdos de dimensién

finita.

Proposicién 9. Existe un funtor G : £ — ¥ tal que satisface las siguientes condi-
ciones

1. SiY = G(X), entonces Y no es de dimensién 1;
2. (G conserva inescindibles;
3. G refleja clases de isomorfia;

4. G esta dado como un producto tensorial.

Demostracion. Para X = (X, Tx(z),Tx(y)) € £ donde Tx(z), Tx(y) : X = X, sea

0 Tx(y) 0

0
0 1.
h

0 1x O 0 0 0
G(X)=XoX0X, Tox(@)=| 0 0 1x |,Texy(y) = | Tx(z) O 0.
00 O

h 0
Para h: X =Y € £, donde Y = (Y, Ty (z), Ty (y)), sea G(h) = ( 0 h
00
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1. Veamos que G(h) : G(X) - G(Y) es un isomorfismo en .
Como h es un morfismo en T, tenemos que hTx(z) = Ty(z)h, hTx(y) = Ty (y)h.

P.D. G(h)Tox)(2) = Taw)(z)G(h)

h oo\ /[0 1x 0 0 A O
G(h)Tg(x)(x):(O h 0)(0 0 1);-):(0 0 h)
00 A/\0O0 O 000
0 1y O h 0O 0 kO
TG(Y)(x)G(h)z(O 0 1;»)(0 h o):(o 0 h)
00 0 00 h 00 0

P.D. G(R)Tex)(y) = Tay)(y)h

h 0 0 0 0 0
G(h)Tex)(y) = ( 0 h O ) ( Tx(z) 0 0 )
0 0 A

0 0 0 0 0 0
= (th(m) 0 0) =(Ty(:1:)h 0 0)
Ao hTx(y) 0 0 Ty(y)h 0O
0 0
0 0
h 0

0 0 0 h 0 0 0
Tg(y)(y)hZ ( Ty(.’E) 0 0 ) ( 0 h ) = ( Ty(.’E)h 0
0 Ty(y) 0 0 0 0 Ty(y)h

|

Por lo tanto, G(h) es un morfismo en £ y de la definicién es claro que G es un funtor.

2. G conserva inescindibles.
Demostraremos que si X es inescindible, entones End(G(X)) es local.

A B C

Sea p : G(X) = GX), ¢ = ( D E F ) , por ser un morfismo, se satisface que
G H I

Tewxy(2)e = Tex)(z), es decir,

D E F 0 A B A B C
G HI |=l0DE|=¢=|0 A B
0 0 0 0 G H 00 A
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pero también Tgox)(¥)y = ©Tgx)(y), es decir,

0 Tx(y)A Tx(y)B 0 ATx(y) ©

de donde Tx (z)A = ATx(z) y Tx(y)A = ATx(y), por lo tanto A € End(X). Como
X es inescindible, End(X) es local y tenemos que A es invertible o es nilpotente.

Si A es invertible, entonces existe A~! tal que AA~! = I, por lo tanto

A B C A1 0 0 I 00
0 A B 0 A1 0 =| 017120
0 0 A 0 0 A? 001

es decir, ¢ es invertible.

Si A es nilpotente, entonces existe n tal que A™ = 0, claramente ¢** = 0, es decir, ¢
es nilpotente.

Por lo tanto End(G(X)) es local.
3. Veamos que G refleja clases de isomorfia.

Sea H : G(X) — G(Y) un isomorfismo, razonando como en el inciso anterior obten-
emos que Tx(z)A = ATy (y) donde A € Hom(X,Y) es invertible, por lo tanto X = Y.

4. Finalmente, demostraremos que G esta dado por un producto tensorial.

Sea M el k (z,y) —bimddulo, tal que M = k{z,y) ® k {z,y) & k (z, y) como médulo

0 lgzyy O 0 00
derecho y Tyf{z) = ( 00 Li(z.y) ), Tauly) = (:r: 00 ) como médulo
00 0 0y 0O
izquierdo, entonces G(X) = M ®pzy X. [
En [LRS} (Proposicién 3.6) se demuestra que la definicién de ser salvaje es equi-
valente a la siguiente:

Definicién 10. Una k—algebra finitamente generada A es salvaje si existe un A —
k (x,y) —bimddulo M finitamente generado como k (z,y) —mddulo, tal que el funtor
F(X) =M Quzy) X : & — RepA preserva inescindibles y clases de isomorfia.

Teorema 11. Si el bocs D(A) es de tipo de representacion salvaje, entonces A es de
tipo de representacion salvaje.
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Demostracion. Supongamos que D{A) es un bocs salvaje, entonces existe L un
A — k{z,y) —bimédulo M finitamente generado libre como k (x, y} —mddulo, tal que
el funtor F(X) = L gz X : & — RepD(A) preserva inescindibles y clases de
isomorfia. Sea ' : T — ¥ definido como en la proposicién anterior. Entonces,
G = FG : ¥ — Rep(D(A)) preserva inescindibles y refleja clases de isomorfia,

ademds G X L Qk(ryy M Qi) - Consideremos H : RepD(A) £ p) “% modA.

Sea X inescindible en T, entonces Endy(HG(X)) = Homa(HG(X), HG(X)) # 0,
porque si HG{X) = 0 implica que G(X) es simple y por construcciéon G(X) no es
simple, por otro lado G(X) es inescindible, por lo tanto Hompy(G(X),G(X)) es
local. Consideremos el epimorfismo

£ Homp(A)(G(X),G(X)) - HomA(HG(X):HG(X))’

sea f € Homa(HG(X), HG(X)), como el funtor es pleno existe g € Hompay(G(X}, G(X)),
tal que £(g) = f, por lo tanto g es un isomorfismo o es nilpotente.

Si g es isomorfismo existe g~! tal que g¢7! = Igixy =979, ¥

elg)e(g) =e(g7'9) = elawx)) = Tnoxy = e(g7") f = felg™")
por lo tanto f es un isomorfismo.

Si g es nilpotente, entonces existe n tal que ¢g* = 0, por lo tanto,

e(g") =¢elg)---elg)=f---f=0
es decir, f es nilpotente. Con lo que queda demostrado que HG preserva inescindibles.

Como G, F, E y Cok reflejan clases de isomorfia, HG = (Cok){EFG’) hereda esta
propiedad.
|

V.6 Resultados para Algebras.

Sea A una k— algebra de dimensién finita, D(A) el bocs asociado a A. Hemos con-
siderado el funtor Rep(D(A)) = P(A) “% modA. Dados M, N € modA, denotemos
por (M), ¢ (N) € P(A) a sus cubiertas proyectivas, por @, € Rep(D(A)) los
objetos correspondientes en Rep(D(A)). Luego, Coko(M) = M y Coky (N) = N.
Si dim ¢ = (my,---,my, Ny, -+, n,) definimos el vector ¢(M) =dim ¢, similarmente
c(N) =dim .

Sea (M, N} = dimyHoma (N, Dtr M) - dimgHomp(topM, socDtrN).
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Proposicién 12. (cp, (p') = é(M, N) donde ((,o, (p’> = dimyHompay (e, ¢ )~ By, w)

Demostracion. Sea Po(M) = W_n P, Pi(M) = L. ,m;P;, B(N) = 1I[_n, Pi,
P(N) = U_;m;P.

Denotemos (M, Z) = dimyHoma (M, Z), para Z € mod(A), por [ARS, IV.4.3] ten-

emos,

(M, Z) —(Z,Dtr M) = (Py(M), Z) — (P\(M), Z) .
Sea Z = N, entonces,

{M,N) — (N, DtrM) = (Po(M),N) — (PL(M),N) .
De la sucesién exacta 0 = QN — Fy(N) = N — 0 se tiene la sucesién exacta

0 — (B(M),QN) — (P(M), R(N)) = (Fi(M),N) =0
lo cual implica,
(PA(M),QN) — (P,(M), Ry(N)) + (Pi(M), N) = 0,1 =0, 1.
De manera similiar
0PN > PN QN >0
implica,
(P,(M), Q2N) — (P.(M), PA(N)) + (P{(M),QN) =0, i = 0,1.

Las siguientes afirmaciones se demuestran siguiendo los cdlculos hechos por Juan
Boza, para demostrar esta misma afirmacién en el caso particular de que M = N.

1. (Pi(M), P(N)) = dimiradHom (P (M), Po(N)) + X0, man;
(Po(M), Po{N)} = dimyradHoma(Py(M), Po(N)) + X1, nin;

- W

(P(M), P,(N)) = dimgradHom(Po(M), Py(N)) + Si-q mum,.
B(p, ¢') = (P(M), P{(N)Y+{(Po(M), Po(N)) — dimprad Homa (P (M), Ps(N)).
dimgHompay(p, '} = (M, N) + (Po(M), QN) + (P1(M), Q*N)

o o

Y. myn; = {topM, socDirN)
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Aplicando estas relaciones tenemos:

~{e:¥)

Il

B(p,¢') — dimgHompy(yp, ¢')
KPI(AI):PI(N)) - (PI(M)!Q2N>]

+ {{Po(M), Po(N)) — (Po(M), ON)]
— dimgradHomp(Pi(M), Py(N)) — (M, N)

~{0.¥)

il

[(PL(M), QN)) + (R(M), N}

dimgradHoma (P (M), Po(N)) — (M, N)

[(Po(M), N} — (M, N})]

(P (M), QN)) — dimgrad Homa (P, (M), Ps(N))

[(Pl(M)'lN) - (N’DtTM)]

(P, (M), Q(N)) — dimgradHoma (P, (M), Po(N))

[(P(M), N) + (P1(M), QUN))]

(N, Dtr M) — dimyradHoma (P, (M), Py(N))

(P,(M), Py(N)} — dimyradHoma(Py(M), Po(N)) — (N, Dtr M)
Y mn; — (N, DirM) = (topM, socDirN) — (N, Dtr M)

o+ i+ I

|
Como ya lo habiamos mencionado, si M = N tenemos A(y') = (M, M).

Definicién 13. Una familia genérica de médulos de una dlgebra A, es una familia
uno paramétrica T de mdédulos homogéneos quasisimples de modA.

Definicién 14. Decimos que T es una familia genérica rizada, si existe una coleccion
infinita de familias genéricas T = Y{,---,T,,--- tal que si M € T;, N € Ty,
d(M,N) > min{i,j}.

Como §(M,N) = <tp, t,0'> tenemos una relacién uno a uno entre las familias genéricas

rizadas de representaciones del bocs D(A) y las familias genéricas rizadas de modulos
del dlgebra A.

Sea C(i) = {M € indA | 6(M, M) = i}. Entonces tenemos los siguientes resultados
para 4lgebras mansas equivalentes a los que hemos demostrado para bocses mansos,
el paso de uno a otro es posible por la proposicién que acabamos de demostrar.

Teorema 15. Sea A un dlgebra mansa supongamos que no existen familias genéricas
rizadas ni médulos no homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces
para toda u, la familia C(u) es parametrizable y de crecimiento polinomial.
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Definicién 16. El digebra A se llama e~ acotadasi existe b > 0 tal que -————(—ldim"qfh’;‘jg M) <
b para todo M homogéneo.

Corolario 17. Sea A mansa , e— acotada y supongamos que no existen médulos no
homogéneos en la categoria de representaciones de A , entonces A es de crecimiento
polinomial.

Teorema 18. Sea A mansa, y supongamos que existe un natural N tal que para cada
dimensién d el mimero de familias genéricas rizadas y representaciones no homogéneas
del 4lgebra es menor que N, entonces para toda u, la familia C(u) es parametrizable
de crecimiento polinomial.

Corolario 19. Sea A mansa , e— acotada y supongamos que existe un natural N tal
que para cada dimensién d el mimero de médulos no homogéneos es menor que N,
entonces A es de crecimiento polinomial. W
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El carcaj de traslacién I'.

Consideremos el algebra & [a:]h(x), sus representaciones inescindibles estdn dadas por
Jax con Jn = k®, Jyux = la matriz de Jordan de tamafo n con valor propio A, es
decir,

A1 0 Q

Jn)\': 0 - - 0
' 0 0 A1
0 0 0 A

Consideremos la suma J; @ Jo 5@+ -® Ji». Con el fin de estudiar el algebra de endo-
morfismos de la suma anterior, Endk[m]h (z)(-h,,\ ® Jor @ - ® Jix) vamos a introducir
el siguiente carcaj de traslacion I'.

1. Los vértices de ' = {1,2,.--,n;} donde n; = ’—(“;—11 Es claro que toda j € V(I')
puede expresarse de manera inicacomo j =n,—kconl <u <[, 0 <k <u-1.

2. Simn,y, —k y n, — k son vértices de I’ pondremos una flecha n,1y —k = n, — k.
Similarmente si n, — &k y ny,41 — (k+ 1) son vértices de I’ pondremos una flecha
Ny —k = nyep — (K +1).

Los elementos inyectivos de T son los vértices g, = ny, — (u — 1).

W

Los elementos proyectivos de I" son los vértices p, = ny,.
5. Si n, — k no es proyectivo definimos su trasladado, o(n, — k) = n, — (kK — 1).
6. Si n, — k no es inyectivo se define 0~ '(n, — k) =n, — (k +1).

Para 1 < u < [, la 6rbita de u, o(u) = {n, —k|0<k <wu-1}. Si vy, 7 son dos
caminos en [" con i(v) = i{v2) ¥ f(m) = f(72), decimos que ¥; = 72. Los caminos
orientados en I' tienen las siguientes propiedades:

1. Sia:r — ses una flecha de T y s no es inyectivo, entonces r no es inyectivo y
ocla:07r - 07 's es una flechaen I'.

2. Si e :r — s es una flecha de I" y 7 no es proyectivo, entonces s no es proyectivo
y ga :or — gs es una flecha en I'.

3.5 9:r—=y == yy — ses un camino en ' y s no es inyectivo, entonces
T, Y1, ', Ym DO son inyectivos y o7y o7l r 2 07y = - s 0 lym = 07l
es un camino en I'.
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4. Siy:r -y — -+ — Ym — s es un camino en I' y 7 no es proyectivo, entonces
Y1, s Ym, S NO SON proyectivos y o7y : or — oy, — -+ — OYm — 05 €S un
camino en [.

Definicién 1. Si r no es inyectivo, denotamos por p, al caminor — y — o~'r, en
donde r — y, y — o~ 'r son flechas en I

Lema 2. Seay:0 'r = --- - s un camino en I'. Entonces yp, = ps507.

Demostracién.

Como o~ no es proyectivo, s tampoco y oy € I, por lo tanto,

yYor=1 = | = olr - . 5 s

PosCY= T — +++ = 05 —= I - s
|

Definicién 3. Dos caminos v, y v» en I' se dicen equivalentes (y; ~ 2) si existe
uw € Z, tal que v, = o™ ys.

Sea C(T') = {1 | v es una clase de equivalencia de caminos en F} . Siye C(I) y

v :i— j pondremos 7: o(r) -+ o(s).

Claramente si v € C(T'), 7: o(r) = o(s) y r € oi} existe a lo mas una y €7y con
i(y) = r. Adem3s por cada v : o(i) — o(j) existe una tinica vy tal que i(y) = n.

Los & [z],,) -m6dulos asociados a I"
Sea V = Il,crkr. La accién de z en V estd dada por ZT.r = o~ si r no es inyectivo y
Z.r = 0 si r es inyectivo, con T = (z — A). V =1L_,V; en donde cada V; = I ¢o)kr
es un k [z],,-mddulo.

Si escogemos g;, ag;, - - -, o' 1g; como la base de V;, la accién de z estd dada por J; .
Por lo tanto, V= Ji,y V=WV @ ---@Vi=J1n& - @ Ja

Sea 7y € C(T), entonces 7y define una funcién f, : V' — V definida en la base de
elementos r € I' como sigue:

fy(r) =

final de v si existe v € 7 tal que i(y) =7
0 si no existe v € v tal que i(y) =
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En particular, f, (r) = Zr.

Proposicién 4. Los morfismos f, con y € C(T') son k [z}, -endomorfismos de V' y

forman una k -base de Endy, (:)(V)'
Demostracidon.
1. f, es un k[z],,-morfismo.
HET) = fifplr)= free (7)

) fm(r) :fz(fl"')
?E_fl(r)

2. Los elementos f, son k—linealmente independientes.
Supongamos que 0 = 3, ¢,.f,. Sea yo : o(2) = o{j), Yo €0, Yo : 7 — 8, 7 € 0(3),
s € o(7). Entonces 0 = ¥, ¢, fy(r) = Zlcls' = 0 con s final de v €7 tal que
i(y) =r.
Como las 7 son diferentes si v,7#%2 ¥y M1 €Y1, Y2 €%2: N1 # Y2, i) = i(ye) =7

por lo tanto f(71) # f(72) v las s’ son distintas. En consecuencia cada ¢, = 0,
en particular ¢,, = 0. B

3. Los elementos f, generan al espacio End), (V).

Sea f € Endy(s), - (V), p1, P2, - - -, 0 los vértices proyectivos del carcaj de traslacion
. Cada p; = 0" !¢; por lo que z¥p; = 0 para v > i — 1, entonces =" f(p;) =
f(z°p;) = 0 implica f(p;) = L ¢,0° g, con s < 4.

Para cada qs*lqs con § < i, existe un camino y,; : p; — o*"lg, tal que
0° gy = fy,.(p:) por lo tanto f(p;) = X cyify, . (pi) ¥ podemos poner f(p;) =
Y Cs.i%s,i(Pi)- Si ponemos ¢ ;) = ¢y, tenemos que f(p;) = 2 yee(r) cy fy(pi) para
cada p;.

Pero todo r € I es de la forma r = 0~ %p; = T*p; para alguna s y alguna :. Por
consiguiente:

fr) = j@p) =7 f(p)
> C’yfsfl(pi) =2 lel(fspi)

chfl(r)

por lo tanto f =3 ¢y fy. B
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Obsérvese que Homy; Vi, V;) tiene por k—base a los elementos fl con v: o(i} —

o).

En lo que sigue veremos cuales son las -y con 7y : o(¢) — o(j). Usaremos la siguiente
notacién, si y : » — s es un camino en I' y s no es inyectivo, zy es el camino p;y. Por
induccién definimos z¥y = z(z*"'v). Nétese que todos los elementos pertenecientes
a una clase y en ¢(I') tienen la misma longitud, por lo tanto I(y) = {{7) con v €.

]h(a:)(

Afirmacién: Sea 7y la clase en ¢(I') de o(i) = o(j) con {(yp) minima. Si s =
min(i, j), entonces:

Lema 5. 1. Los elementos en ¢(I') de o(i) a o(j) son Yo,z%0, -+, 2 05

2 Sea f ¢ Homkim]h(z)(‘l/}, Vi) con f = cofyy + €1 fay, + o+ + Com1 fae-14,- La matriz
Ty con respecto a las bases escogidas tiene la forma:

(0 0 G € - Gy
0 0 0 Co -+ Cj-2
(a) parai>j | : O :
0 0 0 0 Co (]
\0 -0 0 0 0 o
[Co € €y - Cirl\
0 ¢ a - 6o
(b) parai<j 0 0 0 0 o
: : 0
\ 0 0 0 0
€ €1 €2 v Ciop
Co F'l SR
(¢} parai=j ! ) ) 2
0 0 0 0 ¢ /
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El unravelling de un bocs local no trivial.

Sea A un bocs local no trivial, es decir, R = k[] ;) ,sean o) < - < opy vy <+ <
v, las flechas de grado cero y grado uno, respectivamente. Sea 6(e;) = Ty 7:(z, ¥)vs
donde r;(z,y) = ¥ ci 2"y y yve = nea?. Sea A € k, tal que f(A) # 0, Ja(n) = matriz
de Jordan con valor propio A de tamafion x ny Jy(1,---,n) = Ji(1) & --- ® Jx(n).

Consideremos el carcaj de traslacién T" definido en la seccién anterior de tamartio n,
entonces tenemos (ver descripcién de unravelling en general) que

Jr((ai)s,t) = Zs(_r Tgrlet — Zr<t Qg rlrt + [AJ(Q,-)L .

Si s = n, (e.d., es el proyectivo maximal) y t = n, — (¢ — 1) {e.d., es el inyectivo
minimal), entonces § ((e;),,) = [A‘s(‘“)]s ,

Por [BZ] sabemos que [Ag(m)] = Sy, h(l, -+, n) 4 (V) ;Ja(1, -+, m)? por lo que

s,t
calcularemos explicitamente Jy(1,- -+, n)*(V),Ja(1,- -+, n)".

Si g(A) es un polinomio en A usaremos la siguiente notacién:
L(tg(n) 1>0
g(A® =
g(}) =0

Por otro lado,

L* 0 0
0 L) 0 0
J,\(l,---,n)" —_ A.( )
.. 0
0 . 0 J,\(n)“
h
AU (/\u)(l) (/\u)(s—l)
0 AU (Au)(s—2)
Ja(s)" =
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Por lo tanto, si (z,,) = Ja(1,+++,n)®, 2., # 0siy sélosi t = o7*(r) para alguna [ > 0
y en tal caso z, -y = (A*)?. En consecuencia si Jx(1,---,n)*V = (d;,) donde

diy = Tow 216(Vwr = Eizo 2to-+y Vot

tenemos que (a;,) = Jy(1, -, n}*VJi(1,---,n}" estd dada por ,
apr = Zdl,a"’(r)zo“‘(t),t

= Ekgo Zl,o"‘(l)v::"‘(l),arw(t)Za"’(t),t
= T Vokm,oum(A)E (AV)H)

De donde se obtiene explicitamente que,
8 ((er)se) = [AJ(al)]s‘t

Tuw i didir (A A){(V1)o-u(s),0v()
= Tl,l()\a /\)(Vl)s,t = (Vl)s,t

Relacién entre Ba(tr(e:), tr(e;)) y Bglei ;)

Recordemos que si A es un bocs, M € RepA y dimM =z€ K,(.A), entonces tenemos
definida la forma quadratica de .4 de la siguiente manera:

g(z) = ¥ a? — i miTix; + Ly N T

donde m;; = nimero de flechas de grado cero de i a j, n;; = niimero de flechas de
J ’ 7
grado uno de i a 7.

Asociada a la forma cuadrética, para z= dimM y y= dimN tenemos la siguiente
forma bilineal:

B(z,y) = LTy — Xij Maj&il; + Xij M T4y
Por otro lado, habiamos definido el niimero A{M) = dimy End4(M) — g4(dimM),
que ahora generalizamos para dos representaciones M y N como,

(M, N) = dimg Hom4(M, N) — B4(dimM, dimN)

Observemos que en particular (M, Af) = A(M).

Supongamos que B se obtiene de A haciendo un unravelling de tamafio u, en el vértice
1, sean 2y, - -+, 2, los nuevos vértices, e;,€e,,, - ,€s,, €2, * -, € l0s vectores de la base
candnica para N*t* = Ko(B) y f1, -+, fr para N* = Ky(.A). Entonces la funcién
tp : NTt% 5 N7 definida en el capitulo dos esta dada de la siguiente manera:
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A fi 7::1’21"'37‘
tF(ez)'—{jfl i=2z,j=1-",u
Si «, 8 € Ky(B), definimos la siguiente forma bilineal
(P(aa ﬂ) = E?:] iaz.-ﬁz; + Z?:l,i<j ’i(az;ﬁz_f + az,—ﬁzi)-

Si m’,-j = nimero de flechas de grado cero del vértice i al vértice 7 en el bocs B,
tenemos,

mij 1=Z; V] =Ty
= krny; 1= Y J=1Iy
) kg i=Z,VJ =2

stmn—1) i=zyj=z

Si n;j = nimero de flechas de grado cero del vértice  al vértice j en el bocs B,
tenemos,

nij t=Ts ¥ J =T
o= kny; L=2,y J =T
” kng 1=ZsY]= 2%

sty +min{i,j} i=2zy7i=2%

1 i=j
0 i#j

Lema 6. B(tr(e;),tr(e;)) = Bglei, e;) — ples, €5).

Por comodidad, denotemos (e;); = €; = {

Demostracion.

Supongamos que e; = e, €; = €, entonces,

Ba(tr(e), tr(e;)) = Balfi, f;)
fifi = maj + g

= Bag(ei, e;)

Supongamos que e; = €y, €; = €;; entonces,

Ba(tr(ei),trle;)) = Balfi,jfi)
—jmi + Jng
= "m;1 + n;I
= BB(B,?, Bj)
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Similarmente tenemos que si e; = e,,, ¢; = e, entonces Ba(tr(e:),tr(e;}) = Bglei, e;).
Finalmente, supongamos que ¢; = e,, y €; = €,,, 1 # j entonces,
Ba(tr(e:),tr(e;)) = Balifi,if1)
1] -; z;ml} +ijnq,;
= -—ij(m” - ].) + ijn11 + min {Z,j}

Bg(ei, €5)

Observemos que si i # j, i < J, le;, ;) =i =min{i, 5}, si i > j, o(e;, e;} = J.

Si i = j entonces,

Ba(tr(e:),tr(e)) = Balifi,ifi)

= ?;2 - i2m11 + i2n11
Bglei, e;) = —-my+ny

= —z'2(m11 - ].) + i2n11 +1

En este caso, p(e;, e;) = Y v, ie;e; = 4. Por lo tanto, hemos demostrado que en
cualquier situacién, Ba(tr(e;),tr(e;)) = Bples e;) — olei, ;).
|
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