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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo
y no vacio. Dado un continuo X, se puede construir, por
un lado, su cono topoldgico K(X) (ver definicién 1.12) y
por otro, su hiperespacio de continuos C(X) = {A C X :
A es un continuo}, el cual estd provisto con la métrica de
Hausdorff (ver definicién 2.2). En seguida se notaran algu-
nas similitudes entre K(X) y C(X):

1. Ambos contienen una copia “natural” de X; por una
parte, la base de K(X)} y por otra, el conjunto de sin-

gletones F1(X) = {{z} € C(X) : z € X} de C(X).

2. Para cada punto de la base de K{X), existe un arco
“natural” en K(X) que lo conecta con el vértice del
cono. De igual modo, cada singletén de C(X) puede
conectarse con el elemento X de C(X) por medio de
un arco ordenado (ver definicién 2.5).

3. K(X) puede descomponerse “horizontalmente” de una
manera muy sencilla a través de los conjuntos de la
forma 7(X x {t}), donde 7 es la funcién cociente (ver
comentario subsecuente al teorema 1.13), del mismo
modo, C(X) puede ser descompuesto “horizontalmen-
te” utilizando una funcién de Whitney normalizada p

i



iv INTRODUCCION

(ver inciso 3 del apunte posterior a la definicién 2.3) y
considerando sus niveles correspondientes, esto es, los
conjuntos de la forma p~!(t).

Todo lo anterior hace que sea muy natural plantear las
siguientes preguntas:

1. ;Para cudles continuos X, los espacios K(X) y C(X)
son homeomorfos? y, mas atin,

2. ;Para cudles continuos X existe un homeomorfismo
entre K(X) y C(X) de tal manera que, al vértice de
K(X) le asigne el elemento X de C{X) y a la base
de K(X) la envie sobre el conjunto de singletones de
C(X)?

Hasta ahora ha corrido mucha tinta en el intento de clasi-
ficar los continuos X para los que la respuesta a alguna de
estas preguntas sea afirmativa. Los autores que han traba-
jado en este tema se han restringido a los continuos de di-
mension finita (ver definicién 4.1), pues en éstos se dispone
de mayores posibilidades para obtener resultados.

En este trabajo se desarrollan dos de los mas importantes
resultados sobre el tema, a saber:

1. Sea X un continuo de dimensidn finita con la propiedad
de que existe un homeomorfismo entre K(X) y C(X)
de tal modo que, al vértice de K(X) le asocia el ele-
mento X de C(X) y a la base de K(X) la envia sobre
el conjunto de singletones de C(X). Entonces X es un
arco, una curva cerrada simple o un continuo indes-
componible (ver definicién 1.5) de dimensién igual a



uno tal que cada uno de sus subcontinuos propios y no
degenerados es un arco.

2. Sea X un continuo indescomponible de dimensidon fini-
ta con la caracteristica de que existe un homeomor-
fismo entre K (X} y C(X). Entonces dicho homeomor-
fismo debe asociarle el elemento X de C(X) al vértice
de K(X) y debe enviar a la base de éste sobre el con-
junto de singletones de C(X).

Para demostrar estos dos resultados y hacerlos entendi-
bles se tuvieron que desarrollar los primeros cuatro capitu-
los, en donde se presentan las nociones basicas de los conti-
nuos, los hiperespacios, los dendroides y algunos conceptos
de la teoria de la dimensién.

El primer resultado fue demostrado originalmente por
J. T. Rogers, Jr., en [Rg72]. Esta tesis se realizé mientras
se escribia el libro [IN99]. De las discusiones que tuvimos
descubrimos una prueba diferente y mas accesible a dicho
resultado, ésta es la que se incluye en la tesis y que es
bosquejada en [IN99, Seccién 80].

Como conocimientos previos sélo se presuponen los prin-
cipios basicos de los espacios métricos y compactos y conexi-
dad de espacios topoldgicos. Para mayor informacién acer-
ca del tema el lector puede consultar [IN99} y un resultado
nuevo en [Il].
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Capitulo 1

Continuos

En el presente capitulo se discutirdn los principales con-
ceptos y resultados de la teoria de continuos, mismos que
serdn los minimos e indispensables para un buen entendi-
miento de la presente tesis. Si el lector desea ahondar
mas en este tema se le recomienda primordialmente el libro
[Nd92, Capitulos 1-5].

Definicion 1.1. Uncontinuo es un espacto métrico, com-
pacto, conezo y no vacio. A

Naturalmente, a los subespacios de un continuo que re-
sultan ser continuos se les denomina subcontinuos del es-
pacio en cuestién. En lo subsecuente se supondra, si no se
indica lo contrario, que todos los espacios son continuos.
Igualmente, cuando se mencionen espacios que son el pro-
ducto cartesiano de otros, se pensard en aquéllos con la
topologia producto, esto desde luego a menos que se diga
lo contrario. Asimismo, se denotard por B(z,4d), By(z,d)
o BX(z,6) a la bola abierta con centro en z € X y radio
& > 0 de un espacio métrico (X,d) y si A C X entonces A

i



2 CAPITULO 1. CONTINUOS

o A" serd la notacién para la cerradura de A en X.

Un resultado que permite construir bastantes continuos
es el que se demuestra en [Nd92, 2.1] y que sélo es enunciado
en seguida.

Teorema 1.2. E! producto cartesiano de una cantidad fini-
ta o numerable de continuos con la topologia producto es un
continuo. A

A continuacién se presenta una serie de ejemplos, obser-
vaciones y demds cuyo propdsito es compenetrar al lector en
algunos detalles técnicos que puedan brindarle unas cuantas
intuiciones geométricas.

Ejemplo 1.1. Sea I = [0,1] con la topologia usual. En-
tonces I es un continuo. En lo sucesivo, a los espacios
homeomorfos al intervalo [0, 1] se les nombrard arcos.

Notacidén 1.2. Sean X un continuo y p y ¢ dos puntos dife-
rentes de X. Si existe un homeomorfismo f : [0,1] —
f{[0,1]) C X tal que f(0) = p y f(1) = ¢ entonces se
dird que el arco f([0, 1]) une a los puntos p y ¢ yendo pre-
cisamente de p a ¢ en el sentido que f(][0, 1]} cuenta con
el orden inducido por el intervalo [0, 1}, esto es, para cada
t,s € [0,1], f(t) < f(s) siysélosit < s. Por otra parte,
a los puntos p y ¢ se les llamard puntos extremos del arco
f([0,1]). En los casos en que f([0, 1]) sea el tinico arco en X
que une a los puntos p y g 0 en que no se preste a confusion,
al arco f([0,1]) se le denotara como pg o f(0)f(1).

Notacidn 1.8. Considere un continuo X, un compacto A
contenido en X, un punto p de X \ A y un punto ¢ de
A. Suponga que existe un homeomorfismo f : [0,1] —



3

f([0,1)) € X tal que f(0) = py f(1) = g, entonces el
conjunto f~!(pg N A) es un compacto en [0, 1], por lo cual
alcanza su minimo, asf pues, sea £y = min f !(pg N A). En
el futuro se referird al punto f(ty) como “el primer punto
del arco pq tal que f(t) € A”.

Recordatorio 1.4. Sea H : Y — Z una funcién entre espa-
cios topoldgicos tal que es continua por pedazos, es decir,
existen dos cerrados Ay BdeY talesque Y = AUB y H|,4
y H|g son funciones continuas, entonces H es una funcién
continua. (Ver {Dg89, 9.4, p.83))

Recordatorio 1.5. Sea f : X — Y una funcién continua en-
tre espacios topoldgicos tal que X es compacto, Y es Haus-
dorft y f es biyectiva. Entonces f es un homeomorfismo.
(Ver [En89, 3.1.13]).

Observacion 1.6. Sean X un continuo y pg y gr dos ar-
cos en X que satisfacen que pg N ¢gr = {¢}. Suponga que
f:00,1] = pgyg:[0,1] = gr son dos homeomorfismos
tales que f(1) = ¢ = g{0). Defina h:[0,1] = pgUgqr de la
siguiente forma:

Me) = {f(2t), si ¢ € [0,1/2] 1)
g(2t—1), site[l/2,1].

Si se escribe A =[0,1/2] y B = [1/2, 1] entonces h cumple
las condiciones del recordatorio 1.4. Por tanto, h es con-
tinua. Observe que, por construccién, h es biyectiva. Gra-
cias al recordatorio 1.5, se sigue que h es un homeomor-
fismo. Por tanto, el arco pg U gr puede reescribirse como el
arco pr.



q CAPITULO 1. CONTINUOS

Ejemplo 1.7. Para cada k € N, sea [, = [0,1]. Dada n &
N, se le llama n-celde a cualquier espacio homeomorfo a
[Ti=y Ix- Sea Q =[]pe, Ix con la topologia producto. A Q.
se le conoce como el cubo de Hilbert. Por el teorema 1.2, se
infiere que tanto las n-celdas como el cubo de Hilbert son’
continuos.

Ejemplo 1.8. Sea S' la circunferencia unitaria, es decir,

= {z € C: |z|] = 1}. Note que S! es un continuo. -
A cualquier espacio homeomorfo a S! se le conoce como
curva cerrada stmple.

Observacion 1.9. Sea X un continuo. Sean f : [0,1] —
f([0,1]) € X y g : [0,1] = ¢([0,1]) C X dos homeomor-
fismos tales que f(0) = g(1), f(1) = ¢(0) y £([0,1]) N

9([0,1]) = {£(0), f(1)}. Defina h: S' — £([0,1]) U ¢([0, 1])

de la siguiente manera:

amity ) f(28), sit € [0,1/2];
M) = {g(Zt—l), sit € [1/2,1). (1-2)

Ahora, denote por A = {e*™ € S' : ¢t € [0,1/2]} y por
B = {e?* ¢ S : t € [1/2,1]}. Observe que A y B son
cerrados en S? tales que S! = AU B. Note ademis que
las funciones k|4 y h|p son continuas, mds aiin, coinciden
en AN B. Finalmente, hay que mencionar que, por cons-
truccion, h es biyectiva. Asi que, como antes, h resulta
ser un homeomorfismo y, por tanto, X contiene una curva
cerrada simple.

Observacion 1.10. Sea X un continuo. Sean z y y dos ele-
mentos diferentes en X para los cuales existen dos homeo-
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morfismos f : [0,1) = f([0,1])) C X yg:[0,1] = ¢([0,1]) C
X tales que f(0) = g(0) =z y f(1) = g(1) = y. Suponga
que f([0,1]) es distinto a g([0, 1]), en otras palabras, exis-
ten dos arcos diferentes que unen a r y y. Suponga que
f([0,1]) no esta contenido en g([0,1]). Denote por D =
FHF({0, 1)) N g([0, 1])). Observe que D es un compacto en
[0, 1] que contiene a 0 y 1. Entonces [0, 1]\ D es un abierto
en [0,1]. Sea C una componente de [0, 1]\ D, la cual exis-
te debido a la suposicién de que f([0,1]) no se encuentra
contenido en g([0,1]). Como [0,1] es localmente conexo,
las componentes de los abiertos de [0, 1] son abiertas, en
particular, C' es un abierto en [0,1]. Note que C es un
subarco de [0,1]. Sean p y ¢ los puntos extremos del arco
F(C) entonces, por la manera en que se definié C, se con-
cluye que f(C) N g([0,1]) = {p,q}. Sean F: [0,1] - f(T)
y G :[0,1] = G([0,1]) C ¢{[0,1]) dos homeomorfismos
tales que F(0) = p = G(1) y G(0) = ¢ = F(1) (G([0,1))
no es mds que el subarco en ¢([0,1]) que une a ¢q y p).
Por tanto, en virtud de la observacién 1.9, se tiene que
F([0,1]) U G([0,1]) es una curva cerrada simple contenida
en X.

Ejemplo 1.11. Sea X un continuo. Al continuo X x [0, 1]
con la topologia producto se le denomina el cilindro de X.

A continuacién se enunciard, un teorema interesante so-
bre espacios métricos. De este resultado se deriva un coro-
lario que permite ubicar a los continuos en un espacio am-
biente que, en muchas ocasiones, resulta ser bastante util.
Cabe recordar que a una funcién continua f : X — Y entre
espacios topolégicos que es un homeomorfismo entre X y
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f(X) se le lama encaje, y se dice que X estd encajado en
Y.

Teorema 1.3. Sea M un espacio métrico y compacto. En-
tonces M se puede encajar en el cubo de Hilbert Q. A

Demostracién. Suponga que d es una métrica para M tal
que didm M < 1. Puesto que M es un espacio métrico
y compacto, se sigue que contiene un subconjunto denso
y numerable D = {z;,23,...}. Defina f : M — Q por
f(z) = (d(z, z;),d(z, z2),...). Note que del hecho de que
diam M < 1, se desprende que la imagen de M bajo f
queda, efectivamente, contenida en Q. Para mostrar la in-
yectividad de £, considere dos puntos distintos z y y de M.
Tome € > 0 tal que 2¢ < d(z,y). Como D es denso, existe
n € N tal que z,, € B(z,€) y, por el modo en que se eli-
gio €, z,, ¢ B(y,¢). Por tanto, d{z,z,) < € < d(y,z,). Por
otro lado, la continuidad de f se obtiene como consecuencia
de que cada una de sus funciones coordenadas es continua.
Sélo resta observar el recordatorio 1.5 para concluir este
teorema. A

Corolario 1.4. Sea X un continuo. Entonces X se puede
encajar en el cubo de Hilbert Q. A

Entre continuos es comun distinguir los que son descom-
ponibles de los que no lo son, dicha distincién, asi como las
propiedades con las que cada uno cuenta y que seran uti-
lizadas a lo largo de esta tesis, son presentadas a continua-
cion.

Definicién 1.5. A un continuo no degenerado X se le dice
descomponible si existen dos subcontinuos propios A y B
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de X tales que X = AU B. En caso contrario, se dird que
X es indescomponible. Mds ain, si cada subcontinuo no
degenerado de X es descomponible entonces a X se le lla-
mard hereditariamente descomponible. Andlogamente
se define hereditariamente indescomponible. A

Definicion 1.6. Sean X un continuo y p un punto de X.
Al conjunto:

k(p) = U{A G X :p€ Ay A es un subcontinuo de X}
(1.3)

se le conoce como la composante de p en X. A

Usualmente uno habla de una composante sin indicar el
punto que la determina, esto debido a que, dependiendo de
las condiciones, no importa trabajar con una composante
particular sino con algin subconjunto del continuo en cues-
tidn que sea una composante. En seguida se presentan tres
teoremas fundamentales concernientes a composantes. El
primero, cuya demostracién sera omitida, estd formulado
como un ejercicio en [Nd92, 5.20].

Teorema 1.7. Sea X un continuo. Entonces cada com-
posante de X es un subespacio denso de X. A

Teorema 1.8. Sean (X,d) un continuo y £ una de sus
composantes. Suponga que k y X son distintos. Entonces
existe una sucesion creciente { K, 132, de subcontinuos (pro-
pios) de X tal que k = |Jre | Ky A
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Demostracion. Sean p un punto de X tal que x(p) ='k;
g un punto de X \ & y N € N tal que & < d(p,g). Para’
cadane N X\B (q, Tvﬁ) es un cerrado que tiene a .p,.
asi que defina K,, como la componente de dicho cerrado que.
tiene a p. Note que para cada n € N, K, es cerrado en..X..
ya que es una componente de un cerrado, conque K, es un
subcontinuo de X. Observe que

peKncx\B(q,Nin) CX\B(q*TvT(_lnTl))
(1.4)

asi que, por definicién de componente, se tiene que K, se
encuentra contenido en K,4;. Por tanto, {K,}2, es una
sucesién creciente de subcontinuos (propios, ya que ninguno
de ellos tiene a ¢) de X. Como cada K, es un subcontinuo
propio que tiene a p, K, se encuentra contenido en k. Ahora
considere un punto z de x. Entonces, por definicion, existe
un subcontinuo propio A de X tal que p y z pertenecena A.
Debido a que g no estd en A (ya que si estuviese entonces
seria un punto de « lo que es imposible), existe n € N tal
que B (q, N#M) y A son ajenos, en otras palabras, A queda
contenido en X \ B (g, ﬁﬁ) Por la definicién de K, y,
puesto que A es un conexo que tiene a p, se deduce que A
(y por tanto z) se encuentra contenido en K. Por tanto,
se ha mostrado que k = |J2o, K, segiin se deseaba. A

El teorema siguiente se demuestra al combinar [Nd92,
11.13], {Nd92, 11.15] y [Nd92, 11.17].

Teorema 1.9. Sea X un continuo. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:



1. X es indescomponible.

2. X tiene una cantidad no numerable de composantes
diferentes.

3. X tiene dos 0 mds composantes y éstas son mutua-
mente ajenas entre si.

A

Corolario 1.10. Sean X un continuo indescomponible y
Y un subcontinuo propio de X. Si Y° denota el interior de
Y en X entonces Y° es vacio. A

Demostraciéon. Suponga que Y° no es vacio. Sean p un
punto de Y° y x(p) la composante de p en X. Por definicién
de composante, Y est4 contenido en «(p), por consiguiente,
Y es un abierto no vacio de X que se encuentra contenido
k(p) lo cual es una contradiccién ya que, por el teorema
1.9, existe una composante x de X, ajena a k(p), que, por
el teorema 1.7, debe intersectar a Y°. A

Corolario 1.11. Sea X un continuo tal que contiene un
abierto no vacio conexo por arcos. Entonces X es descom-
ponible. A

Demostracion. Suponga que X es indescomponible. Sea
U un abierto no vacio de X conexo por arcos. Por el teo-
rema 1.7, cada composante de X intersecta a U, asi que,
escoja dos puntos p y ¢ que pertenezcan a diferentes compo-
santes de X y ambos se encuentren en /. Como U es conexo
por arcos, existe un arco pg en U que une a py ¢. Dado que
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un arco es un continuo descomponible, se tiene que pq es
ur subcontinuo propio de X. Por tanto, pg C &(p) N s(g),
donde (p) y x(q) son las composantes de p y g en X respec-
tivamente, lo cual es una contradiccion al teorema 1.9. A

A continuacién se presenta el concepto de cono topoldgico
que es una de las dos construcciones topoldgicas mas impor-
tantes que se utilizardn durante este trabajo, el capitulo dos
est4 reservado, en su totalidad, a la otra nocidén, a saber,
hiperespacio de continuos.

Definicién 1.12. Dado un espacio métrico y compacto X,
se construye su cono topoldgico K(X) como sigue: -

Sea Y el cilindro de X (ver ejemplo 1.11). Defina enY la
siguiente relacién de equivalencia p:

(z,t)p(y,s) si y sdlo st
lz=yyt=s50
2. t=5=1

Sea K(X) =Y/p con la topologia cociente. A

De lo comentado en [Nd92, 3.15] se deduce el siguiente
resultado.

Teorema 1.13. Si X es un espacio métrico y compacto
entonces K(X) es un continuo. A

Recuerde que cuando se habla propiamente de un espacio
cociente, como lo es K(X), también se suele pensar en la
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funcién cociente 7 : X x [0,1] - K(X) dada por n(z,t) =
[(z, )], donde [(z, t)] es la clase de equivalencia de (z, t) bajo
la relacién p. Asi que, cuando uno se refiere a un punto del
cono topoldgico, debe hacerlo como “... el punto n(z,t) ...”
o “... el punto [(z,%)] ...” segun desee cada quien.

Observe que lo tnico que se hace para obtener el cono
topolégico de un continuo es identificar la tapa superior del
cilindro a un punto. A este punto particular se le llama
vértice del cono y se denota por v. Igualmente, hay un
subespacio particular de K(X) el cual se mencionari con
frecuencia, éste es B(X) = {n(z,0) : £ € X} al que se le
conoce como la base del cono. Es de destacarse que para t
menor que 1, 7|y es inyectiva y, como los subespacios
del cilindro de X de la forma X x {t} con ¢ menor que 1
son todos ellos homeomorfos a X, se tiene del mismo modo
que, para t menor que 1, By(X) = {n(z,t) : £ € X} es
homeomorfo a X. Por otro lado, dado un subespacio A de
X, al espacio {w(a,t):a€ Ayt e [0,1)} U{v} contenido
en K(X) se le denotard por K (A), esto por simplificacién y
€N €asos en que no se preste a ambigluedades, similarmente,
B(A) = {n(a,0) : a € A}.

Ademas del concepto de cono topoldgico, esta el de cono
geométrico, del cual se da la construccién a continuacién:

Definicion 1.14. Sea X un espacio métrico y compacio,
en virtud del teorema 1.5, se puede suponer que X ya estd
encajado en el cubo de Hilbert Q. Denote por u el elemento
de Q tal que cada una de sus coordenadas es 0. Considere
el espacio Q@ x [0, 1] con la topologia producto, el cual es un
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subconjunto convexo del espacio vectorial ([]io,; Ri) x R eon.
la topologia producto, donde R; es una copia homeomorfa
de la recta real R para cade i € N. Para cada (z,0): €
X x {0} C @ x[0,1] sea L

’

Ly={t(u, 1)+ (1 —t)(z,0) -t €[0,1]}. (1@5)I

Note gque L, no es mds que el segmento de linea recta en
Q x [0,1) que une (z,0) con (u, 1) y, por tanto, si T es
diferente de y entonces L, N Ly, = {{u, 1)}.

Se le llama cono geométrico de X al subespacio GC(X) =
Usex Lz de @ x [0, 1], y al punto (u, 1) se le conoce como
el vértice de este cono. ' A

En seguida se presentard un teorema que es enunciado
como un ejercicio en {Nd92, 3.22} y que resultard ser pieza.
base para la demostracién del teorema posterior.

Teorema 1.15. [de la Transgresion] Sean Y, W y Z espa-
cios topoldgicos y sean ¢ : Y — W una funcidn cociente y
f:Y — Z una funcidn continua. Suponga que para cada
punto w de W, f(g~'(w)) consiste de un solo elemento.
Entonces eziste una dnica funcién continua g : W = Z tal
que f = gogq, esto es, para cada punto w de W, se cumple

que g(w) = el dnico punto de f(g™'(w)). A
Teorema 1.16. Sea X un espacio métrico y compacto. En-
tonces K(X) y GC(X) son homeomorfos. A
Demostracion.

1. Suponga que X ya estd encajado en Q (teorema 1.3).
Sean Y = X x [ 'y Z = GC(X). Defina f : Y —» Z
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como:

flz,t) = t{u, 1) + (1 — t)(z, 0)
= ((1=t)z,t).

donde, seguin la definicién 1.14, u es el elemento de @
tal que cada una de sus coordenadas es 0.

(1.6)

. Para concluir que f es continua basta verificar la con-
tinuidad de las funciones coordenadas de f, lo anterior,
recordando que Z es un subespacio de Q x I; puesto
que f(z,t) = ((1 -t)z,t) y debido a la construccién de
GC(X), se obtiene que ((1-t)z,t) € GC(X) c @x I,
asi que se tienen las siguientes funciones coordenadas:
Jo: Y — I dada por fy(z,t) =t y, para cada i € N,
fi - Y = [ dada por fi(z,t) = (1 — t)x;, donde
z = (z1,29,...) € X C @. La continuidad de f; se de-
duce del hecho de que es la funcién proyeccion de X x 1
sobre I. Note que, paracadaz € N, f; = ;0m;, donde
ni: X x I = I? es dada por n;(z,t) = (z;,t) para z =
(z1,29,...) yb; : I* = I esdada por 6;(a, b) = a(1-b).
Para cada i € N, considere la funcién p;|x : X — I
dada por (pi|x)(z) = z; donde z = (z1,z2,...), que
no es mas que la restriccion a X de la proyeccién p;
de Q sobre I; = [0, 1] y, por tanto, p;|x resulta ser una
funcién continua. Observe que la continuidad de n; se
sigue de que sus dos funciones coordenadas son con-
tinuas, esto debido a que, 7;, : X x I — I dada por
7i1(z,t) = z; donde z = (z1, 9, ...) puede ser expre-
sada como 7;; = pi|[y ogi donde ¢; : X x I — X es la
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proyeccién y mg : X x I — I dada por nip(z,t) = t no
es mas que la proyeccion. Por tanto, ambas funciones
(7 y i) son continuas para cada ¢ € N y con esto se
desprende la continuidad de f; para cada i € Ny, por
ende, la de f.

3. f es una funcién suprayectiva. Esto es gracias a la
misma definicién de f.

De este modo se tiene que f es una funcién continua y
suprayectiva, si se considera a la funcién cociente m : X X
[0,1] = K(X) y se observa que f(7~'(v)) = {(u, 1)} ¥,
cuando ¢ es menor que 1,

Frm(z, 1) = {t(u, 1) + (1 — £)(z, 0)}
= {((1 - t)I’t)}a

entonces, aplicando el teorema 1.15 (de la Transgresién),
se concluye que existe una funcién continua g : K (X) —
GC(X) con las propiedades mencionadas en el teorema
citado.

(1.7)

1. g es inyectiva: Sean w(z,t) y 7(y, s) dos puntos distin-
tos de K(X). Considere los siguientes casos:

(a) 7(y,s) = v, donde v es el vértice. Entonces s =1
y t < 1. Por la definicién de g, se tiene que
f(m(z,t)) = t(u, 1) + (1 — t)(z,0) y, como la se-
gunda coordenada de este punto es ¢ < 1, se infiere
que g(v) # g(x(z, t))-

(b) 7(z,t) y 7(y,s) son distintos de v. Entonces sy ¢
son menores que 1. Aqui se tienen dos subcasos.
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i. Siz#y, como L,NLy,={(u, )}y, dado que
s y t son menores que 1, entonces se obtiene
que g{(m(z,t)) # g(n(y, s))-

ii. Si s < f entonces se sigue que g(w(z,t)) y
g(n(y,s)) se encuentran a distintas alturas en
GC(X), con lo que se concluye que g(n(z, t)) #

g9(w(y, 5))-

2. g es suprayectiva: Por definicién, g(v) = (u, 1), en-
tonces tome un punto t(u, 1 }+(1 —t)(z, 0) de GC(X)\
{(u, 1)}. No hace falta sino observar que g(n(z,t)) =
t(u, 1)+ (1 — t)(z, 0).

Finalmente, hay que mencionar que, por el teorema 1.13,
K(X) es un continuo y, por construccién, GC(X) es un
espacio métrico. Asi que, al aplicar el recordatorio 1.5, se
concluye que g : K(X) = GC(X) es un homeomorfismo.

A

Ahora es posible obtener una visién préctica del cono
topoldgico de un continuo.

Corolario 1.17. Sea X un continuo. Entonces K(X) y
GC(X) son homeomorfos. A

De esta manera, uno se puede imaginar el cono topoldgico
como si fuese el geométrico, donde el vértice de uno corres-
ponde al del otro y, cuando ¢ sea menor que 1, ¢l punto
m(z,t) corresponde al punto de L. que estd a altura ¢ {que
no es mas que el punto t(u, 1)+ (I — £)(z, 0)). De aqui en
adelante se hard un pequeio abuso de notacion en el cono
topolégico, se denotard, cuando no exista confusion y ¢ sea
menor que 1, al punto n(z,t) por (z,t).
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Lema 1.18. Sea X un continuo. Defina @ : (K(X) \
{v}) = X por w(n(z,t)) = z. Entonces w es una funcién
continua y abierta. A

Demostracion.

1. @w es una funcién bien definida: Si w(z,t) pertenece
a K(X)\ {v} entonces la imagen inversa de w(z,t)
bajo 7 es unicamente el punto (z,t) de' X x [0, 1]. Por
tanto, al ser {z, 1) el dnico representante de su clase de
equivalencia con respecto a la relacidn p se tiene que
w estd bien definida.

2. w es continua: Sean w(z, ) un elemento de K{X)\ {v}
y V una vecindad de z = w(n(z,t)) en X. Considere el
conjunto U = n(V x [0,1)}). U es un abierto de K(X),
ya que (7)"}(U) = V x [0, 1) y éste es un abierto basico
de X x I. Como U es un abierto de K(X) y no tiene a
v entonces U es un abierto de K'(X)\{v}. Observe que
m(z,t) pertenece a U, esto porque z se encuentra en
V,t€[0,1) y por la definicién de U. Ahora, note que
si 7(y, s) es un elemento de U entonces w(n(y, s)) = v,
el cual pertenece a V. Por tanto w(U) esta contenido
en V.

3. w es abierta: Sea w(U) un abierto de K(X) \ {v}.
Debido a que 7|x4[,1) es inyectiva y a que 7 es una
funcién cociente, se obtiene que U = 7~ !(x(U)) y que
éste es un abierto de X x [0,1). Seap: X x [0,1) =
X la funcién proyeccidn, esto es, la funcién dada por
p(z,t) = z. Observe que p es una funcién abierta, de



17

donde se sigue que p(U) es un abierto de X. Sélo hace
falta destacar que p(U) = w(w(U)).

A

Corolario 1.19. Si X es un continuo y A es una compo-
nente por arcos de X entonces K(A) \ {v} es una compo-
nente por arcos de K(X)\ {v}. A

Demostracién. Sean n(a,t) un elemento de K(A) \ {v}
y A su componente por arcos en K(X) \ {v}. Sea n(b, s)
otro elemento de K(A)\ {v}, conque a y b pertenecen a A,
lo que implica que existe un arco ab en X, que de hecho
se encuentra contenido en A, que une a a con b. Observe
que w({a} x [0,t]), n(ab x {0}) y m({b} x [0, s]) son arcos
(posiblemente degenerados) tales que el primero intersecta
al segundo, éste a su vez al tercero y cuya unién es un
arco contenido en K{X)\ {v} que une a n(a,t) con n(b, s),
asi que (b, s) pertenece a A. Ahora considere un elemento
n(c,r) de A. Sea B un arcoen K(X)\{v} que una a n(a,t)
con 7(c,r). Gracias a que v no se encuentra en B se puede
aplicar la funcién w del lema 1.18 para concluir que w{B)
es un continuo conexo por arcos que tiene a los puntos a y
¢, de donde se deduce que ¢ (al igual que a) pertenece a A.
Del hecho que 7(c, r) es diferente a v se sigue que 7{c, ) se
encuentra en K(A)\ {v}. Por tanto K(A)\ {v} =A. A

La conexidad local es una propiedad topoldgica que en
general es muy 1til, pero, como se notard mas adelante,
lo es ailn mas en continuos. Es por eso que en seguida se
presenta una serie de tres resultados que al respecto son
bastante importantes.
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Teorema 1.20. Sea X un continuo. Suponga que eziste
una vecindad abierta U de v (el vértice) en K(X) tal que
cualquier punto de U es un punto de coneridad local de
K(X). Entonces X es localmente conezo. A

Demostracién. Sean p un elemento de X y U una vecin-
dad abierta de p en X. Escriba V = U x[0,1) y V =
7(V) (recuerde que 7 es la funcién cociente). Note que
V = 7 Y(x(V)) y, como V es un abierto en X x I, se
sigue que V = m(V) es un abierto de K(X). Ahora, si
g : K(X) = GC(X) es el homeomorfismo dado en el teo-
rema 1.16, entonces la familia {g(m(X x (1 — i, 1]))}%,
es un sistema de vecindades abiertas para g(v), por con-
siguiente, la coleccién {m(X x (1 — %,1])}32, es un sistema
de vecindades abiertas para v, por tanto, sean ng € N y
to < 1 tales que m(X x (1 — ;1;, 1]) queda contenido en U
y1l-— % < tg < 1. Observe que, por construccidn, m(p, to)
pertenece a U NV, asi que, por hipdtesis, se concluye que
7(p, tp) es un punto de conexidad local de K(X). Sea W
una vecindad abierta y conexa de 7(p, to) en K{X) tal que
se encuentra contenida en {NV. Ahora considere la funcion
w del lema 1.18 y note que V esta en el dominio de definicién
de dicha funcién, asi que, se puede escribir W = w(W). Por
tiltimo, en virtud de que w(p,1y) pertenece a W y éste estd
contenido en V, al aplicar w se tiene que p € W C U,
pero, por el lema 1.18, W es la imagen, bajo una funcion
continua y abierta, de W el cual es un abierto y conexo.
Por tanto W es una vecindad abierta y conexa de p que se
queda contenida en U lo que implica que X es localmente
conexo. A
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Los siguientes dos resultados solo seran enunciados, una
demostracién de éstos puede verificarse en {Nd92, 8.23] y
[Nd92, 8.26] respectivamente.

Proposicién 1.21. Todo continuo localmente conezo es co-
NeTo por arcos. A

Proposicién 1.22. En un continuo localmente conezo, los
abiertos conexros son CONETOs Por arcos. A

Definiciéon 1.23. Dados un continuo X y un punto p de
X, se dice que p es un punto de corte de X si X \ {p}
es discomnezo. A

Cabe mencionar que en el intervalo [0, 1], por ejemplo,
cualquier punto z € (0, 1) es de corte mientras que los pun-
tos extremos 0 y 1 no lo son, ya que el complemento de
cada uno de ellos es conexo. Similarmente, note que ninguin
punto de la circunferencia unitaria S! es de corte en virtud
de que su complemento en S! es un conjunto homeomorfo a
(0, 1), el cual es conexo. Sobre la minima cantidad de pun-
tos que no son de corte en un continuo se tiene el siguiente
resultado que es demostrado en {Nd92, 6.6} y que aqui sélo
serd enunciado.

Teorema 1.24. Cualquier continuo no degenerado tiene al
menos dos puntos que no son de corte. A

A continuacién se enunciara un teorema que se encuen-
tra como corolario en [Nd92, 5.5] y el cual serd ntil como
herramienta posteriormente.

Teorema 1.25. Sea X un continuo. Si A es un subcon-
tinuo propio de X y U es un abierto de X que contiene a
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A entonces eziste un subcontinuo B de X que satisface que
AGCBCU. A



Capitulo 2

Hiperespacios

En este capitulo se mencionaran las nociones mas impor-
tantes de la teoria de hiperespacios, las cuales serdn nece-
sarias en capitulos subsecuentes.

Definicién 2.1. Dado un continuo X se define su hiperes-
pacio de continuos como:

C(X)={AC X : A es un continuo} (2.1)
A

Definicién 2.2. Sea (X,d) un continuo. Para C{X) se
construye la siquiente métrica:

Hy(A,B) =1inf{6 >0: AC N(B,5) y BC N(A,8)}

(2:2)

donde A y B pertenecen C(X) y
N(A,8) = | B(a,9) (2.3)

acA
A Hy se le conoce como la métrica de Hausdorff. A

21
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En [Nd92, 4.2] se demuestra que Hy es, efectivamente,
una métrica. Asimismo, se sabe ([Nd92, 4.17]) que (C(X),
H;) es compacto,més ailn, es cierto que es conexo con lo
que resultard ser un continuo, pero eso se comentard un
poco mas adelante. Si A es un elemento de C{X) y e > 0
se denotard a la bola con centro en A y radio € en C(X) por
By, (A, €) o por BEX)(A, €). Hay un subespacio especial de
C(X) el cual seré utilizado continuamente, éste es Fy(X) =
{{z} € C(X) : z € X} al que se le llama conjunto de
singletones. Este espacio con la métrica heredada de C(X)
resulta ser isométrico y, por tanto homeomorfo, a X. En
el futuro (corolario 2.16) cuando se considere un continuo
X y un subespacio k de X se denotard por C(k) = {A €
C(X): A C k} y se pensaré en €l con la métrica heredada
de C(X).

Ahora se exhibiran dos ejemplos en los cuales se mues-
tran los hiperespacios de dos de los continuos mas sencillos
y que serviran para clarificar varios argumentos en el futuro.

Ejemplo 2.1. C({0, 1]) es homeomorfo al tridngulo

A={(z,y) eR*:0<z< 1y

24
0 <y < min{2z, —2z + 2}}. (24)

Para demostrar esto, en primer lugar hay que observar que
los elementos de C([0, 1]) son de dos formas: son single-
tones, esto es, de la forma {t} = [t,t] donde ¢ € [0,1] o
son arcos de la forma [a,b] donde 0 < a < b < 1y no
hay mas. Considere las métricas, d en [0, 1] inducida por
el valor absoluto, y p en A como la métrica euclidiana.
Ahora defina la siguiente funcién: F : C([0,1]) = A dada
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por F([a,b]) = (“T”’, b — a). Basta notar los siguientes tres
hechos para concluir que F' es un homeomorfismo:

1. F es inyectiva: Sean [a,b] y [c,d] dos elementos de
C([0,1)) tales que F([a,b]) = F([c,d]). Entonces se

tiene el siguiente par de ecuaciones lineales:

(a)“;bz‘:;’d B b—a=d—c (23)

De donde se desprende que a = ¢ y b = d. Por tanto
[a,8] = [c, d].

2. F es suprayectiva: Sea (z,y) € A. Defina a = 2—’2:3
yb= 2i2+—3 De la definicién de A.(ecuacién 2.4) se
deduce que 0 < a < b < 1. Por otro lado, de la
eleccién de a y b se sigue que “T“’ =zyb—a=y. Por
tanto [a,b] € C([0,1]) y F([a,b]) = (=, y).

3. F es continua; con esto serd suficiente ya que, como
se menciond antes, C([0,1]) es un compacto, A es un
espacio métrico, F es biyectiva y de acuerdo al recorda-
torio 1.5 se tendra que F es un homeomorfismo. Sean
pues [a,b] un elemento de C([0,1]) y € > 0. Defina
d = ¢/3. Lo que se mostrara es que:

F(BCW((a,],8)) € BA(F([a,b],€)). (2.6)

Considere entonces un elemento {z, y] de B¢ ({a, b],
8). Se sigue que Hy([a,b], [z, y]) < & y esto, por defini-
cién, implica que:
(a) [z.y] C N([a,b].8) = (a— 6,6+ 6} N[0,1] ¥
(0) [a,b] € N([z,y},8) = (z ~ &,y +6)N[0,1].
(2.7)
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De estas ecuaciones se desprende que:

(@) la—z|<$é (b) b—yl<d (2.8)
Asi que, al calcular la distancia p(F([a,b]), F([z,¥]))
se tiene:

p(F([a,8]), F([2,9])) =

(50 (0-2)

b 2
< V58 < ¢

| (2.9)

Por tanto F' es un homeomorfismo.
Ejemplo 2.2. C(S') es homeomorfo al disco unitario D =
{z € C : |z| < 1}. Para concluir lo anterior, se hard una
construccién similar a la del ejemplo previo. Primero ob-
serve que un elemento cualquiera de C(S!) puede ser de
una de las siguientes tres formas: un singletén, un arco o
S!. Ahora considere las siguientes tres funciones:

1. L:C(SYH\{S'} — [0, 2n] dada por L{A) = la longitud

de arco de A,

2. M : C(SY)\ {S'} — S! dada por M(A) = el punto
medio de A, y

3. F:C(S"Y) = D dada por

_ L{4) - 1.
oo [(I-HE) M(4), siats
(0,0, si A= Sl

(2.10)
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De la definicion de L se sigue que si dos elementos de
C(S")\ {5} son tales que la distancia entre ellos es pequeiia
entonces estos deben contar con longitudes de arco harto se-
mejantes, conque L resulta ser continua. Igualmente, si dos
elementos de C(S!) \ {S'} cumplen que, la distancia entre
ellos es tan pequefia que sus complementos (en S!) se inter-
sectan entonces sus puntos medios se encuentran bastante
cercanos el uno del otro en S, por lo que M también es
continua. Sin realizar una discusién sobre la continuidad de
las funciones L y M mayor a la ya expuesta se procederd
a mostrar que F' es un homeomorfismo. Note primero que
el modo en que opera F' sobre un elemento A de C(S?!) es
como sigue; sobre el radio que determina el punto medio de
A (con el origen) se escoge aquel punto que satisfaga que

su valor absoluto es igual a (1 - f‘%), y éste sera el valor

que F le asigne a A.

1. F es inyectiva: Observe que, por construccién, S! es
el tinico elemento de C(S!) tal que F(S!) = (0,0), en
consecuencia, considere dos elementos diferentes A y
B de C(S"}\ {S'}. Note que su punto medio y su
longitud de arco los caracteriza a cada uno de ellos.
Asi que en el caso en que cuentan con punto medio
distinto se tiene que F(A) y F(B) deben encontrarse
en radios diferentes. Si el caso es que poseen el mismo
punto medio entonces en la longitud de arco es en lo
que deben diferir, de donde se infiere que la posicién
que guardan F(A) y F(B) en el radio que determina
M(A) (o M(B)) es distinta.

2. F es suprayectiva: Sea z € D. En el caso en que |z| €
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{0,1} se sigue que S' o {z} es el candidato a elegir
segin corresponda. En la otra situacidn, se obtiene
que 27 — 27 |z] € (0,27). Si en S* se considera al arco
A tal que su punto medio es I“—I (z # 0) y su longitud
de arco es 27 — 27 |z| entonces se concluye que A estd
en la preimagen de z bajo F.

3. F es continua: De la manera en que se definié F se
deduce que la continudad de ésta depende de que L y
M sean continuas, lo que ya fue comentado, y del hecho
que si A se encuentra cerca de S' en C(S') entonces

1- %-fl) es un nimero pequeio, lo que implica que

F(A) estd cerca de (0,0) en D.
Asi que gracias al recordatorio 1.5 se concluye que F es un
homeomorfismo.

A continacién se presentardn el concepto de funciones de
Whitney y un teorema sobre la existencia de ellas. Cabe
destacar que esta clase de funciones ha desempenado un
papel preponderante en la teoria de hiperespacios.

Definicién 2.3. Sea X un continuo. Una funcién de
Whitney es una funcidn continua p : C(X) — [0, 00) tal
que satisface las siguientes condiciones:

1. u{{z}) =0 para cada z € X.

2. Monotonia. Para cada par de elementos A y B de
C(X) tales que A G B se cumple que u(A) < u(B).

A

De la definicién se desprenden los siguientes hechos:



27

1. Gracias a que X es un continuo y g es continua se
sigue que u(C(X)) es un intervalo compacto de [0, oc)
que contiene a 0, esto es, u(C(X)) = [0,m] donde
m € (0, 00).

2. Debido a la monotonia de g y a que, para cada ele-
mento A de C(X) se tiene que A estd contenido en X,
entonces m = p(X}.

3. Defina v : C(X) — [0, 1] como v{A) = (&)u(A) para
cada elemento A de C(X). Note que v es una funcion
continua y que satisface las condiciones 1 y 2 de la
definicién 2.3. A v se le conoce como funcion de Whit-
ney normalizada y tiene la propiedad adicional de que
v(X)=1.

Observe que las funciones de Whitney se pueden inter-
pretar como funciones de “medida” o de “tamano”. De este
modo, dados dos subcontinuos de los cuales uno se encuen-
tra contenido propiamente en el otro, uno puede pensar (v
de hecho es usual hacerlo al considerar el orden parcial dado
por la contencién “C”) que el primero es “mas pequeno”
que el segundo, asi, una de tantas virtudes de estas fun-
ciones es que la idea anterior queda reflejada de manera
numérica. Bl siguiente teorema estd planteado como un
ejercicio en [Nd92, 4.23}, aqui sélo serd mencionado.

Teorema 2.4. Para cada continuo X existen funciones de
Whitney. A

En lo sucesivo se supondrd ademds que las funciones de
Whitney con las que se trabaje son normalizadas. Otro
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concepto de indudable utilidad y, por ende, gran importan-
cia en la teoria de hiperespacios, es el que en seguida se
presenta.

Definicidn 2.5. Sea X un continuo. Sean A y B dos ele-
mentos de C(X) tales que A G B. Un arco ordenado de
A a B es un homeomorfismo « : [0,1) = a([0,1]) C C(X)
tal que a(0) = A, a(l) = By si0 <t < s <1 entonces
a(t) C a(s). ' A

Un teorema importante acerca de la existencia de arcos
ordenados y que es enunciado como un ejercicio en [Nd92,
5.25] es el que viene a continuacion.

Teorema 2.6. Sean X un continuo y A y B elementos de
C(X). Entonces existe un arco ordenado de A a B st y sdlo
siAG B. A

Por este teorema, se sigue que para todo A ¢ X, exis-
te un arco que une a A con X, con lo que se concluye el
siguiente corolario.

Corolario 2.7. Sea X un continuo. Entonces C(X) es
conexo por arcos y, por tanto, conexo. A

Corolario 2.8. Sean X un continuo y A un subcontinuo
propio de X. Entonces C(X) \ C(A) es un abierto conexo
por arcos de C(X). A

Demostracion. C(A) es un cerrado de C(X) ya que es
un compacto, luego entonces C(X) \ C(A) es un abierto de
C(X). Para terminar la prueba basta mostrar que cualquier
elemento B de C(X) \ C(A) se puede conectar con X por
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medio de un arco contenido en C(X) \ C(A), para esto,
debido a que, por definicién, B no esta contenido en A, se
tiene que existe un punto b de B que no pertenece a A. Sea
B :[0,1] = C(X) un arco ordenado de B a X. Note que
para cada t € [0, 1}, se cumple que B se encuentra contenido
en (3(t), asi que b es un punto de 8(t), conque este ltimo
no puede estar contenido en A. Por tanto, 3([0,1]) est4
contenido en C{X)\C(A), acorde con lo que se deseaba. A

Si se tiene una funcién continua entre continuos uno
puede inducir de manera natural una funcién entre los res-
pectivos hiperespacios de continuos. En seguida se da la
definicién precisa de esta funcién.

Definicion 2.9. Sean X y Y dos continuos y f : X = Y
una funcién continua. Se le nombre funcién inducida por
f, ala funcién C(f) : C(X) — C(Y) dada por C(f)(A) =
f(A}). A

Note que C(f) lo que hace es tomar cada elemento A
de C(X), el cual por definicién es un subcontinuo de X,
y asociarle el elemento en C({Y) que representa al subcon-
tinuo f(A) C Y. El lema siguiente trata sobre el buen
comportamiento de estas funciones.

Lema 2.10. Sean X y Y dos continuosy f : X = Y una
funcién continua. Entonces C{f) es una funcién continua.
A

Demostracién. Primero observe que C(f) esta bien defini-
da, pues si A es un elemento de C(X), dado que f es una
funcién continua, se tiene que f(A) es un subespacio com-
pacto, conexo y desde luego no vacio de Y. Sean d y p
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métricas para X y Y, respectivamente. Ahora, tome € > 0.
Como f es una funcién continua entre espacios métricos y
compactos, se tiene que es uniformemente continua, asi que,
existe & > 0 tal que f(BX(x,8)) C BY(f(z),¢), esto para
cada elemento = de X. Considerando esta & se sigue que si
Hy(A, B) < 6, entonces para cada b € B existe a € A tal
que b € B¥(a, ), lo que implica que

f(b) € f(B¥(a,8)) C BY(f(a),e) C N (f(A),¢). (2.11)

Por tanto, f(B) C N (f(A),¢€). De igual manera se puede
ver que f(A) C NY(f(B),€). De las dos dltimas con-
tenciones se observa que H,(C(f)(A), C(f)(B)) < ¢. Con-
cluyendo asi que C(f) es continua. A

A continuacién se presenta un lema que sera empleado
al menos en dos ocasiones durante el presente capitulo.

Lema 2.11. Sean X un continuo y U un abierto de X.
Entonces el conjunto A(U) = {A € C(X): ANU # 0} es
abierto en C(X). A

Demostracion. Sean A un elemento de A(U) y a un punto
de ANU. Como a pertenece a U y éste es abierto, existe
e > 0 tal que B(a, €) estd contenido en U. Se verificard que
By, (A, €) queda contenido en A(U). Sea B un elemento
de By, (A,€). Por definicién, a € A C N(B,¢), por con-
siguiente, existe un punto b de B tal que a € B(b,¢€) o, en
otras palabras, b € B(a,e) C U. Por tanto, b pertenece a
BNU, lo que implica que B es un elemento de A(U), segin
se necesitaba. A



31

Corolario 2.12. Dados un continuo X y un cerrado C de
X se cumple que I'(C) = {A € C(X) : A C C} es un
cerrado en C(X). A

Demostracion. Bastara mostrar que el complemento de
I'(C) en C(X) es abierto. Como C' es cerrado, X \ C es
abierto en X, asi que, por el lema 2.11, se tiene que A(X\C)
es abierto en C{X). Ahora note que un elemento A de C{X)
pertenece a C(X) \ I'(C) si y sélo si A no se encuentra
contenido en C, esto si y sélosi AN(X \ C) # 0, es decir,
A es un elemento de A(X \ C). Por tanto, C(X)}\T'(C) =
A(X )\ C). A

Observe que gracias a que, para cualquier continuo (X, d),
se obtiene que (C(X), Hy) también lo es, resulta natural
considerar al hiperespacio de continuos de C(X), esto es,
al espacio C{C(X)) con su respectiva métrica de Hausdorff
Hy,. En estas condiciones existe una funcién definida en
C(C(X)) que en diversas situaciones resulta ser muy 1til,
a continuacién se enuncia la definicién precisa de dicha
funcién.

Definicién 2.13. Sea (X,d) un continuo. Considere los
hiperespacios (C(X), Hy) v (C(C(X)), Hu,)- A la funcion
o : C(C(X)) - C(X) dada por o(A) = |U{A: A € A} se

le conoce como la funcién union. A

Naturalmente hace falta demostrar que esta funcién esta
bien definida, esto es, que su contradominio realmente es
C(X} y verificar que es continua, para esto se cuenta con
el siguiente resultado.
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Teorema 2.14. La funcidon union dada en la definicidn
2.18 es una funcion continua. A

Demostracidn.
1. o estd bien definida. Sea A un elemento de C(C(X)).

(a) Primero se mostrard que o(A) es cerrado en X.
Sea z un punto de o(A). Se sigue que existe una
sucesion {z;}32, que converge a z y cuyos elemen-
tos pertenecen a o(A). Para cada i € N, sea A;
un elemento de A que tenga a z;. Como A es
compacto, la sucesién {A;}2; contiene una sub-
sucesién {A;, }32, que converge a un elemento A
de C(X). De lo anterior se deduce que para cada
e > 0 existe K € N tal que si k£ > K entonces

(a) d{z,z;,) < €/2 y (b) Ha(A, Ai,) <€/2 (2.12)

de esta ultima desigualdad se desprende que z;, €
Ai, C N(A, ¢/2), de donde se concluye que exis-
te un punto a de A tal que z;, € B(a,€/2), es
decir, d(a,z;,) < €¢/2. Por tanto, de la desigual-
dad previa y de la ecuacién 2.12(a) se sigue que
d(a,z) < €, en otras palabras, B(z,e) N A es no
vacio, lo que implica que = se encuentra en A
pero, A es cerrado. De este modo se infiere que
r € ACo(A).

(b) Ahora se exhibird la conexidad de ¢(A). Suponga
que o{A) es disconexo. Sean M y N cerrados
ajenos y no vacios de X tales que 0(A) = MUN
(recuerde que o(.A) es cerrado). Por el corolario
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2.12, se tiene que I'(M) y T(N) son cerrados en
C(X). Note que I'(M) no es vacio ya que si se
considera r € M C o(.A) entonces existe un ele-
mento A de A tal que z pertenece a A. Gracias
aque M y N estan separados y 0(A) = MUN
se sigue que A queda contenido en M, conque A
pertenece a ['(M). De manera analoga se arguye
que I'(N) es diferente del vacio. Ahora observe que
(M) NT(N) es vacio ya que, si A fuese un ele-
mento de dicha interseccién entonces se obtendria
que A se encuentra contenido en M N N lo que
es absurdo puesto que M y N son ajenos. Final-
mente, dados un elemento A de A y un punto a de
A se tiene que a € A C M U N, suponiendo que
a pertenece a M, por argumentos similares a los
previos, se concluye que A queda contenido en M,
es decir, A es un elemento de I'(M). Por tanto,
A =T (M)UT(N), lo que es una contradiccién
ya que se estd obteniendo una separacién de A el
cual es conexo. De esta forma se ha probado que
o esta bien definida.

2. o es continua. Sean A un elemento de C(C(X)) y € >
0. Sea B un elemento de C(C(X)) tal que Hy, (A, B) <
€. Se probard que se satisface H;(o(A),c(B)) < e

Denote por
Ny(A,e) = ] BED(4,¢). (2.13)

AeA

Asi, de la definicién de B y de la ecuacién 2.13, se de-
duce que A esta contenido en Ny(B,¢). Sea A un ele-
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mento de A. De lo anterior se tiene que A pertenece a
N3(B, €), en otras palabras, existe un elemento B de B
tal que A € BYX)(B, ¢), es decir, Hy(A, B) < ¢, esto a
su vez implica que A se encuentra contenido en N (B, ¢)
pero, como B queda contenido en o(B), se sigue que
N(B, €) esté contenido en N(a(B),e). Por tanto, A se
encuentra contenido en N(o(B),¢€), de donde se con-
cluye que o(A) queda contenido en N(o(B),¢). De
forma similar se argumenta que o(B) esta contenido en
N(o(A),¢€), para de este modo obtener que Hy{c(A),
o(B)) < ¢, segin era deseado.

A

Ahora se usara la funcién unidén para mostrar un teorema
importante que relaciona de manera interesante la indes-
componibilidad de un continuo con una condicién necesaria
y suficiente para conectar ciertos pares de elementos de su
hiperespacio a través de un arco.

Teorema 2.15. Sean X un continuo indescomponible y A
y B dos subcontinuos propios de X. Entonces A y B se
encuentran contenidos en una misma composante de X si
y sdlo s1 existe un arco contenido en C{X) \ {X} que los
une. A

Demostracion.

1. Suponga que A y B estian contenidos en una com-
posante K de X. Sean a y b elementos de A y B,
respectivamente. Como a y b pertenecen a «, existe
un subcontinuo propio C' de X que los contiene y el
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cual se encuentra contenido en . Note que AUCU B
es un continuo contenido en kK y, por ende, es pro-
pio. Tome dos arcos ordenados 5 : {0,1] = C(X) y
¢:[0,1] > C(X)de Aa AUCUB yde Ba AUCUB,
respectivamente. Observe que n({0, 1}) U #([0, 1}) es un
continuo conexo por arcos el cual queda contenido en
C(A U C U B). Por tanto, de dicho continuo se puede
extraer un arco que une A con B y cuyos elementos
son subcontinuos de AU C U B, en otras palabras, son
propios.

. Ahora suponga que A y B se encuentran en diferen-
tes composantes y considere un arco A en C(X) que
los una. Sea a : [0,1] = A un homeomorfismo tal
que a{0) = Ay a(l) = B. Por el teorema 2.14, se
tiene que la funcién unién o : C(C(X)) = C(X) es
continua. De este modo, ¢(A) = |J{C : C € A} es un
subcontinuo de X que contiene a A y B.

(a) Se asegura que o(A) = X, ya que al suponer que
o{.A) es propio se sigue que debe estar contenido en
una composante y, por el teorema 1.9, se deduce
que no puede intersectar a dos composantes, lo
que es una contradiccidon puesto que intersecta a
la composante que contiene a A y a la que contiene
a B que, por la hipétesis inicial, son distintas.

(b) Gracias al modelo de C([0, 1}) descrito en el ejem-
plo 2.1 se concluye que el subespacio

B={0,]ec(o1]):te0,1]}  (214)
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es un arco. Note que en base a dicho modelo, se

puede obtener un homeomorfismo 8 : [0,1] — B
dado por A(t) = [0, t}.

(c) Ahora defina 7y : [0,1] — C(X) como la siguiente
composicion de funciones continuas: o o C(a) o .
Por tanto, v es una funcién continua. Note que
v71(X) es diferente del vacio, ya que en particular

1(1) = (o0 C(a) 0 B)(1)

— (0o Cla)(0,1]) =) = x. =)

En virtud de que « es continua, se tiene que y~1(X)
es un subconjunto compacto y no vacio de [0, 1].
Sea ty = miny~'(X).

(d) De la definicién de ty se deduce que para cada t <
to, ¥(t) es un subcontinuo propio de X que con-
tiene a A, esto ltimo debido a que A = C(a)({0})
y éste es un elemento de C{a}([0,¢]). En conse-
cuencia, para cada t < g, se cumple que () esta
contenido en la composante x de X que contiene
a A, en particular, o(t) queda contenido en .

{e) Se afirma que af(ty) = X. Para verificar esto, se
tiene que del inciso (d) se desprende que | J, ., cft)
estd contenido en . Por tanto, si se escogen dos
elementos z y ¥ de X que pertenezcan a dos com-
posantes diferentes entre si y distintas a x (esto se
puede hacer gracias a que X es indescomponible y
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al teorema 1.9}, y se recalca que

X =7(to) = (U a(t)) U afto) (2.16)

t<tp

entonces se concluye que z y y son puntos de a(ty),
pero debido a que z y y pertenecen a diferentes
composantes se deduce que a(fy) no puede ser pro-
pio (otra vez por el teorema 1.9). Con esto se fi-
naliza la prueba de la afirmacién al igual que la
del presente teorema.

A

Corolario 2.16. Sean X un continuo indescomponible y
A un subespacio de C(X) \ {X}. Entonces A es una com-
ponente por arcos de C(X) \ {X} si y sélo si existe una
composante k£ de X tal que A = C(k). A

Demostracion.

1. Por argumentar la necesidad. Sean A un elemento de A
y k la composante de X que contiene a A. Se mostrara
que A = C(x). Sea B un elemento de C(X). B
pertenece a A si y sélo si existe un arco en C(X)\ {X}
de A a B. Por el teorema 2.15 lo anterior es cierto
s1 y solo si A y B estan contenidos en la misma com-
posante, esto es, B pertenece a C(k).

2. Por demostrar la suficiencia. Sean A un elemento de A
y I la componente por arcos de C(X) \ {X} que tiene
a A. Se verificard que A = I'. Sea B un elemento de
C(X). Entonces B € A = C(k), o sea B se encuentra
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contenido en la misma composante que A, si y solo st
(por el teorema 2.15) existe un arco en C(X) \ {X}
que los une, pero lo anterior se satisface si y solo si B
pertenece a ['.

A

Ahora se dejaran de lado los continuos indescomponibles
(por lo que queda del presente capitulo) para considerar
continuos arbitrarios y definir unos espacios conocidos como
n-odos, cuya existencia en el continuo se refleja en la exis-
tencia de n-celdas en el hiperespacio, siendo este uno de los
principales argumentos (o dicho de otro modo, una de las
principales “armas” a usar) en, primordialmente, el quinto
y el sexto capitulos.

Definicién 2.17. Dados un continuo X yn € N con 3 <
n, se dice que X es unn-odo si existen elementos Y, Xj, Xo,
oy Xy de C(X) tales que X =Y UX, U Xy ---U X, para
cada i,7 € {1,2,...,n} con i distinto de j se tiene que
Y N X; es diferente del vacio, X; no estd contenido en Y, y
(X;\Y) y (X;\Y) son ajenos. En general el término tri-
odo es mds empleado al momento de referirse a un continuo
que es un 3-odo. Un continuo X se llama n-odo simple s
ademds Y pertenece a Fi(X) y para cada i € {1,2,...,n},
X; es un arco que tiene como uno de sus puntos exiremos
al inico punto de Y. A

Definicién 2.18. A un continuo X se le llama atriddico
s1 no contiene triodos. A

Teorema 2.19. Sea X un continuo y suponga que X con-
tiene un n-odo. Entonces C(X) contiene una n-celda. A
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Demostracion. Sea Z € C(X) un n-odo. Sean Y, Z;, Z,
.+ «y Zpn elementos de C(Z) que cumplan las condiciones de
la definicién 2.17. Dado que paracada i € {1,2,...,n},¥YN
Z; es distinto del vacio entonces Y; = Y U Z; es un continuo
que contiene propiamente a Y esto puesto que Z; no se
encuentra contenido en Y. Por el teorema 2.6, existe un
arco ordenado «; : [0,1] = C(X) de Y a Y;. Usando estos
arcos ordenados se definird un homeomorfismo f : [0, 1]* —
f([0,1]") C C(X) con el que se concluye el teorema.

1. Definicién de f. Para cada (¢1,ts,...,¢,) € [0,1]" se
define:

flti,te, .. tn) = a(t) Uaa(ts) U--- Uan(t,)
(2.17)

Se sigue que, como para cada i € {1,2,...,n}, Y =
a;(0) C a;(t;) entonces

ai(t1) Uas(ta) U--- Uay(ty) € C(X), (2.18)
asi que, f es una funcién bien definida.

2. f es un funcién inyectiva: Sean (t1,¢2,...,t,) ¥ (81, s2,
..., 8y} dos puntos distintos en [0, 1]®. Entonces existe
7€ {1,2,...,n} tal que ¢; y s; son diferentes. Si ¢; <
s; (el otro caso es andlogo) entonces a;(t;} & a5(s;).
Sea = € «o;(s;)\ ;{t;). Puesto que para cada i distinto
de 7, (Z;\Y)y (Z;\Y) son ajenos y Y C «;(t;) &
a;(s;), se tiene que z & a;(t;) C Y;. Por tanto

:BGf(Sl,SQ,...,Sn)\f(tl,tg,...,tn). (219)
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Concluyendo asi que

f(tl,tg,...,tﬂ) #f(SI,SQ,...,Sn). (220)

. f es continua: Sean (fj,f2,...,%,) € [0,1]" y ¢ > 0.

En virtud de que para cada i € {1,2,...,n}, a; es
continua en t; se tiene que existe &; > 0 tal que si
|t; — si] < &; entonces Hy{ou(t;), ci(s;:)) < e. Defina
6 = min{d;,d,...,6,}. Sea

(51,52,...,8n) € B ((t1,t2,...,ta),0). (2.21)

Sea z € f(t1,ta,...,t,). Entonces, por la deficién de f,
se sigue que para alguna j € {1,2,...,n}, z € o;(¢;).
Por como se escogio § se concluye que Hy{a;(t5), ai(s;))
< €, lo que, por definicion implica que

T € C!j(tj) C N(Q‘j(sj),ﬁ)

C N(f(s1,52,---,5n),€)- (2.22)

Por tanto

flti,ta, ... ) C N(f(s1,82, ..., 8n),€).  (2.23)
De igual manera se obtiene que

f(51,82, . .,80) T N(f(t1,ts,...,10),€), (2.24)
con lo que se concluye que

Hd(f(tl, ta, ..., tn), f(SI, 82, ..., Sn)) < €. (225)

Por tanto f es continua.
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Al ser f inyectiva, continua y estar definida de un com-
pacto sobre un espacio métrico, se tiene que f es un homeo-
morfismo sobre su imagen. Por tanto, C(X) contiene una
n-celda. A

Sea X un continuo. Cuando uno estudia el hiperes-
pacio C(X), ademds de buscar propiedades estructurales
intrinsecas de C(X), uno también desea encontrar rela-
ciones entre X y C(X), es decir, si P; y P, son dos propieda-
des topolégicas entonces suelen hacerse las siguientes pre-
guntas: ;Es cierto que si X cuenta con la propiedad Py
entonces C(X) posee la propiedad P;? ;Puede decirse
que X tiene la propiedad P; si se sabe que C(X) posee
la propiedad P3? Un perfecto ejemplo de lo anterior es el
teorema 2.19. A continuacién se presenta un teorema que
por si solo resulta ser bastante interesante y que responde
la primera pregunta cuando ambas propiedades, P; y Pa,
son la conexidad local.

Teorema 2.20. Sean X un continuo y p un punto de cone-
zidad local de X . Si A es un elemento de C(X) que contiene
a p entonces C(X) es localmente conexo en A. A

Demostracion. Sean p un punto de conexidad local de
X, A un elemento de C(X) tal que contiene a p, d y Hy
métricas respectivas para X y C{X) y € > 0. Se demostrard
que existe un abierto y conexo Wde C(X) talque A € W C
B Hy (A, E) .

1. Debido a que p es un punto de conexidad local de X,
se tiene que existe una vecindad abierta y conexa U
de p en X tal que U C U C B(p,¢). Por el lema
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2.11 se sigue que A(U) es un abierto de C(X). Defina
W = By, (A, )N A(U). Observe que A pertenece a W
ya que p es un punto de ANU. Resta verificar que W
s conexo.

. Sea B un elemento de W. Entonces existe un punto g

de BNU. Por tanto, C = AUUU B es un subcontinuo
de X. Note que, por definicidn,
U < B(p,e) C N(A,e). (2.26)

Puesto que B es un elemento de By, (A, €), se deduce
que B queda contenido en N (A, €), asi que, se concluye
que

C=AuUUUBCN(Ae). (2.27)

Ahora, sea o : [0,1] = C(X} un arco ordenado de A a
C. Entonces para cada ¢t € [0, 1], se cumple que

A= a(0) C aft) C N(a(t), €) (2.28)
ademas, usando la ecuacién 2.27 se sigue que
a(t) Ca(l)=C C N(A,¢) (2.29)

conque se obtiene que Hy(A,a(t)) < e. Por tanto,
«([0,1]) se encuentra contenido en By,(A,¢). Ahora
considere un arco ordenado f§ : {0,1) - C(X) de B
a C. Cabe sefialar que B = 8(0) C B(t) implica que
N(B, €) queda contenido en N(§(t),€) y, como se sabe
que A estd contenido en N(B, ¢), esto porque B €
Br,(A, €), entonces se satisface que

A C N(B(2), €) (2.30)
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Por otro lado, de la definicién de arco ordenado se tiene

que
B(t) € B(1) = C (2.31)
y, usando nuevamente la ecuacion 2.27, se concluve que
B(t) C N(A,e). (2.32)

En virtud de las contenciones 2.30 y 2.32 se obtiene
que Hy(A, B(t)) < e. Por consiguiente, 5([0,1]) se en-
cuentra contenido en By, (A,€). Debe mencionarse,
ademas, que, puesto que cada t,s € [0, 1] satisfacen
que p € A C aft) y que ¢ € B C B(s), entonces

a(t) y B(s) son elementos de A(U). Finalmente, gra-
cias a que C pertenece a ([0, 1]) N F([0, 1]) entonces
a([0, 1]) U B([0, 1]) es un continuo que conecta a A con
B y que queda contenido en W de donde se concluye
que W es conexo.

A

Corolario 2.21. Sea X un continuo. Si X es localmente
conexo entonces C(X) también lo es. A
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Capitulo 3

Dendroides

El objetivo de este capitulo es desarrollar las herramien-
tas relacionadas con los dendroides que serviran en un fu-
turo para demostrar que los subcontinuos propios y no de-
generados de ciertos continuos son arcos (ver teorema 5.9).

Definicién 3.1. Sea X un continuo. Se dice que X es uni-
coherente si para cualgquier par de subcontinuos propios
Ay B de X tales que X = AU B se cumple que AN B es
conezo. Si ademds cada subcontinuo de X también es uni-
coherente entonces a X se le llamard hereditariamente
unicoherente. A

Definicién 3.2. A un continuo conezo por arcos y heredi-
tariamente unicoherente se le conoce como dendroide. 4

A continuacién se enunciard un teorema que agrupa las
principales propiedades de dendroides que seran empleadas
posteriormente.

Teorema 3.3. Sea X un dendroide. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son ciertas:

45
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1. X es descomponible.

2. S1Y es un subcontinuo de X entonces Y es un den-
droide.

3. Siz yy son dos puntos diferentes de X entonces eziste
un unico arco en X que los une.

Demostracidn.
1. La parte I se sigue del corolario 1.11.

2. Para probar la afirmacién 2, considere un subcontinuo
Y de X. Gracias a que X es hereditariamente unico-
herente se sigue que Y también lo es. Ahora suponga
que z y y son dos puntos distintos de Y. Como z,y €
Y ©¢ X y X es conexo por arcos se deduce que exis-
te un arco A en X que los une. Observe que z y y
pertenecen a ANY y, ademds, por la unicoherencia
hereditaria. de X, ANY es un conexo y, por tanto,
un continuo, el cual estd contenido en A de donde no
le queda mas que ser A mismo, en consecuencia, A se
encuentra contenido en Y y se ha obtenido un arco en
Y que une a z con y.

3. Para demostrar ¢l inciso &, considere dos puntos dife-
rentes z y y de X y suponga que A; y A son dos arcos
en X que unen a z y y. Dado que z es un punto de
A1 N Aj se tiene que A; U Az es un subcontinuo de X
como X es hereditariamente unicoherente, A; N As es
un subcontinuo de X. Note que z,y € A1 N Ay C A;.



47

Entonces 4; es un arcode z a y y A N Ay es un
subcontinuo de A; que los une, esto implica que A; N
As = A,. Similarmente se obtiene que A; N Ay = Aj.
Por tanto A; = As.

A

En seguida se presenta el teorema de reduccién de Brou-
wer que es uno de los pocos resultados que se usardn (y
que se demostrard) que requiere hipétesis muy generales
(salvo los resultados del cuarto capitulo). Cabe senalar que
en realidad solicitar que un espacio cuente con una base
numerable y que tenga una propiedad adicional no es tan
general como tal vez podria pensarse, aunque al recordar
que los espacios con los que normalmente se ha estado tra-
bajando (y se seguird considerando) son métricos y com-
pactos, entonces se verd que si se trata de una condicién
més general. El espacio dedicado a dicho teorema queda
justificado puesto que se utiliza explicitamente en la prueba
del teorema posterior. Dicha prueba es de por si bastante
larga (por no decir que un poquito tediosa) y si se hubiera
prescindido del teorema 3.4 tal vez hubiese resultado harto
agobiante.

Teorema 3.4. [de reduccion de Brouwer] Sean X un es-
pacio con una base numerable y K una familia no vacia de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de que para
cada sucesidn creciente {K,}°2, de elementos de K, existe
un elemento K de K tal que K, C K para cada n > 0.
Entonces K contiene al menos un elemento mazimal en K
con respecto al orden parcial dado por la contencidn. A



48 CAPITULO 3. DENDROIDES

Demostracién. Sean {U, : n > 1} una base numerable
de X y Kj un elemento de K. Defina inductivamente K,
como un elemento de K que satisfaga que K, C K,y y
que K, 1 NU,41 es distinto del vacio, si tal K, existe y,
en caso contrario, defina K,,; = K,,. Observe que Ky C
K, C Ky C ..., ast que, por hipétesis, existe un elemento
K de K que cumple que para cadan > 0, K, C K. Se
demostrara que K es un elemento maximal en K. Suponga
lo contrario, es decir, que existe un elemento @ de X tal
que K se encuentra contenido propiamente en . Sea z un
elemento de @\ K. Entonces X \ K es una vecindad abierta
de z, conque existe m € N tal que z € U, C X \ K. Como
K, esta contenido en K, se tiene que K, y Uy, son ajenos.
Note ademas que K,,,_; C K C @ y que @ NU,, es distinto
del vacio (ya que z pertenece a esta interseccién), asi que
de la manera en que se define K,, se sigue que K,, debe
ser un elemento de K (por ejemplo Q} que intersecte a Up,,
lo cual es una contradiccién. Por tanto, K es un elemento
maximal de K. A

Teorema 3.5. Sean X un dendroide y o un arco en X.
Entonces existe un arco B en X con la propiedad de que o
se encuentra contenido en 8 y sty es un arco en X tal que
contiene a 3 entonces § = v. En otras palabras, cada arco
de un dendroide queda contenido en uno mazimal. A

Demostracion.

1. Sea @ = apbp un arcoen X. Sea K = {# : B esun
arco de X y a C 3}. Para aplicar el teorema de re-
duccién de Brouwer hay que demostrar que si {og, }52,
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es una sucesion creciente de elementos de K, entonces
existe un elemento § de K tal que para cada n € N se
cumple que ¢, esta contenido en S.

. Sea pues, {0, }2, una sucesién creciente de arcos en
X. Sea a un punto de agbp \ {ag, bp}. Para cadan € N,
denote por a,b, = «, y, sin pérdida de generalidad,
suponga que ab, esta contenido en ab, ;. El propésito
de los siguientes incisos es mostrar que existe un arco
aben X tal que contiene a ab, para cadan € N. Como
X es un continuo, se puede suponer que {b,}%, es
una sucesion convergente, ya que, en caso contrario, el
argumento es similar st se considera una subsucesién
convergente {b, }72, ¥ se tiene en cuenta que aby C
ab,lk (k S nk).

. Asipues, sea b = limy,_,, b,. Denote por S = (o, ab,.

Como S es unidon de conexos y cada uno de ellos con-
tiene a aby, se sigue que S es un conexo y, por tanto,
S es un subcontinuo de X que, por el teorema 3.3,
resulta ser un dendroide. Observe que b = lim,, o by,
implica que b pertenece a S. Sea ab el tinico arco de a
aben S. Sean p un punto de S y n, el primer natural
tal que p pertenece al arco ab,,.

. Sea P = Uf:n,, pbn. Note que P es un subcontinuo

de S que, por el teorema 3.3, es descomponible. Sea
P = AU B donde A y B son subcontinuos propios
de P. Debido al mismo teorema 3.3, A y B son den-
droides. Puede suponerse que M = {m € N : b,, € B}
es infinito, en este caso, reescriba M = {my : k =
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0,1,2,...} considerando ademads, que para cada ¢ < j,
se cumpla que m; < m;.

. Se afirma que p pertenece a A\ B, ya que, en situacion

contraria, para cada elemento z de P se tiene que para
alguna n > n,, = pertenece a pb,. Por como se definié
M, se sigue que m, > n y se satisface que b, es un
punto de B. Dado que p y b,,, se encuentran en B, el
arco pb,, queda contenido en By, como el primero a
su vez contiene al arco pb,,, se obtiene que = pertenece
a B. Por tanto, P estd contenido en B y, puesto que
éste es cerrado, se concluye que P = B, lo cual es una
contradiccion que parte de suponer que p pertenece a
B.

Sea g el primer punto del arco pbn, tal que g se encuen-
tra en B (ver notacién 1.3). Se asegura que para cada
elemento w de A\ B, se cumple que w es un punto del
arco pg. Esto es cierto debido a que, como w pertenece
a P (w € A) se sigue que w = limg_,o0 wi donde wy
pertenece a P para cada k& € N. Si se diera el caso en
que existiese una n > n, tal que una infinidad de ele-
mentos de {w}{>, pertenecieran a pb, entonces como
éste estd contenido en pb,, y este dltimo es compacto,
se tendria que w perteneceria a pby,, lo que implicaria
que w se encontraria en pqU gbr,_, pero, dado que gb;,,
esta contenido en B se obtendria que w pertenece al
arco pg. Ahora, en caso contrario, puede suponerse
que, para cada k € {2,3,4,...} se tiene que w; es un
punto de by, _1b,,, donde {ng}3>, es una subsucesion
de N. Sea ky € N tal que ng, > mg. Puesto que para
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cada k > ky, se satisface que mg < np—1 < ng < My,
entonces wi € by, —1bn, C bdmgbm,, C B, de donde se
deduce que lim,_,o Wy, = w es un punto de B lo cual
es una contradiccion. Lo anterior muestra que, este
caso es imposible y, entonces, w pertenece al arco pg,
seglin se deseaba. Note especialmente que para cada
n > myg, puesto que b, no pertenece al arco pg (ya que
pb,, = pg U gby,), entonces by, se encuentra en B.

. Observe que el arco ap y B son ajenos, ya que si se
supone lo contrario se tiene que pg U ap U B es un
subcontinuo de X, por tanto es un dendroide, pero,
en virtud de que ap U B es conexo y se nota que pg N
(apU B) = (pg Nap) U (pg N B) = {p,q}, se deduce
que pg U ap U B no es unicoherente, lo cual es una
contradiccién.

. Lo anterior sirve para concluir lo siguiente: puesto que
ap N pqg = {p} entonces ap U pg = ag, ademds como
agNgb= {q} (va que el arco gb esta contenido en B},
se sigue que ag U gb = ab. Asi que p pertenece al arco
ab, pero, si se recuerda que p es cualquier punto de S
entonces se obtiene que S queda contenido en ab, es -
decir, el arco ab contiene a ab, para cadan € N, lo
que est3 acorde con lo que se queria probar en el inciso
2 de esta demostracion.

. Por ultimo, de modo semejante se arguye que existe
un punto ¢ de X tal que para cada n € N, el arco ca
contiene a su vez al arco aza. Si se supone que caMab
es distinto de {a} entonces considere un punto z en
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(ca N ab) \ {a}, se sigue que el arco az se encuentra
contenido en ca N ab, pero, puesto que ay pertenece a
ca\ {a} y bo a su vez es elemento de ab \ {a} se tiene
que existe un punto y en (az NagaNaby) \ {a}, lo cual
constituye una contradiccién ya que aga N aby = {a}.
De esta manera se obtiene que caUab = cb. Por tanto,
para cada n € N, a, = ayb, C cb, lo que finaliza la
demostracion de este teorema.

A

A continuacién se muestra un teorema que resultara im-
prescindible en la prueba del teorema posterior y que, por
si solo, es interesante ya que caracteriza a los dendroides
atriddicos.

Teorema 3.6. Sea X un dendroide atriddico. Entonces X
€s un arco. A

Demostracion. Sea A un arcoen X. Sea b)by = B C X
un arco maximal que contenga a A y que se obtiene del
teorema 3.5. Si B = X entonces no hay nada qué hacer.
Asi que, suponga que existe un punto p en X \ B. Como
X es conexo por arcos, existe un arco pb; que une a p con
b. Sea q € pb; el primer punto del arco pb, tal que g se
encuentra en B. Sea pg el subarco de pb; que une p con g.
En el caso que g = b; entonces pgN gby = {¢} y recordando
la observacion 1.6 se sigue que pby es un arco que contiene
propiamente a b1b; (ya que p no estd en este iltimo arco),
lo que contradice el modo en que se eligid a b1by. El caso
g = by es simétrico. Ahora considere el caso en que g es
diferente de b; y de b;. Renombre Y; = gby, Yo = gy y
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Y; = pg. Observe que Y = Y, UY; U Y; resulta ser un
triodo simple, lo que contradice el hecho inicial de que X
es atriddico. Por tanto X no es més que el arco B. A

El teorema que se presenta a continuacién es, por si mis-
mo, de un interés innegable aunque su importancia no re-
salta {en mi opini6n) tan ficilmente a la vista debido a las
pocas ocasiones en las que se le utiliza.

Teorema 3.7. Sea X un continuo localmente conezo y a-
triodico. Entonces X es un arco o una curva cerrada sim-
ple. A

Demostracion.

1. Suponga que X contiene una curva cerrada simple Y.
Si Y = X entonces no hay nada qué hacer. Suponga
entonces que existe un punto pen X \Y. Sea w un
punto de Y. Como X es localmente conexo, al aplicar
la proposicién 1.21, se obtiene que X es conexo por
arcos. Sea pw un arco en X de pa w. Sea g € pw el
primer punto de pw tal que ¢ pertenece a Y. Puesto
que Y es localmente conexo, existe un abierto y conexo
QdeY talquege Q@ C Q & Y. Observe que Q no
es mas que un arco de la forma z;29. De esta manera,
si W3 denota el subarco pg de pw que une a p con g
y para ¢ = 1,2, W; denota el subarco ¢z; de 2125 que
une a ¢ con z; entonces se tiene que el continuo W =
Wi1UW2UWs es tal que paracada i, j € {1,2,3} con i
distinto de j, W; es un arco y W;NW; = {q}. Por tanto
W es un triodo simple, lo cual es una contradiccién a
la hipétesis de que X es atriddico.
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2. Ahora, suponga que X no es urn arco, lo que se mostrara

es que X contiene una curva cerrada simple, congue se
reducird al caso anterior. Por el teorema 1.24 se tiene
que existen al menos dos puntos p y ¢ en X que no son
de corte. Sea A un arco de p a g en X. Debido a la
suposicion de que X no es un arco, se sigue que existe
un punto r en X \ A. Puesto que X \ {p} es un abierto
y conexo (ya que p no es un punto de corte) de X, al
aplicar el teorema 1.22, se deduce que existe un arco
B der a g en X que se queda contenido en X \ {p}.
Se afirma que A N B = {q}, ya que en caso contrario,
defina w como el primer punto del arco B tal que w
pertenece a A. Entonces, como en el caso anterior, es-
criba W, =rw C B, Wo=pu CAyWs=wgCAy
observe que:

(a) ¢ es distinto de w porque se est4d suponiendo que
AN B # {q},

(b) p es diferente de w ya que el segundo pertenece a
B, mismo que se encuentra contenido en X \ {p}
v

(c) res distinto a w puesto que el primero no pertenece
a A mientras que el segundo si.

Por tanto, para cada i € {1, 2,3}, W; es un continuo no
degenerado, y estos arcos son tales que la interseccién
de cualesquiera dos de ellos es {w}, de esta manera se
concluye que W = Wy U Wy U Wy resulta ser un triodo
simple contenido en X, lo cual contradice nuevamente
la suposicién de que X es atriddico. Por tanto es cierto
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que AN B = {q}, asi que, por la observacién 1.6, se
sigue que AU B es un arco que une a p con r y algo
que es importante senalar es que dicho arco contiene al
punto g. Ahora, de manera similar se obtiene un arco
C en X \ {¢} que une a p con r. Asi pues, se tienen
dos arcos diferentes (uno que pasa por ¢ y el segundo
que no lo tiene) que van de p a r lo que implica, por
la observacién 1.10, que X contiene una curva cerrada
simple.
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Capitulo 4
Dimension

La intencién de este capitulo es presentar los aspectos
basicos de la teoria de la dimension que seran necesa-
rios para demostrar que si un continuo es tal que sus com-
posantes son conexas por arcos y la dimensién de su hiperes-
pacio de continuos es finita entonces la dimensién de dicho
continuo es igual a 1 (teorema 4.9).

En la teoria de la dimensién se trabaja principalmente
con tres definiciones diferentes, a saber: la de Menger-
Urysohn (ind) o inductiva chica, la de Brouwer-Cech (Ind)
o inductiva grande y la de Cech-Lebesgue (dim) o cubriente.
A continuacion se presenta la definicién de la primera junto
con un teorema demostrado en [En89, 7.3.3].

Definicion 4.1. [Dimensidn de Menger-Urysohn] Sean X
un espacio reqular y n un entero no negativo, denote por
ind X a la dimension de Menger-Urysohn de X. Se dice
que:

1. ind X = —1 s1 X es vacio.

o7
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2. indX < n s para cada x € X y cada vecindad V
de x existe un abterto U C X talquez € U C V y
indFrU < n — 1, donde Fr U denota la frontera de U.

3. indX =nsiind X < n yla desigualdadind X < n-1
no se cumple.

4. ind X = oo si la desigualdad ind X < n no se satisface
para ninguna n.

A

Teorema 4.2. Para cada espacio métrico separable X se
tiene que ind X = Ind X = dim X. A

La razén por la que inicamente se presenta esta definicién
de entre las tres de dimension es por ser la menos dificil de
entender y visualizar y, ademas, debido a este teorema se
tiene que los tres conceptos coinciden en continuos. Por
lo que se prescindird de una discusién mayor sobre dichos
conceptos, no sin antes mencionar que de aqui en adelante
se utilizard como notacién dim X (por ser la mas sugerente)
y se referird a ella simplemente como “la dimensioén de X7.
Un hecho a recalcar y que se desprende de la definicién es
que si dos espacios topolégicos (regulares) son homeomorfos
entonces tienen la misma dimensién.

Observacion 4.1. De la definicién 4.1 se sigue que si Z es un
espacio métrico separable que tiene dimensidn igual a cero
entonces tiene una base B tal que para cada elemento U de
B se cumple que diin Fr U = —1, es decir, Fr U es vacia, por
tanto, U es un abierto y cerrado de Z, en particular, si Z es
no degenerado entonces es disconexo. Por consiguiente, si
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Z es un continuo no degenerado entonces tiene dimension
mayor o igual a 1.

Ejemplo 4.2. Sea Z un espacio discreto y no vacio. En-
tonces dim Z = 0.

Ejemplo 4.3. Considere el intervalo I. Dado que cadaz € [
tiene el sistema de vecindades abiertas {(z—1, z+1)nI}2. ),
y cada una de estas vecindades tiene como frontera un espa-
cio discreto y no vacio de a lo mas dos puntos, entonces se
sigue que dim I < 1, pero como [ es un continuo y, gracias

a la observacidn 4.1, se concluye que dim [ == 1.

Los siguientes tres teoremas serdn una buena herramienta
durante el desarrollo de este capitulo, los primeros dos son
demostrados en [En89, 7.1.1] y {En89, 7.2.1], respectiva-
mente, y el tercero se encuentra como ejercicio en [En78,

1.9.E(b)).

Teorema 4.3. Dados un continuo X y un subespacio A de
X se cumple qgue dim A < dim X. A

Teorema 4.4. Sea X un continuo. S1 X tiene una cu-
bierta cerrada numerable {F;}2, tal que dim F; < n pare
cada i € N, entonces dim X < n. A

Teorema 4.5. Sean X un espacio métrico y compacto y
Y un espacio métrico separable con dimY = 1. Entonces
dim(X xY) =dimX + 1. A

Corolario 4.6. Para cada continuo X se tiene que la di-
mension del cilindro de X es dim X + 1. A

Asi, por ejemplo, para cadan € N, se tiene que la n-celda
I™, que no es mas que el cilindro de 7"}, es de dimensién n.
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Una aplicacidén importante de los dos teoremas anteriores
es dada en el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Si X es un continuo entonces dim K(X) =
dim X + 1. A

Demostracion. Sidim X = oo entonces como X es homeo-
morfo a B(X), por el teorema 4.3, se sigue que dim K(X) =
o0. Asi que suponga que la dimensién de X es finita. De-
fina F} = {v}, donde v es el vértice de K(X) y, para cada
i€ {2,3,...}, Fi = (X x [0,%51]), donde 7 es la funcién
cociente. Dado que X x [0,* 1] es un compacto y 7 es con-
tinua, se sigue que Fj es un compacto y, por tanto, un ce-
rrado de K(X) paracadaz: € {2,3,...}. Como F; también
es cerrado, {F;}$2, es una coleccién de cerrados de K(X).
Ahora, sea p un elemento de K(X). Si p = v entonces
p € F1. Suponga entonces que p = w(z,t) con ¢ menor
que 1. Como {‘ 112, es una sucesién que converge a 1,

se concluye que existe j € N tal que ¢ € [0,23], por lo
que p = 7(z,t) € Fj, obteniendo asi que {F;}2, es un
cubierta (cerrada) de K(X). Gracias al corolario 4.6 y a
que para cada i € {2,3,...}, F; es homeomorfo al cilindro
de X se obtiene que dim F; = dim X + 1. Por lo anterior,
por el teorema 4.4 y dado que dim F; = 0, se concluye que
dim K(X) =dim X + 1. A

En 1951 R. H. Bing publicé el articulo [Bn51] el cual es
uno de los més importantes concernientes a la dimensién y a
los continuos hereditariamente indescomponibles, de dicho
trabajo se utilizaré el Teorema 5 que dice lo siguiente:
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Teorema 4.8. Sean X un continuo y n € N tales que
dim X = n+1. Entonces X contiene un subcontinuo heredi-
tariamente indescomponible Y que satisface que dimY =
n. A

Ahora se demostrard el teorema mds importante de este
capitulo.

Teorema 4.9. Sea X un continuo tal que sus composantes
son conezas por arcos y su hiperespacio de continuos C (X)
es de dimensidn finita. FEntonces dim X = 1. A

Demostracion. Si dim X = oo entonces del hecho de que
X es homeomorfo a Fi{X) se desprende que dim C(X) =
oo lo cual es absurdo. Por tanto dim X es finita. Ahora
suponga que dim X > 1. Por el teorema 4.8, X contiene
un continuo hereditariamente indescomponible Y tal que
dimY = dimX — 1. Sean p un punto de Y y k{p) su
composante en X. Entonces Y queda contenido en &(p).
Sean € N. Sean ¢,¢,...,q,, n puntos diferentes de ¥ y
g un punto de x(p) \ Y. Paracadai € {1,2,..., n}, sea U;
una vecindad abierta de ¢; en X tal que para 7 diferente de
J se cumple que U; y U; son ajenos. Por otro lado, para
cada ¢ € {1,2,...,n}, sea a; : [0,1] = (0,1]) C «(p)
un homeomorfismo tal que &(0) = ¢; y o4(1) = ¢. Por
continuidad de oy existe t; € (0,1) tal que a;([0, 2¢;)) est4
contenido en U;. Asique paracadai € {1,2,..., n}, denote
Y; = a([0,¢]). Considere Z = YUY;UY,U- - -UY,,. Observe
que Z es un n-odo, ya que ¢; pertenece a Y NY;, como Y; es
descomponible y Y es hereditariamente indescomponible, se
sigue que Y; no estd contenido en Y y dado que para cada
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i € {1,2,...,n}, Y; se encuentra contenido en Uj, se infiere
que Y; y Y; son ajenos cuando i es distinto de j. Como X
contiene un n-odo, por el teorema 2.19, se sigue que C(X)
contiene una n-celda. Puesto que n es arbitraria, al aplicar
el teorema 4.3 se deduce que C{X) es de dimensién infinita,
esta contradiccidon concluye el teorema. A



Capitulo 5

La propiedad de
cono=hiperespacio

En este capitulo se expondra la parte medular de esta
tesis, que consiste en presentar la nocién de la propiedad
de cono=hiperespacio, asi como desarrollar los principales
teoremas sobre la estructura de los continuos de dimension
finita que tienen esta propiedad.

Definicion 5.1. Sea X un continuo. Se dice que X tiene
la propiedad de cono=hiperespacio s: existe un homeo-
morfismo h : K(X) = C(X) tal que h(B(X)) = Fi(X) y
h(v) = X. A h se le conoce como homeomorfismo de
Rogers. A

Al homeomorfismo de Rogers se le puede pedir que para
cada elemento z de X, se cumpla que A(z,0) = {z}, el
siguiente resultado verifica lo anterior.

Proposicion 5.2. 51 X es un continuo con la propiedad
de cono=hiperespacio entonces existe un homeomorfismo de
Rogers H : K(X) — C(X) tal que para cada elemento = de
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X, se satisface que H(n(z,0)) = {z}, donde 7 es la funcion
cociente. A

Demostracién. Sea h : K(X) — C(X) un homeomor-
fismo de Rogers. Como ya se menciond, B(X) ~ X =~
Fi(X) y, ademés, se pueden dar los homeomorfismos de ia
siguiente forma:

n: X — B(X) con n(z) = n(zx,0) (5.1)

8: X = Fi(X) con 8(z) = {z}. (5.2)

Por definicién, se tiene que hl|gx) : B{X) — Fi(X) es
un homeomorfismo, de donde se desprende que (hig(x)) "' :
Fi(X) -+ B(X) también lo es. Defina f: X — X como la
siguiente composicién de homeomorfismos: 77 o(h|g(x)) o
8, la cual resulta ser un homeomorfismo. En virtud del
lema 2.10, se concluye que C(f) : C(X) — C(X) es un
homeomorfismo. Ahora, defina H : K(X) — C(X) por
H = C(f) o h. Note que H es un homeomorfismo por ser
composicién de homeomorfismos. Sélo resta verificar que
H es el homeomorfismo de Rogers deseado. Para esto se
tiene que si v es el vértice entonces

H(v) = (C(f)oh)(v) =C(H(X)=X (53

ya que f(X) = X. Ademas, dado un punto z de X,
H(n(z,0)) = C(f)(h(n(z,0))). Sea {p} = h(n(z,0}), en-
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tonces

C(f)(h(n(z,0))) = f(h(n(z,0))) = f({r})
= (17" o (hlpxy) "' 0 O)({p})
= {(n" o (hlBx))~" 0 0)(p)} (5.4)
= {(n"" o (hlacx)) " N({p})} '
= {(n™" o (hlaoxr)) ") (h(n(z,0)))}
= {n"Y(n(z,0))} = {z}. -

Por tanto H(n{z,0)) = {z}. A

En consecuencia, de ahora en adelante se supondra que
cualquier homeomorfismo de Rogers A cumple que h(n(z, 0})
{z} para cada punto z de X.

Los resultados que se presentan a continuacién serviran
de base para deducir el corolario 5.10, el cual aglutina, en
pocas palabras, todas las propiedades que se obtienen de
dichos resultados. Cada uno de éstos brinda informacién
sustancial para obtener una caracterizacion completa de los
subcontinuos propios y no degenerados de un continuo de
dimensién finita con la propiedad de cono=hiperespacio en
aquel corolario.

Teorema 5.3. Sea X un continuo con la propiedad de cono
=hiperespacio. Entonces cada composante de X es coneza
pOT arcos. A

Demostracion. Suponga que X no es un arco. Sean w un
punto de X y x(w) su composante en X. Sea g un elemento
de x(w) distinto de w. Por definicién de composante, existe
un subcontinuo propio ¢ de X tal que w y g pertenecen a Q).
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Sea b : K(X) - C(X) un homeomorfismo de Rogers. Con-
sidere nuevamente el homeomorfismo ¢ dado en la ecuacién
5.2. Igualmente, preste atencidn al subespacio 7(Q x {0})
de B(X) y observe que (07 o h)(m(Q x {0})) = @ (recuerde
que se estd suponiendo que h(w(z,0)) = {z}). Tome el
hiperespacio de continuos C(@Q) de @, el cual cabe men-
cionar es un subespacio conexo por arcos de C(X) (coro-
lario 2.7) que no tiene a X. Sea A un arco en C{Q) que una
a {w} con {gq}. Note que el vértice v no se encuentra en
h~1(A), ya que h(v) = X y éste no pertenece a A. Observe
ademds, que la funcién w : (K(X) \ {v}) = X definida
en el lema 1.18 se puede aplicar al subespacio A~}(A), con-
siguiendo asi un subcontinuo conexo por arcos de X el cual
tiene a los puntos w y ¢. Por tanto, de dicho subcontinuo
se puede obtener un arco que una a w con g que, por la
suposicién inicial, es distinto de X, por lo que se queda
contenido en x(w). A

Teorema 5.4. Sea X un continuo de dimension finita tal
que K(X) y C(X) son homeomorfos y cada una de sus com-
posantes es coneza por arcos. Entonces X es de dimension
tgual a 1 y C(X) es de dimension igual a 2. A

Demostracién. Suponga que dim X = n. Por el teorema
4.7, se tiene que dim K(X) = n + 1. Puesto que K(X)
es homeomorfo a C(X), se sigue que dimC(X) = n +1
y, por tanto, es de dimensién finita. No resta mdas que
aplicar el teorema 4.9 para concluir que dim X = 1 conque
dimC(X) = 2. A

Corolario 5.5. Sea X un continuo de dimensién finita con
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la propiedad de cono=hiperespacio. Entonces X es de di-
mensién igual a 1 y C(X) es de dimensién igual a 2. A

Teorema 5.6. Sea X un continuo tal que la dimensién de
su hiperespacio C(X) es igual a 2. Entonces X es atriddico.
A

Demostracién. Por el teorema 2.19, se tiene que si X con-
tuviera un triodo entonces C(X) contendria una 3-celda, lo
que es imposible puesto que dim C(X) = 2. A

Teorema 5.7. Sea X un continuo tal que la dimension de
su hiperespacio C(X) es igual a 2 y cada una de sus com-
posantes es coneza por arcos. StY es un subcontinuo propio
de X, entonces Y es unicoherente. A

Demostracién. Sea Y un subcontinuo propio de X. Su-
ponga que Y no es unicoherente. Entonces existe un par
de subcontinuos propios Ay BdeY talesqueY = AUB
y que AN B es disconexo. Sean C' y D dos componentes
distintas de AN B y U y V dos abiertos ajenos de X tales
que C C Uy D C V. Sea w un punto de Y. Puesto
que Y es un subcontinuo propio de X, X \ 'Y es un abierto
no vacto de X y como la composante x(w) de w en X es
densa en X (teorema 1.7), se sigue que existe un punto p
en x{w) N {X \Y). Dado que x{(w) es conexo por arcos
se concluye que existe un arco pw contenido en él. Sea
g € pw el primer punto del arco pw tal que ¢ pertenece a
Y y suponga que ¢ se encuentra en A. Puesto que U N B
y V' N B son dos abiertos relativos a B los cuales contienen
a C y D, respectivamente, al aplicar el teorema 1.25 se
obtienen dos subcontinuos X; y X3 de B que satisfacen
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que C G Xo CUNBy DG X3 CVNB. Note que,
en virtud de que C es componente de AN B y Xy es un
continuo que cumple que C' & Xy C B, entonces X» no
estd contenido en A, similarmente se deduce que X3 no se
encuentra contenido en A. Renombre pg = X, y denote por
Z = AU X, U X3 U Xj5. Observe que, por construccion, se
verifican las siguientes afirmaciones.

1. Para cada ¢ € {1,2,3}, A y X; se intersectan. Por
tanto Z es un continuo. Ademas X; no esti contenido
en A ya que p se encuentraen X;\ Ay, como se comentd
hace unos instantes, Xy y X3 tampoco estan contenidos

en A.

2. Para cada 4,7 € {1,2,3} con i distinto de j se sigue
que {X; \ A) es ajeno a (X; \ A)-

Por tanto Z es un triodo contenido en X, pero esto es
una contradiccién ya que, por el teorema 5.6, X debe ser
atriddico. A

Teorema 5.8. Sea X un continuo de dimension finita tal
que satisface las siguientes dos condiciones:

1. Eziste un homeomorfismo h : K(X) — C(X) tal que
h(v) = X, donde v es el vértice de K(X).

2. Cada una de sus composantes es conera por arcos.

Entonces cada subcontinuo propio de X es conexo por arcos.
A
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Demostracidn.

1. Sea Y un subcontinuo propio de X. Sean z y y dos
puntos distintos de Y. Debido a que z y y pertenecen
a Y y éste es diferente de X, se tiene que z y y se
encuentran en la misma composante x(z) de X. Como
k(z) es conexa por arcos, existe un homeomorfismo « :
[0,1] = «({0, 1]} C (z) tal que a(0) = z y (1) = y.
Si a([0, 1]) queda contenido en Y entonces no resta
nada por hacer.

2. Asi que suponga que a([0,1]) no se encuentra con-
tenido en Y. Como Y es cerrado (ya que es compacto),
a([0,1]) \ Y es un abierto no vacio de «([0, 1]). De la
continuidad de a se deduce que a~(a([0, 1)) \ Y) es
un abierto no vacio de [0,1]. Sea C una componente
de o~ }(a([0,1)) \ Y) y note que, por la conexidad lo-
cal de [0, 1], se concluye que C es un abierto de [0, 1].
Observe ademads, que 0 y 1 no pertenecen a C ya que
a(0) = z y a(l) = y son puntos de Y. Por tanto, C
es de la forma (a,b) donde a,b € [0,1] y a([e, b)) NY
consta inicamente de los puntos a{a) y a(b).

3. Observe que, por el teorema 5.4, C(X) es de dimensién
igual a 2 y que, por el teorema 5.7, los subcontinuos
propios de X son unicoherentes. Ahora, cabe destacar
que Y U«([a,b]) = X, ya que en caso contrario X con-
tendria un subcontinuo propio que no es unicoherente
(el mismo Y U a([a, b])). De este modo, a([a, b]) es un
arco en X tal que a([a, d]) \ {a(a), a(b)} es un abierto
localmente conexo de X.
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4. Tome una métrica d para X. Definap = o (%) ye =

(1) d(p,Y). Considere ahora un punto A en By, (X, ¢).
Por definicién se obtiene que X queda contenido en
N(A,¢), de donde se concluye que existe un punto ¢
de A tal que d(p, q) < ¢. Por la manera en que se eligi6
¢, se deduce que g no pertenece a Y y, por tanto, es un
punto de a{(a, b)), lo que implica que ¢ es un punto
de conexidad local de X. Utilizando el teorema 2.20
se obtiene que A es un punto de conexidad local de

C(X).

5. Considere ahora el homeomorfismo h : K(X) = C(X)
dado por las hipétesis. Note que h™'(Bg,(X,¢)) es
una vecindad abierta de v tal que cualquiera de sus
puntos es de conexidad local. Observe que se verifican
las siguientes conclusiones:

(a) X es localmente conexo por el teorema 1.20.
(b) X es atriédico por el teorema 5.6.
(c) El teorema 3.7 asegura que X es un arco o una

curva cerrada simple.

Por tanto, cualquier caso que se llegara dar en la ante-
rior conclusién (c) implica que los subcontinuos propios
de X son conexos por arcos.

A

Teorema 5.9. Sea X un continuo de dimension finita tal
que satisface las condiciones 1 y 2 enunciadas en el pasado
teorema 5.8. Entonces cada subcontinuo propio y no degene-
rado de X es un arco. A
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Demostracién. Sea Y un subcontinuo propio y no degene-
rado de X. Note que, por el teorema 5.4, C(X) es de di-
mensién igual a dos, por consiguiente, al aplicar los teore-
mas 5.6, 5.7 y 5.8 se deduce que Y es un dendroide atriddico.
Sélo resta recordar el teorema 3.6 para concluir que Y es
un arco. A

Ahora ya se tienen los elementos suficientes para deducir
que en un continuo de dimensién finita con la propiedad de
cono=hiperespacio, todos los subcontinuos propios y no de-
generados son arcos. Este resultado y el corolario 5.5 repre-
sentan (a mi modo de ver) dos de los resultados mas im-
portantes sobre la estructura de los continuos de dimension
finita con la propiedad de cono=hiperespacio.

Corolario 5.10. Sea X un continuo de dimensién finita
con la propiedad de cono=hiperespacio. Entonces cada sub-
continuo propio y no degenerado de X es un arco. A

En seguida se dara una caracterizacién de los continuos
de dimensién finita con la propiedad de cono=hiperespacio
en el caso particular en que son descomponibles.

Teorema 5.11. Sea X un continuo descomponible de di-
mension finita con la propiedad de cono=hiperespacio. En-
tonces X es un arco o una curva cerrada simple. A

Demostracién. Debido a que X es descomponible, se tiene
que X = AU B donde A y B son subcontinuos propios de
X. Del corolario 5.10 se deriva que tanto A como B son
arcos. Suponga que a; y a2 son los puntos extremos de A
y que by y by son los respectivos de B. Como B es propio,
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existe un punto w en A\ B. Para i € {1,2}, sea wa; el
subarco de a;a; que une a w con a;. Se tienen los siguientes
dos casos:

1. Suponga que para ambas i = 1,2, wa; y bb, se inter-
sectan. Sean z; el primer punto del arco we; tal que
z; se encuentra en B y 2,15 el subarco de by by que une
z1 con zy. Observe que, por construccidn, se tiene que
S = wx; U z122 U wzy es una curva cerrada simple
donde wzy, C wa,, £129 C biby v wre C way. Como
los subcontinuos propios de X son arcos se obtiene que
X = S y por tanto X es una curva cerrada simple.

2. Suponga que solamente para una z € {1,2} se cumple
que wa; y b1bs se intersectan. Sin pérdida de generali-
dad suponga que way es el que satisface tal condicién.
Entonces way U b1, es un subcontinuo propio (ya que
no contiene al punto a;) de X. Por tanto C = wa, U
biby es un arco que tiene a w como punto extremo,
esto, en virtud de que way \ {w} es conexo y, por ende,
también lo es C'\ {w} (puesto que w no pertenece al
arco bibs). De este modo, wa;NC = {w} y, por la ob-
servacion 1.6, se concluye que wa, UC = ajaa Ubiby =
AU B = X es un arco.

A

El siguiente par de proposiciones representa el reciproco
del teorema anterior, consiguiendo asi una caracterizacién
de todos los continuos descomponibles de dimensién finita
con la propiedad de cono=hiperespacio.
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Proposicion 5.12. [0, 1] tiene la propiedad de cono=hiper-
espacto. A

Demostracién. Primero observe que el cono geométrico y,
por tanto el topoldgico, de [0, 1] es homeomorfo al tridngulo
A descrito en la ecuacién 2.4, stendo en este caso el punto
(3,1) el que representa al vértice de K([0,1]) y el arco A =
{(z,y) € R2 : z € [0,1]yy = 0} el que corresponde a
la base B([0,1]) de K([0,1]). Asimismo, recuerde que en
el ejemplo 2.1 se mostré que C([0,1]) es homeomorfo al
mismo tridngulo, sucediendo en aquella ocasién que, (-21—, 1)
era la imagen bajo el homeomorfismo correspondiente del
elemento [0,1] de C([0,1]) y el previamente mencionado
arco A lo era a su vez del subespacio Fi([0,1]). Con lo
anterior puede concluirse que existe un homeomorfismo A :
K([0,1]) = C([0, 1]) que satisface las condiciones necesarias

para, ser uno de Rogers. A

Proposiciéon 5.13. S! tiene la propiedad de cono=hiper-
€SPaclo. A

Demostracién. Como en la prueba previa, note primera-
mente que el cono topolégico de S? (sirviéndose del geomé-
trico si hace falta) es homeomorfo al “cucurucho”

F={(z,y,2) eR: 22+’ =(1-2)’yz€[0,1]} (55)

donde el punto (0,0,1) estd asociado con el vértice v de
K (S') y cada elemento n((z,y),0) de B(S') (recuerde que
7 es la funcién cociente pertinente) esta relacionado bajo
dicho homeomorfismo con el punto (z,y,0) de I'. Recuerde,
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ademds, que, en virtud del ejemplo 2.2, C(S!) es homeo-
morfo al disco unitario D descrito en dicho ejemplo. Igual-
mente observe que el disco D (el cual, cabe seinalar, esta
contenido en el plano complejo C) es homeomorfo al subes-
pacio

G={(z,9,0) e R : z® + y* < 1} (5.6)

de R3, existiendo, ademds, un homeomorfismo entre éstos
que al punto z + iy le asocia el punto (z,y,0). Finalmente,
la funcién proyeccién que al punto (z,y,z) lo manda al
punto (z,y,0) es continua, si se le restringe a [ es, por la
definicién de I, inyectiva y su imagen es G. Por tanto I es
homeomorfo a G. Conque I es homeomorfo a D y no sélo
eso sino que gracias a la forma en que se fueron describiendo
los homeomorfismos necesarios se cumple que la imagen de
(0,0,1) es el punto 0 {complejo) y la imagen de (z,y,0) es el
punto z 41y (cuya norma es igual a 1). Con los argumentos
previos se deduce que existe un homeomorfismo de Rogers
entre K (S') y C(SY). A



Capitulo 6

Continuos C-H

El objetivo de este capitulo es desarrollar los resulta-
dos més interesantes sobre los continuos C-H e indescom-
ponibles de dimensién finita. Cabe sefialar que el principal
de estos resultados garantiza que dichos continuos cuentan
con la propiedad de cono=hiperespacio.

Definicién 6.1. Dado un continuo X, se dice gue es un
continuo C-H si satisface que K{X) es homeomorfo a
C(X). A

Observe que a diferencia de la propiedad de cono=hiper-
espacio, a un continuo C-H, X, no se le exige que exista un
homeomorfismo h : K(X) = C(X) tal que A{B(X)) =
Fi(X) y que h(v) = X.

Teorema 6.2. Sea X un continuo C-H e indescomponible.
Sih: K(X)— C(X) es un homeomorfismo y v es el vértice
de K(X) entonces h(v) = X. A

Demostracién. Suponga que h(v) es distinto de X. Por
el corolario 2.8, C(X)\ C(h(v)) es un abierto y conexo por
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arcos de C(X), por consiguiente U = h™1(C(X) \ C(h(v)))
es un abierto y conexo por arcos de K(X) que no tiene
a v, asi que al aplicar la funcién @ del lema 1.18 a U se
obtiene que w(U) es un abierto (ya que w es abierta) no
vacio conexo por arcos de X lo cual contradice el corolario
1.11. A

Proposicién 6.3. Sea X un continuo C-H e indescom-
ponible. Entonces cada subcontinuo propio de €l estd con-
tenido en alguna componente por arcos de X. A

Demostracion.

1. Sean M un subcontinuo propio de X y h : K(X) —
C(X) un homeomorfismo. Suponga que M intersecta
a dos componentes por arcos diferentes A; y Az de X.

2. Por el corolario 1.19, se tiene que para cada ¢ € {1, 2},
K(A;) \ {v} es una componente por arcos de K(X) \
{v}. Del mismo modo, por el teorema 6.2, h(v) = X
y, en consecuencia, A(K(X)\ {v}) = C(X) \ {X}.
Como h es homeomorfismo, h(K(A;) \ {v}) es una
componente por arcos de C(X)\ {X}. Asi que en vir-
tud del corolario 2.16, existen dos composantes (aje-
nas) k, y ke de X tales que para cada ¢ € {1,2},

(K (A:) \ {v}) = C(~:).

3. Debido a que, para cada ¢ € {1,2}, M intersecta a A;,
se tiene que, igualmente, B{M) intersecta a B(A4;), lo
que implica que h(B(M)) intersecta a C(x;) = h(K(A;)
\{v}). Por tanto, o(k(B(M))) intersecta a x; (re-
cuerde que o es la funcién unién dada en la defiricién
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2.13). Del hecho de que o(h(B(M))) es un subcon-
tinuo de X que intersecta a dos composantes distintas,
se concluye que o(h(B(M))) = X (gracias al teorema
1.9 y a la indescomponibilidad de X).

4. Por el teorema 6.2, se tiene que X no pertenece a
h(B(M)), asi que h(B(M)) debe intersectar a C(x)
para cada composante k de X, conque por €l corolario
2.16, h(B(M)) intersecta a cada componente por ar-
cos de C(X)\{X}. Por tanto, B(M) intersecta a cada
componente por arcos de K(X)\ {v} que, por el coro-
lario 1.19, implica que M intersecta a cada componente
por arcos de X, en particular, M intersecta a com-
ponentes por arcos que se encuentran contenidas en
composantes ajenas de donde se deduce que M = X,
lo cual es una contradiccion.

A

Proposicion 6.4. Sea X un continuo C-H e ndescom-
pontble. Entonces cada composante de X es conexa por
arcos. Por tanto, las composantes de X coinciden con las
componentes por arcos de X. A

Demostracion. Sean p un punto de X, « la composante
de X que tiene a p y A la componente por arcos de X a
la que pertenece p. Se mostrard que A = k. Sea a un
punto de A. Entonces existe un arco ap que une a a con
p, pero ap es un continuo descomponible por consiguiente
estd contenido propiamente en X y tiene a p, asi que ap v,
por tanto a, se encuentra contenido en x. Ahora considere
un punto ¢ de k. Entonces existe un subcontinuo propio
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M de X que contiene a p y ¢ (ya que ambos pertenecen
a la misma composante). Por la proposicién 6.3, M se
encuentra contenido en una componente por arcos, la cual
no puede ser mas que A puesto que p pertenece a M N A,
esto implica que M estd contenido en A y, por tanto, ¢
pertenece a A. A

Teorema 6.5. Sea X un continuo C-H, indescomponible
y de dimensidn finita. Entonces cada subcontinuo propio y
no degenerado de X es un arco. A

Demostracién. Observe que, por el teorema 6.2 y la propo-
sicién 6.4, X satisface las condiciones ! y 2 enunciadas en
el teorema. 5.8, asi que no queda mas que aplicar el teorema
5.9, para concluir este teorema. A

Teorema 6.6. Sea X un continuo indescomponible tal que
cada uno de sus subcontinuos propios y no degenerados es
un arco. Entonces cada composante de X es la imagen
continua e inyectiva de R o [0, 00). A

Demostracion.

1. Sea K una composante de X. Sea p: C(X) — [0,1]
una funcién de Whitney normalizada (recuerde que
tales funciones son aquéllas mencionadas en la dis-
cusién posterior a la definicién 2.3 y que, gracias al
teorema 2.4, se sabe que existen). Escoja dos puntos
distintos p y ¢ de K.

2. Observe que, para cada punto z de K diferente de
p, existe un unico arco, pr, entre p y £ ya que, en
caso contrario, la observacién 1.10 garantiza que X
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contiene una curva cerrada simple, la cual es descom-
ponible conque es un subcontinuo propio de X, pero,
por hipdétesis tales subcontinuos son arcos lo que es
imposible.

. Defina ¢ : K — R por:

u(pz),  sipzNpg# {p};
9{z) = § ~u(pz}, sipzNpg={p} (6.1)
0, sl z =p.

. g es inyectiva. Sean z y y dos puntos diferentes de K.
Note que, ademds, puede suponerse que p es distinto
de z y de y, ya que en caso contrario se tiene que g{z) y
g(y) son un par de niimeros reales, de los cuales uno es
cero y el otro es diferente a cero. Observe que prUpyU
pg es un subcontinuo descomponible, en consecuencia
es propio en X y, por tanto, es un arco. Sea pues wgz2
tal arco. Considere un orden en wgzy, <, como aquél
presentado en la notacién 1.2. Suponga que sucede
cualquiera de las siguientes dos situaciones: z,y < po
p < z,y, entonces px & py o py & pz, ambas implican
que p(pz) # 1(py) de donde se deduce que |g(z}| #

lg(v)|, por tanto g(z) # g(y). Ahora suponga que se
presenta uno de los siguientes casos: z < p < y o

y < p < z, entonces sélo considere las posibilidades
p < g 0 ¢ < p para concluir, en cualquier caso, que
g{z) y g(y) son de signos contrarios.

. Sea A un arco contenido en K. Se mostrara que g|4 es
continua. Para esto, sean a un punto de A y {a,}32,
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una sucesion de puntos de A convergente a a. Note
que A U pa U pg es un arco, asi que denote por w;2; a
tal arco. Igualmente observe que, para cada n € N, el
arco pa, queda contenido en el arco w2, por tanto, de
acuerdo al ejemplo 2.1, la sucesién de arcos {pa,}>2,
converge al arco pa. Como u es continua, la sucesion
{u(pan)}2, converge a p(pa). Si p = a entonces la
sucesién {g(a)}32, converge a g{a). Asi que suponga
que p es diferente de a, que d es una métrica para X
y que < es un orden en w;z; de tal modo que w; <
p < z1. Como p es distinto de a, puede suponerse, sin
pérdida de generalidad, que p < a. Si paNpg # {p}
entonces para € = (%) d(a, wp) existe N € N tal que
si n > N entonces d(a,a,) < € lo que implica que en
el arco wyz; se tiene que pa, N pg # {p}, es decir, la
sucesién {g(a,)}, converge a g(a). De igual modo
se obtiene la misma conclusién si pa N pg = {p}. Por
tanto, se ha mostrado que g|4 es continua y debido
al recordatorio 1.5, A y g(A) son homeomorfos. Por
tanto g{A) = [¢, d] para algin par de nimeros ¢y d de
R.

. Gracias al teorema 1.8 se puede escribir K = Uff’:l An,

donde {A,}%; es una sucesién creciente de subconti-
nuos propios y no degenerados (de hecho, cada A, es
un arco) de X. Como g restringida a un arco es un
homeomorfismo sobre la imagen de dicho arco, cada
g(A;) es un intervalo compacto de R, asi que denote
[tn, 8n) = g(Ar) y observe que {£,}52 ,, es una sucesién
decreciente y acotada por —1, lo anterior es cierto en
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virtud de que g es una funcién de Whitney normali-
zada, asi que, para cada punto z de X, |g(z)| = u(pz)
< p{X) = 1. De igual modo se concluye que {s,}2,
es una sucesidn creciente y acotada por 1. Sean t =
lim, o0 tn ¥ 5 = limp 0 S5 Por consiguiente, g(K) es
la unién de una sucesién creciente de intervalos cerra~
dos en R y se tiene, ademads, por la conexidad de K,
que g(K) es un subintervalo de [t, s] tal que t y s son
sus puntos frontera en R. Defina f : g(K) — K por
f = g7! (recuerde que g es inyectiva).

. f es continua. Sea r un nimero de g(K). Sir = ¢
entonces ¢ pertenece a g(K), pero como t = inf{t, :
n € N} y, por tanto ¢ = inf g(K), se infiere que existe
m € Ntalquet = t,,, pero gracias a que A, y g(Anm) =
[tm, Sm] son homeomorfos bajo gla,, y a que f es la
inversa de g se obtiene que fly, ) es continua y como
[t,5m) es un abierto del dominio de f que tiene a r,
se deduce que f es continua en r. De manera similar
se concluye lo mismo si 7 = s. Asi que suponga que
7 € (t,s). Por ladefinicién de t y de s, existe m € N tal
que 7 € (tm, Sm), asi que, de igual modo, se concluye
que f es continua en 7.

. Como f es continua, se tiene que g(K) no puede ser
compacto ya que en caso contrario, f(g(K)) = K seria
un compacto en X lo que es imposible debido a que X
es un subespacio denso y propio de X. De lo anterior se
deduce que g(X) no es mas que de una de las siguientes
tres formas: [¢,s), (£, 8] o (t,s). Por tanto K es la
imagen continua e inyectiva (puesto que f es la inversa
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de g) de uno de los tres intervalos antes mencionados,
concluyendo asi la prueba de este teorema.

A

Corolario 6.7. Sea X un continuo C-H, indescomponible
y de dimensién finita. Entonces cada composante de X es
la imagen continua e inyectiva de R o [0, 00). A

Corolario 6.8. Suponga que X es un continuo indescom-
ponible de dimensidn finita con la propiedad de cono=hiper-
espacio. Entonces cada composante de X es la imagen con-
tinua e inyectiva de R o [0, 00). A

A continuacién se presentan una definicién y un ejemplo
que seran itiles para la prueba del lema posterior.

Definicién 6.9. Sean X un continuo, p un punto de X y
D ={z € C:|z| <1} el disco unitario. Se dice que p es un
punto interior a un disco en X si existe un subespacio
U de X y un homeomorfismo g : D — U tal que g(0) = p.
Asimismo al subespacio U se le llamard disco para p. A

Ejemplo 6.1. Considere el tridngulo A descrito en la ecua-
cién 2.4. Observe que si A° y Fr A denotan el interior y la
frontera de A en R? respectivamente, entonces cada (z,y) €
A° es un punto interior a un disco en A. Igualmente note
que ningin elemento de Fr A puede serlo. Asi que, gracias
al homeomorfismo dado en el ejemplo 2.1 entre C([0,1])
y A, se deduce que un elemento (a,b] de C([0,1]) es un
punto interior a un disco en C([0, 1]) si y sélo si se satisface
que 0 < a < b < 1. Por otra parte, observe que puesto
que A y K ([0, 1]) son homeomorfos, se concluye que ningin
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elemento de B([0, 1]) puede ser un punto interior a un disco
en K([0,1]).

Lema 6.10. Sea X un continuo tal que sus subcontinuos
no degenerados y conexos por arcos son arcos. Entonces
ningiin elemento de B(X) es un punto interior a un disco
en K(X). A

Demostraciéon. Suponga lo contrario, a saber, existe un
elemento 7(p,0) de B(X) y un disco V para tal punto
en K(X), donde m es la funcién cociente. Puesto que el
vértice v es diferente de w(p,0), escoja un nuevo disco U
para w(p,0) contenido en V' y tal que v no pertenezca a
él. Por tanto, U se encuentra en el dominio de la funcién
o dada en el lema 1.18. Como U es conexo por arcos,
w(U) es un subcontinuo conexo por arcos y no degenerado
(puesto que si fuese degenerado entonces U deberia quedar
contenido en m({p} X [0, 1)) lo que es imposible ya que U es
homeomorfo al disco unitario D). En consecuencia, w(U)
es un arco en X y note que U estd contenido en el cono
K{w(U)), conque n(p,0) es un elemento de la base de este
cono. Finalmente observe que se ha encontrado un disco
U para 7(p,0) (un elemento de la base) en K(w(U)) (el
cono de un arco), lo que es imposible en virtud del ejemplo
6.1. A

Con el signiente teorema se dard por concluido este capi-
tulo (y de hecho la tesis).

Teorema 6.11. Sea X un continuo C-H, indescomponible
y de dimension finita. Entonces X tiene la propiedad de
cono=hiperespacio. A
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Demostracién. Sea h : K(X) — C(X) un homeomor-
fismo. Por el teorema 6.2, h(v) = X. Sélo resta verificar
que h{B(X)) = F1(X). Sea 6 una composante de X, por
la proposicién 6.4, # es una componente por arcos de X.
Debido al corolario 1.19, se tiene que K(6) \ {v} es una
componente por arcos de K(X) \ {v}, lo que implica que
h(K(8)\ {v}) es una componente por arcos de C(X)}\ {X}.
Gracias al corolario 2.16, existe una composante « de X tal
que h(K(8)\ {v}) = C(x). Por el corolario 6.7, sucede uno
de los siguientes casos:

1. Existe una funcién f; : R — « continua y biyectiva, o

2. Existe una funcién f; : [0,00) — & continua y biyec-
tiva.

En cualquier caso y, en virtud de la conclusién del inciso
5 de la demostracion del teorema 6.6, se cumple que cada
elemento A de C(x) se puede escribir como A = fi([a, b]),
donde z € {1,2} y a y b son nimeros reales. Los argumentos
siguientes son para concluir que A{B(f)) queda contenido
en Fi(k) = {{p} : p € &}, paraesto, se analizaran dos casos.

Primer caso. Suponga que £ = fi(R). Sea A un ele-
mento de C(k)\ Fi{x). Entonces existen dos nimeros reales
a vy b tales que A = fi{{a,b]). Como f; es inyectiva se
tiene que fi restringida a un arco es un homeomorfismo
sobre su imagen, asi que, utilizando el ejemplo 6.1, se de-
duce que A = fi([a,d]) es un punto interior a un disco en
C(fi([a—1,b+1])). Por tanto, A es un punto interior a un
disco en C(X). Ahora considere un punto 7(p,0) de B(6)
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y escriba h(m(p,0)) = B. Recuerde que, por el lema 6.10,
7(p,0) no es un punto interior a un disco en K (X}, lo cual,
aunado a lo mencionado hace unos instantes implica que
B es un elemento de Fi(k), es decir, h(B(f)) se encuentra
contenido en Fi(k).

Segundo caso. Suponga que & = f5([0, 00)).

1. Sea A un elemento de C(k) \ (F1(x) U C(k, f2(0))),
donde C(k, f2(0)) = {M € C(x) : fo(0) € M}. En-
tonces existen dos numeros reales a y b tales que A =
fa(la, b]). Como A no pertenece a C{k, f2(0)), se tiene
que 0 < a asi que, procediendo del mismo modo que
en el caso previo, se concluye que A es un punto in-
terior a un disco en C(f5([0,b + 1])) y, por tanto en
C(X). Considere un punto 7(p,0) de B(f)} y escriba
h(m(p,0)) = B. De manera similar a lo discutido en
el caso anterior, se deduce que B es un elemento de
Fi(&) U C{x, f2(0)), lo que implica que h(B(#)) estd
contenido en Fy(k) U C(x, f2(0)).

2. Considere una funciéon de Whitney normalizada pu :
C(X) = {0,1] y sea  : [0,1}] = C(X) un arco orde-
nado de {f2(0)} a X. Se mostrard que C(k, f2(0)) =
a([0,1)). Primero note que, por el comentario previo
al primer caso y, por la definicién de C(k, f2(0))}, se
sigue que

C(x, f2(0)) = {f2([0,2]) : £ € [0,00)} (6.2)

Sean A un elemento de C(k, f2(0)) y t € [0,00) tal
que A = f>([0,¢t]). Debido a que u(A) € [0,1] y a que
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poa : [0,1] = [0,1] es una funcién continua y tal
que (10 a)(0) = p({£(0)}) = 0y que (poa)(l) =
p{X) = 1, se tiene que, por el teorema del valor inter-
medio, existe s € [0, 1] tal que p(a(s)) = u(A). Note,
ademas, que s < 1, ya que por la definicion de A, éste
es un subcontinuo propio de X y, como «(1) = X, se
tiene que pu{A) < p(e(1)). Entonces c(s) es un sub-
continuo propio de X (contenido en ) que contiene a
f2(0) (ya que {f2(0)} = a(0) y, por definicién, éste se
encuentra contenido en a(s)). Sea r € [0, 00) tal que
a(s) = fo([0,7]), conque A = fo([0,t]) estd contenido
en a(s) o este dltimo queda contenido en el primero,
pero p(a(s)) = u(A), de donde se deduce que A =
a(s). Por tanto, C(k, f2(0)) estd contenido en ([0, 1)).
Por otra parte, cualquier elemento de ([0, 1)) es un
subcontinuo propio de X que contiene (0} = {f2(0)},
asi que debe estar contenido en k. Por consiguiente,
se ha mostrado que C(k, f2(0)) = ([0, 1)).

Se afirma que h(B(9)) est4 contenido en Fi(x). Supon-
ga lo contrario, es decir, existe un punto 7(g, 0) de B(f)
tal que que h(7(g,0)) no pertenece a Fi(x). Denote por
Q a h(n(g,0)). Del pasado inciso 1 se deduce que Q) es
un elemento de C{k, f2(0))\ Fi(x) asi que, por el inciso
2, existe a € [0, 1) tal que @ = a(a), pero, debido a que
@ no es degenerado, se tiene que a > 0. Ahora, gracias
a que p es continua se cumple que p~'((0, £(Q))) es un
abierto de C(X). Observe que se verifica

w7 ((0, (@) N (Fi(X) U ([0, 1)) = ((0,0)) (6.3)
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ya que si considera un elemento M del lado izquierdo
de esta ecuacién, entonces pu(M) > 0, de donde se
obtiene que M no pertenece a Fy(X), es decir, M
es un elemento de o([0,1]) tal que p(M) < p(Q),
esto a su vez implica que M estd contenido en @ (ya
que ambos son elementos del arco ordenado a), en
consecuencia, M pertenece a a((0,a)), por otro lado,
si b € (0,a) entonces por definicién de a se tiene
que a(0) ¢ a(b) & afa) = @ obteniendo asi que
0 < p(a(b)) < u{Q), por tanto, se ha verificado la
ecuacion 6.3. Ahora considere lo siguiente, puesto que
B(X) es homeomorfo a X y # es denso en X, se tiene

que B(6) K (mismo que se queda contenido en B(X)
ya que éste es un cerrado en K (X)) es igual a B(X),
asi que, al aplicar el homeomorfismo h y, debido a que
F1(X) es un cerrado en C(X), se obtiene que

h(B(X)) = (B ) < () U Clr, £2(0))

W e Frone™

C Fi(x) C(x, f2(0))
=FR(X)Ua [0, 1])

C(X)

(6.4)

Observe que el espacio Fi(X) U ([0,1]) consiste de
un continuo (Fi(X)) y un arco («([0,1])) que se in-
tersectan en un tnico punto (@(0)). Por otra parte,
debido a que h(B(X)) es indescomponible y a que
cualquier subcontinuo no degenerado de a([0, 1]) es des-
componible, ya que es un arco, se deduce que h(B(X))
no puede quedar contenido en «([0, 1]). Por consiguien-

te h(B(X)) es un subcontinuo de F1(X)Ua([0,1]) que
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intersecta a F1(X) y que tiene a @ = afa). De los ar-
gumentos previos se infiere que a([0, a]) es un subcon-
tinuo propio (ya que es descomponible) de h(B(X))
que tiene interior no vacio en h(B(X)), lo anterior
en virtud de que, por la ecuacién 6.3, @((0,a}) es un
abierto de F;(X) U ([0, 1]) que, por la ecuacién 6.4,
implica que también es abierto en h(B(X)), esta ob-
servacién es una contradiccién debida al corolario 1.10,
dicha contradiccién prueba la afirmacién inicial de este
inciso 3.

Por tanto, se ha demostrado que h(B(6)) se encuentra con-
tenido en Fi(x) el cual esta contenido a su vez en F|(X).
Como @ se escogié como una composante cualquiera de X,
se concluye que k(B(X)) se encuentra contenido en Fj(X),
pero, h(B(X)) es un subcontinuo indescomponible y los
subcontinuos propios y no degenerados de Fj(X) son ar-
cos (recuerde que Fi(X) es homeomorfo a X), por tanto
R(B(X)) = Fi(X). De este modo queda concluida la de-
mostracién de este teorema. A
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