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INTRODUCCION

El trabajo que presentamos a continuacién estd dividido a grandes rasgos en tres partes; las
dos primeras son la parte medular de la tesis. En primer término estudiamos minuciosamente
la distribucién de los puntos en los planos proyectivos finitos algebraicos, es decir, los planas
proyectivos que se construyen a partir de los campos finitos ¢ campos de Galois, en donde, a
lo largo de esta primera parte, concluimos que los puntos se distribuyen en tres conjuntos cuya
unidn asemeja a una "margarita”, una flor con centro, pétalos y tallo. Por otre lado analizamos
como las rectas del plano proyectivo intersectan a la _marga.rit? de puntes y concluimos que

dichas intersecciones dan lugar a una margarita de rectas que resuita ser dual a la anterior.

En la segunda parte damos un isomorfismo entre los planos proyectivos algebréicos de orden
alguna potencia de dos y los espacios proyectivos sobre Z;. Esto lo hacemos a partir de la

margarita de rectas y aplicamos técnicas de disefios de bloques.

Finalmente, en la tercera parte aplicamos lo demostrado en las dos anteriores a la teorfa
de las gréficas y sus coloraciones. Curicsamente, o mejor dicho, como sucede casi siempre con
las matemdticas, la pregunta original del trabajo doctoral- surgié precisamente en el contexto
de las coloraciones en la teorfa de las graficas (ver introduccién del capftulo V) y nos dimos
cuenta que para resolver, aunque fuera en una parte, nuestro problema era necesario estudiar
detalladamente la estructiira de los planos proyectivos finitos. Asf, este camino nos llevé a
encontrar resultados que nos parecieron tanto o mas interesantes que el problema original y
desviaron nuestra investigacidn. Sin embargo, estos resultados nos permitieron resolver, aunque
de manera parcial, el problema planteado al iniciar el trabajo doctoral y obviamente conside-
ramos de gran importancia incluir en la tesis las aplicaciones de los resultados fundamentales

en la sclucién de nuestras preguntas iniciales.



Asf, si pensamos en los planos proyectivos como hipergraficas cuyoe vértices son los puntos
y cuyas aristas son las rectas damos una cota inferior al mimero heterocromatico del plano
proyectivo, esta cota la obtenemos a partir de nuestra margarita de rectas; también enunciamos
una cota superior, la cual no se demuestra ya que su dernostracion est4 relacionada con conjuntos
blogueadores y con subplancs de Baer, lo cua! no est4 incluido en el trabajo previo.

Por otro lado, damos el mimero heterocromatico de algunos planos proyectivos algebrsicos
de tamaiio pequefio y finalmente abordamos el primer problema planteado al inicio de! trabajo
doctoral y que resuelve la tensién en los plancs proyectivos algebrdicos, pensando a estos como

3-gréficas cuyos vértices son los puntos y cuyas aristas son las ternas de puntos no colineales.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capftulo definiremos a los plancs prayectivos y en particular construiremos los planos
proyectivos algebrdicos sobre los Campos de Galois de orden ¢, cuando g es una potencia de dos;
también daremos algunas propiedades que nos serdn de utilidad en nuestro trabajo posterior.
Introduciremos el concepto de dvalo, tanto de puntos como de rectas, describiendo también en
estos algunas propiedades importantes.

DEFINICION 1.1: Un Plano Proyectivo consta de un conjunto de puntos P y un
conjunto de rectas L tal que:

L1: Cualquier recta tiene al menos dos puntos.

L2: Dos puntos estdn en precisamente una recta.

PP1: Cualesquiera dos rectas se encuentran en un punto.

PP2: Existe un conjunto de cuatro puntos en el que no hay tres colineales (existencia del
cuadrdngulo).

En adelante hablaremos solo de planos proyectivos finitos.

El ejemplo mas pequefio de un plano proyectivo finito es el Plano de Fanc que contiene 7
rectas y 7 puntos ordenados como en la figura 1-1, donde §) = abe, ly = afd, I3 = age, I = bfe,
Is =cde, lg =cfgyly = bdg.

Observamos que cada recta tiene 3 puntos y en cada punto inciden 3 rectas.

Es facil observar que en todo plano proyectivo finito, el nimero de puntos que contiene una
recta es igual sl nimero de rectas que se intersectan en un punto y, si este ndmero es g + 1

entonces el total de puntos es g* +g+1 que es también el total de rectas. Es por eso que decimos
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Figura 1-1: Plano de Fano

que el orden del plano proyectivo es g. Asf pues, el Plano de Fano es un plano proyectivo de
orden 2, y es el dnico de orden 2 salvo isomorfismo. En gene;'nl es posible que tengamos dos o
més planos prayectivos del mismo orden, Denotaremos por I1; a cualquier plano proyectivo de
orden ¢ y por P(Ily) y por R(Il,) al conjunto de puntos y de rectas en I1; respectivamente,

A continuacion construiremos planos proyectivos de orden ¢ donde g es una potencia de
dos, usando como herramienta los campos de Galois de orden g. A estos plancs proyectivos los
Hamaremos algebrdicos y los denotaremos por PG(2,g).

Denotemos al campo de Galois de orden ¢, donde g = 2**!comoe GF({g) y recordemos que
se canstruye a partir de cualquier polinomio irreducible en Zz de grado n + 1. En particular,
para simplificar nuestro trabajo, construiremos & GF(g) a partir de un polinomio primitivo en
Z, de grado n + 1, donde un polinomio primitivo es un polinomio irreducible cuya rafz es un
elemento generador del subgrupo multiplicative de GF(q).

Asf, tenemoe a los elementos de GF(g) escritos de dos maneras distintas; la primera es us-
ando directamente €] polinomio primitivo y escribiendo a los elementos de GF{g) como n}il a0’
para a; € Z3 y a rafz de dicho polinomio y la segunda es escribir cada elemento como ;;:tlencia

de a, es decir:

GF(g) = {0.0% a,...,092} |



En adelante o denotar4 el elemento generador de GF” {q) y escribimos a los elementos de
GF(g) como potencias de a.

Ademis la suma y el producto en GF(q) estan definidos de manera usual como en el campo
de los polinomios sobre Z; simplificando el resultado del producto mediante el polinomic pri-

mitivo para obtener un polinomio de grado menor o igual que n.

Construiremnos ahora el plano proyectivo algebréico de orden g, consideremos el conjunto de
ternas {(xo,x1,22) tal que z; € GF(g) } - {(0,0,0)}. Observemos que tenemos ¢° ~ 1 ternas.
Decimos que la terna = = (g, x,,T2) es equivalente a la terna y = (yo,¥1,¥2) y escribimos
T ~ y siysolosi z = Ay para algun A € GF*(q). Observemos que ~ es por definicién una
relacién de equivalencia y cada clase de equivalencia tiene g — 1 elementos, entonces tenemos
’:fll =¢*+ g+ 1 clases de equivalencia. Denotaremos la clase de equivalencia de x por [z].
Entonces los puntos de PG(2,q) son las clases de equivalencia anteriores.

Para definir las rectas de PG(2,q) tomamos nuevamente las ternas (ag,a;,oq) tal que
a; € GF(q) —{(0,0,0)} y definimos la recta [a} como el cnnjur;to de todos los puntos [z] tales

que satisfacen que:
apTy + o) + agzre =0

Observemos que [a] = [Aa] para todo A € GF*(g). En forma similar a como calculamos €l
nimero de puntos obtenemos que PG(2,q) contiene ¢2 +g+ 1 rectas. Sea [a] = [ap, a1, a2} una
recta en PG(2,49) con ag # 0, entonces si [z] € [o], Zo queda determinado por x, y z; (alguno
de ellos distinto de cero), entonces existen ¢° — 1 elecciones para z; y 3 y por lo tanto hay
g% — 1 ternas z (z # 0) que satisfacen agzp + a1T} + a3z = 0 y como cada clase tiene g - 1
elementos, entonces hay ’:_;Il =g+ 1 puntos [z] en [a].

Finalmente sean [z} e [y} dos puntos distintos en PG(2, q), como T # Ay entonces x e y son

linealmente independientes por lo que, las soluciones & a la ecuacién:

mei =0= z‘;‘iyi

forman un subespacio de dimensién uno, entonces [z] e [y] determinan una recta. Ademds

si @ y 3 son soluciones de la ecuacién anterior existe A € GF*(g) tal que @ = AS, lo que implica
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que [z] e [y] determinan una unica recta.

Por lo tanto PG(2, 4} es un plano proyectivo finito de orden g, es decir es un I,.

La siguiente proposicion acerca de las descomposiciones de la unidad en G'F(g) nos serd
tnuy 1til después.

PROPOSICION 1.1: En GFig) paracadaie {1, s "2—'3} existe una dnica descomposi-
cién de la unidad 1 = @™ + a™** en donde a; # a; para i # j.

Demostracidn:

Sea 1 = a® + a% una descomposicién de la unidad con a;,a; € {1,...,¢ — 2}, claramente
e # a; ye; = a; + 3 para algin s € {1,..,¢ - 2}. Supongamos que a; = a y a; =a+ s.
entonces: 1 = a®* +a®**, sis € {1, - 5;—2} tenemos una de las descomposiciones que aparecen
en el enunciado de] teorema, ahora si s € {1-;-3 +1,..,.0—~ 2} entonces —s € {9;—2,..., l} yaque
s+ (—5) =0 (mod g - 1).

Por lo tanto 1 = a®** + af®+*)=* es ghora una de las descomposiciones que querfamos
obtener, entonces de cualquier manera obtenemos la descomposicién: 1 = a® + a®** para
s€ {l,...,lg—z} .

A continuacién probaremos primero que cualquier descomposicién de la unidad 1 = o +a?*
que satisfaga las hipétesis de la proposicién en la que b # a y b # a + 5 es diferente a la
descomposicién anterior y después que también es diferente si s # t.

Sea 1 = a®+a®*! otra descompaosicién de la unidad con b # a y b # a + 3, entonces b+1 #a

yb+ts#a+ 3 yaquesib+t =aentonces:

1 = ab+t 4 qote

1 = a® + ot

por lo tanto b = a + s lo cual no es cierto.

Analogamente si b+t = g + s entonces:

1 =ac+ab+l

1=ab+abt



por lo tanto a = b lo cual tampoco es cierto.

Ademés es necesario probar que s 5 ¢. Supongamos que s = ¢, entonces:

1=a°+aots

1= ab +Qb+'

con a # b.

Factorizando:

1=0a"(1+¢a")
1=c*(1+a")

lo que implica que a® = o® y entonces a = b lo cual es falso.

Analogamente obtenemos las deméds descomposiciones. Bl

Introducirernos ahora la nocién de évalo de puntos y de rectas.
DEFINICION 1.1: Sea II; un Plano Proyectivo de orden g. Definimos un dvale de
puntos como un subconjunto de puntos de I, tal que toda recta que lo corta lo intersecta en

exactamente dos puntos.

DEFINICION 1.2: Sea II, un Plano Proyectivo de orden g. Definimos un évalo de
rectas como un subconjunto de rectas de Il; tal que por cada punto que pertenece a .alguna.

de estas rectas pasan exactamente dos rectas del subconjunto.

En adelante, para simplificar, llamaremos a los ¢valos de puntos simplemente Gvalos y
especificaremos cuando hablemos de los 6valos de rectas. Ademds al hablar de la cardinalidad
de un évalo nos referimos al nimero de puntos que contiene, y lo denotamos por |O| para 7 un

évalo cualquiera. De manera andloga al hablar de los dvalos de rectas.



PROPOSICION 1.2: Todo 4valo tiene cardinalidad g+2

Demostracién:

Sea p un punto de un 6valo @ de ecardinalidad m. Entonces, como en cualquier plano
proyectivo dos puntos determinan una tnica recta, toda recta por p toca a © en exactamente
otro punto por lo tanto el total de rectas por p es igual al cardinal de © menos uno, es decir

g+l=m-1deahim=q+20

En los planocs proyectivos algebrdicos de orden g = 2"*! para n > 0, es decir en PG(2.q),
tenemas, entre otros los siguientes dvalos:

Sea O; para i € {0,...,q ~ 2} definido de la siguiente manera:

Oi = {[z,y.2] € P(PG(2,q)) | z* = a*zy} U {[0,0,1]} Es decir:

0i = {[1,0,0},[0,1,0),0,9,1,11, %, a] |a € GF(g)}.

Al conjunto {[1,0,0],(0,1,0],(0,0,1]} lo llamaremos el centto y lo denotaremos por £

Finalmente, una dltima proposicién sobre estos ¢valos.

PROPOSICION 1.3: Sea O; para i € {0,...,g — 2} definido como antes, entonces para
cualesquiera i,7 € {0,...,¢ — 2}, con i # #, tenemos que 0:n0; =C.

Demostracién:

Por definicién, tenemos que: € C O,N0;.

Probaremos ahora que OiNQ; C €. Supdngamos que existe x € (OiNO;) \ C para cua-
lesquiera 1,7 € {0,...,g — 2} con i # j, entonces T = [l.z—f,a] yr=][1, 5,1:] para a,b € GF*(q)
et # j. Por lo tanto a = & lo que implica i = j lo cual contradice nuestra hipétesis.

Entonces O;N0; = C, para cualesquiera i,j € {0,...,g —2}, con i # ;. M

Paracada i € {0,....q ~ 2} . O; — € ser4 llamado el i~ésimo pétalo y serd denotado por P,.

Observemos que [P;] = [0,] =3 = g — 1.




CAPITULO 2

LAS MARGARITAS

Sea PG(2,q) el Plano Proysctivo Algebraico de orden g, para g = 2°*!,
Recordemos que un Plano Proyectivo de orden q tiene ¢° + g+ 1 puntos y ¢? + g + 1 rectas

¥y por cada punto pasan g+ 1 rectas y cada recta contiene g + 1 puntos.

2.1 LA MARGARITA DE PUNTOS:

A continuacién vamos a distribuir los puntos del plano proyectivo de orden g en un esquema
que nos recierda a una margarita. Asf pues, los puntos estarén repartidos en tres conjuntos
ajenos a los que llamaremos el centro, los pétalos y los tallos. Obtendremos entonces un ceﬁtro,
g — 1 pétalos ajenos y tres tallos también ajenos; esta distribucién estd dada de la siguiente
manera:

El centro de la margarita:

Son los tres puntos que forman el conjunto C, recordemos que:
¢ ={[1,0,0},[0,1,0,[0,0,1]}

Los pétalos de 1a margarita:

Son los ¢ — 1 conjuntos ajenos P; para i € {0,1,...,¢ — 2}. Observemos que cada pétalo
tiene g — 1 puntos. Llamaremos plal punto (1, "{?-.ajl en P;conje {0,1,.,9-2}.

Asf tenemos ¢ ~ 1 pétalos-con ¢ — 1 puntes cada uno, es decir tenemos en total ¢* — 2g + 1

puntos en los pétalos.
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Recordemos que en la proposicién 1.3 probamos gue cualesquiera dos pétales son ajenos y
ademds sabemos que cada pétalo m4s el centro forma un évalo de puntos.

Los tallos de la margarita:

Repartiremos los puntos en tres conjuntos ajencs de g — 1 puntos cada uno a los que -
llamaremos tallos. '

Si tomamos una recta generada por dos puntos .del centro de la margarita, entonces ya no
toca a ningin punto de los pétalos (porque toda recta que intersecta a un 6valo lo intersecta
solo en dos puntos).

Llamaremos un tallo a los g — 1 puntos de la recta antes descrita que no son puntos det
centro. Como los puntos det centro generan tres rectas tenemos tres rectas de este tipo; ademss
estas tres rectas se intersectan dos a dos en el centro por o tanto los tallos son ajenos y de
tamaiie g — 1; entonces hay 3{q — 1) puntos de PG(2,g) que estdn en los tallos.

Observemos que en la distribucién anterior obtenemos tres puntos en el centro, g2 — 2g+ 1
puntos en los pétalos y 3g ~ 3 puntos en los tallos, es decir obtenemos ¢* + g + 1 puntos que es
el nimero de puntos de PG(2,q).

La figura 2-1 muestra a la margarita de puntos en PG(2,24), la cual consta de 273 puntos
distribuidos en un centro, quince pétalos y tres tallos. Escogimos este ejemplo porque tra-
bajaremos con el més adelante, ademds de que resulta ser lo suficientemente grande para ser

ilustrativo y lo suficientemente pequefio para ser ficil de manejar.

2.2 LA MARGARITA DE RECTAS:

Analizaremos ahora a las rectas del plano proyectivo PG(2,q) y construiremas una margarita
de rectas a partir de la margarita de puntos.

La construccion de la margarita de rectas estd dada de manera combinatoria y la haremos
observando la estructura que forman las rectas del plano proyectivo al intersectar a la margarita
de puntos, es decir, al tocar los puntos de la margarita de puntos. Ademds, la margarita de
rectas resulta ser dual a la margarita de puntos, es decir, contiene un centro, tres tallus y guince

pétalos.
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Figura 2-1: La Margarita de Puntos en PG(2,24)

Por comodidad en lo descrito a continuacidn, al nombrar el centro, los pétalos y el tallo nos
referimos a los que pertenecen a la margarita de puntos.

Vamos & agrupar a las g% 4+ ¢ + 1 rectas del plano proyectivo en g + 2 conjuntos ajenos. a
partir de 1a siguiente definicién:

DEFINICION 2.1: Decimos que dos rectas cualesquiera de PG(2, g) son equivalentes si
intersectan a los mismo pétalos. Es decir, decimos que [ y I’ rectas de PG(2, g) son equivalentes,
y escribimos { ~ I cuando P;Ni# @ & PNl £0.

Observemos que la equivalencia definida es una relacién de equivalencia.

DEFINICION 2.2: Sea ! una recta cualquiera de PG(2,q), definimos el soporte de , y
lo denotaremos S(1), al conjunto de pétalos a los que intersecta !,

A partir de lo anterior enunciamos el siguiente teorema.:
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TEOREMA DE LA MARGARITA DE RECTAS: Las clases de equivalencia de las
rectas de PG(2,q} inducen una margarita de rectas dual a la margarita de puntos.

Para demostrar este teorema son necesarias dos cosas, en primer luger agrupar a las
g+ g + 1 rectas en tres conjuntos, el centro de la margarita, los tallos y los pétalos; y en
segundo demostrar que cualquier pétalo de rectas unién el centro es un dvalo de rectas.

Para la primera parte describiremos completamente al centro y a los tallos de la margarita
de rectas, los cuales aparecen de manera natural y parcialmente a los pétalos de rectas, ya que
la distribucién de las rectas en los pétalos de rectas, resulta ser mds compleja y por lo tanto es
necesario demostrar algunos resultados previos.

Centro de la margarita de rectas (rectas del tipo 1):

Son la rectas que tocan al centro en dos puntos y por lo tanto son las tres rectas generadas

por:
€ ={[1,0,0},(0,1,0},[0,0, 1]}

A este conjunto lo denotaremos C*.

Observemos que, por definicién de évalo, son las rectas que pertenecen a la clase de equi-
valencia cuyo sopotte es el vacfo, es decir son rectss que no intersectan a ningin pétalo.

Tallos de la margarita de rectas (rectas del tipo II):

Son la rectas que tocan al centro en un solo punto.

Estas rectas est&n repartidas en tres paquetes o tallos de rectas, de la siguiente manera:

Como toda recta toca a un 6valo en exactamente dos puntos, cada recta del tipo Il toca a
los ¢ — 1 pétalos en exactamente un punto en cada uno y ya que, cada recta tiene g+ 1 puntos,
los puntos en las rectes del tipo II son uno del centro, uno del tallo y los ¢ — 1 restantes est4n
uno en cada pétalo.

Ahora podemos clasificar a las rectas del tipo I1 en tres paquetes de ¢ — 1 rectas cada uno;
donde dos rectas del tipo II estdn en el mismo paquete o tallo de rectas si pasan por ¢l mismo
punto del centro.

Sabemos ademds que por cada punto del centro pasan g + 1 rectas; dos de ellas son de C*,
entonces {as ¢ — 1 restantes son las del tipo II que forman un tallo de rectas.

Observemos que si ¢ es un punto del centro y T es e tallo que no pasa por ¢, las ¢— | rectas
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de paquete que pasa por ¢ tocan cada una a exactamente un punto de T, es decir 1as ¢~ 1 rectas
por ¢ tocan a los g — 1 puntos de T, que no pasan por el centro. Entonces podemos relacionar
a cada recta del tallo de rectas que pasa por ¢ con un y solo un punto de T,; relacionando asf
bjunivocamente a las 3(q — 1) rectas del tipo If de la margarita de rectas con los 3g-1) puntoé
de los tallos de [n margarita de puntos.

Entonces, regresando a nuestra definicién de clases de equivalencia, las rectas del tipo 11
pertenecen a la cl;a.se cuyo soporte es el conjuntos de todos los pétalos.

Pétalos de la margarita de rectas (rectas del tipo II):

Son las rectas que no tocan al centro.

Las rectas del tipo III intersectan a cada una de las rectas del centro de la margarita de
rectas en un punto, como este no estd en el centro debe de estar en el tallo.

Asi pues, cada recta del tipo III tiene un punto en cada tallo y los g — 2 restantes estdn en
los pétalos, de manera que cada recta del tipo ITI intersecta exactamente a 9-§3 pétalos, en dos
puntos a cada uno.

Ya que PG(2,q) tiene g% + ¢ + 1 rectas tenemos g° — 2g + 1 rectas del tipo I1I. Afirmamos
que estdn distribuidas en g — 1 clases de equivalencia a las que llamaremos pétalos de rectas,
cada una con g ~ 1 rectas.

La anterior afirmacién requiere de ciertas observaciones y de una explicacién mayor que es
Ia que haremos a continuacién:

Consideremos las rectas del tipo IIT cuyo soporte cotiene a algun pétalo fijo P, estas rectas
estdn en biyeccidn con las aristas de la grafica completa K| cuyos vértices son los puntos
p’,f =1, ";mr,a"], es decir los puntos de P; :

Agruparemos las rectas del tipo IIf que intersectan al pétalo P;, en 9-33 conjuntos cada uno

con (g — 1) lineas, de la siguiente manera:
Para k € {l,...,’i—’} , 5ea:

Sk = {Rectas que pasan por los puntos pf yritt | je {o,1,...,q9- 2}}

Es decir S¥ es el conjunto de rectas que dan el salto k en P; parai € {0,1,...,q - 2}.

A continuacién probaremos que:
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Figura 2-2: Pétalo P;

i} Si dos rectas tienen el mismo salto k en un pétalo, los ’-5—2 pétalos a los que intersectan
son los mismos, es decir, su soporte es el mismo.

il) En cada unc de estos pétalos ambas dan el mismo salto r.

La recta que pasa por los puntos p.’ y p{en P; para i,j, 8 € {0,1,...,g — 2} es la recta que

satisface la siguiente ecuacién:
o'z +a'y+(ad +a')z =0

Esta ecuacién se obtiene de desarrollar el producto cruz entre los puntos p,' y pl.
Recordemos que por la proposicién 1.1, 1 = a® +a™** para k € {I, - 9%3} lo cual induce

las descomposiciones:

a® = qttox + aa+a,,+k

para s € {0,1,...,¢ — 2}. Entonces las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos
a+ay s+ay+k

Pi Y
Es decir {as rectas de S* son de Ia siguiente forma:
(u“‘"*a""“*"’k}z + a‘y + (“a+n. + a"""'*’")z =0 [1}

Observemos que el coeficiente de 2 es a®.

Multiplicamos por of, para alguna p € {0,1,....q — 2},
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a’(a"""a'*“'**)z + aph'y + a"(a‘*"* + as+n.,+k)z =10
(QP+2J+2n|.+k)I + ap+iy + (ap+n+c|, + ap—t—a+a.+k)z =0

Aquf el coeficiente de z es ahora a”**, entonces una de estas rectas esté en el pétalo Py, p

s existen m y n tales que:

am+a" =0 ym+n=p+2s+2a +k (mod ¢-1)
Observemnos que m y n son de la forma:

m = p+ s+ a, (mod g-1)
n=p+a+a+r (mod g-1)

Para alguna r ¢ {l, rey 9—53}
Es facil ver que r # k pues:

m+n=25+2p+2, +r#28+p+2a+k
Substituyendo, una recta de salto k en P; es de salto r en Piyp si:
28+2p+2a, +r=29+p+ 2ar + k (mod ¢-1)
Es decir si:
P=2ax —a,) + (k- 1) (mod g-1).

Por comodidad escribimos: (k,r) = 2(ay - a,} + (k- 1)

Resumiendo tenemos el siguiente lema:

LEMA 2.3: Las rectas de salto k en P; son de salto  en Piyp donde p = (k,r). Para
ip€(0,L..g-2 ykre{l,.. 52}

Nétese que de aquf podemos concluir inmediatamente que una recta ! de salto &k en P; no

es de salto k en P; para i # j ya que si | es de salto k en P; entonces j = i + (k,k) y como

{k, k) = 0 tenemos que i = j.

Para demostrar i y ii necesitamos primero probar que (k,r) # (k,s} para r # 3 donde

k,rase {l,...,l‘,'z}.

Supongamos que:
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{k.r) # {k,7) es decir:
op ~ar) 4+ (k—7) =2ax —a,) + (k- 9)
-2, —-r=-2a,-3
20, +r =20, +3

azﬂr'H' - a?ﬂa""
Pero esto implica que a, = a, puesto que si;

1 = a® + o®*" entonces:
a® = a®r 4 o2+ por lo tanto:
a4+ = g% 4 o+ igualmente:
a%ae+e = g 4 gl
Entonces 8i: a4 +" = a2+ tenemos que:

o + a¥r = % 4 g
a® (1 +a?) = o™ (1 + o?)
a’ = a?, de ahf:

a, = a,, es decir;

r—=3

Lo que contradice nuestra hipdtesis de que r £ s B

Tomemos ahora cualquier recta { de salto k en P;, sabemos que entonces ! pasa por Py en
y ah{ es de salto r, lo cual implica que ! intersecta a los 15—"'- pétalos distintos:

Py TE {1, . 133} yaquesir,se {l,..., 953} r # 3 entonces (k,r) # (k, s).

Sabemos también que { intersecta exactamente a 9—3’—2 pétalos, estos son precisamente los
anteriores cuyos fndices dependen ahora exclusivamente de los fndices i y k. Por lo tanto dos
rectas con el mismo salto en P; tienen el mismo soporte y en cada uno de los pétalos a los que
intersectan ambas dan el mismo salto, de 1o que se sigue inmediatamente i y ii.

Resumiendo tenemos que, si ! es una recta en PG(2,q) y { d4 el salto k en P; entonces:
S = {'P,—H,",.) tal que r € {l,...,%}g}} .

Sea k € {1,..., 9-5—2} fijo, entonces:
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DEFINICION 2.4: Un k-pétalo de rectas es el conjunto de rectas en PG(2,¢) que en
P paraie {0,..,g -2}, dan el salto k.

Asf tenemos las siguientes dos afirmaciones:

i) Los r-pétalos de rectas dan lugar a una descomposicién de las g° — 29 + 1 rectas del
tipo Il en g — 1 conjuntos donde cada uno tiene g — 1 rectas,

Esto es cierto ya que para k € {l,.... 1;3} fija, cada conjunto S¥, coni € {0,...,q — 2}, es
por definicién un k-pétalo de rectas y como sabemos que 'S," | = q — 1 para cualquier
i € {0,...,q - 2}, entonces cualquier k-pétalo de rectas tiene automaticamente g — 1 rectas,
ademds, como observamos a continuacién de enunciar el lema 2.1, una recta de salto k en P; no
es de salto k en P; para i # j entonces S¥ I"l.S';= = @, es decir dos k-pétalos de rectas cualesquiera
no se intersectan.

ji} La descomposicitn de las rectas del tipo 111 es independiente de la eleccién del salto.

Esto es evidente ya que cualquier k-pétalo de rectas es un r-pétalo de rectas, ya que por el
lema 2.1 tenemos que Sf = ST i)

Por lo tanto existe una descomposicién de las g2 — 294+ 1 rectas del tipo I11 en q—1 conjuntos
cada uno con g — | rectas.

A estos conjuntos los llamaremos simplemente pétalos de rectas y los denotaremos P*

A continuacion demostraremos que:

El centro, los tallos y los pétalos de rectas corresponden a las ¢+ 2 clases de
equivalencia inducidas por la definicién 2.1 .

Sabemos que si dos rectas pertenecen al centro, a los tallos o estén ambas en el mismo
pétalo de rectas entonces intersectan a los mismos pétalos, por lo tanto estdn en la misma
clase de equivalencia. Tendriamos entonces que demostrar el inverso, es decir que si dos rectas
son equivalentes pertenecen o bien al centro a los tallos 6 estdn en el mismo pétalo de rectas.
Sahemos que si son equivalentes entonces intersectan a los mismos pétalos, por lo tanto si son
del tipo I 6 II no tenemos nada que probar, nos quedarfa demostrar que si son del tipo 111
ambas dan el mismo salto en cada uno de los pétalos que comparten:

Supongamos I,I' € PG(2,q) y | ~ I, sea P; para alguna i € {0,....¢ ~ 2} tal que ,!' € P;,
probaremos que si l € §* y V' € ST para k,r € {1, ,’i—z} entonces r = k.

Como ! € S* entonces Pet; = {P.-.,.(.,,,, tal que s € {1, ,9-;3}} ycomol' € 8T = S},
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entonces Pety = {pi+(f.k)+(k.-) tal que s € {1. vy 9-53}} .
Entonces para s € {1, '1%2} fija, [ d4 el salto s en Pis(r,y mientras I' dd el salto s en
Pitr k) 4(k,0), €8 decir:
Si{ dé el salto s en P; para alguna j € {0, ...,q — 2} entonces ¥ d4 el salto s en Piairi)-
Sabenmos, por hip6tesis que Pet; = Pet, ¥ P; € Pet; entonces:

PI'+("‘-H € Pety = Pet,
Asf, siguiendo un proceso sucesivo, afirmamos que:
Pivmirky € Pet; para m € {0,...,g — 2}

Y como |Pety| = 232 existen my y my € {0,...,g — 2} con my # my tal que Piimytray =

Piimairry por lo tanto:

i+ my (rk) =i+ my(r k) por lo que:
my {r, k) = my (r, k) entonces concluimos que:
{r,k) =0y de ahf:

r=k

Con lo anterior queda demostrado el teorema de la margarita de rectas.

Entonces, si P*es un pétalo de rectas denotaremos S(P*) como el conjunto de pétalos que

intersectan las rectas que estdn en el pétalo de rectas P*,

Para completar la demostracion del teorema de la margarita de rectas es necesario probar
que, cualquier pétalo de rectas unién el centro de rectas es un évalo de rectas.

Recordemos que una recta del tipo III tiene un punto en cada tallo y sus ¢ — 2 puntos
restantes en ’;—2 pétalos diferentes (dos en cada pétalo).

A continuacién probaremos que dos rectas de un mismo pétalo de rectas se intersectan en

un punto que no pertenece al tallo.
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PROPOSICION 2.5: La interseccion de cualesquiera dos rectas que estén en el mismo
pétalo de rectas estd en alguno de los ’1'5'3 pétalos que comparten.

Demostracitn:

Sea I una recta en algin pétalo de rectas P*, entonces por comodidad hablaremos de este
pétalo de rectas como un k-pétalo de rectas, es decir sin pérdida de generalidad, ! € S para
alguna i € {0,...,g —2}. Entonces ! intersecta, en cada uno de los 9—;3 pétalos por los que
pasa, a dos rectas de P* (ya que las rectas de salto k en los pétalos son un ciclo). Estas g — 2
rectas son todas distintas, ya que si [ se intersectara con la rectsa I’ en dos pétalos diferentes
la interseccién de { y I serian dos puntos, lo cual no es posible. Por lo tantol, ! se intersecta
con cada una de las g — 2 rectas de P* distintas de ella misma, en alguno de los pétalos que

comparten. B

TEOREMA 2.6: Sea P* cualquier pétalo de rectas, entonces ©* = P* UC* es un évalo
de rectas.

Demostracién: Observemos que [} =q+2 yaque |P*|=qg-1y|C"] =3.

Seapelyle®*

Como la Margarita de Puntos particiona a los puntos de PG(2, ¢) en tres conjuntos, analizare-
mos tres casos:

Caso 1) p€ C. Entonces ! € C* ya que las rectas de P* no tocan puntos del centro. Ademads
por p pasan exactamente dos rectas de C*, lo cual implica que por p pasan exactamente dos
rectas de O*,

Caso 2) Si p € P; para alguna i € {0,...,¢g — 2} . Entonces | € P*, ya que las rectas de
C* no tocan a los puntos de los pétalos. Como P* es un r—pétalo, P* = ST para alguna
re {l,..., 9-53} ¥ por lo tanto por p pasan exactamente dos rectas de salto r en P;, es decir,
por p pasan exactamente dos rectas de P*, con lo que concluimos que pasan exactamente dos
rectas de O°.

Caso 3) Si p estd en el tallo. Afirmamos que en este caso, p es la interseccién de una recta
de C* con una recta de P*.

Ohservemos que si p esta en el tallo, p est4 en una sola recta de C*. Ademds p no puede

estar en dos rectas de P* por la proposicion 2.5, entonces nos falta demostrar que hay una recta
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de P* que pasa por p.

Sabemos que P* tiene ¢ ~ 1 rectas y cada una de estas tiene tres puntos del tallo, entances
las rectas de P* tocan 3(g — 1) puntos del tallo, pero los puntos del tallo son exactamente
3(g — 1), de ahf por cada punto del tallo pasa una recta de P*.

Por lo tanto, por p pasan exactamente dos rectas de O*. Bl

Con el tecrema anterior completamos la demostracién del teorema de la margarita de rectas.
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CAPITULO 3

LAS MARGARITAS Y EL
ESPACIO PROYECTIVO

En este capftulo relacionaremos a la margarita de rectas, que construimos a partir del plano
proyectivo algebrdico de orden g para ¢ = 2**! con los espacios proyectivos de dimensién n
sobre Z;.

En conereto, probaremos que la estrdctura en la que las rectas del tipo II intersectan a los
pétalos de puntos en nuestra margarita, es precisamente la forma en la que se distribuyen los
puntos del espacio proyectivo en sus diferentes hiperplanos.

Tomemos el conjunto de los ¢ — 1 pétalos de puntos y a partir de &l contruyamos los g - 1
conjuntos de cardinalidad § - 1, inducidos por el soporte de los pétalos de rectas, entonces,
afirmamos que:

TEOREMA 3.1: Existe un isomorfimo entre el conjunto de pétalos de la margarita de
puntos de un PG(2,q), para g = 2™*!, y el espacio proyectivo de dimensién n sobre Z;, donde
los hiperplanos del espacio proyectivo corresponden a los soportes de los pétalos de rectas.

A continuacién daremos una serie de definiciones y resultados necesarios para la demostracion

del teorema anterior.
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3.1 DISENOS DE BLOQUES:

DEFINICION 3.2: Un Disefio de Bloques Balanceado {DBB) 6 un {v,k, A)—disefio es una
coleccién de k—subconjuntos (llamados bloques) de un v—conjunto, tal que cada par de ele-
mentos de S ocurren juntos en exactamente X de los bloques.

Por ejemplo, un plano proyectivo ITy de orden q es un (g? + g+ 1,9+ 1, 1)—disefio con g > 2.

En un (v,k, A\}—disefio con b bloques cada elemento aparece en r bloques, donde:

() Mr~1)=r(k-1),y

(ii) bk = vr

En caso de ser necesario, para ser mas precisos escribimos el (v, k, ) —disefio como (v, b, 7, k, A) —disefio.

DEFINICION 3.3: Se dice que dos (v, k, \)—disefios Dy y D5 son isomorfos si existe una
funcién biyectiva del conjunto de los elementos de D) al conjunto de los elementos de D, tal
que los bloques de D; son mapeados sobre los bloques de Dy. Si tal funcién no existe entonces

D no es isomorfo a Dy y decimos que los disefios son diferentes.

DEFINICION 3.4: La matriz de incidencia de un (v, b, 7, k, A)—disefio es una b x v matriz
M = (m;;) en donde m;; = 1 si el i-ésimo blogue contiene al j-ésimo elemento y m;; = 0en

otro caso.

DEFINICION 3.5: Un (v,b,r, k, A)—disefio es simétrico si el mimero de elementos
coincide con el mimero de blogues, es decir,siv = b

Observemos que si el disefio es simétrico entonces k = r

DEFINICION 3.8: Decimos que una v x v matriz de incidencia M = (m;;) de un diseiio

simétrico es circulante si:
Mip1)G+1) = Mij con 1, € Z,

Mediante sencillos argumentos obtenidos a partir de la matriz de incidencia de un (v, k, A}~disefio

simétrico es posible deducir el siguiente resultado:
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TEOREMA 3.7: Cualquier par de bloques, en un {v, k, \}~disefio simétrico, se intersecta

en exactamente A elementos.

DEFINICION 3.8: Un (v, k, A)—conjunte diferencia ciclico es un conjunto
D = {dy,...,di} de k elementos distintos de Z, tal que cada elemento distinto de cero puede
ser expresado en la forma d = d; ~ d; en precisamente A formas.

Notemos que para un (v, k, \) ~conjunto diferencia ciclico, se tiene que A{v — 1) = k{k — 1),

SiD={d,..,d.} es un (v, k, A)—conjunto diferencia ciclico entonces, para a € 2, el con-
junto D+a = {d, +a,..d; + a}, Hamado la transladada de D, es también un (v, k, A)~conjunto

diferencia. cfclico.

TEOREMA 3.9: Si D = {di,....dx} es un (v, k, A)~conjunto diferencia ciclico entonces
las transladadas D, D+ 1,...,D + (v — 1) son los bloques de un (v, k, A}—disefio simétrico con
matrfz de incidencia circulante al que llamaremos B(D).

TEOREMA 3.10: Todo (v, k, A)~disefio simétrico con matrfz de incidencia circulante es
isomorfo al (v, k, A)~disefio simétrico B(D) obtenido a partir de un (v, k, A}—conjunto diferencia
ciclico D.

LEMA 3.11: 8i D= {d),...,dx} es un (v, k, A)—conjunto diferencia cfclico entonces

-D = {-d,,...,—di} también lo es.

Més atin B(D) es isomorfo a B(—D).

Demostracidn:

Sea D = {d),...,dx} un (v,k, A\)~conjunto diferencia cfclico y sea ~D = {-d,...,—d:},
tenemos que demostrar que todo v € Z, puede escribirse como v = a; — a; con a4, a; € —D de
A maneras distintas.

Sabemos que si v € Z, puede escribirse como v = d; — d; con d;, d; € D de A maneras
distintas, entonces también puede escribirse como v = —d; — {—d;) de A maneras distintas.

Sea f: D — —D la funcién biyectiva definida como f(d;) = —d,.

Demostraremos que f manda biyectivamente bloques de B(D) en bloques de B(-D).
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Sea B un bloque en B(D) entonces B= D +a para alguna a € Z,, entonces
f(B}=-D—~a=—D+b, para alguna b € Z, por lo que f(B) es un bloque de B(-D)
Supongamos que f(B)) = f(B;) para B, y B, bloques de B{(—D)

Entonces:

-D-a=-D-bparag,beZ,
Entonces: D+ a = D +b, y por lo tanto,

a=1h

Sea ghora —D + a un bloque cualquiera en B(—D)con e € Z,, entonces existe b € Z,, tal
quea=-by pot lo tante: f(D+b)=-D—-b=-D+al

3.2 ESPACIOS PROYECTIVOS:

Como un ejemplo de un (v, k, A)—disefio simétrico con matriz de incidencia circulante, constru-
iremos los espacios proyectivos algebrdicos de dimensién m > 2 sobre un campo de orden g,
denotados por PG(m,q}.

Tomemos GF(q) el campo de Galois de orden ¢ y consideremos el conjunto § de todas las
(m + 1)—adas, x = (2o,...,Zm), donde no toda z; es cero y z; € GF(g).

El conjunto § tiene g™*! — 1 elementos. Definimos una relacidn de equivalencia en § y
decimos que x es equivalente a y, escribimos x ~ y, si x = Ay para alguna A € GF(q) con
A # 0. Observemos que cada clase de equivalencia tiene ¢ — 1 elementos, entonces tenemos en

total:

T =gl hg+1

clases de equivalencia diferentes. Denotamos por [x] a la clase de equivalencia que contiene a x
y decimos que estas clases son los puntos de PG(m, q).
Asf como las rectas en PG(2,q) fueron definidas con una ecuacién lineal, ahora definimos

un hiperplano {a] en PG(m,g) como el conjunto de puntos [x]| que satisfacen la ecuacién:
apry + 01Xy + ... + AT =10
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donde [a] = {ay, ..., an) es una {m 4+ 1)—ada, diferente de cero, de elementos en GF(g).
Nétemos que, como en las rectas de PG(2,q) tenemos que [Ax] = {x] siempre que A # 0
para A € GF(q), asf el ndmero de hiperplanos es también ¢™ + g™~ 1 + . + g+ 1.
No es diffcil probar que PG{m, g) es un disefio en donde los bloques son los hiperplanos. El
que este disefio de bloques sea circulante se debe al siguiente teorema clasico cuya demostracion
aparece en [3}:

TEOREMA 3.12 (Singer 1938): El espacio proyectivo de dimensién m sobre un campo
q"‘“-—l !"—l qﬂl—l_l
-1 ' g-1"' g-1

de orden ¢ es un ( ) -disefio simétrico con matriz de incidencia circulante

3.3 EL DISENO DE BLOQUES DE LA MARGARITA:

A continuacién probaremos el teorema enunciado al inicie del capftulo.

Para probar lo anterior construiremos un disefio de bloques en PG(2,9), donde g = 2"*!, al
que llamaremos el diseiio de bloques de la margarita, a partir de los pétalos de rectas que
aparecen en nuestra margarita de rectas, cuyos elementos serdn los pétalos de puntos y cuyos
bloques serdn los soportes de los pétalos de rectas. Nuestro objetivo serd entonces probar que
este disefio es isomorfo al disefio formado por PG(n,2).

Denotaremos como P? al pétalo de rectas que contiene a las rectas que dan el salto 1 en el
pétalo P;. Sea shora, por la proposicién 2.2 , S(P}) el conjunto de pétalos a los que intersecta

cusalquier recta de P;. Recordemos que:

S(P;) = {p,-ﬂu, lje {115-?}}

Vamos a mostrar en una tabla al diséﬁo de bloques de la margarita, esta tabla tiene
q — 1 renglones y 9-3—2 columnas y sus entradas son pétalos.

El i—ésimo renglén contiene los pétalos del soporte del i—ésimo pétalo de rectas y la j—ésima
columna consta de todos los j—pétalos de rectas, es decir, el disefio de bloques de !a margasita

es el siguiente:
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Saltol .. Saltoj .. Salto %3’

S(pa) Po po.'.u‘j) PO-I-(].’i!)
S(P]) P o Pagy e P!"l-(l."i!)
S(‘P') pq-ﬂ ses P1—2+(1J') e pq—2+(1.’-;—"}

A partir del diseiio de bloques de la margarita y de algunos resultados acerca de 6valos
tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 3.13: El disefio de bloques de la margarita en PG(2,q) es un
(g—1,% - 1,9 - 1)—disefio simétrico con matriz de incidencia circulante.

Demostracién:

Los elementos de nuestro diseiio son los ¢ — 1 pétalos de puntos y los ’-31 bloques son los
renglones de el disefio de bloques de 1a margarita, es decir los soportes de los pétalos de rectas.

Sean P; y P; dos pétalos cualesquiera, empezaremos probando que P; y P; aparecen juntos
en exactamente § — 1 soportes distintos de los pétalos de rectas, es decir, aparecen juntos en
exactamente § — 1 bloques distintos.

Sea r € P;. Como el 6valo O; = P; UC tiene ¢ + 2 puntos, existen ’# rectas pofl z que
intersectan a O;, de esas tres pasan por el centro, de manera que por  pasan exactamente
g_-g_z — 3 rectas del tipo III que intersectan & P;.

Como P; tiene ¢ — 1 puntos y cada recta del tipo 1II intersecta a P; en exactamente dos
puntos existen &;M rectas del tipo III que pasan por P; y P;.

Sabemos ademés que cada pétalo de rectas contiene g - 1 rectas del tipo III, por lo tanto,
el mimero de pétalos de rectas que intersectan a P; y P; es iff—:’, es decir § ~ 1,

Asf pues P; y P; estan en exactamente 3 — 1 bloques distintos, lo cual prueba que el disefio
de bloques de la margarita en PG(2,9), ¢ =2"*1, es un (g - 1,$ - 1, § — 1)—disefio simétrico.

Nos falta verificar que la matriz de incidencia es circulante, pero eso se sigue de inmediato
del lema 2. como bien puede notarse en la tabla. B

Demostraremos a continuacién el teorema enunciado al inicto del capftulo:
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Demostracion: La demostracién consiste en probar que el diseiio de bloques de la mar-
garita en PG(2,q), ¢ = 2"*!, es un (g - 1,§ - 1,§ — 1)~diseiio de bloques isomorfo al disefio
de bloques del espacio proyectivo PG(n,2).

Lilamaremos M al (g—1, § -1, § —1)—disefio del disefio de bloques de Ia ma:garita.. Notemos
que los elementos de M son los pétalos {Py,...,P,_1} .Sea M el diseiio de bloques isomorfo a

M cuyos elementos estdn en Z, y el isomorfismo g : M — M estd dado por g(P;) = i para
toda 1.

Observemos que entonces cualquier bloque D de M es un conjunto diferencia y B{D) = M,
que a su vez es isomorfo a M. Asf, por el lema 3.10, B(—D) es un disefio de bloques isomorfo
aM

Sea ahora AV el diseiio de bloques isomorfo a B{—D) en donde los elementos estén en GF(q)
y el isomorfismo ¢ : B(—D)— N est4 dado por o(i) = o, en donde @ es un elemento primitivo

de GF(g). De nuevo, por construccién, A es isomorfo al disefio M del disefio de bloques de Ia

margarita,

Recordemos que el primer bloque de M estd formado por los pétalos:

{Prraspy 1 i€ {152} )

Asf pues:

{1+, 15e{r,...52}}

es el primer bloque de M. Ya que M es circulante tenemos que:

{a 1ie{t...2}}

es también un bloque de M.

Recordemos que:
(L,j) = 2(a) — a;) + (1 - j) = 2a; + 1 — (205 + j).
Por lo tanto existe otro bloque de M = B(D) de la forma:
{-e;+3) 1 e {1, 552}},
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par lo que existe un bloque en B(- D) de la forma:

{205+ 1 5e{1,..552}}.

Finalmente, en AV existe un bloque cuyos elementos son:

I:'5={¢:t"""i“i [ je{l,...,’i—’}},

en donde a es un elemento primitive de GF(g).

A continuacién demostraremos un resultado que necesitaremos mds adelante y consiste en
probar que BU {0} s un subgrupo aditivo de GF(q).

Asf pues, tenemos que demostrar que si a?+y a235+7 gon dos elementos de B entonces la
sumna de ellos es también un elemento de Ia forma a?:+* en B, para alguna A € { ’-,—}

Antes de hacer esto verificaremos que a?*+# puede escribirse como: —'w parai € {1 1,—} ,

¥a que por la proposicién 1.1:

a® + a%+* = | entonces:
a%{l+a')=1

i
a 1+a

= k=

a4 a'
e T Taaw-

Ademas observemos que: m —1’,}1—1, si multiplicamoe el lado izquierde de la igualdad

arriba y abajo por a= %,

Hemos probado entonces que:

B= { i—-_:'—;“ talquei e {1,...,153}}
Recordemos, por otro lado, que si § € {1,...,¢ — 1}, siempre existe s € {1, ..., — 1} tal que
a+a=1.

Afirmamos entonces que si i y 8 satisfacen lo anterior, entonces:

H; =a (1 +a™*), ya que:
. Ayl li.;L:‘ a=32* - -
st = i = o - - 2 -2 ey
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Sean entonces ;2 y fi;; elementos de B, entonces existen ¢ y k € {1....2%* -1}

tales que: of + 0" = 1 y o +af = 1, ¥ por lo tanto tales que ﬁc".!’ =a*(l+a "y
i
a5 = @ %(1 + a*),asf tenemos que:

i aj _

v + T4al =
a*l+a?)+a*l+a*) =
att+a ok
af+atta P o=

e +a*l +a+ak)

Ademds, sabemos que: a™* + a~* = oF para alguna p € {1,...,q — 1}, y adems existe
r€{1,..,q - 1} tal que a* + o" = 1, entonces:

a*+atltar+a*) =
af(l 4 af) =
.

Con esto hemos probado que BU {0} es un subgrupo aditivo de GF(g}.

Seguiremos ahora el espiritd de Singer en la demostracién de su teorema [3]:

Sea f: PG(n,2) — GF"(qg) tal que f|an,an-2,....a0) = ¥ a;o' para a; € . Claramente
[ es una correspondencia uno a uno que manda hiperplanos en subconjuntos de elementos de
GF*(q) cuyos exponentes forman un conjunte diferencia, tal y como se demuestra en la prueba
del teorema se Singer que aparece en {1].

Sea PG(n,2) U {0} = PG(n,2) U {[an,an-2,...,20] tal que a; = 0 para toda i}

Definimos, oviamente, f(0) = 0. Entonces f es nuevamente una correspondencia uno a uno
entre PG(n,2) U {0} y GF(q)

Observemos que PG(n,2)U {0} es el espacio vectorial de dimensi6n n+ 1 sobre Z3 v GF{q)
es un grupo cerrado bajo la operacién de aditividad. Entonces f manda a los subespacios
vectoriales de PG(n,2) U {0} de dimensi6n § a los subgrupos de GF(q) también de orden §.

Verificaremos a continuacién que si M es un hiperplano de PG(n,2), entonces H U {0} es
un subespacio de dimension §:

Sea HU{0} = Hu{[an,an_2,...,a0] tal que a; = 0 para toda i} para cualquier H hiperplano
de PG(n,2).
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Sabemos, por definicién, que cualquier hiperplano H consta de los elementos
[@n,8n-2,...,a5] € PG(n,2) que satisfacen que [by,b,_2, ..., bo)[an, Bn—2, ...,a0) = 0 para alguna
b b2, ..., bo} € PG(n,2) fija.

Sean entonces [an,an—2, .., ] , [Cn, Cn=1, .-, €o] elementos de H, esto implica que:

{bnibn—21 ) h][anlan—2r "'sao] =0 Y
[bnrbn—ﬂy-“' bﬂ![crh Cn-1, ---1‘:0] =0

Pero [bnu b'rl-?, ---,b!)"an, Qn-2,.. ‘10] = bnan + bﬂ—lﬂ'ﬂ—l +..+ h)a'Or entonces:

bnay +bn_18ny + ...+ bpag =0y
bncn + ba_1Cn_1 + ... + bocp = 0 por lo tanto:
bal(an + cn) + bu_1{an_1 + 1) + ... + bolag + cp} = 0 entonces:
[bn.bn-2, ... bo](lan, an-2, ....a0) + [€n, En=1,-.-, 0]} = 0

Es decir, [#n,8n-2,...,80] + [tn,n-1,...,€0] €5 también un elemento de H.

Ahora sabemos que H U {0} son los subespacios de PG{n,2) U {0} de cardinalidad ivia
imagen de estos bajo f son los subgrupos aditives de GF(q).

Como BU {0} es un subgrupo aditivo de GF{g) de orden §, tenemos que B es la imagen de
un hiperplano, ademéds A que es el (g — 1,§ — 1, 3 — 1)—disefio generado a partir de B, y por

lo tanto es isomorfo como disefio a PG(n,2). B
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CAPITULO 4

EL EJEMPLO EN PG (2,24

En este capftulo daremos un ejemplo concreto, es decir construiremos las margaritas y el
disefio de bloques de la margarita de PG(%,2), asf como la funcién f que dé la corre-
spondencia entre PG(3,2) y el disefio de bloques inducido por la configuracién de pétalos de
rectas de PG(2,2) y muestra el teorema 3.1,

Construyamos el plano proyectivo algebraico PG(2,2), de orden 16 a partir del Campo de
Galois GF(2Y), de 16 elementos. Sea f (z) = 2* + z+ 1 el polinomio irreducible de grado cuatro
en Zz y sea a una rafz de f(z). Es f4cil verificar que f(z) es un polinomio primitivo de GF(24),
es decir, que a es un elemento primitivo 6 generador de GF*(24) pues o' = 1 y af # lnpara
todo p € Zy5\{0}.

Entonces GF(2%) = Zs[z]/ (f(c)), es decir:

GF(2Y) = {ao +aja+aza® +azo® tal que a; € 2y, i € {0.1,2,3}}

Ademés, como a es generador de GF*(2%) entonces los elementos de GF(24) son también

de la forma:
{0,a0,...,a'4}

Para construir tanto la margarita de puntos como su dual, la de rectas, en PG(2,24) es
necesario recordar que ¢l nimero de puntos que contiene una recta y dualmente, el nimero de

rectas que inciden en un punto es 17, asf como que ¢l total de puntos y de rectas ea 273 y ademés
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que todo 6valo consta de 18 puntos y de nuevo, dualmente, todo 6valo de rectas contiene 18
rectas.

Asf, la margarita de puntos, como se muestra en la fizura que aparece a continuacidn,
cofista de un centro con tres puntos, 15 pétalos, cada uno con 15 puntos y de tres tallos cada

uno también con 15 puntos:

Figura 4-1: La Margarita de Puntos en PG(2,2Y)

De manera dual estan distribuidas las rectas de la margarita de rectas. Tenemos 3 rectas

del centro de rectas o rectas del tipo I. Hay 45 ractas del tallo de rectas 6 rectas del tipo I1.
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que s0n las rectas que pasan por un punto del centro, un punto en cada pétalo y un punto del
tallo. Recordemos que estas 45 rectas estdn distribuidas en tres paquetes de 15 rectas cada uno
y dos rectas estdn en el mismo paquete si pasan por el mismo punto del centro; mas adn 8i c es
un punto det centro, las rectas del tipo II que pasan por c intersectan a T en un punto distinto
cada una, donde T, es precisamente el tallo que no pasa por c.

Finalmente 1as 225 rectas de los pétalos de rectas estdn también distribuidas en 15 pétalos
de 15 rectas cada uno.

A continuacién haremos los cdleulos necesarios para construir el disefio de bloques de la
margarita, el cual, entre otras cosas, nos permitir4 observar claramente cuales son los pétalos
del soporte de cada pétalo de rectas. Es mas ilustrativo si mostramos la figura de la margarita
de pétalos de rectas después de la tabla del disefio de bloques de la margarita.

Regresando a nuestro campo de Galois escribiremos los elementos de GF {2') de las dos
maneras expuestas en el capitulo 1, basandonos en el polinomio irreducible f(x) =24+ z + 1.

0=0,

=1,
a=qa,

o’ =ga?,

o? = ad,
at=a+1,
a®=a?+ao,
a‘—a3+02,

al=cf+a? +a+1,
a¥=a*+a®+1,
a*=a’+1.

Asf, en la propasicidn 1.1, las siete descomposiciones de la unidad son:
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1=a+a‘,
1=02+aa,

1=a®+a',

1=a"’+a'°,
l__._06+al3’
l=a"+a,

l=a!l4al?
Lo cual quiere decir que de acuerdo a nuestra notacién (ver cap 1, prop 1.1, pp 4} que:

a; =11,

ay =7,
a3 =1,
ay = 14,
as = 5,
ag =2,
ar=6.

A continuacién escribiremos (1,j) = 2(a) — @;) + (1 — j) para j € {1,...7}. Esto nos

permitird escribir la para poder escribir la configuracién de pétalos de rectas:

(1,1} =0,
(L2} =7,
(1,3) =3,
{1,9) = 6,
{1,5) = 8,
(1,6) =13,
(1,7 =4.



Por lo tanto en el Disefio de bloques de la Margarita el i—ésimo renglén tiene la

siguiente forma:

Renglén Salto1 Salto 2 Salto3 Saltod4 Salto5 Salto6 Salto 7

i P Pirr Pies P Pus  Pisiz Pisa

Entonces el Disefic de bloques de la Margarita es el siguiente:

Renglén Saltol Salto 2 Salto3 Salto4 Salto5 Salto 6 Salto 7
0 Po Py P3 Pa Py Pis P,

1 P Pa Py Pq Py Pua Ps
2 Py Ps Ps Ps Pro Po Ps
3 P3 Pro Pa Py Py P Py
4 Py Pn Py Pio P12 P2 Ps
5 Ps Pn Ps Pu Pi3 Ps Py
6 Pe P Py Pa Piq Py P
7 Lad Pu Pio Pia Po Ps Pu
8 Pg Po Py P P Ps P2
9 Py Py P2 Po P; Py Pia
10 P P, Pya Py Ps Ps Piq
11 P Py Py P2 Py Py Po
12 Piz Py Po Py Ps P Py
13 Pia Ps 7 Py Ps Pu Pa
14 P4 Ps P2 Ps Py P2 P

En seguida mostraremos la figura de la margarita de rectas en la cual dibujaremos una recta
de cada tipo. Observemos que !a recta del tipo III pertenece al pétalo de rectas que determina
el primer renglén dibujando de manera continua los pétalos a los que intersecta y de manera

punteada los pétalos por los que no pasa:




Figura 4-2: La Margarita de Rectas en PG(2,24)

Por otro lade, f : PG(3,2) U {0} — GF(2%) estd definida de la siguiente manera (ver
demostracion del teorema 3.1, cap 3}

f(0}=0,

£[0,0,0,1]=a =1,

f[0,0,1,0] = &' = o,

£(0,1,0,0) = o?,

£11,0,0,0] = o,

fl0,0,1,1] = e+ 1=0at,

f10,1,0,1] =o? +1 =08,
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f,0,01)=a3+1=a,

f8,1,1,0} = a® +a =0,

f11,0,1,0} = o + a = 0°,

f11,1,0,0) = a3 + a? = of,

fio, L1 )=a?+a+1=al",

Lo =a +a+1=at,

flL1,0,1)=a® +a® +1 = a'?,

110 =0+ ot +a =,

L) =a'+a’+a+1=0a't

Entonces, de acuerdo a nuestra notacisn en la demostracion del teorema 3.1, el diseiio de

blogues AV es el siguiente:

e o a® o a a! o
ad al a® ol o al® ot
o o a' o a & o
a® o o o a® o ao?
a® o o oM o'? o o
at a? o' a® o' of of
& a! o a? al% o5 ol
a? al® oM gl o9 ot oV
a o o o o o o2

Asf, el renglon B que aparece en el teorema es el marcado en la tabla, ya que es de la forma:

L 1 1 i 1 1 1 —
{n—{-u“' al+al a7 A rall ' F4all ! o¥4a?’ af +;'} =

(b o b . 2 )
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CAPITULO 5

UNA CONSECUENCIA DE LAS
MARGARITAS

En este capftulo como en los posteriores retomaremos la idea original de nuestro trabajo doc-
toral. Haciendo un poco de historia, nuestra primera pregunta se ubicé dentro de la Teorfa de
las Gréficas y estaba relacionada concretamente con el problema de las coloraciones.

La investigacidn acerca de las coloraciones en hipergréficas, ha sido ampliamente estu
diada én nuestro pafs en los dltimos afios por un grupo de matematicos encabezado por Victor
Neumann, €] cual ha obtenido importantes resultados, elgunos de los cuales aparecen en los
artfculos siguientes [14], [15] y [19].

En particular han surgido interesantes preguntas formuladas por Jorge Arocha para co
loraciones en R? [1]. En este trabajo se piensa a R? como los vértices Vde diferentes hipergréficas.
Es decir, el conjunto de vértices s el conjunto de puntos del plano y las aristas varfan segiin el
caso, pueden ser los tridngulos, los trisngulos equilateros, los tridngulos isoscéles, etc.

En trabajos como el anterior se tratd la teorfa de la tensidn en hipergraficas introducida por
Bracho, Arocha y Neumann en {4}, para més informacién sobre tensién ver {1, [4], (5] y [6)-

Asf mismo, J. Arocha se pregunta sobre el concepto de tensién en un plano proyectivo finjto.
Sobre este tema trabajaremos en el dltimo capftulo de esta tesis. Al resolver la tensién en los
planos proyectivos finitos abordamos también €l problema de calcular el mimero heterocromético

de los mismos, pensando en ellos corno hipergraficas cuyos vértices son los puntos y cuyas aristas
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son las lineas.

A pesar de que encontrar el nimero heterocromatico de los planes proyectivos finitos results
un problema muy diffeil, fuimos capaces en esta tesis de encontrar cotas superiores e inferjores
para el mismo.

Utilizando técnicas de conjuntos bloqueadores y de subplanos de Baer (ver {8, 19} ¥ 10))
obtuvimos como cota superior ¢® — v/§ ~ 1 para cualquier plano proyectivo finito de orden q.

Por otro lado, usando técnicas en las que aparecen los plancs afines es posible afirmar que
la cota inferior para cualquier plano proyectivo de orden q es % — 2 + 4. |

La nocién de margarita de puntos ¥ rectas en los planos proyectivos nos permite mejorar la
cota inferior anterior para el caso en el que el plano prayectivo es algebraico ¥ ¢ es una potencia
de 2; en estos casos la cota es q? — 2 + 5.

Como se ver4 en el siguiente capftulo esta cota es exacta para el caso de PG(2,4), 1o que
nos permite, entre otras intuiciones, aventurar la siguiente conjetura:

Si¢=2"*! donde n > 1, entonces e} numero heterocromatico de PG(2,q) es g2 — 29 +5.

Empezamos el capftulo recordando Jos conceptos de hipergrafica y mimero heterocromético ¥
a continuacién mostraremos como se aplican la margarita y el disefio de blogques de la margarita

en la obtencion de Ia cota inferior para el nimero heterocromdtico.

DEFINICION 5.1: Una k—gréfica H = (V5 E) es una hipergrafica que consta de un

conjunto de vértices V y de un conjunto de aristas £, donde cada e € E, consta de k vértices.

DEFINICION 5.2: Una k-gréfica H = (V. E} es h—heterocromdtica si para cada

funcidn sobreyectiva f: V — {1,2,....h} existe una arista e € E heterocromatica.

DEFINICION 5.3: El ndmero heterocromdtico de una k—grifica H = (V;E) es el

minimo natural h tal que H es h—heterocromdtica. A este nimero lo denotamos por A (H).
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A continuacién pensamos en PG(2,q) como una (g + 1)—gréfica cuyos conjuntos de vértices
y de aristas son los puntos y las lfneas de PG(2, g} respectivamente. Entonces afirmamos que:

TEOREMA 5.4: Si ¢ =2"*) donde n > 1, entonces h,(PG(2,q) > ¢* - 29 + 5.

Para probar este teorema es necesario familiarizarnos con algunos resultados conocidos
en espacios proyectivos y demostrar a partir de ellos algunos resultados relacionados con la
estructira de la margarita y el disefio de bloques de la margarita.

Sea PG(m,q) el Espacio Proyectivo de dimensién m sobre el Campo de Galois de orden g.
Sabemos que los hiperplanos de PG(m, q) son los subespacios proyectivos de dimensién m - 1
sobre el Campo de Galois de orden g, es decir un hiperplanc de PG(m,q) es un PG(m ~ 1,q).

Un k-plano est4 definido como un subespacio determinado por m—k relaciones linealmente

independientes. Una lfnea es un 1-plano y es la interseccién de (m - 1) hiperplanos.
LEMA 5.5: Un k—plano en PG(m,q) tiene ’% puntos.

LEMA 5.6: El ndmero de k—plance en PG(m,q) es:

Hl = (g™ =1)(g™—1)...(gm =4+ 1)
k+1 q (qh!-l_”(qg_l)m(q_”

LEMA 5.7: Sit 2 u, entonces el nimero de t—plancs en PG{m,q) que contienen a un
u-plano dado s [T7V] ..

Para la demostracién de los lemas anteriores ver [3]

LEMA 5.8: Tres puntos en PG(n,2)} aparecen en 2"~! — 1 hiperplanos si son colineales y
en 2"~2 — 1 hiperplanos si no lo son.

Demostracidn:

Caso 1) Si los puntos son colineales est4n en un 1-plano, entonces aplicando el lema 5.3, e!

nimero de hiperplanos que contienen a este 1-plano es [(nfi)l_l] o due es igual a:




Caso 2} Si los puntos no son colineales, entonces generan un 2-plano, y por lo tanto, aplicando
el lema 5.3, el numero de hiperplanos que contienen a este 2-plano es [(“'_‘;)2_2]2 . que es

igual a:

LEMA 5.9: Cualesquiera tres pétalos de puntos en M estdn exactamente en §-téen
f - 1 bloques de M.

Demostracion:

Recordemos que, por el teorema 3.1, existe un isomorfismo A de disefios de blogues entre
PG(n,2) y M.

Caso 1) Si los tres pétalos son la imagen bajo h de tres elementos de PG(n,2) colineales,
entonces, por el lema anterior, aparecen los tres juntos en exactamente 271 — 1 bloques de
M. Es decir, de acuerdo a nuestra notacidn inicial, si g = 2**1, aparecen los tres juntos en
exactamente § — 1 bloques de M.

Caso 2) Si los tres pétalos son la imagen bajo h de tres elementos de PG(n,2) que no
son colineales, entonces, también por el lema anterior, aparecen los tres juntos en exactamente

272 — 1 bloques de M, es decir, en § — 1 bloques de M.

TEOREMA 5.10: Existen tres dvalos en PG{2,q), g = 2™, con la propiedad que
cualquier recta de PG(2,q) tiene dos puntos en al menos uno de elios.

Demostracion: Sabemos, por el lema 5.9, que existen tres pétalos en PG(2, g) que aparecen
en { — 1 bloques de M. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que P;, Pa y P3 aparecen
en § — 1 bloques de M. Como cualquier pareja de pétalos P; y P; aparecen juntos en § - 1.
entonces no existe ningdn renglén que contenga a dos de los tres pétalos P, Py ¥y Pyyvno
contenga al otro. Sabemos también que cada pétalo aparece en exactamente ; - 1 bloques.
Por lo tanto, cada P; para i = 1,2,3, estden § —1 - (§ - 1) = § - § = § bloques y en dichos
blogues no estd ninguno de los otros dos pétalos. Por lo tanto los bloques que contienen a los

pétalos 7, Pz y P3 son en total:




§—l+3(i)=q—l.

Es decir, todos los bloques contienen a Py, P, y Py. Esto significa que cualquier recta del
tipo 111 intersecta al menos a uno de los tres pétalos en dos puntos. Cabe sefialar que existen
rectas que intersectan a los tres pétalos.

Si tomamos ahora los dvalas Oy, O, y O3, donde O; = P; UL, afirmamos que cualquier recta
de PG(2, q) tiene dos puntos en al menos uno de ellos. La demostracion se completa observando

que las rectas del tipo I y 1I son rectas que intersectan a cualquier évalo en dos puntos. B

Abora estamos en condiciones de demostrar el teorema 5.4, exhibiendo una
(¢® — 2g + 4)—coloracién que no induce aristas heterocromdticas.

Sean 0y, y O3 tres dvalos que satisfagan el Teorema 510 y sea f : V — {1,..,r} una
coloracion tal que f(O:) = 1, f(P2) = 2, f(Ps) = 3 y coloreamos el resto de los vértices de
PG(2,9) con colores distintos entre si y distintes a {1,2,3}, entonces:

r=3+¢"+g+1-(g+2+2(q-1))
r=3+g+qg+1-(3q
r=q2-2q+4

Esta coloracién no induce aristas heterocrométicas ya que por el teorema anterior toda recta

tiene al menos dos puntos de color 1,2 6 3.
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CAPITULO 6

COLOREANDO PROYECTIVOS

En el capftulo anterior definimos la (g + 1)—grafica PG(2, q), como la hipergrafica (V; E) cuyo
conjunto de vértices son los puntos de P(G(2,9) ¥ euyo conjunto de aristas son las rectas del
mismo. Asf pues PG(2,2) es una 3-gréfica y PG(2,4) es una 5-gréfica.

Ademds, también el en capitulo V, dimos una cota inferior para el mimero heterocromatico.
En este capftulo demostraremos que h.(PG(2,2)) = 4 y que el mimero heterocromdtico de
PG(2,4) alcanza la cota inferior obtenida, es decir, que h.(PG(2,4)) = 13,

A continuacién daremos dos definiciones necesarias para la prueba de nuestro primer resul-
tado:

DEFINICION 6.1: Sea X un subconjunto de los puntos de un Plano Proyectivo de orden
g, denctado II;. Decimos que una recta de I, es generada por X si tiene dos o0 mas puntos en
X y denotamos por X, al conjunto de rectas generadas por X.

DEFINICION 8.2: Un cuadréngulo en TI; es un conjunto de cuatro puntos en I, en
posicién general, es decir no hay tres de ellos colineales.

Obsenl'emos que en PG(2,2) los cuadrangulos son precisamente los 6valos de puntos, intro-
ducidos en el capitulo L.

Con lo anterior podemos demostrar que:

TEOREMA 6.3: El nimero heterocromético de PG(2,2) es cuatro.

Demostracion:

Primero demostraremos que h.(PG(2,2)) > 3 exhibiendo una 3-coloracién que no induce

rectas heterocromaéticas.
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Sea O un 6valo de) Plano de Fano, PG(2, 2), sabemos que € tiene cuatro puntos y toda
recta que lo intersecta lo hace en exactamente dos puntos, es decir es un cuadrangulo. Como
© genera seis rectas del Plano y el nimero total de rectas es siete, entonces hay una sola recta
del Plano de Fano que no toca al 6valo. Sea [ la recta de PG(2,2) que no toca a O y sea
f:V — {0,1,2} una coloracién de PG(2,2) tal que todos los puntos de @ bajo f son de
color 0, dos puntos de { de color 1 y el otro punto de ! de color 2, afirmamos entonces que no
hay ninguna recta del Plano de Fano que gea heterocromstica, ya que si la recta toca a @ tiene
dos puntos de color 0 y si no lo toca es { y entonces tiene dos puntos de color 1. Lo anterior se

puede observar en la siguiente figura:

Figura 6-1: Plano de Fano

A continuacién demostraremos que cualquier 4—coloracién de PG(2, 2) induce al menos una
arista heterocromAtica.

Supongamos que f: V — {0,1,2,3} e una 4—coloracién de PG(2,2) sin tectas hetero-
cromdticas y sea X C V tal que X contiene cuatro vértices con un punto de cada color.

El conjunto X est4 en posicién general, puesto que no hay tres puntos colineales, y por lo
tanto es un évalo de PG(2, 2). Entonces, de las stete rectas de PG(2, 2) seis tocan a X y lo tocan
en exactamente dos puntos, m4s aun, estas seis rectas se intersectan dos a dos. Por lo tanto hay
tres parejas de ellas que se intersectan en tres puntos colineales que no pertenecen a X. Sean
1, y I3 dos rectas que tocan a X y que se intersectan en un punto fuera de X. Llamemosle z a

dicho punto. Entonces, independientemente del color que tenga z bajo f una de las dos rectas
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1, y I3 es heterocromaética lo cual es una contradiccién. Wl

Observemos que en el capitulo anterior demostramos que h.{PG(2,q)) > ¢* — 29 +5, donde
g = 2™ y n > 1, es decir que este resultado no podfa aplicarse al Plano de Fano. La razén
de Io anterior es que PG(2,2) no contiene rectas del tipo I1I en la margarita de rectas, ya que
dichas rectas tocan dos puntos de cada pétalo, sin embargo, en PG(2,2) los pétalos constan de
un solo punto, ya que, los 6valos tienen cuatro puntos de los cuales tres estdn en el centro y el

restante en el pétalo que corresponde a cada évalo,

A continuacién demostraremos que el nimero heterocromético de PG(2,4) es trece. Por el
capftulo anterior sabemos que h.(PG(2,4)) > 13, entonces basta demostrar que para cualquier
13-coloracién de PG(2,4) siempre existe una arista heterocromética.

La demostracidn es mucho mds compleja y requiere de algunas definiciones y resultados que
veremos a continuacién:

LEMA 6.4: Sea I, cualquier plano proyectivo finito de orden ¢ y sea X un conjunto de
puntos de I, tal que X genera al menos g + 3 rectas, entonces X contiene un cuadréngulo.

Demostracidn:

Supéngamos que X no contiene un cuadrdngulo y sean !, m y n tres rectas distintas gener-
adas por X que no se intersectan las tres en un solo punto, esto es poeible ya que el conjunto de
rectas generadas por X es al menos ¢+ 3 y sabemos que por todo punto de I1; pasan solamente
g + 1 rectas.

Supéngamos que al menos una de las intersecciones de dos de las tres rectas es un punto que
no est4 en X, supdngamos, sin pérdida de generalidad, que la interseccion de { y m es un punto
que no pertenece a X. Como | y m son rectas generadas por X existen dos puntos en cada una
de ellas que pertenecen a X, es facil observar que estos cuatro puntos forman un cuadrdngulo,
lo cual contradice nuestra hipétesis.

Supéngamos ahora que las tres intersecciones de las tres rectas son puntos de X, si existe
z € X que no esta en ninguna de las tres rectas, entonces z y las tres intersecciones de las rectas
forman un cuadrdngulo, lo que también es una contradiccién. Entonces, podemos suponer que
cualquier punto de X estd en alguna de las tres rectas {, m y n; observemos que si existen dos

puntos p y ¢ en X que estén uno en cada una de las rectas, por ejemplo p € [ y g € m entonces
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se ve claramente, como se muestra en la figura 6-2, que sia = INn y b = mNn entonces

{r.9,4,b} es un cuadrdngulo contenido en X, lo cual tampoco es posible .

Figura 6-2: Un cuadringulo

Finalmente, pensemos que alguna de las tres rectas, sin pérdida de generalidad, la recta {,
contiene a todos los puntos de X, entonces X genera a lo mas g + 2 rectas, como se muestra
también en la figura 6-3. Lo anterior es falso, ya que sabemos que X genera al menos ¢ + 3
rectas. B

Figura 6-3: g + 2 rectas

LEMA 6.5: Sea II; un plano proyectivo con ¢ > 4. Entonces cualquier cuadrdngulo estd

contenido en un conjunto de cinco puntos en posicién general.
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Demostracidn:
Sea C un cuadréngulo, entonces C genera seis rectas, es decir |CL| = 6 y en Cr hay tres
parejas de rectas que se intersectan dos a dos en puntos fuera del cuadrdngulo y el resto de las

intersecciones son puntos en C :

Figura 6-4: Rectas generadas por C

Adem#s, sabemos que toda recta de C tieme g + 1 puntos. Sea €, el conjunto de puntos

contenidos en las rectas de ., entonces:
ool =44+6(g+1-3)+3=65-5

Pero para g > 4, tenemos que 6 — 5 < ¢* + g + 1, entonces existe = € Mytalquex ¢ Cp y

por lo tanto CU {z} es un conjunto de cinco puntos en posicién general. B

Sea X un conjunto de puntoa en un I, .

DEFINICION 6.6: Una recta ! es Hamada una i-secante de X sil y X tienen i puntos
en comin. En particular vamos a llamar:

-Secante de X a una 2-secante de X,

-Tangente de X a una l-secante de X, y

-Recta externa de X a una 0-secante de X

DEFINICION 6.7: Un conjunte X que no tiene i-secantes para i > k es llamado un

k—arco.
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TEOREMA 6.8: Todo 2-arco de I, tiene a lo mas ¢ + 2 puntos y es un évalo cuando
contiene exactamente g + 2 puntos,

Demostracién:

Vamos a mostrar que todo 2-arco de Il, tiene a lo mas ¢ + 2 puntos. Sea X un Z-arcoy p
un punto de X. Si X tiene m elementos, entonces existen m - 1 rectas por P que tocan otros
puntos de X; estas rectas son todas diferentes (ya que, de otra manera tendrfames 3-secantes),
entonces p estd en exactamente m — 1 secantes y, en consecuencia, en ¢ + 2 — m tangentes. Por
lotantom < g+ 2

5i X es un 2-arco con m = g + 2, entonces toda recta de Il, es una secante o una rects
exterior, ya que el mtmero de tangentes de un 2-arco es m(g+2 - m) = 0. Por lo tanto el 2-arco

es un dvalo.

DEFINICION 6.9: Un semié6valo en I, es un 2-arco con ¢ + 1 puntos.
Observemos de la demostracion del teorema anterior que un semidvalo tiene g+ 1 tangentes,

una por cada punto.

La demostracién del lema que se enuncia a continuacién aparece en [20]:
LEMA 6.10: Si X es un semi6valo en un I1, y q €s par entonces las tangentes de X son

concutrentes en un punto que serd llamado el centro de X.

Es facil observar que 8i X es un semi6valo en un I, g es par y m es el centro de X entonces
tenemos que X U {m} es un 6valo de PG(2,q). Como corolario a lo anterior, tenemos que un

I1;, para ¢ pat, contiene un évalo si y sdlo si contiene un semiévalo.

Los resultadcs siguientes aparecen en [20] y relacionan a los 6valos en las planos proyectivos
de orden par con disefios de bloques y nos serdn de gran utilidad para probar que el nimero

heterocromético de PG(2,4) es 13.




LEMA 6.11: Sea O un évalo en un II3,, entonces € induce un
(487 = 1,252 — 5,5, 25+ 1, 1)—disefio, donde los elementos del disefio son los puntos de T13, que
no estdn en O y los bloques corresponden 2 las rectas que no tocan al 6valo.

La demostracién se sigue facilmente. Observemos que el disefio indica que cada punto fuera
del 6valo (cada elemento del disefio) estd en exactamente 2s + 1 rectas que no tocan al 6valo

(bloques del disefio).

Ahora estamos en condiciones de demostrar:

TEOREMA 6.12: Cualquier 13-colotacién de los puntos de PG(2,4) induce al mencs
una recta heterocromética, es decir h.(PG(2,4)) > 13.

Demostracién:

Sea f cualquier 13-coloracién de PG(2,4) y supongamos que f no induce rectas hetero-
crométicas. Sea X un subconjunto cualquiera de los puntos de PG(2,4) tal que tenga uno y
solo un punto de cada uno de los colores de la coloracién f, es decir X tiene cardinalidad 13 y
no hay dos puntos en X del mismo color bajo la coloracién f.

Sea Y el conjunto de puntoe de PG(2, 4) que no son puntos de X. Se sigue inmediatamente
que Y tiene 8 elementos. Recordemos que ¥}, es el conjunto de rectas generadas por Y y sea Yr
el conjunto de rectas tangentes a Y . §i {; € Y3 denotamos por p; al punto que estd en ;N Y
¥ denotamos por g(p;, ¥r), €] grado de p; en Y7, como el niimero de rectas por p; que estén en
Yr.

Afirmamos que para toda p € Y, g(pi, Yr) < 1, ya que si existe p € Y tal que g(p;, Y7) > 2,
entonces existen Iy y h en ¥) tal que ,NY = LNY = {p} ¥ por lo tanto [y y I; tienen cada
una cuatro puntos en X de distinto color. Independientemente del color de p, alguna de las dos
rectas es heterocromdtica, lo cual contradice nuestra hipdtesis.

Ahora, sabemos que g(p;, Y1) < 1 para todo p € Y, entonces el mimero de rectas en Y es
a lo mas 8.

Sea L = Yo UYr. Como Y, NY¥r = 0, entonces |L| = |Yi| + |Yr|. Observemos que si
[L] < 21, es decir, ¢l nimero de rectas de PG(2,4), existe al menos una recta | € PG(2,4)
que estd totalmente contenida en X | es decir es heterocromdtica, lo cual contradice nuestra

hipétesis.
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Por lo anterior, |L} = 21, es decir, toda recta de PG(2,4) tiene al menos un punto en el
conjunto Y.

Como |¥r| < 8 entonces |Yz| > 13, es decir, Y es un conjunto de puntos en PG(2,4) que
genera al menos 13 rectas. Por el Lema 6.4 Y contiene un cuadringulo C y por el lema 6.5
cualquier cuadrangulo en PG(2,4) estd contenido en un conjunto P de cinco puntos en posicién
general , pero P en PG(2,4) es un semiévalo y por la observacién previa P estd contenido en
un 6valo O de orden seis.

Observemos que como C CY el resto de los puntos del évalo que contiene a C pueden o no
estar contenidos en ¥, mas atin, puede estar uno contenido y el otro no y esto nos d4 origen
& tres casos distintos. Antes de analizarlos, obtendremos algunos resultados previos que nos
servirdn en cualquiera de los tres casocs.

Sabemos, gracias al lema 6.11, que si O ea un 6valo en PG(2, 4) existe un (15,6, 2,5, 1) -diseiio
cuyos elementos son los puntos de PG(2,4) que no son los puntas del 6valo y cuyos bloques son
las rectas de PG(2,4) que no tocan al 6valo. Ademds, recordemos que este disefio nos dice que
cada punto fuera de O esté en dos rectas que no intersectan a @ y por lo tanto, como por cada

punto pasan cinco rectas, cada punto fuera de O estd en tres rectas que intersectan a © en dos
puntos cads una.

Definimos el conjunto Z como los puntos en Y que no estdn en ¢l ¢valo, esdecir Z =Y - 0.
Sabemos que por todo z € Z pasan exactamente dos rectas fuera del dvalo, de las cuales a lo
mas una de ellas estd en Y7. Sea A C Z el subconjunto de los puntos de Z por los que pasa
una recta de ¥r, que es ademds una recta exterior al 6valo. Definimos [A| = a, entonces si

llamamos W el mimero de rectas que pasan por Z y estdn fuera del évalo, tenemos que:

w < njl[+2!|2|—a[ +a,

pues las rectas exteriores al dvalo que tocan un punto de Z son a y las rectas exteriores al
dvalo que tocan dos o m4s puntos de Z son a lo mas sﬂ)ﬁ;&l;el Haciendo ciertas operaciones
algebrafcas obtenemos que:

W < a+YZ
Como a < |Z] entonces de lo anterior se sigue que W s a lo ms § |Z|
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Analizamos los tres casos de Jos que hablamos anteriormente:

Caso 1) El évalo O estd totalmente contenido en Y. Si esto sucede |Z| = 2 por lo tanto
W < 3 lo que implica que existe una recta exterior a O totalmente contenida en X, lo cual no
es posible ya que, por hipdtesis, toda recta de PG(2,4) toca a Y en al menos un punto.

Caso 2} Que el dvalo O tenga cinco puntos en Y y uno en X. Si lo anterior sucede entonces
{Z] =3 y por lo tanto W < § < 5. Esto implica que hay al menos una recta exterior al 6valo
totalmente contenida en X, lo que, por hipdtesis, tampoco es posible,

Caso 3) Que el évalo O tenga cuatro puntos en Y y dos puntos en X. Entonces |Z| =4 y
obtenemos inmediatamente que W < 6. Si W < 6, nuevamente contradecimos nuestra hipétesis.
Supdngamos que W = 6, como |Z| = 4 entonces a = 4. Es decir, todo punto en Z tiene una
recta en Yr que estd fuera del dvalo y por lo tanto la otra recta por z, fuera del évalo, toca al
menos otro punto de 2.

Observemos que como a = 4, y W = 6 las rectas por los puntos de Z que no tocan puntos de
O son exactamente dos. Como |Z| = 4, estos cuatro puntos no pueden ser colineales, entonces
las dos rectas fuera del évalo que tocan a mas de un punto de Z tocan cada una exactamente a
dos puntos de Z y obviamente el resto de sus puntos estd en X. Llamaremos, por comodidad [,
¥ Iz a estas rectas y pensaremos que {; pasa por los puntos z; y 2z y 1a recta l; por los puntos
2y u.

Ademss denotaremos por I a la recta exterior al évalo que estd en Y) y pasa por el punto

z;. Asf, estas seis rectas est4dn distribuidas como se ve a continuacidn:

Figura 6-5: Seis rectas fuera de O
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Por hipétesis ninguna de estas seis rectas es heterocromstica, entonces afirmamos que
f(1) = f(z2) y que f(z3) = f(z).

Supongamos que f(z1) # f(22), como !y 2 no son heterocrom4ticas existen dos puntos en
X, a los que Namaremos 1 y 2 tales que f(z) = f(x)) y f(z2) = f(z3) y ademds sabemes
que {; no pasa por ninguno de estos dos puntos ya que dos puntcs determinan una dnica recta.
Entonces, log tres puntos en X que pertenecen a {; son de colores distintos a f(z)) y a f(z;)
¥ por lo tanto I) es heterocromdtica, o cual contradice nuestra hipétesis original. Observemos
que lo mismo Qucede sl suponemos que f(z3) # f(z), por lo tanto es claro que f(z;) = f(z)
y flz3) = fz).

Sean ¢ = f(z) = f(21) y d = f{z3) = f(z1). Es Fcil observar que las rectas {'y {2 se
intersectan en un punto en X de color c, ya que &i este punto es de color diferente a ¢ las dos
rectas son heterocrométicas; ya que, para que una recta de Y; no sea heterocromatica debe
pasar en X por un punto que tenga el mismo color que el punto por el que pass en Y. -

De forma andloga las rectas {3y I* se intersectan en X en un punto de color d.

Llamaremos u al punto de interseccién de I'y {2 y v a la interseccion de By 4. Sea T, el
tridgngulo monocromético formado por los puntos 21, 2 y u y sea Ty el tridngulo monocromético

formado por los puntos z3, z4 ¥ v. Lo anterior se muestra en la figura 6-6.

Figura 6-6: Seis rectas fuera de O

El évalo O tiene dos puntos en ¢l conjunto X y ademds observemoe que estos puntos no
gon ni u ni v. Afirmamos que la recta de] dvalo que pasa por los dos puntos que estdn en X es

heterocrom4tica. Si est4 totalmente contenida en X, la afirmacién es inmediata. Si toca puntos
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de Y, por definicién de 6valo, toca solamente puntos de Z; mas ain, toca a lo mas un punto
de Z en cada uno de los trisngulos T, y Tp, ya que las rectas que tocan dos puntos de cada
tridngulo son precisamente las seis rectas exteriores al 6valo que pasan por 2. El resto de sus
puntos estd en X y por lo tanto todos los puntos de la recta tienen colores distintos, es decir es

heterocromdtica; lo cual nuevamente contradice nuestra hipétesia original. W
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CAPITULO 7

TENSION

En este dltimo capftulo resolvemos el primer problema planteado en el trabajo doctoral.

El problema aborda el concepto de tensitén en hipergrificas, concretamente el concepto de
tensién en planos proyectivos finitos. ‘

A continuacién pensamos en un plano proyectivo de orden ¢, denotado por IL; como una
3J-grafica H cuyos vértices son los puntos de Il y cuyas aristas son las ternas de puntos en I,
que no son colineales, es decir los trigngulos de puntos que aparecen en el plano proyectivo. A

esta hipergréfica la llamaremos la 3-grdfica de tridngulos inducida por I,

Damos ahora las definiciones que se relacionan con el concepto de tensidén en hipergraficas:
DEFINICION 7.1: Una g—grdfica H es tensa si para cada funcién sobreyectiva
f:V — {1,2,..,q} existe una arista ¢ € F tal que f |, es inyectiva, es decir, si para cada

coloracién de los vértices de H existe al menos una arista heterocromética.

DEFINICION 7.2: Una q—grifica H es s-tensa si para cada funcidn sobreyectiva
[V — {1,2,...,9} que es una coloracién de los vértices de H existen al menos s aristas

heterocrométicas.



A continuacién tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 7.3: La 3-grafica de tridngulos H, inducida por T1,, ea tensa.

Sea f: V — {i,2.3} una 3-coloracién de H, y sea T un conjunto de tres vértices de H
tal que cada color de f est4 asociado a un y sélo un vértice de T, observemos que tenemos
unicamente los siguientes dos casocs:

Caso 1) Que T conste de tres vértices no colineales en cuyo caso automaticamente abten-
emos una arista heterocromética.

Caso 2} Que T conste de tres vértices colineales. En este caso, cualquier otro vértice de
H tiene asociado uno de los tres colores, tomemos un vértice fijo de H que no este en la recta
generada por los vértices de T entonces obtenemos una arista heterocromética que consta del

vértice y de los dos vértices de T de colores distintos al del vértice seleccionado. i

El resultado antertor es parte del teorema més general:

TEOREMA 7.4: La 3-gréfica de tridngulos H, inducida por I, es g*-tensa.

Demostracidn:

Sea f:V — {1,2,3} una 3-coloracién de H y sea T un conjunto de tres vértices de H tal
que cada color de f estd asociado a un y sdlo un vértice de T, aquf tenemos también dos casos:

Caso 1) Que T conste de tres vértices colineales. En este caso cualquier otro vértice de
H tiene asociado uno de los tres colores, tomemos un vértice fijo de H que no esté en la recta
generada por los vértices de T, entonces obtenemos una arista heterocromética que consta de
dicho vértice y de los dos vértices de T de colores distintos a} del vértice seleccionado. Sabemos
que existen g° vértices en H que no estdn en la recta generada por los vértices de T y lo anterior
puede hacerse para cada uno de ellos, entonces obtenemos al menos ¢? aristas heterocromaticas.

Caso 2) Que T conste de tres vértices no colineales, en cuyo caso tenemos sutomaticamente
una arista heterocromética. Tomemos un vértice fijo de H. Sea T' el conjunto formado por
dicho vértice y los dos vértices de T' de colores distintos a él. Si 7" es un conjunto de vértices
colineales estamos en el caso anterior tomando shora el conjunto 1V en lugar del conjunto T.
Si T consta de tres vértices no colineales obtenemos otra arista heterocromstica. Como lo

anterior puede hacerse en los ¢* + ¢ ~ 2 vértices de H que no son vértices de T, o bien T’ es
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una lfnea en cuyo caso estamos en el caso anterior, o bien obtenemos al menos ¢° + ¢~ | aristas

heterocromdticas, incluyendo a 7. @

Observemos que el restltado anterior es lo mejor posible pues la 3-gréfica de tridngulos H,
inducida por I, no es (g% + 1)—tensa, ya que, existe una 3-coloracién que no tiene g% + 1
aristas heterocrométicas. Dicha coloracidn consiste en colorear tres vértices colineales con los

tres colores y el resto de los vértices de H con uno y solo uno de estos tres colores.
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