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JUSTIFICACION.

Desde el momento en que me inicié en el estudio de la Hidr4ulica Maritima en un curso
correspondiente al octavo semestre de la carrera de Ingenieria Civil en el afic de 1981, surgié en
mi la idea de analizar los fendmenos fisicos en los mares, tales como el oleaje, las mareas y

corrientes, asi como sus efectos en el disefio de estructuras marinas.

Afortunadamente me ha sido posible hacerlo al ingresar al Programa de Maestria en
Ingenieria Hidrdulica, que propone la Divisiéon de Estudios de Posgrado de la Facultad de
Ingenieria de la UN.A.M., tomando la linea de Investigacion precisamente de HIDRAULICA
MARITIMA.

Tal como lo cita ROBERT L. WIEGEL en las primeras paginas de su clasica obra
"OCEANOGRAPHICAL ENGINEERING", alrededor del afio de 1965:

"LAS OLAS OCEANICAS SON UN FENOMENO COMPLICADO, DIFICIL, SINO ES
QUE IMPOSIBLE DE DESCRIBIR CORRECTAMENTE EN TERMINOS MATEMATICOS".

Precisamente en estas pocas lineas se resume el gran atractivo que representa el reto de
simular mediante diversos modelos matematicos la accion natural del oleaje en los mares y que es

el prop6sito fundamental de esta tesis de grado.
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OBJETIVOS.
OBJETIVO GENERAL.
La presente tesis de grado, titulada "MODELOS TEORICOS DE OLEAIJE" pretende

efectuar un estudio comparativo de las teorias de oleaje existentes, asi como el desarrollo de
programas de computo que permitan el cdlculo directo y rdpido de las caracteristicas de las olas

en el mar.

OBJETIVOS PARTICULARES.
A.-MODELO MATEMATICO.

Para cada teoria de oleaje se plantean los desarrollos mateméticos a través de los que se

pueden determinar las caracteristicas principales.

B.-SIGNIFICADO FISICO.
Se indica para las teorias en andlisis la interpretacién fisica de cada uno de los elementos

en las olas.

C.-CASOS TIPO DE PROBLEMAS.
Se propone agrupar en cada teoria, las distintas formas de presentarse problemas practicos

de ingenieria y su correspondiente solucidn, con el propdsito de homogeneizar los resultados.

D.-PROGRAMAS DE COMPUTO.

Debido al desarrollo matematico tan amplio que presentan las ecuaciones para los céalculos
de las caracteristicas de las olas y con el propdsito de evitar el uso de tablas y graficas de comiin
empleo hasta la fecha, se considera de gran importancia la elaboracion de programas de
computadora, que minimicen los tiempos de célculo y eviten el empleo de los elementos

auxiliares mencionados para realizar estimaciones mds rapidas.

E.-COMPARACION DE RESULTADOS.
Aplicando los programas sefialados podrdn compararse los resultados que arroje cada una
de las teorias, pudiendo finalmente establecer un conjunto de recomendaciones en ¢l empleo de

cada una de ellas.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

El comportamiento de las olas en los océanos es uno de los fenémenos de la naturaleza

mas enigmaticos y probablemente uno de los que menos entiende el ser humano.

A través de varias disciplinas del conocimiento, el hombre ha dedicado muchos afios al
estudio de este fendmeno, midiendo sus caracteristicas en el lugar y aplicando modelos

matematicos que pretenden simular su comportamiento.

Es facil entender que esto se debe a la necesidad de construir tanto obras que protejan las

costas, como estructuras que requieren estar dentro de los mares y rios.

1.1 OLEAJE.
Al movimiento alternativo de ascenso y descenso de la superficie libre del mar se le

conoce con el nombre de OLEAJE. Desde el punto de vista fisico existe una gran variedad de
oleajes, cuyos movimientos comprenden desde olas generadas por viento en los océanos hasta
olas de inundacion en rios; desde oscilaciones de largo periodo en darsenas de puertos hasta olas
de marea o saltos hidraulicos en estuarios; desde olas producidas por un barco en movimiento en
un canal hasta tsunamis consecuencia de maremotos u oleaje debido a explosiones nucleares. Los

agentes productores de olas oceanicas son:

a.- Fuerza de atraccion gravitacional de los océanos con la Luna y el Sol, generando las

MAREAS ASTRONOMICAS.
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Pieamar

e el
Fondo del Mar KJ\

Bajamaor

Figura 1.a Mareas astronémicas.

b.- Movimientos sismicos en océanos, produciendo las grandes olas llamadas

TSUNAMIS.

Movimientos
Sismicos

p/_l/ Fondo del Mar

Figura 1.b Tsunamis.
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c.- El viento, siendo el OLEAJE DE VIENTO el producto de este agente y del cual se

ocupa exclusivamente este escrito.

—F Venw /1/

Direccidn de Propagacidn

Fondo del Mar

Figura 1.c Oleaje de viento.

En las Figuras No. 1.a, 1.b y 1.c se muestran estos tres tipos de oleaje, sefialandose sus

diferencias mas notables.

En general, el fenomeno del oleaje es dificil de describir matematicamente debido a sus

caracteristicas tridimensionales, no lineales y una componente aparentemente aleatoria.

Sin embargo, existen varias teorias que intentan dar respuesta a este fenémeno, las cuales

se desarrollaran en este escrito.

1.2 CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE.

En el oleaje de viento se presentan algunos elementos muy importantes que es necesario
conocer y calcular, a los cuales se le llamardan CARACTERISTICAS FISICAS del mismo,

pudiendo observarlas en la Figura No. 2, la cual esquematiza un perfil del oleaje de viento.
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Celeridod . ,
p Direccidn de Propagacion
tongltud ‘
Cresta !4 — - ***4’?

_,;;(r_ —_ -
Nivel ds
Tréqngct;!ucfios .\’\
Valle
Fondo, z = - d
\]f\
S o4 S o4

NOTA: @) n = acos(2ax/L-2nt/T)

b} Para un origen dodo (x=0) se muestra el perfil
de lc olapara t=3T/4,7T/4,11T/4....

c)]m = a = H/2 en la cresta
n =-aga=-H/[ 2 en el valle

Figura 2 Caracteristicas fisicas del oleaje.

A continuacién se comentan estos elementos.

a.- Nivel de Aguas Tranquilas (NAT). Es ¢l nivel que adoptaria el mar en ausencia del
oleaje.

b.- Periodo de la ola (T). Tiempo que transcurre entre dos crestas (o valles) consecutivas
en una misma seccion.

c.- Frecuencia de la ola (f). Es el reciproco de su periodo (f=1/T).

d.- Cresta de la ola. Punto de altura méxima en el perfil del oleaje.

e.- Valle de la ola. Punto de minima elevacion en el perfil del oleaje.

f-- Altura de la ola (H). Distancia vertical medida entre cresta y valle de la ola
consecutivos.

g.- Amplitud de la ola (a). Distancia vertical entre la cresta y el nivel de aguas tranquilas o
entre €] valle y el nivel de aguas tranquilas.

h.- Altura del perfil (1). Distancia vertical medida entre cualquier punto de la superficie

libre del perfil de la ola y el nivel de las aguas tranquilas.
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i- Longitud de la ola (L). Distancia horizontal medida entre crestas consecutivas o valles
consecutivos.

Jj.- Celeridad de la ola (C). Velocidad con la que se mueve la ola a través de la superficie
libre del mar.

k.- Velocidades orbitales de las particulas (u,w). Son las velocidades tangentes a las
trayectorias de cada particula debajo de la ola en el plano vertical x-z.

l.- Celeridad de grupo (Cg). Es la velocidad con la cual se desplaza un grupo de olas.

m.- Aceleracion de las particulas (ay,a;). Representacién de la aceleracion de una
particula de agua en el plano vertical x-z.

n.- Desplazamiento de las particulas (g¢). Son las distancias medidas horizontal y
verticalmente, a partir de un origen en un sistema de referencia, sobre la trayectoria de una
particula de agua.

0.- Presion (P). Representa la presion total del oleaje sobre una particula debajo de la
superficie libre de mar.

p.- Energia de la ola (E). Es la energia total producida por el oleaje.

q.- Potencia de la ola. Representa el trabajo desarrollado por la ola en la unidad de
tiempo.

En la Figura No. 3 se observan algunas otras de las caracteristicas del movimiento del

oleaje.
Celeridad

& Direccidn de Propagacidn
Longitudg ol

Creasta

.............................. g
Nivel de Particula Qrbita Dirgegidn de
Ircfngquualga: sup%?ﬂ’gle padr?lclﬂla ml%vpr%r‘;r?églgo
d
{ L = profundidagd relativa
y / d = profundildad proporclional
+ Fondo, 7 = o
/ e e e
NOTA: estd exagerado g escala
vertical y laoa orbita de laos
particultas

Figura 3 Desplazamiento de las particulas.
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A N .

1.3 CLASIFICACION DEL OLEAJE.
El oleaje de viento puede presentar muy diversas formas, desde las completamente

cadticas hasta las muy definidas, siendo necesario agruparlo bajo distintas consideraciones,

siendo las més destacadas las siguientes:

a.- En funcion de la relacién entre la profundidad y la longitud del oleaje (d/L), conocida
como PROFUNDIDAD RELATIVA. Las olas pueden presentarse en tres zonas, que son:

ZONA DE AGUAS PROFUNDAS. En ésta, las olas no son afectadas por la profundidad

en su desarrollo normal y es vélida para valores d/L 2 0.5.

ZONA DE AGUAS INTERMEDIAS. Aqui, las olas son afectadas en su desarrollo por la

proximidad del fondo marino y se presentan para cuando 0.5 > d/L > 0.05.

ZONA DE AGUAS SOMERAS. También conocida como zona de aguas someras, es en
donde las olas son modificadas por la cercania del fondo del mar en mayor magnitud y

corresponden al valor de d/L < 0.05.

En la Figura No. 4 se pueden observar estas tres condiciones de oleaje.

Oleaje

gl Aguas 4.1

Aguas

o Aguas di Intermedias Someras L 20
' ¥
Profundas , lzgzi P —
d 1 27 L7 20

' P 4

: L™ 2 e S

. 4
1/ 4 /7

Figura 4 Oleaje en funcién de la profundidad relativa.
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b.- De acuerdo al desplazamiento de las particulas. Considerando el tipo de
desplazamiento que sufren las particulas al presentarse el oleaje, se tiene:

OLAS DE TRASLACION PURA. El desplazamiento de las particulas se produce en la
direccién del movimiento de la ola, en cualquier instante.

OLAS DE OSCILACION PURA. En éstas, los desplazamientos de las particulas
describen trayectorias cerradas o casi cerradas, con la particularidad de que la velocidad

disminuye de la superficie hacia el fondo, pudiendo ser circulares o elipticas.

¢.- Considerando el tipo de desplazamiento de ia cresta de la ola.

OLAS PROGRESIVAS. Se presentan cuando la cresta de la ola se desplaza
horizontalmente.

OLAS ESTACIONARIAS. Son aquellas en las cuales se presenta un desplazamiento
vertical aparente y un nulo desplazamiento horizontal,

En los esquemas mostrados en la Figura No. 5 pueden apreciarse estos tipos de oleaje.

Existe desplazamlento horizontal
pCoeleridaod

Fondo oal mar
VT T Vo
OLEAJE PROGRESIVO

No existe despiaozamlento horizontal
Celeridad = 0

Fondo del mor

ST e
OLEAJE ESTACIONARIO

Figura § Oleaje de acuerdo al desplazamiento de la creta.
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d.- Tomando en cuanta la altura de la ola. Esta clasificacion es muy importante y pueden
presentarse:
ONDAS DE PEQUENA AMPLITUD. Se caracterizan porque la altura de la ola es
pequefla en comparacién con su longitud.
ONDAS DE AMPLITUD FINITA. Por el contrario, son olas cuya altura no es pequefia

comparada con su longitud.

Al estudiar las ondas de pequeiia amplitud, se desprecian los desplazamientos que sufre la
superficie libre, con lo que se logra un modelo matematico mas sencillo para su aplicacién, como
se vera al analizar la Teoria Lineal del oleaje. Una forma para diferenciar este tipo de olas se

muestra en la Figura No. 6.

LYH

Ondas de amplitud finita

Figura 6 Oleaje atendiendo a su amplitud.

e.- Conforme al periodo de las ondas. Pueden ser:
OLAS CAPILARES. Su periodo es menor de 0.1 s.
OLAS DE ULTRAGRAVEDAD. Con periodos que van de 0.1 s hasta 1.0 s.
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OLAS DE GRAVEDAD. Generadas por vientos con velocidades de 6.5 a 7.0 m/s,
presentan periodos entre 1.0 y 30.0 s, siendo las mds cominmente observadas en los océanos y
por lo tanto las de mayor interés para la Hidraulica Maritima.

OLAS DE INFRAGRAVEDAD. Son aquellas que presentan periodos entre 30.0 y 300.0s.

f.- Atendiendo al punto donde se presentan.

OLAS EN LA ZONA DE GENERACION 0O LOCALES. Cuando las olas estan bajo la
influencia del viento en una zona de nacimiento, llamada zona de generacidn; generalmente se les
llama "SEA".

OLEAJE DISTANTE. Corresponde a las olas que se localizan fuera de la zona de accién

del viento que las genera; denominadas frecuentemente "SWELL".

1.4 TIPOS DE TEORIAS DE OLEAJE
1.4.1 INTRODUCCION

Desde el punto de vista matematico no existe una solucion general para describir el

comportamiento real del oleaje; atin en los casos mas sencillos deben realizarse aproximaciones.

Las aproximaciones matematicas para el estudio del movimiento del oleaje son tan

variadas como los aspectos fisicos.

En realidad los tratamientos matematicos que pretenden analizar el oleaje utilizan los
recursos de su comportamiento fisico y matematico con problemas lineales y no lineales; siendo
la principal dificultad el hecho de que una de las fronteras, llamada superficie libre, es una de las

incognitas.

Los movimientos del oleaje son tan diversos y complicados que cualquier intento de una

clasificacion tinica puede conducir a errores.

Cualquier definicion corresponde a idealizar situaciones que nunca ocurren rigurosamente,
ya que son solamente aproximadas. Por ejemplo un movimiento bidimensional puro nunca existe;

€s un concepto mateméaticamente conveniente, el cual fisicamente tiene una mejor aproximacioén
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en un tanque con paredes paralelas. Los efectos de condiciéon de frontera y componentes

transversales, aunque existen, son dificiles de detectar.

1.4.2 PARAMETROS CARACTERISTICOS
En un sistema de coordenadas Euleriano el problema de describir la superficie de la ola
generalmente involucra tres incdgnitas: la elevacién de la superficie libre (o la profundidad total),

la presion {conocida en la superficie libre) y la velocidad de la particula.

Debido a que es imposible tener un método de solucién general han sido desarrolladas
hipétesis simplificatorias que se aplican a casos particulares con precisidn variable, que estin

incluidas en las teorias del oleaje.

En general el método de solucién que es utilizado depende de los efectos no lineales
considerados, es decir de la importancia relativa de los términos de inercia convectiva con

respecto a la inercia local.

Sin embargo, en lugar de analizar el comportamiento con esos términos inerciales
directamente, es mas conveniente relacionarlos con otros pardmetros caracteristicos accesibles del

oleaje, como son:

1. Un valor tipico de la elevacion de la superficie libre llamado altura de la ola H.

2. Una longitud horizontal conocida como longitud de laola L, y
3. La profundidad del agua d.

A pesar de que las relaciones entre los términos inerciales y estos tres parametros no son
simples, sus valores relativos son de considerable ayuda en la clasificacion de las teorias del

oleaje desde un punto de vista matematico.

Por ejemplo, es facilmente comprensible que cuando la elevacién de la superficie libre
disminuye, la velocidad de las particulas disminuye también. En consecuencia cuando la altura de

la ola H tiende a cero el término de inercia convectiva (el cual se relaciona con el cuadrado de la
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velocidad de la particula) es infinitesimal de orden mas alto que el término local de inercia el cual
esta relacionado linealmente a la velocidad. En tal caso el término de inercia convectiva puede ser

despreciado y las ecuaciones pueden ser linealizadas.

Tres relaciones caracteristicas pueden ser obtenidas de H, L, d; estas son H/L, H/d, L/d. La
importancia relativa del término de inercia convectiva aumenta conforme el valor de estas tres

relaciones aumenta.

En aguas profundas (H/d y L/d son pequefios) el parametro mas significativo es H/L, el
cual es llamado altura unitaria de al ola; mientras que en aguas someras es H/d liamado altura
relativa y en aguas intermedias el pardmetro significante es la relacion (H/LYL/d) llamado

parametro de Ursell y que cubre también los casos en aguas someras y en aguas profundas.

1.4.3 METODOS DE SOLUCION
Dependiendo del problema considerado y del rango de valores de los parametros H/L, H/d

y L/d pueden utilizarse tres aproximaciones matematicas para la solucién.

1.4.3.1 LINEALIZACION.
El caso mas simple de las teorias de oleaje es por supuesto la teoria lineal, en la cual los

términos de inercia convectiva son completamente despreciados. Estas teorias son validas cuando
H/L, H/d y L/d son pequefios, es decir para ondas de pequefia amplitud y longitud pequefia en
aguas profundas; por la primera razén es llamada “TEORIA DE ONDAS DE PEQUENA
AMPLITUD”.

Las ecuaciones linealizadas estan sujetas a soluciones matematicas que las teorias lineales
del oleaje usan para una variedad extrema de movimientos del oleaje. Por ejemplo, algunos
fenémenos que son estudiados por este método son la difraccion del oleaje, las olas generadas por
el movimiento de un barco y el oleaje producto de explosiones, aun cuando puedan tener

amplitudes grandes.
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1.4.3.2 SERIES DE TAYLOR.
También pueden encontrarse soluciones como una serie de potencias en funcion de un

parametro pequefio comparado a otros. Esta cantidad pequeiia es H/L. en aguas profundas o H/d
en aguas bajas. En el primer caso (desarrollo en términos de H/L u oleaje de Stokes) el primer
término de las series es una solucién de las ecuaciones linealizadas. En el segundo caso, el primer

término de las series es ya una solucion de ecuaciones no lineales, estas son las olas cnoidales.

El célculo de los términos sucesivos de las series es bastante laborioso, por lo que estos

meétodos son usados en un nimero de casos muy pequefio.

El caso mas tipico es el oleaje periodico progresivo en dos dimensiones, aunque tambi€n

se puede aplicar en olas peridicas estacionarias y en oleaje irregular.

1.4.3.3 METODOS NUMERICOS
Puede suceder que no exista como solucién un perfil de condicidén continuo y regular, en

cuyo caso una solucién numérica donde las diferenciales son sustituidas por diferencias finitas es
frecuentemente utilizada. Esto ocurre para valores grandes de H/d y L/d, cuando los términos no-
lineales tales como [pu (8u/0x)] son relativamente grandes en comparacion con la inercia local

[p(6u/dt)]. Este es el caso de ondas largas propagandose en aguas someras.

Por supuesto, en este caso puede ser utilizado un método numérico para resolver un
sistema de ecuaciones linealizado; por ejemplo el método de relajacion es usado para estudiar la
agitacion de olas pequefias en un estanque. También una solucién analitica de un sistema no-

lineal de ecuaciones puede encontrarse en algunos casos particulares.

Sin embargo, debe tenerse en mente que estos tres métodos de solucion y el rango de

aplicacion dado en cada caso indican mas una tendencia que una regla general.

Aparte de los tres métodos descritos que enfocan la atencién en una solucidn
deterministica completa del problema del oleaje, la descripcidn del estado del mar generalmente

involucra el uso de funciones aleatorias. Las operaciones matematicas que son usadas en este caso
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(como el andlisis arménico) generalmente implican que el oleaje obedece leyes linecales,
requisitos necesarios para aceptar que el principio de superposicién es valido. Por consiguiente
tales aproximaciones pierden su validez para describir el estado del mar en aguas reducidas

(grandes valores de H/d y L/d) y en la zona de rompiente del oleaje.

1.4.4 CLASIFICACION

En general las teorias del oleaje se pueden agrupar en dos grandes familias que son:

1.4.4.1 TEORIA DE ONDAS DE PEQUENA AMPLITUD.
Adoptan la teoria linealizada para las olas de amplitud infinitesimal y la primera categoria

de series de potencias, es decir las series en términos de H/L para las olas de amplitud finita.

1.4.4.2 TEORIAS DE ONDAS LARGAS.
Emplean el método numérico de solucién para las ecuaciones no-lineales de ondas largas.

Estas dos grandes familias de teorias incluyen un gran niimero de variantes y algunos
casos intermedios que presentan algunas de las caracteristicas de ambas familias; por ejemplo la
teoria cnoidal, la teoria de la ola solitaria y la teoria monoclinal son consideradas como casos

particulares de las teorias de ondas largas, ya que presentan oleaje no-lineal en aguas someras.

En la figura No. 7 siguiente se presentan las teorias lineales de acuerdo a sus
caracteristicas mas relevantes: altura relativa H/d, parametro de Ursell H/L(L/d)’, profundidad
relativa d/L, distribucion de la presién, rotacionalidad, fuerzas de friccion, tipo de ola, transporte

de masa y solucién matematica.
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ALTURA
RELATIVA DE
LA OLA

PARAMETRO
DE URSELL

PROFUNDIDAD
RELATIVA

DISTRIBUCION
DE
PRESIONES

ROTACIONALIDAD

FUERZAS
DE
FRICCION

TIPO DE OLEAJE

TRANSPORTE
DE MASA

SOLUCION
MATEMATICA

NOMBRE
DE LA
TEORIA
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TEORIA LINEAL DEL OLEAJE

H/d<<1

H/L(L/d)’<<1

Aguas bajas
d/L <0.05

Apguas intermedias
0.05<d/L <0.5

Aguas profundas
d/L>0.5

Hidrostatica
cu/dz=0

Irrotacional

Fluido perfecto

Oscilatorio

|

No hidrostatica

Irrotacional

Fluido perfecto

Oscilatorio

No existe transporte de
masa

No existe transporte de
masa

Exacta Exacta
TEORIA LINEAL DE TEORIA DE ONDAS DE
ONDAS LARGAS PEQUENA AMPLITUD

Figura 7 Teorias lineales del oleaje.
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De manera similar se muestra en las figuras 8, 9, 10 y 11 las caracteristicas de las teorias

no lineales del oleaje.

TEORIAS NO LINEALES DEL OLEAJE

Figura 8 Teorias no lineales del oleaje.
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ALTURA
RELATIVA DE
LA OLA

PARAMETRO
DE URSELL

PROFUNDIDAD
RELATIVA

DISTRIBUCION
DE
PRESIONES

ROTACIONALIDAD

FUERZAS
DE
FRICCION

TIPO DE OLEAJE

TRANSPORTE
DE MASA

SOLUCION
MATEMATICA

NOMBRE
DE LA
TEORIA

H/d <<l

H/L(L/d)*<10

|

Aguas intermedias
0.05<d/L<0.5

Aguas profundas
d/L>0.05

No hidrostatica

No hidrostatica

Irrotacional

Rotacional

Rotaciconal

Fluido perfecto

Fluido perfecto

Fluido perfecto

Oscilatorio

Oscilatorio

Oscilatorio

|

Pequefio transporte de No existe No existe
masa transporte de transporte de
masa masa
l |
Series de Taylor en H/L Series de Taylor en Exacta
H/L (solucién
implicita)
|
TEORIA DE ONDAS DE TEORIA DE ONDAS DE TEORIA
PEQUENA AMPLITUD PEQUENA AMPLITUD TROCOIDAL
Figura 9 Teorias no lineales del oleaje.
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ALTURA
RELATIVA DE H/d<1
LA OLA
PARAMETRO 3_
DE URSELL H/LE@/dy =1

Aguas bajas
PROFUNDIDAD d/L<0.1
RELATIVA
DISTRIBUCION
DE :
PRESIONES Hidrostatica No hidrostatica
ROTACIONALIDAD Irrotacional Rotacional
FUERZAS
DE Fluido perfecto Fluido perfecto
FRICCION [
TIPO DE o 'll ) l = - -
OLEAJE sci i':ltorlo De tranlslacmn 0501l|at0r10
TRANSPORTE Pequeiio transporte de Transporte de Transporte de
DE MASA masa masa masa
SOLUCION Series de potencias en Series de potencias Exacta (teoria de
MATEMATICA H/d en H/d primer orden
NOMBRE TEQORIA DE LA OLA TEORIA DE LA
DE LA TEORIA CNOIDAL SOLITARIA OLA SOLITARIA
TEORIA

Figura 10 Teorias no lineales del oleaje.
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ALTURA
RELATIVA DE H/d>1
LA OLA —
PARAMETRO 3
DE URSELL H/LL/d) >>1
Aguas bajas
PROFUNDIDAD d/L<<0.05
RELATIVA
DISTRIBUCION
DE Hidrostatica
PRESIONES ou/oz=0
ROTACIONALIDAD Cuasi-irrotacional Irrotacional
I
FUERZAS I I
DE Friccién cuadrética Friccién cuadratica Fluido perfecto
FRICCION
TIPO DE OLEAJE De translacién De translacion De translacién
TRANSPORTE I | I
DE MASA Transporte de masa Transporte de Transporte de
masa masa
I I I
SOLUCION Métc')do armonico Exacta Métf)d'os de las
MATEMATICA Método 'de. las caracter1§t1cas enunay
caracteristicas dos dimensiones
I | I
NOMBRE OLA DE MAREA (EN UN TEORIAS DEL TEORIA DE
DE LA ESTUARIO) OLEAJE ONDAS LARGAS
TEORIA MONOCLINAL

Figura 11 Teorias no lineales del oleaje.
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1.5 ASPECTOS DE LAS TEORIAS DEL OLEAIJE.
Como ya se establecio anteriormente el problema de la superficie de la ola en un sistema

Euleriano de coordenadas implica tres incognitas (n,p, V).

Se parte de la suposicién que una ola periddica y progresiva que viaja sobre el fondo del

mar horizontal esta caracterizada por un perfil de condicién estacionario, es decir:

M, ¥,p=f(x-Ct) (1)
donde C es una constante igual a la velocidad de la ola. (De hecho, se ha observado que
bajo ciertas condiciones el perfil de la ola en aguas someras llega a ser inestable, asimétrico y

degenera en una sucesién de ondulaciones mas pequeiias).

El problema consiste ahora en resolver un sistema que satisfaga las ecuaciones de
continuidad, cantidad de movimiento y ciertas condiciones de frontera. Sin embargo, €stas no son

suficientes para resolver el problema no lineal y son necesarias dos consideraciones mas.

Esto conduce a la discusion del problema de la rotacionalidad y el transporte de masa, en

vista de que ellos estan relacionados.

En primer lugar se hace notar que un flujo estacionario de distribucién de velocidad
arbitraria siempre puede ser superpuesto a un movimiento del oleaje dado, induciéndolo de este
modo a cualquier distribucion de velocidad de transporte de masa arbitrario (Dubreuil-Jacotin,
1934). Las consideraciones en el calculo del movimiento de la ola son inherentes a las
condiciones que predominan en las hipdtesis que son utilizadas en el célculo del transporte de

masa.

El movimiento de la ola puede determinarse considerando que no hay transporte de masa
en absoluto. Estas son las teorias de orbitas cerradas, tales como la solucion exacta de Gerstner
(1809) en aguas profundas y la solucién de series de potencia de Boussinesq, Kravtchenko y
Dauber (1957) para aguas someras. Como un resultado de esta hipdtesis el movimiento es

rotacional y la vorticidad en la direccién opuesta a la rotacién de la particula, es decir, en la
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direccion opuesta a la que deberia esperarse fisicamente bajo la influencia de un esfuerzo cortante

debido al viento que sopla en la direccidn del oleaje.

El movimiento de la ola también puede ser aceptado como irrotacional, en cuyo caso se
presenta una distribucion de transporte de masa como un resultado de la no-linealidad (Wehausen
y Laitone, 1960). Estas son las teorias del oleaje Stokesianas, que incluyen las de Stokes (1847),
Levi-Civita (1925), Struik (1926) y Nekrassov (1951).

Aun cuando existe una distribucién de transporte de masa, la cual es funcion de la
coordenada vertical, la constante de integracién se determina frecuentemente suponiendo que el
transporte de masa promedio es nulo por la condicién de continuidad, o sea, un flujo estacionario

se superpone por lo que la velocidad promedio del transporte de masa es cero (Miche, 1944).

Sea:

U(z)=(n+1)U ,(z) (2)

donde U(z) es la velocidad del transporte de masa como una funcién de la distancia

vertical zy U__, es el transporte de masa en una ola irrotacional (¢ =0) de la misma familia y

aproximacion.

El caso donde p=-1 corresponde a la solucion de Boussinesq para orbitas cerradas.
Cuando p =0 corresponde a la teoria irrotactonal de Stokes. Si pu > 0, la vorticidad promedio se

presenta en la misma direccién que la direccién de la 6rbita, lo que se debe a un viento fuerte

actuando en la direccion del oleaje. El caso donde p <—1 genera una vorticidad negativa y un

transporte de masa negativo en la superficie libre, los cuales son debidos a la accidén del viento en
la direccion opuesta a la propagacion de la ola (un caso frecuente cerca de la costa). Finalmente

cuando —1<p <0, la vorticidad se presenta en la direccidon opuesta y el transporte de masa es

més pequefio que en el caso irrotacional.
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Longuet-Higgins (1953) demostré la importancia de las fuerzas viscosas en el fondo para
explicar el hecho de que el transporte de masa en el fondo del mar es siempre en la direccion del

oleaje.

Ademas de la primera hipétesis respecto de la rotacionalidad o transporte de masa, se
requiere otra condicion adicional. Por ejemplo, para olas progresivas monocromaticas, se intenta

establecer una solucion de estado estacionario, tal que la funcién potencial sea ¢ = f(x~Ct)

donde C es una constante igual a la velocidad de la ola, en cuyo caso la solucién es unica. Aun
cuando las soluciones de estado estacionario son de la misma forma, C es indeterminada y para su
obtencion se requiere otra condicién. Por ejemplo, la velocidad horizontal promedio durante un
periodo de la ola en una situaciéon dada puede tomarse como cero, pero el transporte de masa es

entonces el minimo.

Generalmente se prefiere otra condicién que consiste en asumir que la cantidad de
movimiento promedio a lo largo de la longitud de la ola es cero por la adicion de un movimiento
estacionario; en este caso se obticne otra expresion para C, la cual consiste en un transporte de
masa diferente. De esta manera se entiende que el célculo de las teorias del oleaje estd sujeto a
ciertas arbitrariedades debidas a distintas hipdtesis utilizadas que pueden conducir a diferentes

valores de C (Le Méhauté, 1968).

Guillermo Cardoso Landa 27




. ommbemde ol i



Teoria Lineal. /\ /\

CAPITULO 2. TEORIA LINEAL.

La mas elemental teoria que describe los elementos del oleaje de pequefia amplitud, fue

desarrollada por Airy en 1845,

Su importancia fundamental radica en su facil aplicacion y en la gran regién del oleaje que

abarca,

Matematicamente, la Teoria Lineal, también conocida como Teoria de Airy, puede ser
considerada como una primera aproximacién de una descripcién tedrica completa acerca del

comportamiento del oleaje.

2.1 TEORIA LINEAL PARA OLEAJE PROGRESIVO.
2.1.1 ASPECTOS GENERALES.

Algunas consideraciones de partida muy importantes y previas al establecimiento de las

caracteristicas fisicas del oleaje son:

(a) Para el analisis, se propone un marco de referencia espacial, mediante un sistema
de coordenadas cartesiano (x,y,z), en donde 'x' se localiza en la direccidn horizontal de
propagacién de la ola y sobre la linea de nivel de aguas tranquilas (NAT); 'z’ se mide
verticalmente; 'y' se medira en direccion perpendicular al plano 'x-z'.

(b)  Elfluido es homogéneo € incompresible; por lo tanto, la densidad 'p’ es constante.

(c) La tension superficial se desprecia.

(d)  El efecto de Coridlisis se desprecia.

(e) El fluido se considera ideal o no viscoso y ademds irrotacional.

1)) Las olas se consideran bidimensionalmente actuando en el plano 'x-z'.

(g) La ola que se analiza no interactiia con los movimientos de ninguna otra ola.

(h) La amplitud de la ola es pequefia y su forma no varia en el tiempo y espacio.

(i) El fondo es fijo, horizontal e impermeable; lo que implica que la velocidad vertical

en el fondo es cero.
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2.1.2 MODELO MATEMATICO.

Al ser el oleaje un fluido en movimiento, puede plantearse un esquema de solucién a
partir de las ecuaciones basicas de hidrodinamica, como son las tres Ecuaciones de Navier-Stokes
y la Ecuacién de Continuidad; generandose un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas, a saber, la presion, 'p' y los tres componentes de la velocidad en las direcciones x,y, z

(llamadas 'w', 'v', 'w').

l@+\JV'2U+X=EE (3)
p ox dt
lianV"wY:"i—" (4)
p oy dt
12, wigez= (5)
p oz dt
LWL (6)
ox oy oz

en estas ecuaciones:

P, densidad del agua de mar, en kgm/m3 .

v, viscosidad cinemética del agua de mar, en m?/s.

X.Y.Z, fuerzas masicas del volumen de agua analizado sobre los respectivos ejes

de referencia.

v, operador nabla.

Vz, laplaciano.
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2.1.2.1 TEOREMA DE BERNOULLI
Si se desarrolla el miembro derecho de la ecuacion 3 se obtiene:

—=— U —FV—+W— (7)

du BV ou  ow
ox Ox{ 2 ox ox
Sustituyendo 8 en 7
du 8u o (v’ ou v ou ow
—=—+— — |[+V|——— |+ W] ——— (9)
dt ot x| 2 oy Ox 0z 0x

Recordando la definicién de rotacional

ool (52 GR35
1522

Observando las ecuaciones 9 y 10 se aprecia que los dos tiltimos términos de 9 representan la

magnitud de la componente x del producto rotvx v, es decir,
ou ov “ n
v =-= +w(§—u——a—w-J=[rotvxv]x (11)
dy ox oz Ox

si se sustituye 11 en 9
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2
du_n ofv +[rotox 9], (12)
dt ot ox| 2

por otra parte, sustituyendo 12 en 3

2
l@.puvzu-[-X:@-{-i Y +(rot\7><\7)x (13)
p Ox o oxl| 2

También pueden establecerse las hipotesis siguientes:
1. Se considera nula la viscosidad cinematica del fluido, por lo que el término vV u se
desprecia.

2. Existe un potencial Q para las fuerzas mésicas, por lo que X = 8Q/ox .

3. Se presenta un potencial de velocidad, lo que implica que rotv =0 y por ende [rot\“rx 9] =0.

con los cuales la ecuacién 13 se reduce a

2
lie+_89_=@_+i y_ (14)
pdx ox ot ox\ 2

Considerando ahora que el potencial de las fuerzas masicas es el gravitacional, Q =-gzy

que la presion se considera negativa, la ecuacion 14 sera

2
G I L (15)
ox\p 2 ot

Bajo un desarrollo similar al mostrado, partiendo ahora de las ecuaciones 4 y 5, pueden

obtenerse expresiones andlogas para las direcciones Y y Z.

Partiendo de 15 y sus analogas, multiplicando por dx, dy, dz, respectivamente, sumando

miembro a miembro ¢ introduciendo el vector d3 = idx + jdy +kdz se obtiene finalmente
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2
d(2+z+"—J=-13(@-d§) (16)
Y 2g got

que es el teorema de Bernoulli que se utilizara en la teoria lineal del oleaje.

2.1.2.2 TEORIA LINEAL DEL OLEAJE EN DOS DIRECCIONES ESPACIALES
Se analizari el oleaje en un movimiento bidimensional, que tiene lugar en planos

verticales paralelos al sistema x (horizontal) y z (vertical).

Para encontrar las ecuaciones basicas del oleaje de la teoria lineal se requieren de varias

hipdtesis y de establecer algunas condiciones de frontera.

2.1.2.2.1 HIPOTESIS
a.- El flujo es potencial. Por ello la velocidad se plantea en términos de la funcién

potencial ¢ como:

v=Vo (17)

b.- Los términos cuadraticos de la velocidad son pequefios. Por lo que

V$-Vo=0 (18)

c.- El componente de la velocidad vertical en el fondo del mar es nulo

(W),.q=0 (19)

d.- Puesto que el oleaje es oscilatorio, la elevacion de la superficie libre se puede expresar

como una funcién periddica.

n=acos(kx—0't) (20)

k es el numero de la ola igual a 2n/L y o se llama frecuencia angular que es igual a 2n/T siendo T

el periodo.
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e.- La funcion ¢ varia ciclicamente y se expresa como:

¢ =o(x,2,t)=f(z)f (x,1) (21)
donde

f(x,t)=sen(kx —ot) (22)

2.1.2.2.2 CONDICIONES DE FRONTERA
Para obtener la presién p y el potencial ¢ que cumplen con la ecuacién de Laplace y con la

ecuaciéon de Bernoulli (ecuacion 16) se requieren tres condiciones de frontera, las que se

describen a continuacion.

A) CONDICION PARA LA SUPERFICIE LIBRE
Considérese que el sistema de referencia en el oleaje es el mostrado en la figura siguiente:

r / Superficie libre ,_\

\’_//_‘\\//‘_‘\\v/_‘\v/_‘\

v
>

|
L

/Fondo del mar \

WW%WWW

Figura A) 1. Condiciones de frontera en la superficie libre y en el fondo

Debido a que el flujo es bidimensional la componente v se anula y la ecuacién 16 toma la

forma:

2
dByze =——1-(§3dx+@dz) (23)
¥ 2g glot ot

Si existe potencial u=8/0x y w=238p/dz, y suponiendo que las velocidades pequefias

por lo que v?/2g se desprecia, la expresién anterior
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d(3+z]=_li(d¢) (24)
Y g ot
Integrando y ordenando
P12 (25)
¥ g ot

Si se selecciona adecuadamente el sistema de referencia ¢ =0, p =07y z = 1, la ecuacién

25 se puede escribir como:

__1(%
n= [atj (26)

Considerando que la velocidad vertical en la superficie libre corresponde al cambio en el

tiempo de la masa se tiene:

w:(?ﬂ) =(§$) (27)
&)y \OZ/,,
Derivando parcialmente con respecto al tiempo la ecuacion 26
[gﬂj = _1 6_2¢ (28)
O Jpn 8O
Sustituyendo la ecuacién 27 en la ecuacion 28 se obtiene:
2
%,154) g 19)
oz go® ),

En donde se observa que la condicion de frontera para la superficie libre(cinematica y

dindmica) implica que el potencial satisfaga esta relacion.

B) CONDICION PARA EL FONDO
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En el fondo del mar, a una profundidad d de la superficie libre como se aprecia en la
figura A) 1 la velocidad vertical w debe ser cero puesto que no hay flujo a través del fondo (de

acuerdo a la hipotesis ¢, ecuacion 19). Esta condicidn implica que

%Y _
&~ o

debe satisfacerse.

2.1.2.2.3 FUNCION POTENCIAL
Por tratarse de un flujo bidimensional V=0 y con potencial de velocidades

(u=239/x y w = 89/dz) la ecuacién de continuidad 6. deviene en

o2 o2
ax—q’f" (31)

En conclusion, para que sea valido el potencial ¢ debera satisfacer esta ecuacion 31 y las

ecuaciones 29 y 30 provenientes de las condiciones de frontera.

De la hipétesis e) y sustituyendo la ecuacion 22 en la 21. se obtiene

o = f(z)sen(kx - ot) (32)
al sustituir la ecuacidn 32 en 31
o? 2
Ef(z)—k f(z)=0 (33)
siendo la solucién general de esta relacion
f(z)= Ae"™ + Be™ (34)

Ahora si se sustituye la ecuacién 34 en la expresion 32 se genera
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o =(Ae +Be™ )sen(kx — ot)
y si se deriva parcialmente con respecto a z

%zl = (Ake™ - Bke™ fen(kx - ot)

Considerando la condicion 30, para z = -d se tiene

(@)H = (Ake™ ~ Bke* ben(kx - ot)

oz
es decir
Ake™ - Bke" =0
o también
Ae™ —BeX =0
y si se hace
Ae™ = Be =-];—

Sustituyendo esta expresion 40 en la ecuacion del potencial 35 se genera
o= g[ek(m) + e_k(z+a)]5en(kx _ot)

y recordando la definicién de funciones hiperbdlicas

¢ = D cosh[k(z + d)len(kx — ot)
Derivando parcialmente con respecto al tiempo
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%t? = —oDcosh[k(z + d)]cos(kx — ot)

para z=0 se obtiene

(?Lo = —oDcosh(kd)cos{kx - ot)

Debido a que se trata de oleaje de pequefia amplitud se puede hacer que:

(%)..3).

Si se sustituyen las expresiones 45 y 44 en la ecuacion 26

n= °p cosh(kd)cos(kx - ot)
g

Igualando la hipotesis d(ecuacion 20) con esta expresion 46

acos(kx — ot) = °p cosh(kd)cos(kx — ot)
g

y si se despeja D

ag 1

" o cosh(kd)

Finalmente sustituyendo este valor para D en la ecuacion 42

_ag cosh[k(z + d)]

o cosh(kd) senox - o)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

Expresion para el potencial de velocidades de la teoria lineal en una dimension espacial

horizontal.
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2.1.2.2.4 ECUACION DE DISPERSION
Derivando parcialmente dos veces con respecto al tiempo la funcion potencial

ecuacién 35

2
gt—? = (Ae"z +Be™ }szsen(kx —ot)

para z = 0 se tiene que

%23—) ={A +B)o’sen(kx - ot)

Haciendo z = 0 en la ecuacion 36

% = (Ak - Bk Jsen(kx - ot)

Si se sustituyen las ecuaciones 51 y 52 en la expresion 29

(Ak—Bk)sen(kx—ct)+é(A+B)czsen(kx~ot)

y al efectuar simplificaciones

(0'2 —gk)ﬁur(c2 +gk)B =0

de la

(50)

(51)

(52)

(33)

(54)

Las ecuaciones 39 y 54 forman un sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuyas

incognitas son A y B. Para que este sistema tenga solucidén distinta de la trivial se requiere que el

determinante de su matriz de coeficientes sea nulo, o sea

g el

Si se desarrolla
g™ (0'2 +gk)+ ek (cr2 —gk)= 0
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y se despeja a o*

e introduciendo la definicién de funciones hiperbdlicas

o’ = gk tanh(kd) (55)
llamada ecuacidn de dispersidn que relaciona la frecuencia angular ¢ con el niimero de ola k.
La frecuencia angular se define en funcion del periodo T como

c=22 (56)

y €l nimero de onda en funcién de la longitud de onda L por

k=% (57)

Si la celeridad es la relacion entre la longitud y el periodo de la nota, C=L/T, utilizando las

anteriores expresiones se obtiene que:

g
C=1 (58)

Empleando las relaciones 58 y 57 en la ecuacidn de dispersion 55 se tiene
C= J-lg;tanh(kd)

o también

2r L
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Elevando al cuadrado, sustituyendo L=CT y reduciendo

S (60
T

Si se expresa la longitud de la ola en funcién de celeridad se llega a:

2
L m(?"—d) (61)
2n L
2.1.2.2.5 PRESION
Si se sustituye la expresion de la funcion potencial 49 en la ecuacion 25 y se hace C=0, se
obtiene
R+z—afﬂsh—[k(z-’-—d)]cos(kx—crt)=0 (62)
¥ cosh(kd)

Tomando en cuenta 20

cosh[k(z + d)] a
cosh(kd)

(63)

Mediante esta expresion es posible obtener la presion en un punto(x,z) si se conocen la

elevacion de la superficie libre del mar y la profundidad z.

2.1.2.2.6 VELOCIDAD DE LAS PARTICULAS DE AGUA
Derivando parcialmente la funcién potencial 49 con respecto a x y a y, y recordando la

definicion de potencial se obtienen las expresiones

_ a9 _ kga cosh[k(z + d)]

U= s ) cos(kx —ot) (64)
_ @ _kga senh[k(z + d)] N
W= % - o  cosh (<d) sen(kx - ot) (65)
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que permiten determinar las velocidades horizontal u y vertical w de cualquier particula de agua

en el oleaje.

2.1.2.2.7 ACELERACIONES DE LAS PARTICULAS DE AGUA
Si se derivan parcialmente las ecuaciones 61 y 62 con respecto al tiempo se obtienen las

componentes del vector aceleracién de una particula de agua

R L(CEL)] I
a, = i kga cosh(kd) sen(kx - ot) (66)

3 g_w_ B senh[k(z+d)] B
a, = ol kga “ooshlkd) ) cos(kx — ot) (67)

2.1.2.2.8 DESPLAZAMIENTO DE LAS PARTICULAS DE AGUA.
‘ Considerando que la velocidad es el desplazamiento sufrido por las particulas en

‘ determinado intervalo, la velocidad en el sentido x resulta ser u=dx/dt. De la ecuacion 64. puede

j obtenerse que la longitud recorrida (en el sentido x), valdra

_ gka cosh[k(z +d)] B
X== vosh(id) [eos(kx —at)at (68)

se obtiene al integrar

_gka cosh[k(z+d)]

X =
o®  cosh(kd)

senfkx ~ot)+ X, (69)

En esta féormula X es una constante de integracion.
Como
kea _ gaT
c 2rC

por lo que
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_gaT cosh[k(z+d)]

X= kx —ot)+X 70
2nC  cosh(kd) senflox —ot)+ X, (70)
Si se sustituye la celeridad por la expresién 60 resulta
X=-a59-§h—[wsen(kx-m)+xo (71)
senh(kd)

Siguiendo un razonamiento andlogo en la direccién de z, puede obtenerse

. senh[k(z+d)]
senh(kd)

cos(kx —ot)+Z, (72)

Asi, los desplazamientos de las particulas respecto a la posicién media (Xg, Zg) resulta ser

_ coshfk(z +d)] 3

£=-a ~senh(d) sen(kx —ot) (73)
_ senhlk(z+d)] a

=a T (xd) cos(kx —ot) (74)

Por otra parte, las ecuaciones 71 y 72 se pueden escribir como

X-X,

sen(kx — ot) =— ) cosh[k (z " d)] (75)
senh(kd)
Z-Z

cos{lox —ot)= - a senh[k(zo+ d)f (76)
senh{kd)

Elevando al cuadrado 75 y 76, y sumando miembro a miembro se obtendra la expresion

que describa los movimientos (X y Z) de una particula, es decir

K-Xf . (z-z)

[a cosh[k(z+d)]]2 (a senh[k(z+d)]}2 -

senh(kd) senh(kd)

(77)
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Como puede verse se trata de una elipse, forma que tendra la trayectoria de las particulas
al producirse el movimiento ondulatorio. Es interesante observar que, en el fondo, como z=-d,
cosh[k(z+d)]=cosh(0)=1, en tanto que senh(0)=0. Esto significa que alli, los semiejes de la elipse

serdn a=0 y b=0, es decir que en el fondo la elipse degenera en un tramo de recta.

Por otra parte, en aguas profundas (d — o), sucedera que senh[k(z+d)] — cosh[k(z+d)],

con lo cual los dos semiejes de la elipse se haran iguales y la trayectoria se hara circular.

Como ademds se ha hecho ver que en el fondo senh(0)=0, resultard que en aguas
profundas las érbitas de las particulas serdn circulos cuyo radio ird disminuyendo desde un cierto

valor en la superficie, hasta ser cero en el fondo.

2.1.2.2.9 ENERGIA DE LA OLA.
La energia del oleaje estd formada de dos partes, la potencial y la cinética. La suma de

ambas da la energia total. Su célculo es interesante porque una vez conocida se pueden
determinar algunas de las acciones del oleaje. Tales son los casos del arrastre litoral y las
corrientes playeras pues, aun cuando la energia no aparece de modo explicito en las férmulas

asociadas a estos fendémenos, se puede reconocer su presencia.

La energia potencial, por unidad de cresta se define como

EpzyfFdedz (78)

La energia cinética por unidad de cresta se define como

EC=§‘YEffd(u2+w2)dxdz (79)

La energia total se expresa por

E,=E, +E, (80)
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Integrando 78 respecto a Z

De la formula 20 se tiene

2
E, =Y—;— fcosz(kx — ot)dx

Asi
2
g, =2 Z
2 k
Recordando que k=27 /L se obtiene
2
ya
E,=1"_ 81
P (81)

De las formulas 64, 65 y 79 se deduce

2 2 2 (1 _
B, - ¥ L f ( gka) 1 (cosh [k(z + d)]cos? (kx Gt)+]dxdz
2g 94 cosh

20 ?(kd){ senh?[k(z + d)ben’ (kx ~ ot) (82)
E. = 5%( g(l;a J cosh12 () f—; (senh(kd)cosh(kd))
Teniendo en cuenta 55 y simplificando se concluye que
E, - "’a:L (83)

Utilizando 80, 81 y 83 se llega a que la energia total de la ola por unidad de cresta es
ET=1 (84)
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Resulta interesante observar que esta energia total depende de la altura de la ola y la

longitud o el periodo.

2.1.2.2.10 POTENCIA DE LA OLA.
El producto de la fuerza que actia sobre un plano en el fluido por la velocidad del flujo a

través de él, corresponde a la potencia; si la fuerza es igual a la presién debida al movimiento del

oleaje, entonces la potencia por unidad de longitud de cresta es

P=["(p+yudz (85)

al substituir (p+yz) por la igualdad dada por la 63 y al tener en cuenta la 64 se tiene

b [[ cosh[k(z+d)] S(kx_m)J(gak cosh[k(z+d) s(ix - m)}

~ cosh(kd) o  cosh(kd)

0 sea
ya’g cos? (kx —ot) 2
P= h*|k(z+d)kd
o cosh?(kd) '[ cosh [z +d)az
Integrando
P=7a2g cosz(kx—crt)(g_lr senh(2kd)) (86)
o cosh’(kd) \ 2 4

La potencia promedio durante un periodo de la ola, P, es

== f Pdt (87)

Al substituir la ecuacidn 86 en la 87 se tiene

ra’g (kd Senh(2kd)) [ cos? (kx ~ot)odt

p=l
T o2 cosh?(kd)\ 2 4
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Integrando
2
p.1__ 1’g (Eg+ senh(2kd)](n) (88)
T 6% cosh?(kd)\ 2 4
de la ecuacidn 55
g__C
¢ tanh(kd)

Asi
p_l yalg T (E N senh(2kd)]
T otanh{kd) cosh? (kd)\ 2 4
de modo
= ya’C [kd senh(2kd))
P=—— | —y
osenh(2kd)\ 2 4
o bien
2
P12 C 1+ 2kd
4 senh(2kd)
finalmente
2
p-r2CL1f, 2k (89)
2 T2\ senh(2kd)
= ya’L

El término P = corresponde a la energia total en una ola por unidad de cresta

(ecuacién 84) y

C
l 1.,._.&_ =n=-—-% (90)
20" senh(2kd) C
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es la razon entre la llamada celeridad de grupo a la celeridad. La 89 puede escribirse

2.1.3 SIGNIFICADO FISICO.
En esta seccion se describirdn las ecuaciones para cada uno de los elementos de este tipo

de oleaje, tratando de indicarse su interpretacidn fisica.

A. PERFIL DE LA SUPERFICIE LIBRE.
Propone que la superficie libre del mar sea una cosenoide simétrica, en donde su ecuacién
es una funcion del tiempo 't' y de la distancia horizontal 'x', medida a partir del origen de un

sistema de referencia fijo, como se observa en la Figura No. 12.

Cosenoide-Simétrica
U -
ey — - e S
0 Fad

d NOTA: a) n = a cos (2gx/L-2t/T)

Fonda, z = d

TI7TIIITT TV S S S S

Figura 12 Perfil de la superficie libre de la ola.

La ecuacion presenta varias formas, como se observa a continuacion,

03[21)5_2_1&) (91)

o también,

Guillermo Cardoso Landa 47




Teoria Lineal. /\ /\

B A N A N
n=acos(kx —ot)=acos® (92)

en las cuales se tiene que:

k=2n/L, es conocido como nimero de la onda.

c=2n/T, llamado normalmente frecuencia angular de la onda.

Con esta ecuacion 92, se obtienen cada uno de los puntos que forman la cosenoide en ¢l

plano, que representa el oleaje simétrico y regular.

B. CELERIDAD.

Algunas de las expresiones equivalentes para esta caracteristica del oleaje son:

0 B {228 L 220)
2n L 2n L

C=, {ﬁ-tanh(kd)

Esta celeridad de la ola representa fisicamente la velocidad con la cual se propaga toda la

(93)

forma de la ola. Es igual a la relacién entre la longitud de la ola y su respectivo periodo (C = L/T).

C. LONGITUD.

De manera muy simple puede obtenerse la relacion para la longitud de la ola.
2
L= 8" tanh(ka) (94)
2n

Representa fisicamente la distancia, medida horizontalmente, entre dos crestas

consecutivas.
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Algo muy importante por sefialar es que esta ecuacion es implicita, ya que la longitud 'L’

se encuentra en ambos miembros de la misma y no se puede despejar directamente.

D. VELOCIDAD DE LAS PARTICULAS.
Derivando parcialmente la funcién potencial '¢', mostrada en péaginas anteriores, con
respecto a 'x', se obtiene la expresion para determinar la velocidad orbital de cualquier particula

por debajo de la superficie libre, en la direccidn del avance de la ola,

u= kga cosh[k(z + d)]

kx ~ 95
c  cosh(kd) cos{kx —ot) (93)

De manera similar, derivando parcialmente '¢', ahora con respecto al eje 'z, se obtiene la

ecuacion para el calculo de la velocidad orbital de una particula en direccion vertical,

W= kga senh[k(z + d)]

s cosh(kd) sen(kx —ot) (96)

Fisicamente estas magnitudes "0, 'w', horizontal y vertical, respectivamente, representan
las velocidades tangentes a la trayectoria (circular o eliptica) de cualquier particula localizada por

debajo de la superficie libre de la ola de cualquier instante, como se observa en la Figura No. 13.
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Velocidaod
>

Direccidn de Propagacién de la Paorticula

4
i

@b O Q Q Cj Velocidad

u = + u=2~0 u = - u =20 =
@ @ @ @ ACGIGTO‘CIO
ax = 0 ax = + ax = 0 = - = 0
az = az = 0 az = + az = 0 aQz = -
] nf2 m nf2 20

Figura 13 Velocidades y aceleraciones orbitales de las particulas en aguas profundas.

E. VELOCIDAD DE GRUPO.

Un tren de olas se presenta cuando dos o mas de ¢llas, armonicas y de periodo o longitud
similares se suman, dando lugar a un conjunto de ondas tales que sus amplitudes entre olas
consecutivas disminuyen y aumentan desde un maximo hasta un minimo, dando con ello una

apariencia de grupos, como se observa en la Figura No. 14.
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n envoelvente

e - - -~
/,q\{\ ” /‘.\ ‘A‘
| ) N N \ {
AL ‘ b AN |
/- e \ /\! ,Nr / \ ; - '\
A l/'ll'\ / ’ \ lﬂ ﬁ'l‘\\
R T S A R R A i"’\!Hl\
oy o !l\l|'! vy b | l‘\‘\’~|"l!“
P v C oo ' ro by |
b«—i :: ‘E\‘\/\.!E%——f—!—;ﬁ—v—*—ﬁl '1l— l M‘-!HM!!H{\ lon
Voo '!'&‘ IR | ;“*":
) 0 ] Lty M !
vV | ! \ ‘,I 1 Il
\{ ; y \ I 7 ll' \I‘ \I

Pt X\ v AR Y 1
Q,U’ NV \\<’J/ \L// v

Figura 14 Envolvente de un tren de olas.

Desarrollando la suma de dos olas arménicas de igual amplitud y diferente longitud se

obtiene una expresion para determinar la velocidad de grupo de un tren de olas.

C 2kd
Ce= 5(1 ¥ senh(2kd)J (97)

Fisicamente la velocidad de grupo es la velocidad con la que se desplaza el centro del
grupo de olas, o bien la envolvente del tren de olas que forman el grupo. Esta velocidad es menor

o igual que la celeridad de las olas que forman el grupo.

F. ACELERACION DE LAS PARTICULAS.
Si se derivan ahora las ecuaciones 95 y 96 con respecto al tiempo se obtienen las

expresiones que permiten calcular las componentes del vector aceleracion en el plano 'x-z,

_ cosh[k(z+d)] _
a, =kga ~oosh(kd) (kd) sen(kx —ot) (98)
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_ senh[k(z+d)] B
a, =—kga—— " %) cos(kx —ot) (99)

Las cuales representan las aceleraciones horizontal y vertical de cualquier particula en su

trayectoria cerrada, debajo de las olas, (Figura No. 13).

G. DESPLAZAMIENTO DE LAS PARTICULAS.

Partiendo de la relacién dx = u dt, substituyendo la ecuacién 95 e integrando, se obtiene,

a cosh[k(z+d)]
senh(kd)

sen(kx —at) (100)
que representa fisicamente el desplazamiento horizontal que sufre una particula debajo de
la superficie libre de las olas, a partir de la posicion inicial media en reposo, establecida por el

punto de coordenadas (X,Z,), como se ve en la Figura No. 15.

w=0 | w=10
uxl

Aguas Bajas vy Aguas Profundas
Aguas Intermedias

Figura 15 Trayectorias y desplazamientos de las particulas en el oleaje.
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Es importante sefialar que las trayectorias de las particulas son cerradas y que en aguas
profundas son CIRCULARES, mientras que en aguas someras e intermedias son ELIPTICAS

(debido a la proximidad del fondo marino), como se nota en la misma Figura No. 15.

Similarmente, para el desplazamiento vertical se parte de la relacion dz = w dt,

sustituyendo la ecuacion 96 e integrando,

€=asenhll‘:(z+rd)|cos(kx_ct) (101)

senh(kd)
siendo el desplazamiento ahora en el sentido vertical.

H. PRESION ABAJO DE LA SUPERFICIE.

Considerando la Ecuacion de Bernoulli y la del Potencial '¢', ya comentadas en cuartillas

anteriores, se obtiene,

cosh] k(z+d)|
P=yn -yz (102)

cosh(kd)

con la cual puede calcularse la presion subsuperficial en cualquier particula, desde la

superficie libre (considerada igual a cero) hasta el fondo del mar.
I ENERGIA TOTAL POR UNIDAD DE CRESTA.

A partir de las definiciones mecanicas de energia potencial y energia cinética, sumandolas

e introduciendo las ecuaciones 95 y 96 se deduce que,

E=12_ (103)
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Esta energia representa la capacidad que tiene el oleaje para efectuar algin tipo de trabajo

mecanico y es la suma tanto de su energia potencial como de su energia cinética y esta expresada

por unidad de longitud de cresta.

J. POTENCIA POR UNIDAD DE CRESTA PROMEDIO.
De acuerdo a la definiciéon mecanica de potencia, substituyendo algunas de las ecuaciones

ya comentadas y reduciéndolas, se obtiene que,

B == (104)

en la cual 'n' representa la relacion existente entre la celeridad de grupo y la celeridad, o

| sea,

n=-1—- 1+—-——-2—k—c-1-—— =_C_g (105)
2 senh(2kcl) C

La potencia del oleaje puede interpretarse como el producto de la fuerza que acta sobre

un plano en el fluido por la velocidad del flujo a través de él.

Es necesario aclarar que las trece ecuaciones mostradas anteriormente son validas para el

oleaje a cualquier profundidad y que se conocen como ecuaciones generales.

En el caso de aguas someras, la longitud de la ola es grande comparada con su
profundidad, por lo que (kd) es pequefia y las ecuaciones hiperbolicas empleadas se reducen,

generando ecuaciones mas sencillas.

Por otro lado, en aguas profundas, la longitud de la ola es pequefia comparada con la

profundidad del agua y (kd) es grande, reduciéndose asi mismo las ecuaciones finales, al

reducirse las correspondientes ecuaciones hiperbdlicas.
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No se anotan las trece ecuaciones derivadas para aguas profundas, ni tampoco las trece
respectivas en aguas someras, debido a que en un tema subsecuente s¢ desarrolla el programa de

computo (P-1), en el cual no son necesarias estas ecuaciones reducidas, ya que se incluyen en las

ecuaciones generales.

Con el propésito de poder consultar rapidamente y en un mismo lugar todas las ecuaciones

generales, se agrupan en la Tabla No. 1.
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MODELOS TEORICOS DE OLEAJE

Tabla No. 1 ECUACIONES DE LA TEORIA LINEAL PARA OLEAJE PROGRESIVO

Nombre de la Ecuacién |Ecuacion Neo.

Perfil de la Superficie | 1 = acos{kx - o¥) 1

Libre

Celeridad g 2
C= Itanh(kd)

Longitud 2 3

& L= —gz—tanh(kd)
2n

Velocidad de Grupo C 2%ed 4

Cg=—=|1+———i=nC
2 scnh(2kd)

Velocidad de las k(z+d 5
U= kga COSh{ (Z + )] cos(kx - ct)

Particulas ¢ cosh(kd)

Horizontal

Velocidad de las nhlk(z + d 6
w= kga s¢ [ (z )l sen(kx — ot)

Particulas 6 cosh(kd)

Vertical

Aceleracion de las 7

Particulas

Horizontal

k(z+d
a, = kga ﬂ(z—-l-)lsen(kx ~ot)

cosh(kd )
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Aceleracion de las Senhl k(z + d) | 8
a, =—kga cos{kx — ot)

Particulas cosh(kd)

Vertical

Desplazamiento de las cosh| k(z + d) 9
£=-a sen(kx — of)

Particulas senh(kd)

Horizontal

Desplazamiento de las Sefl_ll k(z +d) | 10
C=a cos{ fox ~ ot)

Particulas senh(kd)

Vertical

Presion Abajo de la cosl_1[ k(z+ d)l 1
P=wm -yz

Superficie cosh(kd)

Energia Total por E va’ 12

Unidad de Cresta 2

Potencia Por Unidad de P nk 13

Cresta Promedio T

[y, 2k

"2 senh(2kd)
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2.1.4 CASOS TIPO DE PROBLEMAS,

Analizando los problemas pricticos que se pueden derivar de esta teoria se propone

agruparlos en los cuatro casos tipicos siguientes,

CASO No. - | DATOS INCOGNITAS

1 T,d,H,0,z. L.C,Cg,u,w,ax,az,P.E.Po.
2 H,0. T,d,C,LCg

3 T.d C,L,Cg.

4 L.d. T,C,Cg.

2.1.5 PROGRAMA DE COMPUTADORA.
Analizando los cuatro casos de problemas tipo de la seccion anterior, se decidié elaborar
un programa de computadora para el caso 1, ya que es el mas representativo y los otros tres casos

son de calculos directos.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA (P-1).

Se utiliz6 lenguaje de programaciéon Turbo-Pascal, version 6.0 (también para todos los
demas programas). Este programa, llamado P-1, requiere que se introduzcan los siguientes datos:
periodo, profundidad, altura y dangulo de fase del oleaje, asi como la profundidad 'z' de la particula

por analizar.

En la primera parte del programa se utiliza el método de Newton-Raphson para determinar

la longitud de la ola. En el Apéndice A se incluye la descripcidn de éste método.

En la segunda parte del mismo se calculan las trece caracteristicas fisicas del oleaje,

presentandolas de manera ordenada al final.

2.1.6 EJEMPLOS.
Ejemplo 1: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

lineal para olas progresivas.
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Datos Puntos Suministrados
T (s) 7.2 7.2 7.2 7.2 7.2
d (m) 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
H(m) 3.1 3.1 3.1 3.1 3.1
0 (°) 60 60 60 60 60
Z (m) -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6
Variables Puntos Calculados
L (m) 66.84 66.84 66.84 66.84 66.84
C (m/s) 9.284 9.284 0.284 9.284 9.284
Cg (m/s) 6.742 6.742 6.742 6.742 6.742
n {m) 0.775 0.775 0.775 0.775 0.775
u (m/s) 0.706 0.711 0.716 0.721 0.726
w (m/s) 0.924 0.935 0.947 0.959 0.971
ay (m/s?) 1.066 1.074 1.082 1.090 1.098
a, (m/s?) -0.466 -0.471 -0.477 -0.483 -0.489
g (m) -1.400 -1.410 -1.420 -1.431 -1.441
£ (m) 0.611 0.619 0.627 0.634 0.642
p (Kg/m?) 2742.396 2644.504 2546.674 2448.905 2351.198
E@®) 82544315 82544.315 82544315 82544315 82544.315
P 8325.293 8325.293 8325.293 8325.293 8325.293

Ejemplo 2: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

lineal para olas progresivas.

Datos Puntos Suministrados
T (s) 5 5 5 5 5
d (m) 15 15 15 15 15
H(m) 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5
0 (®) 60 60 60 60 60
z (m) 2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6
Variables Puntos Calculado
L (m) 38.457 38.457 38.457 38.457 38.457
C (m/s) 7.691 7.691 7.691 7.691 7.691
Cg (m/s) 4.126 4.126 4.126 4.126 4126
n (m) 0.625 0.625 0.625 0.625 0.625
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u (m/s) 0.579 0.588 0.598 0.607 0.617
w (m/s) 0.974 0.991 1.008 1.025 1.042
a, (m/s?) 1.260 1.280 1.301 1.321 1.343
a, (m/s?) -0.707 -0.719 -0.731 -0.743 -0.756
£ (m) -0.798 -0.811 -0.824 -0.837 -0.850
¢ (m) 0.448 0.455 0.463 0.471 0.479
p (Kg/m?) 2522.558 2427.229 2332.026 2236.952 2142.008
E (N) 30885.440 30885.440 30885.440 30885.440 30885.440
P () 3313.676 3313.676 3313.676 3313.676 3313.676

Se aplicé el programa para varios oleajes con diferentes condiciones en aguas profundas,

intermedias y someras, obteniéndose los resultados mostrados en el Apéndice B; también se

anexa el listado del programa fuente.

2.2 TEORIA LINEAL PARA OLEAJE ESTACIONARIO.

2.2.1 ASPECTOS GENERALES.

Cuando en una ola las crestas no se mueven horizontalmente y presentan solamente

movimiento vertical, cambiando periédicamente, formandose y desapareciendo, se le llama ola

estacionaria.

La generacién de este oleaje se presenta cuando se suman dos olas progresivas de igual

amplitud y longitud que viajan en sentidos opuestos, en la misma direccion, con igual celeridad,

como puede observarse en la Figura No. 16.
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Longlhtud, t i

Figura 16 Oleaje estacionario.

Algunos ejemplos de olas estacionarias en la naturaleza son las clapotis, que se forman
cuando una ola progresiva choca contra una estructura vertical e impermeable sin disipar energia;

también en aguas bajas en lagos o en fondeaderos de puertos se presenta oleaje estacionario.

2.2.2 MODELO MATEMATICO.
Para oleaje estacionario de pequefia amplitud el modelo matematico es similar al descrito
para el oleaje progresivo, siendo necesario obtener el respectivo potencial '¢"; a partir de ello se

obtienen las ecuaciones mostradas en la Tabla No. 2, validas para oleaje en aguas intermedias.
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2.2.3 SIGNIFICADO FISICO.

Es idéntico al ya comentado para olas progresivas en cada caracteristica fisica, a

excepcidn de la velocidad de grupo (Cg) y de la potencia por unidad de cresta promedio (Pg), que
no estan definidos para este tipo de oleaje.
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MODELOS TEORICOS DE OLEAJE

Tabla No. 2 ECUACIONES DE LA TEORIA LINEAL PARA OLEAJE ESTACIONARIO

Nombre de la Ecuacion Ecuacién No.
Perfil de la Superficie Libre | n = —a cos(kx) cos(ot) 14
Celeridad g
C= Itanh(kd)
Longitud 2
ongi L= g—T—t‘arnh(kd)
2m
Velocidad de las Particulas cosh(k(z + d)] 15
_ u = —ac cos{kx) sen(s¢)
Horizontal senh(kd)
Velocidad de las Particulas nhl & d 16
W= ac i—[u cos{kx) sen(ot)
Vertical senh(kd)
Aceleracion de las k d 17
‘ a, =ac’ COSh{ (z+ )] sen(kx)cos(ct)
Particulas senh(kd)
Horizontal
Aceleracion de las nhlk{z +d 18
a, = ac’ Mcos(kx) cos{ct)
Particulas senh(kd)
Vertical
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Desplazamiento  de | Wk(z+d 19
plazam ¢ g = L C8 [ (= + )] sen(kx) cos{ot)

Particulas senh(kd)

Horizontal

Desplazamient de las —asenh|k d 20
P rento =4 [ (2 + )] cos{kx) cos(ot)

Particulas senh(kd)

Vertical

Presion  Abajo  de la k(z+d 21

y ‘ P=-yz~ L COSH{ (2 )] Oos(kx) cos(ct)

Superficie cosh(kd)

Energia Total por Unidad g=Yar 22

de Cresta 4
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2.2.4 PROGRAMA DE COMPUTADORA.
Los problemas tipo son similares a los del oleaje progresivo, por lo que se decidié
elaborar un programa de computadora similar al del caso 1, con la obviedad del calculo de la

celeridad de grupo y de la potencia por unidad de cresta promedio, llamandosele programa (P-2).

DESCRIPCION DEL PROGRAMA.
Es un programa que presenta las mismas caracteristicas de las mencionadas para el
programa (P-1), con una primera parte para el calculo de la longitud de la ola aplicando el método

de Newton-Raphson y otra segunda parte para el cilculo de las otras diez caracteristicas fisicas de

las olas estacionarias.

También es necesario incluir en los datos la posicion de la particula por analizar en sus
coordenadas (x,t), es decir, el tiempo y la distancia horizontal desde el origen de un sistema de

referencia fijo; por lo que el programa solicita estos elementos como datos.

2.2.5 EJEMPLOS.

Ejemplo 1: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

lineal para olas estacionarias.

" Datos Puntos Suministrados
T (s) 7.2 7.2 7.2 7.2 7.2
d (m) 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
H(m) 3.1 3.1 3.1 3.1 3.1
0 (%) 60 60 60 60 60
z (m) 2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2
Variables Puntos Calculado
L (m) 69.932 69.932 69.932 69.932 69.932
C (m/s) 8.997 8.997 8.997 8.997 8.997
n (m) -1.069 -1.069 -1.069 -1.069 -1.069
u (m/s) -0.999 -1.016 -1.033 -1.051 -1.070
w (m/s) 0.800 0.821 0.842 0.864 0.886
ay (m/s%) 0.660 0.671 0.682 0.694 0.706
a, (m/s”) 1.092 1.121 1.150 1.180 1.210
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€ (m) 0.502 0.511 0.520 0.529 0.538
¢ (m) -0.832 -0.853 -0.876 -0.898 -0.922
p (Kg/m?) 1133.188 911.916 690.233 468.130 245.602
E(N) 43179.226 43179.226 43179.226 43179.226 43179.226

Ejemplo 2: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

lineal para olas estacionarias.

Datos Puntos Suministrados
T (s) 5 5 5 5 5
d (m) 15 15 15 15 15
H(m) 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5
0 (°) 60 60 60 60 60
z (m) 2 ‘1.9 -1.8 -1.7 -1.6
Variables Puntos Calculado
L (m) 38.457 38.457 38.457 38.457 38.457
C (m/s) 7.691 7.691 7.691 7.691 7.691
7 (m) 0.511 0.511 0.511 0.511 0.511
u (m/s) -0.472 -0.488 -0.503 -0.520 -0.537
w (m/s) 0.459 0.475 0.491 0.508 0.525
a, (m/s?) 0.202 0.209 0.215 0.222 0.229
a, (m/s%) 0.232 0.240 0.248 0.256 0.265
€ (m) 0.319 0.329 0.340 0.351 0.362
¢ (m) -0.366 -0.379 -0.392 -0.405 -0.419
p (Kg/m®) 1674.410 1456.489 1238.142 1019.364 800.137
E (N) 15442.720 15442.720 15442.720 15442.720 15442.720

En el Apéndice C se muestra el listado del programa fuente.
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CAPITULO 3. TEORIA DE SEGUNDO ORDEN DE STOKES.

Algunas simplificaciones efectuadas en la teoria lineal, reducen la precision con la que se
pretende representar al oleaje con modelos matema4ticos; se han desarrollado otras teorias cuyo
objetivo es reducir esta diferencia entre la realidad y su representaciéon matematica, las cuales

pueden recibir el nombre de teorias de orden superior.

Un conjunto de este tipo de teorias, aplicable a oleaje de amplitud finita, reciben el
nombre genérico de Teorias de Stokes, que van desde el segundo hasta el quinto orden de

aproximacion.

3.1 TEORIA DE SEGUNDO ORDEN DE STOKES PARA OLEAJE PROGRESIVO.

3.1.1 ASPECTOS GENERALES.
Cuando se presenta oleaje de amplitud finita, es decir, si la amplitud de las olas es grande
en comparacion de su longitud, deben considerarse en las ecuaciones fundamentales los términos

no lineales.

Stokes, en 1880, estudio este tipo de oleaje, el cual tiene varios grados de aproximacion,
dependiendo de la extension de los términos matematicos introducidos en el desarrollo de las

expresiones.

Las ecuaciones obtenidas por esta teoria presentan muchos términos, coeficientes, etc., por

lo que diferentes investigadores no han llegado siempre al mismo resultado.

La demostracion de la convergencia de las series empleado durante la obtencién de las
ecuaciones, fue realizada por Levi-Civita, en 1925, para aguas de profundidad infinita y por
Struik, en 1926, para oleaje en aguas de profundidad finita, con algunas correcciones efectuadas

por Wolf, en 1944 y por Hunt, en 1953.
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3.1.2 MODELO MATEMATICO.

El modelo matematico utilizado por Stokes y por muchos otros investigadores
posteriormente, consisti0 en extender el potencial de velocidad cerca del nivel de aguas
tranquilas, obteniendo una condicién de superficie no lineal para el potencial en el plano de dicho

nivel, la cual consta de series infinitas que contienen derivadas parciales del potencial.

La deduccién de las expresiones parte de las tres ecuaciones de Navier-Stokes y de la
ecuacién de Bernoulli (ya indicada en la Teoria Lineal), con la adicion del término de carga de la

velocidad, que en esta teoria si se considera.

Combinando las ecuaciones anteriores, con la condicién indicada, puede obtenerse la

relacién:
3 o .~ »0b lA(A A)
—+—+2VdeV—4+—-VVoeVd|=0 106
gaz atz d). at, 2 ¢. ¢ ( )

Con el proposito de obtener un potencial '¢' que satisfaga esta expresidon, se utilizan
desarrollos en Serie de Taylor, hasta que el potencial '¢' de orden superior sea igual al potencial

original mas una serie de términos de correccién.

Bajo este esquema deductivo se han obtenido las ecuaciones que permiten determinar las
caracteristicas fisicas del oleaje de amplitud finita para oleaje progresivo por la teoria de segunda

aproximacion de Stokes, las que se agrupan en la Tabla No. 3.

3.1.3 SIGNIFICADO FISICO.

La interpretacion fisica de los elementos del oleaje es exactamente la misma ya indicada
en la teoria lineal, con las consideraciones siguientes; las ecuaciones para determinar la longitud y
la celeridad de la ola son exactamente las mismas y, por otro lado, no estan definidas la velocidad

de grupo, la energia potencial por unidad de cresta y la potencia por unidad de cresta promedio.

Un aspecto fundamental de esta Teoria de Stokes, radica en que las olas obtenidas de ella,

muestran perfiles mas angostos en las crestas y mds anchos en los valles, que los obtenidos con la
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teoria lineal, lo cual se acerca mas al comportamiento real del oleaje en la Naturaleza. En la

Figura No. 17 se observa la comparacion de los perfiles dados por las dos teorias.

(Segunda aproximacién de Stokes)

Nivel medio de
a Cos (kx-gt)

Figura 17. Comparacién de los perfiles de 1a onda entre la teoria lineal y 1a teoria de

segundo orden de Stokes.

En la Figura No. 17 puede observarse que el nivel medio no coincide con el nivel de aguas
tranquilas (como ocurre para la teoria lineal); esta diferencia de elevaciones puede obtenerse

comao:.

2
ST o2 (107)
4L L

Ah

Otro aspecto a destacar en esta Teoria de Stokes es que las trayectorias de las particulas
sobre un ciclo completo no son curvas cerradas, sino que representan un desplazamiento del
punto inicial al punto final, como puede verse en la Figura No. 18, que corresponde a una ola con
altura de 10.7m, periodo de 12s y profundidad de 25.9m; esta diferencia de coordenadas entre los
puntos inicial y final en la trayectoria de la particula se debe a la velocidad de transporte de masa

(TM).

— aH) C cosh[2k(z+d)]
U(Z):(T] 2 senh?(kd) (103)
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CRESTA DE LA OLA

Figura 18 Trayectoria de una particula de acuerdo a la teoria de segundo orden de Stokes.

Es comun llamar al desplazamiento horizontal neto obtenido en un ciclo completo del

oleaje dividido entre su periodo, velocidad de transporte de masa (TM).
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MODELOS TEORICOS DE OLEAJE

Tabla No. 3 ECUACIONES DE LA TEORIA DE SEGUNDO ORDEN DE STOKES

Nombre de la Ecuacién | Ecuacién No.

Perfil de la Superficie ka? cosh{ kd(2 +cosh 2kd)] 23

Libre n = acos(kx — ot) + 2 ) cos2(kx - ot)

Celeridad
C= 1f%umh(kar)

Longitud 2

oneitu L= g—T—tcmh(kd)
2n

Velocidad  de  las k(z+d 2e(z+d 24
u = oa— (z+4) cos(kx — of) + 3 koa® cost] 4(2 i )] cos2(kx — ot)

Particulas senh(kd) 4 senh*(kd)

Horizontal

Velocidad de las k(z+ d 2k d 25
W = Ga senhjk(z + d) sen(kx — of) + Ekcm2 senh[ 4(2 * )] sen2(kx — of)

Particulas senh(kd) 4 senh (kd)

Vertical

Aceleracién de las k d 2k d 26
a, = ac’ 2ﬁﬁlﬂ]sen(kx ~ot)+ 3 ko?a? cosh 4(2 +d)] cos2(kx - o)

Particulas senh( kd) 2 senh*(kd)

Horizontal
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| Aceleracién de las k d 2k d 27
, a, = -ac’ senbfk(z + d) cos(kx —ot) - 3 kota? senh] 244 , 2+d)] cos2(kx ~ ot)
Particulas senth(kd) 2 senh’(kd)
Vertical
Desplazamiento de las k(z+d 2 2k(z+d 28
, €=-a coshik( +d) sen(kx — of) + —ki—— 1- 3 COSh[ 2(2 i )] [senZ(kx - crt)]
Particulas senh(kd) 4senh’(kd) 2 senh’(kd)
Horizontal kazct cosh[2k(z + d)]
2 senh’( kd)
Desplazamiento de las k d 2k d z 2k d 29
, g = (z+4) cos(kx ~ ct) senh[ 4(z+ )] cos2(kx — ot) + ka senh[ - i ]
Particulas senh(kd) senh’(kd) senh’(kd)
Vertical
Presion Abajo de Ia 1—-,| Kz +d I h|24 d 30
) P=—yz+ay coshi(z +4) cos(kx — o) + ikaz tanhz(kd) i [ 2(z+ J ~ = rcos2(fx - o)
Superficie cosh(kd) 47" Semh (kd)| senh’(kd) 3
ka’y ranh(kd)
_ - (kd) {cosh[Zk(z + d)]}
Transporte de Masa _— KaiC cosh{ 2];2(2 + d)] 31
2 senh (kd)
Potencial de Velocidad k(z+d 2c 2z +d 32
o= (.'Csﬂl[——m1 sen(kx — ot) + S COSh[ 4(2 i )] sen2(kx — ot)
senh(kd) 4L  senh*(kd)
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3.1.4 PROGRAMA DE COMPUTADORA.

Como puede observarse en la Tabla No. 3, las ecuaciones para teoria son muy extensas,
por lo que el uso del programa (P-3) ahorra una considerable cantidad de tiempo en la
determinacion de las caracteristicas fisicas de las olas de amplitud finita y permite hacer un
numero muy grande de comparaciones entre esta teoria, la teoria lineal y algunas otras que se

manejardn mas adelante.

Es conveniente mencionar que no se calculan la velocidad de grupo, la energia total por
unidad de cresta y la potencia por unidad de cresta promedio, ya que no estin definidas; sin

embargo, se indica la determinacién del transporte de masa TM.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA (P-3).

Al analizar los distintos tipos de problemas a presentarse practicamente, se selecciond
como problema tipo més importante, aquel en el que determinan todas las caracteristicas fisicas,
en funcién del periodo, profundidad y altura de la ola, asi como profundidad de la particula,

angulo de fase y tiempo de desplazamiento.
En este programa se requieren los datos indicados lineas arriba, con lo cual se determina

primero la longitud de la ola, aplicando el método de Newton-Raphson. Posteriormente el

programa calcula todas las diez caracteristicas restantes mostradas en la Tabla No. 3 anexa.

El programa permite analizar de manera simultanea hasta 20 condiciones de oleaje,

pudiendo variar alguno o todos los datos.

La hoja de resultados del programa muestra primero los datos introducidos y después las

caracteristicas fisicas determinadas.
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3.1.5 EJEMPLOS.
Ejemplo 1: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria de

segundo orden de Stokes para olas progresivas.

Datos : Puntos Suministrados
T(s) 7.2 7.2 7.2 7.2 7.2
d (m) 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
H(m) 3.1 3.1 3.1 3.1 3.1
0 (°) 60 60 60 60 60
z (m) -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2
Variables Puntos Calculados
L (m) 66.844 66.844 66.844 66.844 66.844
C (m/s) 0.284 0.284 9.284 9.284 0.284
1 (m) -22.807 -22.807 -22.807 -22.807 -22.807
u (m/s) 0.868 0.879 0.890 0.902 0.914
w (m/s) 1.311 1.346 1.381 1.416 1.452
Ay (m/sz) 2.017 2.050 2.084 2.119 1.155
a, (m/s%) -0.704 -0.720 -0.736 -0.753 -0.769
€ (m) -1.301 -1.319 -1.336 -1.354 -1.373
€ (m) 0.672 0.689 0.707 0.726 0.744
p (Kg/m?) 2614.258 2413.397 2212.577 2011.796 1811.648
T™ (mv/s) 0.169 0.175 0.181 0.188 0.195

Ejemplo 2: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria de

segundo orden de Stokes para olas progresivas.

Datos Puntos Suministrados _

T (s) 9 5 5 5 5

d (m) 15 15 15 15 15

H(m) 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5

0 (") 60 60 60 60 60

2 (m) -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6

Variables Puntos Calculados

L (m) 95.572 95.572 95.572 95.572 95.572

C (m/s) 10.619 10.619 10.619 10.619 10.619
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1 (m) -0.488 -0.488 -0.488 -0.488 -0.488
u (m/s) 1.034 1.042 1.051 1.061 1.070
w (m/s) 1.364 1.390 1.417 1.444 1.472
ay (m/s) 2.776 2.803 2.831 2.860 2.888
a, (m/s?) -1.013 -1.032 -1.051 -1.070 -1.089
g (m) -1.278 -1.289 -1.301 -1.314 -1.326
£ (m) 0.544 0.554 0.565 0.576 0.587
p (Kg/mz) 2556.624 2354.130 2151.673 1949.252 1746.868
T™ (m/s) 0.077 0.079 0.081 0.083 0.085
En el apéndice D se muestra el listado del programa fuente.
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CAPITULO 4. TEORIA DE TERCER ORDEN DE STOKES.

4.1 TEORIA DE TERCER ORDEN DE STOKES PARA OLEAJE PROGRESIVO.
4.1.1 ASPECTOS GENERALES.

Stokes extendié sus trabajos, considerando términos de tercer orden en las series
utilizadas; en 1959, Skjelbreia retomé estos trabajos dandoles una presentacion distinta, que es lo

que se presenta en los siguientes apartados.

4.1.2 MODELO MATEMATICO.
Es exactamente el mismo comentado en el inciso 3.1.2 correspondiente a la teoria de
segundo orden de Stokes para oleaje progresivo, con la diferencia de tomar en cuenta términos de

orden 3 en las expresiones obtenidas.

En la Tabla No. 4 se muestran las ecuaciones para determinar las caracteristicas fisicas del

oleaje progresivo propuestas por la teoria de tercer orden de Stokes.

Actualmente para aplicar estas expresiones se emplean las tablas o graficas propuestas por
Skjelbreia en 1958.

4.1.3 SIGNIFICADO FISICO.

El significado fisico de los elementos del oleaje en esta teoria es el mismo ya mencionado

en la teoria lingal; se presenta la Tabla No. 4 mostrandolos.
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MODELOS TEORICOS DE OLEAJE
Tabla No. 4 ECUACIONES DE LA TEORIA DE TERCER ORDEN DE STOKES

Nembre de la Ecuacion | Ecuacion No.
Perfil de la Superficie 1 2 fd 2 (d 33
Libre P n= anos(kx -ot)+ Ef;—fz(}:) cos2(kx - of) + -n—;—f{-i—) cos3(kx - ot)
donde:
h(4nd) h(an]
2+ coshl — | |coshl —
7 (d) L L
H—i=
L 2senh3(ﬁj
L
J 3[1 + Sooshﬁ(g?ﬂ
ﬁ(f) B 27\ |
1 senh“(—)]
L
Celeridad 34
; d s 14+ 4cosh2[4LLd)
€= g_m"h(_f) I+ (n_;) 7nd
T lésenh"[LJ
L itad
ongr 72 d ) 14+4cosh2(ﬁj 35
L =-g-—-ranh(—n—)|:1+( ’“’) } > a{‘
2m L L Iésenh{%)
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Velocidad de las 2 36
I cosh[—E (z+ d)]cos(kx —ot)+F, c:osh[z;—ﬂ (z+ d):] cos2(kx — ot)
Particulas L L
Horizontal +F, cosh[éé1 (z+ d)}cos 3(kx —ot)
donde:
i1+ Scoshz(z—ngJ coshz(ﬁj
Fa 2na 1 [27[0) L L
" = _
L senh[zﬁj L SSenhs(@)
L L
2
k= %(2261) 121td
senh"(—]
L
3l 11— ZCOSh[@)
3 2ra L
£= EZ L 2nd
senh"[——m)
Velocidad de las 37

Particulas

Vertical

F Senl'{z%(z . d)]sen(kx —ot)+F; sem[iL’i(z + d)]sen2(kx — o)

+F, senh[%(z + d)] sen3(/x - ot)
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Acel i 38
celeracion  de las a, = ﬁF cosh[—— z+ d)] sen(kx —of) + ——F cosh[—(z + d)] sen 2(kx — o)
Particulas
. 6nC
Horizontal +——F, cosh[—-- (z+ d)] sen3(kx - ot)
Acel id 39
celeracion de las _ _2_1r§F nhli__ z+d }sen b — crt _E_C.F nh[—(z+d)]sen2(kx crt)
Particulas
Vertical - % F, enh[—— (z+4d) ]sen 3(kx—ot)
Desplazamiento de las 40
€= —L[F(l - —] coshl:— (z+ d)] + £(3F3 +10E )cos h[—gn—(z + d)]]sen(kx - at)
Particulas 2n 8 L
Horizontal L 1 n L1 2n
—E[_EEZ +F, oosh[T(z + d)]:lsenZ(kx —ot)— -G—n[zp;(pf - SFz)cosh[—L—(z + d)ﬂ :
sen3(kx —ot) + %Ez{cosh[fg(z + a’):l -F cosl—{g}(z +d) cosh[i;—(z + d)}cos(kx - ct)]
Desplazamiento de las L [ [ 3 2) nh{ 27 ] E n.h[ 6m ﬂ 41
=—/| F| 1—==F |senhl —(z + d} |+ - /" + 6F, |senh| —(z + d} | |cos{&x — of
Particulas E 2n g ' L ( ) g\ 2) L ( ) S( )
Vertical +ﬁ Fse —4%(2 + d)] cos2(kx — of) + E%{—%F,Fz senh[%;£ (z+ d)] +F, senh[%n (z+ d)ﬂ
cos3(kx —ot) — % F]‘3[senk{2—;— (z+ d)] cosh[%(z + d)} sen(kx — cst)]
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Algunas precisiones relativas a esta teoria son las siguientes:

a. No estdn definidas la presién, la velocidad de grupo, la energia total por unidad de
cresta y la potencia por unidad de cresta promedio.

b. Como se puede observar en la Tabla No. 4 las ecuaciones presentan un desarrollo muy
amplio, con incremento de hasta tres términos con respecto a las de la teoria de segundo orden de

Stokes.

4.1.4 PROGRAMA DE COMPUTADORA.

Se elaboré el programa (P-4) utilizando lenguaje de programaciéon Turbo Pascal con el
prop6sito de calcular rédpidamente las 9 caracteristicas mostradas en los resultados anexos
utilizando las ecuaciones propuestas por la teoria de tercer orden de Stokes, sin el empleo de las

tablas y gréaficas de Skjelbreia.

Es conveniente aclarar que no se calculan la presion, la velocidad de grupo, la energia
total por unidad de cresta y la potencia por unidad de cresta promedio al no estar definidas para

este caso.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA (P-4).
Este programa requiere que se introduzcan los datos: periodo de la ola, profundidad de la
ola, altura de la ola; profundidad, distancia horizontal y tiempo de la particula en andlisis y, peso

especifico del agua de mar.

Posteriormente el programa aplica el método numérico de Newton Raphson para
determinar la longitud de la ola, por lo que al inicio se solicita introducir un valor aproximado de

la longitud de onda.

Enseguida el programa permite calcular las otras ocho caracteristicas del oleaje a través de
la aplicacion de las expresiones mostradas en la Tabla No. 4.
Se aclara que el programa permite realizar el proceso descrito de manera simultanea para

20 particulas de agua en anélisis.
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4.1.5 EJEMPLOS.

Ejemplo 1: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria de

tercer orden de Stokes para olas progresivas.

Datos Puntos Suministrados
T (s) 6.8 6.8 6.8 6.8 6.8
d (m) 10 10 10 10 10
H(m) 2.25 2.25 2.25 2.25 2.25
@) 60 60 60 60 60
z (m) -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2
Variables Puntos Calculado
L (m) 61.375 61.375 61.375 61.375 61.375
C (m/s) 8.147 8.147 8.147 8.147 8.147
1 (m) -0.472 -0.472 -0.472 -0.472 -0.472
u (m/s) -0.984 -1.003 -1.023 -1.044 -1.065
w (m/s) 0.752 0.777 0.802 0.828 0.855
ay (m/s”) 0.191 0.195 0.199 0.202 0.207
a, (m/s?) 0.405 0.419 0.432 0.446 0.461
£ (m) 0.163 0.166 0.169 0.173 0.176
¢ (m) -0.346 -0.357 -0.369 -0.381 -0.393

Ejemplo 2: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria de

tercer orden de Stokes para olas progresivas.

- Datos Puntos Suministrados
T (s) 5.4 5.4 54 5.4 5.4
d (m) 8.5 8.5 8.5 8.5 8.5
H(m) 2.7 2.7 2.7 2.7 2.7
8 (%) 60 60 60 60 60
z (m) -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6
Variables Puntos Calculados |
L {m) 35911 35.911 35911 35.911 35911
C (m/s) 7.847 7.847 7.847 7.847 7.847
n (m) -0.147 -0.147 -0.147 -0.147 -0.147
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u (m/s) -1.143 -1.163 -1.183 -1.204 -1.226
w (m/s) 0.770 0.799 0.828 0.858 0.889
a, (m/s?) 0.041 0.042 0.043 0.044 0.044
a, (m/s%) 0.077 0.080 0.083 0.086 0.089
€ (m) 0.056 0.057 0.058 0.059 0.060
¢ (m) -0.105 -0.109 -0.113 -0.117 -0.121

En el Apéndice E se muestra el listado del programa fuente (P-4).

Guillermo Cardoso Landa 82




DEPFI UNAM Modelos Tedricos de Oleaje.

CAPITULO 5. TEORIA CNOIDAL.

5.1 TEORIA CNOIDAL PARA OLEAJE PROGRESIVO.
5.1.1 ASPECTOS GENERALES.

Desde 1877 Boussinesq organizé los primeros antecedentes del estudio de las olas en
aguas someras y de amplitud finita. Sin embargo, fueron Korteweg y DeVries, en 1895, quienes

desarrollaron inicialmente la teoria de las olas cnoidales.

El término ‘cnoidal’ se aplica debido a que la superficie libre del oleaje se expresa a través

de las funciones jacobianas elipticas.

Masch y Wiegel presentaron las caracteristicas del oleaje y su determinacién a través de

curvas para su facil aplicacion préctica.

5.1.2 MODELO MATEMATICO.
Esta teoria propone que la forma de la superficie libre de las olas y las otras caracteristicas

estan dadas por las curvas de las tres funciones elipticas jacobianas 'sn u', ‘cn u'y 'dn u'".

Los valores de las caracteristicas del oleaje dependen del nimero de términos elegidos
para el desarrollo de las series de potencias en términos de la altura relativa H/d. La deficiencia
del célculo del transporte de masa es inherente a la deficiencia de la solucion de las series de

potencia.

No existe una sola teoria Cnoidal; la literatura presenta varias teorias cnoidales que no son
idénticas. Como en las teorias Stokesianas, puesto que todas las representaciones cnoidales son
series truncadas, el orden de aproximacién es importante porque ciertos factores son cero en la
teoria de bajo orden. Hay dos tipos de teorias cnoidales; la mds antigua es intuitiva en la
naturaleza y las teorias mas recientes son integras y mas rigurosas, siendo todas irrotacionales. La
teoria primaria intuitiva es la de Korteweg y de Vries (1895); el primero y segundo términos de
las series son deducidos pero no se presenta un esquema para la extensién a términos de orden

mas alto, siendo Gnicos los términos encontrados. Las teorias rigurosas son las de Keulegan y
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Patterson (1940), Keller (1948), Benjamin y Lighthill (1954), Iwasa (1955), Littman (1957),

Laitone (1960 y 1962) Masch y Wiegel (1961) y Chapelear {1962); todas ellas estdn basadas en
una expansion de perturbacion desarrollada por Friedrichs en 1948. El trabajo de Keller confirma
los resultados de Korteweg y de Vries, mientras que los de Laitone y Chappelear proporcionan un

término de orden mas alto.

Desgraciadamente, aun cuando el rigor predomina, las teorias mas recientes divergen
después del tercer término. La teoria de Keulegan y Patterson no es consistente matematicamente,
ya que algunos términos de segundo orden son despreciados mientras que los términos de tercer

orden son incluidos, a pesar de 1o cual, puede ser la mas atractiva fisicamente.

En la Tabla No. 5 se muestran las ocho ecuaciones propuestas por la teoria cnoidal de

Keulegan y Patterson.
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MODELOS TEORICOS DE OLEAJE
Tabla No. 5§ ECUACIONES DE LA TEORIA CNOIDAL PARA OLEAJE PROGRESIVO

Nombre de 12 Ecuacion | Ecuacién No
Perfil de la Superficie n=Zts chz[ZK(k(i “'LJ:I 42
Libre L T
Celeridad 43
6d 1 E(k)
C=.gd K*(k
‘/g—{ CFS K(k)}}

Longitud 3 44

L= k(i

3H
Velocidad de las 5 37 22 3IH ZH H2 45
2 B (Lo () |- 2 en()-
Particulas u=.gd 4 24 44 2d  2d? 44
Horizontal [—k2sn?(Yen® () +en?( )dn?( ) - sn?( Jdn’( )]
Velocidad de las 2ZHK(k) Z H 32K%( k)[ Zz) 46
— d itiateie S 1 ot BTl 2 T AT 2 = k2 2 _ kl 2 —d 2 .
Particulas Y \/g_[ Ld +a’+dcn()+ 3 d 2 [ sn() cn() n()]
Vertical [sn( )cn( )a’n( )]
47

Td 2 2d

Horizontal [S"( )C"( )d"( )]

Particulas 2d

Aceleracion  de las . -J—[4HK(k)]{(3 i) f—cn’()+16K2(k)(£—Z

) ()-ar( )]
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Aceleracion  de  las [ 1148
Particalas 1 Lo Qan()=en () + Rsn( Yo )
Vertical
o= o] N s ()= ent (20 () %
_32K2(k)[d2 _Z_2j| 9Kzsn2( )cnz( )dn2( )_.k2sn4( )(kzan( )+dn2( ))
37 2 | +klen®( )(kzsnz( )+dn2( ))+dn"(sn2( )—cnz( ))
Presion Abajo de la| P=y(n-2) 49
Superficie
Periodo ( ‘ 50
_ g [ied ] kK(k) |
r= j\/; L |1 E(R)
\ Tz {E“ K(k)l
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Para resolver estas expresiones en la actualidad se utilizan las curvas propuestas por

Wiegel en 1960.

Las variables que se utilizan en las relaciones de esta teoria son, Zt, que representa la
distancia vertical medida desde el fondo del mar hasta el valle de la ola, Z, que es la distancia

medida verticalmente desde la cresta hasta el fondo del mar.

T “l

I 1T

X

Z, d

L1077 00777777777

Figura 19 Oleaje Cnoidal Progresivo

A continuacion se propone la deduccion de las ecuaciones para el médulo de las integrales
elipticas, de las tres funciones elipticas Jacobianas y de las integrales elipticas completas de

primera y segunda clase que se utilizaran en el desarrollo del programa P-5.

Si se parte del sistema de ecuaciones mostrado a continuacion,

m-kto__ /4 (109)
[2L+1~%J

(2L+1——JE(k) (2L+2—%)K(k) (110)

%—d[kK(k)] {K{k)JK(k)- E(k)]}+l—— (111)
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sustituyendo la ecuacién 111 en la 109 y 110:

H/d

=k’ = (112)
® 5 H{K(k)K(k)-E()} H
L- +—
d[kk (k)] d
sustituyendo la 110 en la 109:
m=k’= E(k)H/d (113)
{2L+2+%}K(k)

de la ecuacién 112

H H{K{k)K(k)-EK)} _H/d

2L o KT — (114)
_HKEK@)-BW}, B _H

2L = k(T = (115)
H [{KE&IKEK)-EX)} 1

LZEE{{ (()1[[k1(<(3<)2 +E"1} (116)

se puede deducir la expresién siguiente, que relaciona directamente a las integrales

elipticas completas de primera y segunda clase con su mddulo, que es:

: E(k) 4
K=m= (117)

d [kK( k)]z m d
en esta relacion,

k, modulo de las integrales elipticas.

K(k), integral eliptica completa de primera clase.
E(k), integral eliptica completa de segunda clase.
Por otro lado, las tres funciones elipticas jacobianas se pueden obtener de manera

aproximada y en términos de funciones hiperbélicas, de acuerdo a Milne-Thompson como:
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sn(u/m)~ tanh(u)+ —l—m, (senh(u)cosh(u)-u)sech?(u)
en(u/m)~ sech(u)— % m, (senh(u)cosh(u)—u)tanh{u)sec h(u) (118)

dn(u/m)= sech(u)+ % m, (senh(u)cosh(u}+u)tanh(u)sech(u)

Asi mismo las integrales elipticas completas de primera y segunda clase se calculan
mediante las aproximaciones polinomiales propuestas por C. Hastings, Jr, en su publicacién

'Approximations for Digital Computers', Princeton Univ. Press, Princeton, N.J.

K(m)={a, +a,m, +... +a,m,* )+ (bo +bm, +...+ b4m14)ln(l/m,)+ e(m)
le(m)| <2x10°®
a, =1.38629436112 b, =0.5
a, =0.09666344259 b, =0.12498593597
a, =0.03590092383 b, =0.06880248576

a, =0.03742563713 b, =0.03328355346
a, =0.01451196212 b, =0.00441787012

E(m)= (1 +a,m, +...+ a4m,4)+ (b,ml +...+ b4m,4)ln(l/m1)+ e(m)
| e(m)| < 2X10°

a, =0.44325141463 b, =0.24998368310
a, =0.06260601220 b, =0.09200180037
a, =0.04757383546 b, =0.04069697526
a, =0.01736506451 b, =0.00526449639

5.1.3 SIGNIFICADO FISICO.
La interpretacién fisica de las caracteristicas del oleaje en esta teoria es la misma que se ha
descrito en las anteriores, con la aclaracion de que no se definan la velocidad de grupo, el

desplazamiento horizontal y vertical, la energia total por unidad de cresta y la potencia por unidad

cresta promedio.
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5.1.4 PROGRAMA DE COMPUTADORA.
Con este programa (P-5) se pueden calcular facilmente las caracteristicas del oleaje
propuestas por la teoria cnoidal, mostradas en la Tabla No. 5, sin tener que emplear las graficas

propuestas por Wiegel.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA (P-5).

Este programa requiere introducir los datos siguientes: periodo de la ola, profundidad
total, altura de la ola; profundidad, desplazamiento horizontal y tiempo de la particula en analisis,
peso especifico del agua de mar y el valor aproximado del médulo de las integrales elipticas, que

variara entre cero y uno.

Primeramente se calcula el médulo 'k’ y las integrales elipticas completas E(k) y K(k); con
base en estos cdlculos se determinan a continuacion todas las demas caracteristicas del oleaje,

pudiendo analizarse 20 particulas al mismo tiempo.

Se presentan el listado del programa fuente y algunas corridas para su interpretacion

adecuada.

5.1.5 EJEMPLOS.
Ejemplo 1: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

cnoidal para olas progresivas.

Datos | | Puntos Suministrados

T (s) 4.3 4.3 43 4.3 4.3

d (m) 114 114 11.4 114 114

H(m) 2.15 2.15 2.15 2.15 2.15

0 (°) 60 60 60 60 60

z (m) -4 -3.5 -3 -2.5 -2
Variables Puntos Calculado

L (m) 6.482 6.482 6.482 6.482 6.482

C {(m/s) -204.418 -204.418 -204.418 -204.418 -204.418
1 (m) 11.404 11.404 11.404 11.404 11.404
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u (m/s) -16.285 -17.150 -17.900 -18.534 -19.053
w (m/s) 121.067 107.606 93.477 78.774 63.593
a, (ns?) -30.251 -34.574 -38.321 -41.492 -44.086
a,(m/s2) -99.633 -88.554 -76.925 -64.824 -52.331

P (Kg/m?) 15835.489 | 15321489 | 14807.489 | 14293489 | 13779.489

Ejemplo 2: Calcular las caracteristicas del oleaje en cinco puntos, aplicando la teoria

cnoidal para olas progresivas.

Datos Puntos Suministrados
T (s) 3.15 3.15 3.15 3.15 3.15
d (m) 7.2 7.2 7.2 7.2 7.2
H(m) 1.28 1.28 1.28 1.28 1.28
0% 60 60 60 60 60
z (m) -3 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0
Vanables | Puntos Calculados
L (m) 4.167 4.167 4.167 4.167 4.167
C (my/s) -156.464 -156.464 -156.464 -156.464 -156.464
1 (m) 7.202 7.202 7.202 7.202 7.202
u (m/s) -10.680 -11.829 -12.770 -13.501 -14.023
w (m/s) 99.180 85.120 69.713 53.228 35.935
a, (m/s%) -22.344 -30.189 -36.607 -41.599 -45,165
a, (m/s%) -111.481 -95.675 -78.355 -59.825 -40.388
p (Kg/mz) 10488.131 9974.131 9460.131 8946.131 8432.131

En el Apéndice F se muestra el listado del programa fuente (P-5)
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES.

Después de efectuar un nimero muy grande de corridas (que no se incluyen en el trabajo
ya que serian cientos de hojas de resultados) con los cinco programas ya comentados, pueden
resumirse algunos aspectos sobresalientes para cada una de las teorfas expuestas en el presente

texto.

6.1 TEORIA LINEAL.,
Aplicando el programa (P-1) a un nimero muy grande de datos diferentes se obtuvo que,

1.- El perfil de la superficie libre efectivamente da una onda cosenoidal simétrica con
respecto al eje 'x'.

2.- A través de los desplazamientos en 'X', 'z', obtenidos mediante las ecuaciones 100 y
101, se observd que se generaban trayectorias circulares cerradas en aguas profundas y
trayectorias elipticas cerradas en aguas intermedias y bajas, lo cual corrobora los planteamientos
tedricos.

3.- La presién debajo de la superficie libre del agua, obtenida con la ecuacion 32, se
incrementa de manera no lineal.

4.- Tanto las velocidades de las particulas en analisis como sus aceleraciones,
representadas por las expresiones 96, 97, 98 y 99, fueron disminuyendo de la superficie libre del

agua hacia el fondo del mar.

En el caso de la aplicacién del programa (P-2), se obtuvieron resultados idénticos en la
forma de la superficie libre, la celeridad y la longitud; en las otras variables, aunque los valores

obtenidos fueron distintos, en general el comportamiento es similar.

6.2 TEORIA DE SEGUNDO ORDEN DE STOKES.
Los comentarios mas destacados que pueden hacerse de la aplicacion del programa (P-3) a

un nimero muy grande de datos son,
1.- La superficie libre presenta una forma irregular, pudiendo detectarse al graficar estos
valores que, en general, se observan "picos” mas agudos y valles achatados y un tramo central

horizontal.
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2.- El comportamiento de las velocidades y aceleraciones de las particulas se observé
similar al ya comentado para ¢l caso de la teoria lineal.

3.- Al analizar la trayectoria de las particulas resultd muy obvio que los puntos inicial y
final no coinciden, es decir se presentd un deslizamiento hacia el frente, lo cual indica la
presencia de trayectorias abiertas en esta teoria.

4.- Al comparar las velocidades de las particulas presentadas por las dos teorias se observd
una diferencia en los valores finales del 10% al 30%, de acuerdo a la zona de las olas en que se
calculé.

5.- De la comparacién de los valores arrojados por las dos teorias para el caso de las
aceleraciones de las particulas, se encontré una diferencia grande, desde el 30% hasta el 100%,

dependiendo de la componente y de la zona del oleaje analizado.

6.3 TEORIA DE TERCER ORDEN DE STOKES.

Wiegel (1950), Morrison (1951), Suquet y Wallet (1953) y Savage (1954) han medido
experimentalmente la velocidad de las olas para ciertos rangos y las han comparado con las
teorias de la tercer orden de Stokes y Lineal. En general los resultados obtenidos demuestran que
las olas de amplitud larga viajan mas rapido que las de amplitud pequefia. El trabajo de Suquet y
Wallet no incluyen datos para d/.<0.2, aunque el trabajo de Morrison si lo hace. En la regién de
relaciones d/L pequeiias, donde la ecuacion de tercer orden de Stokes para la velocidad de la ola
se complica, los valores medidos fueron pocos, asi como las mediciones para ciertas

combinaciones de alturas y longitudes de la ola con la profundidad del oleaje.

6.4 TEORIA CNOIDAL.
Las conclusiones mas importantes en el andlisis de esta teoria se pueden agrupar en las
siguientes:
1. Es apropiada la teoria Cnoidal en olas periédicas progresivas en aguas cuya
profundidad sea menor a 1/10 de su longitud.
2. Littman propone la region de validez para la teoria Cnoidal mostradas en la figura 20
siguiente, en funcion de las relaciones H/d y C%gd, donde se aprecia una zona de

aplicacién de las teorias de Stokes (Struik) y el limite para la teoria de la ola solitaria.
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Sub-super
critica y
- d]K(k)}=0.50
075 2=0,750
k?*=0.500 k*=0.990

0.50 | *=1.000
-
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43 solitaria
025 - 4
0
0 1.0
C*gd

Figura 20 Regiones de validez aproximadas de perfiles existentes para olas de Stokes

(Struik) y para oleaje Cnoidal (Littman)

3. Le Méhauté, Divoky y Lin desarrollaron mediciones de la velocidad del oleaje en el

tanque de olas Tetra Tech, con rangos para olas 0.8ft/s* >D/T? > 0.05ft/s? de 105
pies de longitud, seccion transversal cuadrada de 4 pies y generador de oleaje con
control de velocidad en un rango de 1 a 12 segundos de periodo. Se compararon estos
resultados con los célculos de los programas propuestos en este trabajo para el perfil
de la superficie libre, velocidades y aceleraciones de las particulas y se observéd que,
aunque ninguna de las teorias se ajusta exactamente, la de mejor precision fue la teoria

Cnoidal de Keulegan y Patterson.

6.5 REGIONES DE VALIDEZ DE LAS TEORIAS DEL OLEAJE
Para aplicar cada teoria es necesario definir las regiones donde cada una de ellas es vilida.
Diversos investigadores han realizado mediciones en laboratorio con su comparacion analitica y

sus resultados difieren en las condiciones limite para las diversas teorias.
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Le Méhauté en 1969 presentd la figura 21 que ilustra el rango de validez de algunas
teorias para las olas periédicas bidimensionales, en funcidén de las relaciones d/T?, H/T?, el
parametro de Ursell y el criterio de rompiente de la ola.

1

Profundidad Limit g
0 dr; lla anaml © /f STOKES (4* orden)
!
Formula de /
Miche ’,f STOKES (37 orden)
{
\ |
<
T /
3 ! STOKES (2* orden)
/
!
o1 /
= /]
/ S /
I= /
s /
A /..} © / < > Aguas
) o 5 Aguas. ! Profundas
2 Superficiales E Intermedias
In Limite de la
T onda solitaria
H/d=0.78
0.01 /
it
<
%
/ Teorirs.l de Airy
/ (Lineal)
/
/
/
0.001 |
0.01 1 10

d/T? (fvs?)

Figura 21 Regiones de validez de las teorias de oleaje.

Esta figura es solamente cualitativa y de cierta forma arbitraria, puesto que no se han
analizado los errores que se cometen en cada region.
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APENDICE A. METODOS NUMERICOS Y MATEMATICOS
UTILIZADOS

Se presentan los métodos y matematicos que se emplearon en el desarrollo de las teorias

de oleaje descritas.

A.1 METODO DE NEWTON-RAPHSON
Es uno de los procedimientos numéricos abiertos mas utilizados para localizar raices de

ecuaciones algebraicas y transcendentales que involucran iteraciones sistemadticas de prueba y
error.
A.1.1 DEDUCCION DE LA ECUACION DE NEWTON-RAPHSON A PARTIR DE LA
SERIE DE TAYLOR.
La formulacién matematica usada ampliamente en los métodos numéricos para expresar

funciones en forma polinomial es la serie de Taylor, cuya expresion completa es:

f(xm )=f(xi )+fl(xixxi+l —xi)+ f'g{i)(xm _Xi)2 +%)!(i)(xi+l _xi)3 +
BT T oL S T (At
ol ( i+l i) (n-!-l)! Xis i)

donde el subindice 'n" indica que el residuo (Ultimo término) es de la aproximacioén a enésimo

orden y & es un valor cualguiera de X que se encuentra entre X; ¥ Xi+.

Truncando la serie de Taylor después de la primera derivada se obtiene una version

aproximada.

Fxe) = £ )+ £(x Nz — %) (A12)

En la interseccion con el eje x, f{x;+;) debe ser igual a cero, o sea

0 Flx; )+ £ N = x3) (A13)

de la cual se puede obtenerse

v =x - 1) (A.1.4)

llamada ecuacion de Newton-Raphson.

Guillermo Cardoso Landa 96




DEPFI UNAM Modelos teoricos de oleaje.

A.1.2 DEDUCCION GRAFICA DE LA ECUACION DE NEWTON-RAPHSON.

Sea una funcién cualquiera de la forma x = f(x) como se muestra en la figura:

f(x)
F 3

x#(xr—\
0 /A .

fe—x—>|

Figura A. 1
Se desea obtener el valor de la raiz x4 (punto A), para la cual se propone un valor inicial
X; y se extiende la tangente desde este punto 1 [x,,f(x,)] hasta la interseccion con el eje

horizontal (punto 2), el cual representa una aproximacion mejorada a la raiz.

f{x)

3

44&_.'
————— X ——»]
X+ Ei- XiH |

Figura A. 2

Analizando el tridngulo rectangulo A 1-2-3 se observa que:
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f'(xi)=sl—2 =tanp = f‘(‘ii__o

X =X
de donde

X. =x__f(xi)
- l fl(xi)

que idéntica a la ecuacién A.1.4 obtenida a través de la aplicacion de la serie de Taylor en A.1.1.

A.1.3 ANALISIS DEL ERROR DEL METODO DE NEWTON-RAPHSON A PARTIR
DE LA SERIE DE TAYLOR.

La serie de Taylor que incluye un término de segundo orden es:

f@Hsz&J+fTMXmH—xJ+£§?GgH—xJ2 (A15)

Para la raiz exacta se cumple que X;+1=X; , en donde x; es el valor exacto de la raiz.
Sustituyendo este valor junto con f(x; )=0 en la serie de Taylor de la ecuacién A.1.5 se

obtiene,

PRI (AL6)

0=f(xi)+ f'(xi)(xm —X; 2!

Restando la ecuacidén A.1.3 de la ecuacién A.1.6

0=1"(x, \x, ——xm)+%(‘:;)(x, -x, ) (AL7)

Por otro lado, considerando que €l error es igual a la diferencia entre x4 y el valor real x,.

E,.. =X, — X (A.LS)

v,i+l
la ecuacion A.1.7 se puede expresar por
0=1"(x;)E,, g " (A.19)

Finalmente esta ecuacion se despeja si se supone que hay convergencia (por lo que x; y €

se deben aproximar a la raiz x, ),
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—f"(x,)
== ¥Jp A.1.10
Ev.n+l 2f'(x,) Ev‘i ( )

esta ecuacion expresa a que el error es casi proporcional al cuadrado del error anterior, lo que se

llama convergencia cuadratica.

A.1.4 DESVENTAIJAS DEL METODO DE NEWTON-RAPHSON.

A.1.4.1 RAICES SIMPLES
En algunas funciones al explicar este criterio se puede presentar convergencia lenta u

oscilaciones, como se ilustra en los casos siguientes.

CASO 1. El punto de inflexiéon ocurre en la vecindad de una raiz. Se observa que las

iteraciones que empiezan en x divergen progresivamente de la raiz.

f(x)

A 3 I/x=ftx)

Figura A.3
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CASO 2. Oscilaciones alrededor de un punto minimo o maximo local. Después de varias
iteraciones se aprecia que las oscilaciones persisten o que se alcanza una pendiente cercana a

cero, alejandose la solucidn del drea de interés.

)

A

x = f{x)

v

|

|

X1 X Xs
Figura A. 4

i

i

]

i |

| |
X4 X2

CASQ 3. Funciones con pendientes cercanas a cero. A partir de un valor inicial cercano a
la raiz puede saltar a una posicién varias raices lejos, debido a las pendientes cercanas a cero y en
el caso de pendiente cero [f'(x)=0] se genera una divisién entre cero en la ecuaciéon de Newton-
Raphson. La solucién en este caso es cambiar el valor inicial propuesto.

f{x)

f 3

x=1(x}

=

Figura A. 5
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fx)

Xt Xz

f x=fx)

e

A.1.4.2 RAICES MULTIPLES
Una raiz miltiple se presenta en un punto donde una funcién es tangente al eje x. Si la

Figura A. 6

multiplicidad de raices es impar la curva cruza el eje, mientras que la multiplicidad par no lo

cruza.

f(x

ﬂl

/ x= ()

v
>

° \/
Figura A. 7 Raices multiples impares.
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f{x)
F 3

x=f(x)

N\

Figura A. 8 Raices multiples pares.

Raltson y Rabinowitz en 1978 demostraron que el método de Newton-Raphson converge

en forma lineal cuando existen raices multiples en una funcidén, en lugar de la convergencia

cuadratica comentada en la seccién A.1.3.

Una alternativa para obtener raices multiples la proponen también Raltson y Rabinowitz,

definiendo la funcién u(x) como

Si se sustituye esta relacién en la ecuacidon A.1.4

_ )
u‘(xi)

=xi

y se deriva la ecuacién A.1.11

() = 00— F G (x)
[ G
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Finalmente si se sustituyen las ecuaciones A.1.11 y A.1.13 en la expresion A.1.12

N {5359 (A.1.14)

RGP - ) ()

conocida como ecuacién de Newton-Raphson modificada con la que se logra convergencia

cuadratica.
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A.2 FUNCIONES ELIPTICAS JACOBIANAS
A.2.1 INTRODUCCION

A una funcién meromérfica periddica doble se le llama normalmente funcién eliptica.

Sean m, m; numeros tales que se cumpla

m+m, =1 (A.2.1)

donde m es un nimero real llamado pardmetro y my es €l parametro complementario; pudiendo

establecerse que

0<m<l (A22)

Se definen los cuartos-periodos K e iK’ como

/ do
K(m)=K = 2“"_—21/? (A2.3)
(l—msen 9)
iK' (m)= iK'= [ — (A2.4)
(l—m,sen 9)

donde K. y K’ son nuiimeros reales; K se llama cuarto-periodo real e iK' cuarto periodo imaginario.

Puede notarse que
K(m)=K'(m, })=K'(1-m) (A25)
También es posible observar que si se conoce alguno de los nimeros m, m,;, K(m), K'(m),
K’(m)/K(m) todos los restantes pueden determinarse. De tal manera que K y K’ no pueden ser

escogidos arbitrariamente.

En el diagrama de Argand se indican los puntos O, K, K + iK', iK’ por s, ¢, d, n,

respectivamente. Estos puntos estin en los vértices de un rectangulo. Las translaciones de este
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rectangulo por AK, piK’, donde A, p estdn dados por los valores positivos o negativos de las

integrales, conducira a la rejilla

s £ S ¢
n d n d
s £ S ¢
n d n d

repitiéndose indefinidamente este modelo en todas direcciones.

Sean p, q cualquiera de las letras s, ¢, d, n. Entonces p, q determinan en la rejilla un
rectdngulo minimo cuyos lados tienen de longitud K y K” y cuyos lados tienen de longitud K y K’

y cuyos vértices s, ¢, d, n estan en el sentido de giro de las manecillas del reloj.

A.2.2 CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES ELIPTICAS JACOBIANAS
Una funcion eliptica jacobiana pq u esta definida por las tres siguientes propiedades:
1. pqutiene un cero simple en p y un polo simple en q.
2. El paso desde p hasta q es un medio-periodo de pq u. Los nimeros K, 1K', K + iK', que
difieren de este paso son solamente cuarto-periodos.
3. El coeficiente del término principal en el desarrollo de pq u en potencias ascendentes de u

cerca de u= 0 es la unidad.

Con respecto a la propiedad 3 el término principal es u, 1/u, 1 conforme v = 0 es un cero,

un polo o un punto ordinario.

De este modo las funciones con un polo o cero en el origen (por ejemplo las funciones en

las cuales una letra es s) son no regulares y las otras son uniformes.

Si se desea llamar la atencion del valor del parametro se puede escribir pq (Wm) en lugar

de pqu.

Las funciones elipticas jacobianas pueden definirse también con respecto a ciertas

integrales.
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- SN N

do
us | —mmmm (A.2.6)
f (l - mscnze)m
en donde el angulo ¢ se llama amplitud
¢=amu (A2.7)

y también

SN u = senQ

cnu = cosg (A.2.8)

dnu= (1 - msenzfp)u2 = Alo)

A.2.3 CLASIFICACION DE LAS DOCE FUNCIONES ELIPTICAS JACOBIANAS
Tomando en consideracion los polos y los medios-periodos las funciones elipticas

jacobianas se clasifican en las que se muestran

Poloi K" |Polo Polo K Polo O Periodos
K+iK’
Medio periodo iK' |snu Colu dcu nsu 21K’, 4K+4iK’, 4K
Medio periodo |cnu sdu ncu dsu 4i K’, 2K+2iK’" 4K
K+K’
Medio periodo K |dnu ndu scu csu 4iK’, 4K+4iK’",2K

Las tres funciones en una columna vertical reciben el nombre de funciones copolares.

Las cuatro funciones en una linea horizontal se llaman funciones coperiddicas. De los

periodos citados en la ultima linea de cada hilera solo dos son independientes.

En la siguiente figura se muestran las curvas de las funciones copolares para el polo iK'

con un pardmetro m = Y2
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Figura A. 9

A.2.4 RELACION DE LAS FUNCIONES JACOBIANAS CON LAS COPOLARES sn u,

cnu, dnu,

Se enlistan las expresiones que relacionan a las funciones copolares sn u, cn u, dn u, con

las nueve restantes

cdu:ﬂ dcu=dn—u nsu=——
dnu cnu snu
dn

sdu=24 ncu:-—!— dsu=-—2Y (A29)
dnu cnu snu
1 snu cnu
ndu=—— scu=——  cCcSU=——
dnu cnu snu

En general, si p, q, r son cualquier trio de letras s, ¢, d, n,
pqu=""— (A2.10)
qru
con la condicién de que cuando dos letras sean las mismas (por ejemplo pp u) la correspondiente

funcion es igual a la unidad.

A.2.5 APROXIMACION DE LAS FUNCIONES ELIPTICAS JACOBIANAS EN
TERMINOS DE FUNCIONES CIRCULARES.
Cuando el parametro m es tan pequefio que pueden despreciarse los valores m? y

potencias de orden superior, las funciones elipticas jacobianas se pueden aproximar a
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sn{u/m)~ senu — L m(u ~ senucosu)cosu (A.2.11)
cn(u/m)= cosu + + m(u — senu cos usenu (A2.12)
dn{u/m}~1-1msen’u (A2.13)
am(u/m)=~u - + m(u - senu cos u) (A2.14)

A.2.6 APROXIMACION DE LAS FUNCIONES ELIPTICAS JACOBIANAS EN

TERMINOS DE FUNCIONES HIPERBOLICAS.

Cuando el pardmetro m es tan cercano a la unidad, m? , y potencias de orden superior
pueden despreciarse y aplicarse las siguientes expresiones para determinar las funciones elipticas

jacobianas de acuerdo a funciones hiperbélicas conocidas.

sn(u/m)~ tanh u + L m, (senhu cosh u — u)sech’u (A2.15)

en(u/ m)~sechu — 1 m, (senhu cosh u — u)tanh usec hu (A.2.16)

dn(u/m)=~sechu + L m,(senhucoshu + u)tanh u sec hu (A217)

am(u/m)=~ gdu + 1 m, (senhu coshu — u)sec hu (A2.18)
A.2.7INTEGRALES ELIPTICAS

Si R(x, y) es una funcién racional de x y y donde Y? es igual a un polinomio cibico o de

cuarto orden en x, la integral

j R(x, y)dx (A.2.19)

se llama integral eliptica.

Denotando por ps(x) a un polinomio en x y sustituyendo por Y se tiene que

R(X Y) P](X)+yp2(x) [P,(X)+yp2 ) 3( ) yp,,(x]y Ps(x)+yps(x)
.0+ ) o, (F -yl (P yp,(x)
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R(x,y)=R,{x}+ Rx(x) (A2.20)
y

donde R;(x) y Ra(x) son funciones racionales de x.

Si se expresa Ry(x) como la suma de una fraccion parcial y otra fraccién polinomial

IR(x, y)dx = IR, (x)dx + Zs As Ixsy"dx + Z, Bs J[(x -cf y]_l dx (A2.21)

A.2.7.1 FORMAS CANONICAS DE LAS INTEGRALES ELIPTICAS
Mediante algunas reducciones y ciertas transformaciones cada integral eliptica puede ser

expresada de acuerdo a la integral de una funcidn racional y en tres formas candnicas.

INTEGRAL ELIPTICA DE PRIMERA CLASE
Se llama integral eliptica de primera clase a la relacién

Flp\a)=F(p/m)= [(1-sen’asen’6) "0 = [ [~ 1*J1 - mt* )| "t (A222)

INTEGRAL ELIPTICA DE SEGUNDA CLASE
Esta definida como

E(p\a)=E(u/m)= [ 1”2 mt? )1/2 dt =
(A2.23)
f(l —sen asenze) do = Edn wdw =m u + mfcnzwdw

INTEGRAL ELIPTICA DE TERCERA CLASE
Es la integral formada por tres variables, el parametro, la amplitud y la caracteristica n
I(n;p\a)= f(l - nsenzﬂ)_l (1 - svenztntsenze)_l'l2 do (A2.24)
o también

{n;u\m)= [ (1 ~tfi-me* [ dt= {'[i - nsn*(w/m)] " dw (A225)

En estas integrales elipticas
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m=sen’a =k?

X=senp=snu

cosp=cnu
(1 - mseno)”” =dnu = Alp) (A.2.26)
@ =arcsen(sn u)=amu
k = ns(k +ik')
k'=dnk

A.2.7.2 INTEGRALES ELIPTICAS COMPLETAS
Con respecto a las formas candnicas anotadas, las integrales elipticas son completas

cuando la amplitud ¢ =am u = arc sen(sn u) = arc sen x es 2z n y por lo tanto x=1 y adoptando las

exprestones indicadas a continuaciéon

[K(m)]=K = {[1-1*)1-me* " dt= [*(1- msen’6) " a0 (A227)

llamada integral eliptica completa de primer orden y que también puede expresarse como:

K =F(} n/m)=F(; ©/a)

cuya forma se aprecia en las siguientes curvas

F
ok K=F(%0"\a )
35 |

K=F(90°\90"-a. |
30|
25 |
20 |
15 L9072 a0° 407 50° 60° 70 80 90" O

Figura A. 10 Integral eliptica completa de primer orden
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Por otro lado

EK@)]=E= [(1-)"(-mt*)"dt= [*(1-msen6)” do (A2.28)
E[K(m)]=E = E(m)=E(} 7\ o)

que corresponden a la integral eliptica completa de segundo orden y cuyo comportamiento se

aprecia en las siguientes curvas

E
i
16 |-
£ E(90°\90°- a)
n/2 \
15 -
14 -
13 E=E(%0"\ o}
ol J/
1
0 LN Lo
: 10° 0° 30 40° 50° 60° 70 60" %0+ 7

o
Figura A. 11 Integral eliptica completa de segunda clase

C. Hastings, Jr. propone algunas aproximaciones polinomiales para determinar estas

integrales elipticas completas de primero y segundo orden

K(m)= (a.0 +a,m, +a,m,’ )+ (b0 +b,m, +b,m,’ )ln(l/mi )+ £(m) (A2.29)
donde,
|e(m)| <3X10°

a, =1.3862944 b, =0.5
a, =0.1119723 b, =0.1213478
a, =0.0725296 b, =0.0288729
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o también

K(m)=(a0 +a,m, +...+a4m14)+ (bo +b,m, +...+b4m,4)ln(1/m,)+s(m)

donde,

|e(m)| <2x10°®

a, =1.38629436112 b, =05

a, =0.09666344259 b, =0.12498593597
a, =0.03590092383 b, =0.06880248576
a, =0.03742563713 b, =0.03328355346
a, =0.01451196212 b, =0.00441787012

E{m)= (1 +a,m, + a2m12)+ (b,mI + bzml2 )ln(l/m1)+ e(m)
donde,
le(m)| < 4X107

a, =0.4630151 b, =0.2452727
a, =0.1077812 b, =0.0412496

o también se puede emplear

E(m)=(l +am, +...+ a4m,4)+ (b,ml +...+ b‘,m,")ln(l/m,)+ e(m)
donde,
| e(m)| < 2X10°

a, =0.44325141463 b, =0.24998368310
a, =0.06260601220 b, =0.09200180037
a, =0.04757383546 b, = 0.04069697526
a, =0.01736506451 b, =0.00526449639
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APENDICE B. Programa fuente (P-1).

PROGRAM TECRIA_LINEAL_PARA OLEAJE_ PROGRESIVO;

USES CRT;

VAR
TOL, ANG, GAMA : REAL;
I,N H INTEGER;

T,D,H, THETA, Z,L,C,CG,ETA, U, W, AX, A2,
EPSILON, ZETA, P, E, POT, A, B, FUNC, K, STGMA,

COSH, SINH H ARRAY([1..20] OF REAL;
CONST

G = 9.81;

PI = 3.141592654;

PROCEDURE LEER_DATOS;
BEGIN

CLRSCR;

N:=0;

1:=0;

WRITE('"CUANTOS PUNTOS DEL OLEAJE DESEA ANALIZAR? (MAXIMC 20PUNTOS)
READLN (N} ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

WRITELN [ 'DATOS PARA EL PUNTO' , I ,' '});

WRITE (' INTRODUZCA EL PERIODO DEL OLEAJE, EN 8. '}

READLN (T [I]);

WRITELN;

WRITE ('INTRODUZCA EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD TOTAL, EN m. 'y
READIN (D [I]);

WRITELN;

WRITE{'INTRODUZCA LA ALTURA DE LA OLA, EN m. )

READLN (H[I]};

WRITELN;

WRITE('INTRCDUZCA EL ANGULC DE FASE THETA, EN GRADOS. B

READLN (THETA[I]} ;

THETA [I] : =THETA[I) *0.017453292; {CONVERSION DE GRADCS A REDIANES)
WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA LA PROFUNDIDAD DE LA PARTICULA EN ANALISIS, EN m.
READLN (Z [I]) ;

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA EL VALOR APROXIMADO DE LA LONGITUD DE ONDA, EN m.
READLN (L [I]);

WRITELN;

END;

WRITE (' INTRCDUZCA EL PESO ESPECIFICO DEL AGUA DE MAR, EN Kg/m3. I ¥

READLN (GAMA} ;
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WRITELN;

END;

PROCEDURE NRDEL;
BEGIN {PROCEDIMIENTC PARA OBTENER LA RAIZ DE L}

REPEAT

BEGIN

ANG:=2*PI*D[I]/LI[I];
AlI]:=({{(G*SQR(T[I])*(EXP (ANG) ~-EXP(-ANG) )}/ (2*PI* (EXP {ANG) +EXP(-ANG))})-L[I]};
B{Il:=({(-G*SQR{TI[I])*DI[I]}/{(SQR(L[I])*SQR (EXP{ANG)+EXP(-ANG)}))-1;
FUNCII]:=A{I)/BII};

IF ABS (FUNC[I)}<TOL THEN

BEGIN

WRITE('LA LONGITUD DE LA OLA ES: PLLIIIY

END

ELSE LI[I]):=L[I]-FUNCI(I];

END

UNTIL

ABS (FUNC[I]) <TOQL;

END;

PROCEDURE PARAMETROS_DE_LA_OLA;
BEGIN

K[I]:=2+PI/L[I];

SIGMA[I] :=2*PI/TI[I];

END ;

PROCEDURE CELERIDAD;

BEGIN

CII]:=5QRT {({G/K[I]})* ({EXP(K[I]*D[I])-EXP{-KI[I)*D([I])))/((EXP(K[I]J*DI[I])+EXP(-KII]*D[I])}))};

END;

PROCEDURE VELOCIDAD_DE_GRUPO;

BEGIN

CG[I) :={CEI]1/2) * {1+ (4*K[I]*D[I)/(EXP(2*K([I}*D[I])-EXP(-2*K[I]*D[I]))}));
END;

PROCEDURE PERFIL_DE_LA $SUPERFICIE_LIBRE;

BEGIN

ETA[I] :={H[I]/2)+COS(THETA[I]};

ENC;

PROCEDURE VELOCIDAD DE LAS PARTICULAS;

BEGIN

COSH[I] :=({EXP(K[I]*DI[I])+EXP(-K[I]*D[I])}}/2};

ULI) ;= (K[XI*G*H[I]/ (2*SIGMA{L]) ) * {{EXP(K{I1*{Z{I)+D[I])}+EXP{-
K[IJ*(2[1)+D(I1)))/2)* (COS(THETA[I)}) /COSHI[I];
WII]:=(K[I)*G*HI[I}/{2*SIGMA(I})}* {(EXP(K(I]*(Z{I)+D(I)})-EXP(-
K[I]*(Z[I]+D[1])})/2)* (SIN(THETA[I]))/COSH[X];
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END;

PROCEDURE ACELERACION_DE_LAS_PARTICULAS;

BEGIN

AX{I]}:={(KI[I]*G*H[I]1/2) * ((EXP(K[I]*(Z[I]+D[I]))+EXP(-
KII1*(Z[I]+D[I]))}/2)*(SIN(THETA[I}))/COSHII];
AZ[I]:={-KEI)*G*H(I])/2)*((EXP{K[I]1*(Z[I1+DI[I]))-EXP{~
K{I1*(Z{I1+D([I]1)))/2)*(COS(THETA{I)}) /COSHI[I];

END;

PROCEDURE DESPLAZAMIENTO DE_LAS PARTICULAS;

BEGIN

SINH[I]:={(EXP(K[I]*D[I])}-EXP(-K[I}*D[I]}}/2;

EPSILON[I] :={-H[I]/2)* ({EXP(K[I)*{Z[I)+D[I]})+EXP(-K(I1*(Z{I1+D[I1)}})/2)*(SIN(THETA[I])} /SINH[I];
ZETA[I) :=(H([I}/2)* ({EXP(KII]*(Z{I]+D[I]}))-EXP(-K[L)*(Z[I]+D[I])}}}/2)}*(COS(THETA{I)))/SINH(I]};
END;

PROCEDURE PRESION ABAJO DE LA SUPERFICIE LIBRE;

BEGIN
P[I}:=((GAMA*ETA[I]*(EXP(K(I}*(Z[I]1+D[I}))+EXP(-K[I)*{Z[I]+D[I]}))/2)/COSHI[1])- (GAMA*Z[I]};
END;

PROCEDURE ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD DE_CRESTA;

BEGIN

E(I]) :=(GAMA*SQR(H[I])*L[I)}/8;

END;

PROCEDURE POTENCIA POR_UNIDAD DE CRESTA_ PRCMEDIO;

BEGIN

POT[1]:=(E[X]/(2*T[I]))*{1+(4*K[I]*D[I)/(EXP (2+K[I)+D[I])-EXP(-2*K[I]*D[I)}))}};
END;

PROCEDURE MUESTRA_RESULTADOS,‘

BEGIN

CLRSCR;

I:=1;

GOTOXY (5, I*7-5);

WRITE{'CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE PROGRESIVO EN LA TECRIA LINEAL'];
GOTOXY (7,I%7-4);

WRITE('T'};

GOTCXY (22, I%7-4);

WRITE{('D'};

GOTOXY (37,I*7-4);

WRITE{'H');

GOTOXY (52, I*7-4) ;

WRITE( 'THETA') ;

GOTOXY (67, I%7-4) ;

WRITE{'Z'};

GOTOXY (1, I*7-2+N) ;

WRITE('L'};
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GUTOXY (14, I*7-2+N) ;
WRITE('C');
GOTOXY (27, I*7-24N} ;
WRITE('Cg');
GOTOXY (40, I*7-2+N) ;
WRITE{'ETA"'};
GOTOXY (53, I*7-2+4N) ;
WRITE({'U'};
GOTOXY (66, I%7-24N) ;
WRITE{'W'};
GOTOXY {1, I+2*N+6} ;
WRITE{'Ax');
GOTOXY {12, I+2*N+86) ;
WRITE('Az");
GOTOXY (23, I+2*N+6) ;
WRITE('EPSILON'};
GOTOXY (34, I+2*N+6) ;
WRITE('ZETA'};
GOTOXY (45, I+2+*N+6) ;
WRITE{'P'};
GOTOXY (56, I+2*N+6) ;
WRITE{'E'};
GOTOXY (67, I+2+N+6) ;
WRITE('POT');

FOR I:<1 TO N DO
BEGIN
GOTOXY {7, I+3);
WRITE(TII]:5:3};
GOTOXY {22, I+3};
WRITE(D([I]:5:3);
GOTOXY (37,I+3};
WRITE{H[I]:5:3);
GOTOXY (52,1+3});
WRITE{THETA[I]:5:3);
GOTOXY (67,I+3});
WRITE{Z[I):5:3);
GOTOXY (1,5+N+1) ;
WRITE(L[I]:5:3});
GOTOXY (14, 5+N+1I) ;
WRITE(C[I]:5:3);
GOTOXY (27, 5+N+1) ;
WRITE (CGE(I):5:3);
GOTOXY (40, 5+N+I);
WRITE (ETA{I]:5:3};
GOTOXY {53, S+N+1) ;

Guillermo Cardoso Landa 116




DEPFI UNAM

Modelos teéricos de oleaje.

WRITE(UI[I]:5:3);
GOTOXY (63, 5+N+I)
WRITE (W{I}:5:3);
GOTOXY (1, 7+2*N+I);
WRITE (AX([I]:5:3});
GOTOXY {12, 7T+2*N+I) ;
WRITE {AZ [I]:5:3);
GOTOXY {23, 7+2*N+1);
WRITE (EPSILONI[I]:5:3);
GOTOXY (34, 7T+2*N+1) ;
WRITE(ZETA[I]:5:3);
CGOTOXY (45, 74+2*N+1) ;
WRITE (P([I]:5:3);
GOTOXY (56, 7+2*N+1) ;
WRITE(E([I]:5:3);
GOTOXY (67, 7+2*N+1) ;
WRITE(POT[1]:5:3};
END;

END;

BEGIN {CUERPO DEL PROGRAMA}
TOL:=0.0001;
LEER_DATOS;

FOR I:=1 TO N DO
BEGIN

NRDEL;
PARAMETROS_DE LA OLA;
CELERIDAD;

VELOCIDAD DE_GRUPO;

PERFIL_DE_LA_SUPERFICIE_LIERE;

VELOCIDAD_DE_LAS_PARTICULAS;

ACELERACION_DE_LAS_PARTICULAS;
DESPLAZAMIENTO_DE_LAS_PARTICULAS;
PRESION_ABRJO_DE_LA_ SUPERFICIE_LIBRE;
ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD_DE_CRESTA;
POTENCIA_POR_UNIDAD DE_CRESTA_PROMEDIO;

END;
MUESTRA_RESULTADOS;
END.
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APENDICE C. Programa fuente (P-2).

PROGRAM TEORIA_DE_TERCERA APROXIMACION DE_STOKES;
{"THIS PROGRAM WAS DEVELOPED BY GUILLERMO CARDOSO LANDA'}

USES CRT;

VAR
TOL, ANG, GAMA : REAL;
1N ; INTEGER;

COSH, SINH, COSHY, SINHY, X, TI,T,D,H, THETA,Z, L, C,
CG,ETA,U,W,AX,AZ,EPSILON, ZETA, P, E, POT,

A,B,FUNC, K, SIGMA 3 ARRAY[1..20] OF REAL;
CONST
G = 9.81;

PROCEDURE LEER_DATOQS;

BEGIN

CLRSCR;

N:=0;

I:=0;

WRITE('“CUANTOS PUNTQS DEL OLEAJE DESEA ANALIZAR? (MAXIMO 20PUNTOS)
READLN (N) ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

WRITELN('DATOS PARA EL PUNTO *', I ,' '};

WRITE (' INTRODUZCA EL PERICDO DEL OLEAJE, EN s, ')

RERDLN(T(I]);

WRITELN;

WRITE('INTRODUZCA EL VALCR DE LA PROFUNDIDAD TOTAL, EN m. ')
READLN (D{I]};

WRITELN;

WRITE ('INTRODUZCA LA ALTURA DE LA CLA, EN m. ')

READLN{HI[I]};

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA LA PROFUNDIDAD DE LA PARTICULA EN ANALISIS, EN m.
READLN(Z [I]};

WRITELN;

WRITE ('INTRODUZCA EL VALOR APROXIMADO DE LA LONGITUD DE ONDA, EN m.
READLN (LI[I]};

WRITELN;

WRITE('INTRODUZCA LA DISTANCIA HORIZONTAL, EN m. ‘i

READLN (X [I]};

WRITELN;

WRITE ('INTRODUZCA EL TIEMPO DE DESPLAZAMIENTO DE LA PARTICULA, EN s.

READLN(TI(I]);

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA EL VALOR DE A');
READLN (A [I]} ) ;
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WRITELN;
END;

WRITE('INTRODUZCA EL PESQ ESPECIFICO DEL AGUA DE MAR, EN Kg/m3.

READLN (GAMA) ;
WRITELN;
END;

PROCEDURE CALCULO_DE_FUNCIONES HIPERBOLICAS;
BEGIN

K[I1}:=2*PI/L[I];
COSHI[I):=((EXP(K[I]*D[I})+EXP(-K[I]1*D[X]1}}/2);
SINH[I):={{EXP(K[I}*DI[I)}-EXP(-KI[I]*DI]})})/2);

COSHY [1] :={ (EXP(KI[I]*(Z (I)+DI[I)})+EXP(-K[X]1*(Z2[I]+DI[I]}))/2);
SINHY[I] := ((EXP{K[I)*(Z(I)+D[I]})-EXP(-KII]*(Z[I]+DI[1]1)})/2);
END;

PROCEDURE NRDEL;:

BEGIN {PROCEDIMIENTO PARA OBTENER LA RAIZ DE L}
REPEAT

BEGIN

ANG:=2*PI*D(I]/LI(I);

A[I) :={{G*SQR(T[I])*SINH[I]}/{2*PI*COSH[I]})-L[I];
B[I]:={{~G*SQR(T[I})*D([I])/{SQR(L{I]}*SOR(COSHII]}})-1;
FUNCII]:=A[X]/B[I];

IF ABS{FUNCI[I})<TOL THEN

BEGIN

WRITE ('LA LONGITUD DE LA OLA ES: ',LITI}H)

END

ELSE L[I}:=LI[I}-FUNCI[I];

END

UNTIL

ABS{FUNC[I])<TOL;

END;

PROCEDURE PARAMETROS DE LA OLA;
BEGIN

SIGMA(I):=2*PI/T{I);

END;

PROCEDURE CELERIDAD;

BEGIN

ClI]):=SQRT((G/K[I])*((EXP(K[I]*D(I}}-EXP{-K[I}*D(I})}/({EXP(K[I])*D[I])+EXP({-K[I]1*D[I]}))}});

END;

PROCEDURE VELOCIDAD DE_GRUPO;
BEGIN

CGII):=0;
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—_ ~—— 7 S—
END;
PROCEDURE PERFIL _DE_LA_SUPERFICIE LIBRE;
BEGIN
ETA{I] :={(-H[I]/2)}*COS(KII]*X[I])*COS(SIGMA([I]+*TI{1]};
END;
PROCEDURE VELOCIDAD DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
UII) :=(-HII]/(2*SIGMA[I])) *COSHY [I]}*{COS(K[I)*X[I1))*(SIN(SIGMA[I1*TI[I]})}/SINHII];
WII):=( HII}/(2*SIGMALT) )} *SINHY [I]* (COS{KII)*X[I1))*(SIN(SIGMA[X]*TI[I])}/SINHII];
END;
PROCEDURE ACELERACION DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
AX[I]:=(H[I]/(2¥SQR(SIGMA{I]))}*COSHY [I}*{(SIN(K[I]*X{I]))*(COS(SIGMA[TI)*TI[I]}}/SINHII];
AZ[I):=(H[I)/(2*SQR(SIGMA{I]) )} *SINHY [I]}*(COS(K[I]*X[I]})*(COS(SIGMA[I)*TI[1])}/SINH[I];
END;
PROCEDURE DESPLAZAMIENTO_DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
EPSILON [I] :=(H[I]/2) *COSHY [I]+ (SIN(K[I)*X{I]1)}*(COS(SIGMA[I)*TI[I]))}/SINH[I];
ZETA([I] :=(-H[I]/2) *SINHY [I] * (COS{K[I] *X(X]}}* (COS(SIGMA[I]*TI[I]})}/SINH[I];
END;
PROCEDURE PRESION_ABAJO DE_LA SUPERFICIE LIBRE;
BEGIN
P[1]:=(-GAMA*H({I)/2+COSHY [I]/COSH[I}}*(COS(KII}*X[I]})}*(COS{SIGMA[I]+TI(I}))- (GAMA*Z[I]});
END;
PROCEDURE ENERGIA _TOTAL_POR_UNIDAD DE_CRESTA;
BEGIN
E[I]:={GAMA*SQR{H[I])*L(I}}/16;
END;
PROCEDURE POTENCIA_POR_UNIDAD_ DE_CRESTA_PROMEDIO;
BEGIN
POT [I]}:=0;
END;
PROCEDURE MUESTRA_ RESULTADOS;
BEGIN
CLRSCR;
I:=1;
GOTOXY (5,1*7-5};
WRITE (' CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE PROGRESIVO EN LA TEORIA LINEAL');
GOTOXY (7,I*7-4};
WRITE('T');
GOTOXY (22,I*7-4);
WRITE('D');
GOTOXY {37,I*7-4);
WRITE('H');
GOTOXY (52, I*7-4} ;
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WRITE('Z');

GOTOXY (1,I*7-24N);
WRITE{'L'};
GOTOXY (14, I*7-24N) ;
WRITE{'C'),
GOTOXY {27, I*7-2+N) ;
WRITE('Cg');
GOTOXY {40, I*7-2+N) ;
WRITE('ETA'};
GOTOXY {53, I*7-2+N);
WRITE('U"};
GOTOXY (66, I*7-2+N) ;
WRITE('W");
GOTOXY {1, T+2*N+6) ;
WRITE('Ax');
GOTOXY {12, I+2*N+E);
WRITE('Az');
GOTOXY (23, I+2*N+6) ;
WRITE ('EPSILON') ;
GOTOXY {34, I+2*N+6} ;
WRITE('ZETA') ;
GOTOXY (45, T+2*N+6) ;
WRITE('P');
GOTOXY {56, I+2*N+6} ;
WRITE('E');
GOTOXY (67, I+2*N+6} ;
WRITE('POT'};

FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
GOTOXY (7, I+3};
WRITE(T[I):5:3);
GOTOXY (22, I+3);
WRITE(D[I]):5:3);
GOTOXY (37, I+3);
WRITE(H[I1:5:3);
GOTOXY (52, 1+3);
WRITE(Z(I]:5:3);
GOTOXY (1,5+N+I);
WRITE (L[I]:5:3};
GOTOXY {14, S+N+I) ;
WRITE(C{I]:5:3);
GOTOXY (27, 5+N+1) ;
WRITE(CG[I]:5:3};
GOTOXY (40, 5+N+I) ;
WRITE(ETA[I}:5:3);
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GOTOXY {53, 5+N+I) ;

WRITE(U([I):5:3);

GOTOXY (63, 5+N+1};

WRITE{W({I]:5:3);
GOTOXY (1, 7+2*N+I};

WRITE (AX[I]:5:3);
GOTOXY {12, T+2*N+I};

WRITE (AZ(I}:5:3);
GOTOXY (23, 7+2*N+I} ;
WRITE{EPSILON[I):5:3);
GOTOXY (34, 7+2*N+1) ;
WRITE(ZETA[I]:5:3);
GOTOXY {45, 7+2*N+1) ;
WRITE{P[I]):5:3};
GOTOXY (56, T+2*N+1I) ;
WRITE{E[I}:5:3);
GOTCXY {67, T+2*N+I) ;

WRITE (POT[I]:5:3);

END;

END;

BEGIN {CUERPO DEL PROGRAMA}
TOL:=0,0001;

LEER_DATOS;

FOR I:=1 TO N DG

BEGIN
CALCULO_DE_FUNCIONES_HIPERBOLICAS;
NRDEL;

PARAMETROS_DE_LA_OLA;

CELERIDAD;

VELOCIDAD_DE_GRUPC;

PERFIL DE_LA SUPERFICIE_LIERE;
VELOCIDAD DE_LAS PARTICULAS;
ACELERACION_DE_LAS_PARTICULAS;
DESPLAZAMIENTO DE_LAS PARTICULAS;
PRESION_ABAJO DE LA SUPERFICIE_LIBRE;
ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD_DE_CRESTA;
POTENCIA_POR_UNIDAD_DE_CRESTA_ PROMEDIC;
END;

MUESTRA_RESULTADOS;

END.
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APENDICE D. Programa fuente (P-3).

PROGRAM TEQRIA DE_SEGUNDA_APROXIMACION DE STOKES PARA OLEAJE PROGRESIVO;

USES CRT;

VAR
TOL, ANG, GAMA : REAL;
I,N : INTEGER;

COSHY, SINHY, COS2HY, SIN2HY, T,D,H, THETA,
z,L,C,CG,ETA,U,W,AX,AZ, EPSILON, ZETA, P,
E,T™,A,B,AR,BB,FF,GG,HH,II,JJ,KK,LL, MM,

NN, FUNC, K, SIGMA, COSH, SINH, TI : ARRAY [1..20] OF REARL;
CONST

G = 9.81;

PI = 3.141592654;

PROCEDURE LEER_DATOS;

BEGIN

CLRSCR;

N:=0;

I:=0;

WRITE{' “CUANTOS PUNTOS DEL OLEAJE DESEA ANALIZAR? (MAXIMC 20PUNTOQS)
READLN (N} ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

WRITELN ('DATCS PARA EL PUNTO' , I ' ');

WRITE ('INTRODUZCA EL PERIQODO DEL OLEAJE, EN s. ')
READLN (T [I}};

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD TOTAL, EN mw. '}
READLN(D[X}};

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA LA ALTURA DE LA OLA, EN m. 'y

READLN (H[I]);

WRITELN;

WRITE {'INTRODUZCA LA PROFUNDIDAD DE LA PARTICULA EN ANALISIS, EN m.

READLN (2 [I]);

WRITELN;

WRITE{'INTRODUZCA EL VALOR APROXIMADC DE LA LONGITUD DE ONDA, EN m,

READLN (L [I]);

WRITELN;

WRITE{'INTRODUZCA EL ANGULO DE FASE THETA, EN GRADOS. ‘1
READLN (THETA(I]);

THETA (I] : =THETA[I]*0.017453292; {CONVERSION DE GRADOS A REDIANES}
WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA EL TIEMPO DE DESPLAZAMIENTC DE LA PARTICULA, EN s.
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READLN(TI[I]});

WRITELN;

END;

WRITE (' INTRODUZCA EL PESO ESPECIFICO DEL AGUA DE MAR, EN Kg/m3. '}i
READLN (GAMA} ;

WRITELN;

END;

PROCEDURE NRDEL;

BEGIN {PROCEDIMIENTO PARA OBTENER LA RAIZ DE L}

REPEAT

BEGIN

ANG:=2*PI*D[I]/L({I];

A1) :=({(G*SQR(T[I]) * (EXP(ANG} -EXP{-ANG) ) )/ (2*PI* (EXP (ANG)+EXP(-ANG})))-L[1]);
B[I):=({-G*SQR{T[I]))*D[I]}/{SQR(L(I})*SQR(EXP (ANG)+EXP(-ANG))))-1;
FUNC[I) :=A[I]/BII];

IF ABS(FUNC[I])<TOL THEMW

BEGIN

WRITE('LA LONGITUD DE LA OLA ES: "LLIIY)

END

ELSE L[I]:=L[I]-FUNCI[I];

EKD

UNTIL

ABS (FUNC (I} ) <TOL;

END;

PROCEDURE PARAMETROS_DE_LA OLA;
BEGIN

KI[I]:=2*PI/L[1];

SIGMA(I] :=2*PI/T(I);

END;

PROCEDURE CELERIDAD;

BEGIN

CII]:=SQRT{(G/KI[I]}*{(EXP(K{I)*D([I]}-EXP({-K{I])*D[I]}}}/((EXP(K[I]*D[I]}+EXP(-K[I]*D[I]}}))}};

END;

PROCEDURE VELOCIDAD_DE_GRUPO;

BEGIN

CGI1]:=0;

END;

PROCEDURE PERFIL_DE_LA SUPERFICIE LIBRE;
BEGIN
SINH([I]:={(EXP(KEI]*D([I}}-EXP(-K[I]*D[I]}}/2);
AA[I] :=(EXP(2*K([I)*D{I)}+EXP(-2*K[I]*D[I]))/2;
BBI[T] :=(EXP{(K[I}*D[I]*(2+AA[I]))+EXP(-K[Z]*D[I]*{2+AR[I]))}/2;
FF{I):=SINH[I]*SQR{SINH(I]};
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ETAI[I) :=(H[I)/2)*COS{THETA{I])+(K{I]1*SQR{H[I])*BB[I]*COS{2+THETA(I}))/(16*FF[I});
END;

PROCEDURE VELQCIDAD DE_LAS PARTICULAS;

BEGIN

COSH[I):=({EXP(KI[I]+*D[I]1)+EXP(-K[I1*D[I])}/2};
SINHI[I):=({EXP(K[I]*D[I]}-EXP(-K[IJ*D[I])}}/2);

COSHY (I :=({EXP(K{I]*(Z[I}+D([I])}+EXP(-K[I1*(Z[I1+D[I1)})}/2);

SINHY {I] := ((EXP(K[I]*(Z([I)+D[I]))-EXP(-K[I]*(Z[X]+DII]}})/2);

COS2HY [I) := ( {EXP (2*K[I] *(Z[Z]1+D[I]))+EXP(-2*K[I)~(Z[I]1+D[I])))}/2};

SIN2HY [IJ:=({EXP (2*K[I}*{Z[I)+D[I])}-EXP{-2*K[I]*(Z[I]1+D[I]1)))/2);

GG [I) :=16*SQR (SINH[I] ) *SQR(SINH[I]));
U[I):=(H[I)/(2*SIGMA[I]}) *COSHY [1]*{(COS (THETA[I])) /SINH(I]+ (3*K[I)*SIGMA(I)*SOR(H([I])*COS2HY [I]*C
0S{2*THETAI[I))}) /(GGII}};
W(E):={H[I])/{2*SIGMA([I]))) *SINHY [I)*{SIN{THETA[I]))/SINH[I]+ (3*K[I]*SIGMA[L])*SQR(H[I])*SIN2HY[I]*S
IN(2*THETA[I])) /(GG{I]);

END;

PROCEDURE ACELERACION DE_LAS_PARTICULAS;

BEGIN

HH([I) :=2*(3*K[I]*SQR(SIGMA[I])*SQR(H[I])*COS2HY [I)*SIN{2+THETA[I}})/(GG[I]);
II[I):=2%(3*K[I]*SQR(SIGMA[I])*SQR(H[I])}*SINZHY [I]*COS(2*THETA[I]) )}/ (GG[I)};
AX[I]:={{H{I]/{2*SQR(SIGMA[I)}}) *COSHY (I)*{SIN(THETA[I]})/SINH[I])+HH[I];
AZ[I}:=((-H{I]/(2*SQR(SIGMA[I])))*SINHY(I)*(COS(THETA(I]))/SINHI[I}}-IIfI];

END;

PROCEDURE DESPLAZAMIENTO DE LAS PARTICULAS;

BEGIN

JJ(X] :={K{I}*SOR(H(I])/(16*SOR(SINH[I])})*{1-(1.5*COS2HY [I]/SQR(SINH[I]))};
KK(I]:=(K[I)*SQR(H[I])*SIGMA [I]*TI[1]*~COS$2HY[I)/(B*SOR(SINH([I]))};
LLII]:=0.5+%(3*K[I]*SOR(H{I])*SIN2HY[I]}*COS(2*THETA[I]})/{GG(I]);

EPSILON[I] :=((-H[I}/2)*COSHY {I]* (SIN(THETA{I]})/SINH(I])+JJ[I]*SIN{2+THETA[I]}+KKI[I];
ZETA[I] :=({H[I]/2) *SINHY{I]*{COS(THETA[I})}/SINHI[I])+LL({I)+(K({IJ*SQR (H[I])*SIN2HY[I]/(16*SQR{SINH
[Ti1));

END;

PROCEDURE PRESION ABAJO DE LA SUPERFICIE LIBRE;

BEGIN

MM[I):=-GAMA+*Z [I]+ (H(I] *GAMA*COSHY[I] *COS(THETA[I])/(2*COSH[I]});
NN[I}:=(3*K[I)*SQR(H[I})*GAMA/(16*SINHI[I}*COSHII])}* ({COS2HY[I}/SQR(SINH[I]}}~
{1/3}) *COS {2*THETA[I]) ;
P[I}:=MM[I]+NN[I]-{((K[I}*SQR(H[I]))*GAMA/(16*SINH[I]*COSHI[I]))*COS2HY[I]};

END;

PROCEDURE ENERGIA TOTAL POR_UNIDAD DE_CRESTA;

BEGIN

E{I):=0;

END;

PROCEDGURE TRANSPORTE DE MASA;

BEGIN
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TMII) :=SQR(K[I1)*SQR(HI[TI])+C[I]*COS2HY[I]/(E*SQR{SINH[I)});
END;

PROCEDURE MUESTRA RESULTADOS;
BEGIN

CLRSCR;

I:=1;

GOTOXY (5,I%*7-5);
WRITE('CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE PROGRESIVC EN LA TEORIA LINEAL');
GOTOXY (7,I%7-4);
WRITE({'T'};

GOTOXY (22,I*7-4);
WRITE({'D'};

GOTOXY (37,I%7-4);
WRITE('H'};

GOTOXY (52,I*7-4};
WRITE('Z');

GOTOXY (1,I*7-2+N);
WRITE('L"');
GOTOXY (14, I*7-2+N) ;
WRITE({'C');
GOTOXY (27, I*7-2+N);
WRITE('Cg"'};
GOTOXY (40, I*7-24N) ;
WRITE('ETA') ;
GOTOXY (53, I*7-2+N) ;
WRITE('U');
GOTOXY (66, I*7-24N) ;
WRITE('W');
GOTOXY (1, I+2%N+§€);
WRITE ('Ax'};
GOTOXY (12, I+2*N+6) ;
WRITE('Az'};
GOTOXY {23, 1+2*N+6) ;
WRITE({'EPSILON'});
COTOXY {34, I+2+N+6) ;
WRITE('ZETA');
GOTOXY (45, I+2*N+6) ;
WRITE{'P'};
GOTOXY (56, I+2*N+6) ;
WRITE{'E'};
GOTOXY ({67, I+2*N+6) ;
WRITE('TM") ;

FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
GOTOXY (7, I+3};
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WRITE(T [I):5:3);
GOTOXY (22, I+3) ;
WRITE{D([I}:5:3);
GOTOXY (37, I+3};
WRITE(HIE):5:3);
GOTOXY (52, I+3);
WRITE (Z[E]):5:3);
GOTOXY (1, 5+N+1I) ;
WRITE (L[E]:5:3);
GOTOXY {14, 5+N+1I) ;
WRITE(C[E]:5:3);
GOTOXY (27, 5+N+1) ;
WRITE (CGII]:5:3);
GOTOXY {40, 5+N+1I) ;
WRITE (ETA[I) :5:3);
GOTOXY (53, 5+N+1) ;
WRITE(U{I]:5:3);
GOTOXY (63, 5+N+1) ;
WRITE (WII]:5:3};
GOTOXY {1, 7+2*N+I);
WRITE (AX[I] :5:3);
GOTOXY (12, 7T+2*N+I};
WRITE{AZ[I]:5:3);
GOTOXY {23, T+2+*N+1I) ;
WRITE{EPSILON([I]):5:3);
GOTOXY (34, 7+2+*N+1) ;
WRITE{ZETAI[I]:5:3);
GOTOXY (45, 7+2*N+1) ;
WRITE(P[I]):5:3);
GOTOXY (56, 7+2*N+1) ;
WRITE(E([I] :5:3);
GOTOXY (67, 7+2*N+1) ;
WRITE(TMI[I]):5:3};
END;

END;

BEGIN {CUERPO DEL PROGRAMA)
TOL:=0.0001;
LEER_DATOS;

FOR I:=1 TC N DO
BEGIN

NRDEL;
PARRMETROS_DE_LA OLA;
CELERIDAD;
VELGCIDAD DE_GRUPQ;
PERFIL DE_LA SUPERFICIE_LIBRE;
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VELOCIDAD DE_LAS PARTICULAS;
ACELERACION DE_LAS_PARTICULAS;
DESPLAZAMIENTO DE_LAS_PARTICULAS;
PRESICN_ABAJO DE_LA SUPERFICIE_LIBRE;
ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD_DE_CRESTA;
TRANSPORTE_DE_MASA;

END;

MUESTRA_RESULTADOS;

END.
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APENDICE E. Programa fuente (P-4).

PROGRAM TEORIA DE_TERCERA_APROXIMACION DE_STOKES;
{"THIS PROGRAM WAS DEVELOPED BY GUILLERMO CARDOSO LANDA"}

USES CRT;

VAR
TOL, ANG, GAMA : REAL;
I,N H INTEGER;

COSH, SINH, COS2H, SIN2H, COSHY, SINHY,
COS2HY, SIN2HY, COS3HY, SIN3HY, X, TI, T, D,
H,THETA,Z,L,C,CG,ETA, U, W,AX, AZ, EPSILON,
ZETA,P,E,POT,A,B, FUNC,K, SIGMA, F1,F2,F3,

F4,F5, COEF : ARRAY [1..20] OF REAL;
CONST

G = 9.81;

{PI = 3.141592654;}

PROCEDURE LEER_DATOS;

BEGIN

CLRSCR;

N:=0;

I:=0;

WRITE (' "CUANTOS PUNTOS DEL OLEAJE DESEA ANALIZAR? (MAXIMO 20PUNTOS)
READLN (N) ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

WRITELN ('DATOS PARA EL PUNTO ', I ,' '};

WRITE (' INTRODUZCA EL PERIODO DEL OLEAJE, EN s. )i

READLN (T {I});

WRITELN;

WRITE({'INTRODUZCA EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD TOTAL, EN m. BN
READLN(D[I]);

WRITELN;

WRITE({'INTRCDUZCA LA ALTURA DE LA OLA, EN m. 1

READLN{H(I]}};

WRITELN;

WRITE('INTRODUZCA LA PROFUNDIDAD DE LA PARTICULA EN ANALISIS, EN m.
READLN(Z (I]};

WRITELN;

WRITE('EINTRODUZCA EL VALOR APROXIMADO DE LA LONGITUD DE CNDA, EN m.
READLN{LI[I]};

WRITELN;

WRITE (' INTRODUZCA LA DISTANCIA HORIZONTAL, EN m. ')
READLN (X [I}) ;

WRITELN;
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WRITE (' INTRODUZCA EL TIEMPO DE DESPLAZAMIENTO DE LA PARTICULA, EN s. B
READLN (TI[I});

WRITELN;

WRITE ( 'INTRODUZCA EL VALOR DE A');

READLN (A[I1};

WRITELN;

END;

WRITE{'INTRODUZCA EL PESQO ESPECIFICO DEL AGUA DE MAR, EN Kg/ml. 'Y,
READLN (GAMA) ;

WRITELN;

END;

PRCCEDURE CALCULO_DE FUNCIONES_HIPERBOLICAS;
BEGIN

K{I]l:=2*PI/L{I];

COSHI[I) :=({EXP(K[I]*D[I))+EXP(-K[I)J*D[I]}}/2});
SINH(I]:=({EXP(K[I}*D(I))-EXP(-K[I]*D[I])}/2);

COS2H [I} := ({(EXP(2+K[I)*D[I])+EXP(-2+K[I]*D[I1))/2);
SINZH[I]:=((EXP{2*K[I]*D[I})-EXP{-2*K[I}*D[I]})/2};

COSHY [I] :=( (EXPAK([I)*{Z[I]+D[1])}+EXP(-K{Z)*{Z{I)+D(I]1}])}/2};
SINHY [I] :=((EXP{K[I)*(Z[I]1+D[I]))-EXP(-K[I)*(Z[I1+D[I]}})/2);
COS2HY [I] :={ (EXP (2*K[I] *{Z({I)+D{I)))+EXP(-2*K[I) *{Z[Z]+D[I]})}/2};
SIN2HY [I] :={ (EXP(2*K[I]1*{Z{I]+D[1]})-BXP{-2*K(I)*{Z[I1+D[I1}))/2);
COS3HY[I]:={(EXP(3*K[I]*(Z({I)+D[1])}+EXP{-3*K[I]*(ZII)+D[I]}))})/2};
SIN3ZHY [I] :=((EXP (3*K([I]*{2(I)+D{I]))-EXP(-3*K[I]*{Z[I]+D[1))))/2);
END;

PROCEDURE NRDEL;
BEGIN {PROCEDIMIENTO PARA OBTENER LA RAIZ DE L}

REPEAT

BEGIN

AlI]l:=(({G*SQR{T{I]}*SINH[I]))/(2*PI*COSH[I])}*

{(1+SQR(2*PI*A[I) /LII)) *{{14+4*SQR{COS2H[I]})/{16%SOR (SINH[I]}*SQR(SINHIII)))}-L[I]);
B[I):=({(-G*SQR(T[I]})*D(1])/(SQR(LEI]}*SQR(COSH(I}}))}+{(-

G*SQR(T[I))*D[I])/ (SQR(L[I])*SOR(COSH[I]})})*

(SQR(2*PI*A[I] /L[I]) *{14+4*SQR(COS2H[I]))/(L6*SQR(SINH[I]) *SQR (SINH(I])})+ (G*SQR{T[I]}*SINH[I] /2~
PI*COSH([I))*

({(-SOR{PXI})*SQR{A{I]))*(14+4*SQR(COS2H[I]})/(L[I])*SQR(L[I])*2*SQR (5QR (SINH[I])}))+
({8*PI*SOR(PI)*SQR(A[I])*D[I}}*{-

SINH [I) *COS2H[I] *SIN2H[I)+3.5+COSH{I]+SQR(COS2H[I})*COSHII]}/(SQR(SQR(L[I1}}*

SQR (SQR{SINH[I]}) *SINH{I1}})-1;

FUNC([I]:=A[I]/BI[I);

IF ABS(FUNC(I})<TOL THEN

BEGIN

WRITE{'LA LONGITUD DE LA OLA ES: L LIID);
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END

ELSE LI(I):=L[I)-FUNCI[I];
END

UNTIL

ABS (FUNC[I]) <TOL;

END;

PROCEDURE PARABMETROS_DE_LA_OLA;
BEGIN

SIGMA[I] :=2*PI/T[I];

END;

PROCEDURE CELERIDAD;

BEGIN

C[I]:=SQRT{{ ({G*LII]*SINH[I)}/{(2*PI*COSHI[I]1)}*(1+SQR(PI*A(I]/LI[I])*{((14+4*SORI(COS2HII}})/{16*SQR{
SQR(SINHI[II}))}))¥;

END;

PROCEDURE VELOCIDAD DE_GRUPO;

BEGIN

CGII):=0;

END;

PROCEDURE PERFIL DE_LA_SUPERFICIE_LIBRE;

BEGIN

F4 [I]:=((24COS2H[I]) *COSH([I]) / (2*SQR(SINH[I]) *SINH[I]}) ;
FS[I]:=(3/16)*({(1+8+*SQR(SOR(COSH[I]) *SQR(COSH[I])))}/ (SQR{SQR(SINHI[I])}*SOR(SINHIII1))};
ETA[I]:=(A[I]*COS(K[I1*X[I}-SIGMA{I]*TI{I]))/2)+ (PI*SOR(A[I])*“F4{I])*COS(2*(K[I]*X[I]-
SIGMA({I}*TI[I)})/LII]}+({SQR(PL})*
SQR(A[I]}*A[I1*F5[I]1*COS (3% (K[I]*X[I]-SIGMA[I}*TI(I]1))}/SQR(LII]}};

END;

PROCEDURE VELOCIDAD_DE_LAS PARTICULAS;

BEGIN

COEF [I] :=2*PI*AI[I]l/LII];

F1[I]:=(COEF(I]/SINH(I]}-

(SOR{COEF[I])*{{1+5*SQR(COSH[I]}} *SQR{COSH[I))/(8*SQR(SQRI(SINH[I}))*SINHI[I]))}};
F2[I):=0.75*SQR(COEF[I])}/SQR (SQR(SINH[I])};

F3[I):=(3/64)*50R (COEF[I])*COEF [I]*{11-2*COS2H (I]}/((SQR{SQOR(SQR(SINH[I]})}))/SINH[I]);

UII] :=C[I]*{F1[1]*COSHY[I]*COS(K(I]*X[X}-SIGMA[I]*TI[I)}+(F2[I)*COS2HY[I]*COS (2*(K(I]*X(I]-~
SIGMA[II*TI[I)))}+

(F3[1}+*COS3HY[I]*COS(3* (K[I]*X[I]-SIGMAII]}*TI(I)}}));

WEI :=C[I]* (F1[I)*SINHY[I]} *SIN({K[{I]*X[I]-SIGMA[I]*TI{I]1)+(F2[I]*SIN2HY[I]*SIN(2* (K[I]*X[I]-
SIGMAI[I}*TI{I)}))+

{F3 (1) *SIN3HY[I] *SIN(3* (K[I}*X[I]-SIGMA[II*TI[I]1))});

END;

PROCEDURE ACELERACION DE LAS_PARTICULAS;

BEGIN

AX[I]:=({2*PI+*C(I]*F1[I]*COSHY [I]*SIN(K[I]+X[I])-SIGMA[I]*TI[I]1))/TII])+
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— Ne—_— ~——
(4+*PI+C[I]1*F2 [I] *COS2HY [T} *SIN{2*{K[I] *X[I]-SIGMA{I)*TI(I]})}/TI[I))+
(6*PI*C[I]*F3 (1) *COS3HY [I] *SIN{3*(K[I)*X{I]-SIGMAI[I]}*TI(I])}/TII]};
AZ[I):={(-2*PI*C[I]*F1[I)*SINHY [I}1*SIN(K{I)*X[I}-SIGMAII]*TI[I}))/T(I))-
{4*PI*C[I] *F2 [I) *SINZHY [I}*SIN(2*(K[I)*X[I]-SIGMA([I}*TI{I))}/T[1])~
(6*PI*C[I}1*F3 [I)*SIN3HY [I1*SIN(3+(KI[I]*X[I]-SIGMA[I}*TI(I]})/T[I]);
END;
PROCEDURE DESPLAZAMIENTO_DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
EPSILONI[I) :={ (-L[I]/2%PI)*((F1[I])*(1-
(SQR{F1[I]))/8)*COSHY [I]1)+({3*SQR{SQR{F1{I])}}+10*F1{I)*F2{I]}+(COS3HY[I])/8))}*
(SIN{K[I}*X{I]-SIGMA{I)*TI[I}})-({LIX1/(4*PI))*(-
0.5*SQR(F1[I]))}+F2([I]*COS2HY [I])* (SIN(2* (K[I]*X[I]-SIGMA[I]~
TI{I]}))}-{L[I)/{6*PI})*(0.25*F1[I)*{(SQR(F1[I]}-5*F2[I])*COSHY[I])+F3({I]*COS3HY[I])~*
SIN(3%(K[E)*X[I)-SIGMA[I)*TI[I])}+(CII]*TI([I}*SQR(F1[I]))}/2)*{COS2HY(I]-F1[I]*COSHY[I]*COS2HY[I}+*
COS (K[I]*X{I}-SIGMA[I}*TI[I]1)};
ZETA[I) := ((L{I]/2*PI)*{{F1{I]*(1-
3*(SQR(F1[I)})/8) *SINHY[I]))}+{(SOR(SQR{F1(I]))/FL[I]+6*FL{I]*F2{I])*(SIN3HY[I])/8))}"
(COS(K[I1*X{I]-SIGMA[I}*TI[I1} )+ ((L(I)/(4*PI})*(F2{I]1+*SIN2HY[I]}+(COS {2+ (K([I])*X[I]-SIGMAII]*
TI[IN Y+ (LIT)/(B*PL) ) *{{-0.75*F1[I}*F2[I}+(SINHY[I))+F3[I]*SINIHY[I]))*COS(3*(K[I]*X[I]-
SIGMAI[I] *TI[I]))
-{C{I}*TI(I}*F1{I])*SQR(F1[I])/2)*(SINHY[I}*COS2HY [I]*SIN(KI[I]*X[I]1-SIGMA[II*TI[I]));
END;
PROCEDURE PRESION_ABAJO DE_LA SUPERFICIE_LIBRE;
BEGIN
PII]:=0;
END;
PROCEDURE ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD DE CRESTA;
BEGIN
E[I):=0;
END;
PROCEDURE POTENCIA_POR_UNIDAD_ DE_CRESTA_PROMEDIO;
BEGIN
POT [I]:=0;
END;
PROCEDURE MUESTRA_RESULTADOS;
BEGIN
CLRSCR;
I:=1;
GOTOXY {5, I*7-5);
WRITE (' CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE PROGRESIVO EN LA TEORIA LINEAL'};
GOTOXY {7,1I*7-4);
WRITE('T');
GOTOXY (22, I*7-4);
WRITE('D'");
GOTOXY (37,1I*7-4);
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WRITE('H');

GOTOXY (52,I*7-4);
WRITE('Z');
GOTOXY {1, I*7-2+N);
WRITE('L');
GOTOXY (14, I%7-24N) ;
WRITE{'C');

GOTOXY (27,I+7-2+N);
WRITE('Cg');
GOTOXY (40, I*7-2+N};
WRITE('ETA'};
GOTOXY (53, I*7-2+N);
WRITE('U');
GOTOXY (66, I*7-2+N) ;
WRITE('W'};
GOTOXY (1, I+2*N+6) ;
WRITE({'Ax');
GOTOXY (12, I+2*N+6) ;
WRITE('Az');
GOTOXY (23, T+2*N+86) ;
WRITE({'EPSILON'};
GOTOXY (34, T+2*N+6} ;
WRITE('ZETA') ;
GOTOXY (45, T+2*N+6} ;
WRITE('P');
GOTOXY (56, I+2*N+6) ;
WRITE('E'};
GOTOXY (67, I+2*N+6) ;
WRITE{'POT');

FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
GOTOXY (7, I+3);
WRITE({T{I}):5:3);
GOTOXY (22,1+3);
WRITE(D[I]:5:3);
GOTOXY (37,I+3);
WRITE (H[I1]:5:3};
GOTOXY (52, I+3);
WRITE(Z{I]:5:3};
GOTOXY (1, 5+N+I);
WRITE(L[I]:5:3);
GOTOXY (14, 5+N+I} ;
WRITE{C[I]:5:3};
GOTOXY (27, 5+N+1) ;
WRITE(CG[I):5:3);
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GOTOXY (40, 5+N+1) ;
WRITE(ETA[I):5:3);

GOTOXY (53,5+N+1I) ;
WRITE(U[I]:5:3);
GOTOXY (63, 5+4N+1);
WRITE{W([I):5:3);
GOTOXY (1, 7T+2*N+I};
WRITE{AX[I]:5:3);
GOTOXY (12, 7+2+N+I) ;
WRITE{AZ[I]:5:3};
GOTOXY {23, 7+2*N+I) ;
WRITE{EPSILONI[I]:5:3};
GOTOXY (34, 7+2*N+1) ;
WRITE{ZETA[I):5:3);
GOTOXY (45, 7T+2+N+1) ;
WRITE({P(I}:5:3);
GOTOXY (56, 7+2*N+1) ;
WRITE{E[I]:5:3);
GOTOXY (67, T+2*N+1) ;

WRITE (POT[I]:5:3);

END;

END;

BEGIN [CUERPO DEL PROGRAMA)}
TOL:=0.0001;

LEER_DATOS;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN
CALCULO_DE_FUNCIONES_HIPERBOLICAS;
NRDEL;

PARAMETROS_DE_LA_OLA;

CELERIDAD;

VELOCIDAD DE_GRUPO;

PERFIL DE_LA_SUPERFICIE_LIBRE;
VELOCIDAD DE_LAS_PARTICULAS;
ACELERACION DE_LAS_PARTICULAS;
DESPLAZAMIENTO_DE_LAS_PARTICULAS;
PRESION_ABAJO_DE_LA SUPERFICIE_LIBRE;
ENERGIA_TOTAL_ POR_UNIDAD_DE_CRESTA;
POTENCIA POR_UNIDAD DE_CRESTA_PROMEDIO;
END;

MUESTRA_RESULTADOS;

END.
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APENDICE F. Programa fuente (P-5).

PROGRAM TEORIA CNCIDAL DE PRIMERA_RPROXIMACION;

USES CRT;

VAR
TOL, ANG, GAMA , M, M1, EK, KK, YT : REAL;
I,N : INTEGER;

COSHY, SINHY, COSH, SINH,T,D,H,Z,L,C,CG,U, W, AX AZ,

EPSILON,ZETA,P,E,K,TI,UM, X, SN,CN,DN, YS, THETA : ARRAY [1..20] OF REAL;

CONST
G = 5.81;
PI = 3.1415926%4;
A0 = 1.38629436112; BO = 0.5;
Al = 0.09666344259; Bl = 0.1249859359%97; Cl = 0.44325141463; D1 = 0.24998368310;
A2 = 0.03590092383; B2z = 0.06880248576; C2 = 0.06260601220; D2 = 0.05200180037;
A3 = 0.03742563713; B3 = 0.03328355346; C3 = 0.04757383546; D3 = 0.04069697526;
A4 = 0.01451196212; B4 = 0.00441787012; C4 = 0.01736506451; D4 = 0.00526449639;

PROCEDURE LEER_DATOS;
BEGIN

CLRSCR;

N:=0;

I1:=0;

WRITE{ ' "CUANTOS PUNTOS DEL OLEAJE DESEA ANALIZAR? (MAXIMO 20PUNTOS} ');

READLN (N} ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

WRITELN('DATOS PARA EL PUNTO' , I ,' '}
WRITE({'INTRODUZCA EL PERIODO DEL OLERJE, EN 5. ') ;
REARDLN (T [I]);
WRITELN;
WRITE{'INTROPUZCA EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD TOTAL, EN m. )i
READLN (D [I]) ;
WRITELN;
WRITE{'INTRODUZCA LA ALTURA DE LA OLA, EN m. Vi
READLN (H{I]);
WRITELN;
WRITE (' INTRODUZCA LA PROFUNDIDAD DE LA PARTICULA EN ANALISIS, EN m. ');
READLN (Z[I)});
WRITELN;
WRITE('INTRODUZCA EL VALOR APROXIMADC DE LA LONGITUD DE ONDA, EN m, ") ;
READLN (L (1]} ;
WRITELN;
WRITE{'INTRODUZCA EL ANGULC DE FASE THETA, EN GRADOS. ') ;
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— N— S
READLN (THETA[1)) ;
THETA[I] : =THETA{I) *0.017453292; {CONVERSION DE GRADOS A RADIANES}

WRITELN;
WRITELN;
END;
WRITE{'INTRODUZCA EL PESO ESPECIFICC DEL AGUA DE MAR, EN Kg/m3. ')

READLN (GAMA) ;
WRITELN;
END;

PROCEDURE PARAMETRO M;
BEGIN
M:=0.5;
TOL:=0.00061;
REPEAT
BEGIN
EK:={1+C1*SQRT (1-M)+C2* (1-M} +C3* (1-M} *SQRT (1-M) +C4*SQR (1-M) } + (DL*SQRT (1-M)} +D2* {1-
M) +D3* (1 -M) *SQRT (1-M) +D4*SQR(1-M} ) *
LN(1/SQRT(1-M});
KK:= (A0+ALl*SQRT {1-M) +AZ* (1-M) +A3+* (1-M) *SQRT (1-M} +A4 *SQR{1-M} } + (BO+B1*SQRT (1-M} +B2~ {1-
M) +B3* (1-M) *SORT (1-M) +
B4*SOR(1-M) ) *LN(1/SQRT{1-M}) ;
Ml:=(EK*H[I)}/D{I)}/{({({H{I]/DII]}* ({KK*(KK-EK)/SQR (KK*SQRT{M)}))}+{1/M)-1))+2-
(H[I]/D[I}})*KK);
M:=(M+M1) /2;
END
UNTIL ABS(M-M1)<=TOL;
END;

PROCEDURE INTEGRALES_ELIPTICAS_JACOBIANAS;
BEGIN
EK:={1+C1*SQRT (1-M}+C2* {1-M) +C3* (1-M) *SQRT (1-M} +C4*SQR{1-M) } + (DI*SQRT (1-M) +D2* (1-M} +D3* {1-
M) *SQRT {1-M)} +D4*SQR (1-M) ) *
LN{1/SORT{1-M)};
KK:={A0+A1*SQRT (1-M) +A2+* {1-M) +A3* {1-M) *SQRT {1-M} +A4*SQR{1-M} ) + (BO+B1*SQRT (1-M) +B2* (1-M) +B3* {1-
M) *SQRT {1-M)+
B4*SQR{1-M) )} *LN (1/SQRT (1-M)};
K[I):=SQRT{M};
END;

PROCEDURE LONGITUD DE_LA OLA;

BEGIN
L[I):=SQRT{16*DI[I)*SQR(D{I))}/(3*HI[I])}*KK*KI[I];

END;
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PROCEDURE DISTANCIA FONDO VALLE;
BEGIN

YT:={16*D[I] *SQR(D([I]}* {(KK* (KK-EK})}/{3*SQR{LI[I}})}+DI[I)-H(I];
END;

PROCEDURE FUNCIONES HIPERBOLICAS;
BEGIN
UMII) :=KK* {THETA[I]}/PI;
COSHI[I]:=({EXP(UM[I])+EXP(-UMII1})}/2};
SINHI[I] :={(EXP{UM[I])-EXP{-UM[I])}}/2};
END;

PROCEDURE PERFIL_DE_LA_SUPERFICIE_LIBRE;

BEGIN
SNI[I]:=(SINH[I]/COSH(I])+0.25%{1-K{I])+(SINH[I}*COSHI[I}-{UM[I])}/SOR(COSHII]);
CNI[I}:=(1/COSH[I]}-0,25%{1-K[I})*{SINH[I}*COSHI[I)-{UM[I]))*SINHII]/SQR{COSHI[I]);
DN[I]:=(1/COSH([I])+0.25%(1-K[X])*(SINH[I}*COSHIII+{UM[I]))*SINH(I]/SQR{COSHII]};
¥S{I]:=YT+H[I]*SQR(CN[I]);

END;

PROCEDURE CELERIDAD;
BEGIN
CII]:=SQRT{G*D[I))*(1+{16*SOR(D[I])*SQR{KK)/(3*SQR(L[I}}))*(0.5-(EK/KK)});
END;

PROCEDURE VELOCIDAD DE_GRUPC;
BEGIN
CGII):=0;
END;

PROCEDURE VELOCIDAD DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
UII) :=0;
ULT) :=(SQRT(G*D (X))} *{-1.25+(3*YT/ (2*D[I)}}-SQR{YT/(2*D[I]) )+ ({3*H[I]/(2*D[I]))-
(YT*H[I])/(2*SQR(D[I])}))*SQR(CNI[I])}-
(SQR(H[I)/(2*D[I}))*SQR(SQR(CNII])})}-{{8*H[I]*SQR(KK/L[I]))*«((DII]/3)~
(SQR(Z[I))/(2*D[I}}))*({-SQR(K[I]}~
SQR{SN[I)}*SQR{CNI[I}))+SQR(CN{I])+*SQR(DNI[I])-SQR{SN[I])}*SQR(DNI[I]1})));

WII):={SQRT(G*D[TI]))*(Z[I)*2*H[I)*KK/{LII1*D[I)})*(1+(YT/D[I]1)}+ (H[I} *SQR{CN[I])/DIE]}+{(32*SQR{KK
)/ (3¥SQRI(LITI]}})+
(SOR(D[I])-SQR{Z[I}}/2))*(SQR(K[I]*SNII]}-SQRI{KI[I]+CN[I}}-
SQR(DN{I))}})*SN[I]+CN[I)+DN[I];
END;
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PROCEDURE ACELERACION DE_LAS PARTICULAS;
BEGIN
AX[I] :={SORT(G*DII}})*{4*H[I]*KK/(T[I]*D[I]))*{(1.5-(YT/{(2*D[I]})}-
(H{I)*SQR(CN[I))}/{2*D(I)))+{SQR{4*KK/LII})}~*
({SQR(DI[I])/3}-SQR{Z[I)})*(SQR(K[I]I*SN[I}}-(SQR(K[I]I*CNII]))-
(SQR(DNII}}) )} *SNI[I}*CN[I]*DNI[I];

AZ[I] :=Z [T} *SQRT(G*D[I])* (4*H[I]*SQR(KK)/(L[I}*T[I1*D[I]))*{(((1)+{(YT/DEI])}}*{(SQR(SN[I]*DN[I]))-
{SQR(CN[I]*DN[I})}}+

(SQR(KI[I]*SNI[I)*CN[I]}))+(H{I]/D[I]))*({3*SQR(SN[I)*DN{I]}})-
(SQR{CN{I]*DN{I]) )+ (SOR(K[{I]*SN[I]}})*SQR(CN[I]}-

{32+SQR{KK) / (3*SQR(LI[I])}) *{SQR(D(I}}- (SQR(Z({I]}/2))*(SQR(3*K[I]*SNII]*CN[I]*DN[Z]}-
(SOR({KI[I])*SQR{SQR(SNII])})*

(SQR(KI[I] *CN[I])+SQR(DN[I))}+(SQR{K[I)}*SQR(SQR(CN[I]1}})}*{SQR(K{I]*SN{I])+SQR(DNII]})+SQR{SQR{DNI
Ij})*(SQR(SNI[I])-
SQRI{CN[I])}));
END;

PROCEDURE DESPLAZAMIENTO DE_LAS_PARTICULAS;
BEGIN
EPSILON[I] :=0;
ZETA[I]:=0;
END;

PROCEDURE PRESION ABAJO DE_ LA SUPERFICIE_LIBRE;
BEGIN
P[I]:=GAMA* (YSII]-Z[I]};
END;

PROCEDURE ENERGIA_TOTAL_POR_UNIDAD_DE_CRESTA;
BEGIN

E[1I]:=0;
END;

PROCEDURE MUESTRA_RESULTADOS;
BEGIN

CLRSCR;
I:=1;
GOTOXY{5,I+7-5);
WRITE ('CARACTERISTICAS FISICAS DEL OLEAJE PROGRESIVO EN LA TECRIA CNOIDAL');
GOTOXY (7,I%*7-4);
WRITE('T') ;
GOTOXY (22,1I+*7-4};
WRITE('D');
GOTOXY {37,I%*7-4);
WRITE('H');
GOTOXY {52,I*7-4};
WRITE('Z2"');
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GOTOXY {1, I*7-2+N) ;
WRITE('L') ;
GOTOXY (14, I*7-2+N);
WRITE({'C'};
GOTOXY (27, I%7-2+N) ;
WRITE('Cg');
GOTOXY (40, I%7-24N) ;
WRITE{'YS'};

GOTOXY (53,I*7-2+N);
WRITE('U'};
GOTOXY (66, I*7-24N) ;
WRITE('W'};

GOTOXY {1, I+2*N+6) ;
WRITE('Ax');
GOTOXY {12, I+2*N+6) ;
WRITE('Az');
GOTOXY (23, I+2*N+6) ;
WRITE{'EPSILON') ;
GOTOXY (34, I+2*N+§} ;
WRITE({'ZETA');
GOTOXY (45, I+2*N+6} ;
WRITE('P');
GOTOXY (56, I+2*N+6) ;
WRITE('E');
GOTOXY {67, I+2*N+6) ;
WRITE('E');

FOR I:=1 TQO N DO
BEGIN

GOTOXY (7,143} ;

WRITE(T[I]):5:3);
GOTOXY (22, I+3) ;
WRITE(D[I]:5:3);
GOTOXY{37,I+3);
WRITE(H{I}:5:3});
GOTOXY (52,I+3);
WRITE(Z[I]:5:3};

GOTOXY {1, S+N+1} ;
WRITE(L[I]:5:3};
GOTOXY {14, 5+N+1) ;
WRITE{C[I):5:3};
GOTOXY {27, 5+N+1) ;
WRITE{CGI[I]:5:3);
GOTOXY {40, 54N+1I) ;
WRITE{YS[I]:5:3);
GOTOXY {53, 5+N+1);
WRITE{U{I]:5:3)};
GOTOXY (63, 5+N+1);
WRITE(W[I):5:3};

GOTOXY {1, 7+2*N+I) ;
WRITE(AX[I]:5:3);
GOTOXY (12, 7+2*N+I};
WRITE(AZ[I]:5:3);
GOTOXY (23, 7+2*N+I} ;
WRITE(EPSILON([E]):5:3};
GOTOXY (34, 7+2*N+I) ;
WRITE(ZETAI[I}:5:3);
GOTOXY (45, 7+2*N+1) ;
WRITE(P{I]):5:3);
GOTOXY (56, 7+2*N+1) ;
WRITE (E{I):5:3};
GOTOXY {67, 7T+2*N+1};
WRITE(E[I]:5:3);
END;
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END;

BEGIN {CUERPO DEL PROGRAMA}

TOL:=0.0001;

LEER_DATOS ;

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN
PARAMETRO_M;
INTEGRALES ELIPTICAS_JACOBIANAS;
LONGITUD_DE LA OLA;
DISTANCIA_ FONDO_VALLE;
FUNCIONES HIPERBOLICAS;
PERFIL_DE_LA_SUPERFICIE_LIBRE;
CELERIDAD;
VELOCIDAD DE_GRUPO;
VELOCIDAD DE_LAS PARTICULAS;
ACELERACION DE_LAS PARTICULAS;
DESPLAZAMIENTO DE_LAS PARTICULAS;
PRESICN_ABAJC DE_LA_ SUPERFICIE_LIBRE;
ENERGIA TOTAL POR_UNIDAD DE_CRESTA;
END;
i MUESTRA_RESULTADOS ;
END.
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