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RESUMEN

En este trabajo se estudian las propiedades del gas de electrones en dos dimensiones en
el modelo de jalea deformable. Los cdlculos se realizaron con el método autoconsistente
de Hartree-Fock. Las funciones de estado consideradas son desarrolladas en términos
de orbitales con los que es posible reproducir tanto una fase fluida como una fase lo-
calizada en una red con cualquier simetria en dos dimensiones. Este método tiene la
virtud de describir las propiedades del sistema en una amplia regién de densidades,
sin que sea necesario modificar el Hamiltoniano o la funcién de estado. Se analizan
dos tipos de transicién para las simetrias cuadrada y hexagonal: la transicién entre
las fases paramagnética y ferromagnética y la transicién entre un estado homogéneo y
un estado localizado {transicidn tipo Wigner). Por primera vez se estudia la simetria
hexagonal con el modelo de jalea deformable. Para ambas redes se extendié la regién
de r, donde podemos encontrar convergencia en la energia. Comparando las energias
de las dos simetrias estudiadas se encuentra que, en el estado base el gas de electrones
cristaliza en una red con simetria hexagonal, resultado que ya habia sido reportado por
otros autores para un sistema cldsico. Se muestra que el modelo de jalea deformable es
capaz de corregir la anomalia que presenta el modelo de jalea uniforme en el cdlculo de
la compresibilidad. El punto de fusion obtenido compite favorablemente con los resul-
tados de otros modelos tedricos y estd dentro del orden de magnitud de los resultados
experimentales obtenidos en un MOSFET de silicio. Estos resultados muestran la im-
portancia de considerar la respuesta del fondo a los cambios de la densidad electrénica
de una manera adecuada y la utilidad de un método que nos permite determinar las
propiedades del sistema en una amplia region de densidades independientemente del

nimero de términos del desarrollo de la funcidén de estado.



INTRODUCCION

El estudio a nivel tedrico y experimental de sistemas de electrones en menos de tres di-
mensiones ha tenido una considerable atencion en los dltimos afios. Este interés ha sido
motivado por el hecho de que algunas propiedades fisicas de sistemas tridimensionales
estan relacionadas con su comportamiento a lo largo de ciertas direcciones de simetria
en una o dos dimensiones. Por otro lado se han descubierto numerosas aplicaciones

tecnolégicas de sistemas en los que es posible manipular la dimensionalidad.

Se han detectado numerosos sistemas con propiedades fisicas que corresponden a
sistemas con simetrias en una o dos dimensiones. En una dimensién podemos encontrar
polimeros orgédnicos en los que las interacciones entre los atomos de una cadena son més
intensas que entre los 4tomos de dos cadenas vecinas. En dos dimensiones tenemos por
ejemplo, una monocapa adsorbida en una superficie sélida y sdlidos anisotrépicos que
pueden conducir la electricidad a lo largo de planos pero no entre planos, como el grafito.
Este es el caso de los superconductores ceramicos, en los cuales la superconductividad
se presenta en un plano de simetria. Existen otros dispositivos bidimensionales creados
en el laboratorio que presentan propiedades fisicas muy interesantes como los electrones
confinados en dos dimensiones sobre la superficie del helio liquido, o entre las capas de

diferentes semiconductores y en las interfases de semiconductores y aislantes.

Los procedimientos empleados en la creacion de sistemas de electrones de baja
dimensionalidad estan ligados a la tecnologia del mas alto nivel usada en la fabri-
cacidn de los dispositivos electrénicos utilizados hoy en dia. Las capas de electrones se
forman por ejemplo en las hetero-uniones del GaAs/(AlGa)As, y en las uniones metal-
aislante-semiconducotor (MI1S) y metal-oxido-semiconductor (MOS). Los electrones

confinados pierden un grado de libertad y se comportan como un sistema bidimen-



sional (2D). Estas estructuras proporcionan un medio para controlar el movimiento
de las cargas sobre pequeilas dimensiones, obteniéndose en los laboratorios sistemas de

electrones en una y cero dimensiones (puntos cuanticos).

La investigacién de las propiedades fisicas de sistemas de electrones 2D conocidos
como capas de inversién llevé a V. Klitzing al descubrimiento del efecto Hall cudntico,
por el cual recibié el premio Nobel en 1985y a D. C. Tsui, H. L. Stormer y A. C. Gossard
al descubrimento del efecto Hall cuantico fraccional. Por la explicacién tedrica de este
efecto R. Laughiin fue galardonado con el premio Nobel 1998 junto con D. C. Tsui
vy H. L. Stormer. Los efectos Hall cuantico y cudntico fracccional se descubrieron en
los sistemas de electrones 2D formados en la unién Si— SiO; y en la interfase del
GaAs/(AlGa}As en presencia de campos magnéticos intensos. En estos sistemas se
han observado transiciones entre una fase conductora y una fase aislante. En la capa
de electrones depositados sobre la superficie del helio liquido se ha detectado también

una transicién entre una fase fluida y una fase critalina.

E. Wigner [1] propuso que cuando se reduce la densidad de electrones de un gas
tridimensional, la interaccién Coulombiana entre electrones llevaria al sistema a un es-
tado cristalino mds favorable energéticamente. La misma posibilidad fue analizada por
Crandall y Williams [2} en un sistema en dos dimensiones. La cristalizacién de elec-
trones fue observada por primera ocasién en un sistema cldsico formado por electrones
sobre la superficie del lielio liquido. En las capas de inversion en el GaAs/{AlGa)As
se encontré un sdlide de electrones cudntico en presencia de un campo magnético
[3]. Unicamente en la estructura MIS del silicio se ha encontrado evidencia de una
transicion de Wigner cuantica a campo magnético cero. La transicién ocurre cuando

se disminuye la densidad electrénica [4], de acuerdo a la prediccién de Wigner.

La determinacién del tipo de red en que cristaliza un sistema de electrones en
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dos dimensiones resulta un problema interesante. En el laboratorio ha sido posible
determinar con un microscopio electrénico la simetria en la que cristalizan algunos
sistemas de particulas cargadas que se comportan cldsicamente. Este es el caso de los
cristales coloidales y de esferas de poliestireno suspendidas en agua. Se han observado
distintas transiciones en un sistema 3D, de una estructura cibica centrada en el cuerpo
a una ciibica centrada en la cara, dependiendo de la densidad coloidal [5]). En un coloide
confinadoe entre un par de placas de vidrio se ha encontrado la transicién de un fluido

a un cristal hexagonal en dos dimensiones [6).

En sistemas como los electrones atrapados sobre de la superficie del helio liquido, la
presencia de una estructura cristalina debe ser detectada mediante la medicién de los
efectos colectivos, como las resonancias entre las oscilaciones del cristal de electrones
y las ondas de la superficie liquida del helio. C. C. Grimes y G. Adams [7] detectaron
un cristal de electrones en este sistema y para explicar sus resultados experimentales
supusieron que la simetria de la red era hexagonal. Por otro lado, la presencia de un
cristal de electrones cudntico en una hetero-unién (8] es detectada con medidas de la

conductividad.

La descripcién de los sistemas de electrones en 2D y sus propiedades ha sido abor-
dada bajo los puntos de vista clasico y cuantico con diferentes modelos y aproxima-
ciones desde mediados de los aiios 70's; sin embargo su estudio continia siendo motivo
de gran interés. El gas de electrones resulta un modelo simplificado, muy utilizado

para calcular propiedades fisicas de sistemas reales.

En este trabajo se estudia un gas de electrones cudntico bidimensional (GE2D)
en ausencia de un campo magnético. Utilizamos el modelo de jalea deformable con el
método Hatree-Fock (H F') autoconsistente. Con esta téenica calculamos propiedades

del estado base del sistema. Evaluamos la funcién de estado, la energia por particula y
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la estabilidad del sistema. Se estudia la transicién de Wigner considerando dos tipos de
redes bidimensionales. Resultados originales de esta investigacién han sido publicados

en la referencia [9] y han sido aceptados para su publicacién en la referencia [10].

En el primer capitulo de la tesis se muestran los aspectos generales de los dispo-
sitivos en los que se han encontrado experimentalmente los sistemas de electrones en
2D. Describiremos el sistema cldsico formado por una descarga de electrones arriba
de la superficie del helio liquido y el sistema cudntico formado en la interfase de un
semiconductor y un aislante al cargar positivamente una placa metalica localizada del

lado del aislante.

En el capitulo dos se describen algunos trabajos tedricos relacionados con nuestra
investigacién. En la literatura podemos encontrar una gran diversidad de modelos
y aproximaciones para estudiar un sistema de electrones degenerado en 2D. En este
capitulo nos concretaremos a la descripcion del GE2D en los modelos de jalea uniforme
(MJU) y de jalea deformable (M JD). Ambos modelos proveen un esquema tedrico
que permite determinar propiedades importantes de un sistema de electrones en 2D
y en 3D en una primera aproximacién. La diferencia basica entre la jalea uniforme y
la jalea deformable consiste en la condicién de neutralidad local que en cada uno de
estos modelos se impone sobre el sistema. En ambos modelos todas las propiedades
del sistema dependen de un solo parametro de entrada, la distancia entre particulas r,

{(en unidades de radios de Bohr).

En el tercer capitulo mostramos el marco tedrico en el que sc¢ desarrolla nuestro
estudio del GE2D. Con la finalidad de encontrar la simetria cristalina mas estable
del sistema consideramos dos tipos posibles de simetria de una red bidimensional.
Como soluciones de las ecuaciones de HF proponemos dos funciones de estado que a

densidades altas convergen a ondas planas y a bajas densidades reproducen una simetria
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cuadrada y una simetria hexagonal respectivamente. Para las dos simetrias calculamos
la funcién de estado, la energia por particula, el punto de transicién al cristal de Wigner
y las transiciones de fase para-ferromagnéticas. El comportamiento de la presién y de
la compresibilidad son utilizados como criterios de estabilidad del sistema. Es conocido
que en el modelo de jalea uniforme la compresibilidad de un GE2D se hace negativa a
rs > 2, por lo que en este modelo el fondo neutralizante homogeneo es visto como un
reservoir infinito de presién positiva {11]. Con el objeto de estudiar la estabilidad de
la jalea deformable evaluamos la compresibilidad del sistema a varias densidades en la

fase fluida y la fase cristalina.

En el cuarto capitulo se muestran los resultados obtenidos para las simetrias cuadrada
y hexagonal. Se discuten las transiciones magnéticas y de simetria (de la fase fluida a
la fase localizada) para cada una de las redes. Se determina la simetria més estable del
sistema en el MJD y se comparan nuestros resultados con los reportados en la lite-
ratura obtenidos en el MJU. Determinamos el orden de la transicién de la fase fluida
a la fase localizada, estudiando el comportamiento de la curva de energia y su primera
y segunda derivada. Finalmente se compara la densidad a la que ocurre la transicién
a la fase localizada en nuestros cdlculos con la transicién de Wigner experimental. En

todo el trabajo utilizamos unidades atémicas, con la energia en Rydbergs.



CAPITULO 1

Sistemas de electrones en dos dimensiones

En la primera parte de este capitulo se describen los sistemas correspondientes a los
electrones capturados arriba de la superficie de helio liquido. En la segunda parte se

tratan los sistemas de electrones en las capas de inversion.

La diferencia principal entre la capa de electrones formada en la superficie del
helio liquido y en los dispositivos semiconductores consiste en que el sistema sobre
la superficie del Lelio se comporta clidsicamente ain a temperaturas de unos cuantos
cientos de milikelvins, mientras que el comportamiento de los electrones en los otros
sistemas es fundamentalmente cudntico en la regién de bajas temperaturas (menores

de 4.5 K) [12, 13).

A bajas temperaturas el parametro que determina el comportamiento del sistema
es la densidad areal, esto es el nimero de electrones por unidad de irea. La densidad
a la que existe el gas de electrones en los distintos sistemas determina que el cristal
de electrones tenga un comportamiento clasico sobre la superficie del helio liquido y
que la fase cristalina del gas de electrones degenerado en la interfase GaAs/{AlGa)As
solamente exista en presencia de un campo magnético aun a temperaturas cercanas
a 0K. Otras condiciones tales como la masa efectiva de los electrones en el medio y
la constante diélectrica permiten que en un A{OS existan las condiciones para que se
produzca un cristal de electrones bajo el régimen cudntico en ausencia de un campo

magnético [4].



1 Electrones en la superficie del helio liquido.

Un sistema 2D formado por particulas puntuales cargadas embebidas en un fondo de
carga neutralizante homogéneo ha sido estudiado con diferentes aproximaciones desde
el punto de vista clasico. En este esquema la intensidad de acoplamiento generalmente

. / . 2 .
esta caracterizada por el pardmetro de acoplamientoI' = . Este es el cociente entre

la energia Coulombiana y la energia cinética por particula, donde kg es la constante de

Boltzman y r es el radio de Wigner-Seitz en 2D y esta dado por la relacién mr?n = 1

en términos de la densidad de particulas n.

Teéricamente se espera que el sistema de electrones tenga un comportamiento de-
terminado por el valor del pardmetro I'. La energia cinética predomina y el sistema
se comporta como un gas cuando I' < 1; a densidades para las cuales 1 < I' < 100
se espera que el movimiento de los electrones esté altamente correlacionado como en
un liquido; a valores mayores de I' se espera que la energia potencial Coulombiana
predomine y de este modo se forme el cristal de electrones. Dentro de los limites de
temperatura y densidad (10°cm=2 < n < 10%m™2) de los primeros experimentos con
el sistema de electrones sobre la superficie del helio liquido, se reportaron valores de
2 < T < 200. Grimes y Adams [7] encontraron un valor de I' = 137.5 £ 15 para la

transicidon de un fluido a una red hexagonal en este sistema.

Experimentalmente se ha encontrado que no es posible aumentar la densidad de
electrones sin que aparezcan inestabilidades en la capa de electrones. La densidad
maxima que se puede conseguir en un arreglo dado depende del espesor de la pelicula
de helio, n < 2.4 x 10%m~? para un volumen de helio ( una capa con un espesor
d > 50004) y n < 10''em~2 para peliculas delgadas de helio [14]. En todo caso las

fuerzas que mantienen la estabilidad del sistema tienen una relacién inversa con el



espesor de la pelicula de helio.

1.1 Los estados de superficie.

M. W. Cole y M. H. Cohen [15] establecieron teéricamente la existencia de estados
electrénicos de superficie en condensados de He y Ne. En estos medios los dtomos
interaccionan repulsivamente con los electrones, sin embargo fuera del medio, la inte-
raccién se da a través de un potencial imagen atractivo, por lo que el balance de ambas

fuerzas localiza a un electrén cerca de la superficie del liquido.

En estas condiciones se puede modelar la interaccién entre un electrén y el medio

con un potencial de la forma

VQ, x<0,
1,(e—1)
) = -V, = —Zef—— L
V() Vi rid ex)d 0<z <d,
1 ,(e—1)
1€ s x> d.

donde z es la distancia del electrén a la superficie, d es una distancia del orden de una
separacion interatdmica y € es la constante dieléctrica del material. Para 2 < 0 en el
interior de la superficie, Vj = 1leV es la energia requerida para introducir un electrén al
liquido. Fuera de la superficie (z > 0), a distancias » < d, el potencial se aproxima al

potencial constante —V). A distancias x > d, V(z) estd dado por el potencial imagen.

En la figura 1 se muestra un esquema del potencial en términos de la distancia z

entre el electron y la superficie.



Vix)

x

Fig 1. Modelo del potencial que experimenta un electrén sobre la superficie del helio liquido.

X

La superficie estd en z = 0.

Suponiendo que en la direccién paralela a la superficie el electrén se comporta como

particula libre la funcién de onda y su energia estan dadas por:

By 0, 7) = X173 (2),
242
En(k") = 5‘*—— + E,

m

donde m,; es la masa efectiva en la direccién paralela, k es un eigenvector y p es el

vector de posicion en la superficie. Para x > d, ¢n(x) es la solucién de la ecuacién

R d%¢, e?e-1
T om, dx? _Ee+1¢"_E"¢" (1)

Tomando Vj — oo y d = 0 tal que ¢(0) = 0, la solucién de la ecuacién (1 ) es la
solucién hidrogénica con { = 0

Z?2me*
BO = -2 1% 2

en la que se ha considerado que m; es igual a la masa m del electrén librey Z = %ﬁ
es el valor de la carga imagen.
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Los electrones forman el gas bidimensional, cuando muchos de elllos se acumulan
arriba de la superficie cada uno ocupando el estado mas bajo en el potencial Coulom-
biano de su carga imagen. El helio liquido est4 libre de impurezas y anisotropias por lo
que provee una superficie ideal para la formacion y estudio de arreglos bidimensionales

de electrones.

1.2 El cristal de electrones en la superficie del helio liquido.

En el experimento realizado por R. S. Crandall y R. Williams [2] los electrones de una
descarga tipo corona se depositaron en la superficie del helio liquido. Para mantener el
sistema en equilibrio, los electrones fueron confinados en un area limitada por una placa
metdlica cargada positivamente localizada entre 1 y 10 mm por debajo de la superficie.
La densidad electrénica esta entre 107 y 10%m~2, y el espaciamiento promedio entre

2
zhn o5 del orden de
mkpg

electrones es de 10~%cm. La temperatura de Fermi dada por Tp =
milikelvins a densidades del orden de 108cm~2. Cuando la energia cinética de un gas
de electrones es mayor que su energia de Fermi los efectos cudanticos del sistema no son
notables, por lo que el comportamiento de los electrones sobre la superficie del helio

liquido es clasico a las temperaturas en las que este sistema se trabaja en el laboratorio.

Considerando el anélisis realizado por Cole y Cohen el movimiento de los electrones
en la direccién paralela al plano de la superficie del liquido deberia ser como el de
particulas libres y el movimento en la direccion perpendicular corresponderia a un
estado ligado con una energia de amarre de 0.7meV, localizado cerca de la superficie
en el estado base; sin embargo en este caso hay que considerar el potencial atractivo
uniforme (despreciando el efecto de los bordes) producido por la placa cargada po-
sitivamente y la interaccién repulsiva entre electrones. La repulsién Coulombiana fue

estimada por Crandall y Williams suponiendo que el estado de minima energia era
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cristalino y los electrones se localizaban en una red hexagonal al estilo de la crista-
lizacién de Wigner en 3D. En un reporte posterior estos autores [16] comprobaron
esta hipdtesis al mostrar que en las condiciones en que fue realizado el experimento,
los datos de la movilidad electrénica eran compatibles con estados localizados en la su-
perficie. Probaron que el campo eléctrico de la placa positiva en el interior del liquido
era suficiente para localizar los electrones en la superficie, con la condicién de que el

movimento en el plano correspondiera al de cargas localizadas.

El estudio de las fases de los electrones en este sistema realizado por C. C. Grimes
y G. Adams [7] determiné la existencia de una transicién liquido a cristal a ' =
137.5 £ 15. Para detectar la presencia del cristal de electrones ellos emplearon un
dispositivo sensible a los movimientos colectivos de los electrones acoplados a las ondas
en la superficie del helio (los riplones). La aparicién de resonancias acopladas plasmén-
riplén fue detectada al incrementar I' variando la temperatura y la densidad areal n. En
este estudio establecieron un diagrama de fases en el que el sistema solidifica cuando,
estando a una cierta temperatura, se aumenta la densidad o cuando estando el sistema
a una densidad constante se disminuye la temperatura, siendo la temperatura de fusién

T.. proporcional a n!/2,

El comportamiento del sistema clasico con la densidad de electrones es contrario a la
prediccion de Wigner donde la cristalizacién se obtiene cuando la densidad disminuye.
Recientemente [17} se han reportado evidencias de un sistema de electrones 2D sobre
una pelicula de helio depositada sobre silicio con densidades cercanas a 10'em=2 que
podria tener un comportamiento cudntico. Peeters y Platzman [18] investigaron el
diagrama de fases en la buisqueda de una region del diagrama donde los efectos cudnticos
fueran notables, en la region de muy bajas temperaturas donde la energia de Fermi es

mayor que la energia cinética del electron.
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En el experimento tradicional, propuesto por Crandall y Willliams, el electrodo
metalico se coloca en el interior del volumen del helio. Las densidades electrénicas
que se alcanzan en este sistema son realmente muy bajas, r, es del orden de 3 x 103
para n = 10%cm™2. Se pueden alcanzar densidades mds altas con una pelicula de helio
colocada sobre un substrato dieléctrico. Peeters y Platzman estudiaron con argumentos
cualitativos la influencia del espesor d de la pelicula de helio y del sustrato dieléctrico
con constante diélectrica € en la intensidad de la fuerza imagen. Segin estos resultados,
cuando una capa de helio de unos 1004 de espesor se coloca sobre un substrato ( zafiro
o metal}, hay dos posibles maneras de obtener cristalizacién variando la densidad del
gas de electrones. Cuando el gas estd muy diluido, de tal forma que la distancia media
entre electrones es mayor que el espesor de la capa de helio se observa la cristalizacién al
aumentar la densidad. La segunda posibilidad de cristalizacién se presenta a densidades
mas altas, cuando la distancia entre electrones es menor que el espesor de la pelicula.

En estas condiciones se espera que ¢l sistema cristalice si se disminuye la densidad.

En la figura 2 se muestra el diagrama de fases para los electrones colocados sobre
la superficie del helio obtenido por Pecters y Platzman. El drea marcada con lineas
verticales corresponde a la fase cristalina. La curva de trazo continuo representa el caso
en que el espesor de la capa de helio liquido es lo suficientemente grande como para no
influir en los resultados (el volumen de helio). En este diagrama se puede observar que
a una densidad constante es posible la cristalizacién bajando la temperatura. Por otro
lado a una temperatura constante diferente de cero hay dos transiciones de la fase fluida
a la fase cristalina, una en la region de bajas densidades cuando se aumenta la densidad
(esta fue la transicién obtenida en los experimentos realizados por Grimes y Adams) y
otra en la regién de altas densidades cuando se disminuye la densidad, como Wigner

predice. A T = 0 solo la transicién de Wigner es posible. En esta regién del diagrama
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se puede observar que la densidad de transicién disminuye a T > 0, con respecto a la
densidad a la que se presenta la transicién a T = 0. Al disminuir el espesor de la capa
de helio y colocar el substrato se produce un efecto neto sobre el diagrama de fases
mostrado en la figura 2 con la curva de trazo interrumpido, consistente en inducir la

cristalizacién tipo Wigner hacia la zona de densidades més bajas.

Fig 2. Diagrama de fases del sistema de electrones sobre la superficie del helio liquido el
area achurada corresponde a la fase cristalina . La curva de trazo interrumpido representa el
diagrama de fases cuando la capa de helio de 1004 de espesor se coloca sobre un substrato.

La curva de trazo continuo corresponde al volumen de helio.

En la practica el aumento en la densidad electrénica estd limitado por la estabilidad
del sistema. A densidades muy grandes la placa con carga positiva no es suficiente para
evitar que los electrones se desparramen y un aumento en el campo eléctrico ocasiona
que los electrones penetren la superficie del helio. En el caso en que el espesor de la
capa de helio sea muy grande, la inestabilidad aumenta cuando la presién del campo
eléctrico que jala los electrones hacia la superficie del liquido sobrepasa la presion de la

tensién superficial, por lo que a densidades mayores de 2.4 x 10%m 2 los sistemas son
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inestables. En €l caso de una pelicula delgada, un tunelaje apreciable de los electrones
hacia el substrato metalico ocurrird para d < 35A. Un cdlculo realizado por X. L. Hu
y A. J. Dahm [14] proporciona un limite superior para la densidad de los electrones
arriba de la superficie del helio, el neén o el hidrégeno de 2 x 10'2cm 2. En estudios més
2

recientes[17) se ha logrado estabilizar el sistema con densidades del orden de 10 cm™

colocando la pelicula de helio sobre un sustrato de $iOa.

2 Capas de inversion.

Los dispositivos formados por la unién de un semiconductor y un aislante o dos semi-
conductores, con uno de ellos actuando como aislante fueron utilizados desde los afios
60 en la fabricacion de circuitos integrados. El estudio de las propiedades de trans-
porte de los electrones en la interfase de estos sistemas permitié un gran nimero de
aplicaciones tecnolégicas y el descubrimiento de efectos como el Hall cudntico y el Hall
cuantico fraccional. El efecto Hall cudntico fue descubierto por Klaus von Klitzing en
1980 {19] en la interfase del Si/5i0; y el Hall cudntico fraccional por Tsui, Stérmer y
Gossard en 1981 [20] en el GaAs/(AlGa}As.

En un transistor de efecto de campo de metal-6xido-silicio (M OSFET) la aplicacién
de un voltaje positivo en el electrodo metdlico (gate) provoca la formacién de una capa
de electrones en la interfase entre el aislante y el semiconductor. La densidad electrénica
se controla con el campo eléctrico aplicado. Esta capa inducida por el voltaje en el
electrodo metilico es conocida como la capa de inversidn y es a través de ésta que se

puede generar una corriente entre los contactos del transistor (la fuente y el sumidero).

La capa de electrones en la interfase de estos sistemas se comporta dindmicamente

muy aproximadamente como un sistemaideal en 2D. Esto es debido a que los electrones
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se pueden mover libremente en dos dimensiones espaciales, paralela a la interfase, en
cambio en la tercera dimensién los niveles de energia estdn cuantizados. A bajas
temperaturas pocos de esos niveles o solamente uno estan ocupados, por lo que los
electrones son dindmicamente bidimensionales [21]. A. B. Fowler [22] y colaboradores
midieron la conductividad entre un par de electrodos en un MOSFET en presencia de
un campo magnético perpendicular a la interfase. Encontraron que el periodo entre los
maximos de la conductividad era constante, como cada periodo corresponde al llenado
de un nivel de Landau en la sub-banda base, este comportamiento fue indicativo de
que cada nivel de Landau tenia el mismo ntiimero de estados, es decir una densidad de

estados independiente de la energia, como corresponde a los sistemas bidimensionales.

2.1 Los efectos cuanticos.

Los electrones en la capa de inversidn estdn en un pozo cudntico creado por el campo
eleéctrico y la interfase. En la aproximacion de electrones independientes, los esta-
dos electrénicos serdn de la forma ¥(z,y)Z,(z). Donde Z, satisface la ecuacién de

Schrodinger,

dT + Vi) Za(2) = BaZa(2). 3)

Vr(z) es aproximadamente un potencial lineal con una barrera infinita en la interfase
representando la brecha del aislante, de éste resulta una serie de niveles de energia E,
con eigenestados Z,(z). La energia total del electrén es la suma de la energia E, y la

energia con eigenestados ¥(x, y).

En ausencia de campo magnético y densidades electrénicas por arriba de 10'2cm =2
es decir, ry = 1 se puede despreciar la interaccién Coulombiana entre electrones y

considerar que en el plano z — y los electrones tiene un comportamiento casi libre. Por
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lo que los niveles de energia tornan la forma:

R (k2 + k2)
2m*

EzEan' 3 (4)

k= y k, son las componentes del vector de onda paralelas a la interfase y m” es la masa
efectiva del electrén. Cada valor de E, es el fondo de un nivel continuo bidimensional
llamado sub-banda, siendo n el indice de la sub-banda. La densidad de estados por

unidad de drea por unidad de energia es

2g, dk
= (2ﬂ)221rk o (5)

D(E)

donde g, es un factor de degeneracion que da el nimero de bandas equivalentes y donde
se ha incluido el factor 2 para la degeneracion de espin. En este caso la densidad de

estados es una serie de funciones escalén de altura constante ﬁ;

La posibilidad de obtener un cristal de Wigner cudntico hace particularmente in-
teresante estos sistemas. La cristalizacién de Wigner fue observada en presencia de un
campo magnético en 1988 en el GaAs/(AlGa)As [3] y a campo magnético cero en la

interfase de un metal-aislante-semiconductor (M1S) de silicio [4].

En una heterounién de GaAs/{AlGa) As la masa efectiva del electrén m* es 0.067m,,
por lo que a una densidad de 10''em =2 la temperatura de Fermi es del orden de 103K y
el sistema es de naturaleza cudntica a la temperatura del laboratorio. Se ha mostrado
en el estudio de fases del gas de electrones que en este material que no es posible
obtener cristalizacion de Wigner en ausencia de un campo magnético, aiin a T' =~ 0
[13, 23]. Segiin los estudios realizados, esta transicién es posible bajo dos situaciones
limite; por un lado cuando el campo magnético aplicado es tan intenso como para que
el tamaiio de la érbita ciclotrénica se colapse en un punto y entonces los electrones se

comporten como particulas puntuales y por otro lado cuando la densidad del sistema
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sea lo suficientemente baja como para que la energia cinética sea pequeiia con respecto
a la energia potencial del sistema como para ser despreciable y entonces los electrones
formen el cristal. Sin embargo la densidad electrénica minima en las heterouniones
es n > 10%m™2, la cual es dos 6rdenes de magnitud mayor que la densidad critica

estimada para la formacién del cristal de Wigner.

Diversos autores hacen una distincion entre la cristalizacion de Wigner y la fase
localizada del sistema de electrones en presencia de un campo magnético [24]; ya que el
origen de ambos fendmenos es distinto. En el primer caso la cristalizacién de electrones
se presenta al disminuir la densidad electrénica. En el segundo caso los electrones se
localizan por el efecto del campo magnético. Por lo que resulta de especial interés
investigar un sistema en que se dé una transicién en el mismo sentido de la prediccién

de Wigner.

En la estructura M IS del silicio la densidad requerida para la cristalizacién de
Wigner es del orden de la densidad electrénica en este sistema por lo que la cristalizaciéon
puede presentarse aiin a campo magnético cero {23]. Evidencias de una fase localizada,
han sido obtenidas en diversos experimentos [4, 25] y mds recientemente se encontré
una transicién conductor-aislante a una densidad de n, = 8.5 x 10'® [26], aislante para
n < n. y conductor para n > n.. En este dispositivo la masa efectiva m* = 0.2m, ,
para una densidad tipica de 10''em ™2 la temperatura de Fermi es Tr = ﬁ ~ 100K.
El sistema se comporta cudnticamente a las temperaturas en las que se ha trabajado

en el laboratorio (= 1K), por lo que todo parece indicar que en el MOSFET se puede

encontrar el cristal de Wigner.
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CAPITULO 11

Modelos tedricos en dos dimensiones

En este capitulo se discuten algunos de los trabajos tedricos relacionados con nuestra
investigacién. En el régimen cuantico se encuentran en la literatura una gran diversidad
de modelos y aproximaciones para estudiar un sistema de electrones degenerado. A
densidades altas este sistema se aproxima al gas de electrones ideal, mientras que a

bajas densidades el estado mas estable corresponde a un cristal de electrones.

El estado base de los electrones en un sélido se ha estudiadoe utilizando el modelo
de jalea en el cual los electrones se mueven en un fondo de carga positiva. Con esta
aproximacion tedrica se han podido describir propiedades importantes de un sistema
de electrones en 2D y en 3D. En los tdltimos 10 anos se produjo un gran interés por
el estudio tedrico del gas de electrones en 2D impulsado por el descubrimiento en los

laboratorios de sistemas de electrones de baja dimensionalidad.

En el modelo de jalea uniforme (M JU) los electrones interactiian entre si a través
de fuerzas Coulombianas. La neutralidad la proporciona un fondo inerte de densidad
uniforme. Con este modelo se ha estudiado el sistema de electrones en 2D bajo varias
aproximaciones : funciones base correlacionadas {27], cdlculos Monte-Carlo con funcién
de Green (28, 29] y funcionales de la densidad [30, 31]. Un modelo diferente es el de
jalea deformable (M J D), en éste el fondo se deforma estdticamente para garantizar la
neutralidad local de carga. Con este modelo se han estudiado las propiedades del gas de

electrones 2D utilizando potenciales de deformacién en la jalea [32] y la aproximacién
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Hartree-Fock [33, 34]. En un modelo similar se determina la energia del estado base con
funciones de Wannier calculadas con principios variacionales [35], los autores cancelan
la contribucién del fondo con el término de Coulomb como se hace en el modelo de

jalea deformable.

Los célculos en ambos modelos requieren un solo parimetro de entrada, la distancia
entre particulas r, (en unidades de radios de Bohr). Por lo que todas las propiedades
dependen solamente de r,. En el sistema 2D se han hecho diferentes predicciones del
valor de 7, al cual se presenta una transicién de la fase fluida a una fase cristalina en un
estado no magnético. En el MJU el cristal de Wigner como una onda de densidad de
carga fue obtenido por Sander, Rose y Shore [30] para r, > 17, Tanatar y Ceperley [29)
predijeron la cristalizacion de Wigner a r, > 37 y Nihearendu Choudhury y Swapan
K. Ghosh {31} observaron la cristalizacién a r, = 31. En el MJD R. M. Méndez-
Moreno, M. Moreno y M. A. Ortiz [34] obtuvieron un estado corrugado con simetria
cuadrada para valores de r, > 4.8, En un modelo similar al M JD Iyakutti y Rajeswara

Palanichami [35] obtuvieron un limite superior en r, > 8 para la densidad de transicién.

En la siguiente seccién veremos algunas de las aproximaciones utilizadas para estu-

diar el sistema de electrones en (2D) con el modelo de jalea uniforme.

1 El gas de electrones en el modelo de jalea uni-

forme.

Consideremos N particulas cargadas de masa m y carga —e, confinadas en un fondo

neutralizante de drea A que obedecen la estadistica de Fermi-Dirac. En el limite de

N = 00y A = oo, manteniendo la densidad de particulas ¢ = % constante, el
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hamiltoniano del sistema estd dado por:

H=T+V, (6)
donde
LA S ™
= 2m.-1v'
y
7 = Vie + Vie + Vis (8)

son respectivamente los operadores de energia cinética y energia potencial. El término

potencial tiene la contribucion de las interacciones electrén-electrén V.., electrén-fondo

Vie v fondo-fondo Vj,. Las formas explicitas de Vi, v Vi, estaran condicionadas por el
be Y bb P p

hecho de que la densidad del fondo es constante.

1.1 Funciones base correlacionadas

Hock-Kee Sim, R. Tao y F. Y. Wu [27] consideraron un potencial de la forma:

N N
%2 z v(r,, —-a // v(ri2)dridrs, (9)

donde »(r) = % es la interaccion Coulombiana entre dos particulas separadas una
distancia r y el dltimo término representa la interaccién debida a la presencia del
fondo neutralizante homogéneo. En este término se han sumado la interaccién del gas
de electrones con el fondo de carga positiva y la interaccién del fondo consigo mismo.
Siendo ¢ la densidad de particulas del gas de electrones y del fondo neutralizante una

constante.

Hock-Kee Sim, Tao y Wu evaluaron la energia del estado base en la fase fluida de un

gas de particulas cargadas utilizando el método variacional con funciones base correla-
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cionadas y analizaron la posibilidad de un gas de electrones parcialmente polarizado.
Estudiaron el sistema de fermiones para densidades r, < 20, encontrando que el gas de
electrones debe ser paramagnético en toda esta regién de densidades, a diferencia del
resultado de Ceperley que predice un gas ferromagnético a bajas densidades [28] para
13 < 7, < 33. Las energias calculadas estan ligeramente por arriba de las obtenidas

por D. Ceperley.

En este tipo de cilculos usualmente se determina el estado base de] sistema com-
parando las energias obtenidas con diferentes soluciones. En el potencial de jalea
uniforme Eq(9) la densidad del fondo y del gas de electrones se ha considerado ho-
mogénea, por lo que los autores solamente analizan la fase fluida del sistema. En otros
cilculos en los que se estudian las fases fluida y cristalina del sistema se proponen dos

tipos de soluciones relacionadas con cada una de las fases.

1.2 CAlculos Monte Carlo Variacionales

D. Ceperley [28] encontré la transicién de un fluido ferromagnético a un cristal para-
magnético a una r, = 33 utilizando el método Monte Carlo variacional (VMC) en el
modelo de jalea uniforme. El Hamiltoniano del sistema de A electrones interactuantes

en términos de r, = oo cona= ,/+r_a yo= %r es:

2 1
> Viqs E —m———— 4 const. (10)
Ts 1<i<n Ts 1<ici<n | i — 1y

En este Hamiltoniano toda la interaccion con el fondo uniforme es considerada cons-

tante.

En un céilculo posterior, mds preciso Tanatar y Ceperley [29] utilizaron el mismo

modelo para evaluar la energia del estado base del gas de electrones en 2D para-
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magnético y totalmente polarizado en la fase fluida y la energia de la fase cristalina.
Entre otras propiedades predijeron la cristalizacién de Wigner a una r, =~ 37. El
método utilizado en este cdlculo estd basado en VMC y funciones de Green Monte

Carlo (GFMC). La funcién de onda de prueba es el producto de dos funciones,

W(R) = D(R)exp (— > wlri—rj I)), (11)

1<i<j<N

donde D(R) es el determinante de orbitales de una sola particula. En la fase fluida
los orbitales seleccionados son ondas planas, mientras que en la fase cristalina los
orbitales en D(R} son Gaussianas centradas en los sitios de una red hexagonal. La
funcién exponencial contiene el pseudopotencial u(r) que correlaciona los electrones y
es caracteristico en cada una de las fases. Para determinar las propiedades del estado
base, encuentran la configuracién de equilibrio de una muestra generada por caminantes

al azar en dos dimensiones.

Estos autores consideran una correccion que disminuye la dependencia de sus re-
sultados con el niimero de particulas. La correccién es distinta para la fases fluida y
cristalina. En ambos casos, se realiza un ajuste de la influencia del nimero de particulas
en las energias cinética y potencial basado en estimaciones obtenidas en otros cilculos,
por ejemplo la diferencia en las energia cinéticas de un gas de electrones libres infinito

y un gas de electrones libres finito con condiciones a la frontera periddicas.

La ecuacién de estado obtenida para la fase fluida con este método y el Hamiltoniano

de jalea uniforme Ec(10) es:

E(rs,€) = Enp(rs, &) + Ee(rs, €), (12)

donde £ es el parametro de polarizacién y es igual a cero cuando el fluido es para-
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magnético y uno cuando el fluido esta totalmente polarizado. Epr es la energia Hartree-
Fock obtenida con ondas planas y F. es la energia de correlacion obtenida a partir del

ajuste de los datos Monte Carlo con aproximantes de Padé, y es:

l14+az
8 = y 13
Eelrs,8) = a0 1+ ayz + a2x2 + a3z (13)
donde z = r:’- y las @; son funciones de £
En la fase cristalina la energia tiene la forma
—-2.2122 1.63 0.05
E(r,) = + 2+ + (14)

Ts 1",% Tsz
El primero de los términos corresponde a la energia obtenida por Bonsall y Maradudin
para la red hexagonal [36], los siguientes términos son la energia de punto cero de una

red armoénica y el primero de los términos anarmoénicos. Ambos son calculados a partir

de los resultados Montecarlo.

El estado base del gas de electrones a una r, dada, corresponde entonces a la fase
de menor energia. Tanatar y Ceperley encuentran una transicién entre la fase fluida
normal y la fase cristalina en r, = 37. A diferencia del primer cdlculo realizado por
Ceperley donde encuentra una transicién de fase de un fluido paramagnético a un
fluido ferromagnético para una r, = 13, en este cdlculo no reportan ninguna transiciéon
entre las fases paramagnética y ferromagnética. La compresiblidad de este sistema es
negativa para r, > 2.03, por lo que Tanatar y Ceperley le atribuyen la estabilidad del

sistema al fondo.
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1.3 Funcionales de la densidad

La teoria de funcionales de la densidad ha sido utilizada por diversos autores, [30, 31]
para estudiar la cristalizacién de Wigner en un gas de electrones en 2D en el modelo
de jalea uniforme. Segiin la teoria, la energia de un sistema de muchas particulas a
temperatura cero es una funcional de la densidad electrénica p(r), y es un minimo a la

densidad verdadera, para este sistema la energia tiene la forma:

[p(r') — po]

I l‘—l" | +E3C[p]1 (15)

1
Elpl = Tlp) + 5 [ d*r [ d*r'{olx) = po] %
donde T[p] y E.clp] = [ p(r)exc{p(r))d?r son las funcionales de la energia cinética y
de la energia de intercambio y correlacidén, respectivamente y po es la densidad del
fondo homogéneo. Las formas aproximadas de estas funcionales se obtienen de la
aproximacién de la densidad local, es decir s6lo dependen de p(r). El término central de

la expresién contiene las interacciones electrén-electrén, electrén-fondo y fondo-fondo.

Sander, Rose y Shore [30] proponen un estado inhomogeneo tipo onda de densidad
de carga (ODC) al estilo de Overhauser [37] donde la densidad electrénica toma la

forma.:

p(r) = po + picos(q - r). (16)

En esta expresion q es el vector de onda de la ODC y p; es su amplitud. El caso
1 = 0 representa la fase fluida. A valores grandes de pg no hay formacién de la ODC
por lo que p; = 0 en la ecuacién (16). A densidades mas bajas se formard la onda
de densidad de carga a alguna py = p.. La magnitud de p; en el punto de transicién
determinara el orden de la transicién. Segun el criterio de estos autores, un cambio

suave en la densidad de carga serd caracteristico de una transiciéon de segundo orden.
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Esto es, la transicién es de segundo orden si p; es pequeiia (préxima a cero) para algiin
valor cercano de py = p. — & del punto de transicién. Si el cambio de p; es discontinuo
entonces la transiciéon es de primer orden. Estos autores suponen que la transicién es
de segundo orden y encuentran el punto de transicién a ODC en r, = 17. Es necesario
recalcar que para describir la situacion en que la densidad electrénica es baja y los
electrones tienden a localizarse en una red, Sander, Rose y Shore escogen la funcion

€zo{p(r)) que cancela las energias de intercambio y correlacién de los electrones aislados.

N. Choudhury y S. K. Ghosh [31] utilizan la teoria de las funcionales de la densidad
para calcular la energia del sistema con dos densidades electrdnicas diferentes. La
primera de ellas es igual a la de Sander, Rose y Shore y la segunda es una superposicién
de distribuciones Gaussianas centradas en cada punto de una red hexagonal. En este
calculo el término de intercambio es calculado con el método de la aproximacién local
y el término de correlacién corresponde al calculado por Tanatar y Ceperley. Una
comparacién entre las energias de las fases fluida y cristalina determina la densidad a
la que ocurre la transicion. Con las dos densidades propuestas obtienen valores de la

rs de transicion (r, = 31 y v, = 32) muy cercanos al obtenido por Tanatar y Ceperley.

2 El modelo de jalea con funciones de Wannier

Iyakutti y Palanichamy [35] estudian el estado base del gas de electrones inmerso en la
jalea de carga positiva, utilizando funciones de Wannier desarrolladas en términos de
orbitales Gaussianas para representar una estructura cristalina cuadrada centrada en

la cara (la cual se reduce a una red cuadrada).

W(m,r) = Z ¢i(m, r)c;,
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donde m y r son vectores y ¢; son los coeficientes de la expansion. Calculan la energia

del cristal variacionalmente a partir de la funcional
€= / W* (m, r) H. W (m, r)dr

donde H,; es un Hamiltoniano Hartree-Fock efectivo que contiene el término de energia
cinética y el término de intercambio, Este Hamiltoniano proviene de la cancelacién en-
tre el término directo y la contribucién del fondo positivo. Es conocido que estos
términos se cancelan cuando la solucién de la ecuaciones HF son ondas planas y la
densidad de carga electrénica es homogénea [38]. Si la funcién de onda ahora repro-
duce una estructura cristalina, estos términos no se cancelan a menos que también se
modifique la densidad del fondo, como veremos mas adelante en el modelo de jalea de-
formable. En el M JD el fondo se deforma estaticamente para garantizar la neutralidad

local de carga.

Para determinar el valor de r, de la transicion a la fase localizada comparan la
energia del cristal con la energia de la fase fluida. Con este método encuentran que las

energias de la fase cristalina son menores que las de la fase fluida a partir de r, & 8.

3 El modelo de jalea deformable.

En el modelo de jalea uniforme el fondo neutralizante permanece homogéneo, atn
cuando el gas de electrones haya cristalizado; por el contrario, en el modelo de jalea
deformable el fondo de carga positiva se deforma estéticamente, garantizando la neu-
tralidad local de carga {39]. Previamente Overhauser [37] consideré un fondo no uni-
forme en el estudio de las ondas de densidad de carga. Overhauser encontré que a

densidades altas el sistema es homogéneo, mientras que a bajas densidades las solu-
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ciones tipo ODC son mds estables que las ondas planas.

La posibilidad de que el fondo se deforme implica que su densidad ¢ es una funcién
de r, por lo que los términos Vis v Vi de la ecuacién (8) deben ser modificados. El

primero es la interaccién del fondo consigo mismo y esta dado por:
A 1
Vi == [ [ ole)u(r)o(ea)dradrs. (17)

El segundo término es
. N
Vie = —-Z/a(r)v(r — r;)dr. (18)

y corresponde a la interaccién entre las particulasy el fondo. En forma general podemos

escribir el Hamiltoniano del sistema como:
H = Ho+ Vig + Ve, (19)

donde hemos incluido en H, los términos del Hamiltoniano que dependen tinicamente

de los electrones.

La energia del sistema (H) depende de la distribucién del fondo. Se optimiza la

energia tomando agﬁ) = (. De donde se tiene que:

N
[otxputx —r)dx =3 (v | vlri - 1) | ). (20)

f

En la aproximacién de particula independiente

1
Y= de[‘pni]’ (21)

donde los espin-orbitales i, (r;) =| n;) estdn ortonormalizados. Con esta aproximacién

y la condicién (20) el valor esperado del Hamiltoniano (ecuacién (19)) se reduce a

E = (T) + (V..). (22)
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donde (T') es la energia cinética y (V.,) = ,# {(nin; | v(r; — ;) | n;n;} es el
término de intercambio y

(V) 4+ (Vi) + (Vi) = 0, (23)

donde (V) = ,# {nin; | v(r; — r;) | n;n;) esla contribucién a la energfa del término
directo de la interaccién electrén-electrén. La ecuacién (23) se ha tomado como la

condicién que define el modelo de jalea deformable.

La suposicién més directa acerca de la densidad del fondo, que satisface la ecuacion
(20) es que o(r) esté acoplada a la densidad electrénica, esto es:
N
o(x) = 3 o3, (F)my 0). (24)
i
Como mencionamos en la seccion anterior, Iyakutti y Palanichamy estudian el es-
tado base del gas de electrones inmerso en la jalea de carga positiva utilizando un
Hamiltoniano Hartree-Fock efectivo que contiene unicamente el término de energia
cinética y el término de intercambio. El valor esperado de este Hamiltoniano efec-

tivo es la expresién (22). Como vimos, esta situacion es el resultado de que el fondo

neutralizante de la red cuadrada centrada en la cara sea la jalea deformable.
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CAPITULO 111
El método Hartree-Fock autoconsistente en el

modelo de jalea deformable

L. Bonsall y A. Maradudin [36) determinaron con un célculo cldsico la energia de
interaccion de un electrén en un cristal bidimensional para cada una de las cinco redes
de Bravais en dos dimensiones, y encontraron que la energia es minima en una red

hexagonal.

En el sistema cudntico en 20 se han hecho diferentes predicciones del valor de r,
al cual se presenta una transicién de la fase fluida a la fase cristalina. En la mayoria
de estos calculos se determina el punto de transicién comparando las energias entre
ambas fases. Para el cdlculo de la energia de la fase cristalina se han considerado redes
cuadradas, cuadradas centradas en la cara y hexagonales. Por lo general, los métodos
utilizados no describen de manera unificada el sistema en toda la regién de densi-
dades, ya que para reproducir las distintas fases del sistema se utilizan Hamiltonianos
o funciones de estado diferentes. Por el contrario con el método Hartree-Fock auto-
consistente en el modelo de jalea deformable es posible describir las propiedades del
sistema en una extensa region de densidades, altas, intermedias y bajas sin modificar

el Hamiltoniano o la funcién de estado.

Podemos destacar las diferentes predicciones del punto de transicién de la fase
flulda a la fase cristalina realizadas con dos modelos bdsicamente diferentes, el M JU

y el MJD. En ambos modelos los cdlculos que hemos considerado tienen la hipétesis
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de Wigner como punto de partida, es decir que la cristalizacién del gas de electrones
se presenta al disminuir la densidad del sistema a un valor critico. En el modelo de
jalea uniforme podemos mencionar: con funciones de Green y el método Monte Carlo
[29] la cristalizacién en una red hexagonal se encontré en r, = 37; con funcionales de la
densidad [31] se observé la cristalizacién a una red hexagonal en r, = 31 y la transicién
a ondas de densidad de carga [30] en r, = 17. En el modelo de jalea deformable: con
funciones de Wannier [35] se obtuvo un limite superior para la densidad de transicién
a una red cuadrada centrada en la cara en r, = 8 y con el método Hartree-Fock
autoconsistente [34] se obtuvo un estado corrugado con simetria cuadrada para valores
de r, > 4.8. Otras predicciones han sido realizadas considerando los defectos puntuales
como el origen de la transicién de Wigner en 2D [40]. La disponibilidad de resultados
experimentales para sistemas de electrones en 2D nos brinda la posibildad de contrastar

con los resultados de estos modelos teéricos.

En este capitulo se muestran nuestros cdlculos para el estado base de un gas de
electrones en 2D en el modelo de jalea deformable y con el método HF autoconsis-
tente. Para determinar el estado base del sistema consideramos funciones de estado
que reproducen las simetrias cuadrada y hexagonal y que incluyen la solucién trivial de
onda plana como una solucién posible. En el siguiente capitulo se mostraran los resul-
tados de los cdlculos y compararemos con otros modelos tedricos y con los resultados

experimentales.

1 Teorias del campo medio (Hartree-Fock)

El método de HF se basa en un principio variacional utilizado para encoatrar el valor

esperado mas bajo del Hamiltoniano con una aproximacion de particula independiente,
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en la que cada una de las A/ particulas ocupa un estado de una sola particula. El
potencial considerado proviene de la interaccion promedio de una particula con todas
las demds. El método plantea la necesidad de resolver de manera autoconsistente un
sistema de ecuaciones acopladas, provenientes de minimizar la energia. El sistema de
fermiones obedece el principio de exclusién de Pauli, por lo que la estadistica de Fermi-
Dirac introduce una correlacién de espin entre pares de particulas. La funcién de onda
que se utiliza como solucién a las ecuaciones de HF incorpora la antisimetria propia
de un sistema de fermiones y se escribe como el determinante de los estados de una

sola particula.

Supongamos que cada particula estd en un estado i (x), donde el indice k designa
los estados de una sola particula y x corresponde a las coordenandas de espacio y espin.

La funcidn de onda del sistema estd dada por:

Y= Klr—!dt’t[ﬂpk,- (x:)). (25)

siendo @k, (x;) orbitales desconocidos ortonormales. El hamiltoniano H del sistema
esta dado por la suma. de operadores de uno y dos cuerpos
R N N
H=) T;+3 ;. (26)
i i<
Etiquetando los N estados k; = 1,2, .......N tenemos que el valor esperado del Hamil-
toniano es
Y 1

N
E=@|H|¢) =3 (pu|Tilen)+35 2 (Puve | v | oror = 0rok)
k=1 k1#k2
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La extremal de la funcional E(p}), @) de los orbitales ¢, ortonormales se obtiene de

0 .
3 [E(©F, 0x) — Y Ayka{Phy | 9k,)] = 0.
¥ k1 ks

donde Ak, son multiplicadores de Lagrange. Este procedimiento nos lleva a que
Tior(r1) + Zfdl‘w;'; (ro)viz@n, (r2)pi(r:)—
ka

Zjdrzc.ml2 (r2)v12001(2) Pk, (T1) — D Ay Pty (T1) = 0. (27)
k2 k2

Multiplicando (27) por ¢}(r;) e integrando sobre r; y diagonalizando la ecuacién ma-
tricial resultante podemos obtener un conjunto de A ecuaciones no lineales integro-

diferenciales, las ecuaciones de Hartree-Fock [41].

—% V1 ok, (1) + {Zfdl‘zﬁoiz(fz)vlwk,(l‘z)] @k, (r1)
ka2
- Zfdrwi., (r2}vi2x, (r2)es, (r1) = e 0 (11).
=

Para A particulas, cada una en un estado k;, que se encuentran en el campo medio
producido por todas las demds particulas. En el primer término se ha escrito el operador
de energia cinética como —%v?. El segundo término de la expresién es el llamado
término directo y el siguiente es el término de intercambio. La energia Hartree-Fock

(el valor esperado de H) se calcula con los orbitales i (r) que satisfacen las ecuaciones

de HF.

Las ondas planas (OP) ¢x(r) = Vlzek'r son una solucién trivial de las ecuaciones
HF. Algunas soluciones no triviales implican la solucién del sistema por aproxima-
ciones sucesivas con un proceso autoconsistente. Esto es, se calculan los elementos
de matriz con una funcién de onda inicial, los cuales son utilizados para calcular una

nueva funcidn de onda. El procedimiento se repite hasta que se alcanza la precisién
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requerida en el cdlculo de la funcién de onda y la energia, cuando los resultados de dos

iteraciones sucesivas difieren a lo més, en un orden de magnitud de 1075,

2 El gas de electrones bidimensional en el modelo

de jalea deformable

El hamiltoniano completo de A electrones inmersos en un fondo neutralizante ence-
rrados en una caja de drea A (en el limite termodindmico N, A = oo y % = constante)
esta dado por la ecuacién (19). Cuando el estado del sistema corresponde al de onda

plana, el medio que neutraliza la carga electronica tiene una densidad uniforme. Uti-

e=#lr ~Ta|

it ¥ tomando después p = 0, las contribuciones

lizando un potencial apantallado
a la energia de la interaccién fondo-fondo y fondo-electrdn son términos constantes que
se cancelan con el término directo de la interaccién electrén-electrén, del mismo modo

ocurre en el caso 3D [38]. Por lo que dnicamente el término de intercambio y la energia

cinética contribuyen a la energia por particula del gas de electrones, ésta es:

E e2[1 %l] o8)

N~ 209 E R

Cuando las funciones de onda no son ondas planas, las condiciones de neutralidad
local entre la densidad de carga electrénica y un fondo no uniforme o(r) implican la
dependencia de las interacciones fondo-fondo, fondo-electrén con respecto a o(r), por
lo que la cancelacién de (V3) + (Vie) + (Vi) no es directa, a menos que se haga una

hipétesis acerca del comportamiento del fondo neutralizante como en el modelo de jalea

deformable.

En el modelo de jalea deformable y en la aproximacién H F autoconsistente hemos
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realizado diversos cdlculos para el gas de electrones en 3D reproduciendo diferentes
simetrias de cristalizacién. Este método tiene la capacidad de describir el sistema, de
una manera unificada y no perturbativa, en todo el rango de densidades metalicas y
bajas, incluyendo la regién de densidad intermedia. Como veremos mas adelante, con
respecto al MJU, el MJD implica un cierto tipo de correlacién estdtica, adicional a

la correlacién de espin que estd implicita en la aproximacion HF.

En este trabajo estudiamos las propiedades del estado base del gas de electrones
en dos dimensiones a campo magnético cero, consideraremos dos tipos distintos de
simetria, la cuadrada y la hexagonal en las fases paramagnética y ferromagnética. Las
funciones de estado consideradas son desarrolladas en términos de orbitales consistentes
en ondas planas moduladas por un factor. Con estos orbitales se reproduce una simetria

dada y se incluye la solucién trivial de onda plana como una solucién posible.

La forma general de la ecuacién de estado esta dada por:

&kw

wr(r) = 7 BZ' Cs,9(r, qost) (29)

En esta expresién k = ki + kyj' y r =xi+yj. A esel drea donde se consideran
condiciones periddicas, las condiciones de ortonormalidad para cada uno de los orbitales
implican que gy = 2kp, donde kr es el momento de Fermi. Los coeficientes Gy, se
consideran independientes de k. La funcién de estado se obtiene cuando los coeficientes
Cs, se determinan autoconsistentemente resolviendo las ecuaciones de Hartree-Fock con
las condiciones de ortonormalidad. El vector s; = s;zi + s,y} determina la estructura
cristalina y el indice ! recorre todos los sitios de la red. El primer término de la
expansién s, = s, = 0 corresponde a la solucién de onda plana (OP). A densidades
grandes las OP se obtienen como solucién autoconsistente del estado base HF y el

fondo neutralizante permanece uniforme como en el modelo de MJU. A densidades
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intermedias se encuentra un estado base corrugado el cual, a bajas densidades, se

aproxima al de un cristal de Wigner con la simetria considerada.

Existen dos redes asociadas con cualquier estructura cristalina, la red cristalina
directa y la red reciproca. Los vectores de la red directa tienen unidades de [longitud]
v los de la red reciproca unidades de [m]. El vector gos; = qasl,,i'+qgs;y} estd en la
red reciproca. Con este vector se determina la estructura cristalina al recorrer el indice
! todos los sitios de la red. En nuestra simulacién, con los valores permitidos de s; se
van llenando capas sucesivas de esos puntos de la red en el espacio de momentos. La red

cristalina del espacio de configuracion es a su vez reciproca de la red que construimos

en el espacio de momentos.

Todas las propiedades del sistema cstdn en funcién del pardmetro de entrada r,. Sin
embargo el cdlculo de las propiedades del sistema depende del nimero de términos en el
desarrollo (29), por lo que debemos de alcanzar la convergencia con un niimero minimo
de términos en el desarrollo, tal que nuestros resultados no cambien si se calculan con
una funcion de estado que tenga un mimero mayor de términos. Todos estos cédlculos
requieren del trabajo de computadoras con una gran capacidad. Con el objeto de
economizar los cdlculos las dimensiones de las matrices involucradas son disminuidas
introduciendo las propiedades de simetria del sistema en el estado base. El precio de

la reduccién implica un aumento en la complejidad de los elementos de matriz.

2.1 La red cuadrada.

La forma explicita de la ecuacién (29) que a muy bajas densidades reproduce un cristal

de Wigner con simetria cuadrada es
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El nimero de términos para la funcién de estado es (2V + 1)2. Debido a que en el

@y (

estado base los coeficientes en la expansién anterior satisfacen la propiedad C,, ,, =

C_nym, = Cn,—n, = C_n,,—n,, la expansion de la funcién de estado puede ser escrita
de la siguiente manera:
:kr N

Z Z n, €08 (Gon- T )c0s(gonyY), (31)

n,—O n,=0

Oy (

reduciéndose asi el nimero de términos a (N +1)2. La suma sobre los valores negativos
de los indices no es necesaria con el uso de las nuevas funciones. Si ahora se introduce

la equivalencia de las direcciones x y y la dltima expresién puede ser simplificada.

:kr N
O ( Z Z nhﬂy P, n,cos{gon.x)cos(gonyy), (32)
n,-.l) ny=0

donde Py, ,, es un operador que suma todas las permutaciones de los subindices n,
y n,. El nimero de términos en la expansién para la funcién de estado es ahora
(N+1)}{(N+2) . . . )

3 , el cual estd considerablemente reducido con respecto de la primera ex-
pansién. La reduccién en el tamaiio de las matrices para una N dada permite incre-

mentar el valor del Iimite superior en la ecuacién (32) y ampliar la regién de r, donde

podemos encontrar convergencia.

N | @N +1)2 | (N +1)? | AEUN+2)

2

4 1381 25 15
8 | 289 81 45
16 | 1089 289 133

Tabla I. Reduccién del niimero de términos en el desarrollo para la red cuadrada
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En la tabla I se muestra el nimero de términos en cada uno de los desarrollos para

distintos valores de N

2.2 La red hexagonal

La funcién de onda que a muy bajas densidades reproduce un cristal de Wigner con

simetria hexagonal es:

eik-r N n—-1 5 s
Ox(r) = —= [Cop+ 2 3, 3. Cotme ™ nim™ (33)
A n=1 [=0 m=0
En esta expresion k y r son vectores en dos dimensiones y S, 1m = Sentmt + Syntm] €8

un vector que reproduce la simetria hexagonal. El niimero de términos del desarrollo

es de IN(N + 1). Si se introduce la simetria de rotacién del sistema se tiene que

Cajtm = Cpym y entonces podemos escribir la funcién anterior como
eik-r N n-1 g
t T
Py (r) = Coo+ Y. 2 C, Rge'PontT (34)

\/Z n=1 {=0

donde Rg es un operador de rotacién de orden 6 actuando sobre el vector S, ;. El
» . NI(N+1 . . , « .

mimero de coeficientes a evaluar se reduce ahoraa —(2—"'1 Existe una simetria adicional

que refleja la estructura cristalina encima de la linea media de un sextante tal que

it = Chp siendo la funcién de estado

ik-r N (3]

e " igoS, 1t
C, C,R(n,l g5t 35
\/Z 0,0 + ngl g} nl (TL )Rﬁe ( )

Siendo R(n,I) un operador que refleja el vector S, ; inicamente cuandon > 2y I #0

Dp(r) =

y sil # § cuando n es par. El niimero de coeficientes a determinar para una N dada
es (% + 1)2 si N es pary w si ¥V es impar. Nétese que introducir todas las

simetrias de la red en esta funcién implica imponer condiciones mas complicadas sobre
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los indices de la suma. En la tabla II se muestra el niimero de términos en cada uno

de los desarrollos correspondientes a la funcién del estado base de la red hexagonal.

2 4
4 |60 10 9
9 |270 45 30
16 | 816 136 81

Tabla IT Reduccién del nimero de términos en el desarrollo para la red hexagonal

En la figura 3 se muestra la simetria de la red hexagonal. Los hexdgonos centrados
en el punto o corresponden a valores sucesivos del indice n de la ecuacién (33) a partir
de n = 1, los 6 lados de cada hexdgono corresponden a los distintos valores del indice m
en la misma ecuacién. Los sitios de la red colocados sobre cada lado de un hexdgono son
generados por los valores posibles del indice {. La funcién (34) considera una rotacién
de orden 6 del vector S, ; y la funcién (35) toma en cuenta una reflexién sobre la linea

or.,

) ) 0 2 4
Fig 3. Simetria de la red hexagonal, el vector 8,,; se muestra para n = 3 y { = 0. Los puntos

que refleja el operador H(n,l} a través de la linea or estdn marcados con una X.
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2.3 Estrategia para el cdlculo de la energia del estado base

Para las simetrias cuadrada y hexagonal las ecuaciones A F a resolver son
Z[ Slkl | T1 l S3k1) - z Z (Slklsgkg | 12 | s4k253k1)C;26‘:4]Csa = €g, Csl (36)
82 B4
donde la 3, representa aqui las sumas implicitas en cada una de las simetrias y s es
un vector bidimensional que caracteriza cada una de ellas. El calculo de la energia por

particula requiere de la evaluacién de términos de la forma

% = ;1?2(1+852), (37)

para el valor esperado de la energia cinética por particula, y

— = —T— ZZZZ Ce, Cs,Ce, Cs,I(51,84) x F(sy,52,83,84), (38)

$ 8§ B2

para el término de intercambio del potencial Coulombiano de dos cuerpos. A es el
nimero de particulas. La funcién I(s;,s,) es la integral del potencial de Coulomb y fue
calculada numéricamente. F(s;,s,s3,54) es la suma de funciones § de Kronecker de
las componentes de las cuatro s;s. En cada uno de los casos estudiados los coeficientes
Cs son determinados autoconsistentemente con una aproximacién de 10~2 con respecto

a la iteracién anterior.

Para determinar el cardcter magnético del estado base del sistema se evalian y se
comparan las energias de los estados paramagnético y ferromagnético. Las funciones
de estado paramagnéticas de los sistemas con simetrias cuadrada y hexagonal son
determinantes de Slater con las funciones de estado (32) y (34) respectivamente. En este
caso cada estado de un electrén tiene una ocupacién doble con espines antiparalelos. En
el estado ferromagnético cada orbital ticne una ocupacién sencilla, y todos los espines

tienen la misma orientacién. La energia se calcula sumando sobre los estados ocupados.
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En nuestra aproximacion el espacio de momentos es cubierto con discos de Fermi, que
en el caso paramagnético tienen un radio kp y en el caso ferromagnético tienen un

radio v/2kp-.

Otras propiedades dependientes del parimetro de densidad r, pueden ser evaluadas
una vez determinados los coeficientes del desarrollo y la energia por particula. La
densidad de carga normalizada a la densidad de ondas planas esta dada por

2 = (@y(r))? (39)
fo

Como se verd mas adelante la densidad de carga a densidades altas es uniforme,
como la densidad de ondas planas y se observa como un plano extendido en el espacio;
a densidades bajas se localiza, observdndose un pico de densidad de carga en cada sitio

de la red. Tanto la altura como la anchura del pico son funciones del parametro r,.

En nuestra aproximacién los orbitales ocupados de A electrones llenan un disco de

2’;” . Cada electrdn esta contenido en un circulo de drea

Fermi de radio kf, siendo k2. =
712, de donde obtenemos la relacién kp = 3:.—5 En nuestro calculo esta aproximacién
inducird una ocupacién fraccional por pico en el estado corrugado. Podemos estimar
una correccion en nuestros cdlculos en la regién de bajas densidades, donde la energia
es proporcional al momento de Fermi, dada por (/& —~ \/G4isc0) / v/, donde a es el 4rea
de la celda que contiene una particula. La correccion serd del orden de 1 — /7/2 en el
sistema con simetria cuadrada, donde el drea de la celda unitaria es 4r2. La correccién
serd de 1— /7 /(2 x 32) para el sistema con simetria hexagonal, donde la celda unitaria,

: 2
es un rombo de drea 2v/3r2.

En la figura 4 mostramos la red con simetria hexagonal en el espacio k. Los vectores
primitivos a y b generan la celda unitaria. Los vectores A y B estan en las direcciones

de los vectores de la red reciproca, la cual también es hexagonal. La magnitud de los
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vectores de la red reciproca es jﬁ’;o =~ 2.56r,. La red reciproca de la red cuadrada

también es cuadrada y el pardmetro de la red es %f = 2.23r,.

") 22 0 2 4

Fig 4. La red hexagonal en el espacio de momentos, los vectores primitivessonay b. Ay B

estin en las direcciones de los vectores de la red reciproca. La escala esta en unidades de qp.

2.4 La estabilidad del sistema

El comportamiento de la presién y la compresibilidad son utilizados como criterios para
estudiar la estabilidad de un sistema. Es conocido que con el M JU se obtienen com-
presibilidades negativas para r, > 2. Tradicionalmente no se considera que el sistema
sea inestable ya que se le atribuyen al fondo propiedades adicionales que compensan
el sistema, de este modo el fondo es visto como un reservoir de presién positiva [11].
Sin embargo otros autores [42] consideran esto como una anomalia y han creado el mo-
delo de la jalea estabilizadora con el que se han obtenido compresibilidades positivas a

densidades metdlicas en 3D.

La energia por particula depende \inicamente del pardmetro r, el cual determina la

-42—



densidad electrénica. En el MJD este parametro también determina la densidad del
fondo. Por lo que resulta interesante comparar la compresiblidad del sistema calculada

en el MJD con la calculada con el MJU.

En nuestra aproximacion teérica la energia debe ser independiente de N. La con-
vergencia en la energia se alcanza aumentando el valor del limite superior en la suma de
la ecuaciones (32) y (34). Una vez que la convergencia se ha obtenido, la estabilidad del
sistema puede ser determinada a partir de la ecuacién de estado E(r,). La presién del
sistema, la cual es una cantidad escalar depende de la primera derivada de la energia y

en dos dimensiones se define como p = —%lr jTE y la compresibilidad inversa estd dada
E ] [ ]

por [29]

dr?  r.dr,

(40)

K 8

Ko _ Th (dQE' 1 dE')

Aqui, kg = %‘1(N a?) es la compresibildad de un gas de electrones no interactuante.

N es el nimero de particulas y ag es el radio de Bohr.
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CAPITULO IV

Resultados

En un trabajo anterior [34] se determinaron las transiciones magnéticas y de simetria
de un GE2D considerando una simetria cuadrada con el método HF autoconsistente
en el MJD. En este trabajo se alcanzé una buena convergencia en la energia hasta
densidades r, &~ 28 para la fase paramagnética y r, &~ 50 para la fase ferromagnética.
Con la precisién alcanzada en este cdlculo no fue posible establecer claramente la
existencia de un minimo en la curva de energia. En este trabajo utilizamos la misma
técnica para analizar cuidadosamente la convergencia de la energia como funcién del
niimero de términos del desarrollo a densidades intermedias y bajas y para explorar la
regién de densidades donde se presume la existencia de un minimo en el sistema con
simetria cuadrada. Por otro lado calculamos por primera vez la funcién de estado y
la energia por particula del GE2D considerando una simetria hexagonal. Para ambas
simetrias los coeficientes de los desarrollos fueron calculados autoconsistentemente con
una precisién de 1073 con respecto de la dltima iteracién. Las integrales del potencial

de Coulomb en la ecuacién (38) fueron calculadas numéricamente.

El criterio utilizado para. fijar una precisién de 10~ en nuestro cilculo estd basado
en que las diferencias entre un resultado obtenido con esta precisién y el obtenido
con una precision mayor no son observables graficamente, en cambio el nimero de
iteraciones necesarios para alcanzar la autoconsistencia con una precisiéon mayor puede

crecer considerablemente,
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Las energias del estado ferromagnético son obtenidas a partir de las energias de la
fase paramagnética mediante el escalamiento de r, por V2. Comparando las curvas
de energia de los estados paramagnético y ferromagnético se obtienen las transiciones
magnéticas del sistema para cada una de las simetrias estudiadas. A continuacién

mostraremos los resultados obtenidos con ambas simetrias.

1 La convergencia en la energia por particula.

En numerosos calculos realizados con redes en 1, 2 y 3D los resultados dependen del
niimero de vecinos tomados en cuenta, en nuestro cdlculo los resultados dependen del
numero de sitios de la red considerados; sin embargo podemos establecer un limite, con
la precisidn que requerimos, para el cual las propiedades del sistema son independientes
del nimero de sitios tomados en cuenta al calcularlas. Como veremos mas adelante
el nimero limite de sitios depende del parametro de densidad r,, de tal forma que a
densidades altas la convergencia en la energia se alcanza con un mimero pequeiio de
sitios; pero a bajas densidades, para alcanzar la convergencia en la energia, se requiere
un gran nimero de términos en la funcién de estado, lo cual implica un enorme gasto

computacional.

La primera accion que podemos llevar a cabo para reducir el costo computacional
es considerar las simetrias de las redes. Estas simetrias fueron discutidas para cada una
de las redes en el capitulo III. Como se recordard, el numero de términos del desarrollo
de la funcién de estado se reduce al introducir las simetrias. El niimero de términos
estd en funcién del limite superior, N, en las sumas de las funciones dadas por la ec(30)

y la ec(33) para la red cuadrada y la red hexagonal respectivamente.

En la Tabla ITT mostramos comparativamente la reduccion en el nimero de términos
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en el desarrollo para la funcién de estado que se consigue al introducir las simetrias
propias de la red cuadrada y de la red hexagonal. Como se puede ver en la tabla III,
para cualquier valor de NV la funcién de estado de la simetria cuadrada excede de la
hexagonal en N +1 elementos. Por lo que las dimensiones de las matrices de la simetria
cuadrada para un valor de NV son siempre mayores que las matrices involucradas en la
simetria hexagonal, por ejemplo 300 y 276 para N = 23. Sin embargo la construccion
de la funcién de estado hexagonal es mas complicada en cuanto se refiere al programa

de calculo.

simetria dimension reduccion

cuadrada | (2N +1)2 (N +1)(N +2)/2

hexagonal | 3SN(N + 1) N(N +1)/2

Tabla II1. Reduccién de] mimero de términos en las funciones de estado.

En cada uno de los casos el nimero de sitios de la red considerados corresponde
a la dimensién original, esto es (2N + 1)? para la red cuadrada y 3N(N + 1) para
la red hexagonal. Las funciones de estado reducidas reproducen el mismo nimero de
sitios de la red. En la tabla IV comparamos el nimero de sitios tomados en cuenta
en cada una de las simetrias para diferentes valores de N. La diferencia en el niimero
de sitios tomados en cuenta en la red cuadrada, con respecto a la red hexagonal, es
de N? + N + 1 para una N dada. Como veremos mds adelante esta situacién se ver§

reflejada en la convergencia de la energia en cada una de las redes.
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simetria dimension | N=4 | N=12|N=20

cuadrada | (2N +1)? | 81 625 1681

hexagonal | 3N(N + 1) | 60 468 1260

Tabla IV. Numnero de sitios considerados en cada una de las redes en funcién de N.

En las siguientes subsecciones se discutiran por separado los comportamientos de
la convergencia en la energia del sistema con la simetria cuadrada y del sistema con la

simetria hexagonal, por iltimo volveremos a comparar ambos sistemas,

1.1 La red cuadrada

Con el objeto de tener una solucién independiente del niimero de términos del desarrollo
se realizaron cdlculos con N hasta 28 en la ecuacién (32) para la red cuadrada [9]. El
comportamiento de la energia por particula (en Rydbergs) del estado paramagnético se
muestra para diferentes valores de N en las figura 5, desde N = ( en la parte superior,
hasta N = 28. La curva correspondiente a N = 0 es la solucién de OP. Para valores
de r, < 4.8 todas las curvas con N # 0 coinciden con la curva de onda plana, esto
es porque en esta regién de densidades, la solucién HF autoconsistente converge a la
solucién OP y todos lo coeficientes del desarrollo son cero excepto el correspondiente
al término de onda plana. Los siguiente términos del desarrollo comienzan a contribuir
a la funcidén de estado a un valor de r, = 4.8, en este punto se presenta la transicién de
la fase fluida a la fase corrugada con simetria cuadrada. En el punto de transicién la
convergencia se alcanzo con N = 4, las diferencias en la energia obtenidas con valores
mayores de N son menores al ancho de una linea y las curvas se sobreponen. En las
figura 5 se puede observar que para alcanzar la convergencia se requiere un mayor

numero de términos en el desarrollo a medida que r, aumenta, de tal forma que la
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convergencia se obtuvo cn 7, & 40 con N = 24. Con N = 28 se consiguié una buena
a

convergencia en la encrgia del estado paramagnético para valores de r, hasta 44.

Fig 5. Energia como funcién de r, para el sistema con simetria cuadrada. Las curvas corres-

ponden a N = 0,4, 8, 12,16, 20,24 y 28 de arriba hacia abajo.

Una familia de curvas similar a la que acabamos de analizar se obtuvo para el
estado ferromagnético, en este caso la transicion de la fase fluida a la fase corugada
con simetria cuadrada se obtuvo en r,. = 6.8. La region de convergencia en la energia

se extiende para cl estado ferromagnético hasta r, = 62.

1.2 La red hexagonal

La funcién de estaco de particula independiente y la energia por particula en funcién
de r, para la simetria hexagonal se determinaron utilizando las ccuaciones (34), (37)
y (38) con N hasta 23. En las figura 6 se mucstra la energia por particula del sistema

paramagnético como funcion de r, para diferentes valores de N, desde N = 0, hasta
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N = 23. En la parte superior se muestra el resultado de ondas planas. Para valores
de r, < 3.8 todas las curvas con N # 0 coinciden con la curva de ondas planas, a
estas densidades la solucién autoconsistente del M JD converge a la solucién de ondas
planas. En r, = 3.8 el sistema presenta una transicién de simetria de la fase fluida a

la fase corrugada con simetria hexagonal.

En la figura 6 puede observarse que se requiere un menor nimerc de términos
en el desarrollo en la funcién de estado para alcanzar la convergencia en la energia
a densidades altas (r, pequenas), de tal forma que la convergencia en el punto de
transicién se alcanza con N = 5. Esto es, a la densidad de transicién basta tomar en
cuenta 90 sitios de la red hexagonal para describir las propiedades de la red completa.
Con N = 23 obtuvimos convergencia hasta r, & 32. El limite de convergencia esti
dado por el punto donde la curva de energia obtenida con esta N se separa de la curva

calculada con N = 22.

-0.05¢
~-0.1¢
-0.15;}
-0.2}
-0.25¢
~0. 3¢ _ 1

-0.35L . . , . e
0 20 40 60 80 100

E(Ry]

Fig 6. Energia como funcién de r, para el sistema con simetria hexagonal. Las curvas

corresponden a N = 0,5,8,11,14, 17, 20, 23 de arriba hacia abajo.

—40-



Para el estado ferromagnético obtuvimos una familia similar de curvas de la energia
por particula en funcién de r,. En este caso la transicién de la fase fluida a la fase
corrugada con simetria hexagonal se obtuvo a r,. = 5.4. La regién de convergencia se

extiende hasta r, = 45.

En las figuras 5 y 6 se puede observar que a r, menores a la de transicién la
solucién autoconsistente en el modelc de jalea deformable coincide con la solucién de
onda plana. Esto es, todos los coeficientes del desarrollo en la ecuaciénes (32) y (34)
son cero excepto el primero. En esta region de densidades el fondo neutralizante del
MJD es homogéneo como el fondo neutralizante del MJU y hay una distribucion
uniforme de la carga. A r, = r,. se observa la transicién de la fase fluida a una fase
corrugada, donde comienza una distribucién periédica de la carga. A bajas densidades

la carga esta fuertemente localizada como en un cristal de Wigner.

1.3 Limites de convergencia

Con el propésito de comparar la convergencia en la energia para ambas soluciones
mostramos en la figura 7 las curvas de energia por particula en la fase paramagnética
para los sistemas con simetria cuadrada (curva continua) y hexagonal (curva a trazos).
Los valores de N son 0,4,8,12,16 y 20 de arriba hacia abajo. La solucién de onda
plana N = 0 es la misma para ambas simetrias. La convergencia en la energia se
vuelve mads lenta cuando r, aumenta y la diferencia en las energias calculadas con dos
valores sucesivos de IV crece con r,. En la figura 7 se puede observar que la convergencia
es alin mas lenta para la red hexagonal, esto es porque la funcién de la red hexagonal
reproduce un nimero menor de sitios de la estructura cristalina que la funcién de la

red cuadrada para un mismo valor de N, como se mostré en la Tabla IV.
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Fig. 7. Energia por particula en funcién de r, para los sistemas con simetria cuadrada (trazo

continuo) y hexagonal (trazo interrumpido). Los valores de N son 0, 4,8,12,16 y 20, de arriba

hacia abajo.
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A bajas densidades es mds notable que la convergencia en la energia para la red
hexagonal es mas lenta que para la red cuadrada, debido a esto, podemos observar que
en las curvas con N = 4, la energia de la red cuadrada estd ligeramente por abajo
que la energia de la red hexagonal. Con excepcion de esta curva, después del punto
de transicidn las curvas de la red hexagonal estan por debajo de las curvas de la red

cuadrada.

Los valores limites de r, hasta los cuales se alcanzé convergencia en la energia son
rs & 44 y ry = 62 con N = 28 para las fases paramagnética y ferromagnética de la
red cuadrada respectivamente; para las mismas fases en la red hexagonal son r, ~ 32
y 7y & 45 con N = 23. Un hecho interesante que puede ser notado en la grédfica 7 es
la existencia de un minimo, muy definido, en las curvas con NV = 4; sin embargo este
punto se hace menos notable a medida que, con N mayores, se extiende la regién de
convergencia. En cada simetria, el minimo se observa en una regién donde la curva
de energia es muy plana, donde el valor de la energia es de & —0.25Ry para la red
cuadrada y de &= —0.33Ry para la red hexagonal. A medida que N crece esta zona
abarca un intervalo de r, mds grande, de tal manera que la regién de presion = 0 se

extiende a valores de r, muy cercanos a los limites de convergencia.

En la tabla V se muestran los valores minimos de N con los cuales se obtiene
convergencia a diferentes valores de r, y en el punto de transicién r,. para los sistemas
con simetria cuadrada y hexagonal. Se muestran también el niimero de sitios de la red
que se reproducen en cada una de las simetrias con este limite. En la tabla se observa
que el nimero de sitios con los que sc alcanza la convergencia es similar en ambas

simetrias.
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Ty ree | 10 |20 | 30

N cuadrada 4 |6 13 | 18

sitios de lared | 81 | 169 | 72% | 1369

N hexagonal 5 |7 15 |21

sitiosde lared | 90 { 168 | 720 | 1386

Tabla V. Valores limites de N y el niimero de sitios correspondientes para diferentes
valores de r,. Con el niimero de sitios indicado se obtiene convergencia en la energia; r;. es

el punto de transicién (4.8 y 3.8 para las redes cuadrada y hexagonal respectivamente).

Para dar conclusiones definitivas del comportamiento de la curva de energia en
la regién del minimo aparente y a densidades mas bajas en lugar de continuar con
el procedimiento de aumentar el nimero de términos en la funcién de estado, con el
consecuente aumento en el gasto computacional, escogimos un camino alternativo que

sera descrito mas adelante.

En la siguiente seccién estudiaremos primero el estado base del sistema con cada una
de las simetrias. Para determinar las transiciones magnéticas del sistema trabajaremos
en cada una de las simetrias con la mejor solucién obtenida (N = 28 para la red
cuadrada y N = 23 para la red hexagonal). Con el objeto de determinar el estado base
del gas de electrones en cada una de las simetrias compararemos las curvas de energia

de las fases paramagnética y ferromagnética.

2 Las transiciones magnéticas

Es conocido [34, 43] que a muy altas densidades (r, = 2} en la aproximacién HF

hay una transicién de onda plana paramagnética (OPP) a onda plana ferromagnética.
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(OPF), por lo que este resultado predice que el gas de electrones 2D a densidades
Ty < 2 es un gas paramagnético y a densidades r, > 2 es un gas ferromagnético. Como
se recordar4, en el capitulo II vimos que en el MJU Ceperley [28] reporta la existencia
de un gas ferromagnético a densidades 13 < r, < 33. Posteriormente este resultado
es corregido por un célculo mds preciso realizado con el mismo método [29]. En este
trabajo, las energias calculadas para las fases paramagnética y ferromagnética son muy
préximas, por lo que no es posible distinguir las transiciones magnéticas del sistema.
En la referencia [27] del MJU tampoco se reportan transciones magnéticas en el gas
de electrones 2D. En esta seccion discutiremos las transiciones magnéticas del gas de
electrones en el MJD. Mostraremos primero los resultados obtenidos para el sistema

con simetria cuadrada.

2.1 La red cuadrada

En la figura 8 se muestran las energias por particula de los estados paramagnético
(curva continua) y ferromagnético (curva interrumpida) obtenidas con N = 28. En
ambas curvas, como vimos anteriormente el punto donde hay un cambio discontinuo
de la pendiente es el punto donde la densidad de carga electrénica cambia de homogénea
a localizada. El estado mds estable, a cualquier densidad r,, es el que tiene la menor
energia. En la figura podemos observar que una transicién magnética y de simetria
ocurre de una OPF a una fase localizada paramagnética a r, = 6.6. En este punto
la densidad de carga electrénica se localiza en una red cuadrada. A bajas densidades
se produce una transicion magnética de la fase localizada paramagnética a la fase

localizada ferromagnética a r, ~ 42. La transicién magnética a alta densidad en r, =~ 2
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de OPP a OPF no se muestra en la figura.
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Fig. 8. Energia por particula de los estados paramagnético (curva continua) y ferromagnético
(curva interrumpida) del sistema con simetria cuadrada. Se observa una transicién magnética

y de simetria en rg; = 6.6, y una transicién magnética en ryo == 42.

El estado base HF de este sistema en el modelo de jalea deformable desde r, =
2 hasta rgy &~ 6.6 corresponde a una OPF. En este punto ocurre una transicién
magnética y de simetria y para valores de ry; < 1y, < 749 el estado base del sistema
es paramagnético localizado. A 7,9 = 42 el gas de electrones presenta una transicién
magnética a un estado ferromagnético localizado por lo que a bajas densidades el estado

base del sistema con simetria cuadrada es ferromagnético.

2.2 La red hexagonal

En la figura 9 tenemos las curvas de las energias por particula en el estado para-
magnético (trazo continuo) y el estado ferromagnético (trazo interrumpido) para el
sistema con simetria hexagonal obtenidas con N = 23. La transicién a altas den-

sidades de OPF a la fase paramagnética localizada en una red hexagonal ocurre a
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r, =~ 4.8. A bajas densidades la transicién de la fase localizada paramagnética a la fase
localizada ferromagnética ocurre a r, = 29. Este valor de r, estd dentro de los limites

de convergencia de nuestra solucion.

-0.24}
-0.26}

Fig. 9. Energia por particula de los estados paramagnético (curva continua) y ferromagnético
(curva interrumpida) del sistema con simetria hexagonal. Se observa una transicién magnética

y de simetria en r, = 4.8 y una transicién magnética en r, ~= 29.

El estado base del sistema de r, & 2 hasta ry; =~ 4.8 es un fluido ferromagnético.
En este punto el sistema presenta una transicién magnética y de simetria. El estado
base de sistema para densidades r,; < r, < rg2 es paramagnético localizado en una
red hexagonal. En 7,5 = 29 el sistema presenta una transicién magnética a un estado

ferromagnético localizado.

Para ambas redes se encontraron varias transiciones magnéticas. En la fase fluida
del sistema, una transicién de un estado paramagnético a un estado ferromagnético. La
segunda transicién es una transicién magnética y de simetria, de una fase homogénea
ferromagnética a una fase localizada paramagnética. Finalmente en la fase localizada

del GE2D, el sistema cambia de un estado paramagnético a un estado ferromagnético.
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Este resultado del M JD contrasta con el resultado del M JU, en el que no se reportan
transiciones magnéticas en el GE2D. A bajas densidades el estado base del sistema es
un cristal de Wigner en la fase ferromagnética. Se encontré un resultado similar para

una red cilbica simple para el GE3D [33] con el modelo de jalea deformable.

3 El estado base del gas de electrones bidimensional

Con el objeto de obtener la simetria cristalina del estado base, comparamos las energias
por particula como funcién de r, de las simetrias cuadrada y hexagonal. En la figura
10 se muestran las energias en el estado paramagnético de los sistemas con simetria
cuadrada (curva interrumpida) y hexagonal (curva continua) calculadas con N = 22
( 2025 y 1518 sitios). En esta figura podemos observar que la energia del estado
base hexagonal es menor que la energia de la simetria cuadrada en toda la regién de

densidades.

—0.22p
-0.24} -
~0.26}
-0.28}
-0.3
~0.32 I
-0.34

e em— m— — .

E[Ry]

Fig. 10. Energia del estado base paramagnético en funcién de r;. Las curvas interrumpida y

continua coresponden a las simetrias cuadrada y hexagonal respectivamente.
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La energia de la red hexagonal obtenida con N = 22 es mds baja que la energia
de la red cuadrada obtenida con N = 28 inclusive. Por lo que el sistema mas estable
corresponde a la red hexagonal. Este resultado coincide con el resultado del sistema
cldsico estudiado por Bonsall y Maradudin [36]. Una conclusién equivalente podemos

obtener al comparar las curvas del estado ferromagnético para ambas simetrias.

-0.26f M
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Fig. 11. Energia del estado base del GE2D. Las secciones de la curva donde el trazo estd
interrumpido corresponden a fases ferromagnéticas del sistema y la seccién de trazo continuo

corresponde a una fase paramagnética. La simetria de la fase localizada es hexagonal.

En la figura 11 mostramos la energia por particula del estado base del gas de
electrones. Las curvas con trazo interrumpido corresponden a la fase ferromagnética y
la curva de trazo continuo corresponde a la fase paramagnética. El sistema presenta una
transicion de simetria en r,; = 4.8, donde la densidad de carga cambia de homegénea
a localizada en una red hexagonal. También presenta tres transiciones magnéticas. La
primera ocurre a muy altas densidades en r,, = 2, en este punto hay un cambio de
un fluido paramagnético a un fluido ferromagnético, esta transicién no se muestra en

la figura. En ry; = 4.8 el sistema cambia de un estado ferromagnético a un estado
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paramagnético y por dltimo ocurre una transicién hacia un estado ferromagnético en
T = 29.

Con el propésito de comparar nuestro resultado para el estado base del GE2D
mostramos en la figura 12 en la regién r, < 20 las energias por particula obtenidas por
distintos autores. La curva de trazo interrumpido muy fino, seguida de un trazo con-
tinuo més marcado corresponde a la energia del estado base del GE2D enel MJD. La
curva de trazo interrumpido y la curva de trazo continuo mas suave corresponden a las
energias de un fluido paramagnético obtenidas en el MJU con el método Monte-Carlo
[29] y con funciones base correlacionadas [27] respectivamente. Los puntos correspon-

den a la energia de una red cuadrada centrada en la cara (CCC) [35].

Fig. 12. Energias por particula del estado base del GE2D. Las curvas de trazo interrumpido
largo y trazo continuo corresponden a un fluido en las referencias [29] y [27) en el MJU, la
curva de trazo interrumpido corto seguido de un trazo continuo grueso corresponde al estado

base en el MJD y los puntos a una red CCC [35].

En el MJU se predice una fase fluida paramagnética en la regién de densidades
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que se muestra en la figura 12. Con el método Monte-Carlo se obtiene una transicién
del fluido a una red hexagonal en r, = 37. A altas densidades, donde se espera que
las correlaciones sean importantes, las curvas obtenidas con el MJU, en calculos que
incluyen correlaciones, estdin ~ 0.04Ry abajo de la obtenida con el modelo de jalea

dcformable. A r, > 5, en plena fase localizada, esta relacién cambia notablemente.

4 La densidad de carga electrénica

Conociendo los valores de los coeficientes de la funcién de estado del sistema, se puede
calcular con la ecuacién (39) la densidad de carga o densidad electrénica, normalizada
a la densidad de onda plana, para cualquier distancia entre particulas. Consideremos
los cambios en la densidad de carga cuando en el sistema ocurre una transicién de
simetria. La densidad de carga tiene una distribucién uniforme a r, < 7,. y en el punto

de transicion comienza a notarse la corrugacion.

Fig. 13a. Densidad de carga centrada en una red hexagonal para el punto de transicién.

En la figura 13a se muestra la densidad de carga del sistema con simetria hexagonal
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a la densidad de transicién, r,. = 3.8 para el estado paramagnético y r,. = 5.4 para
el estado feromagnético. En esta figura podemos observar que la densidad pasa de ser

homogénea a una densidad corrugada con simetria hexagonal.

100

19455 0 100

Fig. 13b. Densidad de carga en r, = 20 para la fase paramagnética hexagonal y r; = 28.2

para la fase ferromagnética hexagonal.

100

~1%%50 ] 100

Fig. 13c. Densidad de carga en r, = 20 para la fase paramagnética cuadrada y r, = 28.2

para la fase ferromagnética cuadrada.
Las figuras 13b y 13c¢ son vistas superiores de la densidad de carga en r, = 20 para
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la fases paramagnética y r, = 28.2 para la fase ferromagnética de los sistemas con
simetrias hexagonal y cuadrada respectivamente. Notese que la densidad electrénica
para estos valores de r, estd muy localizada de acuerdo a la hipdtesis de Wigner, en
contraste con la densidad electrénica a r, mds pequeiias donde la localizacién es del
tipo de ondas de densidad de carga. En ambas figuras puede notarse claramente la
estructura de la red. El periodo de la densidad de carga a lo largo de un eje de
corrugacién es de L = 2.56r, para la red hexagonal y de L = 2.23r, para la simetria

cuadrada.

5 La estabilidad de la jalea deformable

Para estudiar la estabilidad del sistema es necesario alcanzar la convergencia en la
encrgia en un amplia region de densidades. Una forma de extender la regién de con-
vergencia es incrementar el nimero de términos del desarrollo de la funcién de estado;
pero como hemos visto, la convergencia se vuelve mas lenta a medida que r, incre-
menta, por lo que en lugar de continuar con este procedimiento, analizamos el compor-
tamiento limite realizando una extrapolacién en N a muy bajas densidades, evitando
de este modo elevar el costo computacional. Se puede determinar la calidad del ajuste
en términos de x?, calculada a partir de las diferencias entre la energia extrapolada y

la energia calculada a distintos valores de r,.

Para la expansién usada en el sistema con la simetria cuadrada con N = 28 se
obtuvo una buena convergencia en la energia del estado paramagnético para valores de
r, hasta 44. Un hecho interesante de la curva con N = 28 es que revela la existencia
de un minimo en la regién de bajas densidades a r, = 43. En el caso ferromagnético la

region de convergencia se extiende hasta r, &~ 62 y el minimo aparente se encuentra en
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r, =~ 61. Con una extrapolacién podemos determinar si la regién, de presién nula, donde
se encuentra este minimo se prolonga hasta densidades muy bajas. La forma funcional
de la dependencia de la energia con N [9] para el sistema con simetria cuadrada a r,

fija estda dada por

N
BN) = B(o)ean [ esp(r. (2 ) (41)

donde p, es un polinomio de grado r con coeficientes ajustables. Esta forma corresponde
al mejor ajuste [44] para el rango de valores de N, desde 0 hasta 28 con una r = 3.
Esta forma funcional fue utilizada para extrapolar a grandes valores de N. Los valores

de x? para este ajuste varian entre 107 para r, pequefias y 107° para r, > 60.

-0.05
— -0.1
&
@ ~0.15}
-0.2
-0.25bL .
0 5 10 15 20 25 30

N

Fig. 14. Ajuste de la energia por particula como funcién de N. Las curvas corresponden a

rs = 20, 30,40,60 y 80. La curva mds arriba corresponde a la r; mis grande.

El resultado de la extrapolacién se muestra en la figura 14 para la fase para-
magnética para diferentes valores de r,. Comenzando de arriba hacia abajo tenemos
las curvas para r, = 80,60,40,30 y 20. La extrapolacién confirma la existencia de un

minimo en la fase paramagnética en la region 38 < r, < 48. La energia extrapolada
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es muy cercana a —0.25 Ry en el minimo. Para la fase ferromagnética se obtiene un

resultado equivalente en la regién 54 < r, < 68.

En la figura 15 se muestran las energias por particula de los estados paramagnético
(trazo interrumpido) y ferromagnético (trazo continuo) para la simetria cuadrada. La
curva de trazo interrumpido mds corto representa la energia paramagnética extrapolada
y la curva de trazo mas largo es la energia paramagnética obtenida con N = 28. Las dos
curvas se separan para r, > 44. La curva continua de trazo menos grueso representa la
energia de la fase ferromagnética extrapolada. Esta curva se separa de la curva de la
energia ferromagnética con N = 28 a r, > 65. En la figura se puede observar que en la
fase ferromagnética la region de presion 0 se extiende hasta r, = 61. La extrapolacién
nos muestra que a muy bajas densidades el estado base es un cristal de Wigner en la

fase ferromagnética.
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Fig. 15. La energia por particula del estado base del sistema con simetria cuadrada. Las
curvas continuas corresponden a la fase ferromagnética y las curvas de trazo interrumpido a
la fase paramagnética. Las curvas de trazo suave y de trazo corto corresponden a las curvas

extrapoladas de las fases ferromagnética y paramagnética respectivamente.
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A partir de la ecuacién de estado E(r,) calculamos el orden de la transicién de la
fase fluida a la fase localizada y la compresibilidad del sistema. El orden de la transicién
se determina a partir del comportamiento de la curva de energia por particula en el
punto de transicién y del comportamiento en este punto de la primera y la segunda
derivada de la energia En las figuras 16a y 16b se muestran la primera y la segunda

derivada de la energia.
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Fig. 16a. Primera derivada de la energia.
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Fig. 16b. Segunda derivada de la energia.
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El criterio termodindamico para determinar el orden de las transiciones estd basado
en el comportamiento de la energia libre de Gibbs con respecto a la temperatura.
En nuestro caso podemos utilizar un criterio semejante para determinar el orden de la
transicion de simetria, estudiando la variacion de la energia con respecto del parametro

de densidad r,.

Como se ha podido observar en las curvas de la energia, en el punto de transicion de
simetria (r,, = 4.8 para la red cuadrada) la energia por particula tiene el mismo valor
en la fase fluida y en la fase localizada. En el punto de transicién la primera derivada
presenta un cambio discontinuo finito, como en las transiciones de primer orden, de
acuerdo a la clasificacién de Eherenfest [45]. El comportamiento de las curvas de la
simetria hexagonal es anilogo. Nuestro resultado contradice a la referencia [30}, en
el sentido de que en ese trabajo se supone que la transicién a la fase corrugada en el

GE2D es de segundo orden.

En la literatura se han reportado valores negativos para la compresibilidad del gas
de electrones en el M JU, por este hecho se ha asociado la jalea uniforme a un reservoir
de presiéon positiva. No obstante también se han reportado valores positivos de la
compresibilidad a densidades metalicas en un sistema en 3D con el modelo de la jalea
estabilizada {42}, en el cual se considera la repulsion electréstatica entre las cargas de
la jalea y la interaccidn entre los electrones y un seudopotencial que estabiliza la jalea.
En este trabajo calculamos la compresibilidad de la jalea deformable con la ecuacién
(40) a partir de la ecuacién de estado paramagnética F(r,) del sistema con simetria

cuadrada.

La compresibilidad inversa en funcién de r, se muestra en la figura 17. En la
figura podemos observar que la compresibilidad es negativa para 2.2 < r, < 4.8. Este

es el resultado correspondiente a la solucién de ondas planas, que como vimos es la
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solucién autoconsistente en el MJD en csta region de densidades. La anomalia en la
compresibilidad es corregida en el modelo de jalea deformable después del punto de
transicién. Este resultado contrasta con la compresibilidad obtenida en el MJU la

cual es negativa para r, > 2.03 [29].

kO/k

5 10 15 20 25 30 35 40

r
s

Fig. 17. La compresibilidad x9/x en el MJD como funcién de r,. La anomalia de la

compresibilidad en el M JU es rectificada para r, > 4.8 i.e. después del punto de transicién.

6 Comparacion del modelo con resultados experi-

mentales

Una caracteristica notable que tiene el estudio de los sistemas de electrones en dos
dimensiones es que en los laboratorios ha sido posible la construccién de estos sis-
temas tanto en el régimen clasico como en el régimen cudntico. Esta condicién brinda
la posibilidad de contrastar los resultados de los modelos tedricos con los resultados
experimentales. Con el proposito de comparar los resultados tedricos con los datos ex-

perimentales presentaremos en dos tablas separadas datos experimentales disponibles
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y los cdlculos tedricos de las densidades criticas a las que se presenta la transicién de
Wigner. En la la tabla VI se muestran los distintos sistemas experimentales en los
que se ha detectado un cristal de electrones a campo magnético cero. La densidad del
gas de electrones y la temperatura a la cual se trabaja con el sistema determinan el
comportamiento cldsico o cuantico. En la segunda columna se muestra el intervalo de
densidad o la densidad promedio con la que se trabaja el sistema en el laboratorio.
En la dltima columna estdn las referencias de donde fueron tomados los datos. Las

densidades estdn dadas en particulas por em~2.

sistema densidad | transiciéon | T K régimen | ref.
helio 10°—10° [3x 10® |.35—~.65 |cldsico |{[7]

lelio—Si0, | 10! 13 x10M | 1.2 cudntico | [17]
silicio 3 x 101 | =~ 10! .05 cudntico | [46]

stlicio—2 | 1x 10" |1x10'" |.025— .05 | cudntico | [25]

silicio—35 | 1x 10t | .8x 10! | .025— .05 | cuantico | [25]

Tabla VI. Sistemas experimentales en los que se ha reportado un cristal de electrones a campo

magnético cero.

La comparacion de la jalea deformable con el experimento no es directa ya que en
las situaciones reales descritas en el capitulo I y los sistemas descritos en la tabla VI,
la carga clectronica esta separada espacialmente del fondo. En el gas de electrones
que se forma en la interfase de un semiconductor y un aislante, la carga que neutraliza
el sistema permanece en el semiconductor en forma de huecos; por otro lado la carga
que neutraliza a los electrones sobre la superficie del helio liquido esta depositada en

una placa metdlica que se encuentra sumergida en el helio, mientras que en nuestro
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modelo el gas de electrones estd inmerso en el fondo de carga positiva; sin embargo uno
puede esperar que en los sistemas reales el fondo neutralizante sobre el cual la carga
electrénica estd colocada reaccione al comportamiento de la densidad de carga [9]. En
todo caso la jalea deformable podria simular este comportamiento mas adecuadamente

que el modelo de jalea uniforme.

Para comparar el punto de transicion con los resultados experimentales obtenidos
a campo magnético cero en un MOSFET de silicio, es necesario llevar nuestro mo-
delo mas alla de la aproximacién Hartree Fock. La correccidon consiste en reescalar la
energia y el radio de Bohr en términos de la masa efectiva del electrén y la constante

. . . . . * 2
dicléctrica para este material. Este escalamiento es Ef = (2-)Ep con Ep = -y

ay = (£Z)ag donde ap = ﬂ’::z Usando estas ecuaciones relacionamos los resultados
obtenidos en este trabajo para la transicion de la fase homogénea ferromagnética a
la fase paramagnética localizada con los datos experimentales para las muestras mas
puras de silicio. Tomando los valores conocidos para el siliciode m* =0.2my e = 7.8
podemos calcular la densidad de transiciéon de la fase fluida a la fase localizada con
un parametro de red a = 2.56r,.a; para la simetria hexagonal y a = 2.23r,.a} para la

simetria cuadrada.

En la tabla VII mostramos las densidades de transicién para el GE2D en nimero
de particulas por cm? obtenidas con diferentes modelos. Las predicciones de . fueron
realizadas en el M JU con calculos Monte-Carlo variacional y funcionales de la densidad
(F D}; calculos variacionales con funciones de Wannier y en este trabajo con el MJD.
Los tipos de redes considerados son: hexagonal y cuadrada. Las densidades de tran-
sicién fueron calculadas haciendo el escalamiento con la masa efectiva y la constante

dieléctrica del silicio.
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simetria Monte-Carlo | FD Wannier | HF — MJD
hexagonal | 5.5 x 10° 7.3 x 10° 1.9 x 101
cuadrada 1.1 x 10! 1.4 x 101
Referencia (29] (31] (35] [9]

Tabla VII. Densidad a la que se presenta la transicién a la fase localizada, obtenidas con
el MJU y el MJD para las redes cuadrada y hexagonal. Todas las densidades se dan en

mimero de particulas por em?2.

Como puede observarse en las tablas VI y VII, las densidades de transicién cal-
culadas con el modelo de jalea deformable estdn dentro del orden de magnitud de los
resultados experimentales del GE2D en un MOSFET de silicio n = 8 x 10¥0cm—2
para las muestras més ordenadas de Si—5y n & 10'cm™2 para el Si— 2 [25]. Este es
un excelente resultado para el modelo de jalea deformable. Nétese que las densidades
de transicion experimentales son menores que las densidades de transicién calculadas
en este trabajo (1.9 x 10 para la red hexagonal y 1.4 x 10! para la red cuadrada
a T = 0), lo cual es consistente con el diagrama de fases de Peeters y Platzman [18]
mostrado en la figura 2 del capitulo I, donde se puede apreciar que la cristalizacién de

Wigner a T = 0 ocurre a una densidad mayor que la cristalizacién a T # 0.
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Conclusiones

Hemos visto que al considerar en el MJD la respuesta del fondo a los cambios de la
densidad electrénica, este modelo introduce efectos de correlacién estdtica producidos
por la deformacién de la jalea que permiten corregir resultados anémalos atribuibles
al MJU. En relacién con otros métodos que utilizan Hamiltonianos diferentes o fun-
ciones de estado distintas en cada una de las fases del sistema, el método que hemos
utilizado tiene la virtud de describir de una manera unificada el sistema en una extensa
regién de densidades, con la ventaja adicional de que en el desarrollo de la funcién de
estado es posible describir cualquier tipo de simetria de una red en 2D. Por otro
lado con nuestros cilculos podemos establecer el numero minimo de sitios de la red
que es necesario considerar para determinar las propiedades del sistema a una r, dada

independientemente del nimero de términos en el desarrollo de la funcién de estado.

La transicion del estado homogéneo al estado localizado se presenta de una manera
muy natural en el calculo autoconsistente. En la curva de energia por particula como
funcién de la densidad este cambio se manifiesta con una discontinuidad en la primera
derivada en el punto de transicién, que de acuerdo a la clasificacién de Ehrenfest
caracteriza a las transiciones de primer orden. En las superficies de la densidad de
carga la transicion se presenta como una corrugacién que inicia suavemente en el punto
de transicién, localizandose a bajas densidades como en un cristal tipo Wigner. De
la comparacidn de las energias por particula para las simetrias cuadrada y hexagonal
podemos concluir que la simetria del estado base del gas de electrones después del
punto de transicién es hexagonal. En nuestro calculo las energias por particula de
las fases paramagnética y ferromagnética estin claramente diferenciadas, por lo que

observamos la existencia de varias transiciones magnéticas, a diferencia del resultado
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obtenido con el MJU, en el que no es posible distinguir transiciones magnéticas en el

GE2D.

La inclusién de parametros caracteristicos de sistemas reales en nuestro modelo, nos
permite comparar con resultados experimentales. Con esta modificacién obtuvimos un
valor para la densidad de transicién que compite favorablemente con los resultado
obtenidos con otros modelos y estd dentro del mismo orden de magnitud que las densi-
dades de transicién experimentales. Este resultado apoya la idea original de Wigner de
que es la competencia entre la energia cinética v la energia potencial la que determina
la cristalizacidn del gas de electrones. En un cilculo futuro se podrian determinar los
efectos de las correlaciones y la temperatura en las propiedades del sistema, siguiendo

la misma técnica empleada en este trabajo.
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permite comparar con resultados experimentales. Con esta modificacién obtuvimos un
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la misma técnica empleada en este trabajo.
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