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A Bernardo y Emiliano 

"¿Acaso no puede describirse la música 
como una matemática de los sentidos y la 
matemática como una música de la 
razón? De este modo el músico siente 
la matemática. el matemático piensa la 
música .. recibiendo cada uno del otro 
su consumación cuando la inteligencia 
bumana, elevada a su tipo de perfección, 
resplandezca glorificada en algún futuro 
Mozart-Dirichlet o Beethoven-Gauss, 
¡unión prefigurada ya con claridad en el 
genio y la obra de un Helmholtz!" 

James Joseph Sylvester 
(en un articulo sobre la regla de Newton 
para el descubrimiento de raices imagina­
rias en las ecuaciones algebraicas) 
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INTRODUCCIÓN 

El presente trabajo se desarrolla en base a la obra The ToposofMusic (designada como ToM de aquí 

en adelante) del matemático y músico suizo Guermo Mazzola, todavía sin publicar, y de la cual la autora 

de esta tesis tiene el honor de ser colaboradora. Dicen MacLane y Moerdijk en el prólogo de Sheaves in 

Geometry and Logic [MacMo J que" A startling aspect of topos theory is that it unifies two seemingly 

wholly distinct mathematical subjects: on the one hand, topology and algebraic geometry, and on the 

other hand, logic and set theory". Parafraseando a estos autores, se diría que una aspecto asombroso de 

la Teoría Matemática de la Música (TMM en 10 consecuente) es que unifique la Teoría de Topos Gunto 

con la Topologia, la Topología y la Geometría Algebraicas,la Troría de Grupos y la de Módulos. etc.) y la 

Computación como ciencia, con la Música. La Música es un fenómeno multifacético y, si bien es cierto 

que se relaciona con manifestaciones emocionales y psicológicas, de manera similar consiste en aspectos 

fisicos y estructurales. Este último aspecto está implícito en todo el desarrollo de la presente tesis. 

En el primer capitulo, como su nombre lo indica, se trazará el origen del Denotador hasta negar a 

su defmición fonnal y su clasificación en Denotadores regulares y circulares. 

El segundo capítulo se concentra en la construcción de la categoría de composiciones locales que, 

fmalmente, abarca los Denotadores que nos interesan. Cabe hacer notar aquí que la Teoría de Denota­

dores, y toda la perspectiva funtoriaJ. surgió como respuesta a ciertas limitaciones para la operacional-

ización de la TMM: que se presentaron cuando, como en ocasiones anteriores, se había trabajado con lo 

que aquí llamamos composiciones locales objetivas. 

En el tercer capfntlo se aportan ejemplos tomados de la TMM, y se presenta el Denotador TraWnerei 

de Fonna PiaflOscore que fue construido por la autora de esta tesis para tener Wl Denotador bastante com-

pleto y poder hacer matemáticas con él. En este ejemplo se trabaja con todos los tipos de Fonnas (y, por 
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ende. Denotadores) más una Forma circular, cuya existencia se prueba. El mismo lenguaje que se acaba 

de usar, con sus plurales que indican Fonnas y Denotadores como partes componentes de un Denotador y 

Forma en particular, nos devela el concepto de recursividad, tal vez WlO de los más importantes en todo el 

marco teórico sobre el que descansa el Denotador. El ejemplo se presenta en denoteX, que es tul formato 

universal, estandarizado y comunicable a todo editor de textos. Actuahnente Thomas Noll y su equipo 

de la Berlin Technische University, están desarrollando traducciones para convertir denoteX en LaTeX, 

Mathematica, etc., así como herramientas para Mathematica. 

Con la excepción del Lema 11.3.2, el Thorema 11.3.8, la Proposición H.4.S y el Teorema n.S.l con 

su corolario, todas las demás pruebas son de la autora de la tesis y, en los números mencionados, se 

intentó desglosar las demostraciones con pasos agregados, etc. Nonnalmente las proposiciones surgen 

de afmnaciones o ejercicios del ToM que no son demostrados. 

La notación es la original de ToM que, si bien se requiere de un poco de práctica en un principio 

para "traducirla" a la notación usual de la Teoría de Topos y de Categorías, tiene su propio encanto ipor 

lo menos para quien esto escribe! Lo fundamental es entender el uso del signo "@". Por ejemplo ModO 

es la categoría de funtores contravariantes Fu : Mod --t Sets, (donde nos basamos en el axioma de 

MacLane y podemos considerar a Sets como un universo que contenga a Mod). A@FesF(A),osea,la 

evaluación del funtoren la dirección ("at" the address) A, donde A E Mod. En la sección 1.2 se explica 

esta notación. Asimismo, para entender la notación y conceptos estándares de aplicaciones básicas de la 

TMM (la escala cromática como isomorfa a Z12, etc.) véase la tesis de licenciatura de la autora. [MM] 

Otro aspecto que habría que remarcar es el uso del inglés, especialmente en el Denotador 1raumerei 

así como en otros ejemplos del capítulo III. Lo que sucede es que la TMM es un proyecto internacional 

y ToM cuenta con 13 colaboradores cuyos idiomas son el alemán. italiano, francés, inglés y español. El 

inglés se emplea como el idioma Wliversal de este proyecto, independientemente de los idiomas partic­

ulares de los participantes (que en su mayorla es el alemán). De manera similar, se respetó el uso de 

mayúsculas para los conceptos Fonna y Denotador, así como para el nombre de la Forma (NF). 
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Finalmente, se hará mención de los dos apéndices. El primero es un resumen de los elementos fun· 

damentales de la Teoría de Topos que se tendrían que manejar para poder entender esta tesis. El segundo 

pretende ser una breve reseña de la motivación filosófica, científica y hwnanística de esta aventura del 

conocimiento que es la TMM. 
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CAPÍTULO I 

LA GÉNESIS DEL CONCEPTO DE "DENOTADOR" 

I.I El "Encicloespacio" y Formatos Universales de Conceptos 

El conocimiento consiste en dos elementos fundamentales: información y organización mentaL La 

infonnación sola, sin un sistema de "'coordenadas n que permita ubicarla y recogerla cuando sea necesario, 

no es conocimiento. Por este motivo, el paradigma de la información puramente digital, Z2. ({ 0, l}. "off" 

y "on". etc.) nada tiene que ver con el conocimiento. Así es que se precisa un sistema de conceptos que 

provea un método completo de "navegación" y que funcione en un espacio de conceptos exhaustivo. El 

problema estriba en" ... cómo realizar una arquitectura tal de conceptos sin perder rigor y confiabilidad". 

[ToM,cap.5] El Denotador pretende ser la solución a este planteamiento. 

El Encicloespacio se plantea como la actualización del concepto tradicional de enciclopedia, ori­

ginalmente desarrollada por Diderot y D'Alembert en el Siglo de las Luces. Can el advenimiento de la 

computadora personal esta actualización exige un dinamismo en la estructuración de datos en el espa­

cio tiempo, en contraposición al contexto estático de antes. así como una relación interactiva con esta 

estructuración de información. Asimismo, el orden alfabético de la enciclopedia clásica, adecuada para 

sus volÚIl1enes de textos, se generaliza a la orientación que impone la navegación. En este sentido, el 

orden alfabético de la enciclopedia de la sala tiene que ser complementado por órdenes relacionados con 

presentaciones de datos que no son textos (espacios geométricos, colecciones de conjuntos, etc.). 

La navegación tiene dos vertientes: navegación receptiva. más apegada a la enciclopedia clásica, 

en que el Encicloespacio no se modifica, y navegación productiva, donde hay interacción con el Enci­

cloespacio y se agrega conocimiento al ya existente. 
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Hay tres características de la enciclopedia que son, realmente, principios de la tipología de for­

matos universales de datos: unidad, completez y discursividad. A cada uno de estos principios hay un 

aspecto que le corresponde al Denotador. La unidad en la creación de conceptos se realiza por medio de 

construcciones reclU'Sivas; la completez se logra por la ramificación extensiva de estas construcciones y 

la discursividad se tiene por la libre construcción y recombinación de Denotadores. En contraposición 

a los sistemas comunes de bases de datos, en el trabajo con denotadores no hay ningún conjunto fijo de 

posibles construcciones. 

1.1 No(acióo 

Sea Mod la categoría que tiene como objetos todos los módulos izquierdos, AM, sobre todos los 

anillos A, asociativos y con unitario. Estos módulos también pueden ser el conjunto vacio, a diferencia 

de la categoría usual de RMod. Los morflSmos forman el conjunto de transformaciones diafmes et . f 

donde f es dilineal (consiste en una pareja "compatible" de homomorfismos de anillos y módulos (p, u). 

[véanse Mac., p.3S. Sol, p.280-811 y et es una traslación en N E Mod. Aquí la ees una forma cómoda 

de notación y no tiene que ver con la función exponencial. As! es que (et . f)(m) = ¡(m) + t con 

m E M, f(m),t E N (no especificaremos el anillo) .. 

ModO sera la categoría de funtores contravariantes de la categoría Mod a la categoría de conjun-

tos: 

Fu ; Mod _ Sets. 

Asimismo, para todo Fu E ModO un módulo M del dominio de Fu se llamará lUla dirección de Fu, 

y un morfismo de módulos f : M _ N se llamará un cambio de dirección. I @M son los f'i.mtore.s 

Mod(_, M), y M@Fudenotael valor de Fu (en Sets) en la dirección M es decir, Fu(M). 

Sabemos que ModO es un Topos [véase Introducción; también véase Apéndice 1 para Teoría de 

Topos], siendo una categoría de pregavillas. Por lo tanto Moda tiene un clasificador de subobjetos que 

denotaremos, como de constumbre, por n. 

lAqulla palabra "din:cci6n& debe entenderse como ~addrcss· en inglés. 
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Cabe mencionar que las construcciones que se realizarán en los capítulos I y JI, con la excepción 

del producto fibrado en Loe (la categoría de composiciones loca/es que construiremos en el capítulo rI), 

no recurren a la especificidad de Modo, es decir, a la categoría Mod, y podrían, en Wl momento dado, 

generalizarse a una categoría de pregavillas cualquiera. 

1.3 Formas 

Antes de defmir la Categoría de Formas, hay que advertir que la recursividad es parte indisolu· 

ble tanto de Formas como de Denotadores. Una Fonna se defme en función de ooa Forma previa. o de 

la Forma previa se desprende lUla Forma nueva. Esto queda claro en el ejemplo del Denotador para el 

TrAumerei de Robert Schumann, construido en el Capitulo IIl. Se sugiere estudiar esta aplicación elernen-

tal antes de continuar con la formalización de los conceptos. 

Definici60 3.1 Una Forma F es una lista de cuatro elementos, (NF, TF, CF, IF) donde 

(i) N F es Wla cuerda de caracteres ASCII llamada el Nombre de la Forma; 

(H) T F es uno de los símbolos: 

l. Simple, 

2. Syo, 

3 Power, 

4.Limit, 

5.Colimit, 

llamado npo de la Forma; 

(iii) CF es WlO de los siguientes objetos: 

l. Para SílllpIe, eFes tul módulo, 

2. Para Syo y Power, CF es una Forma, 2 

3. Para Limit y Colimit. CF es Wl diagrama de Fonnas,3 

2Aqul se comienza a ver la recursividad en la defmición. 

3EI diagrama de Formas es un diagrama en la calcgorla MrxJO. donde los vtrticcs son 10.5 funtorcs. Fun(F), de la Forma 
F en particuI .... De hecllo. 10.5 morflSlTlOS en la cateogor:la de Formas son 10.5 morflSlIlos (transformaciones natWllles) entre los 
funlDrcs Fun(F). 
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llamado el Coordinador de /a Forma, 

(iv) IF es un monomorftsmo defuntores, IF: Fun(F) -+ X, IF E Mod@,cuyocontradominio 

x se relaciona con T F de la siguiente manera: 

1. Para Simple,. X = @M,donde M es el Coordinador de la Forma~ 

2. Para Syn. X = Fu.n(CF) , (o sea, el funtor del Coordinador de F que es, asu vez, una Fonna); 

3. Para Power; X = nFun(CF) , (o sea, el objeto potencia P(Fun(CF», correspondiente al objeto 

Fu.n( C F} E ModO, que es una generalización del conjunto potencia en Sets, véase Apéndice 1). 

4. Para Limit, X = Limit(D), donde D es un diagrama de Fonnas; 

5. Para Colimit, X = CoLimit(D). 

1 F se llama el Identificador de la Forma. Su dominio Fun(F) es elfuntor de /a Forma, también 

llamado elfuntor del espacio de la Forma. 

La Forma se denotará en este texto así: 

NFIlTF(CF), 

aunque el formato universal, llamado denoteX y formulado por la autora de este trabajo junto con Guerino 

Mazzola y Thomas Noll, se explica en el capítulo 3. 

1.4 Denotadores 

Antes de dar la defmición de Denotador, cabe mencionar el siguiente hecho. La Fonna debe en­

tenderse, de manera intuitiva, como el espacio donde vive el Denotador. A su vez, el Denotador debe 

concebirse como un p\U1to en ese espacio, ¡si bien este punto lleva su espacio consigo! Asimismo, la 

defmición de Denotador también tiene una estructura recursiva, similar a la defInición de Forma (y que 

se plasma en los ejemplos del capítulo 3) 

Definición 4.1 Sea M E Mod. Un Denotador con dirección M es una lista de tres elementos, 

(ND,FD,CD) donde: 

(i) N D es tma cuerda de caracteres ASClI,llamado el Nombre del Denotador; 

(ii) FD es una Forma. la Forma del Denotador; 
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(jii) CD es un elemento de M@Fun(FD) y se llama las Coordenadas (plural) del Denatador. 

Cabe enfatizar, asimismo, que la Forma de un Denotador abarca toda la información recursiva acerca 

de él. De hecho, es el fimtor de la Forma, Fun(FD), que determina las Coordenadas del Denotador. 

\éamos ahora las Coordenadas, CD, que son el "punto", o sea, el funtor de la Forma evaluado en 

la dirección M. Como cada Fonna tiene su tipo T F, Y a cada tipo le corresponde un Identificador I F, 

podemos exhibir la clase de objetos de las coordenadas cuando éstas corresponden a una Fonna dada. 

As! es que, 

(i) cuando tenemos una Forma de tipo Simple, sabemos que su Coordinador C F es un módulo N. 

üe esta martt:ra, las Cou¡uellaúas e D ,)1; iJeutir.'d.li, ¡JOI 1i.J~i() Jd ;d.~ilti5cadur I F, evD uro demcnt0 de 

M@N, o sea, una transfonnación diarm de módulos, Mod(M, N). Es importante señalar que podemos 

tener la llamada "dirección cero", con M = Oz. En este caso Mod(O, N) s:: N. 

(ii) En el caso de Sya, CD corresponde a un elemento de M@Fun(C(FD)),osea,elfuntordel 

Coordinador de la Forma del Denotador, evaluado en la dirección M. 

De aquí en adelante, usaremos F para designar F D, la Fonna del Denotador. 

(iii) Las Coordenadas e D correspondientes al TF Power se identifican con un subfuntor de 

@M x Fun(CF), 

ya que hay un isomorfismo 

M@nFun(CF) '" Subluntore.(@M x Fun(CF)). 

'kamos esto con más detalle (también consúltese Apéndice 1). 

Primeramente, sabemos que en un topos de pregaviUas como ModO existe una biyecciÓD entre el 

conjunto de cribas n(M) y los subfuntores Mod(_, M), y que el clasificador de subobjetos en este topos 

es True ; 1 -+ n. También tenemos el funtor de Yoneda. @ : M --+ AJO que es pleno y fiel, más la 

existencia de objetos potencia en cualquier topos. 

Por otro lado,recordemos que 1) Fun(CF) E Mod°,2) NOM = Mod(N,M). \éamos cómo 

el conjunto potencia 2MOFu en Sets da lugar a un funtar 2Fu E ModO (para cualquier 
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Fu E ModO) defmido por M@2Fu = 2MOFu . Probemos que 2Fu efectivamente es un funtor. 

Proposición 4.2. 2Fu es un funtor contravariante. 

Demostración: 1) A cada objeto M en Mod, 2Fu le asigna el objeto M@2Fu = 2MOFu en 

Sets, o sea, el conjunto potencia de M@Fu. 

2) A cada morfismo u : N __ M en Mod le corresponde un morfismo u@2Fu en Sets que lleva 

s e M@Fu (que, a su vez, es un elemento de 2MOFu) de 2MOFu a (u@2Fu )(S) = (u@Fu(S) E 

2NOFu . 

3) Si 1) : L -+ N es un morfismo en Mod, con ti el mismo que en 2), u o v en Mod da lugar a 

en Sets de la siguiente manera: 

Así es que 2Fu es contravariante. 

De hecho, 2Fu es la composición de Fu : ModOP __ Sets y el funtor conjunto potencia covariante 

2- : Sets __ Sets. 

Finalmente, recordemos que (Apéndice 1): 

M@nFunICF)"Nat(@M,nFunICF))"Nat(CMxFun(CF),n). 

De esta manera, si {S} son los subfuntores de@M x Fun(CF), hay un isomorfismo 

el cual se puede ilustrar en el siguient diagrama de producto fibrado: 

S _ @M x Fun(CF) 

1 1 1 _ n 

Por otro lado, sean Fun(F) E ModO y S E M@2 Fu,:,(F). Entonces S E 2MOFun(F) y, por lo 

tanto, S e M@Fun(F). 
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Definición 4.3 A cada S E M@2 F1In(F) le asociamos un subfuntor S '---o @M x Fun{F) definido 

como sigue. Para otro módulo N. 

mJS = {(u E N@M,vEN@Fun(F)),vE (u@Fun(F))(S)) 

Entonces, para cualquier morfismo q: N ~ L, tenemos que q@S = q@M x q@Fun(F)'S{Lr 

Proposición 4.4 S es un funtor contravariante. 

Demostración: Debemos mostrar que, si S : Mod -1 Sets, 

(a) a cada objeto N E Mod, S le asigna un objeto SeN) en Sets. Pero, para N E Mod, 

S( N) = N@S E Sets, 

con 

N@S e N@M x N@Fun(F), 

y elementos (u, v). 

(b) A cadamorfismo (q: N -1 L) en Mod, S le asigna un morfismo S(q) en Sets. Pero si 

entonces 

q:N_L, 

para (x,y) E L@S, S(q)(x,y) = (q@Mxq@Fun(F))(x,y) 

(xq,q@Fun(F)(y)) 

(xq, (q@Fun(F)(x@Fun(F)(z)), z E M@Fun(F) 

(xq,xq@Fun(F)(z)) E N@S 

\éamos WlOS diagramas para fijar ideas: 

N N@S ~ N@M x N@Fun(F) 
q ! qOs t qOM T qOF~n.{F) 

L L@S ~ L©M x L@Fun(F) 

L L@Fun(F) 
%! T~Fun.(F) 

M M@Fun(F) 

(e) Sear: L:-I K en Mod tal quer o q: N - L - K. Entonces, 

S(roq) = (roq)@S 
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(roq)@Mx(roq)@Fun(F)'KOS 

q@Mor@M x q@Fun(F) o r@Fun(F)'KOS 

S(q) o S(r) 

Así es que, S es contravariante. 

(iv) Para el TI Limit, el Denotador correspondiente consiste en listas especiales en el producto de 

todos los M@Fun(Fi) E Sets. Otra vez, veamos con más detalle este desarrollo. 

Supongamos que el diagrama de Fonnas tiene vértices F" (con Fi. una Fonna) y funtores Fun(F,} 

correspondientes a cada Fí. Asimismo, Ji es una flecha en el diagrama y m(f¡,) una transformación 

natural. Cuando hay un cambio de dirección en Mod tenemos: 

y, en una dirección dada, vemos 

MOh, ./ 

M@Fun(Fi ) 

M M@Fun(Fi ) 
¡ ¡lo 
N N@Fun(Fi ) 

M@Fun(F) = Limit(D) 

MOm(h) 
~ 

'\. MOhj 

M@Fun(F;) 

De hecho, cuando la dirección es fija sabemos, por la construcción clásica dellfmite en Sets, que: 

M@Limit(D) = M@Fun(F) = ((Xi) E TI M@Fun(Fi),M@m(fi)(Xi) = x;, V/; E D}, 

el cual se ve así en el caso de dos vértices: 

M@Fun(F) = M@Limit(D) 
MGh, ./ ! '\. MOhj 

M@Fun~ ~ M@Fun(Fi ) x M@Fun(Fj) ~ M@Fun(Fj ) 

---------~~~------~ MOm(/.J 

Así es que vemos que los Denotadores correspondientes a una Fonna con T F Limit, cuando tienen 

una cfuección fija están relacionados canónicamente con el producto. 

(iv) Finamente, tenemos el Denotador correspondiente al TF Colimit. Aquí también tenemos un 

diagrama de Fonnas y, para una dirección M, tenemos una relación de equivalencia ...... en el coproducto 
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que se genera por la relación binaria Xk ..... Xj ~ m(ik)(xk} == xJ para 

en el coproducto 11 M@Fun(Fi ). Esto también se desprende de la construcción del colfmite en Sets. 

M@CoLimit(D) = M@Fun(F) = 11 M@Fun(F';)j-

que, con dos funtores se ve así: 

M@Fun(F) 
MOh,. / T "\ MOhj 

M@Fun(F,) ~ UM@Fun(F,)j ~ ~ M@Fun(F;) 

'------------~~-~ MOm(f¡) 

LS Formas y DeDotadores Regulares y Circulares 

Después de defmir Formas y Denotadores surge la pregunta acerca de su existencia. Para atacar este 

problema se distinguen entre dos tipos de Formas (Denotadores),las (los) regulQn!S y circulares. Como 

siempre se procede. primeramente se defmen y trabajan las Fonflas regulares y circulares, para después 

hacer lo mismo con los Denotadores regulares y circulares, cuya existencia depende de sus Fonnas (su 

espacio). 

Definici6a 5.1 Sea n un número natura1. Una Forma es regular de nivel n = O si es de tipo Simple 

(si CF es un módulo). Una Fonna es regular de nivel n si todos sus CF son regulares de nivel m < n, 

y si hay W1 CF which is regular oflevel n - 1. 

Esto significa que la Fonna es regular si los CF. que también son Formas, tenninan en Simple 

después de un número fmito, menor o igual que m, de pasos recursivos y n es el sucesor de todos los 

niveles de sus e F 

DefioicióD 5.2. Una Forma es circular si no es regular. 

Esto último significa que una Forma circular no llega recursivamente a un módulo. 

Así es que las Formas regulares se construyen recursivamente y su nivel es una prueba directa de su 

existencia. Sin embargo, el caso de las Fonnas circulares es diferente, y pueden presentarse "catástrofes". 
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\tamos algunos ejemplos de la construcción de Fonnas circulares que-al contrario de las Fonnas regulares 

que siempre pueden construirse- pueden resultar catastróficas. 

Ejemplos. 1) Comencemos con el T F LimiL Una Fonna circular de Tipo Limit se desarrolla 

de la siguiente manera: 

NF TF CF 

< LimCirc' I,F .. ,,(F)_ F .. ,.(F). F .. n(Q)Limit(LimCirc, G) 

Aquí la Forma circular (LimCirc) está como producto con otra Fonna G que suponernos existe 

(tiene su Fun(F) y su IF). Definamos el IF. 

f' Fun(F} ~ X ~ Linllt(D}} 

como 

Fun(F} ~ Fun(G}N y f' Fun(G}N ~ Fun(G}N x Fun(G}. 

Así es que para una dirección M, hay un isomorfismo 

M@f' M@Fun(G}N ~ M@Fun(G}N x M@Fun(G}, con (g¡};,o ~ ((g¡+l}¡~O,go). 

De esta manera, hay lUla cantidad infmita de realizaciones de esta Forma circular, cosa que no podría 

suceder con una Forma regular. 

2) El caso del T F Colimit es similar en su construcción al de LimiL Tenemos, por analogía con 1), 

'ColimCirc·"p .... (F)_ F .... (F) U p" .. (a) CoUmit(ColimCirc, G) 

Hacemos el dominio del IF, en este caso, la unión disjunta de funtores: Fun(F) = UN Fun(e) 

y el identificador isomorfismo es f : UN Fun( e) - UN Fun( e) II Fun( G) que, si consideramos 

Fun( G), como el cofactor de índice i en el coproducto, se expresa asi: 

f 1_ { 1, Fun(G}¡ ~ Fun(G}¡_. i > O 
,- 1, Fun(G}¡ ~ Fun(G} i ~ O 

De esta manera tenemos otra vez lila cantidad infmita de realizaciones. 
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3) \tamos ahora un ejemplo de la Forma circular del T F Power: Para poder entender este ejemplo 

necesitamos recordar ciertos funtores relacionados con las construcciones w1iversales en la categoría de 

pregavillas, en particular, Modo. Por un lado, tenemos el morfismo canónico {} : Fun{ F) ,...., 2Ftln(F); 

por otro lado tenemos 9 : 2 Fun (F) >-> nFun(F), S..........-+ S 

Proposición 5.3. 9 : 2Fun (F) ....... nFun(F) es un monomorfismo natural. 

Demostración: Sabemos que Fun(F}, 2Fun (F) E ModO y, por defmición 

M@2Fun(F} ::: 2MOFun(F). 

Si tenemos un cambio de dirección u : IV --+ M en Mod, entonces tenemos 

u@Fun(F) , M@Fun(F) ~ N@Fun(F) 

en Sets, con 

s ~ (u@Fun(F))(S). 

Asimismo, como S E M@2Fun(F) = 2MCF.,n(F) entonces S e M@Fun(F). Para S e M@Fun(F) 

se tiene S, un subftmtor de@M x Fun(F). Tenemos que: 

N@S = {(u E N@M,v E N@Fun(F)) 'v E (u@Fun(F))(S)}. 

Entonces, N@S e N@M x N@Fun(F). 

\éamos que 9 es un monomorfismo. Sea S = Y. Si 

ti E N@M, tenemos que si (u, v) E N@Sy (u, v') E N@Y,entoncesv ::: Vi. 

Así es que v E (u@Fun(F})(S), y v = v' E (u@Fun(F»(Y); por defmición de N@Stenemosque 

s = y. Por lo tanto, 9 es un monomorfismo. 

Ahora veamos que 9 es una transformación natural. Para mostrar que 9 es una transformación 

natural, tenemos que ver que conmuta el siguiente diagrama: 

Pero, tenemos que: 

N@2Fun(F) ~ N@nFun(F) 
u02F .... (F) T 

M@2Fun(F) ~ 

uonF.,(F) T 

M@nFun(F) 

(U@¡¡Fun(F)o9M)(S)=(U@¡¡Fun(F»)(S). 
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Sean (X,8) E S con x ; M_L. Fntonces,porun lado: 

(u@¡¡Fvn(F) o 9M )(s) (u@¡¡Fvn(F»)(x.s) ~ (ux. (u@¡¡Fun(F»(s» 

donde s E (x@nFu.n(Fl)(T)yTc L@Fun(F) 

Y. por otro lado, con la misma 8: 

9N(U@2Fvn(F)(,» 

(ux, u@nFun(F}(s» .• 

De esta manera podemos exhibir un monomorflsmo canónico 

f =go {}: Fun(CF) r-+2Fun(CF} ....... nFun(CF). 

En este caso, tenemos a f como el 1 F para Fun(F) y mmca puede ser un isomorfismo. 

Ahora veamos el funtor Fin(H) en Modo. 

Proposición 5.4 Sea H un funtar en Modo, y M, N dos direcciones con f ; N _ M una trans­

formación diafm de módulos. Entonces, M I----t M@Fin(H) = {Y e M@H : card(Y) < Do} junto 

con la función en Sets, 

u@Fin(H), M@Fin(H) ~ N@Fin(H). 

X ~ (u@H)(X). 

defme un ft.mtar Fin( H) en Moda, 

Demostración. 1) M@Fin(H) e M@2H = 2MOH . 

2) Paracard(X) < 00, tenemos que card(u@H)(X) < oo. 

Por lo tanto, Fin(H) e 2H (un subfi.mtor, por supuesto) .• 

Ahora enunciaremos un último resultado; para su demostración véase [ToM., Apéndice G]. 

Proposici6n S.S Sea H un funtor en Modo. Entonces existen funtores X y Y en Modo tal que: 

X SfFin(H x X) 

y 

y Sf H x Fin(Y). 
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Ejemplo 5.6 Ejemplificaremos una Forma circular de T F Power (que no es propiamente de TM:M). 

Consideremos un libro típico: 

• Book'-Limit(No., Title, Text, Chapters), Con 

IF = f: Fun(F) >-+ Fun(No.) x Fun(Title) x Fun(Text) x Fun(Chapters) 

siendo las componentes 

• No' y",,( .... 'o.)_ ozSimple(Z) 

<Title' Y"n(T .... )_ OZ<ASCll> Simple(Z<ASCI 1» 

'Text' Y""(T..,,,)_ OZ<ASCll> Simple(Z<ASCI 1» 

'Chapters' Power(Book) 
yin(F .... (y))_ oY ... n(Y) 

El funtor Fin(Fun(F)) es un subftmtor del funtor 2Fun(F) y consiste en todos los subconjuntos 

fmitos de N@Fun(F) en una dirección dada N (y que se inyecta canónicamente en nFun(F)}. Sea 

H == Fun(No.} x Fun(Title) x Fun(Text). Lo que buscamos hacer es definir un funtor Fun(F) tal 

que existe un isomorfismo J : Fun(F) ~ H x Fin(Fun(F)). De esta manera cualquier infonnación 

acerca del texto, codificada en H, y cualquier conjunto fmito de capítulos, codificado en Fin( Fun( F)), 

podría ser alcanzada por un Denotador de Fonna 'Book'. La solución se da por la Proposición 5.5, 

aunque no es imica. 

Definición 5.7 Un Denatador regular o círcular es un Denotador cuya Fonna es regular o circular 

respectivamente. 
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CAPÍTULO Il 

LA CKfEGORÍA DE DENOTADORES 

11.1 Composiciones Locales 

En esta sección se pretende defmir los objetos de la categoría Loe; dichos objetos son un tipo 

de DenotadoT, conocido como composición local. Cabe mencionar que en el presente trabajo sólo se 

manejará la "'Teoría Local", que trata estructuras locales. La "Teoría Global" cae fuera del alcance de 

esta tesis, aunque es la otra parte fundamental de la TMM. La composición local posee una estructura 

indescomponible que, en la 'Th1M, se conoce como "elemental", 

Definición 1.1 Una composición local es un Denotador D : A __ F(y), con A E Mod, cuya 

FOIma F es de tipo Power. El Coordinador, CF, de F se llamará el espacio ambiente de D y sus 

Coordenadas y se conocerán como su sopor/e. 

Definición 1.2 Una composición local D se llamará objetiva si y E 2Fun(CFl, o sea, si existe 

y e A@Fun(CF), con y = y e @A x Fun(CF).1 En este caso Y también se llamará el soporte de 

D. La Card(D) de un Denotador objetivo es la cardinalidad de su conjunto de Coordenadas. Y. 

AqUÍ debemos recordar lo visto en la sección 1.4, Defmición 1.4.2, o sea, 

y e @A x Fun(CF), para Y e A@zFun(CF} 

y, para otro módulo B, 

B@Y={(UEB@A,VEB@Fun(CF))'VE(u@Fun(CF))(Y)). 

DefioicióD 1.3 Una composición local que no es objetiva, se llamafuntorial 

Cabe mencionar que para cualquier Forma F cuyo tipo no es Power, un Denotador D puede 

defmirse como e) conjunto de un sólo elemento {D} de la Forma con nombre LocF y defmida así: 

111 es un subfuntor de@A x Fun(CF). Hemos visto que y = y es el subcolljunto y e A@Fun(CF) ~he<:ho fimtor" 
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LocF _ Power(F) 

De esta manera, cuando trabajamos con un Denotador D en general, de Fonna F, podemos con­

siderar {D} y, así derivar de LocF cualquier composición local de espacio ambiente F. Regresaremos a 

este punto en la sección 2.3. 

Así es que una composición local funtorial es un subftmtor: 

z ~ @AxFun(CF), 

y una composición local objetiva es un subconjunto: 

y ~ A@Fun(CF)) 

Thmbién escribiremos F a veces para indicar Fun(C F) y se dirá "espacio ambiente", pero este abuso 

de notación se usará siempre y cuando no dé lugar a confusión. 

Por otro lado, sabemos de la sección 1.4 que un Denotador objetivo, e '----lo A@F (con e una 

composición local, A E Mod Y F un funtor) puede identificarse con su versión funtorialC ~ @A x F. 

Asimismo, a cada composición local funtorial pued.e asociársele su traza objetiva. 

Definición 1.4 Sea S ~ @A x F una composición local funtorial, A E Mod, F el espacio 

ambiente. Su traza objetiva se defme como la composición local: 

s ~ {s E A@F: (IdA, S) E A@Sj, 

o sea, S = lA@Sy, de esta fonna, una composición local funtorial puede ser "congea1ada" a su traza 

objetiva. 

Asimismo, la versión funtorial correspondiente a S (que es la composición local funtorial S obje­

tivizada) se denotará como SO = (8)-

Proposición 1.5 Sea S '----lo @A x F una composición local, A E Mod y espacio ambiente F. 

Entonces SO e S y SO = S si, y sólo si, S es objetiva. 

Demostración: Sea (u, v) E B@s'> ~ {u E B@A,v E B@F : v E (u@F)(S)). Entonces, 

u: B ~ Ay v E (u@F)(S)yexistes E S tal que (u@F)(s) ~ v. 
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También tenemos que (IdA, s) E A@S e A@A x A@F. Así es que queremos probar que 

(u, v) E S@Sc S@A x S@F. 

Pero sabemos que: 

u@S, A@S ~ S@S, (IdA,s) ~ (u, v) porque 

@A x F:o u@S, A@A x A@F ~ S@A x S@F, (IdA,s) ~ (u, u@F(s)) = (u, v). 

Por lo tanto (u, v) E S@SySO e S. 

Sea S objetiva, y S ::::: Y, con y e A@F. Entonces, 8 ::::: y y SO ::::: Y ::::: S. Inversamente, si 

s = SO entonces S ::::: (8)· es la versión funtorial de la composición local objetiva S = S, ya que 

Es muy importante para nosotros enfatizar la diferencia entre composiciones locales funtoriales y 

objetivas, ya que antes del desarrollo de la teoría de Denotadores,la TMM privilegiaba las composiciones 

locales objetivas, lo cual implicaba una restricción demasiado limitada para sus necesidades. 

Seas <......t @A x F una composición local, A E Mod,F el funtor de CF (el espacio ambiente), y 

u : B -+ A- un morfismo diafln en Mod. Como notación fijamos uCS = {t E B@S : t ::::: (u, v)}. Asi 

es que tenemos: 

S u@S e SOS e S@A x S@F 
l~ T~AX~OF 

A AOS e A@A x A@F 

con B@S ::::: ll~:B ..... A u@S. 

Ahora veamos W1 ejemplo en que sólo se da la contención SO e S y la composición local objetiva 

(u objetivizada, en este caso) queda muy corta para las necesidades de la TMM. Aceptaremos por el 

momento que las composiciones locales funtoriales juegan W1 papel esencial en la Teoría Global de la 

TMM. 

Ejemplo 1.6 Sea S ::::: @A x F W1a composición local. Asi es que A@S = A@A x A@F con 

u@S= {u} x A@Fyu, A ~ A. Por otro lado, u@SO = {u} x (u@F)(S). 

Tomemos una Fonna de tipo Simple (con Coordinador tm. módulo) con el funtor de la Fonna@B, 

así como el morfismo cero, Z : A --+ A. Entonces, para S, z@S = {z} x A@B ~ A@B, o sea, el 
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conjunto pleno de morfismos diafines (un homomorfismo de módulos más una traslación). Sin embargo. 

o sea, los morfismos afines constantes b + O. que evidentemente es menor que el conjunto de todas las 

transfonnaciones diafines A@B. 

11.2 ElemeDtos de la 'Thoría Local 

2.1 Construcciones BooleaDas 

Sean e <......f @AxF,S <......f @AxF,doscomposicioneslocales,A E Mod, Fel espacio ambiente. 

Evidentemente, ambos son subfuntores de@Ax F. Así es que podemos hablar de contención (C e S), 

uni6n (eu S), intersección (e n S) y diferencia (e - S).' 

Lema 2.1.1 Para dos composiciones locales e <......f @A x F, S <......f @A x F así como A E Mod 

y F el funtor del espacio ambiente, y para dos composiciones locales objetivas U e A@F. W e A@F, 

las siguientes relaciones entre operaciones Booleanas se cumplen: 

(i) Si U e w, entonces (¡ e W j 

(ii) Si e e S entonces é e $, 

(iii) Si e e S entonces C O e SO; 

(iv)ÜUW=(Uuw)", 

(v)eo uSo e (euS)O, 

(vi) (Un w)" e ünw. 

Demostración: Como podemos trabajar puntualmente en W18 categoría de pregavillas (en este caso 

Modo), tenemos: 

(i) B@U e B@W. Entonces 

B@Ü= (u E B@A,vEB@F:vE(u@F)(U))C{uEB@A,vE B@F:vE(v@F)(W)} 

B@W 

2La diferencia de funtores, e - S es, por definición, el subfuntor más grande de e ..... @A x F que es disjunto de S. 

23 



(ii) y (iii) se comprueban análogamente, empleando las defmiciones. 

Asimismo, para (iv) tenemos que 

B@UuB@W 

= {u E B@A,vE B@F,v E (u@F}(U)}U{u E B@A,v E B@F'vE (u@F)(W)) 

y, a la vez, 

B@(UuW)" = {v E B@A,vEB@F,VE (v@F)(UUW)). 

Así es que, 

w E B@U U B@W <==> w E B@U o w E B@W 

<= v E (u@F}(U) o v E (u@F)(W) <=> v E (u@F)(U)U(u@F}(W) 

{:::::::> v E (u@F)(UUW)(unhechoelementaldeTeoríadeFuncionesyConjuntos) 

<=> W E B@(UUW)". 

Por lo tanto, 

B@UUB@W = B@(UUW)" y U U W = (U U W)'. 

(v) es análogo. En el (vi) sólo tenemos la contención de un lado. La probaremos y ofreceremos Wl 

contraejemplo para el otro lado. 

B@(Unw)" = {u E B@A,v E B@F,vE (u@F)(UnW) 

, Sea w E B@(Un W)-. Entonces v E (u@F)(UnW) lo cual significa, también por una propiedad 

elemental de Teoría de Funciones y Conjuntos, que v E (u@F)(U) n (u@F)(W). Entonces, 

w E (u E B@A,v E B@F, v E (u@F)(U)) 

n{v E B@A,vE B@F, v E (v@F)(W)) 

= B@UnB@W. 

Por lo tanto, B@(U n W)" e B@U n B@Wy (U n wr e un W .• 

Ejemplo 2.1.2 Ahora veamos un contraejemplo para la otra contención de (vi). Supongamos que 

Un(A@F-Ur es objetiva. Como un(A@F-U) = 0, si existiera la doble contención, Un(A@F-U)' 
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tendria que ser vacía, pero 

B@Ún B@(A@F - uf 

= {u E B@A,v E B@F, v E (u@F)(U)) n (u E B@A,vE B@F, v E (u@F)(A@F-U)) 

y por Teoría de Funciones y Conjuntos sabemos que (B@Ü) n B@(A@F ~ U)' no es necesariamente 

vacía (ya que (u@F){U)n(u@F){A@F ~ U) noes necesariamente vacía). Por lo tanto Un (A@F-U)' 

puede no ser vacía. 

2.2 Productos y Coproductos 

Sean S '--+ @A x F y T '--+ @B x G dos composiciones locales. El funtor producto S x T se 

puede construir como una composición local. \éamos. 

Para cada módulo A, S x T es un subfuntor de (@A x F) x (@B x G). Hay un isomorfismo 

canónico @A x @B 2::: @(A x B) ya que: 

Así es que S x T es isomorfo a una composición local perteneciente a@(A x B) x (F x G) con módulo 

A x B y espacio ambiente F x G. Esta es la composición local que se tomará como el producto S x T 

de composiciones locales. De esta forma, si u : e ......... A x B es una transformación diafm de módulos, 

sean UA: e --+ A Y UB : e -. B las dos componentes de u. Entonces u@(S x T) =:: UA@S x uB@T. 

Asimismo, las proyecciones Ps : S x T ......... S Y PT : S x T -. T son inducidas, respectivamente, 

por: 

PA : A x B ---> A, PF : F x G --+ F Y PB : A x B -. B, Pe : F x G --+ G. 

Los siguientes dos diagramas conmutativos de funtores sirven como modelo para los morfismos 

generales entre composiciones locales (Denotadores), cuya defmición será el tema de la siguiente sección. 

SxT @(A x B) x (F x G) 
)" !OPAXPF 

S ~ @AxF 

SxT ~ @(A x B) x (F x G) 
)PT ¡OPBXPG 

T ~ @BxG 
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Los coproductos de las composiciones locales S y T pueden construirse siempre y cuando su direc-

ción sea la misma, es decir, S <-...o A x F y T <-...o A x G. Esto se explica en función de la relación entre 

coproductos y el coproducto fibrado ya que, en el diagrama, S y T tienen el mismo dominio. 

El funtor coproducto SUT es un subfuntor de@A x FU@A x G '" @A x (FilG) (esto 

se puede comprobar fácilmente si se evalúa puntualmente en Sets). Así es que, igual que hicimos con 

el funtor producto, identificaremos S U T con la correspondiente composición local, un subfimtor de 

@A x (FU G), siendo A el módulo y FU G el espacio ambiente. 

Asimismo, para una transfonnación diafln de módulos u : B __ A, tenemos 

uO(SIl T) '" (u@S) ll(u@T), 

siendo este isomorfismo inducido de las inyecciones 

De nuevo tenemos dos diagramas conmutativos de funtores que serán de utilidad para entender los mor-

fismos entre composiciones locales. 

s 
¡.¡s 

SUT 

T 
i ÓT 

SUT 

-+ @AxF 
¡OAxiF 

~ @Ax(FUG) 

-+ @AxG 
!OAXiC 

~ OA x (FUG) 

B.3 Morfismos de ComposicioDe5 Locales (Deaotadores) 

Primero se definirán los morflSlIlos para composiciones locales objetivas, después para composi-

ciones locales funtoriales para, fmalmente, mostrar la relación entre ambas. 

Definieión 3.1 Sean K <-...o A@F y L ~ B@G dos composiciones locales objetivas, con 

A,B E Mod y F,G sus respectivos espacios ambientes (o sea, F = Fun(CF), G = Fun(CC)). 

Un morfismo de K a L es una pareja (J, a), con a : A ---. B un rnorfismo (transformación diafm) de 

módulos y f : K -1- La una función de conjWltos, con La = im(L) bajo a@c : B@G -1- A@Ctal 

que existe \IDa transformacióonatural h: F -4 G con f = A@h!K : 
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<.......o A@F 
¡AO,", 

<.......o A@G 

Este morfismo se denota con Jla : K __ L. Cualquier transformación natural h se llamará una 

simetría subyacente de este morfismo. 

En seguida veremos dos lemas acerca de morfismos de composiciones locales objetivas. 

Lema 3.2 Sean I'a : K -- L Y gl/3 : L -- N, dos morfismos de composiciones locales, con 

K'--+ A@F, L '--+ B@G, N <.......o C@H, yo:: A __ E, {3 : B -- C. Entonces g'/3 o I'a = o:(g)ll(3a 

también es Wl morfismo de composiciones locales, siendo a(g) la única función que haga conmutativo 

el siguiente diagrama: 

L La 
9 ¡ ¡ eo(9) 

M/3 M/3a 

donde Mf3 '--+ B@H, M{3a: '--+ A@H. Este morflsrno se llamará la compOsición de /leo y 9'po 

Demostración: Thnemos que glp Olla: K -lo L __ N Y Jleo es inducida por h: 

K ~ A@F 
I ¡ ¡AOh 

La ~ A@G 

mientras que 9' p es inducida por k : G -- H : 

L ~ B@G 
9 ¡ ¡BO'\: 

M/3 ~ B@H 

Es evidente que gl p es detenninada de forma única por 9 y (3 ya que, por tul lado, 

(l@k)(L) = g(L) e B@H 

Y. por otro: 

B g(L) e M/3 = [3@H(N) e B@H 
~ l ¡""H 
C NcC@H 

Como k : a __ H es natural con respecto a o'. o sea: 

A 
¡O 
B 

tenemos la función única de conjuntos O'(g) : 

A@G 
¡oOG 

B@G 
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B@G:>L 

l' 
B@H:>M{! 

La e A@G 
L<>(g) 

M{!a e A@H 

De esta manera, a(g)f'/JQ : K --+ La --+ M{}a que es inducida por A@koA@h = A@kh .• 

Lema 3.3 (Existencia del morfismo identidad, la asociatividad de morfismos y la factorización 

canónica) 

(i) Para una composición local objetiva K, con dirección A (A E ModJ tenemos que 

lK = l't : K --t K 

es un morfismo. 

(ii) Si f'a : K - L, 9'p: L --+ M, q'¡: M --t N son tres morfismos. entonces 

(iv)TodomoñlSll1o/la : K --+ LsepuedefactorizaraflQ = l1aO/11 con el factor J11: K --+ La 

para una dirección (móduJo) fija, y 110 : La --+ L para el cambio de dirección (módulo). 

Demostración: (i) El siguiente diagrama sale directamente de la defInición de morfismo para 

composiciones locales objetivas, con f = 1K,O: = lA: 

A 
lA l 
A 

..... AClF 
l'A.OF 

..... AOF 

(ji) Sabemos que ql.., o (9'13 o fla) = qt., o (0:(g)11(30:) = /3a(q)a(g)fl'lf1(> • = (ql.., o gl...,) o 1'0" ya que 

* es una composición de funciones de conjuntos y posee asociatividad. 

(iii)lLofIOf = K --+ L --+ L,pero 

~ BOG 
¡le OC 

- BOG 
con /3 = 1 : B --+ B. Así es que gIS = lL Y glp o fla = h o ¡,o. = a(l)flloa = jla. Asimismo, 

(iv) Este hecho esuna aplicación directa de Iasdefmiciones y propiedades, osea lIao!'l : K _ La ---> L 

tal que tenemos: 
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K A@F 
!=JI¡ ¡AOh 

Le> A@G 
y. como existe la identidad (1: G _ G) como simetría subyacente podemos definir 110: : La _ L: 

Le> ~ A@G 
1Io! lAOlG • 

L ~ B@G 

Ahora Vean10S los rnotflSmos entre composicion locales funtoriales. 

Definic:ióa 3.4 Sean A, B dos módulos y sean /( ~ @A x F, L <-...J @B x G dos composiciones 

locales funtoriales. Un momsmo de K a L es una pareja (j, Ct') donde a : A ..... B es una transfonnación 

diarm de módulos y ¡'o: : K --., L es una transformación natural, tal que existe una simetria subyacente 

h : F --+ G tal que carunuta el siguiente diagrama: 

K ~ 

/' .. ! 
@AxF 
¡GctXh 

L '--+ @B x G 

Se pueden defmir los morfismos entre composiciones locales funtoriales de una manera altema-

tiva que, aunque menos elegante que la defmición 2.3.2, nos remite a la deflnición de morfismos entre 

composiciones locales objetivas y ayuda para realizar demostraciones. 

Definición 3.5 (Defmición equivalente de morfismos entre composiciones locales funtoriales) 

Consideremos el siguiente diagrama de producto ftbrado ("puJIback"): 

Lo: '--+ @A x G 
..L !Oo;XIG 

L '--+ @BxG 
Entonces las transformaciones naturales f : K -> La Y h : F -> G hacen que corunute el siguiente 

diagnma: 

K '-> @AxF 
/ ! !GIAxh 

Lo: '--+ @A x G 

En otras palabras, tenemos la Siguie;~e Si~ 

Le> '--o @A x G 
! H.. ! 00;x1 

/1.. L '--+ @B x G 
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DefiDicÍÓD 3.6 Si ¡'a: K _ L Y U'fJ : L _ M son dos morflSmos entre composiciones locales 

funtoriales, entonces la composición gla o fla : K _ M se defme por gla o flQ = gflaQ 

Hay un lema análogo al de composiciones locales objetivas para morflsmos entre composiciones 

locales ftmtoriales y cuya demostración, igualmente, se desprende de las dermiciones. 

Lema 3.7 (Existencia del morflSlIlo identidad as! como la asociatividad y factorización canónica 

para composiciones locales funtoriales). 

(i) Para una composición local funtorial K '-t @A x F, A E Mod, F el espacio ambiente, la 

identidad 1'1 : K _ K es un momsmo funtorial. Así como (i), los incisos (H), (iii) Y (iv) se enuncian y 

demuestran de fonna análoga a como se realizó en el Lema 3.2, con la diferencia de que las composiciones 

locales y sus moñ1SIUos son funtoriales y entre funtores, en vez de conjuntos y funciones de conjuntos. 

Estas analoglas no son, de ninguna manera, casuales o coincidentales. Es posible establecer una 

inclusión del marco objetivo en el marco funtorial. Sabemos de la sección 1.4 que toda composición local 

objetiva e ....... A@FdalugaraunsubfuntorC ....... @A x F. Sean Q : A - By {3 : X _ A morfismos 

de módulos, 9'01 : e _ J un momsmo de composiciones locales objetivas, asf como J ....... B@G con 

h : F _ G una simetría subyacente. Lo que queremos probar es que las mismas h y DI inducen el 

diagrama conmutativo 

'Dorema 3.8 

6 '-+ 

! 
j '-+ 

@AxF 
!Oaxh 

@BxG 

Si gla : e __ J es un morfismo de composiciones locales objetivas~ entonces 

gla : e - j es un momsmo de composiciones locales funtoriales inducido por las mismas h y a que 

Demostración. Vounos a evaluar un elemento en X@C para ver si, por medio de X@a x X@h, 

conseguimos un elemento en X@Ú. Si este es el caso, por la puntualidad de los funtores en la pregavilla 

ModO, podemos afinnar que sí existe gl a : e _ j con las mismas Q y h del morflsmo de composi· 

ciones locales objetivas glo. : e-J. Después veremos que fIla está bien definida, O sea, que depende 

sólo de 9'01 'J no de h. 
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Sea (¡3,c¡3) E X@C ~ {¡3 E X@A,c¡3EX@F,,{3E (¡3@F)(C)} e (@A x F)(X). 

Asi es que, aplicamos (X@" x X@h)(P, c¡3) ~ ("13, (X@h)(c{3)) (nótese que X@" es covari­

ante). Sabemos que a{J E X@B. Hay que ver que (X@h)(c.8) E x@i. Pero, por un lado, 

x@j ~ {,,{3 E X@B,ja!3EX@C,j,,{3E (,,{3@G)(J)} e @B x G 

y. por otro lado, 

(X@h)(c¡3) ~ (A@h)(c)(¡3)(conc E ce A@F), 

porque 

x 
• j 

A 

ci3 E (JJ@F)(C) e X@F 
T,60F 

cECeA@F 
y 

cE Ce A@F 
! A.Oh 

(A@h)(c) E Ja e A@G 
j 
(A@h)(c)(¡3) E Ja¡3 e X@G 

De esta manera si A@h(c) E Jo. entonces (A@h)(c)(,B) es un elemento de Jo.P, es decir, es 

ja¡3 E (a!3@G)(J). 

Por lo tanto, (X@" x X@h)(¡3, c¡3) ~ (Q{3,ja{3) E X@j,ypodemosafinoarquegl. , C - j 

es inducida por gf Q : e_J. 

Ahora veamos que gl", está bien defmida, o sea. que dependa s610 de gl<ll. 

Recordemos de la sección 2.1 que lA@Csedefinecomo la traza objetiva é de e.Sea 

la evaluación de 9 en lA, es decir: 
IA@Ce A@A x A@F 

J 
a@j e A@B x A@G 

con (: = e e A@C y Ja e A@i. Así es que tenemos 9 : e - Ja como segunda coordenada. 

Asimismo, tenemos el diagrama conmutativo que nos garantiza que Ü depende sólo de 9 : 

¡3@C e X@A x X@F 

j' 
~ Q{3@j e X@B x X@G 

Para ver que es conmutarivo, veamos las suprayeociones. §{Pl (lA, e)) = {¡(P, c{) = (a{J,ja:{J) y 

1>2(a,j") ~ (a¡3,ja¡3). 
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De esta manera. tenemos una función j: g'e. ........ [¡fe. que transforma un momsmo objetivo en uno 

funtorial .• 

Recordemos la categoría de elementos fe P (véase Apéndice 1, teoría de Topos). En este Caso, va~ 

mosa ver como un Denotador D puede verse como un elemento de lacategorfade elementos fMod Fun(F), 

donde Fun(F) es el funtor de la Fonna. '\éamos como ftmciona esto. 

Sea D un Denotador no necesariamente de Fonna Power, D : A _ F(x). Este Denotador puede 

ser "envuelto" en una composición local de la siguiente manera. Consideremos la Forma: 

Fin(Farm) -. Power(Farm) 

Fin(Fun(F» .... nF 

En seguida, se defme la composición local objetiva {D} : A - Fin( Farm)(D)( en otras palabras, 

las Coordenadas son D). 

Sean {Dl} ......,. A@F1 , {D2} ......,. B@F2 dos composiciones locales y h: Fl ........ F2, Q : A ........ B. 

Si h = lFun(F) como simetría subyacente. tendremos 

(A,D, E {D,} e A@F,),(B,D2E {D,} e B@F¡) 

como elementos de fMod Fun(F) con CX@h : A@F1 ........ B@FI, h E ModO. 

Lo que necesitamos, para tener una categoría de elementos de Fun(F) : ModOJl ........ Sets, es 

que, si tenemos dos objetos (AID¡),(B,D2) de dicha categoría, más Q: A ........ B, Y si DI E {DI} Y 

D2 E {D2}, entonces D 2cx = DIO, realmente, D2 cx = D1h cuando h = lFun(F), puesto que: 

A (,,@F,)(D2) = D, E {D,} ~ A@F, 
e. 1 raOF¡ 

B D2 E {D2} ~ B@F, 
De esta manera, DI y D2 son "elementos" y los morfismos entre tales "elementos" son parejas 

de una función única de conjuntos de un sólo elemento, ! : {DI} _ {D2}, función inducida por un 

morflsmo funtorial de los espacios (Formas) subyacentes, más un morfismo de módulos a que en la 

".4 Categorias de ComposicioBcs Locales 

Primeramente defmiremos la categoría de composiciones locales objetivas, ObLoc. 
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DefiDicióll 4.1 La categoría ObLoc consiste en el conjtu1to oObLoe de todas las composiciones 

locales objetivas. El conjunto 1 ObLoe de morfismos es la unión disjunta de los conjW1tos ObLoe( L 1 , lr.!) 

de los morfismos 1'0. : Ll - L 2• El morfismo identidad y la composición de morfismos objetivos son 

los de la sección 2.3. 

En seguida definimos la categorla de composiciones locales funtoriales. 

Definición 4.2 La categoría Loe consiste en el conjunto oLoe de todas las composiciones locales 

funtoriales. El conjunto lLoe de modismos es la unión disjWlta de los conjuntos Loe(L1 , L2} de mor­

fismos 1'0 : Ll - ~. Asimismo, tenemos el morfismo identidad y la composición de morfismos como 

se vio en 2.3. 

Ahora bien, sabemos de 2.3 que la transformación j lleva los objetos y los morfismos de ObLoe 

a los objetos y morfismos de Loe. De manera similar, sabemos que para una composición local fimtorial 

cuya dirección (módulo) es A, su traza objetiva 6 se expresa como IA@C. 

Proposición 4.3 El ftmtor i : ObLoe - Loe es Wl fimtor pleno y fiel. 

Demostración: Sean (C, A@F), (J, B@G), (S,C@H}trescomposicioneslocales, 

a:: A - B, {3: B - D 

dos morflSmos de módulos, y k : F _ G, l : G - H dos simetrias subyacentes. 

Sabemos de las proposiciones 1.4.4 y 1.5.3 que si C E ObLoc, entonces e E Loe. Asimismo, 

por el teorema 11.3.8 sabemos que si g'", : C - J es un mor[¡smo de composiciones locales objetivas, 

entonces !JI a es un morfismo de composiciones locales fimtoriales. 

Habrá que demostrar que si 9' a : e - J y hJ fJ : J - S son dos morfismos de composiciones 

locales objetivas, entonces 

iu~ o [¡l. = (e.(h) o gr'~., o sea, que ho ji = (e.(h) o gr, con e.(h} , Je. - S/3e.. 

ya que esto nos darla 

l(hlp o gl.} = l(hI~} o l(gl.} 
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porque. como sabemos, 

Sea q : X - A un pWltO en la dirección A, y 

<¡OC e X@C ~ X@AxX@F.Entonces,(q,cq) E q@C. 

Así es que tenemos que: 

1.(9(q, cq) h("q, g(cq)) (po'que cq E X@F) 

({3"q, h(jaq)) 

({3aq, a(h)(ja)q) (véase diag¡-ama abajo) 

({3"q, a(h)g(c)q) 

({3"q, a(h)g(cq» 

(a(h)g)'{q,cq) 

que es lo que necesitábamos. \éamos Wl diagrama para entender mejor lo que acabamos de dearrollar: 
B@G......... J .. oa J Q: '--+ A@G 

h ¡ ¡ .(h) 

B@H......... Sf3 ~ Sf3o: '--+ A@H 
yg:C-Jo.. 

También tenemos que ¡(le) == l-'e = Ve' 

Ahora veamos que i es fiel. Sea gl .. en IA@Ó. Entonces, 

¡¡1.(IA,e) = (o,g(c» E a@jc A@B x A@Gc@B x@G 

Esto significa que si i(g) = i(h) tben 9 = h, porque si!J = h tenemos 9 = kV; entonces 9 = h ya que, 

como vimos, 9 y Q: son determinadas, de manera única, por !J. 

Finahnente, veremos que i es pleno. Sean 

Hemos visto que su evaluación va de 
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Para que j sea pleno, necesitamos que para 

siempre exista 

gla :C-t J. 

Sabemos que exíste el siguiente diagrama conmuatativo: 
e ~ A@F 

.¡ ¡AOk 

Ja ~ A@G 

\éamos que ala = gla' Sea (q,cq) E q@C '--+ X@A x X@F.Entonces, 

g(q,cq) (aq, k(cq)) 

(aq,s(cq)) 

(aq, s(c)q) 

Para tma dirección fija, podemos hablar de un inverso izquierdo de l, el funtor de la traza objetiva 

1 : Loe -t ObLoe que, en objetos, es la traza objetiva y en morfismos funtoriales gl a : e -t S con 

ce = lA : A _ A (A E Moti), anojael morfismo objetivo g/a: e __ S, con 9 = g'e. Esto último se 

llamará la traza objetiva de los morfismos de composiciones locales funtoriales. 

Hablaremos un poco de las implicaciones de la proposicion 4.3. Por un lado, vemos que las com-

posiciones locales objetivas pueden ser clasificadas o en ObLoc o en Loe. Asimismo, toda composición 

local funtorial con dirección fija A, puede ser tomada en lA Y. así, reducida a su traza objetiva. En otras 

palabras, ObLoc es una subcategoría plena de Loc. 

Podría preguntarse el porqué de construir las composiciones locales funtoriales sobre el universo de 

composiciones locales objetivas, respecto a la TMM. La repuesta estriba en el hecho de que los objetos 

musicales no son sólo locales, sino muchas veces sólo cobran sentido cuando son "pegados" en el atlas, 

aspecto que corresponde a la teoria global que en este trabajo no vamos a abordar. Sin embargo, podemos 

señalar que la descripción matemática de objetos globales suelen emplear los productos fibrados ("pull-
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back .. ) de composiciones locales, y esta construcción universal a veces falla para este propósito dentro 

del marco exc::lusivamente objetivo. \tremos un ejemplo de este hecho en el capítulo tres. 

\eamos ahora bajo que condiciones el funtor i y el funtor de traza objetiva j serán adjuntos (véase 

Apéndice 1). Para tener la adjunción general, j -1 j necesitamos Wl isomorfIsmo natural 

HomObLoO(C, S) '" HomLoo(C, $) 

para C objetiva y S funtorial. Vounos a ver que cuando tenemos una dirección fija. efectivamente tenemos 

tal relación de adjuntividad, que se llamará adjunción con dirección fija.. 

DerlDiciÓQ 4.4 Las categorías coma con dirección fija, en la dirección A (A E Mod) , identifIcan 

la composición local @A con el funtor @A x @Oo. donde 00 es el módulo cero sobre el anillo cero, es 

decir el objeto terminal de Mod. Así es que tenemos X@(A x 00) = X@A x X@Oo ~ X@A y. de 

esta manera, denotaremos ObLoCOA y LOCQA como las categorías coma sobre la composición local 

@A, donde el cambio de dirección es la identidad, que arroja el morfIsmo único !'1A : L -t @A, para L 

una composíción local Los objetos de estas categorías son las parejas (L, fIlA) y los morfismos son los 

usuales en las categorías coma: 

L 1', K A L ~ @AxF 
~ 

'",t'C. lA /1/S'l A ¡' ! lIe'I A !OAx! 

@A A @A ~ @A x 00, 

Es claro que la defmición 4.4 nos da las restricciones iOA : ObLoCOA -t LOCCM, lOA: LoCOA _ 

ObLoCOA ya que@Ay !/IA se mantienen fijos bajo ambos funtores. 

PI'9pOsici6D 4.5 Los funtores iOA y lOA son adjWltoS. 

Demostración: Por el hecho de que j es pleno y fiel, tenemos \Ul isomorftsmo, con C objetiva y 

S funtorial. HomLoccu(é, SO) ~ HomObLocoA (C,$). Asimismo, tenemos una inyección SO ........ S 

(por la proposición 2.1) Y. por ende, una inyección HomLoCO.4.(é, SO) - HomLocOA (6,S). Lo que 

debemos mostrar es que todo morfismo "1 : é _ S sobre OA se puede factorizar a través de SO 

y as~ por transitividad, tendremos HomObLocoA (C, S) ~ HomLcxoA(6. S). En otras palabras, si 

q: X _ A, queremos que la imagen de lA@SO _ CJOSpermanezcaenq@SO. 
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\tamos el morfismo ¡II : e ...... S en el punto q ; X ...... A, es decir, q(t})fl¡ ; q@é ---+ Q@S. 

Es evidente que IA@S = IA@SO (por ser la traza objetiva),)'a que cuando se toma una composición 

local funtoriaJ en el punto lA se reduce a su traza objetiva S = {s E A@F : (IA,.'l) E A@S}. 

AsI es, cuando se hace funtor $- = So, entonces IA@S C A@A x A@S,conelementos (lA,s) y 

IA@SOC A@A x A@SO,conlosmismoselementos,(IA,S). 

En el siguiente diagrama se ve que, por la misma defmición de Í, que (q@G)(s),con s E S6, tiene 

que permanecer en q@SO 

lA@C C A@Cc A@A x A@F 
qOAxqOF! 

q@C c X@C c X@A x X@F 

lA@SO c A@SO c A@A x A@G 
¡qOAxqOG • 

q@S c A@S c X@A x X@G 

lI.S Construcciones Universales en la Categoría de Composiciones Locales 

Sabemos que Moda es un topos y, por lo tanto, exhibe construcciones universales tales como 

limites [mitos, colimites, clasificador de subobjetos y exponenciación. Los fi.mtores de los Coordinadores 

(espacio ambiente) de los Denotadores (composiciones locales) se encuentran en Mod@.Porestemotivo, 

la categoría de composiciones locales funtoriales, Loe, también posee algunas de estas construcciones 

universales. \éamos. 

1eorema S.l La categoría Loe posee productos fibrados. 

Demostración: Sean K <-> @A x F, L <-> @B x G, M '---t @e x H tres composiciones locales, 

y jI", : K ---+ M, 9' fl : L ...... M dos morfismos funtoriales. Habría que encontrar illla composición local 

P'-t @D x Ry dos morfismos funtoriales q/€ : p ...... K,pl). : p ...... L tal que el siguiente diagrama sea 

un producto fibrndo de composkiones locales. 

@DxReoP 
q/( ! 

@AxFeoK 

Lc@BxG 
¡Y/ti 

~ Mc@CxH 

Por W1lado, sabemos que hay productos fibrados en Mod (con morfismos diafmes), o sea, para 

A, E, e, D E Mod ya, {J,~, .>. transformaciones diafmes (véase ToM, Apéndice F.5.3, p.425). Entonces 

AXcB=D .:... B 
'1 ¡.~ 

A ~ e 
es un diagrama de producto fibrado. 
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Si h: F _ H, k ; G - H son dos simetrías subyacentes, entonces hay dos diagramas en Mod@ 

que también son productos fibrados como funtores evaluados en conjuntos (recordemos la puntualidad). 

FXHG~R G 
, ¡ ¡' 
F ~ H 

y 

KxML=P" ~ L 
q" ! gl8 ! 
K ~ M 

Habría que ver que P* ~ P '-t @D x R. Pero el siguiente diagrama también es un producto 

fibrado: 

@(AxcB) X (F XH G) 
oexr ! 
@AxF Gaxh 

~ 

@BxG 
O,Bxk ! 
@CxH 

Como los funtores K, L, M son subfuntores de@A x F,@B x G y @C x H respectivamente. 

también P" >-t @(A Xc B) x (F xH G) y podemos remplazar P" porim(P*) = P, y p. ,q* respecti-

vamente por p, q y seguir manteniendo la propiedad de p. como producto librado. Sin embrugo, todavía 

queda por mostrar que el diagrama es cartesiano. 

Sean X E Mod, m : W ...... F, n : W _ G las simetrías subyacentes de 

UI-r : T _ K, vI" : T _ L, con T '-1- @X x W. 

Afmnamos que tlp : T - P es una transformación natural única, ya que p : X ...... D es un morfismo 

diafin único tal que {op = T, ).op = l1Y z : W _ Res unatransformación natw-al (simetría subyacente) 

talqueso z = n,TO Z = m. Así es que q'e oUp = w-r Y pI>. otlp = vI", En ténninos de diagramas: 

ya que: 



w:~~ tn R ~ G 
.. ! 1 k 

F ~ H 

yesel morfismo@pxW_@Dx R que induce tlp :@X x W:::> T - P e @DxR .• 

Corolario S.2 La categoría Loe es fmitamente completa, es decir, posee límites finitos. 

Demostración: Este corolario sale del hecho de que una categoría tiene limites fmitos si, y s610 si, 

tiene pullback y objeto tenninal (véase Apéndice 1). En este caso, el objeto final en Loe es @Oo x Oo .• 

Hay que seftalar que, por lo general, coproductos fibrados (pushout) no existen en Loe cuando las 

composiciones locales no tienen la misma dirección. Por este motivo Loe no es un topos. 
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CAPÍTULO III 

EJEMPLOS Y CONSTRUCCIONES DE FORMAS Y DENOTADORES 

En este capítulo pretendemos aportar ejemplos y construcciones de Formas y Denotadores, regu-

lares Y circulares, asf como ejemplos de morfismos entre composiciones locales de una Fonna dada. De 

manera igual. se incluirá el ejemplo del Denotador de Fonna Pianoscore, el rraümerei de Robert Sebu­

mann, desarrollados por quien esto escribe en el formato denoteX, Wl fonnato universal, estandarizado 

y comunicable a todo editor de textos. Cabe mencionar que, en estas fechas, el equipo del Berlin Thch­

Dische University, bajo la dirección de Thomas NoU (otro colaborador de la TMM y el ToM), está desar­

rollando traducciones para convertir deooteX en LaThX, Mathematica, etc., así como herramientas para 

Mathematica. 

UI.! M6dalos en Musicología 

'ThJ vez el lector que haya leído los primeros dos capítulos de este trabajo se pregWlte ¿por qué 

módulos? Esta estructura algebraica se escogió por motivos teóricos y prácticos, tanto matemáticos como 

musicológicos.Se recordará que un módulo es un grupo abeliano con multiplicación escalar sobre lID 

anillo que cumple con ciertas condiciones bien conocidas. En caso de que este anillo sea a su vez ~ 

campo, tenemos un espacio vectorial. 

En seguida presentaremos unos ejemplos que muestran ciertos módulos que juegan un papel sobre­

saliente en la TMM. 

Ejemplo 1.1 Un módulo muy importante en la TMM es el anillo de monoide Z{ASGII}. 

Esta construcción nos pennite emplear el código universal ASCII, es decir, el conjWlto de caracteres 

ASCII, que necesitamos para reflejar cualquier situación en que aparezcan palabras (pero requerimos 

que se ajuste a nuestro marco teórico, basado en la pregavilla ModO). Construimos Z (ASCII) con 

un alfabeto A Y un anillo conmutativo de coeficientes. As! es que (A) es el monoide libre de todas las 
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palabras (al, ala2, ... ,al ... an , ... ) generadas por A. El anillo de monoide, A (A) son todas las sumas 

¿pE (A) App con sólo un número finito de Ap ¡. O. 

Z (ASCII) se construye sobre el anillo de los enteros Z. Para los nombres de Denotadores y For­

mas de tipo Simple, nonnalmente sólo empleamos el caso particular de Ap ::: 1 que nos da (A) e 

Z{ASCI I) ,pero sí hay situaciones en que se hará uso de toda la estructura de Z {ASeI I) como un Z­

módulo. Esto podría ser, por ejemplo, en el caso de ver las diferentes muliplicidades de "sub-Fonnas" 

usadas en una Forma dada (véase el ejemplo, sección 111.3, de Pianoscore Form y la figura IIl.3.1). 

Ejemplo 1.2 La Fonna Euler M adule, que es muy usado en TMM (véanse los ejemplos de 

111.2.1 y III.2.3) tiene Coordinador en .1 módulo (j' sobre Q. 

EulerModu.le~Simple(Ql) 

Sean a = (1, O, O), q ::: (0,1, O), t = (0,0,1) la base canónica de Ql ,donde onosindica el eje de las 

octavas (como intervalo musical), q las quintas y t las terceras. Cada punto en el espacio Euler M adule, 

(a, b, e), puede escribirse como p = a· o + b· q + c· t. Asimismo, la quinta y la tercera mayor se asocian 

con los puntos q - o y t - 20 (véase ToM, Apéndice A.2), que representan la cuarta y la sexta menor 

respectivamente. Thmbién 

p= (a+b+2c)· o+b· (q - o) +c· (t -20) = (a,b,c). 

Esto nos dice que cualquier nota (que, a su vez, puede concebirse como un intetvalo, o diferencia 

de 2 notas, ya que tanto a la nota como al intervalo se le asocia un vector) puede generarse de la octava, 

la quinta y la tercera mayor par medio de intercambio, yuxtaposición y división (véase ToM, 6.4.1). 

Ejemplo 1.3 Otro ejemplo de módulos muy importantes para mM son las sumas directas, 

que son Fonnas construidas por productos (que son diagramas sin flechas, en lenguaje de Teoría de 

Categorías) de Fonnas de tipo Simple. 

Sean F _Simple(M), G _Simple(N), M,N E Mod. 

Así es que, por un lado tenemos: 
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y, por otro. 

F E!l G,.----.Simple(M E!l N) 
0("'$""') 

Sabemos que. cuando los índices son finitos, Di=O, ... oo Mi = EBi=O, ... <XI M •. Así es que podemos 

identificar el tipo Limit, cuando es producto, con el tipo Simple. Este proceso se explica diciendo que 

la Fonna compuesta F se simplifica a la Fonna simple G. cada vez que se construye una Forma simple 

G isomoña a una Fonna compuesta F. 

IIL2 Composiciones Locales 

En seguida daremos unos ejemplos de composiciones locales (Denotadores) usadas en la TMM. 

Ejemplo 2.1 Acordes 

Un acorde es una composición local finita con espacio ambiente igual a Euler M adule. Es decir, si 

el funtor del Coordinador de la Forma EulerChord es F(CF) = F = Fun(EulerModule), entonces 

la composición local es un Denotador 

Cr: A ..... EulerChord(Cr) de Forma Eule:rChord Power(EulerModule) 
F'n(Fl_n F 

con cardinalidad n. 

Ejemplo 2.2 p-Acordes 

Un acorde de clase p (por ejemplo, p = 12 Y estamos en Z12) es una composición local fmita con 

espacio ambiente 

~Eulerclass~Simple(Ql/Z p) 

y si Fun(CF) = F = Fun(p-EulerClass) entonces un acorde de clase pes un Denotador 

p-Cr: O ..... pooClassChord(¡rEulerClass) 
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con Fonna 

p-ClassChord P ... (P)_ nP Power(p-EulerClass). 

Ejemplo 1.3 Escalas 

Consideremos el espacio ambiente Euler M adule. Una escala es periódica, en la medida en que 

repite las notas de la escala después de un periódo.Si el periódo p f. 0, el Denotador se expresa 

p: O ....... EulerModule(p). Esto nos da un morflsmo que es la proyección canónica 

~ : Q" ~ Q' /Z·p. Asi es que cada composición local objetiva K : A <-; A@Fun(EulerModule) 

se proyecta en modp(K) : A ....... A@Fun(p-EulerClass). Por lo tanto, tenemos la siguiente defmición. 

DefiDic;ióa 2.4 Dado un periódo p, unap-Scale (p-Esca1a) es lUla composición local no vacla 

S, de espacio ambiente EulerModule, y F(EulerModule) = @Qitalque: 

(i) Su proyc:cción moo,,( S) es un acorde de la p-clase y 

(H) S = el' L, es decir. S es periódica de periodo p. 

Lema 2.5 Sea F = Fun( Euler Module). Entonces. para direcciones (módulos) A, 

Se: A ~ Se(A) = {S E A@2F:S esuna p-Scale} 

defme un subfuntor de 2F . 

Demostración: Hay que ver que: 

(i) A@Sc= Sc(A) e A@2F y 

(ii) si u: A _ B es un morfismo de módulos en Mod, entonces Sc(u) = u@2F 'Sc(B). 

Para (i), tenemos que si 2F : A _ A@2F , por defmici6n Sc(A) e A@2F , ya que para cada 

S E Sc(A) también S E A@2P 

Para (H) tenemos: 
A A@2F 

"! T,,02' 
B B@2F 

Sin embargo, Sc(A) e A@2F,Sc(B) e B@2F ,entonces 
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A (u@Se)(T) E SeCA) 
" ! rSc(u¡ 

B TESe(B) 

y como Tes unp-escala. (u@Sc)(T)tambiénloes. Así esqueu@2F '{T) == u@2F'Sc(B) == Sc(u) • 

Con base en este lema, tenemos la Fonna: 

¡rScale~Power(Eu.leT M adule) 

con la proyección modp : p-Scale - p-ClassChord que es un morfismo de Formas (transformación 

natw'al) en Modo. 

111.3 La Forma Pianoscore yel Deuotador Traümere; 

En esta sección vamos a dar a conocer el ejemplo de la Forma Pianoscore,junto con el Denotador 

del1J-aúrnerei de Robert Schumann (de la colección "Escenas de Juventud"). Estos fueron desarrollados 

para aterrizar mucho de lo que se vio en los primeros dos capítulos en una Forma y un Denotador bastante 

completos, para después poder hacer matemáticas con ellos. A la vez, con este ejemplo podemos ilustrar 

Formas de cada tipo, más una Forma circular cuya existencia se demostrará. 

La Forma Pianoscore ejemplifica tanto la recursividad implícita en el desarrollo teórico en el que 

está basada, como la importancia de la Forma en el marco de los Denotadores. En la figura I1IJ.I se ve 

un diagrama de la Forma Pianoscore, en que salta a la luz cómo los Denotadores fueron concebidos para 

resolver tos problemas que presentan las características universales enciclopédicas, como se describió en 

la sección 1.1. 

El Denotador Traümerei es un "punto" en el espacio Pianoscore. Todavfa falta por defmirse, en un 

futuro trabajo, un morfismo entre dos "'puntos" (dos partituras para piano en el estilo tradicional europeo). 

Por otro lado, el formato es el de deDoteX. y no de la notación del desarrollo teórico de los dos 

primeros capítulos. Como ya se mencionó. el denoteX pronto será traducible a LaTeX, Mathemática, 

etc. En vez de tener 
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NF;;TF(CF) 

se tiene NF; IF.TF(CF)~ si el identificador es la identidad será: NF: .TF(CF); 

Asimismo, el Denotador en lugar de ND : AD __ FD{CD) es N D : AD@FD(CD) (también 

habíamos escrito D: A - F(x) y si la dirección (módulo) es cero se escribe ND; @FD(CD),donde 

N D es el nombre deL Denotador, AD es la dirección (address en mglés) del Denotador, F D es la Forma 

del Denotadof y CD son las Coordenadas. En el ejemplo, la dirección siempre es cero y la mayoría de 

los identificadores es la identidad. 

Se presenta el formato entero en inglés, ya que este es el modelo que se está usando internacional· 

mente y como es conocido 1, independientemente del idioma de los colaboradores de la TMM en partí 

cular (que, en su mayoría, es el alemán). 

1Se puede buscar b¡go: 
http://cooljazz..cs.tu-bcriln.deJdenoteXldokurnentationlpianoScoreJPEG 
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Pianoscore Form 

IIThe entire form has this shape: 

Pianoscore:. Limit(Bibinf,Signatures, Lines, Generalnotes,Articulations, 
Oynamieres,Absloudsigns, T empi); 

IIThe basie Forms of Bibinf are: 

Composec.Simple(Z<ASCII»; 
TiUe:.Simple(Z<ASCII»; 
Date:.Simple(Z<ASCII»; 
InstnJ;.Simple(Z<ASCII»; 
rthis specifies the keyboard instrument such as 
piano, harpsichord,etc. *1 
Edition:.Simple(Z<ASCII»; 

IITogetherthey define the bibliographic information: 

Bibinf:.Limi~Composer,TiUe,Date,lnstnJ,EditiOn); 

IIThe basic Forms for Signatures are: 

Onset.Simple(R); 
Keysig:.Simple(Z); 
Timesig:.Simple(Z"2); IIZ"2 is the second power of Z 

IIThen we define Keysigss 

Keysigss:20.Powe~Keysig) 

IIThen we define the products: 

Keysigevent.Limit(Onset,Keysigss); 
Timesigevent. Umit(Onset Timesig); 

l*Then we define sets of Keysigevent and Timesigevent. From here on in, 
the identi1ier 20 is the canonical functor embedding of 2"Formname>-> 
Omega"Formname.*1 

Keysigs:20.Powe~Keysigevent); 
Timestgs:20.Power{Timesigevent); 

IIThis gives us Signatures: 

Signatures:.Umit{Keysigs,Timesigs); 
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/fThe basic Forms for Tempi are: 

T empostring:. Simple(Z <ASCII»: 
Quartermetronome:.Simple(R); 
1* Maelzel Metronome number in quarters per 
minute.·' 

Duration:.Simple(R); 
/fThen we have the compound Forms: 

Combtempo:.Limit(Tempostring,Quartermetronome); 
Tempo:.Colimit(Tempostring,Combtempo); 
Tempoevent.Umit(Onset,Tempo,Duration); 

IfThis gives uS Tempi: 

Tempi:20.Power(Tempoevent); 

/fThen we have the fol1owing Forms that we need far Unes 

Barline:. Syn( Onsel); 
Barlines:20.Power(Barline); 

Rep:.Umit(Bar1ine,Duration); 

I*A Repetition denotator means:jump from the onset of Barline to the 
anset of Barline + Duration in the score time. Repetition means negative 
Ouration.·' 

1M/e also have Reps 

Reps:20.Power(Rep) 

flAnother basic Form tor Reps: 

Length:Simple(Z); 

'Nr/ith the compound Forms: 

Ilem: . Limit(Reps, List(Reps)); 

List(Reps):.Colimit(ltem(Reps),Length); 

Reps: .Syn(List(Reps)); 

ffThen we have the Form "Unes": 

Lines:.Limit(Barlines, Reps); 

I/Next we introduce the Form tor Generalnotes: 

Pitch:.Simple(Z); IlThis is the number olthe key, with middle C =40 

Loudness:.Simple(Z<ASCII»; 

AlI: .Simple(Z <SHP,FL T,NAT»; 
rCombinations 01 three words, SHP lar sharp, FL T lor Hat and NAT lor 
natural, with the empty word tor a note withour alteration sign*/ 
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Artsymb:.Simple(Z<ASCII»; 
IIArticulation symbols 5uch as martellato, staccato points. etc 

Artsymbs:20.Power(Artsymb); 

Note:.Umit(Onset,Pitch,Duration,Loudness,AIt,Artsymbs); 
Notes:20.Power(Note); 

Rest.limit(Onset,Duration); 
Rests:20.Power(Rest); 

Trillsymb:.Simple(Z<ASCII»; 

Trillnote:. Umit(Note, TriUsymb); 
Trillnote s:20. Power(T rillnote); 
rTrillnotes are a speclal type of ornamental structures and need this 
special form.*1 

/ISo the general note event is: 

Generalnote:.Colimit(Note,Rest,Trillnote); 

Generalnotes:.20:Power(Generalnote); 

IINext we look at the articulation signs of slurs and pedals: 

Pedind:.Simple(Z); 
Irrhis will be 1,2,3 for the three pedals from right to left. 

Pedal: .limit{ Onset, Duration, Ped ind); 
Pedals:20.Power(Pedal); 

Slur:.Syn(Generalnotes); 
Slurs.20.Power{Slur); 

Articulation:.Colimit(Pedal,Slur); 
Articulations:. 20 . Power(Articulation); 
In"his is a set of slurs or pedal indications 

rNow we indicate the relative dynamics signs (crescendo,etc.) and the 
notes that are affected. */ 

Dyname:.Simple(Z<ASCII»; 
Dynamicre:.Limit(Generalnotes,Dyname); 

Dynamicres:20.Power(Dynamicre); 

rAhora indicaremos exactly where the absolute dynamic symbols are placed 
(pp,mf,etc.)·' 

Absloudsign:.limit{Onset,Dyname}; 

Absloudsigns:20.Power(Absloudsign); 

Arpeggio:.Syn(Generalnotes); 

Arpeggi:.20.Power(Arpeggio); 
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tlDenotator of Robert Schumann's "Traumerei" 

myTraumerei:@Pianoscore{myBibinf,mySignatures,myTempi,myUnes, 
myGeneralnotes,myArticulations,myOynamicres,myAbsloudsigns, 
myArpeggi); 

myBlbinf:@Bibinf{Robert Schumann,Traumerei"Piano,The Superior Library 
Piano Classics Book fifteen); 

f"From 1 to 7 represents e to B_ + represents a sharp and - a flat For 
example, -7 is B flat*¡ 
myKeysigs:@Keysigs({(O,7)}); 

myTlmesigs:@Timesigs({(O,(4,4))}); 

myT empl:@Tempi({(O,(adagio expressivo, 56) ,15. 75), 
(15.75,(ntard., ),1.375), 
(17 ,(a tempo,56),5.625), (21.625,(rítard, ),1.375), 
(23.0,(piú ritard., ),1.625), (24.375,(lento, ),.225); 

myLines:@línes((l,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16, 
17,18, 19,20,21,22,24,25},{1 ,8}); 

myGeneralnotes:@{myNotes,myRests,myTrillnotes); 

myNotes@Notes({1:@Note(24 75,40,.25,p,,(}), 
2:@Note(1.0,45,.625,mp,,(}),3:@Note(1.0,21,10,p,,(}), 
4:@Note(1.25,40,.75,p,,(}),5:@Note(1.25,37,.75,p,,{}I, 
6:@Note(1.25,33,. 7 5, p" (}), 7:@Note(1.25,28,.75,p,,{}). 
8:@Note(1.625,44,. 125,mp,,{)),9:@Note(1.75,45 .. 125,mp,,(}), 
10:@Note(1875,49,125,mp,,{}). 11 (2.0,52,125,ml,,(}), 
12:@Note(2.125,57,.125,ml,,{}I,13:@Note(2.25,57,.5,1,,{}I, 
14:@Note(2.25,45,1.0,ml,,(}),15:@Note(2.25,42,.5,ml,,(}), 
16:@Note(2.25,33,.75,ml,,(}), 17:@Note(2.25,26,.27,ml,,(}), 
18:@Note(2.75,56,.125,ml,,{)J,19:@Note(2.75,40,.125,mp,,(}), 
20:@Note(2875,54,.125,ml,,{}I,21 :@Note(2.875,38,.125,mp,,{}I, 
22:@Note(3.0,52,.125,ml,,(}),23:@Note(3.0,37,.25,mp,,{)), 

. 24:@Note(30,28,.25,mp,,{}I,25:@Note(3.125,57,.125,mp,,{}), 
26:@Note(3.25,47,.125,mp,,{}I,27:@Note(3.25,44,.5,mp,,(}), 
28:@Note(3.25,38,.125,p,,(}),29:@Note(3.25,28,.5,mp,,{}). 
30:@Note(3.375,49,. 125, mp" {)J, 31 :@Note(3.375,37,.125,p,,{)J, 
32:@Note(3.5,50,.125,p,,()J,33:@Note(3.5,35,.25,p,,{}I, 
34:@Note(3.625,54,. 125,pp,,{)),35:@Note(3.75,45,.125,mp,,{}). 
36:@Note(3. 7 5,40, .5, mp, ,{)J,37:@Note(3.75,33,.125,p,,{}I, 
38:@Note(3.75,25,.125,p,,{)J,39:@Note(3.875,47, .125,mp, ,()J, 
40:@Note(3.875,44,.125,p,,{}I,41:@Note(3.875,35,.125,p,,{)J, 
42 :@Note(3.875,28,.125,mp,,{}I,43:@Note(4.0,49,.125,mp,,{}), 
44:@Note(40,45,.25,p,,{)J,45:@Note(4.0,37,.25,p,,{}I, 
46:@Note(4.0,33,.5,mp,,(}),47:@Note(4.125,52,.125,p,,{)J, 
4B:@Note(4.25,47,.5,p,,{}).49:@Note(4.25,44,.5,p,,{)J, 
50:@Note(4.25,44,.5,p,,(}),51:@Note(4.25,40,.5,p,,{}I, 
52:@Note(4.25,35,.5,p,,{}I,53:@Note(4.25,2B, 1.25,ml,,{)J, 
54:@Note(4.375,30,.125,ml,,{)),55:@Note(4.5,28, .125,mp" ()J, 
56:@Note(4.625,26,.125,mp,,{)),57:@Note(4.75,40,.25,p,,{}I, 
58:@Note(4.75,23,125,p,,{)J, 59:@Note(4.875,25,.125,p,,{)), 
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60:@Note(5.0,45,.625,p,,{)),61@Note(50,21, 1.0,pp,,{}), 
62@Note(525,40,.75,p,,()),63:@Note(525,3 7,. 75,p" ()), 
64@Note(525,33, 75,p,{)),65@Note(525,28, 75,p,,{)), 
66:@Note(5.625,44,.125,p,,()1,67@Note(5. 75,45,. 125,mp,,()), 
68:@Note(5.875,49,.125,mp,,()),69@Note(60,52,. 125, mf" {}), 
70@Note(6.125,61,125,f,,(}),71@Note(6.25,61,375,mf,,(}), 
72:@Note(6.25,49,1.125,mf,,{}),73:@Note(6.25,47,.75,mf,,(}), 
7 4:@Note(6.25,44,. 7 5 ,mf" ()), 75@Note(6.25,37,,75,mf,,()), 
76:@Note(6.25,29,.25,mf,SHP,{)),77:@Note(6625,59,. 125, mf" ()), 
78:@Note(675,57,.125,mf,,{}),79@Note(6875,56,.125, mf,,()), 
80@Note(7.0,57,. 125 ,mI" () ),81·@Note(7.0,42,.375,mp,,{}), 
82:@Note(7.0,30,.375,mp,,()),83@Note(7.125,61,.125, mf" {}), 
84:@Note(7.25,54,. 125, mp" ()}, 85@Note(7375,57,.125,mp,,{}}, 
86:@Note(7.375,57,48,.125,mp,FLT,{}),87@Note(7.375,40,. 5, mp, NA T" ()), 
88@Note(7.375,33,.125,mp"{}},89@Note(7.5,56,.375,mp" ()), 
90:@Note(7.5,47,. 125, mI" (}},91@Note(7 5,35, 375,mp" (}), 
92:@Note(7.625,52,. 125, mf, ,() ),93@Note(7.75,44,.125,mp,,{}}, 
94:@Note(7 875,55, .125,mf,FL T,{}),95@Note(7.875,46,.125,mp,SHP,(}), 
96:@Note(7 .875,40,.125,mp,,{}),97:@Note(7.875,37,.125,p,NAT,()}, 
98:@Note(8.0,54,.25,mf,,()},99:@Note(8.0,45,.5,mp,NAT, ,()), 
1 00:@Note(8.0,39,.125,mp,NAT,()}, 1 01 :@Note(8.0,35,.5,p,,()}, 
102:@Note(8.125,47,.125,mp,,{)), 1 03:@Note(8.25,56,.375,mf,NAT,()}, 
1 04:@Note(8.25,37,.125,mp,,{}}, 1 05:@Note(8.375,39,.125,mp,,()), 
1 06:@Note(8.4375,52,.0625,mp,,()}, 1 07 :@Note(8.5,52,.25,mp,,()}, 
1 08:@Note(85,44,.25,mp,,{}), 1 09@Note(8.5,40,mp,,()}, 
110:@Note(8.5,28,.125,mp"G}, 111 :@Note(8.625,30,.125,mp,,{)), 
112:@Note(8.75,26,.125,p,FL T,(}}, 113.@Note(8.875,40,.125,p,,(}}, 
114:@Note(8.875,23,.125,p,,{}}, 115@Note(9.0,45,.625,ml,,{)), 
116:@Note(9.0,21,1 O,mf,,(}},117:@Note(9.25,40,.75,mp,,{}), 
118:@Note(9.25,37,.75,mp,,{}),119:@Note(9.25,33,,75,mp,,{)), 
120:@Note(9.25,28,.75,mp,,()}, 121 :@Note(9.625,44,.125,mp,,()}, 
122:@Note(9.75,45,.125,mf,,{}},123:@Note(9.875,49,.125, mI" ()}, 
124:@Note(10.0,52,.125,1,,{}),125:@Note(10, 125, 55,.125,f,FL T,{)), 
126:@Note(10.125,50,125,1,,{}),127:@Note(1 0.125,35, .125,mp,,{}), 
128:@Note(10.125,28,.125,mp,,(}}, 129:@Note(10.25,55,.5,f,,(}}, 
130:@Note(10.25,49,5,f,,{)),131:@Note(1 0.25,34,.125,mp, SHP,{)), 
132:@Note(10.25,30,.625,mp,,(}}, 133:@Note(1 0.375,37, .125, mp" {}}, 
134:@Note(10.5,42,.125,mf,,{}).135:@Note(10,5,42, .875,ml" {} 1, 
136:@Note(10,625,46,.125,mf,SHP,(}}, 137:@Note(10,75,54,.125,ml,,{)}. 
138:@Note(10.75,49,mf,,{}},139:@Note(10.875,52, .125, mf, ,(}), 
140:@Note(10.875,34,.125,mf,SHP,()), 141 :@Note(11.0,5D,.125,mf,,{}), 
142:@Note(11.0,50,.25,ml,,{)),143:@Note(11.0,35,.375,mf,,{)}. 
144:@Note(11.125,54,.125,mf,,{}), 145:@Note(11.25,47,.125,mp,,{)), 
146:@Note(11.25,47,.125,mp,,{}), 147:@Note(11.375,49,,125,mp,,{)), 
148:@Note(11 ,375,34,.125,mp,SHP,{)), 149:@Note(11.375,28" 125,mp,,{)), 
150:@Note(11.5,50,,375,mp,,{)),151 :@Note(11,5,42,.125,mp,,(}}, 
152:@Note(11.5,35,,375,mp,,()}, 153:@Note(11.5,30,,375,mp,,{)), 
154:@Note(11.625,47,.125,mp,,{)), 155:@Note(11.75,38,.125,p,,{)}. 
156:@Note(11,875,47,.125,p,,{)), 157:@Note(11,875,40,.125,p,,{}), 
158:@Note(11.875,31,.125,FLT,m,159:@Note(12.0,47, .375, p,,{}), 
160:@Note(12.0,38,.125,mp,,(}}, 161 :@Note(12.0,30,.375,p,,{}}. 
162:@Note(12,125,42,.125,mp,,{}}, 163:@Note(12,25,35,.125,mp,,{)), 
164:@Note(12.375,42,mp,,625,,{)}.165:@Note(12. 375,40, .125,mp,,{j}, 
166:@Note(12.375,37,,625,mp,,{}}, 167:@Note(12.375,30,.25,mp,,{)), 
168:@Note(12.5,38,.25,mp,,{j), 169:@Note(12.625,35,.125,mp,,{}}, 
170:@Note(12.625,35,.125,mp,,{}},171 :@Note(12.75,23,.125,p,,{)}. 
172:@Note(12,875,45,.125,p,,{)), 173:@Note(12.875,25,.125,p,,{}}. 
174:@Note(13.0,50,.625,mp,,{}),175:@Note(13.0, 11 ,.25,mp,,{)), 
176:@Note(13.25,45,.75,mp",{)), 177:@Note(13,25,42,.75,mp,,{)), 
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17B:@Note(13.25,3B,.75,mp,,{),179.@Note( 13.25,33,. 75,mp .. ()). 
lBO:@Note(13.625,49,.125,mp .. (}),lBl :@Note(13.75,50,.125,p .. m, 
lB2:@Note(13.B75,54,125,p .. m,l B3:@Note(140,57,.125,pp .. m, 
lB4:@Note(14.0,57,.25,pp .. m,lB5:@Note(14.125,62,.125,pp .. m, 
186:@Note(14.125,42,.125,pp .. {)),187:@Note(14.125,3B,.125,PP .. m, 
1 BB:@Note(14.25,62,.5,p"m,lB9:@Note(14.25,56, .5,pp,NAT ,(}), 
190:@Note( 14.25,41,.125,pp,SHP,{}),191:@Note(14.25,37,.625,pp .. {), 
192:@Note( 14.375,44,.125,pp .. (}),193:@Note(14.5,49,.125,p .. {)), 
194:@Note(14.5,49,.875,p"m,195:@Note( 14.625,53, .125,p,SHP, ()), 
196:@Note(14.75,61,.125,mp,,{)),197:@Note(14.75,56, .25, P .. ()), 
198:@Note(14.B75,59,.125,mp, ,m,199:@Note(14.B75,40,.125,p,,{), 
200:@Note(15.0,57,.125,mp"m,201 :@Note(15.0,54,.25,p"m, 
202:@Note(15.0,42,.375,p .. m,203:@Note( 15.125,61, .125,mp .. {)), 
204:@Note(15.25,54,.125,ml .. m,205:@Note(15.25,54,.125,ml" ()), 
206:@Note(15.375,56,.125,ml .. (}),207:@Note(15.375,50,. 125, mI" ()), 
208:@Note(15.375,41,. 125,mf,SHP,{)),209:@Note(15.375,35,.125,mf,,{)), 
210:@Note(15.5,57,.375,mf"m,211 :@Note(15.5,49 .. 125,mf,,(}), 
212:@Note(15.5,42,.375,mf,,{}),213:@Note(15.5,37,. 375,ml .. (}), 
214:@Note(15.625,.125,54,mf"m,215:@Note(15. 75,45, .125,mp, ,m, 
216:@Note(15.875,56,. 125, mp .. (}),217:@Note(15.875,47,.125,mp .. {), 
218:@Note(15.B75,38,.125,mp .. {) ),219:@Note(16.0.54,.375,mp,,{)), 
220:@Note(16.0,45,.125,mp,,(}),221:@Note(16.0,37 ,.625,mp, ,m, 
222:@Note(16.125,49,.125,mp .. {)),223:@Note(16.25,42,. 125,p .. {}), 
224:@Note(16.375,49,.375,p .. {)),225:@Note(16.375,47,,125,p,,m, 
226: @Note(16.375,44,.125,p,,{)),227:@Note(16.375,41,p,SHP,{)), 
228:@Note(16.5,45,.25,p,,{)),229:@Note(16.5,41,.125,p,,{)), 
230:@Note(16.625,.375 .. p,,{),231:@Note(16.625,38,.375,p,,(), 
232:@Note(16.75,47,. 1875,pp .. {)),233:@Note(16.75,44,.lB75,p,,{)), 
234:@Note(16.75,40,p,NAT,{)),235:@Note(16.875,38 .. 125,pp"m, 
236:@Note(16.875,2B,.125,pp,NAT,{),237:@Note(16.9375,4O,.0625,pp,,{), 
238:@Note(17.0,45, .625, .625,PP .. m,239:@Note(17.0,21,l.0,p,,{), 
240:@Note(17.25,40,.75,p"m,241:@Note(17.25,37 ,. 75,p .. {), 
242:@Note(17.25,33,.75,p,,{),243:@Note(17.25,28,. 75,p, ,(), 
244:@Note(17.625,44,.125,p .. {)),245:@Note(17. 75,45, .125,mp .. {)), 
246:@Note(17.875,49, .125,mp .. m,247:@Note(18.0,52,.125,mf,,{)), 
248:@Note(18.125,57,.125,ml .. {)),249:@Note(18.25,57,.5, f .. ()), 
250:@Note(18.25,45,l.0,I .. m, 251 :@Note(18.25,42,.5,f .. {)), 
252:@Note(1B.25,33,.75,f,,{J), 253:@Note(18.25,26,.75,1 .. (}), 
254:@Note«18.75,56,.125,ml .. {)),255:@Note(40 .. 125,ml .. {}), 
256:@Note(lB.875,54, .125,ml .. {}),257:@Note(18.875,38,.125,ml,,{)), 
258:@Note(19.0,52,. 125, mp, ,(}), 259:@Note(19.0,37 .. 25,mp .. {}), 
260:@Note(19.0,28,.25,mp,,{}),261(19.125,57,.125,mp,,{)), 
262:@Note(19.25,47,.125,mp,,{)),263:@Note(19,25,44,.5,mp,,(), 
264:@Note(19.25,38,.125,mp,,{}),265:@Note(19.25,28,.5,mp,,{}), 
266:@Note(19.375,49,.125,P,,{)),267:@Note(19.375,37 ,.125,p,,{)), 
268:@Note(19.5,50,.125,p"{}),269:@Note(19.5,35,.25,P"{}), 
270:@Note(19.625,54,.125,p,,{}),271 :@Note(19.75,45,.125,pp,,{}), 
272:@Note(19.75,40,.5,pp"m,273:@Note(19.75,33,.125,mp,,{}), 
274:@Note(19.75,25,.125,pp,,{}),275:@Note(19.875,47,.125,pp"m, 
276:@Note( 19.875,44,.125,pp,,{),277:@Note(19,875,35,,125,p,,}), 
27B:@Note(19.875,28,.125,p"m,279:@Note(20.0,49,.125,p,,{), 
280:@Note(20.0,45 .. 125,p"m,281:@Note(20.0,37,.25,mp,,{}J, 
282:@Note(20.0,33,.25,mp,,{),283:@Note(20.125,52,mp .. m, 
284:@Note(20.25,47,.5,mp"{}),285:@Note(20.25,44,.5,mp"{}J, 
286:@Note(20.25,40,.5,mp,,{}),287:@Note(20,25,35,.5,mf,,{}), 
28B:@Note(20.25,28,.125,mf,,{}J,289:@Note(20.375,30,.125,ml,,{), 
290:@Note(20.5,28,.125,mf,,{}),291:@Note(20.625,26,.126,mf,,{)), 
292:@Note(20.75,40,.25,mf,,{}),293:@Note(20.75,23,.125,ml,,{)), 
294:@Note(20.875,25,.125,ml,,{}),295:@Note(21.0,45,.625,f,,{}), 
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296:@Note(21.0,21,l.0,f .. {)),297:@Note(2125,40,75,ml .. (}1, 
298:@Note(21.25,37,75,ml .. {)),299:@Note(21.25,33,. 75,ml .. (}), 
300:@Note(21.25,28,.75,ml,,{)),301:@Note(21 .625, .125,44,mp, ,(}), 
302:@Note(21.75,45,.125,mp .. (} ),303:@Note(21.875,49,.125,mp .. {}), 
304:@Note(22.0,52,.125,p"{)),305:@Note(22.125,61,.125,p"()), 
306:@Note(22.25,61,.375,ml, ,(}),307:@Note(22.25,54,.375,ml,,(}), 
308:@Note(22.25,47,.375,ml .. {)),309:@Note(22.25,45,l. O, mp .. ()), 
310:@Note(22.25,39,.75,mp,NAT,(}),311 :@Note(22.25,30,.75,p .. {)), 
312:@Note(22.25,23,.75,p,,{)),313:@Note(22.625,59, .125, mI .. ()), 
314:@Note(22.75,57,.125, mp .. {}).315:@Note(22.875,54,.125,mp,,{)), 
316:@Note(23.0,52,.125,p,,{)),317:@Note(23.0,40,. 25, p" (}), 
318:@Note(23.0,37,.25,p .. m,319:@Note(23.0,28,.25,p,,{)), 
320:@Note(23.125,57,.125,p .. {}).321:@Note(22.25,47,.125,mp .. {)), 
322:@Note(23.25,44,.5,mp .. {)),323:@Note(23.25,40,.5,mp .. {)), 
324:@Note(23.25,38,.125,mp,FLT,{)).325:@Note(23.25,28,.5,mp,,(}), 
326:@Note (23.375,49, .125,mp .. {)), 327:@Note(23.375,37,.125,mp .. {)), 
328:@Note(23.375,37,. 125,mp, ,() ),329:@Note(23.5,50,.125,mp .. {)), 
330:@Note(23.5,35,.25,mp,,(}),331: @Note(23.625,54,.125,mp,,(}), 
332:@Note(23.75,47,.125,mp .. {)),333:@Note(23.75,42,.5,mp .. {)), 
334:@Note(24.125.54,.125,p,,{)),335:@Note(23.75,45,.125,mp .. {)), 
336:@Note(23.75,26,.125,mp,,()),337 :@Note(23.875,49,.125,p .. {)), 
338:@Note(23.875,46,.125,p,SHP ,{)),339:@Note(23.875,37,.125,p,,(}), 
340:@Note(23.875,30,.125,p .. ()),341 :@Note(24.0,50,.125,p .. (}), 
342:@Note(24.0,47,.125,p .. {)),343:@Note(24.0,38,.25,p .. (}), 
344:@Note(24.0,35,.25,p,,(}),345:@Note(24.25,42,.125,pp,,{)), 
346:@Note(24.25,42,.25,pp"{)),347:@Note(24.25,38,.25,pp"(}), 
348:@Note(24.25,28,.75,pp",(}),349:@Note(24.25,28,.125,pp,,(}), 
350:@Note(24.375,44,.125,pp,,(}),351:@Note(24.375,40,.625,pp,,(), 
352:@Note(24.37516.125,pp .. {)),353:@Note(24.5,45,.5,pp,,{)), 
354:@Note(24.5,37,.5,PP .. m,355:@Note(24.5,21,.5,pp .. ()))); 

myRests:@Rests{«25.75,.25), (1.0,25), (1.0,.25), (2.0, .25), 
(4.75,.25), (5.0,.25), (5.0,.25), (6.0,.25), (6.0,.25), (8.75,.125), 
(8.75,.25), (9.0,.25), 9.0,.25), (9.0, .25), (10.0,.125), (12.75,.125), 
(13,0,.25), (14.0,.125), (17.0,.25), (17.0,.25), (18.0,.25), (18.0,.25), 
(20.75,.25), (21.0,.25), (21.0,.25), (22.0,.25)}); 

11 The Articulations will first give the set of Pedals and then of Slurs. 

myArticulations:@Articulations(myPedals,mySlurs); 

myPedals:@Pedals({(1.0,l.0,3), (2.25,.75,3), (5.0,1.0,3), 
(13.0,3.87,3), (16.625,.625,2), (22.25,.75,3)}); 

mySlurs:@Slurs«l:,2:,8:,9:,10:,ll :,12:), (13:,18:,20:,22:,25:), 
(15:,19:,21:,23:), (26:,30:,32:,34:), (28:,31 :,33:), (35:,39:,43:,47:), 
(37:,41:,45:), 
(57: ,60:,66: ,67: ,68:,69:, 70:), (71:,77:,78:,79: ,80:,83:,84:,85:,89:), 
(94:,98:,103:,106:), 
(96:,100:,102:,104:,105:,109:), (113:,115:,121 :,122:,123:,124:,125:), 
(110:,111:,112:,114:,116:), 
(129:,137:,139:,141:,144:,145:,147:,150:,156:,159:), 
{127:,131:,133:,134:,136:,138:}, {148:,152:}, (158:,161 :), 
(167:,169:,171 :,173:,175:), 
(172:,174:,180:,182:,183:,185:), {186:,190:,192:,193:,195:,197:}, 
{198:,200:,203:,204: ,206:,21 0:,216:,219:}, {208:,212:}, {218:,221 :}, 
(224:,232:), 
(237; ,238:,244:,245:,247:,248:), {249:,254:,256:,258:,261 :}, 
(262:,266:,268:,270:), 
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(264:,267:,269:), (271 :,275,279,283,284), 
(288:,289:,290:,291:,293:,294,296:), 
(292: ,295:,301 :,302:,303:,304,305:), (306 ,313,314:,315:,316:,320:), 
(321:,326:,329:,331 :), (324:,328 ,330), (332: ,336:,340: ,344:), 
(334:,338:,342:), (345.350,353:)); 

myDinamicres:@Dinamicres({({8:,9:,10:,11:, 12:},crescendo), 
({26: ,28:,30: ,31: ,32: ,33: ,34: ),decrescendo), 
({37: ,38:,41: ,42:,45:,46:) ,crescendo), 
({53:,54:,55:,56:,57:,58:,59:),decrescendo), ({66:,67:,68:,69:),crescendo), 
({110:, 111:, 112:, 114:,),decrescendo), ({121:, 122:, 123:, 124:),crescendo), 
({127:, 128:, 131:, 132:, 133:, 134:, 136:),crescendo), 
«145:,146:,147:,148:,149:,150:,151:,152:,153:, 154:, 155:, 156:, 157:, 158:), 
decrescenda), ({180:, 181:, 182:),decrescendo), 
({196:, 197:, 198:, 199: ,200: ,201 :,202: ,203: ,204: ,205: ,206:,207:, 208:),crescend 

O), 
({244:,245:,246:,247:),crescendo), 
«258:,259: ,260:,261 :,262:,263:,264:,265: ,266:,267: ,268:,269:),decrescendo), 

({273: ,274:,277: ,278: ,281: ,282:),crescendo), 
«301:,302:,303:,304:,305:,306:),crescendo»); 

myAbsloudsigns:@Absloudsigns({(7.625,dim.), (15.625,dim.), (22.675,dim.»); 

myArpeggi:@Arpeggi({{15:,16:,17:), (73:,74:,75:,76:), (251 :,252:,253:), 
(306:,307:,308: ,309:,31 0:,311 :,312:))); 
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Había que demostrar la existencia de la Forma circular "List", que se usa para indicar las repeti· 

ciones (tipo "da capo") en una partitura. List se defme así: 

Length ,.Simp/e(Z); 

Item(F) ,.Limit(F, List(F)); 

List(F),.Colimit(Item(F), Length) 

Para probar que esta Fonna existe. se tiene que exhibir el funtor de la Fonna, Fun(List(F)) y el 

identificador (aquí regresamos a nuestra notación anterior) 

f' Fun(List(F)) ~ Fun(Item(F)) U Fun(Length). 

Si existiera la Fonna List, deberíamos tener: 

(i) la Fonna Length= (Length,Simple, Z, @Z ~ @Z); 

(ii) la Forma ltem(F)= (Item(F), Limit, (F,List(F)), 

Fun(Item(F)) ~ Fun(F) x Fun(List(F))); 

(iii) la Fo""a List(F)= (List(F), CoLimit, (Item(F), Length). 

Fun(List(F)) ~ Fun(Item(F)) U Fun(Length)). 

Pero lo que realmente necesitamos son isomorflSffios tales que, si la Forma existiera: 

Fun(List(F)) '" Fun(Item(F)) U Fun(Length) = Fun(Item(F)) U@Z 

'" (Fun(F) x Fun(List(F))) U@Z 

Sean Fun(F) = H, Fun(Item(F)) = K, Fun(List(F)) = L. 

Entonces, necesitamos que: 

(a) L '" (H x L)U@Z. 

Thmbién queremos que 

Fun(Item(F)) '" Fun(F) x Fun(List(F)) 

'" Fun(F) x (Fun(Item(F))U@Z), 
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o, en otras palabras: 

(b)K"'Hx(KU@Z). 

Como H es arbitrario, mostraremos que existe un funtor M (H) s::: M (H) x H, definiendo un 

Sea L = Ui=O,.,_,oo H i 
X @Z.Queremosprobarel isomorfismo (a). El lado derecho de (a), con L 

defmido de esta manera, es: 

U H'x@Z~L. 
¡=<O, ,00 

Ahora sea K = H x L. Entonces, 

K~Hx U H'@Z=Hx(U@ZUHx@ZUH'x@Z .. ) 
.=<0, ...• 00 

= Hx«UHm:UH'@ZU .... )U@Z) ~ Hx«HxU@ZUHx@ZUH'x@ZU···)U@Z) 

~ H x «H x U,~.~H'@Z)U@Z) = H x «H x L) U@Z) = H x (KU@Z) .• 

1II.4 MoñlSmos entre Composiciones Locales 

A continuación vemos ejemplos de Stmetrías en la música, ya que la teoría de morfismos entre 

composiciones locales se basa en ellas. 

Ejemplo 4.1 'Transposición (Cambio de Tonalidad) 

Consideremos un vector de traslación t E Ql, una transfonnación afio de módulos 

y una transfonnación natural de funtores 

que lleva cualquier Denotador de EulerModule x, (x: A - EulerModule(x)) asu trasladado 

Si x es lDl punto en el espacio de la Forma Euler M adule, entonces 

xEQ3yet ·x=x+t. 
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\éamos la clase de la octava, modc(x) : O ....... o-EulerClass(¿'o x), donde los trasladados son 

eno , n E Z, de los miembros (enteros) de la octava aplicados (sumados) a x. Si tenemos un acorde de 

tamaño k dentro de modo(x), es decir, 

eh; o ...... o-ClassChord( eJ, C2 •. .. ,Ck), consideraremos el trasladado 

Si tenemos la escala de siete notas, o sea, un subconjunto de Z12, como un ""acorde" de siete notas, por 

ejemplo DOm o.lI = {a, 2, 4, 5, 7, 9, 11} (como clases), aplicándole el1lodo (7) tendremos 

Sol",.. = {7, 9,11,0,2,4, 5}. 

Ejemplo 4.2 Inversión. Retrogrado. Inversión con Retrogrado 

Estas simetrías son bien conocidas en la teoría de la música, desde la época barroca hasta la con-

temporánea (la inversión COn retrógrado es fundamental en la composición serial dodecafónica). 

Como la mvezsión es un reflejo sobre el eje de "Pilch" (altura de las notas) en lUla nota fija,. su 

descripción visual depende del espacio de "Pitch" en el cual se trabaja. Por ejemplo: 

1) Piteh; 

del piano). 

(Pitch -tSimple(Z); esta Fonna nos sirve para designar, por ejemplo. las 88 teclas 

2) M athPiteh; (MathPitch -tSimple(RQ); su Coordinador es el espacio vectorial de di-

mensi6n infmita RQ). 

3) Euler M adule; 

4) p-PitchClass. 

Podemos deflIÚr un Íllversión musical (inversión metódica, no de acordes o intervalos) como una 

transfonnación afin e' . ( ~ 1), que manda un Denotador de Forma Pitch, 

D: A ~ Pitch(x) a 

e' . (-1)D : A ~ Pitch(e' . (-1)(x) = s . (-1)(x) = s-x. Es interesante preguntar bajo que 

condiciones tendrá esta inversión un punto (nota) fijo. 
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Sea x = el ·xo. Entonces, el ·xo = s - et . Xo si,y sólo si, t -Xo = s - (t - xo) = s - t +xo si. 

y sólo si, 2t == s + 2xo. Pero et . t = e" . 2xo si, y sólo si, 2t = s y 2xo = O. Para Pitch, M athPitch y 

Eu[erM adule tenemos que la inversión e" (-1) tiene un punto (nota) fijo si, y sólo si, t = ~s y Xo = O 

Sin embargo, en el caso de ¡rPitchClass estamos hablando de morfismos diafines en x E A@Zp, 

donde 3 E 2ZJh más un dihomomorfismo (lineal) de módulos Xo : A -.. Zp, con 2im(xo) = O. De la 

Teoría de Campos Finitos. sabemos que si p es impar. 2 tiene un inverso multiplicativo en Zp, y el punto 

(nota) fijo se encuentra haciendo t = ~ s y el dihomomorfismo IO = O. 

Si p es par. o sea, p == 2q, no es forzoso que s E 2Zp; por otro lado, el dihomomorfismo lineal debe 

tener imagen en el submódulo qZp ~ Z2 para que 2xo = O. 

Tomemos como ejemplo la Fuga no.6 del libro 1 del Clave 7emperado de J.S.Sach. El compás 33 

es una inversión del compás 29. que es el motivo de la fuga. 

, 1""'-0, I I 

Irlll""r 

" 

_. 
't 

Figura 2 
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\emos que, en la transformación hay un punto fijo (sol = 7) que aparece 2 veces en las 5 aplica~ 

ciones. Tenemos que, por ser un punto fijo, s _el 'Xo = et 'Xo- En este caso estaríamos en 12-PitchClass 

(Z12) y nuestro Denotador sería: 

Fuga6I:- 12-PitchClass(x) (cuando la dirección es cero, no se pone). 

Si t = 7, entonces s == 2·7 = 2y Xo = 6· s = 6·2 = O. Entonces, 2:ro =0. EvaJuadoenx = 7, 

efectivamente, e7 • (-l) . 0(7) = 7 - O, 7 = 7 = x, y s - x = 2 - 7 = 7. Evidentemente, esto será 

igual para cualquier nota de la escala cromática (entero de Z12). con t = x. En otras palabras, en Z12 se 

puede hacer la inversión en tomo a cualquier nota (otra propiedad importante de la división de la octava 

en 12 notas). 

En la música,. el retrógado significa el tocar al revés. comenzando con la última nota y terminando 

con la primera. Sin embargo, el tiempo contemplado en parámetros como "Onset". «DuraUón"'. etc. 

no se puede invertir tan intuitivamente; el ejemplo de una grabación invertida nos muestra algo que no 

es el retrógrado musical. 

\éamos que sucede cuando trabajamos con la Forma Onset -Simple(lR). Aquf se puede trazar 

una analogía con la inversión de Pitch y la simetría del retrógrado: 

k.(x) = e~ . (-l)x = s - x, siendo s el "largo" total de la pieza, medida en R. Si, por ejemplo, 

tenemos un compás medido en cuartos, 8 = 4, Y si x = 1.5 (una nota que comienza en Onset = 1.5) en 

su retrógrado la misma nota comenzará en Onset = 4 - 1.5 = 2.5. 

Pero, ¿qué pasa cuando tenemos dos notas en los tiempos Onset y Offset = Onset+Onsetdistance, 

separadas por Onsetdis/a11ce. Es decir, nota 1 tiene Onset = 1.5 Y nota 2 comienza en 

Onset + Onsetdistance =: 1.5 + .75 = 2.25. 

Si aplicamos nuestra simetría k., tenderemos 

(k,{Onset), k.( QUiet)} = {s - QUiet, s - Onset} 

que, en nuestro ejemplo, es {4-2.25, 2-1.5} = {1.75, 2.5}. Así es que elretr6grado denota 2 comienza 

exactamente Onsefdistance antes del retrógrado de nota J. 
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Sin embargo. si la duración (que no hemos contemplado) de nota 2 es mas larga que Onsetdislance 

(por ejemplo, si dura 1.5) entonces k.(OjJset) no terminará cuando comienza k.(On~et). 

Así es que hay que incluir ei parámetro Duro.tión cuando se deíme una simetría de retrógrado y, 

por ende, tlabajar en el espacio bidimensional Onset $ Du.ratión. Si tomamos dos eventos, 

OD(Onset, Duratiim) y OD( Offset, Duratián). 

primeramente hay que aplicar ea . ( -l) en los parámetros Onset de ambas notas, O sea,. 

OD(k,(Onset), Dura/ion) y OD(d,(Clffsel), Duratitm). 

Sea la duración de nota 1 = .5, nota 2 = LO > .75. Entonces, tenemos (2.5, .5), (L 75, LO). Pero 

esta transfonnación es intermedia, ya que queremos evitar empalmes. Asi es que tomamos en cuenta la 

dwación para obtener 

OD(k.(Onset) - Durationl, DuratiO'l1¡) 

y OD(k.(OjJsel) - Duration2, Duration2), osea 

(2.5 - .5, .5) = (2.0, .5) Y (1.75 - 1.0,1.0) = (.75, 1.0). 

De esta fonna, el empalme de 2.5 a 2.75 se evita por completo, ya que en el retrógrado nota 2 teonina 

en 1.75 Y nota 1 comienza en 2.0. 

Finalmente, definimos el retrógrado como K. : R? -t R2, (o, d) >--t (s - o - d, d), es decir, 

(.,0) . [-1 -1 1 e O 1 . 

Evidentemente, en este ejemplo no contemplamos el parámetro Volumen (Loudness) que musi-

calmente está. también, sujeto al retrógrado. 

Por otro lado, la inversión con retrógrado, tan usado en la música serial dodecafónica, involucra 

tres parámetros, o sea, Onset G1 Pitch EB DUTation. Así es que tenemos: 

[ -1 O -1] 
KU."t = ee-.,t,O) . O -1 O 

O O 1 
y si o es el On.set¡ p la nota (Pitch) y d la duración 

(Duration) originales, o, p, d E lR, entonces: 
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-1 ] [ o ] [-O - d] [S] [-O - d 1 [ s - o - d 1 O p = -p y t + -p = t - P . 
1 d d O d d 

De esta manera. una inversión con retrógrado nos lleva de 

)t3 _ R3 ,(o,p,d} ---. (8 - 0- d,t - p,d). 

Ejemplo4.J En la sección 1l.4 se mencionó que se daría un ejemplo en que el producto fibrado 

de dos composiciones locales objetivas en ObLoc no cumple con las necesidades de la TMM, mientras 

que en el marco fimtoriaI, como objetos en Loe con dirección cero, sí funciona bien. 

Tomemos A = B = e = Zz y el punto x : Dz -+ A. Sean e, J dos composiciones lo~ 

cales objetivas. e <-> A@Fun(Pitch),J ...... A@Fun(Pitch) y. en este caso, Pitch -Simple(Z) y 

Fun( C F) = @Z, que es el espacio ambiente. 

Con la simetrla et . x : Z -+ Z realmente tenemos dos conjuntos de intervalos con un punto base y 

un punto terminal. Supongamos que enJ = 0 y, por lo tanto, el conjunto de intervalos correspondiente a 

e nunca se interseca con el conjunto de intervalos correspondiente a J. Supongamos, además, que todos 

Jos puntos de la base son iguaJes en Jos dos conjuntos, pero los puntos tenninaies nunca coinciden en e 

yJ. 

De esta manera, como ejemplo, e = {(O, 2), (O, 4), (O, 5)}, j = {(O, 7), (O, 9). (O,lI)}, o sea, 

todos los intervalos comienzan desde el tónico (digamos do) Y 

C = {re = 2,m; = 4.fa = 5},J = {sol = 7,Ia =9,si = 11) 

Como se puede apreciar, la perspectiva objetiva en la dirección A no muestra puntos en común, mientras 

la perspectiva funtorial sí muestra los puntos comunes de la base. \bmos como se relaciona esto con los 

productos fibrados objetivo y funtorial. 

Si tomamos el producto fibradoobjetivo, tendremos las intersecciones de los conjuntos e = {2, 4, 5} 

y J = {7,9, ll} que es claramente vacía: 

CnJ 

" 
~ CCOOZ 

! 
S=ZOZ OOZ:>J -
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APÉNDICE I 

TOPO! 

La construcción del concepto de Denotador. como es empleado en este trabajo, fue un proceso 

arduo y es producto, como toda estructura matemática (sin ahondar aquí en la esencia multidisciplinaria 

de nuestro Denotador), de una serie de antecedentes que fueron desarrollados sin que se supiera en que 

momento se fueran a hacer los nexos decisivos entre ellos. Una de las fuentes más importantes que 

contribuy6 al desarrollo del concepto y la estructura del Denotador es la Teoría de Categorías Y. más 

específicamente, la Teoría de Topos. En las palabras de Guerino Mazzola, el creador del marco teórico 

que sostiene la estructura" '0_ en vista del riguroso marco formal que (se expondrá adelante), podemos 

decir que los principios más generales de la construcción matemática de producto, coproducto, conjunto 

potencia ... reúne todo lo que se sabe"relevante para la formación de estructuras matemáticas y de bases 

de datos .. ,. Es asombroso que los teóricos de bases de datos todavía no han aprendido a hacer un uso 

sistemático de la Teoría de Categorías, aunque SI se emplea en el aspecto teórico de la Ciencia de la 

Computación'. [ToM, cap.6] 

En este Apéndice, haremos un breve recorrido par las aspectos de la Teoría de Topos que san esen­

ciales para poder entender la estructura del Denotador. Las defmiciones básicas de Teoría de Categorías 

como categoría, funtor, transformación natural, categoría dual, etc. pueden consultarse en varios libros 

de la bibliografia [p.ej. LluP., cap.II] y nos concentraremos en los conceptos ligados a los topoi.los cuales 

son necesarios para comprender el presente trabajo donde la categoría de funtores (pregavillas), el topos 

Modo, juega un papel privilegiado. 
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I.1 Límites, Colímites, Producto Fibrado. Coproducto Fibrado y Objetos Iniciales (Termi-

Dales) 

Definición. UnproducJo en lUla categoría C es un objeto A x B, con A, BE e,junto con lUla 

pareja (PA : A x B - A, PB : A x B - B) demorfismostal que para cualquierparejadeC morfismos 

(J : e - A, 9 : e - B) existe un morfismo único p = (J, g) tal que el siguiente diagrama conmuta 

e 
f,/ ¡'P '.' 

A ~ AxB ~ B 
Cabe mencionar que A x B está defmido de manera única, salvo isomorfismo. 

El dual del producto es el coproducto (o suma directa). 

Def"micióo. Un coproduclo en una categorla e es un objeto A EI1 B, con A, B E e, junto con una 

pareja iA. : A - A EI1 B, i B : B - A EI1 B de morfismos tal que para cualquier pareja de morfismos 

(f : A - e, 9 : B --. C) existe un morfismo único i : A E9 B -+ e tal que el siguiente diagrama 

conmuta (1 o (A = /, i o is = g). 

e 
f /' r; ",. 

A ~ AEJ1B ~ B 

Ahora defmiremos el igualador. 

Def"micióD. Dada W1apareja f,g : A - BdemorflSmosenunacategoriae,seai: E -+ A con 

E E C. El morfismo i es un igualador de la pareja J, 9 de morfismos si: 

(a)foi =goi; 

(b) Para todo h : e -+ A, si J o h = 9 o h, entonces existe un morfismo único k : e _ E tal que el 

siguiente diagrama conmuta, e E C 

E A 
fA: h/ 
e 

!.. B 
• ~ 

De manera dual, un coigualador de la pareja J, 9 : A - B de morftsmos es un e morflSIllo 

p:B-E 

si: 
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(.)pof=pog; 

(b) Para todo h ; B _ K, si h o f = h o g, entonces existe tul morfismo único k : E _ K tal que el 

siguiente diagrama corunuta: 

A 

Cabe mencionar que se puede demostrar con facilidad que todo iguaJador es un monomorfismo y rodo 

coigualador es un epimorfismo. 

Ya estamos listos para defmir límites y colimites 

Definición. Un cono para un diagrama D en una categoría e consiste en Wl objeto e E C, junto 

con un e morfismo Ji : e -+ Di para cada objeto Di en el diagrama, tal que el siguiente diagrama 

conmuta cuando 9 es un morfismo de D (9 o lo = Ji) 

C 
f. / '.f, 
Di !. Dj 

Definición. Un límite para D es un cono sobre D ({Ji: e - Di}) con la siguiente propiedad: 

dado cualquier otro D cono (U: : e' -+ D¡}), hay exactamente un modismo f : e' - e tal que el 

siguiente diagrama conmuta ( Ji o f = JI)· 

c' !f C -f: ¡ f. / 

D, 

Un limite para D, o sea el cono e, es único salvo isomorfismo .. 

Un colímite para D consiste en un cocono ({ Ji : Di --+ C}) tal que para cualquier otro cocono hay 

un morfismo único J : e --+ e' tal que el siguiente diagrama corunuta (f o h = JD· 

e' 1!. e 
f: ¡ f. / 

D, 

Ejemplo. Sean Di, Dj dos e objetos sin un morfismo entre ellos. Así es que un límite para D (el 

morfismo 0) es el producto de Di y Dj y Wl colímite para D es el coproducto: 

e' e' 
/:,/ !!/ ,--/i /: / T!/ 'Ji 

Di t. e ~ Dj Di!.!. e !l- Dj 

Ahora recordaremos el producto fibrado ("pullback") y su dual, el coproducto fibrado ("pushout"). 
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Definición. El producto fibrado de dos morfismos con el mismo codominio, 

f : DII; - Dj Y 9 : D, - D j , es un límite en lUla categoría e para el diagrama 

Di 
j' 

Dk 7 Dj 

Un cono para este diagrama consiste en 3 morfismos, J., J], !t.: 

e f. Di 
f. j :;:'f, j' 

DI!; f Dj 

Pero como f o!k == fj == 9 o f¡, es suficiente decir que el cono es la pareja de morfismos (¡., 111;), tal 

que el siguiente diagrama conmuta: 

e ~ Di 
f~ 1 19 

Dk ~ D] 

Asimismo, cuando tenemos f: y tfe tal que 1 o 1k = 9 o !:, entonces existe un morfismo único 

~
c''.~ 

e !.!.." Di 
f~ /"1 91 

Dk !.., Dj 

El cuadrado interior (J, g, !" A) es llamado cuadrado cartesiano. 

El dual del producto flbrado es el coproducto fibrado ("pushout"), el cual es un colimite para el 

diagrama 

Dj ~ DII; 
f j 

Di 

que representa dos morfismos en una categoría e, f y g, con el mismo dominio. Su construcción es como 

sigue (Ji o 9 = A o J, JI og = J~ o J). 

D; 
f j 

D. 

Di 
¡f. 
e 

D; 
f j 

D. 
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finalmente, deflIliremos los objetos iniciales (terminales) de una categoría. 

DdiDidóD. Un objeto inicial en una categoría e es un objeto O tal que existe un morfismo único 

de O en A. para todo objeto A E e (O -o A). Un objeto terminal en e es un objeto 1 tal que existe un 

morfismo único de cualquier A en e en 1 (A ..... 1). 

Una categoría puede carecer de objetos iniciales (terminales) pero, en el caso de poseerlos, son 

únicos salvo isomorfismo. \éamos Ja prueba de este hecho para l. 

TeoRma. Si I Y I'soo ambos objetos tenninales, entonces existen mortismos únicos 

u:1-1', 

u': 1' ..... 1 

tal que 

u' ou = 11, uou' = 11, 

(1 es el mortlSlllo identidad). 

Demostración: Sabemos u : 1 ..... l' es única porque l' estenninal. Análogameoteu' : l' ..... 1 

es única Asi es que la composición u' o u: 1 ..... l' _ 1 es única y tiene que ser 11• ya que 11 : 1 ..... 1 

es el único morfismo de 1 en 1. Análogamente, 11' es el único morfismo de l' en l' Y es igual a 

uou':1' ..... 1_1' .• 

Cabe mencionar que el objeto cero es un objeto en una categoría que es inicial y terminal a la vez, 

pero no nos interesa ya que una categoría con objeto cero (como Grp, por ejemplo) no puede ser un topos. 

Un ejemplo de objetos iniciales (tenninales) son el vaclo (y el conjunto de un sólo elemento) en 

Seto En el caso de Grp, como ya mencionamos, el objeto inicial y terminal es el mismo, e, el grupo trivial 

cone*e=e. 

Las siguientes defmiciones y teorema serán muy importantes cuando defmamos y estudiemos los 

topoi. 
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Definición. Una categoria e es completa (cocompleta) si cada diagrama en e tiene un límite 

(""limite) en C. 

Definición. Un diagrama fmito es Wl diagrama que tiene un número fmito de objetos y de morfis-

mos entre ellos. 

Defiokión. Una categoria e es finitamente completa (finitamente cocompleta) si cada diagrama 

ímito tiene límite (colímite). 

'teorema. Una categoría e tiene un objeto tenninal y un producto fibrado para cada pareja de 

morfismos con codominio común si, y sólo si, e es fmitamente completa. 

I.Z Fardares Adjautos y Exponeociación 

Dermición. Sean C~'D • o sea, F y G un par de funtores entre las categorías e y V. F es adjunto 
G 

izquierdo de G (o G adjunto derecho de F). F --\ G, si hay una biyecci6n natural de fiuttores tal que: 

C(F(D), e) '" VeD, G(e» 

para los objetos e E e, D E 'D. 

Definición. Una categoria e posee exponenciación si cualesquier dos objetos A, B E e tienen 

producto, y si existe EA y un morfismo evaluación ev : B A x A -t B tal que. para C E e y unmorfismo 

g:CxA-tB 

existe una única 

f¡:C-tBA 

tal que el siguiente diagrama conmuta: 
exA BAxA 

L'· 
B 

En otras palabras, existe una única 9 tal que ev(g x lA} = g. Esto nos da una biyección entre los 

morfismos Hamc(e x A, B) Y Hamc(e,BA). 
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1.3 Pregavillas, Funtofts Representables y el Lema de YOneda 

La categoria Modo, que es un topos como se definirá en 1.5, es un ejemplo particular de una 

cat<goria de pregavillas. 

Definición.Una pregavilla de conjuntos sobre una categoría pequeña fija e 1 es un funtor con­

travariante P : e --t Sets. Así es que la categoria de pregavillas es equivalente al topos SetsCOP y la 

denotaremos poI 'P. Los objetos de P son todos los funtores conrravariantes P ; e -+ Sets y los mor-

fiSOlOS son las transformaciones naturales T : P --t Pi. 

Definici6n Sea Y(A) = H 01'7lC(., A) el funtor contravarianteHom. Las pregavillas de este estilo 

se lIamanfuntares (pregavi/las) representables. 

La pregavil!a Y(A) se define en un objeto B E e como 

Y(A)(B) : H01"«B, A) 

y en un morfismo q : X _ B para u : B -t A como 

donde Y(A)(q)(u) : u o q 

Para el morfismo u : B --t A en e, existe una transfonnación natw-al. 

T' Y(B) ~ Y(A), 

es decir. 
B H01"«_.B) 

u ¡ ¡Horne(.tu) 

A H01"«_.A) 
AsI es que Y es un funtor que lleva de la categoría e a la categoría de funtores contravariantes en C. y 

sellamaelfontorde lóneda. y, C~P, A ~ Y(A): H01"«_,A) yesUD funtorplenoy fiel. El 

funear de 'funeda da lugar al Lema de lblteda. 

I En este trabaJo se ha estado basando en el ax.ioma de: MacLaoe 
"Existe un mivetso V" 

que es más d&il que el universo de Grothendiecl::. Esto es necesario porque: si D()S basiramos en los axiomas ZF o el sistema NBG 
[Gold,capJl McxfJ no seria una pregavilla {McLr,lI.12] 
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Lema de Yoneda. Para una pregavilla arbitraria P en e y A E e, hay una correspondencia natural 

biyectiva entre las transfonnaciones naturales (J : Y(A) --+ P y los elementos del conjunto P(A). 

En otras palabras, y según la notación del presente trabajo, si P E ModO entonces existe tma 

biyección 

<>: Homc(@A,P) - MIP. 

tal que si 

entonces 

osea 
A 
1" 
B 

8 ~ <>(0) = O(A)lA, 

~ P(A) 
rF(u) 

~ P(B) 

1.4 Los Subobjetos, el Clasificador de Subobjetos {l.las Cribas y los Objetos Potencia 

Sea f : B --+ A, 9 : e --+ A. Decimos que f ~ 9 si existe un único monomorfismo h : B -..., e tal 

que el siguiente diagrama conmuta: 

B • e ;:::1 l' 
A 

Si h es un isomorfismo con inverso j, tenemos que: 

/=gohyg=/oj 

en cuyo caso diremos que f ~ 9. ya que sus dominios son isomorfos. DeÍlllimos una clase de equiva-

lencía: 

[/1 = {g: /",gl 

que hereda la reflexividad y transitividad de la relación de inclusión ~ original, y es antisimétrica, ya que 

si 

f <; 9 y 9 <; f entonces (/1 = fgl· 
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Asimismo. esta relación no depende del representante de la clase, porque 

sean 111 : 11'1 y Igl : 19'1; si f C; 9 entonces f' C; g'. 

Definieión. Sea A E C. Un subobjeto de A es una clase de equivalencia de monomorfismos con 

contradominio A. 

Definición. En una categoría C, con límites finitos, un clasificador de subobjetos es un monomor-

fismo, true ; 1 ....... n. tal que para todo monomorfismo 1; S >--> X en C existe un único moñtsmo XI' 

taJ que el siguiente diagrama es un producto fibrado: 

, ( s ~ X 

1 

(X, 
¡¡ 

\éamos el clasificador de subobjetos en Sets como motivación. Recordemos que si D es un con-

junto. el conjunto potencia de D. P(D). está en correspondencia biyectiva con todos los morfIsmos: 

(D - 2 ~ (O, I}). 

En otras palabras, la biyecci6n entre los subconjuntos de D, P(D). Y la colección de funciones (D -o 2) 

se establece así. 

Sea A ~ D Y defInimos XA como XA(X) = { ~ xEA 
x~A 

(a) P(D) ....... (D ....... 2) es inyectiva, ya que si XA = XS, entonces A = B. 

(b) P(D) - (D _ 2) es suprayectiva porquecomo 2 ~ fO, 1), si f E (D - 2) Y si x E A, 

entonces I(x) = XA = 1 Y si x E D - A entonces I(x) = XD-A = O. 

La correspondencia entre Jos subconjuntos y las funciones características puede representarse en 

un diagrama de producto fibrado. Aquitenemos Al = {x ; x E D y I(x) = 1}. osea, Al es la imagen 

inv","de{l} e {O, I} bajo f. 

A, 
'1 
{l} 

D 
¡1 
2~{0,1} 

La función true se conoce como la función "verdad". Cabe mencionar que un clasificador de subobjetos, 

cuando existe en una categoría, es único salvo isomorfismo. 
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Abora veamos el clasificador de subobjetos en P (una categoría de pregavillas, como Mod@). 

Para cualquier categoría arbitraria de pregavillas P si hay un clasificador de subobjetos n éste debe, 

en particular, clasificar los subobjetos de cada pregavilla representable Y(A) = H ompC, A) (@A en 

nuestra notación). Así es que: 

Sv.I>p(Homc(~, A)) " Hom'P(Homc(~, A), O) = Nat(Homd~, A), O). 

Pero por el Lema de Yoneda, 

Nat(Homc(~,A),O)" OCA). 

Así es que, si existe el clasificador de subobjetos en C. tiene que ser el funtor (la pregavilla) n tal que: 

OCA) = Sul>p(Homc(~, A)) = {S, S es un subfuntor de Homc(~, A)). 

Lo común en este caso es introducir una manera alternativa de dCÍmir Jos subfuntores del funtor repre. 

sentable Homc(~, A). 

Definición.Una criba en A E e es un conjtulto Cr de morfismos con contradominio A tal que si 

fE Cr y si fh estádefmida, entonces fh E Gr. 

Ahora veremos que hay una biyección entre críbas en A y los subfuntores de H omc( _, A). Por un 

lado 

Cr= {j ,paraB EC, f, B~Ay f EQ(B)) 

donde Q es un subfuntor de Homc(-, A) es una criba. 

Por otro lado, si tenemos una criba Cr en A podemos defmir 

Q(B) = {f, B - Ay fE Cr} e Homc(~,A) 

el cual, a su vez, nos da un funtor Q E e, con Q Wl subfuntor de H om.c (_, A). De esta manera tenemos 

que una criba Cr en A es equivalente a W1 subfuntor de H 0'I1lc(-> A). 

Definición. El clasificador de subobjetos 11 en una categoría de pregavilIas (funtores) 'P se define 

en objetos como: 

OCA) = {Cr, CresunacribaenA E C} 
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y en morfismos u : B __ A como: 

n(u) 

entonces n(u () q) 

OCA) -- n(B), tal que si u o q E Cr (q una fundon con codominio B) 

n(q) o n(u) 

Para A E e el conjunto de todos los morfismos que rienen contradominio A se llama la criba maximaJ. 

Estas cribas maximales se "pegan" para dar la transformación natural: 

true:l __ n. 

Definición. Una categoría e con prodñuctos tiene objeto potencia si a cada A E e existe nA 

(véase la defmición de exponendación) tal que para cualquier B E e, hay Wl isomorfismo 

Hamc(B x A,n) '" Homc(A,n B
). 

En otras palabras, el funtor Homc(B x _, O) es representable -isomorfo a Homc(_, OB)_ siendo nB el 

objeto representante .. 

El objecto potencia tiene que cumplir con la condición de exponenciación. 

L51bpoi 

Ahora podemos ver varias defmiciones equivalentes de Wl topos. 

Definición 1. Un topos es una categoría e tal que: 

(a) e es fmitamente completa (cada diagrama finito tiene límite); 

(b) e es fmitamente cocompleta (cada diagrama fmito tiene colímite); 

(e) e tiene exponenciación; 

(d) e tiene un clasificador de subobjetos. 

Cuando se cwnple (a) y (e) se dice que e es Cartesiana cerrada. Asimismo tenemos 

(a') e tiene objeto tenninal y producto fibrado y 

(b') e tiene objeto inicial y coprodueto fibrado, siendo tanto(a) y (a') como (b) y (b') equivalentes. 

De fonna igual, (a), (e) y (d) implican (b). 
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Definición l. Un topos es una Categoria Cartesiana Cerrada con un clasificador de subobjetos. 

Definición 3 Un topos T es una categoria con: 

a) límites fmitos; 

b) W1 clasificador de subobjetos fl; 

e) una función f que asigna a cada objeto A E T un objeto nA E 1; 

d) dos isomorflSDlos naturales para cada objeto A E T: 

i) Su~A '" Homy(A,n) y 

ii)Homy(B x A,n) _ Homy(A,n B
). 

1.6 La Categoría de Elementos 

La categoría de elementos se denota fe P. Sus objetos son todos las parejas (A, D) donde A E e 

y D E peA) (en nuestro caso, A E Mod y D E A@F). Sus morfismos (A,D) -+ (B, D') son los 

morfismos o: : A -+ B en e (en Mod, por ejemplo) tal que D' o: = D. 
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APÉNDICE 11 

EL TOPOS DE LA MÚSICA y LA TMM 

El pWlto de referencia de todo este trabajo ha sido la enciclopédica obra ToM, The 1bpos 01 Mu-

sic. No es el lugar aquí para reproducir el índice de ésta, con sus aproximadamente 62 capítulos y 21 

apéndices, pero cabe remarcar que, aparte de la teoría de Topos, se emplea una vasta variedad de ramas 

de la Matemática, tanto en el desarrollo teórico como en la parte aplicada y experimental de la obra. 

Guerino Mazzola, matemático discipuJo de Alexander Grothendieck (el cual dijo acerca del libro 

previo de Mazzola publicado en alemán en 1990, Geometrie der Tone 1, "Das ¡st wohl sebon die 

Mathematik des 'Neuen Zeitalters"', es decir, "Esta es la Matemática del 'nuevo siglo"') es también un 

experimentado pianista de jazz y musicólogo. Sin embargo, como queda claro en los primeros 5 capítulos 

de ToM, correspondientes a la sección l. no da ningún paso sin filosofar acerca de su materia. En este 

apéndice intentaremos dar al lector que ha tenido la paciencia-o va a tener-de estudiar con todo detalle 

técnico al Denotador, una noción acerca de la motivación filosófica detrás de su fonnulación y,en 

general, detrás de la Teoría Matemática de la Música, TMM. 

La existencia de un vinculo entre estas dos áreas de la creación y el conocimiento hwnanos data 

desde la época de los griegos, pero es hasta fechas recientes que una maquinaria matemática sofisticada 

se despliega en aras de entender y describir el fenómeno musical, Esto, a su vez, es totalmente com-

prensible, ya que no existía tal desarrollo de la Matemática hasta la segunda mitad del siglo por tenninar. 

Asimismo, es importante recalcar que no es el propósito de la TMM absorber la genialidad de Wl com-

positor o intérprete mediante una teoría fonnal, sino el de entender los aspectos de la Música sujetos al 

razonamiento, de la misma manera en que los físicos intentan comprender la naturaleza perceptible como 

una expresión racional del "Creador", y no al Creador mismo. 

lThe TOfXM 01 Music iba a ser una traducción de la Geometrie der TIJne, solicitada por la Editorial Birkhluser, pero se 
transformó en Wla obra tan amplia, que rebasa la de 1990. 

67 



Un aspecto importante de la TMM descansa sobre el hecho de cómo una aplicación de la Matemática 

a un área en particular de la Ciencia o las Humanidades (en este caso la Música) redunda en aportes a 

la misma Matemática, con la creación de nuevos objetos, estructuras y modelos. En este caso, los an­

tecedentes de la TMM reportan la creación de nuevos objetos matemáticos (Denotarlores, Composiciones 

Locales y Globales, etc.) y los softwares RUBATO y PRESTO. En cuanto a la Musicología, el aporte es 

tan revolucionario que bien se puede pensar en hablar de la Musicología Científica. 

Podemos apreciar que el mismo título de la obra, The '!Opos 01 Music, posee un doble sentido. 

Por un lado está la palabra griega topos, que significa lugar y que sugiere la ubicación del concepto de 

la Música como un tópico, en el sentido de Aristóteles y Kant. Por otro lado, se hace referencia a la 

teoría matemática de Topos que, como hemos visto en esta tesis, sirve para reflejar el sistema de signos 

musicales, esto es, la Música en su faceta de un sistema abstracto cuya estructura puede pennanecer 

escondida sin un marco adecuado de comprensión. Este doble significado expresa, de hecho, la intención 

de unificar una profundización filosófica con la precisión de la Matemática, en tomo a la Musicología. 

Una de la metas del trabajo que se realiza en la 1MM es desarrollar un marco estable de conceptos 

para hacer Musicología. Se parte de un esquema de clasificación en la Música y Musicología que destaca 

cuatro actividades: producción, recepción, docurnentación y comunicación. Aunque no es el único es­

quema posible, sí es suficientemente amplio para captar una variedad de perspectivas. Un aspecto in­

teresante es que cada una de las cuatro actividades tiene lUla importancia en sí, y jWltas son necesarias 

para la comprensión de la Música en su amplio espectro. Por otro lado, cuando la Música se contempla 

como un tema especial de investigación, hay que buscar un "conjunto mínimo" de otras disciplinas que 

sean necesarias para poder realizar dicha investigación. En la TMM se han escogido cuatro ciencias para 

cumplir este requisito: la Matemática, la Física, la Semiótica y la Psicología. De ninguna fonna se pre­

tende crear un esquema reduccionista de la realidad musical, sino que se busca ubicar a la Musicología 

en el mismo lugar que ocupa cualquier área de investigación, sea de las Ciencias Naturales o de las Hu­

manidades, y acabar con el aura de misticismo y la fuerte recurrencia a la subjetividad que, en lo tocante 

a nuestro tema, se invocan con frecuencia. 
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Definiremos provisionalmente a la Música como "Wl sistema de signos, compuestos de formas 

complejas. que puede ser representada por sonidos flSicos que representan contenido mental y psíquico" < 

Así es que se recurre a la ciencia de los signos por excelencia, la Semiótica, para tener W1 marco de 

referencia para el sistema de signos; a la Física para entender la representación de las fonnas como 

sonido; a la PsicoJogia para el contenido psíquico y a la Matemática para el contenido mental. Cabe 

explicar que las formas musicales no sólo tienen una representación fisica sino, también, Wla existencia 

mental. que es donde la Matemática se involucra directamente. Asimismo, la Física "'absorbe" la Ciencia 

de la Computación y la Ingeniería de Sonido. Los aspectos sociales de la Música pueden verse bajo el 

rubro de la Psicología Social (así como la Semiótica Social), y la Psicología también abarca cuestiones 

de pedagogía y educación musical en general. 

Es fundamental enfatizar que, mientras quien emplee métodos matemáticos, lógicos o computa· 

cianales en la Música no tiene que ser docto en la Filosofia de la Música, sí es necesario que tenga una 

orientación dentro de la compleja ontología de este arte. Tanto en la Música como en otras áreas del 

conocimiento se ha atestiguado cómo la precisión de la Mátemática. más un conocimiento deficiente ac· 

erea de la ontología del área de aplicación, provoca un dogmatismo; injustamente, se le suele respon 

sabilizar a la Matemática por este problema, y no cuestionar la falta de capacidad de hacer nexos de quien 

laaplíca. 

La TMM ofrece un modelo ontológico con un carácter flexible y abierto a modificaciones. Se in· 

tenta aportar un "sistema" de coordenadas para localizar problemas dentro del proceso de hacer Musi· 

cología. Se propone desde W1 principio formular un sistema tridimensional que nos penníta decír dónde 

vive el concepto de la Música, y que se conoce como la 1bpografUl de la Música. Las coordenadas son: 

1) Realidad; 

2) Comunicación; 

3) Semiosis. 

\bm.os estas coordenadas con un poco más de detalle. 
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1) La realidad de la MÍLSica es fisica, psicológica y mental. En el nivel físico se trata de un fenómeno 

acústico. en tanto en su nivel mental se trata de la partitura como una abstracción. Como realidad psíquica, 

la Música expresa los estados emocionales de sus creadores y afecta emocionalmente al escucha. 

2) La comunicación de la Música pasa por tres instancias: el nivel del creador, o lo que se conoce 

como la poiesis, seguido por el nivel neutral que es la obra en sí. El nivel estético del escucha es la 

instancia que percibe al ser interpretada una obra. Desde el momento en que una obra musical es creada, 

la existencia del creador es f~o; en cambio, el número de escuchas e intérpretes crece constantemente. 

J) Como la Música es uno de los sistemas no·lingúisticos más desarrollados de signos, la Semia-­

sis juega un papel en la ubicación de su ontologla. Se enfatiza que la Música no se interpreta como un 

tipo de lenguaje; al contrario, se señala que hay diferencias significativas entre un sistema musical y uno 

lingOistico. Sin embargo, se describe la Semiótica de la Música desde la perspectiva de la Semiología 

Estructuralista de Roland Barthes como una generalización de la teoria lingüística de Ferdinand de Saus· 

surc. Para no desviamos del propósito de este esbozo, como apéndice de la presente tesis de Matemáticas, 

no podremos ahondar en este aspecto tan interesante. Sólo mencionaremos que un sistema es semiótico 

si se articula según una estratificación fundamental de signos en su significante, significación y signifi­

cado. donde el significante (los morfemas. o sea, la mínima fonna significativa) llega al profundo del 

mensaje, el significado, por medio de las relaciones de la significación. 

Todo Jo anterior nos seJlaJa que una ubicación ontológica de la Múska puede inteIpretarse como un 

plUlto en lID cubo tridimensional generado por los ejes de realidad, comunicación y semiosis, cada lUlO, 

a su vez, articulado en tres valores: 

realidad 

comunicación 

semiosis 

fisics, psíquica,. mental; 

creador, obra. escucha; 

significante, significación, significado 

Asl es como tenemos el cubo topográfico de la ontología musical, que consiste en un conjunto de 

3' =27 
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posibles ubicaciones topográficas como puntos. Pero cualquier objeto general puede ubicarse en cualquier 

subconjunto del cubo, y los 27 puntos son sólo ubicaciones elementales, a partir las cuales se componen 

ontologías más complejas. 

e d 

Para finalizar, nos gustaría citar tul párrafo de ToM que resume contundentemente lo expuesto: 

"Es equivocado creer que la Música es un asunto especial de la ciencia porque se trata de objetos 

que apuntan a un estrato no mental de la realidad. La Psicología, por ejemplo, estudia emociones, 

la Física estudia partículas elementales. Todos estos objetos comparten aspectos que trascienden la 

conceptualización humana. Pero podemos concebirlos en un sistema cogniscitivo y modelar su 

comportamiento con lDl éxito impresionante para nuestra capacidad de comprensión. La Música no 

es ni más ní menos accesible que la Física. Pero tenemos que establecer un sofisticado sistema de signos 

para poder aprehender su significado; el lenguaje común no es la herramienta para el espacio conceptual 

de la Música". 

Finalmente. cabe seftalar que otro aspecto de motivación fundamental para el desarrollo del Denota-

dar, la navegación. se esboza brevemente en el capitulo 1, sección 1.1 del presente trabajo. 
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