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A Bemardo y Emiliano

“¢Acaso no puede describirse la misica
como una matemética de los sentidos y la
matemética como una musica de la
razén? De este modo el masico siente
la matem4tica, el matemético piensa la
musica..recibiendo cada uno del otro
su consumacién cuando la inteligencia
humnana, elevada a su tipo de perfeccién,
resplandezca glorificada en algin futuro
Mozart-Dirichlet o Beethoven-Gauss,
junidn prefigurada ya con claridad en el
genio y la obra de un Helmholtz!”

James Joseph Sylvester
(en un articulo sobre 1a regla de Newton
para ¢l descubrimiento de raices imagina-
rias en las ecuaciones algebraicas)
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INTRODUCCION

E1 presente trabajo se desarrolla en base a [a obra The Topos of Music (designada como ToM de aqui
en adelante) del matemético y misico suizo Guerino Mazzola, todavia sin publicar, y de 1a cual 12 autora
de esta tesis tiene el honor de ser colaboradora. Dicen MacLane y Moerdijk en el préloge de Sheaves in
Geometry and Logic [MacMo] que “A startling aspect of topos theory is that it unifies two seemingly
wholly distinct mathematical subjects: on the one hand, topology and algebraic geometry, and on the
other hand, logic and set theory™. Parafraseando a estos autores, se dirfa que una aspecto asombroso de
la Teoria Matemdtica de la Miisica (TMM en lo consecuente) es que unifique la Teoria de Topos (junto
con la Topologia, la Topologia y la Geometria Algebraicas,la Teoria de Grupos y la de Médulos, etc.) y Ia
Computacién como clencia, con la Misica. La Milsica es un fendémeno multifacético y, si bien es cierto
que se relaciona con manifestaciones emocionales y psicoidgicas, de manera similar consiste en aspectos
fisicos y estructurales. Este dltimo aspecto estd implicito en todo el desarrollo de 1a presente tesis.

En e} primer capitulo, como su nombre lo indica, s¢ trazard el origen del Denotador hasta legar a
su definicién formal y su clasificacién en Denotadores regulares y circulares.

El segundo capitulo se concentra en la construccidn de la categaria de compasiciones locales que,
finalmente, abarca los Denotadores gue nos interesan. Cabe hacer notar aqui que la Teoria de Denota-
dores, y toda la perspectiva funtorial, surgié como respuesta a ciertas limitaciones para la operacional-
iu;ibn de la TMM gue se presentaron cuando, como en ocasiones anteriores, se habia trabajado con lo
que aqui {lamamos composiciones locales objetivas.

En el tercer capitulo se aportan ejemplos tomados de la TMM, y se presenta el Denotador Fraiimerei
de Forma Pignoscore que fue construido por la autora de esta tesis para tener un Denotador bastante com-

pleto y poder hacer matemdticas con él. En este ejemplo se trabaja con todos los tipos de Formas (y, por
4



ende, Denotadores) mds una Forma circular, cuya existencia se prueba. El mismo lenguaje que se acaba
de usar, con sus plurales que indican Formas y Denotadores como partes componentes de un Denotador y
Forma en particular, nos devela el coneepto de recursividad, tal vez ung de los més importantes en todo el
marco tedrico sobre €] que descansa el Denotador. El ejemplo se presenta en denoteX,, que es un formato
universal, estandarizado y comunicable a todo editor de textos, Actualmente Thomas Noll v su equipo
de la Berlin Technische University, estin desarrollando traducciones para convertir denoteX en LaTeX,
Mathematica, etc., asi como herramientas para Mathematica,

Con la excepeitn del Lema 11.3.2, el Teorema I1.3.8, la Proposicion [1.4.5 y el Teorema I1.5.1 con
su corolario, todas las demas pruebas son de la autora de la tesis y, en los niimeros mencionados, se
intent6 desglosar las demostraciones con pasos agregados, etc. Normalmente las proposiciones surgen
de afirmaciones o ejercicios del ToM que no son demostrados.

La notacién es la original de ToM que, si bien se requiere de un poco de préctica en un principio
para “traducirla” a la notacién usual de le Teoria de Topos y de Categorias, tiene su propio encanto jpor
lo menos para quien esto escribe! Lo fundamental es entender el uso del signe “@~. Por ejemplo Mod®
es la categoria de funtores contravariantes F'u : Mod — Sets, (donde nos basamos en el axioma de
MacLane y podemos considerar a Sets como un universo que contenga e Mod). AQF es F(A),05¢a,la
evaluacién del funtor en la direccion (“at” the address) A, donde A € Mod. En la seccitn 1.2 se explica
esta notacién. Asimismo, para entender la notacién y conceptos estandares de aplicaciones basicas de la
TMM (la escala cromdtica como isomorfa a Z13, etc.) véase la tesis de licenciatura de la autora. [MM]

Otro aspecto que habria que remarcar es el uso del inglés, especialmente en el Denotador Traiimerei
asi como en otros ejemplos del capitulo I1I. Lo que sucede es que la TMM es un proyecto internacional
¥ ToM cuenta con 13 colaboradores cuyos idiomas son el alemén, italiano, francés, inglés y espaiiol. El
inglés se emplea como el idioma universal de este proyecto, independientemente de los idiomas partic-
ulares de los participantes (que en su mayoria es el alemér). De manera similar, se respeté el uso de

maylsculas para los conceptos Forma y Denotador, asi como para el nombre de la Forma (NF),



Finalmente, se hard mencidn de los dos apéndices. El primero es un resumen de los elementos fin-
damentales de la Teoria de Topos que se tendrian que manejar para poder entender esta tesis. El segundo
pretende ser una breve reseiia de la motivacién filoséfica, cientifica y hurnanistica de esta aventura del

conocimiento que es la TMM.



CAPITULO 1

LA GENESIS DEL CONCEPTO DE “DENOTADOR"

L1 El “Encicloespacio” y Formatos Universales de Conceptos

El conocimiento consiste en dos elementos fundamentales: informacidn y organizacion mental. La
informacién sola, sin un sistema de “coordenadas™ que permita ubicarla y recogerla cuando sea necesario,
no es conocimiento. Por este motivo, el paradigma de la informacidn puramente digital, Z3, ({0,1}, “off™
y “on”, etc.} nada tiene que ver con el conocimiento. Asi es que se precisa un sistema de conceptos que
provea un método completo de “navegacién™ y que funcione en un espacio de conceptos exhaustivo. El
problerha estriba en “...c6mo realizar una arquitectura tal de conceptos sin perder rigor y confiabilidad”.
[ToM,cap.5] El Denotador pretende ser la solucidn a este planteamiento.

El Encicloespacio se plantea como la actualizacién del concepto tradicional de enciclopedia, ori-
ginatmente desarrollada por Diderot y D’Alembert en el Siglo de las Luces. Con el advenimiento de la
computadora personal esta actualizacion exige un dinamismo en la estructuracién de datos en el espa-
cio tiempo, en contraposicidn al contexto estatico de antes, asf como una relacién interactiva con esta
estructuracién de informacién. Asimismo, el orden alfabético de la enciclopedia cldsica, adecuada para
sus voltmenes de textos, se generaliza a la orientacién que impone la navegacidn. En este sentido, el
orden alfabético de la enciclopedia de la sala tiene que ser complementado por érdenes relacionados con
presentaciones de datos que no son textos (espacios geométricos, colecciones de conjuntos, etc.).

La navegacién tiene dos vertientes: navegacién receptiva, més apegada a la enciclopedia clésica,
en que el Encicloespacio no se modifica, y navegacion productiva, donde hay interaccién con el Enci-

cloespacio y se agrega conocimiento al ya existente.
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Hay tres caracteristicas de la enciclopedia que son, realmente, principios de la tipologia de for-
matos unjversales de datos: unidad, completez y discursividad. A cada uno de estos principios hay un
aspecto que le comesponde al Denotador. La unidad en la creacion de conceptos se realiza por medio de
construcciones recursivas; la completez se logra por la ramificacion extensiva de estas construcciones y
la discursividad se tiene por la libre construccién y recombinacién de Denotaderes. En contraposicién
a los sistemas comunes de bases de datos, en el trabajo con denotadores no hay ninglin conjunto fijo de

posibles construcciones.

L2 Notacién

Sea Mod la categoria que tiene como objetos todos los médulos izquierdos, A M, sobre todos los
anillos A, asociat;vos y con unitario, Estos médulos también pueden ser el conjunto vacio, a diferencia
de 12 categoria usual de gpMod. Los morfismos forman el conjunto de transformaciones diafines e* - f
donde f es dilineal {consiste en una pareja “compatible” de homomorfismos de anillos y médulos (p, u),
[véanse Mac., p.15, Sol, p.280-81] y e® es una traslacién en IV € Mod. Aqui la ¢ es una forma cémoda
de notacién v no tiene que ver con la funcitn exponencial. Asi es que (¢f - f){m) = f{m) + ¢ con
m € M, f(m),t € N (no especificaremos el anillo}..

Mod® serd la categoria de funtores contravariantes de la categoria Mod a la categoria de conjun-
tos:

Fu : Mod — Sets.
Asimismo, para tode Fu € Mod® un médule M del dominio de Fu se Hamaré una direccion de Fu,
y un morfismo de médulos f - M — N se llamara un cambio de direccicn.! @M son los funtores
Mod(., M), y M@Fu denota el valor de Fu (en Sets) en la direccién M es decir, Fu(M).
Sabemos que Mod® es un Topos [véase Introduccién; también véase Apéndice I para Teoria de

Topos), siendo una categoria de pregavillas. Por 1o tanto Mod® tiene un clasificador de subobjetos que

denotaremos, como de constumbre, por 2.

L Aqui la palabra *direccion™ debe entenderse como “address™ en inglés.
8



Cabe mencionar que las construcciones que se realizaran en los capitulos 1 y i1, con la excepeidn
det producto fibrado en Loc (la categoria de composiciones locales que construiremos en el capitulo I1),
no recurren a la especificidad de Mod®, es decir,ala categoria Mod, y podrian, en un momento dado,

generalizarse a una categorfa de pregavillas cualquiera.

L3 Formas

Antes de definir la Categoria de Formas, hay que advertir que la recursividad es parte indisolu-
ble tanto de Formas como de Denotadores. Una Forma se define en funcién de una Forma previa, o de
la Forma previa se desprende una Forma nueva. Esto queda clare en el gjemplo del Denotador para el
Triumerei de Robert Schumann, construido en el Capltulo ITL Se sugiere estudiar esta aplicacién elemen-
tal antes de continuar con la formalizacién de los conceptos.

Definicién 3.1 Una Forma F es una lista de cuatro elementos, (VF, TF, CF, I F) donde

(i) NF es una cuerda de caracteres ASCII llamada el Nombre de la Forma;

(ii) TF es uno de los simbolos:

1. Simple,

2. Syn,

3 Power,

4.Limit,

5.Colimit,
Uamado Tipo de la Forma;

(iit) C'F es uno de los siguientes objetos:

1. Para Simple, C'F es un médulo,

2. Para Syn y Power, CF es una Forma,?

3. Para Limit y Colimi¢, CF es un diagrama de Formas,’

2 Aqui se comienza a ver Ia recursividad en Ia definicisn.

3E| diagrama de Formas €5 un diagrana en la categoria M od®, donde los vértices son los funtores, Fun(F), de la Forma
F en particular De hecho, los morfismos en la eateogoria de Formas son los morfismos (transformaciones naturales) entre los
fmtores Fun(F).

9



ltamado el Coordinador de la Forma,

(iv) I F es un monomorfismo de funtores, [ F : Fun(F) — X, IF € Mod®, cuyo contradominio
X se relaciona con T'F de la siguiente manera:

1. Para Simple, X = QM donde M es el Coordinador de la Forma,

2. Para Syn, X = Fun(CF), {0 sea, el funtor del Coordinador de F que es, a su vez, una Forma),

3. Para Power, X = QF*{CF) (o sea, el objeto potencia P{ Fun({CF)), comespondiente al objeto
Fun{CF)} € Mod®, que es una generalizacién del canjunto potencia en Sets, véase Apéndice 1).

4. Para Limit, X = Limit(D), donde D es un diagrama de Formas;

5. Para Colimit, X = CoLimit(D).

IF se llama el Mdentificador de la Forma. Su dominio Fun{F) es el furtor de la Forma, también

llamado el funtor del espacio de la Forma.
La Forma se denotara en este texto asi:
NFLTF(CF),
aunque el formato universal, llamado denoteX y formulado por la autora de este trabajo junto con Guerino

Mazzola y Thomas Noll, se explica en el capitulo 3.

14 Denotadores

Antes de dar la definicién de Denprador, cabe mencionar e! siguiente hecho. La Forma debe en-
tenderse, de manera intuitiva, como el espacio donde vive el Denotador. A su vez, €l Denotador debe
¢concebirse como un punto en ese espacio, jsi bien este punto lleva su espacio consigo! Asimismo, la
definicion de Denotador también tiene una estructura recursiva, similar 2 la definicién de Forma (y que
se plasma en los ejemplos del capftule 3)

Definicién 4.1 Sea M € Mod. Un Denotador con direccidn M es una lista de tres elementos,
- (ND, FD, D) donde:
(i) ND es una cuerda de caracteres ASCII, llamado el Nombre del Denotador

{ii) F'D es una Forma, la Forma del Denotador ;
10



(iii) CD es un elemento de M@ Fun(FD) y se llama las Coordenadus (plural) del Denotador.

Cabe enfatizar, asimismo, que la Forma de un Dcnotador abarca toda la informacién recursiva acerca
de €1, De hecho, es el funtor de a Forma, Fun(F D}, que determina tas Coordenadas del Denotador.

‘Veamos ahora las Coordenadas, CD, que son el “punto”, o sea, el funtor de la Forma evatuado en
la direccién M. Como cada Forma tiene su tipo TF, y a cada tipo le corresponde ur Identificador I'F,
podemos exhibir la clase de objetos de las coordenadas cuando éstas corresponden a una Forma dada.
Asi es que,

(i} cuando tenemos una Forma de tipo Simple, sabemos que su Coordinador C'F es un médulo N.
De esta manera, las Covtdenadas CD se wleniilcai, por wedio del identificador I F, con un elomento do
M®@N, o sea, una transformacion diafin de médulos, Mod{M, N). Es importante sefialar que podemos
tener la ilamada “direccion cero™, con M = 0z. En este caso Mod(0, N) = V.

(ii) En el caso de Syn, CD corresponde a un elemento de M@Fun(C(F D)), o sea, el funtor del
Coordinador de la Forma dei Denotador, evaluado en la direccidén M.

De aqui en adelante, usaremos F' para desighar F'D, la Forma del Denotador.

(iii} Las Coordenadas C D correspondientes al TF Power se identifican con un subfuntor de

@M x Fun{CF),

ya que hay un isomorfismo
M@ CF) = gup funtores(@M x Fun{CF)).
Veamos esto con més detalle (también constltese Apéndice I).

Primeramente, sabemos que en un topos de pregaviilas como Mod® existe una biyeccion entre el
conjunto de cribas (M) y los subfunteres Mod(_, M), y que el clasificador de subobjetos en este topos
es True : 1 — (2. También tenemos el funtor de Yoneda, @ : M — M que es pleno y fiel, més la
existencia de objetos potencia en cualquier topos.

Por otro lado, recordemos que 1) Fun{CF) € Mod®, 2) NGM = Mod(N, M). eamos cémo

el conjunto potencia 2M9F% en Sets da lugar a un funtor 27 € Mod® (para cualquier
1



Fu € Mod®) definido por M@2F = 2M9F%_ Probemos que 27 efectivamente es un funtor.

Proposicién 4.2. 27 es un funtor contravariante.

Demostracion : 1) A cada objeto M en Mod, 27© [e asigna el objeto M @2F% = 2MOFu g
Sets, o sea, ¢l conjunto potencia de M@Fu.

2) A cada morfismo u : N — M en Mod le comesponde un morfismo uw@27* en Sets que lleva
85 € M@Fu (que, a su vez, es un elemento de 2297%) de 2MBFu 4 (,,@2F4)(5) = (u@FU(S) €
QNOFy

3)Siv: L — N 25 un morfismo en Mod, con u el mismo que en 2), u o v en Mod da lugar a

(u o v)@2°
en Sets de la siguiente manera:
({u 0 v)@27))(8) = (v@Fu)(u@2F)(S} = v@27* o u@274(5).

Asi es que 27* es contravariante.

4) 150@2F= = 2!100F = | par.. B

De hecho, 2F* es Ia composicitn de Fu : Mod® — Sets y el funtor conjunto potencia covariante

27 : Sets — Sets.
Finalmente, recordemos que {Apéndice I):
M@QFwCF = Not(@M, QFMCF)y = Nat(@M x Fun{CF),Q).
De esta maners, si {5} son los subfuntores de @M x Fun(CF), hay un isomorfismo
(8} = M@QFun(CF),

el cual se puede ilustrar en el siguient diagrama de producto fibrado:

§ =— @M x Fun(CF)
1 ]
1 s 02
Por ofro lado, sean Fun(F) € Mod® y § € M@2F™F}_ Entonces § € 2MOFw(F) y norlo

tanto, § & M@Fun(F).

12



Definicién 4.3 A cada S € M@2FF) |e asociamos un subfuntor § — @M x Fun{F) definido
como sigue. Para otro médulo N,
N@§ = {(u € NOM,v € N@Fun(F)) : v € (u@Fun(F})(5)}
Entonces, para cualquier morfismo q : N — L, tenemos que ¢85 = g@M x q@Fun(F)tg,,-
Proposicién 4.4 5 es un funtor contravariante.
Demostracion: Debemos mostrar que, si §: Mod — Sets,

(a) a cada objeto ¥ € Mod, S le asigna un objeto 5’(N ) en Sets. Pero, para N & Mod,

S(N) = N@3S € Sets,

N@S c NOM x N@Fun(F),
y elementos (u, v).
{b) A cada motfismo (g : N — L) en Mod, § le asigna un morfismo S(g) en Sets. Pero si
q: N — L,
entonces

para (z,5) € L@S, 5{q)(z,y) = (¢@M x g@Fun(F))(z,y)

it

(zq,q@Fun(F)(y))

(zq, (g@Fun(F)(2@Fun(F}{z)), z € M@Fun(F)

(vq, 2¢@Fun{F)(z)) € N@S

I

‘eamos unos diagramas para fijar ideas:

N N@S — N@M x NQFun(F)
4] qas 1 g T qRFun{F)
L L@S ~+ LOM x L@Fun(F)

L LA@Fun(F)
= T:::OFun(F)

M  M@Fun{F)
(c)Sear:L:—~ KenModtalquerog: N — L — K. Entonces,

S(roq) = (roq)@S
13



= [(rog)@M x {rogq)@Fun(F) 4z
= g@M or@M x qQFun(F) ¢ rQFun(F) 1 qs
= q@%or@as
= S(g) 0 8(r)
Asl es que, 5 es contravariante.

(d) Finalmente, tenemos que: S(1y) = 1y@5 = 1,05 = 15y)- M

(iv) Para el TF Limit, el Denotador correspondiente cqnsiste en listas especiales en el producto de
todos los M@Fun(F;} € Sets. Otra vez, veamos con mds detalle este desarrollo.

Supongamos que el diagrama de Formas tiene vértices Fy, (con F; una Forma) y funtores Fun(F;)
correspondientes a cada F;. Asimismo, f; es una flecha en el diagrama y m/(f;} una transformacidn
aatural. Cuando hay un cambio de direccién en Mod tenemos:

M M@Fun(F;)
i th
N N@Fun(F)
y, en una direccién dada, vemos
M@Fun(F) = Limit(D)
MO, MO8
M@Fun(F;)  Momlf) M@Fun(F;)

De hecho, cuando la direccidn es fija sabemos, por la construccién clisica del limite en Sets, que:
M@Limit{D) = MOFun(F) = {(x.) € [| M@Fun(F) : M@m(f:)(z:) = z;,¥fs € D},

el cual se ve asi en el caso de dos vértices:

M@Fun(F) = M@Limit(D)

Mak; i MOh;
M @Fun% M@Fun(F,) x M@QFun{F;) #, M@Fun(F;}
: A

MOm )
Asi es que vemos que los Denotadores correspondientes a una Forma con T F Limit, cuando tienen

una direccién fija estan relacionados canénicamente con el producto.
(iv) Finalmente, tenemos el Denotador correspondiente al TF Colimit. Aqui también tenemos un

diagrama de Formas y, para una direccién M, tenemos una relacién de equivalencia -~ en ¢l coproducto
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que se genera por la relacién binaria x; ~ z; <= m{fi){zi} = =, para
Tk € M@Fun(F), z; € M@Fun(F;},
en el coproducto | | M@Fun(F;). Esto también se desprende de la construccién del colimite en Sets.
M@CoLimit(D) = M@Fun(F) = U M@Fun(F)/ «

que, con dos funtores se ve asi:

M@Fun(F)
MOk, p 1 < MO,
M@Fun(F;) MQFun(F)/ ~ Y MQFun(F) .
MAm({f;)

L5 Formas y Denotadores Regulares y Circulares

Después de definir Formas y Denotadores surge la pregunta acerca de su existencia. Para atacar este
problema se distinguen entre dos tipos de Formas (Denotadores), 1as (los) regulares v circulares. Como
siempre se¢ procede, primeramente s¢ definen y trabajan las Formas regulares y circulares, para después
bacer lo mismo con los Denotadores regulares y circulares, cuya existencia depende de sus Fommas (su
espacio).

Definicién 5.1 Sea n un ndmero natural. Una Forma es regular de nivel n = 0 si es de tipo Simple
(si C'F es un médulo), Una Forma es regular de nivel n si todos sus CF son regulares de nivel m < n,
y sihay un CF which is regular of level n — 1.

Esto significa que la Forma es regular si los CF, que también son Formas, terminan en Simple
después de un nimero finito, menor o igual que m, de pasos recursivos ¥ n es el sucesor de todos los
niveles de sus CF

Definicién 5.2, Una Forma es circular sino es regular

Esto fiitimo significa que una Forma circular no llega recursivamente a un médulo.

Asi s que las Formas regulares se construyen recursivamente y su nivel es una prueba directa de su

existencia. Sin embargo, el caso de las Formas circulares es diferente, y pueden presentarse “catdstrofes™.
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‘eameos algunos ejemplos de la construccion de Formas circulares que-al contrario de las Formas regulares
que siempre pueden construirse- pueden resultar catastroficas.

Ejemplos. 1) Comencemos con el TF Limit. Una Forma circular de Tipo Limit se desarrolla
de la siguiente manera;

NF TF cF

LimCirc’ Limit(LimCire, G)

SiPun(FYes Fun(F) x Fun|G)

Aqui la Forma circular { LimCirc) estd come producto con otra Forma G que suponemnos existe
(tiene su Fun(F) y su I'F). Definamos el [ F,

f: Fun(F) — X = Limit(D))

Fun(F) = Fun(G)" y f: Fun(G)}Y — Fun(G)Y x Fun(G).
Asi es que para una direccién M, hay un isomorfismo
M@f : M@Fun(G)Y — MAFun(G)Y x M@Fun(G), con (g:)izo — ({gi+1}i0, %0)-
De esta manera, hay una cantidad infinita de realizaciones de esta Forma circular, cosa que no podria

suceder con una Forma regular.

2) El caso del T'F Colimit es similar en su construccion al de Limit. Tenemos, por analogia con 1),

‘ColimCirc’; Colimit{ ColimCiire, G)

:Fun{Fl— Fun{F) ] Fun(G)

Hacemos el dominio del IF, en este caso, la unién disjunta de funtores: Fun{F) = [[y Fun(G}
y ¢l identificador isomorfismo es f : [[y Fun(G) — [[y Fun(G) LI Fun(G) que, si consideramos

Fun(G); como el cofactor de indice i en el coproducto, se expresa as:

=1 1: Fun(G); — Fun{G)i—, i{>0
Fl=1y. Fun(G@); — Fun(G) i=0

De esta manera tenemos ofra vez una cantidad infinita de realizaciones.
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3) Veamos ahora un ¢jemplo de la Forma circular del 7'F Power: Para poder entender este ejemplo
necesitamos recordar ciertos funtores relacionados con las construcciones universales en la categorfa de
pregavillas, en particular, Mad®. Por un lado, tenemos el morfisma canénico {} : Fun(F) — 2Fuwn(F);
por otro lado tenemos § : 2F¥E) oy QFun(F) g &

gFun(Fy , QFun(F) ag un monomorfismo natural.

Proposicién 5.3. § -
Demostracion: Sabemos que Fun(F), 247 ¢ Mod® ¥, por definicion

M@ann(F‘} = QMOFun(F)_

Si tenemos un cambio de direccidn © : N — M en Mod, entonces tenemos
w@Fun(F): M@Fun(F) — NQFun(F)
en Sets, con
8§ — (u@Fun{F))(S}.
Asimismo, como § € M@2un{F) = gM@FunlF) gntonces § C M@Fun(F). Para § € M@Fun(F)
se tiene 5, un subfuntor de @M x Fun(F). Tenemos que:
NG = {(u € N@M,v € NQFun(F)) : v € (uBFun(F)}3)}.
Entonces, N@§ ¢ NOM x NQFun(F).
\kamos que § es un monomorfismo. Sea § = V. Si
v ¢ NQM, tenemos que si (u,v) € N@Sy (u,v') € NGY, entonces v = '
Asies que v € (u@Fun(F))S), ¥y v = ¢ € (w@Fun(F))(Y); por definicién de N@J tenemos que

S =Y. Por lo tanto, § es un monomorfismo.

Ahora veamos que § es una transformacién natural. Para mostrar que ¢ es una transformacién

natural, tenenmos que ver que conmuta el siguiente diagrama:

N@gf’un(ﬁ’) j_y, N@QFun(F)
u@afun(F) L@OFF) .
M@ZF“"(F) ’1‘, M@QF“"(F)

Pero, tenemos que:

(@@ F) 0 50 )(8) = (L@OFHFYG).
17



Sean (x, 3} € Sconz: M — L. Entonces, por un lado:
{w@QFvnLF) ogpl(s) = (u@ﬂF“"(”)(z,s) = (ux, (u@QF“"(F))(s))
dondes ¢ (z@QFMPN(T)yT c LAFun{F)
¥, por otro lado, con la misma s:

(5 0 u@2FerFN(g) = gy (u@2Fn(Fl(s))

fl

(uI,u@QF“"(F}(s)),I
De esta manera podemos exhibir un monomorfismo canénico
f=§o{}: Fun(CF) s 2F%n(CF) ., qFun(CF),

En este caso, tenemos a f comoe el I F para Fun(F) y nunca puede ser un isomorfismo.

Ahora veamos el funtor Fin{H) en Mod®.

Proposicién 5.4 Sea H un funtor en Mod®, y M, N dos direcciones con f : N — M una trans-
formacién diafin de modulos. Entonces, M — M@Fin(H) = {Y ¢ MQH : card(Y) < oo} junto
con la funcion en Sets,

u@Fin(H): M@Fin(H) - NQFin(H),
X r—r (u@H)(X),
define un funter Fin{H) en Mod?.
Demostracion. 1) M@QFin(H) ¢ M@28 = 2MOH,
2) Para card(X) < oo, tenemos que card{u@H)(X) < co.

Por lo tanto, Fin(H) C 2% (un subfuntor, por supuesto). Il

Ahora enunciaremos un altimo resultado; para su demostracién véase [ToM., Apéndice G].
Proposicion 5.5 Sca H un funtor en Mod®. Entonces existen funtores X y ¥ en Mod® tal que:

X = Fin(H x X)

Y & H x Fin(Y).
18



Ejemplo 5.6 Ejemplificaremos una Forma circular de TF Power (que no es propiamente de TMM).
Consideremos un libro tipico:
* Book’—Limit( No., Title, Text, Chapters), con
IF = f: Fun(F) — Fun{No.) x Fun(Title) x Fun(Text) x Fun(Chapters)
siendo las componentes

*No’'——— Simple(Z)

Fun{No.Jm QF

‘Title’ ———————Simple(Z<ASCII>)

Fun(Title)es QZCASCII>

Text' —— ——— - Simple(Z<ASCII>)

Fun{Text})— QLLASCII>

‘Chapters’ Power{Book)

FinlFunFiy G en(F)

El funtor Fin{Fun{F}) es un subfuntor del funtor 27**F) y consiste en todos los subconjuntos
finitos de N@Fun(F) en una direccién dada N (y que se inyecta canénicamente ¢n 7). Seq
H = Fun(No.) x Fun(Title) x Fun{Tezt). Lo que buscamos hacer ¢s definis un funtor Fun(F) tal
que existe un isomorfismo f : Fun(F) = H x Fin{(Fun(F)). De esta manera cualquier informacién
acerca de] texto, codificada en H, y cualquier conjunto finito de capitulos, codificado en Fin{Fun(F)),
podria ser alcanzada por un Denotador de Forma ‘Book’. La solucidn se da por la Proposicién 5.3,
aunque no es (wica.

Definicién 5.7 Un Denctador regular o circuiar es un Denotador cuya Forma es regular o circular

respectivamente.
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CAPITULO I

LA CATEGORIA DE DENOTADORES

1.1 Composiciones Locales

En esta seccion se pretende definir los objetos de la categoria Loc; dichos objetos son un tipo
de Denotador, conocido como composicién local. Cabe mencionar que en el presente trabajo sdlo se
manejard la “Teoria Local”, que trata estructuras locales. La “Teoria Global” cae fuera del alcance de
esta tesis, aunque es la otra paﬁe fundamental de la TMM. La composicion local posee una estructura
indescomponible que, en la TMM, se conoce como “elemental™.

Definicién 1.1 Una composicion local es un Denotador D : A ~ F(y), con A € Mod, cuya
Forma F es de tipo Power. El Coordinador, CF, de F se llamara el espan'.:io ambiente de D y sus
Coordenadas y se conocerdn como su soporse.

Definicién 1.2 Una composicion local D se llamard objetiva siy € 2Fu™CF) o sea si existe
¥ ¢ ABFun{CF),cony =¥ C @A x Fun{CF)." En este caso ¥ también se llamars el soporte de

D. La Card{D) de un Denotador objetivo es la cardinalidad de st conjunto de Coordenadas, Y
Aqui debemos recordar lo visto en la seccidn 1.4, Definicion 1.4.2, o sea,
¥ c @A x Fun{CF), para ¥ C A@2"*"(CH
y, para otro médulo B,
B@y = {(x € B&A,v € BAGFun(CF)) : v € (@Fun{CF))(Y)}.
Definicién 1.3 Una composicién local que no es objetiva, se llama funtorial

Cabe mencionar que para cualquier Forma F' cuyo tipo no es Power, un Denotador D puede

definirse como el conjunto de un sélo elemento {D} de la Forma con nombre Loc” y definida asi:

1y es un subfuntor d¢ @4 x Fun(CF). Hemos visto que y = ¥ es ¢l subconjunto ¥ C A@Fun{CF) “hecho fimtor™.
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LocF — Power(F)
I h Fun(F)
De esta manera, cuando trabajamos con un Denotador D en general, de Forma F, podemos con-
siderar { D}y, asi derivar de LocF cualquier composicidn local de espacio ambiente F. Regresaremos a

este punto en la seccion 2.3,

Asi es que una composicion local funtorial es un subfuntor:
Z — @A x Fun{CF),
y una composicion local objetiva es un subconjunto:
Y — A@Fun(CF))
También escribiremos F* a veces para indicar Fun{CF) y se dird “espacio ambiente”, pero este abuso
de notacion se usara siempre y cuando no dé lugar a confusién.

Por otro lado, sabemos de la seccién L4 que un Denotador objetivo, C «+ A@F (con € una
composicién local, A € Mod y F un funtor) puede identificarse con su versién funtorial ¢ — @A x F,
Asimismo, a cada composicion local funtorial puede asocidrsele su sraza objetiva.

Defimicién 1.4 Sea S — @A x F una composicién local funtorial, A € Mod, F el espacio
ambiente. Su fraza objetiva se define como la composicién local:

§ = {s € A@F: (Id,,s) € AQS},
o sea, § = 1,85 ¥, de esta forma, una composicién local funtorial puede ser “congealada™ a su traza
objetiva,

Asimismo, la versién funtorial comespondiente a § (que es la composicion local funtorial S obje-
tivizada) se denotara como 5% = (S)”

Proposicién 1.5 Sea § — @A x F una composicién local, 4 € Mod ¥y espacio ambiente F. -
Entonces §¢ ¢ 8§y §© = I si, y sélo si, S es objetiva.

Demostracion: Sea (u,v) € BOS® = {u € BOA,v € BOGF : v € (v@F)(5)}. Entonces,

uw:B— Aywv e (u@F)(S)y existe s € S tal que (w@F){s) = v.
21



También tenemos que (Ida, s} € AQS C AGA x AQF. Asi es que queremos probar que
(u,v) € BQS C BGA x B@F.

Pero sabemos que:

u@S : AQS — BQS, (Id,, s) — (u,v) porque

@A x F>u@S: AGA x AQF — B@A x BQF, (Ida,s)— (u,u@F(s)) = (u,v).
Por o tanto (u,v) € B&@Sy 5S¢ C §.

Sea S objetiva,y S = ¥, con ¥ C AGF. Entonces, § = ¥ y §° = ¥ = §. Inversamente, si
§ = 5% entonces S = () es la version funtorial de Ia composicién local objetiva 5 = §, ya que
§=5°m

Es muy importante para nosotros enfatizar la diferencia entre composiciones locales funtoriales y
objetivas, ya que antes del desarrollo de la- teoria de Denotadores, la TMM privilegiaba las composiciones
locales objetivas, lo cual implicaba una restriccién demasiado limitada para sus necesidades.

Sea § — @A x F una composicién local, 4 € Mod, F el funtor de C'F (el espacio ambiente), y

u : B — A un morfismo diafin en Mod. Como notacién fijamos u@®S = {t € B@S : t = (u,v}}. Asi

€5 que tenemos:
B u@S C B@S C B@A x BQF
IS TuﬁAxuOF
A AQS c ABA x AQF

con B@S =1] o ., u8S.

Ahora veamos un ejemplo en que sélo se da la contencién $¢ C S y la composicién local objetiva
(u objetivizada, en este caso) queda muy corta para las necesidades de la TMM. Aceptaremos por el
momento que las composiciones locales funtoriales juegan un papel esencial en la Teoria Global de la
TMM.

Ejemplo 1.6 Sea § = @A x F una composicién local. Asi es que A@S = AGA x AGF con
2@ = {u} x ABF y u: A — A. Porotro lado, u@®5° = {1} x (u@F)(3).

Tomemos una Forma de tipo Simple (con Coordinador un médulo) con el funtor de la Forma @5,

as{ como el morfismo cero, z ;: A -+ A. Entonces, para S, 2@8 = {z} x AGB = A@B, o sea, el
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conjunto pleno de morfismos diafines (un homomorfismo de médulos més una traslacién). Sin embargo,
2@5% = {2} x (z@B)(§) = {z} x % -0,
o sea, los morfismos afines constantes b + 0, que evidentemente es menor que el conjunto de todas las

transformaciones diafines AGE.

n2 Elementos de 1a Teoria Local
2.1 Construcciones Booleanas

Sean C — @A x F, § — @A x F, dos composiciones locales, 4 € Mod, F el espacio ambiente.
Evidentemente, ambos son subfuntores de @A x F. Asi es que podemos hablar de contencién (C C S},
unién (C U ), interseccion (€' N ) y diferencia (C — 5).2

Lema 2.1.1 Para dos composiciones locales C — @4 x F, § — @A x F asicomo A € Mod
y F el funtor del espacio ambiente, y para dos composiciones locales objetivas U/ C AQF, W ¢ AQF,
las siguientes relaciones entre operaciones Booleanas se cumplen:

(i) Si U ¢ W, entonces U C W;

(ii) §i C C § entonces €  §;

(i) Si C C S entonces C% C §9;

wOuW =T uw);

MCPUS% c (Cus)®;

W UNW)Y cUnw,

Demostracién: Como podemos trabajar puntualmente en una categorfa de pregavillas (en este caso
Mod°), tenemos:

(i) BOU C B@W. Entonces

BOU = {u ¢ BGA,v € BQF : v € (w@F)U)} C {u € BBA,v € BAF : v € (u@F)(W))

= BOW
2| 5 diferencia de funtores, ¢ — S es, por definicién, ¢l subfuntor mis grande de € — @A x F que ¢s disjunto de 5.
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(ii) y (1ii) se comprueban andlogamente, empleando las definiciones.
Asimismo, para (iv) tenemos que
B@U U BOW
={ue B@4,ve BOF :v e (uBF}U)} U{u € B&A,v € BOF : v € (u@F)(W)}
v, ala vez,
BQUuW) = {u & B8&A,ve BA&F :v e (v@F)(UUW)}}.
Asies que,
w € BOU U BAW < w c B@l ow € BAW
— vE (@F) ) ov € (u@F)(W) < v & (L@F)(U)U (u@F)}(W)
< v € (u@F)(U U W}un hecho elemental de Teoria de Funciones y Conjuntos)
= we BAU UW)".
Por lo tanto,
B@UUBAW = BEUUW) yOUW = (UUW)".
(v) es analogo. En el (vi) sélo tenemos la contencién de un lado. La probaremos y ofreceremos un
confraejemplo para el otro iado.
B@UNW) ={u€ BQA,v € BAGF :v e (u@F)(UNW}
. Seaw € B@Q(U nW)". Entonces v € (u@F)(I/ N W) lo cual significa, también por una propiedad
elemental de Teor{a de Funciones y Conjuntos, que v € (u@F)(U) N (w@F)(W). Entonces,
w € {u € BQA,v € BOF : v & (W@F)(LN}
N{uz € B@A,v € B&F : v € (v@F)(W)}
= B@U n BaW.

Por lo tanto, B&(U N W)" ¢ BRI NBAW y (UnW) cUnW. 1

Ejemplo 2.1.2 Ahora veamos un coniragjemplo para la otra contencién de (vi). Supongamos que

UN(A@F—-I)" esobjetiva. Como /N(AQF —U) = 8, si existiera la doble contencién, TN(AGF -/)’
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tendria que ser vacia, pero
B@U n B@(AGF — I/)’
= {u € BOA,v € B&F : v € (u@F)(U)} N {u € BOA,v € BG&F : v € (u@F){AGF — U)}
y por Teoria de Funciones y Conjuntos szbemos que (BGL) N BG(AGQF — U)" no es necesariamente
vacia (ya que (U@ FY{U)N{u@F){ ABF — U) noes necesariamente vacia), Por lo tanto U N(AQF —~U)"

puede no ser vacia.
22 Productos y Coproductos

Sean 5§ — @A x Fy T — @B x  dos composiciones locales. El funtor producto § x T se¢
puede construir como una composicidn local. Veamos.

Para cada médulo A, § x T es un subfuntor de (@A x F) x (@B x ). Hay un isomorfismo
canénico @A x @B = @(A x B) yaque:

@A x @B = Hom(_, A) x Hom(_, B) = Hom(_,A x B) = Q{4 x B)

Asfes que S x T es isomorfo a una composicion local perteneciente a @(A x B) x (F x G) con mddulo
A x By espacio ambiente F° x G, Esta es la composicitn local que se tomard como el producto § x T
de composiciones locales. De esta forma, siu : € — A x B es una transformacidn diafin de mdduios,
seanu4: C — Ayug: C — B las dos componentes de u. Entonces u@(S X T') 2 u @5 x ug@T.

Asimismo, las proyecciones ps . S x T — Sy pr: § x T — T son inducidas, respectivamente,
por:

pa:AxB— A pr: FxG—-Fypg:AxB— B, pg:FxG—G.
Los siguientes dos diagramas conmutativos de funtores sirven camo modelo para los morfismos

generales entre composiciones locales (Denotadores), cuya definicién serd el tema de la siguiente seccién.

SxT — @AxB)x{FxQ)
1ps 19paxor

b — @AxXF

SxT — @AxB)x(FxG)
1Pr LQPBXDG

T — @BxG
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Los coproductos de las composiciones locales S y T pueden construirse siempre y cuando su direc-
citn sea la misma, es decir, § — A x FyT — A x G. Esto se explica en funcién de la relacion entre
coproductos y €l coproducto fibrado ya que, en el diagrama, 5 y 7" tienen el mismo dominio.

El funtor coproducte S [[ 7" es un subfintor de @A x F[[@A x G = @A x (F]G) (esto
se puede comprobar ficilmente si se evalila puntualmente en Sets). Asi es que, igual que hicimos con
el funtor producto, identificaremos S {[ T con la correspondiente composicién local, un subfimtor de
@A x (F] G), siende A el médulo y F[] G el espacio ambiente.

Asimismo, para una transformacién diafin de médulos u : B — A, tenemos

«@(§[[7) = uas) [JuaT),
siendo este isomorfismo inducido de las inyecciones
ip:F—»FHGyig:G——*FHG.
De nuevo tenemos dos diagramas conmutativos de funtores que serdn de utilidad para entender los mor-

fismos entre composiciones locales,

Ay — @AxF

lis LQAxiF

SIIT - @Ax(FIIG)
T —+ BAxG

il’r 10.4:(:'(;

ST — @Ax(FL[G)

L3 Morfismos de Composiciones Locales (Denotadores)

Primero se definirdn los morfismos para composiciones locales objetivas, después para composi-
ciones locales funtoriales para, finalmente, mostrar !a relacién entre ambas.

Definicién 3.1 Sean K — A@F y L — B@(G dos composiciones locales objetivas, con
A, B € Mod y F, G sus respectivos espacios ambientes (0 sea, F = Fun(CF), G = Fur(CGQ)).
Un morfismo de X a L es una pareja (f, o), con & : A — B un morfismo (transformacién diafin) de
médulos y f : K — Lo una funcién de conjintos, con La = im(L) bajo a@G : BOG — AQG tal

que existe una transformacién natural h : F — G con f = AGh/g :
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K —  AQF
lf:AQhIK l ADh

Le —  AQG

Este morfismo se denota con f1, : K — L. Cualquier transformacion natural & se llamara una
simetria subyacente de este morfismo.

En seguida veremos dos lemas acerca de morfismos de composiciones locales objetivas,

Lema 3.2 Sean fr, : K — Ly g/ : L ~ N, dos morfismos de composiciones locales, con
K ABF, L — B&G, N — CQH,ya: A — B, 8: B — C.Entonces gig a fi, = c(9) /34
también es un morfismo de composiciones locales, siendo «(g) la Gnica funcion que haga conmutativo

el siguiente diagrama:

L — La
Ly lam
Mg -—— MpBo

donde M8 — B@H, MpBa— AQH. Este morfismo se llamara la composicion de f1, y g/a.

Demostracién: Tenemos que g/g o fla : K — L — Ny fla s inducida por h :

K — A@F

! 1 lAOh

La ~— AQG
mientras que gi/g es inducidapork: G — H :

L —~— BaC

7] lBOk

M3 — BGH

Es evidente que g3 ¢s determinada de forma tnica por g ¥ 5 ya que, por un lado,
(1@k)(L) = g(L) C BGH

¥, por otro:
B g(L) C M3 = p@H(N) c B&@H
Ay qoeH :
C N cCCaH
Como k : G — H es natural con respecto a @, 0 sea:
A AGG ki AQH
1= TQQG TaﬁH
B BaG *s B@H
tenemos la funcidn Gnica de conjuntos o(g) :
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B@G > L oBGL Lo C ARG
19 1ele
BOQH > Mg *®H'vs MPe C AGH

De esta manera, (g} f/ga : K — La - Mpa que es inducida por A@k o AGk = AGQkh. N

Lema 3.3 (Existencia del morfismo jdentidad, la asociatividad de morfismos y la factorizacién
cangnica)

(i) Para una compesicién local objetiva X, con direccién A (A € Mod) tenemaos que

lg=1n: K=K

es un morfismo.

({@Sifia: K— L, gig:L— M, glv:M— N sontres morfismos, entonces

{#yo9/8) 0 flo = @y o (9B 0 fla).

(Y10 flg = fla= flao 1.

(iv) Todo morfismo f1, : K — L sepuede factorizara fr, = 17,0 fr conel factor fr; : K — La
para una direceion (mddulo) fija, y 1/« : La — L para ¢l cambio de direccion (moédule).

Demostracion: (i) El siguiente diagranta sale directamente de la definicién de morfismo para

composiciones locales objetivas, con f = 1, a =14,

A K <— AQF
1a l n=lyg l 140?
A K — AQF

(i) Sabemos que g/, o (g3 0 f1a) = @ty 0 (g} f1Be) = Boalq)a(g) frypa * = (@50 97y) © fia, Ya que
* €S una composicidn de funciones de conjuntos y posee asociatividad.

(i) 10 ffa = K — L — L, pero

L — Bog
=gl J1e0G
- B@G

conff=1:8B— B. Asiesquegig = 1; yglgo flag = 1p 0 fla = a{l)fhea = flo. Asimisme,
flaolig = a{f)lpo1 = fla-
(iv) Este hecho esuna aplicacidn directa de las definiciones y propiedades, osea /401 : K — Lo — L

tal que tenemos:
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K — A@QF
F=Fn l lAOh

Lo - AGG
¥, comgo existe la identidad (1 : G — G) como simetria subyacente podemos definir 1/ : La — [ :

La — AQG
Mo l lAQIG ]
L — B@G

Ahora veamos los motfismos entre cornposicion locales funtoriales.

Definicién 3.4 Sean A, B dos médulos ysean K — @A x F, L — @B x & dos composiciones
locales funtoriales. Un morfismo de A a L es una pareja (f, a) donde o : A — B es una transformacién
diafin de médulos y f7, : K — [ es una transformacién natural, tal que existe una simetria subyacente

h: F — G tal que conmuta el siguiente diagrama:

K — @AxF
ﬂ.,l lOaxh

L — @Bx{

Se pueden definir los morfismos entre composiciones locales funtoriales de una manera alterna-
tiva que, aunque menos elegante que la definicién 2.3.2, nos remite a la definicién de morfismes entre
composiciones locales objetivas y ayuda para realizar demostraciones.

Definicién 3.5 (Definicién equivalente de motfismos entre wmposiéiones {ocales funtoriales)

Consideremos e siguiente diagrama de producto fibrado ( “puliback™):
La — @AxG
1 locma
L = @Bx(G
Entonces las transformaciones naturales f : K — La y h : F — G hacen que conmute ¢ siguiente

diagrama:
K < @AxF
f l lﬂlaxh

Lo — @AxG

En otras palabras, tenemos la siguiente situacién universal:

K ’—\
\'f

e — @Ax@G
1”‘" lﬁaxl

fla L — @BxG
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Definicién 3.6 Si f/o : K — Ly g/ : L — M son dos morfismos entre composicicnes locales
funtoriales, entonces la composicidn g/g o fio : K — M se define por g/g o fia = gf/ga

Hay un lema analogo al de composiciones locales objetivas para morfismos entre composiciones
locales funtoriales y cuya demostracion, igualmente, se desprende de las definiciones.

Lema 3.7 (Existencia del morfismo identidad asi como la asociatividad y factorizacién canénica
para composicicnes locales funtoriales).

(i) Para una composicién local funtorial X — @A x F, A € Mod, F el espacio ambiente, la
identidad 17, : X' — K es un morfisme funtorial. Asi como (i), los incisos (ii), (ifi) y (iv) se enuncian y
demuestran de forma analoga a como se realiz6 en el Lema 3.2, con fa diferencia de que 1as composiciones
locales y sus morfismos son funtoriales y entre funtores, en vez de conjuntos y fiunciones de conjuntos.

Estas analogias no son, de ninguna manera, casuales o coincidentales. Es posible establecer una
inclusién del marco objetivo en el marco funtorial. Sabemos de la seccién 1.4 que toda composicion local
objetiva €'« A@F da lugar a un subfuntor C@AxF Seana:A— B y : X — A morfismos
de médulos, g7, : € — J un morfismo de composiciones locales objetivas, asf como J — B@G con
h : F — G una simetria subyacente. Lo que queremos probar es que las mismas h y o inducen el
diagrama conmutativo

¢ « @AxF
L [@axk
J = @BxG

Rorems 3.8 Sigly : C -~ J es un morfismo de composiciones locales objetivas, entonces
# : C — J es un morfismo de composiciones locales funtoriales inducido por las mismas £ y a que
-

Demostracion. Vamos a evaluar un elemento en X@C' para ver si, por medio de X@a x X@h,
conseguimos un elemento en X @J. Si este es el caso, por la puntualidad de los funtores en la pregavilta
Mod®, podemos afirmar que si existe § : ¢ — J con las mismas ¢y & del morfismo de composi-
ciones locales objetivas g/, : €' — J. Después veremos que §/, estd bien definida, o sea, que depende

sblo de g/, ynode A,
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Sea (8,¢6) € X@C = {3 € XQA,cf € X&F : cff € (BOF)(C)} € (@A x F}(X).
Asi es que, aplicamos (X@a x XBh)(B, o) = (af, (X @h)cB)) (nbtese que X @a es covari-

ante). Sabemos que o € X @B. Hay que ver que (X@h){¢3) € XBJ. Pero, por un lado,

X8J = {af € X@B, jab € XQG : job € (afQG)J)} C@B x G

y, por otro lado,
(X@h)(cB) = (ABh)(c)(B)(con c € C C AGF),
porque
ce CC AGF
X B e (BEF)C)c XaF |Aon
Al peeF y {A@h)(c) € Ja C ABG
A c€C C AGF i

{ABR)(c)(8) € JaB C X@G
De esta manera st A@h(c) € Jo entonces (A@h)(c)(F) es un elemento de Jaf3, es decir, es
job € (afBGHJ).
Por lo tanto, (X@a x X@AY 3, cB) = (af, jaf) € X@J, y podemos afirmar que &/ : & — J
es inducida per gt : C — J,
Ahora veamos que §/, esté bien definida, o sea, que dependa sélo de g/,
Recordemos de la seccién 2.1 que 1,4@C se define como la traza objetiva ' de C.Sea

140C — o@J,

fa evaluacién de § en 1 4, es decir:
148¢ C ABA x AQF

1
a@J ¢ A@B x AGG

conl = C c ABC y Ja C AGJ. Asies quetenemos g : ¢ — Jer como segunda coordenada.

Asimismo, tenemos el diagrama conmutativo que nos garantiza que § depende solo de g:

1.6 P, pal c X@A x X@F
1f 18
a®f 7 of@jcC XBB x X8G
Para ver que es conmutarivo, veamos las suprayecciones. §(pi{la,c)} = 3(F,¢6) = (af, 700} vy

Pa(e, ja) = (af, job).
31



De esta manera, tenemos una funcién 1 : gr, — §'o que transforma un morfismo objetivo en uno

funtorial. W

Recordemos ba categoria de clementos [ P (véase Apéndice 1, teoria de Topos). En este caso, va-
mos a ver como un Denotador D puede verse como un elemento de la categoria de elementos [, 4 Fun(F),
donde Fun{F’) es el funtor de la Forma. Veamos como furtciona esto.

Sea D un Denctador no necesariamente de Forma Pewer, D : A -+ F(z). Este Denotador puede
ser “envuelto” en una composicion local de la siguiente manera. Consideremos la Forma:

Fin{Form) — Power(Form)

Fin{Fun{F))—0F

En seguida, se define ia composicion local objetiva {D} : A ~ Fin(Form){D){en otras palabras,
las Coordenadas son D).

Sean {I4} — AG@F, {D;} — B@F; dos composiciones localesy h: F; — F}, a: A — B.
81 b = 1pyn(r) como simmetria subyacente, tendremos

(A, D1 € {Dr1} ¢ ABR), (B, D; € {D;} C BGF)
como elementos de fy, , Fun(F) con «@h : AQF; — BOF;, h € Mod®.

Lo que necesitamos, para tener una categoria de elementos de Fun(F) : Mod” — Sets, es
que, si tenemos dos objetos (A, D1 ), (B, Dy) de dicha categoria, més o : A — B,ysiD; € {Dy}y
D3 € { Dy}, entonces Daa = D o, realmente, Daax = Dy A cuando kb = 1pyn(ry, puesto que:

A (a@F)}{Dy) = Dy € {D,} — AQF,
ol Fy

@
B Dy e {Dz} — B@F‘l
De esta manera, D y Dz son “elementos”™ ¥y los morfismos entre tales “elementos” son parejas

de una funcién tnica de conjuntes de un sélo elemento, ! : {Ih} — {D3}, funcién inducida por un
morfismo funtorial de los espacios (Formas) subyacentes, mis un morfismo de médulos o que en la

TMM, se denota como !, : Dy — Da.

.4 Categorias de Composiciones Locales

Primeramente definiremos la categoria de composiciones locales objetivas, ObLoc.
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Definicién 4.1 La categoria ObLoc consiste en ef conjunto o ObLoc de todas las composiciones
locales objetivas. El conjunto ; ObLoc de morfismos es launidn disjunta de los conjuntos ObLoc( L, , L2)
de los morfismos ff : L1 — Ly. El morfismo identidad y la composicién de morfismos objetivos son
los de la seccidn 2.3.

En seguida definimos la categoria de composiciones locales funtoriales.

Definicién 4.2 La categoria Loc consiste en el conjunto oLoc de todas las composiciones locales
funtoriales. El conjunto ; Loc de morfismos es 1a unidn disjunta de los conjuntos Loc(L,, Lz) de mor-
fismos f1, : Ly — L2. Asimismo, tenemos el morfismo identidad y la composicién de morfismos como

sevio en 2.3

Ahora bien, sabemos de 2.3 que la transformacién  lieva los objetos y los morfismos de ObLoc
a los objetos y morfismos de Loc¢. De manera similar, sabemos que para una composicién local funtorial
cuya direccién (mddulo) es A, su traza objetival € se expresa como [4@C.

Propesicién 4.3 El funtor [ : ObLoc — Loc es un funtor pleno y fiel.

Demastracion: Sean (C, AQF), (J, B@G), (S, CQH) tres composiciones locales,

a:A—-B fg:B—=D
dos morfismos de médulos, y & : F' — G, [ : G — H dos simetrias subyacentes.

Sabemos de las proposiciones 14.4 y 1.5.3 que 5i C € ObLoc, entonces C € Loc. Asimismo,
por el teorema 11.3.8 sabemos que si g/ : C — J es un morfismo de composiciones locales objetivas,
entonces §/, es un morfismo de composiciones locales funtoriales.

Habra que demostrar que si g/, : C' — Jy htg : J — § son dos morfismos de composiciones
locales objetivas, entonces

htg o §la = (a(h) © )" 15a, 0 Sea, que h o § = (a(h) 0 g)", con a(h) : Ja — 5Ba.
ya que esto nos darfa

I{hig o gta) = I(hig) o F{gla)
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porque, como sabemos,
hig 0 gfa = (@(h) © g)/ga-
Seaq: X — A un punto en la direccion A, y
¢@C c X@( — X @A x X@F. Entonces, (g, cq) € q@C.

Asi s que tenemos que;

h(g(q. q) h(aq, g(cq)) (porque cg € X@F)

]

= (Bag hljag))
= (Bag,a(kh)(je)q) (véase diagrama abajo)
= (Bog, o(h)g(c)g)
= {Bog,a(k)g(cq))
= (a(h)g)"(g,c0)
que es lo que necesitdbamos. Veamos un diagrama para entender mejor lo que acabamos de dearroilar:
BOBG < J 9% Ja < AQG
! L=
BG@H «— 30 °%H g — AGH
yg:C — Ja.
También tenemos que J(1¢) = 171g = V.
Ahora veamos que [ es fiel. Sea §/,, en 1 4@C. Entonces,
Halla. ) = (&, g(c)} € o8 C ABE x AGG C BB x &G
Esto significa que si I{g) = I{h) then g = h, porque si §j = h tenemos §j = hv; entonces g = h ya que,
como vimos, g ¥ & son determinadas, de maneta Wnica, por §.
Finalmente, veremos que [ es pleno. Sean
Qla: O = J*
Hemos visto que su evaluacién va de

gla IA@é'H a@J.
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Para que [ sea pleno, necesitamas que para

§a:C—J
siempre exista
gla 1 C — J.
Sabemos que existe el siguiente diagrama conmuatativo:
C  — A@QF
e lAﬂk .
Jo — AGG

Veamos que &, = §/,. Sea (g,cq) € g@¢ — X@A x XQF Entonces,

(ag, k{cg))

il

§(g,cq)
= (ag,s(cq))
= (og,s(c)q)
= 5g,cq) B

Para una direcei6n fija, podemos hablar de un inverso izquierdo de 1, el funtor de la traza objetiva
I: Loc — ObLoc que, en objetos, es la traza objetiva y en morfismos fimtoriales g/ : C — § con
o =1x:A— A{A € Mod), arrofa el morfisme objetive §ra : € — §,con §j = g1 Esto ltimo se
llarnara la traza objetiva de los morfismos de composiciones locales funtoriales.

Hablaremos un poco de las implicaciones de la proposicion 4.3. Por un lado, vemos que las com-
posiciones locales objetivas pueden ser clasificadas o en ObLoc 0 en Loc. Asimismo, toda composicién
local funtorial con direccién fija A, puede ser tomada en 1 4 ¥, asi, reducida a su traza objetiva. En otras
palabras, ObLoc es una subcategoria plena de Loc.

Podria preguntarse ¢l porqué de construir fas composiciones locales funtoriales sobre el universo de
composiciones locales objetivas, respecto a la TMM. La repuesta estriba en el hecho de que los objetos
musicales no son sdlo locales, sino muchas veces sSlo cobran sentido cuando son “pegados™ en el atlas,
aspecto que corresponde a la teoria global que en este trabajo no vamos a abordar. Sin embargo, podemos

sefialar que la descripeion matemdtica de objetos globales suelen emplear los productos fibrados (“pull-
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back™} de composiciones locales, y esta construceién universal a veces falla para este propésito dentro
del marco exclusivamente objetivo. Veremos un ejemplo de este hecho en el capitulo tres.

‘Veamos ahora bajo que condiciones ¢} funtor I y e funtor de traza objetiva T serdn adjuntos (véase
Apéndice 1). Para tener la adjuncion general, { - I necesitamos un isomorfismo naturat

HomobLee(C, 5} 2 Homyee(C, §)
para C objetiva y S funtorial. Vamos a ver que cuando tenemos una direccidn fija, efectivamente tenemos
tal relacién de adjuntividad, que se liamard adfjuncidn con direccion fija.

Definicion 4.4 Las categorias coma con direccion fija, en la direccién A (A € Mod), identifican
la composicion local @A con el funtor @A x Gy, donde Jg es el médulo cero sobre el anillo cero, es
dexir el objeto terminal de Mod. Asi es que tenemos X@(A4 x 0p) = X@A x X@0p = X0Ay, de
esta manera, denotaremos Obl.ocgs ¥ Locg, como las categorias coma sobre la composicién local
QA, donde el cambio de direccién es 1a identidad, que arroja el morfismo dnico !, , : L -+ @A, para L
una composicién local. Los objetos de estas categorfas son las parejas (L, [11, ) ¥ los morfismos son los

usuales en las categorias coma:

L mo K A L < @AXF
\I'CalA /!'S‘IA il ll"CqA lﬂAxl
@A A GA — @A x @0y

Es claro que la definicién 4.4 nos da las restricciones fg4 : ObLocgs — Locaa, foa : Locgs —
ObLocg, yaque @Ay !, sc mantienen fijos bajo ambos funtores.

Proposicién 4.5 Los funtores fg 4 y fo.4 son adjuntos.

Demostracion: Por el hecho de que [ es pleno y fiel, tenemos un isomorfismo, con C objetiva y
& funtorial, Homtpoce (€, 5°) = Homoytoce, (€, 5). Asimismo, tenemos una inyecciéon §¢ »— §
(por lz proposicion 2.1} y, por ende, una inyeccién Hompoces (€ 5¢) — Hompocga (€, ). Lo que
debemos mostyar es que todo morfismo fr; : & — & sobre @A se puede factorizar a través de §¢
y asi, por transitividad, tendremos HomobLocgs (C,8) ¥ Homioea(C, ). En ofras palabras, si

g : X — A, queremos que la imagen de 1,@5° — @S permanezca en ¢@5°.
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Meamos el morfismo f, : C —» Senelpunto g : X — A, es decir, g@fs; - g8C — ¢BS.
Es evidente que 1,85 = 1,85 (por ser la traza objetiva), ya que cuando se toma una composicién
local funtorial en el punto 1,4 se reduce a su traza objetiva § = {s € AQF : (14,5) € AQS}.
Asl es, cuando se hace funtor §° = 59, entonces 1,85 C AGA x A@S, con elementos (14,8) y

1,859 C A@A x ABS®, con los mismos elementos, (14,3).

En el siguiente diagrama se ve que, por la misma definicidn de i, que (g@G)(s),con s € 5%, tiene

que permanecer en g@S< .

1486 € ABC C ABA x AGF 149/ 1,@5° C AGS® C A@A x ABG
q@AXqG I lqﬂquﬁG [}

48C C X@C C XQA x X@F ™ 485 C AGS C X84 x XQG
iLs Construcciones Universales en ka Categoria de Composiciones Locales

Sabemos que Mod® es un topos y, por lo tanto, exhibe construcciones universales tales como
limites finitos, colimites, clasificador de subobjetos y exponenciacién. Los funtores de los Coordinadores
(espacio ambiente) de los Denotadores {composiciones focaies) se encuentran en Mod®. Por este motivo,
la categoria de composiciones locales funtoriales, Loc, también posee algunas de estas construcciones
universales. Veamos.

Teorema 5.1 La categoria Loc posee productos fibrados.

Demostracion: Sean i — @A x F, L — @B x G, M — @C x H tres composiciones locales,
Y fta : K — M, g5 : L — M dos morfismos funtoriales. Habria que encontrar una composicion local
P —+ @D x Ry dos morfismos funtoriales g7¢ : P — K,p/) : P — Ltal que el siguiente diagrama sea

un producto fibrado de composiciones locales.

@DxR>P P LC@BxG
'I’sl lg'”
@AxFDOK fs Mc@CxH

Por un lado, sabemos que hay productos fibrados en Mod (con morfismos diafines), o sea, para

A,B,C, D € Mody «, 8,£, A transformaciones diafines (véase ToM, Apéndice 5.3, p.425). Entonces
AxgB=D _i, B
£] 1 B
A e C
es un diagrama de producto fibrado.
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Sih: F — H k:G — H son dos simetrias subyacentes, entonces hay dos diagramas en Mod®

que también son productos fibrados como funtores evaluades en conjuntos (recordemos 1a puntualidad).

L Lk
F kM H
y
KxyL=pP ¥ L
T o8 |
K e M
Habria que ver que P* = P «» @D x R. Pero el siguiente diagrama también es un producto
fibrado:
ABAxc By x (FxgG) % @BxG
Ofxr 1 Ofixk 1
@A x F Quxh @C x H

Como fos funtores K, L, M son subfuntores de @A x F,@B x Gy @C x H respectivamente,
también P+ @(A x¢ B) x {F x g G) y pedemeos remplazar P* pot im(P") = P,y p*,¢" respecti-
vamente pot p, ¢ y seguir manteniendo la propiedad de P* como producto fibrado. Sin embargo, tedavia
queda por mostrar gue el diagrama es cartesiano.

Sean X € Mod, m: W — F,n: W — G las simetrias subyacentes de
uw, T Kvg:T— L conT—>@X xW.
Afirmamos que #/p : T — P es una transformacién natural {nica, ya que p : X — D es un morfismo
diafin tnico tal que fop = 7, Aop = 1y z : W — R esuna transformacion natural (simetria subyacente)
talque so z =n,rc z = m. Asiesque g/g o tf, = u/r y pfy 0 t/, = v/y. En ténminos de diagramas:
T v

\“p\

L

P
33 l p l
K M

K
N
C

s

&

u,

54

yaque:

1>

="y
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™ R % G
rl lk
F » H

yesel morfismo@p x W — @D x Rqueinducets, : @X xWOT - PC@Dx RN
Corvolario 52 La categorfa Loc es finitamente completa, es decir, posee limites finitos.
Demosiracion: Este corolario sale del hecho de que una categoria tiene limites finitos si, y s6lo si,

tiene pullback y objeto terminal (véase Apéndice 1). En este caso, el objeto final en Loc es @(y % 0p. H
Hay que sefialar que, por lo general, coproductos fibrados (pushout) no existen en Loc cuando {as

composiciones locales no tienen la misma direccién. Por este motivo Loc no es un topos.
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CAPITULO It

EJEMPLOS Y CONSTRUCCIONES DE FORMAS Y DENOTADORES

En este capitulo pretendemos aportar ejemplos y construcciones de Formas y Denotadores, regu-
lares y circulares, asi como ejemplos de morfismos entre composiciones locales de una Forma dada. De
manera igual, se incluira el ejemplo de]l Denotador de Forma Pianoscore, el Traiimerei de Robert Schu-
mann, desarrollados por quien esto eseribe en el formato denoteX,, un formato universal, estandarizado
¥ comunicable a todo editor de textos. Cabe mencionar que, en estas fechas, el equipo del Berlin Tech-
nische University, bajo la direccién de Thomas Noll (otro colaborador de la TMM y el ToM), esta desar-
rollando traducciones para convertir denoteX en LaTeX, Mathematica, etc., asf como herramientas para
Mathematica.

1111 Médulos en Musicologia

Tal vez el lector que haya leido los primeros dos capitulos de este trabajo se pregunte ;por qué
madulos? Esta estructura algebraica se escogié por motivos tedricos y pricticos, tanto mateméticos como
musicoldgicos.Se recordard que un médulo s un grupo abeliano con multiplicacién escalar sobre un
anillo que cumple con ciertas condiciones bien conocidas. En caso de que este anillo sea a su vez un
campo, tenemos un espacio vectorial,

En seguida presentaremos unos ejemplos que muestran ciertos mddulos que juegan un papel sobre-
saliente en 1la TMM.

Ejemplo 1.1 Un médulo muy importante en la TMM es el anillo de monoide Z {ASCIT).
Esta construccién nos permite emplear el cédigo universal ASCIL, es decir, el conjunto de caracteres
ASCI, que necesitamos para reflejar cualquier situacion en que aparezcan palabras {(pero requerimos
que se ajuste a nuestro marco tedrico, basado en la pregavilla Mod®). Construimos Z (ASCIT) con

un alfabeto A y un anillo conmutativo de coeficientes. Asi es que (A} es el monoide libre de todas las
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palabras (ay, a1a2,...,a1 .. @n,--.) generadas por A. El anillo de monoide, A (A) son todas las sumas
2ope 4y ApP con s6lo un nimero finito de Ap # 0.

Z (ASCII) se construye sobre el anillo de los enteros 2. Para los nombres de Denotadores y For-
mas de tipo Simple, normalmente solo empleamos ¢l caso particular de A, = 1 que nos da {4) C
Z{ASCII}, pero sihay situaciones en que se hard uso de toda 1a estructura de Z{ASCIT) como un Z-
mdédulo. Esto podria ser, por ejemplo, en el caso de ver las diferentes muliplicidades de “sub-Formas”

usadas en una Forma dada (véase el ejemplo, seccidn 111.3, de Pianoscore Form v la figura 111.3.1).

Ejemplo 1.2 La Forma Euler Module, que es muy usado en TMM (véanse los ejemplos de
IH.2.1 y I11.2.3) tiene Coordinador en el mddulo QF sobre Q.

Euler Module——— Simple(Q?)

Seano = (1,0,0), ¢ = (0,1,0), ¢ = (0,0, 1) Ia base candnica de @3, donde o nos indica el eje de las
octavas (como intervalo musical}, ¢ las quintas y # las terceras. Cada punto en el espacio Euler Module,
{a,b, c}, puede escribirse como p=a-o+b g+c-t. Asimismo, la quinta y la tercera mayor se asocian
con los puntos ¢ — o y t — 20 (véase ToM, Apéndice A.2), que representan la cuarta y la sexta menor
respectivamente. También

p=(a+b+2) 0+b-(g-0)+c-(t—20) = (a,b,c}.

Esto nos dice que cualqurier nota (que, a su vez, puede concebirse como un intervalo, o diferencia
de 2 notas, ya que tanto a la nota como al intervalo se le asocia un vector) puede generarse de la octava,

la quinta y la tercera mayor por medio de intercambio, yuxtaposicién y divisidn (véase ToM, 6.4.1).

Ejemplo 1.3 Otro ejemplo de médulos muy importantes para TMM son las sumas directas,
que son Formas construidas por productos {que son diagramas sin flechas, en lenguaje de Teoria de
Categorias) de Formas de tipo Simple.

Sean F' —Simple(M), G —Simpie(N), M, N € Mod.

Asi es que, por un lado tenemos:
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F x G Limit(M, N)

O(M @ V)uOM xON

Y, por otro,

FaG Simple(M & N)

Ta(mg »)

Sabemes que, cuando los fndices son finitos, [T;—g, o Mi = Bip, oo Mi- Asl €5 que podemos
identificar el tipo Limit, cuando es producto, con el tipo Simple. Este proceso se explica diciendo que
la Forma compuesta F' se simplifica a la Forma simple G, cada vez que se construye una Forma simple

G isomorfa a una Forma compuesta F,
1.z Composiciones Locales
En seguida daremos unos ejemplos de composiciones locales (Denotadores) usadas en la TMM.,

Ejemplo 2.1 Acordes
Un georde es una composicion local finita con espacio ambiente igual a Euler M odule. Es deci, si
el funtor del Coordinador de la Forma EulerChord es F(CF) = F = Fun{Euler Module), entonces

la composicidn local es un Denotador

Cr: A ~+ EulerChord{Cr) de Forma EulerChord Power{ Euler Module)

Fin(Fles 0 F

con cardinalidad n.

Ejemplo 2.2 p-Acordes

Un acorde de clase p (por ejemplo, p = 12 y estamos en Z,5) es una composicién local finita con
espacio ambiente

t~Eulerclass——Simple(Q*/Z - )

y si Fan(CF) = F = Fun(p-Euler Class) entonces un acorde de clase p es un Denotadar

p-Cr : 0 ~+ p-ClassChord(p- EulerClass)
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con Forma

p-ClassChord Power(p-EulerClass).

—
Fan( Fien (2F

Ejemplo 2.3 Escalas

Consideremos ¢l espacio ambiente FulerModule. Una escala es periddica, en la medida en que
repite las notas de la escala después de un periddo.Si el peridédo p # 0, el Denotader se expresa

p: 0~ EulerModule(p}). Esto nos da un morfismo que es la proyeccién canénica

m: QF — Q¥/Z-p. Asies que cada composicién local objetiva K : A «+ A@Fun{Euler Module)
se proyecta en modp(K) : A — AGFun(p-EulerClass). Por lo tanto, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.4 Dado un periédo p, una p-Scale (p-Escala) es una composicién local no vacia
S, de espacio ambiente Euler Module, y F(Euler Module) = @Q® tal que:

(i) Su proyeccion mod,(§) es un acorde de la p-clase y

(ii) 8 = ePL, es decir, S es periddica de periodo p.

Lema 2.5 Sea F' = Fun(FEuler Module). Entonces, para direcciones (modulos) A,
Sc: A — Sc{A) = {5 € AG2" : § es una p-Scale}
define un subfuntor de 2.
Demostracion: Hay que ver que:
(i) A@Sc = Sc(A) c AQ2Fy
(i} si u : A — B esun morfismo de médulos en Mod, entonces Selu) = u@2F Ise(B)

Para (i), tenemos que si 2F : A — A@2F | por definicién Sc(4) C A®2F, ya que para cada

5 € Sc{A) también § € AG2T.
Para (ii) tenemos:
A A2
u l Tuoﬂ’
B Ba2f

Sin embargo, Sc{A) C A@2F, 5¢(B) c B@2F, entonces
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A (u@Sc)(T) € Sc(A)
v T.S'l:(uj

B T € Sc(B)
y como T es un p-escala, (u@Sc)(T) también o es. Asi es que v@2/ () = u@2F19.p) = Sc(u). B

Con base en este lema, tenemos la Forma:

p-Scale Power{ Buler M odule)

Sew 1F
con la proyeccién mod,, : p-Scale — p-ClassChord que es un morfisme de Formas (transformacitn

natural) en Mod®.

L3 La Forma Pignoscore y el Denotador Tratimerei

En esta seccién vamos a dar a conocer ¢l ejemplo de la Forma Pianoscere, junto con el Denotador
del Traiimerei de Robert Schuroann (de la coleceién “Escenas de Juventud™). Estos fueron desarrollades
para aterrizar mucho de lo que se vio en los primeros dos capitulos en una Forma y un Denotador bastante
completos, para después poder hacer matemiticas con ellos. A la vez, con este ejemplo podemos ilustrar
Formas de cada tipo, més una Forma circular cuya existencia se demostrard.

La Forma Pianoscore ejemplifica tanto la recursividad implicita en el desarrollo tedrico en el que
est4 basada, como la importancia de la Forma en el marco de los Denotadores, En la figura I11.3.1 se ve
un diagrama de 1a Forma Pianoscare, en que salta a la luz cémo los Denotadores fueron concebidos para
resolver los problemas que presentan las caracter{sticas universales enciclopédicas, como se describié en
la seccién L.1.

El Denotador Traitnerei es un “punto™ en el espacio Pianoscore. Todavia falta por definirse, en un
fusturo trabajo, un morfismo entre dos “puntos™ (dos partituras para piano en €l estilo tradicional europeo).

Por otro lado, ¢! formato es ¢l de denoteX, y no de la notacién del desarrollo tedrico de los dos
primeros capitulos. Come ya se menciond, el denoteX pronto sera traducible a LaTeX, Mathematica,

etc. En vez de teper
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NFTF(CF)

setiene NF : IF.TF(CF); si el identificador es [a identidad serd: NF : TF(CF};

Asimismo, el Denotador en lugar de ND : AD ~ FD(CD) es ND : AD@FD(CD) (también
habiamos escrito D : A ~+ F(z})) y si la direccion {modulo) es cero se escribe ND : @F D{C' D), donde
ND es ¢l rombre del Denotador, AD es la direccién (address en inglés) del Denotados, F I es la Forma
del Denotadar y C'D son las Coordenadas. En el ejemplo, la direccion siempre es cero y la mayoria de
los identificadores es la identidad.

Se presenta el formato entero en inglés, ya que este es el modelo que se estd usando intemacional-
mente y como es conocido!, independientemente del idioma de los colaboradores de fa TMM en parti

cular (que, en su mayoria, es el aleman).

L3¢ pusde buscar bajo:
http:/fcooljazz.cs.tu-berlin. de/denote X/dokumentation/piancScore JPEG
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Pianoscore Form

/The entire form has this shape:

Pianoscore; Limit(Bibinf, Signatures, | ines,Generainotes, Articulations,
Dynamicres, Absloudsigns, Tempi);

/The basic Forms of Bibinf are:

Composer.. Simple(Z<ASCl>);

Title:. Simple(Z<ASCII>);

Date:.Simple{Z<ASCII>);

Instru:. Simple(Z<ASClI>);

I*this specifies the keyboard instrument such as
piano, harpsichord,etc.”/
Edition:.Simple(Z<ASCli>),

/iTogether they define the bibliographic infermation:

Bibinf:.Limit{Composer, Title, Date, Instru, Edition);

/IThe basic Forms for Signatures are:

Onset:. Simple(R);

Keysig..Simple{Z),

Timesig: Simple(2*2); //Z*2 is the second power of Z
/iThen we define Keysigss
Keysigss:20.Power(Keysig)

/{Then we define the products:

Keysigevent:.Limit(Onset, Keysigss);
Timesigevent. Limit{Onset, Timesig),

/*Then we define sets of Keysigevent and Timesigevent. From here on in,
the identifier 20 is the canonical functor embedding of 22Formname>->

Omega*Formname.*/

Keysigs:20.Power(Keysigevent);
Timesigs:20.Power{Timesigevent);

/This gives us Signatures:
Signatures:.Limi{Keysigs, Timesigs);
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{The basic Forms for Tempi are:
Tempostring:. Simple(Z<ASCI!>},
Quartermetronome: Simple(R).

1~ Maelzel Metronome number in quarters per
minute.*/

Duration;.Simple(R);
/fThen we have the compound Forms;

Combtempo:. Limit{ Tempostring, Quartermetronome);
Tempo:.Colimit{ Tempostring, Combtempo);

Tempoevent. Limit(Onset, Tempo, Duration);

/IThis gives us Tempi:

Tempi:20.Power(Tempoevent);

/IThen we have the following Forms that we need for Lines

Barline.. Syn{Onset);
Barlines:20.Power(Barline);

Rep:.Limit{Barline, Duration);

I*A Repetition denotator means:jump from the onset of Barline to the
onset of Barline + Duration in the score time. Repetition means negative
Duration.*/

iMNe also have Reps

Reps:20.Power{Rep)

HAnaother basic Form for Reps:

Length: Simple(Z};

{/With the compound Forms:

Item:.Limit(Reps,List{Reps));

List(Reps):.Colimit{ltem(Reps),Length);

Reps; . Syn(List{Reps));

{fThen we have the Form "Lines":

Lines:.Limit(Barlines,Reps);

/fNext we intfroduce the Form for Generalnotes:

Pitch:.Simple(Z); //This is the number of the key, with middle C =40
Loudness:.Simple(Z<ASCIl>);

Alt.Simple{Z<SHP,FLT NAT>);

Combinations of three words, SHP for sharp, FLT for flat and NAT for
natural, with the empty word for a note withour alteration sign*/
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Artsymb:. Simple(Z<ASCII>);
fiArticulation symbols such as martellato, staccato points, etc.

Artsymbs:20.Power(Artsymb);

Note:.Limit(Onset,Pitch, Duration Loudness Alt, Artsymbs);
Notes:20.Power(Note):

Rest: Limit{Onset,Duration);
Rests:20.Power(Rest);

Trillsymb:. Simple(Z<ASCIHI>);

Trilinote: Limit(Note, Trillsymby;

Tritinotes:20. Power(Trilinote),

ITrillnotes are a special type of ornamental structures and need this
special form.*/

#So the general note event is:

Generalnote:. Colimit{Note,Rest, Trillnote);

Generalnotes: . 20:Power(Generalnote);

{INext we look at the articulation signs of siurs and pedals:

Pedind:.Simple(Z),
iMhis will be 1,2,3 for the three pedals from right to left.

Pedal: . Limit{Onset,Duration,Pedindy,
Pedals:20. Power(Pedal);

Slur:. Syn{Generalnotes);
Siurs.20 Power(Slur);

Auticulation:. Colimit{Pedal, Slur),
Asticulations:. 20 Power{Articulation);
{fThis is a set of slurs or pedal indications

“Now we indicate the relative dynamics signs (crescendo.etc.) and the
notes that are affected.

Dyname:.Simple(Z<ASCil>);
Dynamicre; Limit{Generainotes, Dynamey),

Dynamicres:20.Power{Dynamicre),

FAhora indicaremos exactly where the absolute dynamic symbols are placed
{pp.mfetc.)*/ ’

Absfoudsign:.Limit{Onset, Dyname};
Absloudsigns:20.Power{Absloudsign);
Arpeggio:.Syn(Geﬁera!nctes);

Arpeggi:.20 .Power(Arpeggio);
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{fDenotator of Robert Schumann's "Traumerei”

myTraumerei: @Pianoscore{myBibinf,mySignatures, myTempi myLines,
myGeneralnotes, myArticulations, myDynamicres, myAbsioudsigns,
myArpeggi);

myBibinf: @Bibinf{Rebert Schumann, Traumerei, Piano, The Superior Library
Piano Classics Bock fifteen);

f*From 1 {0 7 represents C to B. + represents a sharp and - a flat. For
example, -7 is B flat*/
myKeysigs:@Keysigs({(0,7)});

myTimesigs.@Timesigs{{(0,(4,4)}):

myTempi:@Tempi({(0,{adagic expressive,56),15.75),
{15.75,(ritard., },1.375),

{17 {a tempo,56},5.625), (21.625 {ritard, ),1.375},
(23.0,(piv ritard._, },1.625), (24.375,(lento, ),-225);

myLines:@Lines({1,2,3,4.5,6,7.8,9,10,11,12,13,14,15,15,
17,18,18,20,21,22,24 25%,{1.8})

myGeneralnotes. @(myNotes, myRests, myTrillnotes);

myNotes: @Notes({1:@Note(24.75,40,.25.p,.(1),
2:@Note{1.0,45,.625 mp, . (1,3 @Note(1.0,21,1.0,p. ..
4:@Note(1.25,40,.75,p,.{}}.5:@Note{1.25,37,.75,p..{}).
6:@Note{1.25,33,.75,p..{}), 7:@Note{1.25,28 75,p,{}).
8:@Note(1.625,44,.125.mp..{3).9.@Ncte(1.75,45,.125 mp, {},
10:@Note({1.875,49,.125 mp,,{}), 11(2.0,52,.125mf,.{}),
12:@Note(2.125,57, 125,mf, {}),13:@Note(2.25,57 .5,f.(}),
14:@Note{2.25 45,1.0,mf, . {}),15:@Note(2.25,42,.5mf .{}),
18:@Note(2.25,33,.75,mf, (1), 17:@Neote(2.25,26,.27,mf, {1,
18:@Note(2.75,56,.125,mf, {}),19:@Note(2.75,40,.125,mp, {1,
20:@Note(2.875,54,.125,mf,.{}),21:@Note(2 875,38,.125mp, {}),
22:@Note{3.0,52,.125,mf, {}),23:@Note(3.0,37,.25.mp,.{}},

" 24:@Note(3.0,28,.25,mp, {}),.25:@Note(3.125 57,.125,mp, {3},
26:@Note(3.25,47,.125,mp,.{}).27.@Note(3.25,44,.5,mp, {}).
28:@Note(3.25,38,.125,p,,{}),.29:@Note(3.25,28,.5,mp, {1},
30:@Note(3.375,49,.125,mp,.{}),31:@Note(3.375,37,.125,p..{}),
32:@Note(3.5,50,.125,p,.{}),33:@Note(3.5,35,.25,p,,{}).
34:@Note(3.625,54,.125,pp, {}),35:@Note{3.75,45,.125, mp..{}),
36:@Note{3.75,40,.5.mp, {}),37:@Note(3.75 33,.125,p,.{}),
38:@Note(3.75,25,.125,p,.{1,39:@Note{3.875,47,.125.mp..{}).
40:@Note(3.875,44,.125,p,.{}}.41:@Note(3.875,35,.125,p,.{},
42:@Note(3.875,28,.125,mp,.{}).43. @Note(4.0,49, 125 mp,.{}).
44:@Note(4.0,45,.25,p,,{H.45: @Note(4.0,37 .25 p,.{}),
46:@Note(4.0,33,.5.mp,.{H.47.@Nolie(4.125 52 ,.125,p,.{}),

48 @Note(4.25 .47, .5 p,.{}) 49:@Note(4.25,.44, .5.p,. {1},
50:@Note(4.25 44, 5,p,,{}},51: @Note(4.25,40,.5,p, {}).
52:@Note{4 25,35, .5,p,.{}).53: @Note(4.25,28,1.25 mf, [},
54:@Note(4,375,30,.125,mf,,{}).55:@Note(4.5,28,.125,mp..{}),
56:@Note({4.625,26,.125,mp, {}),57: @Note(4.75,40,.25,p..{}).
58:@MNote(4.75,23,125.p..{)), 59:@Note(4.875,25 ,125,p, {}},
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60:@Note(5.0,45,.625,p,.{).61.@Note(5.0,21,1.0,pp..{j),
62:@MNote(5.25.40,.75,p..()).63. @Note(5.25,37..75.p..{}).
64:@Note(5.25,33, 75, p, {}). 65 @Note!5.25.28, 75,p,. 1}
66:@Note(5.625 44, 125 p..[}),67. @Note(5.75,45,. 125 mp..{}).
68:@Note(5.875,49, 125 mp. {}),69:@Note(6.0,52,.125,mf, {}),
70:@Note(6.125 61, 125 £, {}).71:@Note(6.25,61, 375,mf.,{}),
72:@Note(6.25,48,1.425,mf {3),73. @Note(6.25,47,.75,mf..{}),
74:@Note(6.25,44,.75,mf,.{}).75.@Note(6.25,37..75.mf, ),
76:@Note(6.25,29,.25,mf, SHP {}).77:@Note(6 625,59, 125,mf,.{}),
78.@Note(6.75,57,.125,mf,.{}), 79.@Note(6.875,56,.125, mE..{}),
80:@Note(7.0,57,.125,mf, {}),81: @Note(7.0,42..375mp,.{}).

82: @Note(7.0,30,.375,mp,.{}),83:@Note({7.12561,.125,mf,.{}),
84:@Note(7.25,54..125, mp..{}).85: @Nete(7.375,57,.125,mp,.[}),
86.@Note(7.375,57,48,.125mp.FLT.{1),87:@Note(7.375.40,.5,mp,NAT .{}),
88: @Note(7.375,33,.125,mp..{}).89.@Note(7.5,56,.375,mp..{}).

90: @Note(7.5.47,.125,mf, {}).91: @Note(7 5,35, 375,mp..{}),
92:@Note(7.625,52,.125,mf {}),93: @Note(7 75,44,.125,mp, {}),
94:@Note(7 875,55,.125,mf,FLT {}),95:@Note(7.875,46,. 125, mp, SHP.{}),
96:@Note(7.875,40,.125,mp, .{}).97: @Note(7.875,37,.125,p,NAT.{}),
98:@Note(8.0,54,.25 mf, {1),99:@Note(8.0,45,.5,mp,NAT . (}),
100:@Note(8.0,39,.125 mp, NAT,(1),101:@Note(8.0,35,.5,p,.{3),
102:@Note(8.125,47,.125,mp,.{}), 103: @Note(8.25,56,.375,mif,NAT,{}},
104:@Note(8.25,37,.125, mp, {}).105:@Note(8.375,39,.125,mp, [},
106:@Note(8.4375,562,.0625,mp,.{}},107:@Note(8.5,52,.25,mp,.{}),
108:@Note(8.5,44,.25 mp, {}). 109: @Note(B.5,40,mp, {}).
110:@Note(8.5,28, 125 mp,.[1),111: @Note(8.625,30,.125,mp,.{}),
112:@Note(B.75,26,125,p,FLT.{}), 113.@Note(8.875,40,.125,p..{3),
114:@Note(8.875,23,.125,p..{}).115:@Note(8.0,45,.625,mf. .{}),
116:@Note(8.0,21,1.0,mf, {1, 117: @Note(9.25,40,.75,mp,.{}),
118:@Note{9.25,37,.75,mp,.{}),119:@Note(8.25,33,.75,mp,.{}).
120:@Note(9.25,28,.75,mp,,(}),121:@Nete(9.625,44, 125, mp, {}),
122:@Note(9.75,45,.125,mf {}},123: @Note(9.875,49,.125,mf, {}),
124:@Note(10.0,52,.125 f,.{}),125:@Note(10,125,55,. 125 f FLT.{}),
126:@Note(15.125,50,125,f,(1),127.@Note(10.125,35, .125,mp. {}}.
128.@Note(10.125,28,.125 mp, {}),126:@Note(10.25 55,.5.f, {}),
130:@Note(13.25,49,.5 f, {}).131:@Note{10.25,34,.125,mp, SHP, {}),
132:@Note(10.25,30, 625,mp,.{1).133: @Note(10.375,37,.125,mp, {}),
134:@Note(10.5,42,.125,mf, {}),135:@Note(10.5,42, 875,mf {}),
136:@Note(10.625,46, 125,mf, SHP {1}, 137: @Note(10.75,54,.125,mf, {}),
138:@Note(10.75,49,mf,,{}),139:@Note(10.875,52,.125,mf,.(3),
140:@Note(10.875,34, 125, mf SHP (), 14 1:@Note(11.0,50,.125 mf, {3},
142:@Note(11.0,50,.25,mf, {}),143:@Note(11.0,35,.375,mf,.{}),
144:@Note(11.125,54,.125,mf, {1),145: @Note(11.25,47,.125,mp,.{}),
146:@Note(11.25,47,.125,mp, {}), 147.@Note(11.375,49,.125,mp,.{}).
148:@Note(11.375,34,.125,mp,SHP,{}}, 149: @Note(11.375,28,.125.mp,.{}),
150:@Note(11.5,50,.375,mp,.{}).151:@Note(11.5,42,.125,mp..{}},
152:@Note(11.5,35,.375,mp,.{}),153:@Note(11.5,30,.375,mp, {}),
154:@Note(11.625,47,.125,mp,.{1),155:@Note(11.75,38,.125,p,.{}),
156:@Note(11.875,47,.125,p..{1), 157-@Note(11.875,40,.125,p,.{}),
158:@MNote(11.875,31,.125,FLT {}),159:@Note(12.0,47,.375,p,.1}),
160:@Note(12.0,38,.125,mp, {}),161.@Note{12.0,30,.375,p,{}),
162:@Note(12.125,42,.126,mp, {}),163:@Note(12.25,35,.125,mp, {}),
164:@Note(12.375,42,mp, 625, {}), 165:@Note(12.375,40,.125mp, {}},
166.@Note(12.375,37,.625,mp, {}), 167:@Note(12.375,30,.25,mp, {}},
168:@Note(12.5,38,.25,mp.,{}),169:@Note(12.625,35,.125,mp,,{}),
170:@Note(12.625,35,.125,mp, {}),171:@Note(12.75,23,.125 p, .{}),
172:@Note(12.875,45,.125,p. {1}, 173:@Note(12.875,25,.125,p,.0}),
174:@Note{13.0,50,.625,mp,.{},175:@Note{13.0,11,.25,mp, {}),
176:@Note(13.25,45,.75,mp,..[1). 177.@Note{13.25,42,. 75,mp, {}},
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178:@Note{13.25,38,.75.mp,.{}).179.@Note{13.25,33,.75,mp, {}),
180:@Notef13.625,49,.125.mp, {}), 181 :@Note(13.75,50,.125,p, (),
182:@Note{13.875,54,125,p,.{}),183:@Note(14.0,57,.125,pp,.{}),
184:@Note(14.0,57..25,pp,.{}),185:@Note(14.125,62,.125,pp, {}),
186:@Note(14.125,42,.125,pp,.[1), 187:@Note(14.125,38,.125,pp, {}),
188:@MNote(14.25,62,.5,p, {}). 189:@Note{14.25,56,.5,pp,NAT {}),
190:@Note(14.25,41,.125,pp,SHP, {}), 191: @Note{14.25,37,.625 pp,.{}).
192: @Note( 14,375,44,.125,pp,.{}).193:@Note(14.5,48,.125 p, 1},
194: @Note(14.5,49, 875 p,.{}},195. @Note(14.625,53,.125,p.SHP.{}).
196:@Note(14.75,61,.125,mp, (1), 197.@Note(14.75,56,.25,p,.{}).

198. @Note(14.875,59,.125,mp, {}}, 199:@Note(14.875,40,.125,p..{}),
200:@Note(15.0,57,.125,mp,.{}).201. @Note(15.0,54,.25 p, {}),
202:@Note(15.0,42,.375,p,,{}),203: @Note(15.125,61,.125,mp,.{}),
204:@Note(15.25,54,.125,mf,.{}),205: @Note{15.25,54,.125,mf,. {}),
206:@Note(15.375,56,.125,mf, {}), 207:@Note(15.375,50,.125,mf,, {}),
208:@Note{15.375,41,.125, mf SHP,()),209:@Note{15.375,35,.125mf,.{}),
210:@Note(15.5,57,.375,mf, {1),211:@Note(15.5,49,.125,mf, {}},
212:@Note(15.5,42,.375,mf, {}),213:@Note(15.5,37,.375,mf, {}),
214:@Note(15.625,.125,54,mf, {}),.215.@Note{15.75,45,.125 mp . {},
216:@Note(15.875,56,.125,mp, (1), 217:@Nole(15.875,47,.125 mp,.{}),
218:@Note{15.875,38,.125,mp,,{}),219:@Note(16.0,54,.375,mp,.{}}.
220:@Note(16.0,45,.125,mp,,{}),221:@Note(16.0,37,.625,mp, {}),
222:@MNote(16.125,49,.125,mp,.{}},223.@Note(16.25,42,.125,p,.{}),
224:@Note(16.375,49,.375,p,.{}),225:@Note(16.375,47,,125,p,.{}).
226:@Note(16.375,44,.125,p,.{}).227:@Nole(16.375,41,p,SHP {}),
228 @Note{16.5,45,.25,p,.01),229: @Note({16.5,41,.125,p,.{1),
230:@Note(16.625,.375,.p,.{}).231: @Note(16.625,38,.375,p, {}),
232:@Note(16.75,47,.1875,pp, {}),233:@Note(16.75,44,.1875,p,,{}),
234:@Note(16.75,40,p,NAT {1),235:@Note({16.875,38,.125,pp..{}).
236:@Note(16.875,28,.125,pp,NAT {}),237.@Note(16.9375,40,.0625,pp..{}).
238.@Note(17.0,45,.625,.625,pp,.(}),239. @Note(17.0,21,1.0,p,.{},
240 @Note(17.25,40,.75,p,.(}),241: @Note{17.25,37,.75.p,.{}),
242:@Note(17.25,33,.75,p..(}),243: @Note(17.25,28,.75,p,.{}),
244:@Note(17.625,44,.125,p,.{}),245:@Note(17.75,45,. 125 mp,.{}),
246.@Note{17.875,49,.125,mp, {}},247. @Note(18.0,52,.125,mf {}),
248 @Note(18.125,57,.125,mf,,{}),249:@Note(18.25,57,.5,1,.{}),
250:@Note(18.25,45,1.0.1,.(}). 251:@Note(18.25.42,.5.f..{}),
252:@Note(18.25,33,.75,f.{}), 253:@Note(18.25,26,.75,1,.{}),
254:@Note((18.75,56,.125, mf, {1},255:@Note(40,.125,mf,{}),
256:@Note(18.875,54,.125,mf,{}),257. @Note(18.875,38,.125,mf, {}),
258:@Note( 19.0,52,.125,mp,.{}), 259: @Nole(19.0,37,.25,mp, {}),

260 @Note(19.0,28,.25,mp, {}).261(19.125,57,.125,mp,.{}),
262:@Note{19.25,47,.125,mp,.{}),263:@Note(19.25,44,.5,mp, {}),
264:@Note(19.25,38, 125 mp, {}),265:@Note(19.25,28,.5,mp,.{}),
266:@Note{19.375,49,.125,p..{}),267:@Note(19.375,37..125,p,.0),
268:@Note(19.5,50,.125,p,.{}),269:@Note(19.5,35,.25.p,.{}).
270.@Note(19.625,54,.125,p,.{).271:@Note(19.75,45,.125,pp,.{}),
272,@Note{19.75,40,.5,pp..{}).273:@Note(19.75,33,.125,mp, {}),
274:@Note{19.75,25,.125,pp..{}},275:@Note(19.875,47,.125,pp,.{}),
276.@Note(19.875,44,.125,pp,,{}).277:@Note{19.875,35,.125p,.}).
278.@Note{19.875,28,.125,p,.{1),279:@Note(20.0,49,.125p, .{}),
280:@Note(20.0,45,.125,p,.(}),281: @Note{20.0,37,.25,mp, {1},
282.@Note{20.0,33,.26,mp,{}},283:@Note(20.125,52,mp..{}),
284:@Note(20.25,47,.5,mp,,[}), 285:@Note(20.25,44, 5.mp,.{}),
286:@Note(20.25,40,.5,mp, {}),287.@Note(20.25,35,.5,mf, {}),
288:@Note(20.25,28,.125,mf, {}),289:@Note(20.375,30,.125,mf, (1),
290:@Note(20.5,28,.125,mf,.{}),291:@Note(20.625,26,. 126, mf {}),
292: @Note{20.75,40,.25,mf,.{}),293: @Note(20.75,23,.125,mf,, {3},
294: @Note(20.875,25,.125,mf, {}),295:@Note(21.0,45,.6251,,0}),
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296:@Note(21.0,21,1.0.£,.{}).297:@Note(21.25,40, 75.mf,.4),
298:@Note(21.25,37,.75,mf, {31,299 @Note(21.25,33,.75.m¢,.{}),
300:@Note(21.25,28,.75,mf,,{}),301:@Note{21.625,.125 44.mp..{}),
302:@Note(21.75,45,.125,mp, {}).303: @Note(21.875.49,.125,mp..{}),
304:@Note(22.0,52,.125,p..{}),305:@Note(22.125,61,.125.p,.0).
306:@Note{22.25,61,.375,mf,{}),307. @Note(22.25,54,.375,mf, {}),
308:@Note(22.25,47,.375,mf,.{}), 308:@Note(22.25,45,1.0,mp..{}},
310:@Note(22.25,39,.75,mp,NAT,{}),311:@Note(22.25,30,.75,p..{}),
312:@Note(22.25,23,.75,p,,}).313: @Note(22.625,59,.125,mf,.{}),
314:@Note(22.75,57,.125,mp..{}).315: @Note(22.875,54,.125,mp..{}).
316:@Note{23.0,52,.125,p,.{}). 317: @Note(23.0,40,.25.p..03),
318:@Note(23.0,37,.25,p,.(),319:@Note(23.0,28,.25.p..{}).
320:@Note(23.125,57,.125,p,.{1), 32 1: @Note(22.25,47,.125,mp..{}),
322:@Note(23.25,44,.5,mp,.{}),323:@Note(23.2540,.5mp..{}),
324:@Note(23.25,38,. 125, mp,FLT {}). 325:@Note(23.25,28,.5 mp .1},
326.@Note (23.375,49,.125,mp. {1}, 327:@Note(23.375,37,.125,mp, {}),
3208:@Mote(23.375,37,.125,mp..[}).329:@Note(23.5,50,.125,mp,.{}},
330.@Note(23.5,35,.25,mp, {}},331: @Note(23.625,54,.125,mp, {).
332:@Note(23.75,47,.125,mp, {}}.333. @Note(23.75,42, .5,mp, {i},
334:@Note(24.125,54,.125,p, ,{}).335:@Note(23.75,45,.125,mp..{}).
336:@Note(23.75,26,.125,mp, {}), 337 @Note(23.875,49,.125,p,.{}),
338:@Note(23.875,48,.125,p,SHP {}),339: @Note(23.875,37,.125,p, {}).
340:@Note(23.875,30,.125,p, .{1),34 1:@Note(24.0,50,.125,p..{}).
342:@Note(24.0,47,.125,p,,{1),.343: @Note(24.0,38,.25,p,.1)
344:@Note(24.0,35,.25,p,,0).345: @Note(24.25,42,.125,pp..{}).
346:@Note(24.25,42, 25 pp, {1).347-@Note{24.25,38, 25,pp. {}),
348:@Note(24.25,28,.75,pp,,.{1),349.@Note(24.25 28,.125,pp,.0}).
350:@Nots(24.375,44,.125,pp, 1), 351:@Note(24.275,40, 625,0p, {}.
352:@Note(24.37516.125,pp,.{}).353: @Note(24.5,45,.5,pp,.(1),
354:@Note(24 5,37..5,pp..{}).355:@Note(24.5,21,.5.pp.. N1

myRests:@Rests{{(25.75,.25), (1.0..25), (1.0,.25), (2.0, 25),
(4.75,.25), (5.0,.25), (5.0,.25), (6.0,.25), (6.0,.25), (8.75,125),
(8.75..25).{9.0,.25), 9.0,.25), (9.0,.25), (10.0,.125), (12.75,.125),
(13.0,.25), {14.0,.125), (17.0,.25), (17.0,.25), (18.0,.25), (18.0,.25),
(20.75,.25), (21.0,.25), {21.0,.25), (22.0,.25}});

If The Articulations will first give the set of Pedals and then of Slurs.
myArticulations: @Articulations{myPedals,mySlurs};

myPedals; @Pedals({(1.0,1.0,3), (2.25..75,3), (5.0,1.0,3),
(13.0,3.87,3), (16.625,.625,2), (22.25,.75,3)});

mySlurs:@Slurs({1:,2:,8:,9:,10:,11: 123}, {13:,18:,20:,22:,251},
{15:,19:,21:,23:}, {26:,30:,32:,34:}, {28:,31:,33:}, {35:,39:,43. 47},
{37:,41:,45},

{57:,60:,65.,67:,68:,69,70:}, {71:,77.,78.,79:,80:,83:,84.,85.,89:},
{94:,98:,103:,106:},

{96:,100:,102:,104: 105:,109:}, {113;,115:,121:,122:,123;,124:,125}},
{110:,111:,112:,114:, 1163},

{129:,137:,139:,141:,144:, 145 147:,150:,156:,159:},
{127:131:,133:,134;,136:,138:}, {148:,152:}, {158,161},
{167:,164.,171:,173:,175:},

{172:,174;,180:,182.,183:,185:}, {186:,190:,192:,193:,195:,1872},
{198:,200:,203:,204:,206:,210: 216: 219:}, {208:,212:}, {218.,221},
{224:,232,

{237;,238: 244, 245: 247 248"}, {249:,254:,256.,258:,261:},
{262:,266:,268:,270:),
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{264:,267:,269:), {271:,275.,279:,283.,284},

{288:,289:,290: 291.,293: 294 2961},
{292:,295:,301:,302:,303:,304: 305}, {306:,313:,314:,315:,316;,32C:},
{321:,326,,329,,3313), {324:,328:,330}, {332:,336:,340: 344},
{334:,338:,342:}, {345:.350:,353});

myDinamicres:@Dinamicres({({8:,9:,10:,11:,12:},crescendo},
{{26:,28:,30:,31:,32:,33:,34:},decrescendo},

{{37:,38:,41:,42: 45:,46:} crescende),
({53:,54:,55:,56:,57.,568:,59:},decrescendo), ({66:,67:,68:,69},crescendo),
{{110:,111:,112:,114; },decrescendo), (£121:,122:,123:,124:},crescendo),
{{127:,128:,131:,132:,133:,134: 136:},crescendo),
({145:,146:,147:,148,,149: 150: 151 152: 153: 154:,155:,156:,157.,158:},
decrescendo), ({180:,181;,182:) decrescendo),

({196:,197:,198:,199:,200:,201:,202: 203:,204:,205:,206:,207:,208:},crescend

a}.
{{244:,245: 246: 247 },crescendo),
{{258:,259:,260:,261:,262:,263:,264: 265:,266:,267:,268:,269'} decrescendo),

{({273:,274: 277.,278:,281: 282:) crescendo),
{{301:,302:,303;, 304.,305:, 306} crescendo)});

myAbsloudsigns:@Absloudsigns({(7.625 dim.), (15.625,dim.), {22.675,dim.}});

myArpeggi: @Arpeagi({{15:,16:,17:}, {73:,74:,75.,76:}, {251:,252:,253:},
{306:,307:,308:,309:,310:,311:,312:}});
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Habia que demostrar fa existencia de la Forma circular “List”, que s¢ usa para indicar las repeti-
ciones {tipo “da capo™) en una partitura. List se define asi:

Length :Simple(Z);

Ttem(F) : Limit( F, List(F)};

List(F):.Colimit(Item(F), Length)

Para probar que esta Forma existe, se tiem;. que exhibir ¢] funtor de la Forma, Fun({List(F)) y el
identificador (aquf regresamos a nuestra notacién anterior)

f : Fun{List(F)) — Fun(Item(F}))| | Pun(Length).

Si existiera la Forma List, deberiamos tener:

(i) Ia Forma Length= (Length Simple, Z, @Z — QZ);

(ii) la Forma Item{F)= (Item(F), Limit, { F, List(F))},

Fun({tem(F)) »— Pun(F) x Fun{List(F)});

(iii} la Forma List(F)= (List( F}), CoLimit, (Item(F"), Length),

Fun(List(F)) — Fun(Item(F)})| | Fun(Length)).
Pero Io que realmente necesitamos son isomorfismos tales que, si la Forma existiera:

Fun(List(F)) = Fun(Item(F))| | Fun(Length) = Fun(ltem{F)) | oz

= (Fun(F) x Fun(List(F)))| |6Z

Sean Fun(F) = H, Fun{Item(F)) = K, Fun(List(F)) = L.
Entonces, necesitamos que:

(&) L=(H x L) |@Z.
También queremos que

Fun{Item(F)) = Fun(F) x Fun(List(F))

= Fun(F) x (Fun(ltem(F))|_|0Z),
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0, en otras palabras:

(b) K = H x (K| |GZ).

Como H es arbitrario, mostraremos que existe un funtor M(H) = M(H) x H, definiendo un
funtor en M® como HY. Entonces, HN = FN x Hy M(H) = HV.

definido de esta manera, es:
Hx (| |oz| |nez| |HPez.. )| |ez = (| |& xaz| |H* xgz] |#° xaz] | )| oz

= U H'%x@Z=1L.

i=0,...,00
Ahorasea K = H x L. Entonces,
K=Hx || H'@Z=Hx( |OZ| |Hx0Z] [H*xGZ..)
=0,...,00

= Hx((JHOZ{| H?8Z{ |...)| |@Z) = Hx((Hx(J@Z]|]HxQZ| |H*xGE(]...){|QZ)

= H x ((H % Lizo,_ o H'GZ){|QZ) = H x ({(H x L)| |@Z) = H x (K| |6Z). B

ITL4 Morfismos entre Compesiciones Locales

A continuzcién vemos ejemplos de simetrias en la musica, ya que la teoria de morfismos entre
composiciones locales se basa en ellas.

Ejemplo 4.1 Transposicién (Cambio de Tonalidad)

Consideremos un vector de traslacion ¢ € @, una transformacién afin de modulos

e: Q- Q
y una transformacién natural de funtores
Qe : @ — aQ’®
que leva cualquier Denotador de Euler Module x, (z : A ~ Fuler Module(r)} a su trasladado
e'(x) : A~ EulerModule(e - z).

Si z es un punto en el espacio de 1a Forma Euler M odule, entonces

xEQaye‘-z=I+t.
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\eamos la clase de la octava, mody(z) : 0 ~ o-EulerClass(e®» - r), donde los trasladados son
g™ . n € Z, de los miembros (enteros) de [a octava aplicados (sumados) a z. Si tenemos un acorde de
tamaiio & dentro de mod,{x}, es dacir,

Ch : 0 0-ClassChord(c,, e, . . ., cx ), consideraremos el trasladado

emds . OR = {e“‘°d"(’°) Gl , gmoda(z) Ck}.
Si tenemos la escala de siete notas, o sea, un subconjunto de Z5, como un “acorde™ de siete notas, por
ejemplo Doma, = {0,2,4,5,7,9,11} (como clases), aplicindole e™d: (7) tendremos

Solyay = {7,9,11,0,2,4,6}.

Ejemplo 4.2 Inversién, Retrogrado, Inversién con Retrogrado

Estas simetrias son bien conocidas en la teorfa de fa musica, desde {a época barroca hasta [a con-
tempardnes (la inversidn con retrdgrado es fundamental en la compasicién serial dodecafénica).

Come la inversién s un reflejo sobre ¢l gje de “Pitch™ (altura de 1as notas) en una nota fija, su
descripcion visual depende del espacio de “Pitch” en el cual se trabaja. Por ejemplo:

1) Pitch; {Pitch —Simple(Z); esta Forma nos sirve para designar, por ejemplo, las 88 teclas
del piano).

2) MathPitch;  (MathPitch —Simple(Rg); su Coordinador es el espacio vectorial de di-
mensién infinita Rg).

3) Euler Module;

4) p-PitchClass.

Podemos definir un inversién musical (inversién melédica, no de acordes o imtervalos) como una
transformacién afin e* - (1), que manda un Denotador de Forma Pitch,

D : A ~s Pilch{z) a

e*-(—1)D : A~ Pitch{e’ - (~1){(z) = s- {(-1){z) = s — . Es interesante preguntar bajo que

condiciones tendrd esta inversidn un punto (nota) fijo.
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Seaz = e' -y Entonces, e® -zg = s — et - rgsi,ysdlosi,t —xo=s— {t —xg) =5~ t + xp si.
ysolosi, 2t = 5+ 2xzp. Pero &' -t = e” - 2xq si, y sOlo si, 28 = sy 2z9 = 0. Para Pitch, MathPitchy
Euler Module tenemos que [a inversién ¢? - (~1) tiene un punto {nota} fijo si, y sélo si, ¢ = %s yzo =0

Sin entbargo, en ef caso de p-PitchC'lass estamos hablando de morfismos diafines en z € AGZ,,
donde s € 2Z,, mis un dihomemorfisme (lineal) de médulos xg : 4 — Zp, con 2im({zg) = 0. De Ja
Teoria de Campos Finitos, sabemos que si p s impar, 2 tiene un inverso multiplicativo en Z,,, v el punto
{nota) fijo se encusntra haciendo t = §s y el dihomomorfismo zg = 0.

$ipes par, o sea, p = 2q, no es forzoso que s € 2Z,; por otro lado, el dihomomorfismo lineal debe

tener imagen en el submédulo gZ, 2 22 para que 2z0 = 0.

Tomemos como ejemplo 12 Fuga no.6 del libro 1 del Clave Bmperade de 1.5 Bach. E} compés 33

es una inversién del compis 29, que es el motivo de la fuga.

Ay
l&.
e
—
Figura 2
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Memos que, en la transformacion hay un punto fijo (sol = 7) que aparece 2 veces en las 5 aplica-
ciones. Tenemos que, por ser un punte fijo, s —e? zy = €* - ry. En este caso estariamos en 12-PitchClass
{Z12) y nuestro Denotador serfa:

Fugabl :~+ 12-PitchClass(z} (cuando la direccidn es cero, no se pone).

Sit=T entoncess =2 - T=2yzg=06-53=06 2=0. Entonces, 2zp = 0. Evaluadoenz = 7,
efectivamente, e’ - (-1} - O{(T) =7—0-7 =7 = z,y s — = = 2 — 7 = 7. Evidentemente, esto serd
igua) para cualquier nota de la escala cromdtica (entero de Z;3), con ¢ = z. En otras palabras, en Z,3 se
puede hacer la inversién en tomo a cualquier nota {otra propiedad importante de la division de la octava
en 12 notas),

En la misica, el retrogado significa el tocar al revés, comenzando con la vltima nota y terminando
con la primera. Sin embargo, e'l tiempo contemplado en parfimetros como “Onset”, “ Duratién®, elc.
no se puede invertis tan intuitivamente; ¢! gjempio de una grabacion invertida nos muestra algo que no
es ¢] retrogrado musical.

Veamos que sucede cuando trabajamos con la Fotma Onset —Simple(R). Aqui se puede trazar
una analogia con la inversidn de Pitch y la simetria del retrégrado:

k,(z) = e* - {-1)z = s — x, siendo s el “largo” total de la pieza, medida en R. Si, por ¢jemplo,
tenemos un compéis medido en cuartos, g = 4, ¥ si = = 1.5 (una nota que comienza en Onset = 1.5) en
su retrégrado la misma nota comenzard en Onset =4 — 1.5 = 2.5.

Pero, ;que pasa cuando tenemos dos notas en los tiempos Onset y Offset = Onset+Onsetdistance,

separadas por Onsetdistance. Es decir, nota 1 tiene Onset = 1.5 y note 2 comienza en
Onset + Onsetdistance = 1.5+ .76 = 2.25.
Si aplicamos nuestra simetria k,, tenderemos
{ks(Onset), k,{Offset )} = {s — Offset, 5 — Onset}
que, en nuestro ejemplo, es {4~2.25,2—1.5} = {1.75,2.5}. Asi es que el retrégrado de nota 2 comienza

exactamente Onsefdistance antes del retrégrado de note 1.
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Sin embargo, si la duracion (que no hemos contemplado) de nota 2 es mas larga que Onsetdistance
(por ejemplo, si dura 1.5) entonces &,{Off5er ) no terminard cuando comienza k,{Onset).
Asi es que hay que incluir ef parimetra Duratidn cuando se define una simetria de retrégrado v,
por ende, trabajar en el espacio bidimensional Onset € Duration. Si tomamos dos eventos,
OD{Onset, Duration) y OD{Of fset, Duratién).
primeramente hay que aplicar ° - {—1) en los pardmetros Onset de ambas notas, o sea,
OD(ks(Onset), Duration) y OD{d,(Offset ), Duration).
Sez la duracidn de nota 1 = .5,nota 2 = 1.0 > .75. Entonces, tenemos {2.5,.5), (1.75, 1.0). Pero
esta transformacion es intermedia, ya que queremos evitar empalmes. Asi es que tomamos en cuenta la
duracién para obiener
OD(ks(Onset) — Duration,, Duration;)
y OD(k,(Offset ) — Durationy, Durationz), osea
(2.5 - .5,.5) = (2.0,.5) y (1.75 ~ 1.0,1.0) = (.75, 1.0}.
De ¢sta forma, ¢l empalme de 2.5 2 2.75 se evita por completo, ya que en ¢l refrégrado nota 2 termina
en 1.75y nota | comienzaen 2.0,
Finalmente, definimos el retrégrado como &, : R? — R? (o,d) — (s — 0 — d, d}, es decig,
200 . [ ‘61 ‘11 ] .
Evidentemente, en este gjemplo no contemplamos el pardmetro Volumen (Loudness) que musi-

calmente estd, también, sujeto al retrégrado.

Por otro lado, la inversién con retrégrado, tan usado en la misica serial dodecafonica, involucra

tres pardmetros, o sea, Onset @ Pitch @ Duration. Asi es que tenemos:

-1 0 -1
KU, =& . 1 o -1 0 ] ¥ si o es el Onset, p la nota (Pitch) y d la duracién
0 0 1

{Duration) originales, o, p, d € R, entonces:
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De esta manera, una inversion con retrégrado nos lleva de

Ra _’Rsn(o:pld) — (S—O—d,t—p,d}.

Ejemplo 4.3 En la seccion I1.4 se mencioné que se daria un gjemplo en que el producto fibrado
de dos composiciones focales objetivas en ObLoc ne cumple con las necesidades de la TMM, mientras
que en el marco funtorial, como objetos en Loc con direccién cero, si funciona bien.

Tomemos A = B = C = Zzyelputo z : Op — A Sean C,J dos composiciontes lo-
cales objetivas, C' — A@Fun{Pitck), J ~+ AQFun{Pitch) y, en este caso, Pitch —Simple(Z) y
Fun{CF) = 8Z, que ¢s ¢! espacio ambiente.

Con !a simetria e - z : Z — Z realmente tenemos dos conjuntos de intervalos con un punto base y
un punto terminal. Supongamos que CN.J = @y, por lo tanto, el conjunto de intervalos correspondiente a
C nunca se interseca con el conjunto de intervalos correspondiente a J. Supongamos, ademds, que todos
fos puntos de la base son iguafes en los dos conjuntos, pero los puntos terminaies nunca coinciden en £
yJ

De esta manets, como gjemplo, € = {(0,2),(0,4),(0,5)},J = {(0,7),(0,9),(0,11)}, o sea,
todos los intervalos comienzan desde el tdnico (digamos do) y

C={re=2,mi=4,fa=5},J={sol="7la=9,s =11}
Como se puede apreciar, la perspectiva objetiva en la direccién A no muestra puntos en comiin, mientras
la perspectiva funtorial si muestra los puntos comunes de la base. Weamos como se relaciona esto con los
productos fibrados objetive y funtorial.

Si tomamos el producto fibrado objetivo, tendremos las intersecciones de los canjuntos ¢ = {2, 4, 51

¥y J = {7,9,11} que es claramente vacia:
cnd - Cc0eZ
1 1
W@Zo>J — S=Z8Z
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APENDICE I

TOPOI

La construccién del concepto de Denotador, como es empleado en este trabajo, fue un proceso
arduo y ¢s producto, como toda estructura matemdtica (sin ahondar aquf en {a esencia muitidiscipfinaria
de nuestro Denotador), de una serie de antecedentes que fueron desarrollados sin que se supiera en que
momento se fueran a hacer los nexos decisivos entre ellos. Una de las fuentes mas importantes que
contribuyé al desarrollo del concepto y la estructura del Denotador es la Teoria de Categorfas y, mis
especificamente, 1a Teoria de Topos. En las palabras de Guerino Mazzola, el creador de! marco tedrico
que sostiene la estructura “... en vista del riguroso marco formal que (se expondrd adelante), podemos
decir que los principios més generales de la construccion matematica de producto, coproducto, conjunto
potencia... reime todo fo que se sabe refevante para la formacién de estructuras matematicas y de bases
de datos.... Es asombroso que los tedricos de bases de datos todavia no han aprendido a hacer un uso
sistemético de la Teoria de Categorias, aunque si se emplea en el aspecto tedrico de la Ciencia de la
Computacién”. {ToM, cap.6]

En este Apéndice, harernos un breve recorride por los aspectos de la Teoria de Topos que son esen-
ciales para poder entender la estructura del Denotador. Las definiciones bisicas de Teoria de Categorias
como categoria, funtor, transformacion namral, categoria dual, etc. pueden consultarse en varios libras
de la bibliografia[p.ej. LiuP, cap.Il] y nos concentraremos en los conceﬁtos ligados a los topoi, los cuales
501 necesarios para comprender el presente trabajo donde la categoria de funtores (pregavillas), el topos

Mod®, juega un pape! privilegiado.
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11 Limites, Colimites, Producto Fibrado, Copreducto Fibrado y Objetos Iniciales (Termi-

nales)

Definicién. Un productc en una categoria € es un objeto A x B, con A, B € C, junto con una
pareja(pa: AxB — A, pg: Ax B — B) de morfismos tal que para cualquier pareja de C morfismos
(f:C— A, g:C — B) existe un morfismo anico p = { £, g) tal que el siguiente diagrama conmuta
(paop=fypaop=g)

f 7 i’f N
A P AxB P8 B
Cabe mencionar que A x B estd definido de manera anica, salvo isomorfismo.
El dual def producto es el coproducto (o suma directa).
Definicién. Un coproducto en una categoria C es un objeto AP B, con A4, B € C, junto con una
parejaia : A — AQB, ip: B — A@ B de morfismos tal que para cualquier pareja de morfismos
(f: A= C, g: B — C) existe un morfismo tmico ¢ : A B — C tal que el siguiente diagrama

conmuta (ioig = f, toig = g).

¢
R N
A s ApB = B

7 Ahora definiremos el igualador.
Definicién. Dada una pareja f, 5 : A — B de morfismos en una categorfa C, seai: E — Acon
E € C. Elmorfismo i es un igualador de la pareja f, g de morfismos si;
(@) foi=gof
() Paratodo b : C — A, si f o h = g o h, entonces existe un morfismo tnico k : C' — E tal que el
siguiente diagrama conmuta, C' € C
b

C
De manera dusl, un coigualador de la pareja f, g : A — B de morfismos ¢s un C morfismo

E i A B
s,

p:B—E

si:
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(a}po f=pog,

(b)Paratodo h ; B — K,siho f = ho g, entonces existe un morfismo tnico & : £ — K tal que ¢l

siguiente diagrama conmuta:
A f B * E
RN N LE
K

Cabe mencionar que se puede demostrar con facilidad que todo igualador es un monomerfismo y todo
coigualador es un epimorfismo.

Ya estamos listos para definir limites y colimites.

Definicién. Un cono para un diagrama D en una categoria C consiste en un objeto ' € £, junto
con un € morfismo f; : C — D para cada objeto D; en el diagrama, tal que el siguiente diagrama
conmuta cuando g es un morfismo de D (go f; = f;).

o
r N
Dy % Dy

Definicién. Un /imite para D es un cono sobre [ ({f; : C — D;}) con la siguiente propiedad:

dado cualquier otro D cono ({f! : (¥ — D;}}, hay exactamente un morfismo f : ¢ — € tal que el

siguiente diagrama conmuta ( f; o f = f{).

13

c Y c
£ I
D;

Un limite para D, o sea el cono C|, es Gnico salvo isomorfismo..

Un colfmite para D consiste en un cocono ({ /i : Dy -+ C'}) tal que para cualquier otro cocono hay

un morfismo tnico f : C - C’ tal que el siguiente diagrama conmuta (f o f; = f).

o ¥ ¢
.f:T fi /"
D;

Ejemplo. Sean D;, D; dos C objetos sin un merfismo entre ellos. Asi es que un limite para D (el

morfismo 8} es el producto de D; y D; v un colimite para D es el coproducto:

ol (o4
fi L \f; 2 \f;
D, £ ¢ & D D; &, ¢ L b

Ahpra recordaremos el producto fibrado (“pullback™) y su dual, €l coproducto fibrado (“pushout™).
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Definicién. El producto fibrade de dos morfismos con el mismo codeminio,

f:Dx— Dyyg: D; — Dj, esun limite en una categoria C para el diagrama

Dy
LQ
Un cono para este diagrama consiste en 3 morfismos, f,, f;, fe
c b
e \h 19
Dy L oy

Pero como fo fy = f; = go fi, es suficiente decir que el cong es la pareja de morfismos { f;, fi), tal

que el siguiente diagrama conmuta:

¢ L D
| e
D. !, D,

Asimismo, cuando tenemos f; y fy tal que f o f{ = g o f, entonces existe un morfismo {nico

hiC' > Ctalque fi =feohy fl=fioh:

C = D,‘
fr By 9
Dy, —'L DJ

El cuadrado interior ([, g, fi, fx) es Hlamado cuadrado cartesiano,

El dual del producto fibrado es el coproducto fibrado (“pushout™), el cual es un colimite para el

diagrama

D; 2, Dy
il
D;

que representa dos morfismos en una categoria C, f y g, con ¢l mismo dominio, Su construceion es como

sigue (fieg=fuof, Flog=fiolf)

D; &£ Dy
D, 5 D D; 2 D; fl 1 i
AN I 13 JEA Ds ﬂ; o}

D & ¢ D & “ f'\_)\‘hcu
&
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Finalmente, definiremos los objetos iniciales (terminales) de una categoria.

Definicién. Un objeto inicial en una categoria C es un objeto 0 tal que existe un morfismo dnico
de 0 en A, para todo objeto A € C (0 -+ A). Un objeto terminal en C es un cbjeto 1 tal que existe un
morfismo tnico de cualquier AenCen | {4 — 1).

Una categoria puede carecer de objetos iniciales (terminales) pero, en el caso de poseerlos, son
linicos salve isomorfismo. Veamos la prueba de este hecho para 1.

Teorema. Si | y 1’son ambos objetos terminales, entonces existen morfismos Gnicos

u:l1-V,
vl 1l
tal que
vou=1;, uow' =1
(1 es el morfismo identidad),
Demostracion: Sabemosu : 1 — 17es inica porque 1” es terminal. Andlogamente s’ ; 1" — 1

es imica. Asi es que la composicidnu’ ouw: 1 — 1’ — 1eslnicaytienequeser1;, yaquel, : 1 — 1
es el (inico morfismo de 1 en 1. Andlogamente, 11- es el Gnico morfismo de 17 en 17 y es iguala
wou':I'=1-1NH

Cabe mencionar que el objeto cero es un objeto en una categoria que es inicial y terminal a la vez,
pero no nos interesa ya que una categoria con objeto cero {como Grp, por ejemplo) no puede ser un topos.

Un ejemplo de objetos iniciales (terminales) son el vacio (y el conjunto de un séle elemento) en
Set. Enel caso de Grp, como ya mencionamos, el objeto inicial y terminal s el mismo, e, el grupo trivial
cCone*eg=e.

Las siguientes definiciones y teorema seran muy impostantes cuando definamos y estudiemos los

topoi.
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Definicion. Una categoria C ¢s completa (cocompleta) si cada diagrama en C tiene um limite
{colimite) en C.

Definicién. Un diggrama finito es un diagrama que tiene un niimero finito de objetos y de morfis-
mos entre ellos.

Definicién. Una categoria C es finitamente completa (finitamente cocompleta} si cada diagrama
finito tiene limite (colimite).

Teorema. Una categoria C tiene un objeto terminal ¥ un producto fibrado para cada pareja de

morfismos con codominio comun si, y s6lo si, C es finitamente completa.

1.2 Funtores Adjuntos y Exponenciacidn

Definiciéa. Sean C§ T, o05sea, Fy G un par de funtores entre las categorias C y D. F es adjunto
izquierdo de G (0 G adjunto derecho de F), F - G, si hay una biyeccion natural de funtores tal que:
C(F(D),C) =D(D,G(C))

para los objetos C € ¢, D € D.

Definicién, Una categoria C posee exponenciacisn si cualesquier dos objetos A, B € C tienen
producto, y si existe B* y un morfismo evaluacidn ev : BAx A — B tal que, paraC' € € y unmorfismo
g:CxA— B

existe una fmica
§:C— B4
tal que el siguiente diagrama conmuta:
CxA #4 BAx4
N
B
En otras palabras, existe una Gnica § tal que ev(§ x 14} = g. Esto nos da una biyeccidn entre los

morfismos Home(C x A, B) y Home(C, B*).
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1.3 Pregavillas, Funtores Representables ¥ el Lema de Yoneda

La categoria Mod°, que es un topos como se definird en L5, es un ejemplo particular de una

categoria de pregavillas.

Definicién Una pregaville de conjuntos sobre una categoria pequefia fija C! es un funtor con-
travariante P : C — Sets. Asi es que la categoria de pregavillas es equivalente al topos Sets<” yla
denotaremos por P. Los objetos de P son todos los funtores contravariantes P : f — Sets y los mor-

fismos son las transformaciones naturales  : P — P,

Definicién Sea Y(A) = Home(, A) el funtor contravariante Hom. Las pregavillas de este estilo
se llaman funtores (pregavillas} representables.
La pregavilla Y{A) se define en un objeto B € C como
Y{A)B) = Hom¢(B, A)

yenun morfismog: X — Bparau: B — Acomo

Y{AMg) : Home(B,A) -+ Home(X, A4)
donde Y (A)(g)(u) = wuog
Para el motfismo u: B — A en C, existe una transformacidn natural

T:Y(B) — Y(A),

es decit,
B Home(..B)
vy lﬂﬂmc(-.ﬂ)
A Homg(..A)

Asi es que Y es un funtor que lleva de la categoria C a la categoria de funtores contravariantes en C. ¥
se llama el funior de Yoreda, ¥ : C—P, A — Y(A) = Home(., A) y es un funtor pleno y fiel, El

fimtor de Yoneda dz lugar al Lema de ¥oneda.

1En este trabajo sc ba estado basando en ¢l axioma de MacLane
“Existe un universo V”
que &5 mis débil que el universo de Grothendieck. Esto es necesario porque si nos bashramos n los axiomas 2F o ¢l sistema NBG
[Gold,cap.1] Mod® no seria una pregavilla [McLEIL12]
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Lema de Yoneda. Para una pregavifla arbitraria P en C y A € C, hay una correspondencia natural
biyectiva entre las transformaciones naturales 8 : Y(A) — Py los clementos del conjunto P{A}).

En otras palabras, y segin la notacion del presente trabajo, si P € Mod? entonces existe una

biyeccidn
o : Home(@A, P) — AGP.
tal que si
§:@A— P,
entonces
8 a(8) = 8(A)14,
osea

A A8A4 a4 p(4)
I TuﬁA T.P(u)

B B@A ‘= P(B}
L.4 Los Subobjetos, el Clasificador de Subobjetos {2, Ias Cribas y los Objetos Potencia

Seaf: B — A, g:C — A Decimos que f C ¢ si existe un inico monomorfismo h : B — (' tal
que el siguiente diagrama conmuta:
B * C
N
A
Si h es un ispmorfismo con inverso 7, tenemos que:
f=gohyg=foj
en cuyo caso diremos que f = g, ya que sus dominios son isomorfos. Definimos una clase de equiva-
lencia:
(={9:f=4d
gque hereda la reflexividad y transitividad de la relacion de inclusion C original, y es antisimétrica, ya que
si

fSgygC f entonces (f] = {g].
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Asimismo, esta relacién no depende del representante de la clase, porque
sean [f] = (f'] ¥ 9] = |¢']; s f C g entonces ' C g'.

Definicidn. Sea A € C. Un subobjeto de A es una clase de equivalencia de monomorfismos con
contradominio A.

Definicién. En una categoria C, con limites finitos, un clasificador de subobjetos es un monomor-
fismo, true ; 1 — , tal que para todo monomorfismo f : § = X en C existe un (nico morfismo x;,
1al que ¢l siguiente diagrama es un producto fibrado:

s 4 x
{ i
1 % 0
\eamos el clasificador de subobjetos en Sets como motivacién. Recordemoas que si [ es un con-

junto, el conjunto potencia de D, P(D), esta en correspondencia biyectiva con todos los morfismos;
(b—2={0,1}).

En otras palabras, la biyeccién entre los subconjuntos de D, P{D), y la coleccion de funciones (D — 2)

se establece asi.

Sea A C Dy definimos x4 como x 4(z) = { ; ;Zj

(a) P(D} — (D — 2) es inyectiva, ya que si x4 = x g, entonces A = B.

() P(D) — (D — 2) es suprayectiva porque como 2 = {0,1},si f € (D — 2} ysiz € A,
entonces f(z) = x4 = 1ysiz € D — Aentonces f(z) =xp_4=0.

La correspondencia entre los subconjuntos y las funciones caracteristicas puede representarse en
un diagrama de producto fibrado. Aquitenemos Ay = {z : z € Dy f(z) =1}, 05¢a, 4; eslaimagen
inversade {1} C {0,1} bajo f.

Ay — D

1 iy
{1} ™ 2={0,1}

La funcién true se conoce como la funcidn “verdad”. Cabe mencionar que un clasificador de subobjetos,

cuando existe en tna categoria, es inico salvo isomorfismo.
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Abora veamos ¢l clasificador de subobjetos en P (una categoria de pregavillas, comao Mod'a).
Para cualquier categoria arbitraria de pregavillas P si hay un clasificador de subobjetos 2 éste debe,
en particular, clasificar los subobjetos de cada pregavilla representable Y(A) = Homp(., A) (@A en
nuestra notacion). Asies que:

Subp(Home (-, A)) = Homp(Home(_, A), ) = Nat(Home{_, A), ).
Pero por €] Lema de Yoneda,
Nat{Homg(-, A), 2} =2 Q( A).
Asi es que, si existe el clasificador de subobjetos en ¢, tiene que ser el funtor (la pregavilla) £ tal que:
A) = Subp(Home{., A)) = {5 : S es un subfuntor de Home (., 4)}.

Lo comin en este caso €s introducir una manera alternativa de definir Jos subfuntores del funtor repre-
sentable Home(_, A).

Definicién.Una criba en A € C es un conjunto Cr de morfismos con contradominio A tal que si
f € Or ysi fh esta definida, entonces fh € Cr.

Ahora veremos que hay una biyeccidn entre cribas en A y los subfuntores de Homc(_, A). Por un
lado

Cr={f:pmaBeC, f:B—AyfeQ(B)}

donde @ es un subfuntor de Home (-, A) s una criba.

Por otzo lado, si tenemos una criba Cr en A podemos definir

QBY={f: B Ay feCr}C Home(_, A)

¢l cual, 2 su vez, nos da un funtor @ € C, con ¢ un subfuntor de Home(_, A). De esta manera tenemos
que una criba Cr en A es equivalente a un subfuntor de Home(-, A).

Definicién. El clasificador de subobjetos §2 en una categoria de pregavillas (funtores) P se define

en objetos cotmo:

(A) = {Cr: Cresunacribaen 4 € C}



y en morfismos 4 : B — A como:
Qn) : QA) - QB), tal que siuog € Cr (g una funcion con codominio B)
entonces Quogq) = (g} o Qu).
Para A € ( el conjunto de todes Jos morfismos que tienen contradominio A se llama la criba maximal.
Estas cribas maximales se “pegan” para dar la transformacién natural:

true:1 - Q.

Definicién. Una categoria C con prodfiuctos tiene objefo potencia siacada A € C existe Q4
{véase [a definicién de exponenciacidn) tal que para cualquier B € C, hay un isomorfismo
Home(B % A, ) = Homc{ A, QB),
En otras palabras, el funtor Homc(8 x ., {1} es representable -isomorfo a Homc(_, §27}- siendo OF el

objeto representante..

El objecto potencia tiene que cumplir con la condicion de exponenciacién.
L5 Topei

Ahora podemos ver varias definiciones equivalentes de un topos.

Definicién 1. Un topes es una categorfa C tal que:

(a) C es finitamente completa (cada diagrama finito tiene limite);

(b} C es finitamente cocomptleta (cada diagrama finito tiene colimite);

(c) C tiene exponenciacion;

(d) C tiene un clasificador de subobjetos.

Cuando se cumple (a) y (c) se dice que C es Cartesiana cerrada. Asimismo tenemos

(a") C tiene objeto terminal y producto fibrado y

(b*) C tiene objete inicial y coproducto fibrado, siendo tanto(a) y (a’) como (b) y (b*) equivalentes.

De forma igual, {a), {c) y (d) implican (b).
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Definicitn 2. Un topos es una Categoria Cartesiana Cerrada con un clasificador de subobjetos.

Definicién 3 Un topos T es una categoria con:

a) limites finitos;

b) un clasificador de subobjetos §3;

¢) una funcién f que asigna a cada objete A € T un objeto ¥4 € T,
d) dos isomorfismos naturales para cada objeto A € Tt

i) Subr A

1R

Homy(A,Q)y

i) Homy(B x 4,9) Hom(A4,QP).

I

1.6 La Categoria de Elementos

La categoria de elementos se denota |, P. Sus objetos son todos las parejas (4, D) donde A € €
y D € P{A) (en nuestro caso, A € Mod y D € A@F). Sus morfismos (A, D) — (B, D) son los

morfismos a : A — B en C {en Mod, por gjemplo) tal que D' = D.
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APENDICE I

EL TOPOS DE LA MUSICA Y LA TMM

El punto de referencia de todo este trabajo ha sido la enciclopédica obra ToM, The Bpos of Mu-
sic. No es el lugar aqui para reproducir el indice de ésta, con sus aproximadamente 62 capitulos y 21
apéndices, pero cabe remarcar que, aparte de la teorfa de Topos, se emplea una vasta variedad de ramas
de la Matematica, tanto en el desarrollo tedrico como en la parte aplicada y experimental de la obra.

Guerino Mazzola, matemético discipulo de Alexander Grothendieck (el cual dijo acerca del libro
previo de Mazzoela publicado en alemén en 1990, Geometrie der Tone!, “Das ist wohl schon die
Mathematik des “Neuen Zeitalters™, es decir, “Esta es la Matemética del ‘nuevo siglo™) es también un
experimentado pianista de jazz y musicélogo. Sin embargo, comae queda clare en los primeros 5 capitulos
de ToM, correspondientes a la seccidn I, no da ningiin paso sin filosofar acerca de su materia. En este
apéndice intentargrnos dar al lector que ha tenido la paciencia-o va a tener-de estudiar con todo detalle
técnico al Denotador, una nocion acerca de la motivacién filoséfica detrés de su formulacién yen
general, detris de la Teoria Matematica de la Miisica, TMM.

1.2 existencia de un vinculo entre estas dos dreas de la creacién y ¢l conocimiento humanos data
desde la época de los griegos, pero es hasta fechas recientes que una maquinaria matematica sofisticada
se despliega en aras de entender y describir el fendmeno musical. Esto, a su vez, es totalmente com-
prensible, ya que no existia tal desarrollo de la Matematica hasta la segunda mitad del siglo por terminar.
Asimismo, es importante recalcar que no es el propésito de la TMM absorber la genialidad de un com-
positor o intérprete mediante una teoria formal, sino el de entender los aspectos de la Misica sujetos al
razonamiento, de la misma manera en que los fisicos intentan comprender la naturaleza perceptible como

una expresion racional del “Creador”, y no al Creador mismo.

1 The Topas of Music iba 2 ser una traduccion de la Geomerrie der Tone, solicitada por fa Editorial Birkhauser, pero se
transformd en una obra tan amplia, que rebasa la de 1990.
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Un aspecto importante de la TMM descansa sobre ¢l hecho de como una aplicacion de la Matematica
a un &rea en particular de la Ciencia o las Humanidades (en este caso la Miisica) redunda en aportes a
Ia misma Matematica, con fa creacion de nuevos objetos, estructuras y modelos. En este caso, los an-
tecedentes de ta TMM reportan la creacion de nuevos objetos matemdticos (Denotadores, Composiciones
Locales y Globales, etc.) y los softwares RUBATO y PRESTO. En cuanto a la Musicologia, el aporte es
tan revolucionario que bien se puede pensar en hablar de la Musicologia Cientifica.

Podemes apreciar que el mismo titulo de 1a obra, The Bpos of Music, posee un doble sentido.
Por un f2do esta la palabra griega topos, que significa lugar y que sugiere !a ubicacion det concepto de
la Misica como un tépice, en el sentido de Aristételes y Kant, Por otro lado, se hace referencia a la
teoria matemdtica de Topos que, como hemos visto en esta tesis, sirve para reflejar el sistema de signos
musicales, esto es, la Msica en su faceta de un sistema abstracto cuya estructura puede permanecer
escondida sin un marco adecuado de comprensidn. Este doble significado expresa, de hecho, la intencion
de unificar una profundizacién filoséfica con 1a precisién de la Matematica, en torno a la Musicologia.

Una de la metas del trabajo que se realiza en [a TMM es desarrollar un marco estable de conceptos
para hacer Musicologia. Se parte de un esquema de clasificacién en la Musica y Musicologia que destaca
cuatro actividades: produccién, recepcion, documentacidn y comunicacion. Aunque no es el tnico es-
quemz posible, si es suficientemente amplio para captar una variedad de perspectivas. Un aspecto in-
teresante es que cada una de las cuatro actividades tiene una importancia en si, y juntas son necesarias
para la comprensidn de fa Musica en su amplio espectro. Por otro lado, cuando la Musica se contempla
como un tema especial de investigacién, hay que buscar un “conjunto minimo” de otras disciplinas que
sean necesarias para poder realizar dicha investigacién. En la TMM se han escogido cuatro ciencias para
cumplir este requisito: la Matemética, la Fisica, la Semiética y 1a Psicologia. De ninguna forma se pre-
tende crear un esquema reduccionista de la ;ealidad musical, sino que se busca ubicar a la Musicologia
en el mistno lugar que ocupa cualquier drea de investigacion, sea de las Ciencias Naturales o de las Hu-
manidades, y acabar con el aura de misticismo y la fuerte recurrencia a la subjetividad que, en lo tocante

a nuestro tema, se invocan con frecuencia.
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Definiremos provisionalmente a la Misica como “un sistema de signos, compuestos de formas
complejas, que puede ser representada por sonidos fisicos que representan contenido mental y psiquico™.
Asi es que se recurre a la ciencia de los signos por excelencia, la Semiética, para tener un marco de
referencia para el sistema de signos; a la Fisica para entender 1a representacion de las formas como
sonido; a la Psicologia para el contenido psiquico y a la Matemética para el contenido mental. Cabe
explicar que las formas musicales no sélo tienen una representacién fisica sino, también, una existencia
menta, que es donde la Matemética se involucra directamente. Asimismo, la Fisica “absorbe” la Ciencia
de la Computacién y la Ingenieria de Sonido. Los aspectos saciales de la Misica pueden verse bajo el
rubro de la Psicologia Social (asi como la Semidtica Social), y la Psicologia también abarca cuestiones
de pedagogia y educacién musical en general.

Es ﬁmdamental-enfarizar que, mientras quien emplee métodos matemdticos, Mgicos ¢ computa-
cionales en la Miisica no tiene que ser docto en la Filosofia de la Misica, si es necesario que tenga una
orientacion dentre de la compleja ontologia de este arte. Tanto en la Misica como en otras dreas del
conocimiento se ha atestiguado ¢dmo [a precisidn de [a Midtemdtica, mds un conocimiiento deficiente ac-
erca de la ontologia del area de aplicacién, provoca un dogmatismo; injustamente, se le suele respon
sabilizar a la Matemitica por este problema, y io cuestionar la falta de capacidad de hacer nexos de quien
la aplica.

La TMM ofrece un modelo ontolégico con un cardcter flexible y abierto a modificaciones. Se in-
tenta aportar un “sisterna” de coordenadas para localizar problemas dentro del proceso de hacer Musi-
cologia. Se propone desde un principio formular un sistema tridimensional que nos permita decir dénde
vive el concepto de la Musica, ¥ que se conoce como la Bpografia de la Miisica. Las coordenadas son:

1} Realidad;
2) Comunicacidn;
3} Semiosis.

‘“eamos estas coordenadas con un poco més de detalle.



1)La realidad de la Misica es fisica, psicoldgica y mental. En el nivel fisico se trata de un fendmeno
acistico, en tanto en su nivel mental se trata de la partitura como una abstraccion. Come realidad psiquica,
1a Miisica expresa los estados emocionales de sus creadores y afecta emocionalmente al escucha,

2) La comunicacicn de la Misica pasa por tres instancias: ¢l nivel del creador, o lo que se conoce
como la poiesis, seguido por el nivel neurral que es la obra en si. El nivel estérico del escucha es la
instancia que percibe al ser interpretada una obra. Desde el momento en que una obra musical es creada,
I existencia del creador es fijo, en cambio, el nimero de escuchas ¢ intérpretes crece constantemente,

3} Como la Misica es uno de los sistemas no-lingtisticos més desarrollados de signos, la Semio-
sis juega un papel en la ubicacién de su ontologfa. Se enfatiza que la Misica no se interpreta como un
tipo de lenguaje; al contrario, se sefiala que hay diferencias significativas entre un sistema musical y uno
lingtistico. Sin embargo, se describe la Semiética de la Miisica desde Ia perspectiva de [a Semiologia
Estructuralista de Roland Barthes como una generalizacion de la teoria lingiiistica de Ferdinand de Saus-
sure. Para no desviarnos del propésito de este esbozo, como apéndice de la presente tesis de Matemiéticas,
no podremos ahondar en este aspecto tan interesante. Sélo mencionaremos que un sistema es semidtico
si se articula segiin una estratificacién fundamental de signos en su significante, significacion y signifi-
cado, donde el significante (los morfemas, o sea, la minima forma significativa) llega al profunde del
mensaje, e significado, por medio de las relaciones de la significacitn.

Todo lo anterior nos sefiala que una ubicacién ontolégica de la Miisica puede interpretarse como un
punto en um cubo tridimensional generado por los ejes de realidad, comunicacion y semiosis, cada uno,
a su vez, articulado en tres valores: .

realidad : fisica, psiquica, mental;
comunicacién : creador, obra, escucha;
semiosis : significante, significacidn, significade
Asi es como tenemos el cubo topogrdfico de la ontologia musical, que consiste en un conjunto de

B®¥=27
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posibles ubicaciones topograficas como puntos. Pero cualquier objeto general puede ubicarse en cualquier
subconjunto del cubo, y los 27 puntos son sdio ubicaciones elementales, a partir las cuales se componen

ontologias mas complejas.

Pai'a finalizar, nos gustaria citar un pirrafo de ToM que resume contundentemente lo expuesto:
“Es equivocado creer que la Musica es un asunto especial de la ciencia porque se trata de objetos
que apuntan a un estrato no mental de 1a realidad. La Psicologia, por ejemplo, estudia emociones,

la Fisica estudia particulas elementales. Todos estos objetos comparten aspectos que trascienden la
conceptualizacién humana. Pero podemos concebirlos en un sistema cogniscitivo y modelar su
comportamiento con un éxito impresionante para nuestra capacidad de comprensién. La Misica no

es ni mas ni menos accesible que la Fisica. Pero tenemos que establecer un sofisticado sistemna de signos
para poder aprehender su significado; el lenguaje comin no es la herramienta para el espacio conceptual
de la Musica”,

Finalmente, cabe seffalar que otro aspecto de motivacién fundamental para el desarrollo del Denota-

dor, la navegacion, se esboza brevemente en el capitulo 1, seccion [.1 del presente trabajo.
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