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Introduccion

Este trabajo presenta algunos resultados sobre la factorizacién de
funciones continuas en la topologia general. Comeo es bien conocido,
en una factorizacién nos interess “descomponer” ciertas funciones en
una composicion de funciones relativamente mas simples. De entre la
gama de factorizaciones que puede admitir una funcién, consideramos
aquella que se relaciona con el siguiente problema.

Dada una funcién continua f entre espacios topoldgicos, con do-
minio un producto topoldgico (de Tychonoff}), ;qué propiedades topo-
l6gicas se deben imponer sobre los espacios involucrados de modo que
la funcién f quede completamente determinada por sus valores en a lo
maés, una cantidad numerable de factores?

Cuando este problema tiene una solucién diremos que f depende de
a lo més una cantidad numerable de coordenadas, y si este es el caso,
es posible definir una funcién g, tal que f admite la descomposicion
f = g om, en donde 7 es la funcién que proyecta al dominio de la
funcién sobre los factores de los que depende f.

Veamos una breve semblanza del desarrollo histérico del tema, sin
pretender que ésta sea completa.

El primer resuitado de esta clase de factorizacion se debe a Mibu
(7], quién muestra que toda funcién continua con valores en los reales
y definida sobre un producto de espacios compactos depende de a lo
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iv INTRODUCCION

mas una cantidad numerable de coordenadas. Su demostracién se basa
en el teorema de Stone-Weierstrass.

Durante el periodo comprendido entre 1952 y 1964 aparecieron cu-
atro resultados estrechamente relacionados. FEl primero de ellos se
debe a Mazur [15]. Mazur estaba buscando propiedades de un espa-
cio topoldgico que hicieran equivalentes los conceptos de continuidad y
continuidad secuencial. Su teorema afirma que toda funcién secuencial-
mente continua definida en un producto de espacios segundo numer-
able (en donde el conjunto de factores tiene cardinalidad menor que el
primer cardinal inaccesible), y con valores en un espacio Y, tal que Y
es de Hausdorff y la diagonal de Y x Y es un conjunto Gj, depende
de una cantidad a lo mas numerable de coordenadas. Utilizando este
resultadn prohd, entre otros hechos, que toda funcién secuencialmente
continua definida en un producto de espacios segundo numerables hacia
un espacic métrico, €s continua.

Por su parte Corson e Isbell [6] probaron que toda funcién continua
cuyo dominio es un producto de espacios métricos separables y cuyo
contradominio es un espacio métrico, depende de a lo més una canti-
dad numerable de coordenadas. Con ayuda de este teorema obtienen
resultados relacionados con espacios localmente finos.

El tercer resultado se debe a Ross y Stone [19]. Este afirma que toda,
funcién continua definida en un producto de espacios separables y con
valores en un espacio regular segundo numerable, depende de a lo mads
uns cantidad numerable de coordenadas. En realidad se puede suponer
que cada factor del producto es un K-espacio. Con este resultado
presentaron una prueba distinta de la dada por Stone [18], con la que
se muestra que Z* no es normal si |af > ;.

En el mismo ano, Gleason generalizé el teorema de Ross y Stone
utilizando en su prueba una idea diferente a la utilizada por ellos. Su
resultado que aparecié publicado en {23, afirma que. toda funcién con-
tinua definida en un producto de espacios separables, cuyo contrado-
minio es un espacio de Hausdorfl en donde cada punto es un conjunto
(G5, depende de a lo méas una cantidad numerable de coordenadas. Con
este teorema Isbell [23] obtuvo més resultados de espacios localmente
finos. '

Después de este periodo, Mis¢enko [17] generalizé el teorema de
Gleason de la siguiente manera. Toda funcién continua definida en
un producto de espacios de calibre R; con valores en un espacio de
Hausdorff cuyos puntos son Gs, depende de a lo mds una cantidad
numerable de coordenadas. Mistenko también probé que si la cardi-
nalidad del conjunto de factores es mayor que ¥, y uno de los espacios
(los cuédles tienen al menos dos puntos) no tiene calibre N,, entonces
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existe un espacio de Hausdorff ¥ en el que todos sus puntos son G y
una funcién continua del producto a ¥, que depende de una cantidad
no numeravle de cco. denadas.

Una generalizacién de los resultados anteriores fue propuesta por
Engelking [11], quien considerd funciones definidas en J'-productos de
espacios y prol.é lo siguiente. Dado un producto de espacios 1) con la
propiedad de que cualquier producto finito de los factores es de Lin-
deldf, y dado un espacio Y de Hausdorff tal que la diagonal de ¥ x ¥
es un conjunto Gy, si fijamos un punto arbitrario a en el producto,
entonces cualquier funcién continua definida en X(a) y con valores en
Y, depende de a lo mads una cantidad numerable de coordenadas. Uti-
lizando este teorema demostré entre otros resultados que, si un espacio
métrico X es la imdgen continua de un X-producto de una familia de
espacios tal que todo producto finito de estos tiene la propiedad de
Lindeldf, entonces X es separable.

Dentro del tema de la factorizacion, no podia faltar la participacion
de Arhangel’skii (2], [3], quién probd que toda funcién continua, cuyo
dominio es un subconjunto denso en un producto de espacios con peso
red numerable y cuyo contradominio es un espacio regular con cardcter
numerable, depende de a lo mas una cantidad numerable de factores.
Con este, prueba resultados acerca de niimeros cardinales, por ejemplo,
si un espacio Y es regular, entonces el peso red de Y es menor o igual
que el producto de la simplicidad de Y por su carscter.

En el caso en el que las funciones toman valores en los reales,
aparecieron dos resultados intimamente relacionados. El primero de
ellos se debe a Comfort y Negrepontis [4] y considera productos de
espacios con la topologia x-caja. El segundo se debe a Noble y Ulmer
[26], quienes probaron que si X es un producto de espacios no triv-
iales, X es completamente regular y Hausdorff , entonces cada funcién
continua f definida en X y con valores en los reales, depende de a lo
mas una cantidad numerable de coordenadas si y sélo si X es seudo
N;-compacto. También probaron que un espacio producto es seudo
N;-compacto si y sélo si cada uno de sus subproductos finitos lo es.

El problema de la factorizacién se comenzd a estudiar en grupos
topoldgicos a mediados de los 70’s. El primer trabajo en esta drea se
debe a Séepin [28] quién estudié funciones reales continuas de tipo con-
table (el equivalente de funciones factorizables en productos Tychonoff
para grupos topoldgicos), definidas en S-espacios. Probd entre otros
hechos que toda funcién real definida en un S-espacio X, es de tipo
contable, si toda cubierta abierta de X contiene una subfamilia con-
table cuya unién es densa en todas partes. Y observa que, como todo
grupo actua sobre si mismo mediante traslaciones por la derecha, todos
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sus resultados sobre S-espacios conducen a resuitados correspondientes
para grupos topoldgicos.

Dentro del drea de grupos topoldgicos, un trabajo clave es el pre-
sentado por Tkaéenko [29], sobre grupos R-factorizables. De entre
los resultados que probd, con respecto a factorizacién, mencionamos
el siguiente. Dado un producto de grupos topoldgicos, en donde cada
factor tiene mimero de Nagami menor o igual que 7, y dado un sube-
spacio S denso en el producto, toda funcién continua de S a un espacio
X con peso menor o igual a 7, depende de & lo mds 7 coordenadas.
Utilizando este hecho, deduce entre otras cosas que cualquier grupo
topoldgico totalmente acotado es R-factorizable.

Para terminar con esta breve semblanza, mencionaremos otros dos
resultados.

Uno de elios se debe a Husek [22], cuya importancia es la sigu-
iente. Utilizando un simple teorema de factorizacién, prueba un re-
sultado de Comfort y Ross (el producto de grupos seudocompactos
es seudocompacto), su generalizacién dada por Tkagenko (el producto
de subconjuntos relativamente seudocompactos de grupos topoldgicos
es relativamente seudocompacto en el producto de los grupos), y sus
corolarios de (30].

Finalmente, mencionamos €l trabajo de Uspenskii [31], sobre com-
pactos Dugundji. En su articulo también utiliza un teorema, de factor-
izacién para probar el siguiente resultado. Dados, X un producto de
espacios con peso red contable, S un subespacio de X y Y un com-
pacto. SiY es la imdgen de S bajo una funcién regular, entonces ¥
es casi correcto (es decir, para cualquier cardinal regular no numerable
7 menor o igual que el peso de Y, el producto topoldgico del intervalo
unitario I = [0,1], /7 es una imdgen continua de V).

Esperamos que esta breve e incompleta historia sea suficiente para
motivar el estudio del problema de la factorizacién. A continuacion
presentamos un sumario de la tesis.

Presentamos nueve resultados ya conocidos acerca de factorizacién
de funciones continuas.

Algunas de las pruebas originales fueron modificadas y una de ellas
corregida.

En la primera parte se presentan los antecedentes necesarios topold-
gicos y algebraicos, que se requieren en los resultados de factorizacion.

En la segunda parte se presentan los resultados de factorizaciones,
estos fueron escogidos de forma tal que en sus demostraciones se apre-
cien distintas técnicas empleadas.

Los teoremas corresponden a K. Ross y A.H. Stone [19], A. Gleason
(presentado en [23]), quien como ya comentamos generaliza el anterior,

.
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Engelking [11], Arhangel’skil (2], Comfort y Negrepontis [4], E. V.
Stepin [20] para quien el dominio es un grupo topoldgico débilmente
de Lindeldf y cuyo contradominio son los reales, M. Hudek {22].

Los dos ultimos resultados corresponden a teoremas de factorizacion
que utilizan el concepto de funcién regular, uno de ellos es debido a V.
Uspenskil {31] y el otro es debido a M. Tkadenko [30]). Ambos utilizan
como dominio un subespacio de un producto, una funcién regular y
contradoiniinio un espacio regular.

Aunque los resultados de factorizacidn son importantes por si mis-
mos, casi siempre se utilizan como una herramienta auxiliar para probar
otro tipo de resultados, algunos de los cudles ya se mencionaron.
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La notacidén empleada es la usual. Asi, z € X indica que z es un
elemento de X v ¢ ¢ X que x no pertenece a X; J € S denota que
J es un subconjunto de S'y J & S sefiala que J es subconjunto pro-
pio de §. Una familia indexada de conjuntos se escribird {X,}ses 0
{X, : s € §}. Utilizamos los simbolos N,Z y R para representar a los
niimeros naturales, enterus y reales respectivamente. Un superindice +
en alguno de estos simbolos, se usard para el subconjunto de elementos
positivos correspondiente, por ejemplo R* simboliza a los reales posi-
tivos. El intervalo unitario [0, 1] de R es denotado por / y el conjunto
vacio por &. Los simbolos <, >, <, > y # se utilizan para indicar la
relaciéon que gudrdan entre si elementos de un conjunto parcialmente
ordenado (X, <).

Al escribir f: X — Y estamos indicando que f es una funcién con
dominio X y contradominic Y. La imagen inversa de un subconjunto
B bajo f se representa mediante f~}(B) y f(z) es el valor que toma la
funcién en el punto x. Si f y g representan funciones, su composicién,
en caso de estar definida se escribird fog. Si D € X y f denota una
funcién con dominio X, la restriccién de f a D se simboliza como f |p.
La cardinalidad de un conjunto J s escribe |J| y si m es un cardinal,
m? es el sucesor de m.

Si X denota un espacio topoligico y A C X, la cerradura de A
en X se designa por A ysi DC X y A C D, la cerradura de A en
D se representara por A o clp{A) y el interior relativo de A en D
por intp(A). Finalmente D(A) se utilizara para especificar al espacio
discreto de cardinalidad A. En particular se abreviard D = D(2) =
{0, 1} para el espacio discreto con dos puntos.




CAPITULO 1

Antecedentes

1. Preliminares

El propésito de este capitulo es establecer tanto la notacién em-
pleada como las definiciones basicas utilizadas a lo largo de este tra-
bajo. Algunos de los resultados presentados en la tesis, se han es-
tablecido para espacios puramente topoldgicos y algunos otros involu-
cran ademas una estructura algebraica. Por esta razdn presentamos en
primer término los conceptos de cardcter puramente topoldgico y en
segundo término los referentes a estructuras algebraicas.

2. El problema de factorizacion

Los resultados de factorizacién que son de nuestro interés se re-
fieren a funciones cuyo dominio siempre es un producto topoldgico de
espacios, o un subespacio de tal producto.

Dada una familia de espacios topolégicos { X, }ses, denotaremos por
X = [l,es Xs al producto cartesiano con la topologia Tikhonov, es decir
aquella topologia que tiene como la base abiertos bésicos de la forma
U = [lsca Us X [Tses\a X5 €n donde A es un subconjunto finito de S, y
para cada indice s € A, U, es un subconjunto abierto propio de X,. Al
conjunto A lo denotaremos por coord(U) y lo llamaremos el conjunto
coordenado de U. Si J C S, la funcién 7y : [[,eg Xs = Xy = T,es X
dada por (7s(x)); = x; para cada i € J se llama la funcion proyeccién
sobre X ;.

Uno de los objetivos que se persiguen al factorizar una funcién es
el de conocer su complejidad. En realidad, ésta se encuentra fuerte-
mente ligada con las propiedades que posee el producto topoldgico a
través de sus factores. Dada una funcion, cada uno de los factores que
intervendrén en su factorizacién, se debe de escoger de manera que
nos ayude a obtener informacién acerca de su comportamiento. Para
ello, es razonable imponer que por lo menos algunc de los factores séa
més “simple” que la funcién a estudiar. De entre los diferentes tipos
de factorizaciones que puede admitir una funcién dada nos interesa el
siguiente.
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DEFINICION 1.1. Sea X = [],es X, un producto topoldgico y sea
Y un espacio. Se dice que una funcién continua f : X — Y depende de
a lo mds K coordenadas, si existe J C S tal que |J| < & y si siempre que
dos puntos z,y € X satisfacen ns(z} = 74{y), entonces f(z) = f(y).
Ademss, decimos que f es factorizable en X, si existe una funcién
continua g : X; —+ Y tal que f = gow,.

En el caso en que kK = ¥y diremos que f depende de a lo més una
cantidad numerable de coordenadas. Los resultados de factorizacion
que se presentan en el capitulo II se refieren Unicamente a este caso,
debido a su aplicabilidad y facil generalizacion, as{ como por razones
histdricas. Algunos resultados de factorizacion via subproductos fini-
tos son presentados por M. HuSek [9] y las técnicas de demostracién
utilizadas no son més simples que en el caso infinito.

Asociado con el concepto de factorizacion de funciones damos la
siguiente definicién.

DEFINICION 1.2. Sean {X,}ses una familia de conjuntos y X =
[T.es Xs. Decimos que un subconjunto W C X depende sdlo de So C S
si siempre que z € W,y € X satisfacen ms,(z) = wg,(y), entonces
y € W len forma equivalente si W = nglwg, (W)).

El problema de factorizacion en general no es trivial. Si no im-
ponemos algunas restricciones sobre el dominio y/o el contradominio,
no podemos afirmar que exista solucién. Un ejemplo de una funcién
continua que depende de una cantidad no numerable de coordenadas
fue propuesto por R. Engelking {12] (p.147) y se presenta a continua-
cidn.

Ejemplo 1. Sean T = D(c) el espacio discreto de cardinalidad ¢
y D = {0,1} el espacio discreto con dos puntos. Para cada t € T,
sea Dy = D. Considere X = T X [her Dy f: X — D dada por
f(t,z) = m(x), para todo (t,z) € X y en donde =, : [lyer Dt — Di es
la proyeccion. Entonces f depende de una cantidad no numerable de
coordenadas.

DEMOSTRACION. Primero probemos que f es continua. Sea (¢, z')
un punto fijo pero arbitrario de X. El conjunto U’ = {t'} x ({nv(2)} x
TH{D::t € T,t # t'}) es una vecindad abierta de (¢, z'), y si (¢, y) € U’,
entonces f(t',y) = me(y) = mw(z’) = f(¥,2'). Esto prueba que [ es
continua en (', z’), y como dicho punto fue arbitrario se sigue que f es
continua.

Se afirma que f no depende de una cantidad contable de coorde-
nadas. Supongamos lo contrario, es decir que existe S C T,|S| < Rg
tal que si (t,z),(s,y) € X satisfacen #g(t,z) = ws(s,y), entonces
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f(t,z) = f(s,y). Como [T| > R, existe [ € T tal que [ ¢ S. Considere
los puntos ([,z) € X, donde, 7:{z) = O para todot € T y ({,v) € X,
tal que,

M (o) = {0, site s,

1, siteT\S.

Claramente wg(l,z) = ws(l,v) y sin embargo f({,z) = m{z) = 0 #
1 =m(v) = f(l,v) lo cudl es una contradiccion. Bl

Otro ejemplo también debido a R. Engelking se puede encontrar en
la tesis doctoral de Y. M. Ulmer {16].

Podemos afirmar entonces que el problema de factorizar (“numer-
ablemente”) una funcién continua f : X — Y donde X es un producto
topoldgico y Y un espacio arbitrario consiste en:

1. Buscar condiciones sobre el producto X y sobre el espacio Y de
tal manera que se garantice que la funciéon [ dependa de a lo
mas de una cantidad numerable de coordenadas, digamos J.

2. Definir una funcién g : X; — Y tal que f = gon; y probar que g
es continua, es decir “factorizar” a f a traves de ung proyeccioit
sobre un subproduto numersable.

En algunos casos, para probar que la funcién g es continuz, podemos
aplicar el siguiente resultado.

LEMA 1.3. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, f : X — Y una
Juncion continua y w: X — Z una funcidn continua sobre y abierta.
St existe una funcion g : Z — Y tal que f = gom, entonces g es
continua.

DEMOSTRACION. Sea V un subconjunto abierto de Y. Como f
es continua, f~1(V') es abierto en X. De la igualdad f~'(V) = (g o
7)7HV) = 77 (g7 (V) se sigue que x(f~'(V)) = mox (g7} (V) =
g~ }(V), donde la dltima identidad se cumple debido a que 7 es sobre.
Y utilizando el hecho de que 7 es abierta concluimos que g~!(V) es
abierto en Z, lo que prueba que g es continua. B

Generalmente siempre que aparece un teorema de factorizacion en
la literatura, este es utilizado como una herramienta auxiliar para pro-
bar otro tipo de resultados. Por ejemplo, como ya mencionamos en
la introduccién, S. Mazur [15} y R. Engelking [11)} la utilizaron para
probar que una funcién secuencialmente continua sobre un producto
es continua, H. H. Corson [5] hizo uso de ella para el estudio de X-
productos, I. Glicksberg [13] para su resultado acerca de la compac-
tificacién de Cech-Stone de productos, J. R. Isbell [23] para espacios
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localmente finos. J. Keesling (14| dio una prueba simple mediante la
factorizaciéon de funciones continuas del resultado de Noble [25] que
X% no es normal si X no es compacto y a es mayor o igual que el
méximo entre el peso del espacio y w;. A. V. Arhangelskii [1] aplica
esa técnica en una investigaion de funciones cardinales, V. Uspenskii
[31] en compactos Dugundji, M. G. Tkacenko [29] en funciones cardi-
nales para grupos topolégicos. M. Husek [22] la usa en otra prueba
del resultado de M. Tkaéenko {30] de que el producto de subconjuntos
relativamente seudocompactos de grupos topolégicos es relativamente
seudocompacto en el producto de los grupos.

Esta lista es tan sdlo una pequefia, muestra de las aplicaciones po-
tenciales de resultados de factorizacién. Nuestro interés es presentar
los teoremas basicos que ilustren diferentes técnicas de demostracién
empleadas en esta area.

Vale la pena mencionar que debido a la gran cantidad de resultados
acerca de factorizacidnes, este tema puede ya ser considerado como un
drea de investigacion dentro de la topologfa.

Al lector interesado en el tema se le recomienda consultar el articulo
de M. Husek [9], en donde se describen algunos resultados conocidos
acerca, de factorizaciones en forma tabular.

3. Conceptos topolégicos basicos

Presentamos ahora las condiciones puramente topoldgicas que seran
utilizadas en los resultados de factorizacion, al imponerlas es posible
garantizar que f admite una factorizacién.

Recordemos que en un espacio topolégico, los primeros conceptos
que se dan son en relacién al nimero de abiertos que posee la topologia,
para ello se definen los conceptos de base y base local en un punto, y
a través de ellos se dan los axiomas de contabilidad.

El cardcter de un punto z en un espacio topoldgico X se define
como el nimero cardinal mds pequernio de la formas, |B(z)|, donde B(z)
es una base local en el punto z, este mimero cardinal se denota como
x(z, X).

El cardcter de un espacio topolégico X se define como el supremo
de todos los nimeros x(z,X), para z € X; este niimero cardinal se
denota por x(X). Si x(X) < Ry, diremos entonces que X satisface
el primer azioma de numerabilidad o que X es primero numerable, es
decir, cada punto £ de X posee una base contable.

El peso de un espacio topoldgico X se define como el cardinal maés
pequetio de la forma |B| en donde B es una base para la topologia de X
y se denota por w(X). Si w(X) < Ny diremos que el espacio X satisface
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el sequndo azioma de numerabilidad o que es segundo numerable, lo que
significa que el espacio X tiene una base contable.

Otro tipo de propiedades de un espacio, son los llamados axiomas
de separacién que se relacionan con las formas en que podemos separar
puntos y conjuntos cerrados dentro del espacio. Los més utilizados son
los siguientes.

Un espacio topoldgico X se llama un espacio Ty si para cada par
de puntos distintos x;, 2, € X existen un conjunto abierto I/ C X tal
quex; € Uyx & U.

Un espacio topoldgico X se llama un espacio T2, o un espacio de
Hausdorff, si para cada par de puntos distintos de X existen vecindades
ajenas que los contienen; es decir, si dados x;, 22 € X, 1 # ¥, existen
conjuntos abiertas Uy, Uy € X talesque 2, € Uy, z € U y UnNU; = @.
Claramente, todo espacio Ty es un espacio 7T3.

Un espacio topolégico X se llama un espacio regular, si X es un
espacio T3 y para cada z € X y cada conjunto cerrado I’ C X tal que
z ¢ F, existen conjuntos abiertos U, U; C X tales quexz € Uy, £ C U
y Uy NnU; = @. Es claro que todo espacio regular es de Hausdorff.

Un espacio topoldgico X se llama un espacio T 1, O Un €espasio de
Tikhonov, o un espacio completamente regular, si X es un espacio 77 y
para cada z € X y cada conjunto cerrado F C X tal que x ¢ F existe
una. funcién continua f : X ~» [ tal que f(z) =0y f(y) = 1 para todo
y € F. Se sabe que no todo espacio regular es de Tikhonov [12].

Un espacio topoldgico X se llama un espacio T}, o espacio normal,
si X es un espacio T y para cada par de subconjuntos cerrados ajenos
A, B C X existen conjuntos abiertos ajenos U,V C X tales que 4 C U,
B C V. También es claro que todo espacio normal es regular, y del
Lema de Urysohn se deduce que todo espacio normal es de Tikhonov.

Mas propiedades que distinguen a un espacio de otro se dan a través
de las llamadas funciones cardinales de acuerdo a la siguiente definicién.

DEFINICION 1.4. Una funcién cardinal, es una funcién f, que le
asigna a todo espacio topoldgico X un nimero cardinal f(X) tal que,
si X,Y son espacios homeomorfos, entonces f(X) = f(Y). Para una
funcién cardinal f, denotamos por hf la funcién cardinal cuyo valor
sobre un espacio X es igual a sup f(M), donde el supremo es tomado
sobre todos los subespacios M del espacio X. La funcién Af se llama
f-hereditaria.

Veamos algunos ejemplos.

Recordemos que un conjunto A en un espacio topoldgico X se llama
un conjunto Gj si es la interseccién numerable de conjuntos abiertos de
X, es decir si existe una sucesién {U, : n € N} de conjuntos abiertos
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en X tal que A = N2>, Un. En relacién con este concepto tenemos la
siguiente funcién cardinal.

DEFINICION 1.5. El seudocardcter de un puntor € X, en donde X
es un espacio T es el niimero cardinal mds pequefio denotado ¥(z, .X)
de la forma ||, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de
X tal que " = {z}. El seudocardcter de un espacio X que es T) se
define como el supremo sobre todos los numeros ¥(x, X) para ¢ € X,
y se denota por Y(X ;.

Otra forma de expresar que un espacio tiene el seudocaricter nu-
merable es diciendo que todos sus puntos son Gs. Msés ejemplos de
funciones cardinales se presentan a continuacién.

DEFINICION 1.6. Sea X un espacio topoldgico. El nimero cardi-
nal mas pequeno m > Ng tal que toda familia de conjuntos abiertos
no vacios disjuntos por pares tiene cardinalidad < m, es llamado el
nimero de Souslin, o la celularidad del espacio X y se denota por
c(X). Sic(X) = Wy, decimos que el espacio X tiene la propiedad de
Souslin o que satisface la. condicicn de cadena conteble (abreviado la
cce). .

DEFINICION 1.7. Decimos que un mimero cardinal m > Ry es un
calibre de un espacio X si toda familia de cardinalidad m formada
por subconjuntos abiertos no vacios de X, contiene una subfamilia de
cardinalidad m con interseccién no vacia. El nimero cardinal maés
pequefio 2 > Ry tal que toda familia de cardinalidad > m formada
por subconjuntos abiertos no vacios de X contiene una subfamilia de
cardinalidad > m con interseccidn no vacia se lama el nimero de Sanin
del espacio X y se denota por 3(X). Claramente 5(X) es el numero
cardinal mas pequefio m > Ny con la propiedad de que el nimero
cardinal m™ es un calibre del espacio X.

Observacién. Ross y Stone [19] utilizan la siguiente definicién
relacionada con el concepto de un calibre: X es un (K)-espacio si toda
familia no numerable de conjuntos abiertos contiene una subfamilia no
numerable en la que cada par de conjuntos abiertos tiene interseccién
no vacia. -

Ocurre entonces que todos los espacios separables tienen el nimero
de Sanin numerable, todos los espacios con nimero de Sanin numerable
son (K)-espacios; y todos los (K)-espacios satisfacen la ccc, es decir,
tienen la celularidad numerable.

Una propiedad diferente de las anteriores se relaciona con el tipo
de subespacios que posee un espacio dado de acuerdo con la siguiente
definicion.
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DEFINICION 1.8. La densidad de un espacio X, es el nimero cardi-
nal més pequefio de la forma |A|, donde A es un subconjunto denso de
X, es decir A = X. Este niimero cardinal es denotado mediante d(X).
St d(X) < Wo, decimos que el espacio es separable.

Sabemos que todo espacio segundo numerable es separable.
Cercanamente reiacionado con el concepto de densidad lo est4 el con-
cepto de red para un espacio, ya que ambos tienen que ver de alguna
manera con apro.imacion de puntos mediante subconjuntos.

DEFINICION 1.9. Una familia &' de subconjuntos de un espacio
topoldgico X es una red para. X, si para cada punto z € X y cualquier
vecindad U de z existeun M e N tal quex e M C U.

Claramente, cualquier base para X es una red para X. La familia
de todos los subconjuntos de X que constan de un solo punto es otro
ejemplo de una red.

DEFINICION 1.10. El peso red de un espacio X es el nimero car-
dinal mas pequefio de la forma |A/|, donde N es una red para X y se
denota por nw(X).

Es importante observar que si {X, : n € w} es una familia de
espacios topolégicos con el peso red numerable, entonces también el
peso red del producto es numerable, es decir nw([],c., X=) < No.

Observacién. En cualquier espacio topoldgico X, se tiene que la
densidad hereditaria es menor o igual al peso red, es decir, hd(X) <
nw(X). Algunas desigualdades entre funciones cardinales aparecen en
[12].

Finalmente en lo referente a funciones cardinales, estdn las que se
relacionan con propiedades de las cubiertas abiertas del espacio.

Decimos que un espacio topoldgico X es un espacio de Lindeldf, o
tiene la propiedad de Lindeldf, si X es regular y toda cubierta abierta
de X tiene uns subcubierta contable. M4és general, tenemos la siguiente
definicién.

DEFINICION 1.11. Sea X un espacio topolégico. El nimero car-
dinal mds pequefio m tal que toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta de cardinalidad < m es llamado el nimero de Lindeldf del
espacio X y se denota por I(X).

DEFINICION 1.12. Un espacio topolégico X es llamado débilmente
Lindeldf si toda cubierta abierta de X contiene una subfamilia numer-
able cuya unién es densa en X.

En particular, cualquier espacio de Lindeléf es débilmente de Lin-
deldf, asf como cualquier espacio con celularidad numerable.
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En un cierto tipo de técnicas de demostracion se utiliza el concepto
de g-producto que presentamos a continuacion.

DEFINICION 1.13. Sea {X,},es una familia de espacios topoldgicos.
En el producto X = [],c5 Xs, sea @ € X un punto fijo. Si z € X, el
soporte de x denotado supp(z) es el conjunto dado como supp(x) =
{s€8S:z, #a,}.

Si U C X, el conjunto dependencia de U denotado coord(U) es el
conjunto coord(U) = {s € § : U, # X,}. El o-producto de la familia
{X,:3€ S} es el conjunto

ola) = {z € X : |supp(z)] < Ro}
con la topologia inducida por el producto X.

Cambiando el orden de ideas recordemos que un espacio topoldgico
X es seudocompacto si X es un espacio de Tikhonov y toda funcidn
real y continua definida sobre X estd acotada. Una generalizacién de
este concepto se da a continuacion.

DEFINICION 1.14. Sean k, o cardinales tales que w < k < a. Un
espacio topolégico se llama (a, r)-seudocompacto, si dados cualesquiera
« conjuntos abiertos existe x € X tal que cada vecindad de x intersecta
por lo menos a k elementos de la familia dada.

Por ejemplo, los espacios (w,w)-seudocompactos son exactamente
los espacios seudocompactos.

Algunas veces en el producto de espacios se considera otra topologia
diferente a la de Tikhonov llamada la topologia de cajo, como se da a
continuacion.

Sea {X,}scs una familia no vacia de espacios Tikhonov X,. Sea
X = [lses X, su producto cartesiano. Si x es un cardinal infinito,
la topologia k-caja en X es aquella que tiene como base a todos los
conjuntos de la forma U = [],c¢U,, con U, abierto para cada s € S
y con |coord(U)| < &. Por ejemplo, la topologia producto usual es
la w-caja topologia en X. Denotaremos al conjunto X con la x-caja
topologia como (X),.

Para nimeros cardinales recordemos lo siguiente.

DEFINICION 1.15. Sean o y & cardinales. Entonces o es fuerte-
mente k-inaccesible si f* < o siempre que B < a y A < &.

Damos las dos tltimas definiciones de tipo topoldgico que se uti-
lizardn en adelante.

Supongamos que tenemos un espacio topoldgico X, una familia
{X,}ses de espacios topoldgicos y una familia de funciones continuas
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{fs}ses, donde f, : X — X, para cada s € S. La diagonal de las fun-
ciones {fs}ses, Dsesfs €8 la funcién continua Agesfs : X = [lies X
tal que si x € X, (Asesfs(z))s = fs(z) para toda s € S.

En el caso en el que todos los espacios son iguales con X, es decir
X, = X para toda s € S y las funciones f, son la identidad en Xj,
fs =1idx, ' X, = X,, la diagonal del produto cartesiano Z = [[,c5 X,
es la imagen A =i(X) C [[,cg X, de la diagonal i = Asegidy, 1 X —
Z. Decimos que un espacio [I,cg X, tiene la diagonal Gy, si la diagonal
A es un conjunto Gs en [I,es Xs.

DEFINICION 1.16. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X
tiene la diagonal Gj, si el subconjunto {(z,z) : z € X} de X? es la
interseccién contable de vecindades cerradas en X x X.

Sea X un espacio topoldgico. Una funcion continua f : X — X es
llamada una retraccion de X, si fo f = f; el conjunto f(X) C X, es
un retracto de X.

4. Algunos conceptos algebraicos

Pasemos ahora a algunas definiciones relativas a estructuras alge-
braicas.

DEFINICION 1.17. Una triada (S, *,e) se llama un semigrupo con
identidad eg, si S es un conjunto no vacio, * : S x5 — S es una
operacidn binaria y eg es un elemento de S tales que:

1. la operacién es asociativa, es decir a * (bx¢c) = (a *b) * ¢ para

cualesquiera a, b, c € 5;
2. es¥xa=a*eg=a, paratodoa € S.

DEFINICION 1.18. Un semigrupo (S, *), es llamado un semigrupo
topolégico si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) S es un espacio topoldgico y, 7

(ii) la operacidn * del semigrupo es una funcién continua.

DEFINICION 1.19. Sea (S, *) un semigrupo topoldgico. Un sub-
conjunto §* de S se llama un subsemigrupo topoldgico si se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) S con la operacién * de S es un semigrupo;

(ii) " hereda la topologia de subespacio de S.

DEFINICION 1.20. Sean X un conjunto no vacio, (S, *, es) un semi-
grupo con identidad y A : § x X — X una funcién que satisface:

1. h(s,h(t,a)) = h(s x t,a), para cualesquiera a € X y s,1 € S;
2. esa = g, para todo elemento a de X.
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Entonces la funcion h es llamada una accién de S sobre X por la
izquierda, y X se llama un S-conjunto.

En adelante abreviaremos h(s,a) — sa paras € Sy a € X, por lo
que la primera condicién se escribird s(ta) = (s * t)a.

DEFINICION 1.21. Sean S un semigrupo topoldgico y X un espacio
topoldgico con la accién h : S x X — X. Decimos que X es un S-
espacic. i la accidn h sobre X es una funcién continua.

Observemos que cualquier producto Tikhonov X = [l,c4 Xo de
espacios topoldgicos se puede considerar como un S-espacio de la sigu-
iente manera.

Para cada a € A, sea Sy = {€a, @} €l semigrupo topoldgico con la
operacion dada por: e, * G, = Gy ¥ €q = Q) Cq * €4 = €q, Oa ¥ Qg = Oq,
y con la topologia discreta. Sea S = [[,ca Sa €l producto tikhonov
de los espacios S,, con la operacion de semigrupo dada componente
a componente, es decir si s,t € 5, entonces (s * t}, = S4 * t, para
cada « € A. Es inmediato ver que S es un semigrupo con identidad
e € 5, donde (e)a = €4 para toda a € A. Ademsés, la operacién
* : 5 x & —+ S es continua, puesto que sus composiciones con las
proyecciones m, . S — S, claramente lo son.

Definimos la accién A : S x X — X fijando un elemento z° € X y
haciendo

Lo, Sl8, =€y
0

o?

(M(s,7))a = (8T)a = {

x 8i 84 = Qg
Con esta definicién es una rutina comprobar que X es un S-conjunto,
mas ain h es continua. En efecto, comprobemos que la composicion de
h con cada una de las proyecciones 7, : X — X, es una funcién con-
tinua. Fijemos dos elementos s € S y z € X arbitrarios y consideremos
un abierto U, en X, tal que (sz), € U,. Se presentan los siguierntes
dos casos.
(i) Si 5o = €q, consideramos los abiertos V = [Igca\ (o} S % {€=} de Sy
U = (Tlgea\{a) X8) X Ua de X, que contienen a s y a x respectivamente.
Se tiene que si (s',a’) € V x U, entonces mah(s’,z') = ma(s'z’) =
(8'T')a = ST, = eqzl, = !, € U,, es decir th{V x U) C U,.
(ii) 8i 84 = a,, entonces los abiertos V' = [Igea\ta) Sp X {6} de Sy
U = (Tlgeaviap X8) X Uy de X, contienen a s y a z respectivamente.
Se tiene que wh(V x U) C U,, ya que si (s',2') € V x U, entonces
Tah(5', 7)) = mo(8'T) = (5'7)a = shal, = aszl, = 28 € Ul,.

Los casos anteriores prueban que h es continua.
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Motivados por el hecho de que dado un grupo topoldgico compacto
G y una funcién continua de valores reales sobre (G, existe un suigrupo
cerrado G; de GG con la propiedad de que f es constante sobre cuaiquier
clase lateral del subgrupo (20}, damos la siguiente definicion.

DEFINICION 1.22. Sean X un S-espacio y £ un subconjunto de X.

1. E sellama de tipo contable si existe un subsemigrupo S cerrado
y G5 de S tal que S'E C E, es decir para todo s € S y para
tudo x € FE se tiene que sz € £.

2. Si f: F — R es una funcién de valores reales, se dice que f
es de tipo contable si existe S subsemigrupo cerrado y G5 de S
tal que f(sz) = f(z) siempre que s € S',z € E. En este caso
diremos que los elementos de S’ dejan a f invariante.

DEFINICION 1.23. Sea X un conjunto no vacio. Una operacidn
de Maltsev en X es una funcién m : X% — X tal que m{z,z,y) =
m(y,z,z) = y para cualesquiera z,y € X. El par (X, m) es llamado
un espacio de Maltsev. Ademas, A C X es un subcongunto de Maltsev
si es cerrado bajo la operacién m, es decir para todo (z,y,z) € A® se
tiene que m(z,y,z) € A.

DEFINICION 1.24. Sea X un espacio topoldgicoy m : X —» X una
operacion de Maltsev en X. Si m es una funcién continua, entonces
(X, m) es llamado un espacio topoldgico de Maltsev. Si la operacién m
es linicamente continua en su primera coordenada, entonces (X, m) es
llamado un espacio semitopoldgico izquierdo de Maltsev..

Veamos algunos ejemplos:

1. Sea (G, ) un grupo algebraico, entonces G es un espacio de
Maltsev con la operacién de Maltsev m : G° — ( dada como
m(x,y,2) =xz-y~! - zparatodosr,y,z € G. F <te sentido, un
espacio de Maltsev es una generalizacidn d¢  3...cuto de grupo.

2. Cualquier cociente G/H de un grupo al.. 1., sbeliano (G, -)
por un subgrupo H de G es un espaciv -~ - sev si definimos
la operacién de Maltsevm : (G/H'Y - . = <omo

mi{zH,yH,zH) =z -y - zH pu: . .._csquiera z,y,z € G.

3. Sean (X, m) un espacio topoldgico de Maltsev y f : X — X una
retraccion de X, entonces Y = f{X) es un espacio de Maltsev.
En efecto, definamos s : Y2 — Y por s(z,y,2) = f(m(z.y,2))
para todos z,y,z € Y. Si z,y € Y, existen a,b € X tales que
z = f(a),y = f(b) y se cumple que

s(z,z,y)} = s(f(a), f(a), f(B)) = f(m(f(a), fla), f(B))
= f(f(®) = f(b) =y,

y también que
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s(y, z,z) = s(f(b), f(a), fa)) = F(m(f(b), fla), f(a))
= f(f(8)) = f(b) =y.
Lo que prueba que (Y, s} es un espacio de Maltsev.
4. Para cada a € A, sea (X4, ma) un espacio de Maltsev. Entonces
el producto X4 = [laca Xa €5 un espacio de Maltsev con la
operacion m 4 definida coordenada a coordenada, es decir con

my : (XA)3 — X4 dada por (ma(z,7,2))a = MalZa; Yas 2a)
para cualesquiera i, y,z € X4 y & € A. Siademés cada (Xa, Mq)
es un espacio semitopoldgico izquierdo de Maltsev, entonces el
espacio (X 4,m4) con la topologia producto también lo es.

Tenemos el siguiente concepto en espacios de Maltsev, equivalente
al de homomorfismo en estructuras algebraicas.

DEFINICION 1.25. Sean (X, m) y (Y, s) espacios de Maltsev. Una
funcién f : X — Y se llama un homomorfismo si preserva la operacidn,
es decir si f(m(z,y,2)) = s(f(z), f(y), f(2)) para todo (z,y,2) € X°.

Una propiedad interesante que tienen los homomorfismos cociente
entre espacios semitopoldgicos izquierdos de Maltsev es la de ser abier-
tos, hecho que probamos a continuacién.

PROPOSICION 1.26. Sean (X, m) y (Y, s) dos espacios semitopold-
gicos izquierdos de Maltsev y f : X — Y un homomorfismo cociente.
Entonces f es una funcidn abierta.

DEMOSTRACION. Tenemos que probar que f~!(f(A)) es abierto
para cada subconjunto abierto A de X. Sean A C X un abierto ar-
bitrario y p € f~1(f(A)). Existe a € A tal que f(p) = f(a). Como
m(p,p,a}) = a y m es continua en su primera coordenada, existe U
abierto en X tal que p € U y m(U,p,a) C A. Sea x € U, ten-
emos entonces que f(z) = s(f(z), f(p), f(p)) = s(f(z), f(p), f(a)) =
f(m(z, p,a)) € f(A), de modo que U C f~'(f(4)). W

[



CAPITULO 2

Teoremas de Factorizacién

El objetivo principal de este capitulo es el de presentar algunos
teoremas basicos de factorizacion. Todos los resultados expuestos a
continuacién son conocidos y han sido elegidos de manera que en sus
demostraciones se empleen diferentes técnicas.

1. Resultados principales

Nuestro primer resultado se debe a K. Ross y A.H. Stone [19]. En
el teorema se consideran un producto de espacios separables y una
funcién continua hacia un espacio regular segundo numerable.

No cobstante que el teorema de Ross y Stone fue generalizado por
A. M. Gleason (resultado que apaiecié en [23]), las ideas utilizadas en
ambas demostraciones son diferentes.

La prueba del tcorema se basa en el hecho de que st cada factor X
de un producto X = []..s X, es separable, entonces la cerradura de
cualquier subconjunto abierto de X, depende solo de un subconjunto
contable de X (definicién 1.2). Comencemos con el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1. Sea X = [[,.¢X. un producto topoldgico, donde
cada factor X, es un espacio separable. Entonces 5(X) = Ny, es decir,
el nimero cardinal ¥, es un calibre de X. FEn particular, X es un
(K )-espacio y satisface la ccc.

DEMOSTRACION. Debemos mostrar que toda familia de abiertos en
X con cardinalidad R, admite de una subfamilia de la misma cardinal-
idad con interseccién no vacia. Sea U = {U, : 7 € wy} una familia
de abiertos en X. Para cada U, € U, sea V7 un subconjunto abierto
basico no vacio en X tal que V7 C U,. Considere la familia

W={V":7€wx}

Si W es contable, entonces uno de los conjuntos V* € W estd
contenido en X, miembros de U, digamos que V = {Us € U : V* C U}
es dicha subfamilia de Y. Es claro entonces que |V| =R}, y NV # 2.

Supongamos ahora que |W| = Ri1. Sea B = J,r coord(V?). Defin-
imos Y = [l,cpXa ¥ Z = [[ s\ X de modo que X =Y x Z. Es

13
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claro que |B| < ¥; y del teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery se
sigue que Y es separable y por tanto ¥y es un calibre para Y. Ya que
para cada v € ', coord(V7) C B, podemos escribir

VI=V'xZ

con Vg’ un conjunto abierto basico en Y. La familia u = {V) : v € '}
de subconjuntos de Y también tiene cardinalidad ¥;. Existe entonces
¢’ subfamilia de g tal que || = Ry ¥y Nwey W # @. Es claro que
esta relacién también es vélida para la familia {W x Z : W € u'} de
subconjuntos de X. Finalmente definimos la familia V = {U e U :
W xZ CU paraalguna W en y'}. Entonces V satisface |V| = Ry,

YIWVEVLf?QQL -

El teorema 2.1 lo probé Sanin [27] en 1946. En realidad Sanin
probd que si m es un calibre de cada factor X, y si m es un cardinal
regular no numerable, entonces m también es un calibre de X.

El siguiente resultado es el hecho fundamental en el que esta basada
la prueba del teorema de Ross y Stone.

TEOREMA 2.2, Sea X = Jl,es X, un producto de espacios sepa-
rables. 51 U es un subconjunto abierto no vacio de X, entones su
cerradura U depende solo de un subconjunto contable J de S.

DEMOSTRACION. Sea U un subconjunto abierto de X. Por el lema
de Zorn, U contiene una familia maximal V de conjuntos abiertos
basicos disjuntos por pares. Por el teorema 2.1, V es contable. Digamos
que V= {U, : n € w}.

Sean

o0 o
V= JUnyJ= U coord(Us).

n=0 n=0
El conjunto J es contable y estd contenido en S. Es claro que V' estd
determinado por los indices en J, es decir, coord{V) C J. También
V estd determinado por los indices en J. En efecto, sean x € V' y
y € X tales que n;(x) = ms(y) y sea W un abierto bésico en X
con y € W. Entonces z € n;'m;(W) y como z € V, tenemos que
73 (W) N (V) # @ de donde W NV no es vacia, es decir y € V.
Debido a la maximalidad de V tenemos que U = V, de modo que U
estd determinada por los indices en J. W

Presentamos ahora el teorema de factorizacién de Ross y Stone [19],
en el cual los factores son separables.

TEOREMA 2.3. Sea X = [Les X, un produto topoldgico de espa-
cios separables. Sea f : X — Y una funcidn continua en donde Y es
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un espacto regular segundo contable. Entonces f depende de a lo mds
un conjunto contable de coordenadas y [ es factorizable.

DEMOSTRACION. Sea B una, base contable de Y. Para cada B € B,
el conjunto f~1(B) es abierto en X. Por el Teorema 2.2, f~1(B) est4
determinada por una cantidad contable de indices digamos Sg C S.
Sea J = Upegr Sa, €5 obvio que J es contable.

Queremos probar que f depende de J. Sean z.y € X tales que
Toa = Yo DPara cada a € J. Sea f{z) = z € Y. Por la regularidad de V'
podemos encontrar una sucesién { B}, formada por elementos en B
tal que:

L By © Bey y _
2z =M, Be ~ N2, Br.

Utilizando ahora la continuidad de f, tenemos que

&= OB =N @) 2 A T8I 2 ).

Por lo tanto, f~1(z) = NX,; F~(Bx).

Como cada conjunto f-1(B;) estd determinado por el conjunto de
indices Sp,, se sigue que el conjunto f~*(z) esta determinado por los
indices en J. Es claro que z € f~'(z). Y ya que xo = ¥, para cada
a € J, el punto y también pertenece a f~1(z), es decir f(y) = z = f(z).

Definimos g : X, — Y como sigue: si 2 € Xy, seaz € 77 (z) y
g{(z) = f(z). Si y es otro punto arbitrario en el conjunto 77!, entonces
7y(x) = z = my(z) y por lo tanto f(z} = f(y). Lo que prueba que
¢ esta bien definida. Es claro que f = gom; y por el lema 1.3, g es
continua. M

Veamos ahora €l teorema de Gleason que aparece en €l libro de J.
Isbell [23).

En escencia el teorema dice que toda, funcién continua, f definida en
un producto X = [],cs X,, de espacios separables cuyo contradominio
es un espacio de Hausdorff con seudocaricter numerable tiene la forma
f =gom;, donde J € 5 es un conjunto numerable que depende de f.

Una ligera modificacion en el argumento de la prueba permite ex-
tenderlo a funciones cuyo dominio es un subconjunto abierto de un
producto de espacios separables [23]. Maés aun Juhdsz [24] prueba
con el mismo argumento que si d;{X) = sup{d{X, : s € S} ya =
mdx{d;(X),¥(X)}, entonces cada funcién continua de X = [, X,
a un espacio de Hausdorff depende de a lo més « coordenadas.
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Cabe mencionar que el teorema de Gleason se utiliza para dar una
prueba de que en todo espacio compacto diadico el peso coincide con
el caracter [24].

TEOREMA 2.4. Sean {X,|s € 5} una familia de espacios separa-
bles, Y un espacio de Hausdorff con YY) = Ro vy f : [lyes Xs — YV
una funcion continua. Entonces f depende a lo mds de une cantidad
numerable J de indices, y f es factorizable en X ;.

DEMOSTRACION. Observe que para todo p € X, {f(p)} es un con-
junto G5 en Y, digamos que {f(p)} = MNpew Va, donde V, C Y es un
conjunto abierto para cada n € w.

Entonces f~!f(p) = Nnew f 1 (Va), en donde cada conjunto f~1(V},) es
abierto ya que f es continua. Sean H,, abiertos canonicos tales que

C f7YV,) para cada n € w y Hy = MNuew Hp . entonces
p é H g f~1f(p). Ademads, si definimos J, = {s € S| n,(H,) # X.}
se tiene que |Jp| <Ny H,p= Tr}:mp(Hp).

Utilizando induccién, construiremos un conjunto numerable J € §
que usaremos para factorizar a f. Para ello fijemos un punto arbitrario
a € X y definamos un operador sobre subproductos arbitrarios de X
tal que a cada punto ¢ € Xk, con K C J, le asocia el punto denotado
q° € X dado por

o, _ | mslq), sise K,
ﬂ’(Q)_{m[a, sise S\ K.

Sabemos que a € H, € f~!f(a), definimos Jo = J,, y es claro que
|Jol < Rg. Como el conjunto X, es separable, existe Dy C X, denso
y numerable.

Sea n € w arbitrario y supongamos que hemos definido los conjuntos
Jo € - € Jn, con J, C S.|J,| € Ny, para toda s < n y también
conjuntos Dy,..., D, tales que D, C X; es denso numerabie para
toda s < n.

Para cada ¢ € D,, el conjunto Jpo = {s € §| w,(Hp) # X,} es
numerable, sea Jny1 = (Ugep, Jgo) U Jn. Claramente J,,, es numer-
able y el producto [, ,,, X, es separable. Sea D, C X,,,, denso
numerable.

Hemos construido para cada n € w, el conjunto J, € S con |J,] <
¥o v Dy denso numerable en X;,. Sea J = Upeo, Jo. Es claro que
|} < No.

Debemos mostrar que si p, ¢ € X satisfacen m;{p) = 7s(g), entonces
f(p) = f(g) o, equivalentemente, que f(p) = f ((m(p))")

Si ¢ € D, para algin n € w, definamos § = 75(q°) = {q |

g € D,}. Entonces D = Upe, Dn €5 denso en X,. En efecto, si

o e T P e i .
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/' € X, es un abierto candnico no vacio, sea m el primer mimero
natural tal que coord(U) C Jm. Como D, es denso en X, se sigue
que 7, (U)N Dy # @, DpNU # @ y por lo tanto DU # @.

Ahora, sea p € X arbitrario y supongamos que f(p) # f(p*), donde
hemos abreviado p* = (z;(p))°. Como Y es de Hausdorff, existen
abiertos disjuntos U,V en Y con U 3 f(p},V 3 f(p*). Como f es
continua, existen abiertos canodnicos U, V,» C X tales que p € U,,p" €
Ve, y JIU) S U f(V-) C V.

Puesto que 7;(p) = ms(p*), se tiene que 7, (U,)N7j(Vp) # D, ¥
como D es denso en X, existe d € b_ﬂ 7 y(Up) N7s(Vee); claramente
d° € V- y entonces f(d°) € V.

Por otro lado, el punto d € X dado por

o [md), sised,
mld) = {vrs(p), sis€S\J,

pertenece a U, y entonces f(d) € U. Por definicién de d se tiene que
mi(d) = WJ(J), estoesd y d coinciden en J. Puesto que d® € Hyp C
F7H(d®) y mo(Hp) = X, para todo s € S\ J, se tiene que d € Hyp, lo
que implica que f(d°) = f(d). La ultima igualdad contradice al hecho
de que d° € Vi, d € U, v f(Ver )N f(U,) = @. Concluimos por tanto
que si m;(z) = 7;(q), entonces f(p) = f(g). De aqui se sigue que la
funcién g : Xy — Y dada por g(z) = f o w;'(z) estd bien definida.

Finalmente como f = gony es continua y ws €s un mapeo continuo
sobre y abierto, concluimos por el lema 1.3 que g es continua.

El siguiente resultado fue probado por Engelking [11] y es una
generalizacion del teorema de Mibu y del teorema de Mazur quién
supone que los factores del producto son espacios T y tienen peso
contable y el espacio contradominio Y es de Haudorff con diagonal un
GsenY xY.

El teorema de Engelking utiliza el concepto de o-producto. La de-
mostracién que presentamos fue sugerida por M. Tkachenko y es mds
breve que ia original. Comenzamos con un resultado auxiliar.

LEMA 2.5. Sea {X,},es una familia de espacios topoldgicos tales
que todo producto finito X, x X,, x --- x X,,, tiene la propiedad de
Lindeldf. Entonces para todo a € X = [l,eg Xs, €l o-producito ofa) C
X también tiene esta propiedad.

DEMOSTRACION. Sean a € X fijo y v una cubierta abierta de o(a)
formada con abiertos canénicos en X. Utilizando induccién constru-
iremos una subfamilia numerable de v que cubre a o(a).



i8 2. TEOREMAS DE FACTORIZACION

Sean Sp un subconjunto no vacio numerable de S, y
ao(a) = {z € o(a) : supp(z) C So}.

Claramente gg(a) = U{Xa x {ms\a{a)} : A C S, |A| < No}, donde
Xa = Jlsea Xs. De esta tltima igualdad, y de que por hipdtesis X4
tiene la propiedad de Lindelsf para cualquier A finito, se sigue que oo(a)
también tiene esta propiedad. Sea 79 C - una subfamilia numerable
tal que gg{a) C [J~. Esto termina nuestro primer paso inductivo.
Supongamos que ya tenemos definidos 5o C 5, C--- C S, con S,
subconjunto numerable de S. y ao(a) C a1(a) C -+ C ga{a), donde

oi(a) = {x € a(a) : supp(z) C S;}

tiene la propiedad de Lindeléf paracada 0 <:<n;y % Cy1 € --- C
7. son subfamilias numerables de v tales que o;(a) C |Jv; para cada
0 < i £ n. Entonces para cada V' € 7,, sea Sy = coord(V') y considere
Sne1 = (W{Sv : V € 7 })US,- Es obvio que S, C S,,; € Sy que
Sn+1 es numerable. El conjunto

ont1{a) = {z € o(a) : supp(z) € S,41}

satisface o,11{a) = U{Xa x {rs\a(a)} : A C Sny1,|A| < Ro}. Como
ésta es una unién numerable de espacios cada uno con la propiedad de
Lindeldf por hipdtesis, entonces también ¢,+1(a) tiene esta propiedad.
Sea fin41 una subfamilia numerable de v tal que on1(@) C Upinge1; ¥
definimos Yn41 = hn+1 UYn-

Hemos obtenido entonces subconjuntos de §, S C--- C 5, C ...,
con S, numerable; subfamilias dey, % C --- € ¥, C ..., y subespacios
con la propiedad de Lindeldf ag(a) C -+ G an(a) C ..., tales que
oi(a) C U~ paracada 0 < i < n.

Sean S5* =, co, Sn, 0s(a) = Upnew 0n(a) ¥ ¥ = Uneu ¥n. Entonces
7" es subfamilia numerable de v y gs+(a) € J7*. Se afirma que 7" es
cubierta de o(a).

Sea £ € ¢{a) un punto arbitrario y considere K = supp(x)NS* C
S*, digamos que K = {s1,...,5+}. Existe entones i € N tal que
K C S;. Queremos encontrar un elemento V € +* tal que z € V.
Para ello considere el elemento y = 7g,(x) X 7s\g,(a) € ag,(a). Como
v; cubre a o;(a), existe V € «; tal que y € V. Por la construccién
tenemos la igualdad S;1 = S;U(UveySv), por lo que supp(V) C S5i41.
Finalmente observamos que como los puntos ¥ y x tienen las mismas
coordenadas en S*, y € V' y coord(V') C S;41 © 5", entonces también
z € V, es decir, 4* cubre a ¢(a), y o(a) tiene la propiedad de Lindeldf.
[ |
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Con estos elementos presentamos el teorema de factorizaion de En-
gelking, con él que se prueba entre otros resultados gque el producto
cartesiano X = [],cg X, de espacios compactos es la compactificacién
de Stone-Céch de X'(a), para cualquier a € X.

TEOREMA 2.6. Sea {X,}ics una familia de espacios topoldgicos tal
que todos los productos cartesianos finitos X, x X;, x -+ x X,,, donde
51,82,....8% € 5, tienen la propiedad de Lindeldf, y sea Y un espacio
con la diagonal Gs. Entonces, pare cada punto a € X = [les Xy,
y cada funcion continua [ : o{a) — Y existen un conjunto contable
5* C S, y una funcidn continua g : ws-(a(a)) = Y, tales que f coincide
con la composicion g o mg. 10 (@)’ donde ws. : X — Xg« es la proyecion.

DENMOSTRACION. Sea & C Y7 la diagonal. Por hipdtesis, A =
Mr<w Un, con U, abierto en Y x Y para cada n € w.

Fijemos n € w. Para cada z € o(a) existe W' abierto en ¥ tal que
fle) e WPy Wrx WP C U,, y como f es continua, existe /7 abierto
en o(a) con x € U y f(Ur) C W2 La familia u, = {UZ : v € o(a)}
es una. cubierta abierta de o(a), y por el Lema 2.5 existe 7, subfamilia
numerable de p., tal que o(a) C U ¥a.

Sea. 5, € S con |5, < W, tal que todo elemento V' € ~, sdlo
depende de S,.

Afirmamos que f depende sélo de §* = [J,c., Sn, €5 decir queremos
probar que si z,y € ofa) son tales que 7g.(x) = wg«(y), entonces
f(z) = fly).

Sean x,y € ofa) tales que 7s:(x) = ms-{y). Para cadan € w
sabemos que g{a) C |Jm, por lo tanto existe U} € yytalquez € U y
coord{UT) C §,,. De la hipétesis ng. () = wg-(y) se sigue que 7g, () =
s, (y), y como U7 sélo depende de S,, entonces también y € U}'. Luego
entonces ( f(z), f(y)) € fF(U?) x f(UF) C WP x WP C U,, es decir para
cada n € w, (f(z), f(y)) € U, y por tanto (f(z), f(y)) € Nnew Un = 4,
lo que muestra que f(z) = f(y)} y f depende sélo de S*.

Definamos ahora la funcién g : g« (c(a)) = Y. Si z € ms-(c{a)),
elegimos x € o(a) con 7s-(z) = z y hacemos g(z) = f(z). Si en lugar
de x escogemos otro punto y € g(a) con 7s«(y) = 2, entonces mg+(x) =
ns-(y), de donde f(z) = f(y), lo que prueba que g estd bien definida.

Por la definicién también tenemos que f = go WS‘IU (@ Finalmente,

como 1rs-] (@ &5 U8 funcion continua sbierta y sobre concluimos por
ala

el lema 1.3 que g es continua. Wl

Los tres teoremas presentados hasta ahora utilizan el lema 1.3, para
probar que la funcién g que factoriza a f es continua. Podria pensarse
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que este siempre es el caso. El siguiente resultado de Arhangel’skil [2]
en el que se consideran funciones continuas definidas en un subconjunto
denso de un producto de Tikhonov de espacios con peso red numerable
y con valores en un espacio regular con caracter numerable, no sélo no
hace uso del lema mencionado, sino que no se puede aplicar, ya que las
restricciones de las proyecciones del producto al subconjunto denso no
son abiertas.

Este teorema es utilizado para probar resultados relativos a la in-
variancia de algunas funciones cardinales bajo funciones continuas como
por ejemplo: si un espacio regular primero numerable Y es una imagen
continua de un espacio que es denso en todas partes en un producto
de espacios con una red contable, entonces Y tiene una red contable.
Comencemos con el siguiente lema.

LEMA 2.7. Sea X = [[oes Xa, en donde S = U255, 5 C Sip
para toda i € N y sea A un subconjunto de X. Si Z C A es tal que
75, (Z) es denso en ws,(A) para cada i € N, entonces Z es denso en A.

DEMOSTRACION. Sean z € A y V' un abierto canénico en X tales
que = € V, queremos probar que VN Z # @.

El conjunto K = coord(V) es finito y K C S. Como por hipotesis
S = {J2,S; y la sucesion {S; : ¢ € N} es creciente, existe ¢ € N tal
que K C 5;. Ademds, 7g (V) N s, (A) es abierto en ng (A) y por la
densidad de 7s,(Z) en ng,(A) tenemos que & # 7g (Z) N, (V).

Para terminar veamos que & # Z NV. Sea 2’ € wg5,(Z) N ws,(V),
entonces z’ es de la forma 2’ = s, (2) para algin z € Z. Queremos
probar que z € V. Pero V = x;'(U;,) N--- N, (Us,) para alginn € N
con U;, € X; subconjuntos abiertos { = 1,...,n. De aqui se sigue que
T (2) =z €m(V)C :rr,'l:rr,-jl(U,-l) C U, paracadal = 1,...,n, es decir
z €V, lo que termina la prueba.

[

Veamos shora, el resultado de Arhangel’skii [2].

TEOREMA 2.8. Sea X = [[oem Xo un producto de Tikhonov, donde
nw(Xa) < Wo para cada o € M. Ademds, sean A C X denso en X
y Y un espacio topolégico regular con cardcter numerable. Entonces
cualquier funcidn continua f : A = Y depende de una cantidad numer-
able de coordenadas, es decir existen S C M, |S| < Wy yg:7s(A) =Y
una funcion continua tales que f = go wsla.

DEMOSTRACION. Sea z € A y sea p, una base localen y = f(z) €
Y tal que |u,| < RNg. Por la continuided de f, para cada V € py
existe un subconjunto Uy abierto candnico en X tal que z € Uy y
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flOy N A) C V. Sea §; = U{coord(Uy) : V € p,}. Es claro que
S:r g M ¥y |S:r| < NO-

Por recursion construiremos una sucesién {5, : ¢ € N} de subcon-
juntos de M y una sucesién {Z; : i € N} de subconjuntos de A tales que
para cada ¢ € N, rS,' < NQ,S, - S;‘Jrl‘ thl < NU,Z.j - Zi+] Y TTS‘(Z,;) es
denso en g (A).

Fijemos z; € A arbitrario y consideremos S5 = S,,. Es claro que
|So] £ Rg ¥y So € M. Por la hipétesis y la observacién hecha después
de la definicién 1.10 tenemos que nw(Xs,) < Rg y como hd(Xs,) <
nw(Xs,), existe D C mg,(A) denso y numerable. Sea Z; C A un
subconjunto numerable tal que 7s,(Zo) = D. Esto termina nuestro
primer paso de la construccién.

Supongamos que ya tenemos definidos $p € 5, € --- C S5, C M,
con |Sp} SNy 2o CZyC - C Z, C A con |2, < Ny tales que
7s,(Z;) es denso en wg, (A) para toda ¢ < n.

Sea Spp1 = S, U{(U{S; : ¢z € Z,}). De la hipdtesis inductiva
y de que |S;| < Ng para todo z € A, se sigue que |Spyil < No oy
Sny1 © M. Por la misma observacién hecha después de la definicion
1.10, hd(Xs,,,) < nw({Xsg,,,) < R y existe B C A tal que |B] € Xy
y 7s,...(B) es denso en 7s,  (A). Sea Zupy = Z, U B. Es claro que
Zn C Znp1 CA, | Zny1| ERoy 7s,,,{Znt1) €5 denso en g, (A).

Habiendo construido las sucesiones {S; : i € N}, {Z; : ¢ € N}, sean
S=UZeSiy Z=U2yZ:. Noteque |S| <R, |Z]|<Voy ZC A

Ademsds tenemos que mwg(Z) es denso en wg(A). En efecto, este
hecho se sigue de observar que 7s,(Z) es denso en ws, (A) para cada
n € N y aplicar el Lema 2.7.

Probemos ahora las siguientes dos afirmaciones:

(*} Si U, U’ C X son abiertos candnicos tales que U, = U/, para toda
a € Syns(U)Nms(A) # @ (y por tanto también ng(U")Nns(A) # @),
entonces fF{UNA)N f(U'N A) # @.

En efecto, como ws(U) Nrg(A) # O, existe x € A tal que ng(z) €
ns(U). Como wg(U) es abierto en Xg, wg{U) Nnws(Z) # &. Sea
z* € Z tal que 2, € U, = U/ para toda o € S. Supongamos que
la. conclusion es falsa, es decir que f(UNA) N f(U'NA) = @. Sin
pérdida de generalidad digamos que f(z*) = y* ¢ f(UN A). Sea W un
abierto en Y que contiene a y* tal que WN f{UNA) = 2. Yaquez* €
Z =UR1Z;, 2* € Z, para algin n € N. Por la construccion, existe
entonces un abierto candnico V en X tal que z* € V, f(VNA) CW y
coord(V) C S,41 € S. Entonces para toda a € S,z € U, NV, y por
lo tanto U, NV, # @. Ademss, V, = X, para o« € M \ S y en este
caso Ua NV, = U, # . Concluimos que UNV # @.
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De la densidad de A en X' y del hecho de que NV es abierto en X
podemos afirmar que UNV N A # @& yentonces @ # fFIUNVNA)C
flUNA)N f(V N A). Pero por otro lado fIUNA)NW = @y
f(VNn Ay C W implican que f(UN A)N f(VNA) = & que es una
contradiccion, y la primera afirmacién queda probada.

(%) Si U,U" C X son abiertos candnicos en X tales que U, = U/,
paratodaa € Sy mg(U)N7ws(A) # @, entonces f(U'NA) C f(UNA).

En efecto, supongamos que no. Seay € f{U'NA)\ f{U N A). Como
Y es regular existe W abierto en ¥ que contieneayy WnN f(U N A) =
&. Sea z € U'N A tal que f(z) = y. Por la continuidad de f, existe O
abierto bésico en X tal que z € Oy f(ONA) C W. Como para toda
a € S tenemos que 2, € U, podemos suponer que O, C U, = U, para
toda o € 5. B
Sea O un abierto bésico en X tal que O, = U, sic € M\ S, y
On = 0, para toda o € S. Entonces O C U y por lo tauto, f(é nAN
FONA)YC FIUNA)NW = @, lo cudl contradice a (*) y esto prueba
(xx).

Aseguramos ahora que f depende sélo de S.

Sean z, 2’ € A tales que m,(x) = m,(z') para todo a € S, queremos
probar que entonces f(z) = f(z'). Supongamos lo contrario, esto es
que f(z) =y #y = f(&).

Por la regularidad de Y existen W, W’ abiertos en Y tales que y €
W, ¥ € Wy WNW = @. Por la continuidad de f, podemos encontrar
abiertos candnicos U, U’ de X talesque z € U,z e U/, f(UNA) C W y
fU'NA) C W, Como ns(z) = ms(z’), podemos suponer sin pérdida
de generalidad que U, = U/, para toda a € S. Como x € UNA, se tiene
que ms(U)Nwg(A) # @. Por (%) concluimos que f(U N A)NF(U' N A) #
&. Pero por otro lado, fF(UNA)N f('NA) CWNW =& lo que es
una contradiccién. Por lo tanto f(z) = f(x').

Sea g : mg(A) — Y la funcién dada por g(y) = f(ws'(y) N A).
Entonces ¢ es una funcién univaluada, hecho que se desprende de que
f sdlo depende de S.

También por la definicién de g es claro que g o ms(z) = f(x) para
toda z € A. Para terminar con la demostracion probemos que g es
continua.

Sean 2’ € ms(A), y = g(z') y W un abierto arbitrario de ¥ con
y € W. Fijemos x € A tal que 7s(z) = z’. Entonces f(z) = y. Sea V
un abiertoen Y tal quey € V C V C W. Como f es continua, existe
U = [Taem Ua abierto canénicoen X talquez e Uy f(UNA)C V.

Sean U’ = ws(U) y U* = w5 (U’). Yaque 2’ = ms(z) y z € U se
tiene que ' € U’. También es claro que ws(U* N A) = U'N7g(A). Por
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consiguiente, g(U' Nwg(A)) = grs{U* N A) = f(U* N A), y por (5x),
FUNA) C f(UN A). Dedonde g(U'Nrs(A)) C FIUNA)CV C W,
lo que prueba la continuidad de g.

|

Vale la pena recalcar que a diferencia de los resultados anteriores
la prueba de la continuidad de la funcién g en el teorema 2.8 no es de
manera, alguna trivial.

Veamos ahora un teorema de factorizacion para funciones continuas
definidas en un subespacio denso de un producto («, k)-seudocompacto
de espacios topoldgicos de Hausdorff con la topologia s-caja y que
toman valores en un espacio métrico, debido a Comfort v Negrepontis|4].

Para ello necesitamos el siguiente resultado acerca de particiones
debido a Erdds-Rado (una demostracidn del cudl se encuentra en [21]).

TEOREMA 2.9. (Erdis-Rado) Sean w < k < a cardinales toles que
o es fuertemente k-inaccesible y reqular y sea {S¢ : £ < a} una fomilia
de conjuntos tales que {5¢| < K para £ < . Entonces ezisten A C «
con |A| = a y un conjunto J con |J| < k tales que S¢ NS = J siempre

que £,§'€ A £ £ &

Con este antecedente, el resultado principal que prueban Comfort
y Negrepontis [4] es el siguiente.

TEOREMA 2.10. Supongamos que:
(1) Tenemos cardinales w < k < « donde « es fuertemente x-inaccesible
y reqular;
(2) Eziste un subconjunto Y C (Xy). tal que 7;(Y) = X, para cada
Je [I]5® y,
(8) (X1 es (o, k)-seudocompacto para cada J € [I]<=.

Entonces:

{a) Y es (a, k)-seudocompacto y,

(b) toda funcidon continua f : Y — Z en donde Z es un espacio
méltrico con métrice p, depende ¢ lo mds de a coordenadas.

DEMOSTRACION. (a) De (2) se sigue que Y es denso en (X). y
por lo tanto si dos abiertos de (X;). se intersectan, estos contienen un
punto comun de Y. Entonces basta probar que dada ¢ una familia de
abiertos de (X;), con [U| = o, existe p € Y tal que cualquiera de sus
vecindades en (X). intersecta al menos a & elementos de U.

Supongamos que U = {Ue | £ < a} y que cada Ug € U tiene la
forma Ug = TLie; U? con cada US abierto en X; y con |coord(l7;)| < k.
Por el teorema de Erdos-Rado aplicado a la familia {coord(Us) : £ < a}
existen AC acon |A| =ay J C I con |J| < & tales que coord(Ue) N
coord(Ug) = Jsi £,§' € Ay & # &, es decir existe V subfamilia de U
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con V| = « tal que coord(U) N coord(V) = J siempre que U,V € Vy
U#V.

Si J = @, entonces cualquier punto p de Y funciona; en efecto,
si W es un abierto basico de p en (Xi)., digamos que W = [T,y Wi,
entonces |coord(W)j < & y cada i € coord(W) pertenece a coord(U/)
para a lo mas un elemento U de V. Es decir, coord(W)Ncoord(U) = @
para una cantidad menor de « elementos y por tanto W NU £ & para
al menos « abiertos en V.

Si J # &,|J| < K, entonces de la hipétesis (3) existe £ € X con
la propiedad de que si W, es una vecindad en (X;). de z, entonces
W;Nm;(U) # @ para por lo menos « elementos U de I.

Por la hipétesis (2) podemos escoger p € Y tal que ms(p) = z.
Dada una vecindad canénica W = W; x Wy de p, donde W, y Wp,
son abiertos canonicos en (X ;). y (X )« respectivamente, sea V C U
con |V| =k y tal que Wy;Nn;(U) # & para cada U € NV.

Puesto que Icoo'rd(WI\ J)I < K y cada elemento de coord(Wp )
pertenece a coord(U) para a lo méds un elemento U/ de V (estamos
fuera de J), existen « elementos U de V para los que coord{Wp ;) N
coord(U) # @.

Sea U € V uno de tales abiertos. Escojamos un punto z € W;nN
w7 (U) y definamos ¢ € X como sigue:

Ziy sit e J;

cualquier punto r; € Wi, sit € coord{Wp j);

cualquier punto s; € U;, sit € coord(W)\ J;

cualquier punto ¢; € X;, sii € I\ (JU coord(W) U coord(U)).

@ =

De su definicién, se sigue que el punto g pertenece a WNU, y por tanto
W intersecta por lo menos a x elementos de V. Esto prueba (a).

(b) Es suficiente probar la siguiente afirmacién:

(x) Para cada £ > 0 existe J subconjunto no vacio de I con |J| <
a tal que para cualesquiera x,y € Y, si m;{(z}) = m;(y), entonces
o(f(z), f) < e.

En efecto, si () es vélida, entonces para cada n € N* hacemos
&n = 1 y escogemos J, subconjunto no vacio de I con |Ju| < o que
satisface (*) para € = £,. Definimos J = U{J,, : n € N*}. Es claro que
|J] < aysizyeY satisfacen ny(z) = my{y) entonces p(f(2), fly)) <
1 para toda n € N*, de donde concluimos que f(z) = f(y) puesto que
p es métrica. Es decir f depende de a lo mas J coordenadas.

Probemos (*). Supongamos que no se cumple (), es decir existe
g1 > 0 tal que para cada subconjunto J no vacio de I con |J| < o
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existen x,y € Y tales que mi(z) = m(y) vy p(f(x), f{y)) > 1. De este
hecho vamos a contradecir la continuidad de f en un punto § € Y.
Para cada £ < a utilizando inducidn, construiremos

(£), y(€), US, V¥, A(§), J(§)

tales que:

1. J(0) # @,J(0) C 1,|J(0)| < o
z(§),4(8) € X A€) = {i € I 2(€): # y(€):i}s
A < &;

A(n)NA[g) =2 sin<§;

z(€) € U y(€) € V&, donde U%, V¢ son abiertos bésicos en
(XI)K;

UFNVE=@siig AQ);

coord(U*) = coord(V?);

p(FUSNY), f(VENY)) > &y

51 0 < § < @, entonces J(§) = UpeeJ (1) UUpee A(n), [J(§)] < o
T (Z(€)) = 7, (y ().

Sea J(0) cualquier subconjunto no vacio de I on |J(0)| < a. J(0)
cumple las propiedades (1) y (9). Como (*) no se cumple, existen z,y €
Y tales que w0y (x) = myo)(y) y p(f(z), f(¥) > &1. Por la continuidad
de f existen U,V abiertos canénicos de (X;). tales quez € Uy e Vy
p(fUNY), fF(VNY)) > e1. Sea C(0) = coord(U) U coord(V), es claro
que |C(0)| < x. Hacemos z(0) = z y definimos (0) como

O o

S © o

1

_Jw, siie J(O)UC(0);
y(0): = {x si i€ 1\ (J(0) uC(0)).

Entonces x(0) € U,y{(0) € V,ny0(z(0)) = mso(y(0)) y A(0) =
{7 € I: z(0); # y(0);} satisface |A(0)] < . Esto hace que se satisfagan

(10), (2), (3) ¥ (4).
Para cada i € I, escogemos abiertos U2, V2 en X; tales que

z(0); € U, (0 eV
PNV =2 paraiec A0),
UICU, VPCV. parai€l\A(0) vy
U =V02=U;NV; paraiel\ A(0).
Por nuestra eleccion, los conjuntos definidos como U° = [ic; U?

y VO = [lies Vi° son abiertos canénicos en (Xj)x, y satisfacen z(0) €
U%, 4(0) € VO, coord(U®) = coord(V®). Es decir hacen verdaderas a
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(5), (6) y (7). Para terminar nuestro primer paso inductivo, observamos
que también U° C U, V°® C V, por lo que p(f(U°NY), F(VONY)) >
varepsilon, es decir se tiene (8).

Sea 0 < € < « fijo y supongamos que se tienen definidos

z(n), y(m), U", V", A(n), J(n)

para toda 7 < £ que satisfacen (1) a (10).

Utilizando (9) definimos J(§) = Upee J(n) UUnee A(n)- De (3) y (9)
se sigue que |J(£)| < «, puesto que « es regular. Asi que ya se cumplen
(1) y (9). Por hipétesis existen z,y € Y tales que wyg){(x) = Ty (y)
y p(f(z}, f(y)) > ;. Por la continuidad de f existen U,V abiertos
basicos en (X;), talesquex € U,y € V y p(f(UNY), f(VNY)) > «1.

Sea C(£) = coord(U) U coord(V), es claro que |C{€)| < k. Sea
z(§) = « y definimos y(£) como sigue

Ny, siie JEUCE);
y(): = {x,., siie I\ (J()UVC(EK)

Por la construccion tenemos que m ey (2(€)) = Ty (y(£)), es decir
se cumple (10). Ademss, z(§) e U,y(§) eV y A(§) = {i € :z(§): #
y(€)i} € C(€) puesto que z(£) y y(&) pueden diferir sélo en C(£); de
aqui se sigue que |A(£)} < k y se cumplen (2) y (3).

Por otro lado, de la definicién de A(£) tenemos que A(n) C J(§)
si n < £ que junto con mye)(z(§)) = mie(y(§)) implica que A(n) C
I'\ A(£), es decir A(n) N A(E) = @ y se cumple (4).

Como para cada i € I, X; es de Hausdorff, encontramos U?, V
abiertos en X; tales que

w(€): € U, y(€)i € Vi
UFNVE=@ paraic A(§),
USCU, VECV, paraicI\A(£) y
Us=VE=U;NV, paraie I\ A(f).

Por la construccién tenemos que los conjuntos U¢ = [Iie; Uf, Ve =
[Les V& satisfacen (5), (6) y (7); ademds también Ut C U, V¢ C V, de
donde p(f(UNY), f(VENY)) > €1, lo que hace que se cumpla (8) y
hemos terminado nuestra construccién.

Considere la familia de abiertos de Y dada por C = {U*NY | £ < a}.
Se cumple que {C| = a, y como Y es (a, k)-seudocompacto, hay un
punto §j € Y de x-acumulacién para C, es decir cualquier abierto W
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en Y que contenga al punto § satisface W N U¢ # & para al menos «
elementos de C. Veamos que f no es continua en 4. Vamos a probar
que para todo abierto basico W en (X). que contenga a ¥ existe £ < «
talque WNUSE £y WnVeE£ @,

En efecto, sea W un abierto basico en (X), tal que § € W, tenemos
lcoord(W)| < x. Por (4), cada j € coord(W) pertenece a lo mds
aun A(€). Sea D = {j € coord(W) | j € UeaAl€)}. Entonces
|D| < |eoord(W)| < k y existe un & < ¢ tal que coord(W)NA(£') = @.
Sea z € WNU¥ y considere el punto y € Y definido como

uevE, siieAE)
LA P si i€ I\ Ag).

Como U% y V¢ coinciden en I\ A(£), por la eleccién de y se
sigue que ¥ € W N V¥ es decir hemos encontrado un & < « tal que
WnNUS 2oy WnVve £o.

Por la densidad de Y existen z e YNWNUS CYNUSyy €
YNWNVECYNVE, es decir todo abierto basico W que contiene a §
contiene puntos z,# tales que p(f(z), f(y)) > €1 lo que prueba que f
no es continua en ¥ y esto es una, contradiccién. Por tanto (%) es valida
y el teorema queda probado. M

Con respecto a grupos topoldgicos también existen teoremas de
factorizacion. Presentamos un teoremsa sobre factorizacién de fun-
ciones reales continuas sobre grupos topolégicos G, los cuales tienen
la propiedad de que cualquier cubierta abierta de G contiene una sub-
familia numerable cuya unién es densa en G. Los espacios topoldgicos
con tal propiedad son llamados débilmente de Lindelof. El teorema
2.13 es debido a E. V. Stepin{28].

Como es usual, dado un semigrupo topologico S con identidad es
denotaremos al conjunto de las vecindades abiertas de es por M{eg),
es decir

Nies) = {U € S:U es abierto y es € U}.

PROPOSICION 2.11. Sea S un semigrupo topoldgico con identidad
es- Si U € Nes), entonces existe V € Neg) tal que V«V C U.

DEMOSTRACION. Sea U € N(es); como es xes = eg € U y la
operacion * es continua, existen V3, V, € Neg) tales que Vi*V, C U.
Sea W = ViNV;, claramente W € N(es) satisface W+ W C U. H

Observemos que si un semigrupo es regular, en la proposicion 2.11,
podemos escoger a V tal que ademds satisfaga V C U.
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LEMA 2.12. Sea S un semigrupo topoldgico reguler con identidad
es. Si G es un conjunto Gs en S tal que es € G, entonces existe S
subsemigrupo topoldgico cerrado y Gs de S tal que S C G.

DEMOSTRACION. Sea G = N, Vi, donde Vi es abierto en S para
todo k € N. Construiremos utilizando induccién una sucesién de sub-
conjuntos abiertos Uy de S con las siguientes propiedades para toda
keN:

1. Uy e N {es);

2. Uy C Vi

3. U1 * Up1 © Us;

4. Upgya C Uy

Sea Uy = V;. Por la proposicién 2.11 existe U; € NM(eg) tal que
U=y SNV y Uy SNV

Supongamos que ya tenemos definidos Uy, Un,. .., U, subconjuntos
abiertos de S que satisfacen las cuatro propiedades. Para definir U, 4,
aplicamos una vez més la proposicién 2.11 para encontrar W € N (es)
tal que W W C UM Voya v W C U Vayr ¥ hacemos Uppr = W.
Claramente este conjunto satisface las condiciones establecidas.

Sea S = (2, Us; es claro que S* es un subsemigrupo topoldgico
G5 de S contenido en G. Ademés S’ es cerrado ya que

GCNTRCNTC NUei= U= S.
k=0 k=1

k=1 k=0

5 =

8

k=0

|t

El siguiente resuitado nos proporciona una propiedad importante
de S-espacios débilmente de Lindelof.

TEOREMA 2.13. Sea X un S-espacio, donde S es un semigrupo
reqular con identidad es, y sea U un subespacio débilmente de Lindelof
abierto de X. Entonces toda funcidon real continua definida sobre U es
de tipo contable.

DEMOSTRACION. Ses, f : U — R una funcién continua real sobre
U. Debemos encontrar un subsemigrupo topolégico S’ cerrado Gs de
S tal que f(sx) = f(z) para toda s € S’ y z € U siempre que sz € U.

Fijemos € > 0. Para cada z € U existe O, C U abierto tal que
f(O:) € Bg(f(x)), donde Bg(f(z)) = {y € R : |y— f(z)| < 5}
Entonces si ¥,z € O, se tiene que |f(y) — f(2)| < |f(y) ~ f(z)] +
[fz) - f(2)| <e.

Sea £ € U un punto arbitrario. Como la accién h: S x X — X
es continua en (eg, ), existen abiertos V. C Sy O, CU coneg € V;
y ¢ € O, tales que A(V:,0,) C O,. Considere la cubierta abierta
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7 ={0, : 2 € U} de U. Como U es un subespacio débilmente de
Lindel&f, existe un subconjunto numerable A C U tal que la unién de
la familia y = {O:r .z € A} es densa en U. Sea V. = N{V.: z € A}.
Se afirma que |f(sz) — f(x)i £ € para todos los z € U, s € V; tales que
szel.

Supongamos que no, entonces existen zg € U, 59 € V, tales que
s0z9 € U y | f(sp29) — f(®a)| > €. Por continuidad de la accién de f y
de la funcién valor absoluto, existe W vecindad abierta de z; tal que
|f(soy) — f(y)| > € para toda y € W, y como Uy 2 U, existe z € A
tal que WN O, # @.

Sea 2 € WNO.. Como z € W se tiene que (f(soz) — f(2)| >
g, y por otro lado (so,z) € V, x O, implica que sz = h(sp,z) €
0. y también z = h(eg,z) € O, implica por la definicién de O, que
| f(802) — j{2)| < &, lu cudl es una contiadiccidn.

Sea, G = N>, V1, entonces si s € G,y € U son tales que sy € U se

n=1
n

tiene que |f(sy) — f(y)| < 1 para toda n € N*, es decir f(sy) = f(y).

Para finalizar la demostracion del teorema aplicamos el lema 2.12
para encontrar un subsemigrupo S  cerrado G; de S contenido en G.
|

COROLARIO 2.14. Sean X = [[,ca Xa un producto cartesiano dé-
bilmente de Lindeldf, y f + X — R una funcion real continua. Entonces
f depende de un numero contable de coordenadas, es decir eriste un
subconjunto B de A con |B} < Rg ¥ ¢ : [Taes Xo — R continua tal que
f=goms, donde mp : X = [lacn Xa € la proyeccion.

DEMOSTRACION. Por la observacion hecha después de la definicién
1.21, el producto Tikhonov X es un S-espacio, donde S = [],ca 5
resulta ser un semigrupo topoldgico regular con identidad es. Por el
teorema 2.13 existe S’ subsemigrupo cerrado y Gs de S tal que f{sz) =
f(z) para todo s € S’ y para todo z € X. Pero todo conjunto Gs que
contiene a la identidad es contiene un elemento g € S, para él que sélo
un mimero contable de coordenadas g, es igual a la identidad e, € S,.

Sea B = {0 € A: ga = €a}. Se afirma que f depende sélode B. En
efecto supongamos que z,y € X satisfacen wp(z) = mp(y), entonces
por la definicién de la accién de S en X tenemos que ¢z = gy, y como
flgz) = f(x) y flqy) = f(y), concluimos que f(z) = f(y).

Para definir la funcién g : [J,eg Xo — R en el punto z € [],cp Xa,
sea z € X tal que vg(x) = 2, entonces hacemos g(z) = f(z).

La funcién g est4 bien definida ya que si también z = 7p(y) con
y € X, claramente se tiene que f(x) = f(y). Ademas, por la definicion
de g se tiene que f =gowp.

l“ S \ r-!-hb.l.u P -
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Para finalizar la prueba aplicamos el lema 1.3 y concluimos que g
es continua. I

En particular, todo grupo topoldgico G se puede considerar como un
G-espacio de una manera trivial, luego entonces utilizando el teorema
2.13 se factorizaran todas las funciones continuas reales definidas sobre
un grupo topoldgico débilmente de Lindelof a través de un cociente.
Con este propdsito establecemos los siguientes resultados.

LEMA 2.15. Sea G un grupo topoldgico débilmente de Lindeldf. St
U € Nleg) es un abierto arbitrario, entonces existe V subconjunto Gy
de G con eg € V tal que para todo y € G se cumple yVy~! CU.

DEMOSTRACION. Para todo = € G existen abiertos V; € Neg) y
W, € N(x) tales que WV, W, C U. La coleccién y = {W, : z €
G} es cubierta abierta de G y por hipdtesis contiene una subfamilia
numerable v = {W,, : ¢ € N} cuya unién es densa en G. Sea V =
NiZg Va,. Es claro que V es un conjunto Gsen G y eg € V. Afirmamos
que si ¥ € G, entonces yVy~ ! CU.

Supongamos que no, entonces existe z € V tal que yzy~' ¢ U.
Por la continuidad de la operacién del grupo esto mismo ocurre para
tc dos los elementos de algin conjunto abierto que contiene a y, es decir
existe Uy abierto tal que U, 2 y y zzz~! ¢ U para todo z € U,. Pero
U,NW,, # @ para algin ¢ € N, luego entonces existe z € U, NW,,.
Tenemos por un lado que zzz~! ¢ U puesto que z € U, y por otro lado
zzz"' € U ya que z € Wy, y € Vz,, lo cuél es una contradiccién. Por
lo tanto yVy~! C U paratodoye G. B

LEMA 2.16. Sea G un grupo topoldgico débilmente de Lindeldf.
Entonces toda vecindad W de su identidad eq contiene un subgrupo
normal cerrado Gs.

DEMOSTRACION. Sea W € Neg) fija pero arbitraria y sea U €
Nec) tal que 7 € W. Utilizando induccién construiremos una sucesién
{Un : n € N} de conjuntos Gs en G que cumplen las siguientes condi-
ciones para todon € N:

(1) eq € Uy;
(ii) Unsr * Unt1 € Uy;
(iii) yUns1y~! C U,, para toda y € G.

Por el lema 2.15 existe Uy subconjunto G5 de G tal que eq € Uy, ¥y
para todo ¥ € G se tiene que yUoy™ C U.

Supongamos que ya hemos definido los conjuntos Uy, Uh, ..., U, tales
que satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii). Para definir a U,,,, con-
sideremos a U, = N, B, donde E; € N(eg) es abierto para toda
k € N. Para cada k € N, sea Wi € N(eg) tal que Wi « W, C E;.



1. RESULTADOS PRINCIPALES 31

Aplicando el lema 2.15 al abierto Wi, encontramos Vj subconjunto G;
de G tal que eg € Vi, C W, y para toda y € G, yVaiy™! C Wyi. Sea
Unt1 = Nieo V- Entonces eq € Unpy1 y

[+ «] ol oQ
Ta1 *Unin C (\Ve* Ve C [\ Wex Wi € () Bx = Us,
k=0 k=0 k=0

Ademas, si y € G es arbitrario, entonces

yUn-i-ly_] = ﬂ yvky-l - ﬂ Wk g m Ek = Un-
k=0 k=0 k=0

Esto termina nuestra construccién.

Sea N = Moo, Us. Por las propiedades (i), (ii) y (iii) de cada U/, es

inmediato ver que N es un subgrupo normal Gs contemdo en Wy es

cerrado vaque N = N\, U, C N2l C N, U, SN2y Upy =
g Un=N. I

TEOREMA 2.17. 5i G es un grupo topologico débilmente de Lin-
deldfy f : G - R es una funcion continua, entonces ezriste un sub-
grupo N cerrado normal G5 en G, tal que f es constante en cada clase
laterel de N en G.

DEMOSTRACION. Consideramos a G como un S-espacio de la man-
era trivial, es decir tomando a § como G e identificando la accién con
la operacion del grupo. Por el teorema 2.13 f es de tipo contable, es
decir existe un subsemigrupo H de tipo Gs en G tal que f(hg) = f(9)
para todo b € H y todo g € G. Digamos que H = N3, Wy, donde
W, € N(eg) para toda n € Nt. Por el lema 2.16, para cada n € Nt,
existe H, € W, subgrupo normal cerrado Gs. Sea N = %>, H,. Es
claro entonces que N es un subgrupo normal cerrado y G5 en G tal
que N C H, y por lo tanto f es constante sobre cada clase lateral. En
efecto, sea Ng una clase lateral arbitraria y sean z,y € N g. Existen
N1, Mo e N tales que T = Mg,y = n2g, por lo que g = nylz = n3'ly
y f(n7'z) = f(nyly). Como f es de tipo contable respecto al sub-
grupo N, concluimos que f(ni'z) = f(z) y f(nz'y) = f(y). Asi que
flx)=f (y) y [ es constante sobre cada clase lateral. B

Un resultado que utiliza una nueva técnica de demostracién también
relacionado con grupos topoldgicos y que generaliza el teorema de fac-
torizacién para subgrupos de productos de grupos compactos probado
por M. G. Tkagenko, es debido a M.Husek{22].
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El siguiente teorema es el resultado principal y fue probado para
subgrupos de productos de grupos compactos por M. G. Tkagenko,
utilizando una técnica bastante diferente.

TEOREMA 2.18. Sean (X;,m;) espacios topoldgicos izquierdos de
Maltsev para cada i € I, X; = [lie; Xi y X C X1 un subespacio de
Maltsev débilmente de Lindeléf. Entonces cualguier funcion continua
f: X =Y, en donde Y es un espacio topoldgico con diagonal Gs
depende de una cantidad contable de coordenadas.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua. Por
hipétesis Ay = N2L,G,, con G, abierto en Y x Y para cada n € N*.
Para cada n € N*, definimos

un = {B C Xy : B es abierto canémnico en X7,
BNnX#a, f(BNX)x f(BNX)CG.}

Por la definicién, u, es cubierta abierta de X para cada n € N*. Sean
Ya C pn subfamilia numerable tal que X CU{CNX :C € v}, Ju=
W{eoord(C) : C € v}y J = U2, J,.. Claramente J es contable y se
afirma que f depende sélo de J. Sean z,y € X tales que 7;(z) = ~4(y),
queremos probar que f(z) = f(y).

Supongamos que esto no ocurre, es decir que f(z) # f{y); entonces
existe n € N* tal que (f(x), f(y)) ¢ Gn. Consideremos U/ xV C Y xY
un abierto tal que (f(z), f(y)) € UxV C (Y xY)\Gn. Por continuidad
de f encontramos W, W, abiertos de X tales que z € W,y € W, y
fW,) C U, f(W,) CV. Como my(z,z,y) = y y m es continua en su
primer argumento, existe O abierto de X con z € O y m/(O,x,y) C
W,, en donde la operacién m; se ha definido en el ejemplo (4) de la
pagina 10. Existe C € 7, que satisface CNW,NONX # & pues Uy, es
densa en X. Elegimos w € CNW,NONX y hacemos z = m;(w,z,y).
Es claro que z € X N W, y n4(2) = my(ms(w), ms(x), ms(y)) = ms(w).

Como w € C y coord(C) C J, de la ditima igualdad se sigue que
también z € C. Concluimos por un lado que como z,w € CNX y
C € v,, entonces (f(w), f(z)) € G,, y por otro ladow € W,z € W,
implican que f{w) € U, f(z) € V, es decir (f(w),f(2)) e UxV C
(Y x Y)\ G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(z) = f(y).
u

El teorema anterior implica el siguiente resuitado para grupos to-
pologicos.

COROLARIO 2.19. Sean G = [l;c; G: donde para cada @ € I, G;
es un grupo topoldgico y H un subgrupo de G débilmente de Lindeldf.
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Entonces cualquier funcion continua f de H hacia un espacio métrico
depende de una cantidad contable de coordenadas.

DEMOSTRACION. Sean (Y,d) un espacio métricoy f : H —» Y
una funcion continua. Es claro que la diagonal Ay en ¥ x ¥ es un
conjunto Gs. Por el ejemplo (1) de la pagina 10, para cada i € [
el grupo topoldgico G; es un espacio topolégico izquierdo de Maltsev.
También tenemos que H es un subespacio de Maltsev débilmente de
Lindeldf. Tenemos entonces las hipétesis del teorema 2.18 y se sigue el
resultado. W

Es interesante notar que el mismo resultado sigue siendo vilido si
a cada grupo G; le damos la topologia més fina que hace continua
en su primera coordenada a la operaciéon m; : G° - G; dada por
m(z,y,2) = -y~ ' z. Dicha topologia es llamada invariante izquierda.

2. Otro tipo de resultados

Presentamos en esta seccién dos resultados que requieren de algunos
coneptos adicionales a, los presentados en el primer capitulo. Estos son
el de funcién d-abierta y el de funcién regular. El primer resultado
se debe a Uspenskil [31], quien utiliza un teorema de factorizacién
para probar el siguiente resultado. Sea X un producto de espacios
con peso red contable, y sea S un subespacio de X. Entonces si Y es
compacto y es la imdgen de S bajo una funcion reguiar, entonces Y
es cast correcto, significando esto dltimo, que para cualquier cardinal
regular nonumerable T < w(Y’), I” es una imégen continua de Y.

El otro resultado es de M. Tkagenko [29], quién prueba con la ayuda
de un teorema de factorizacién entre otros hechos, que si G es un sub-
grupo de un grupo topoldgico K cuyo numero de Nagami es a lo mas
contable, entonces G es R-factorizable.

Tanto la nocién de una funcién d-abierta como el siguiente resultado
son debidos a M. Tkatenko.

PROPOSICION 2.20. Sean X,Y espacios topoldgicos y sea f una
Suncion continua f : X = Y. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes: ) -

1. Si U es abierto en X, entonces f(U) C intf(U), es decir f(U)

estd contenido en cl interior de su cerradura.

2. i V es abierto en Y, entonces f-1(V) = f~(V).

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea V un abierto en Y. Sabemos que
si f: X — Y es continua, siempre se cumple f~'(V) C f~}(V).
Probemos la otra contencién. Sean z € f~(V) y U un abierto en
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X tal que z € U, queremos probar que U N f~Y{V) #£ @&. Por la
hipdtesis (1), f(z) € f(U) C intf(U). Como f(z) € V se sigue que
mtf(UYNV + 2.

Sea y € int f(U)NV. Sabemos entonces que y € V y que existe un
abierto W en Y tal quey € W y W C f(U), es decir WNV # 2. Ses
z € WNV. Por la propiedad que tiene W se cumple que 2 € V y z €
f(U), de donde V N f(U) # @. Finalmente sea ¢ € V N f(U), digamos
que t = f(u) para alguna u € U. Concluimos que u € U N f~1(V), es
decir UN f~1V) # @.

(2) = (1) Sea U un abierto en X, y procedamos por contradiccién.
Existe entonces y € f(U) tal que y ¢ intf(U), digamos que y = f(x)
para alguna z € U. De aqui

yeY\intf(Uy=Y\ f(U).

El conjunto V =Y \ f(U) es abiertoen Y y y € V, por lo que uti-
lizando la hipétesis podemos escribir z € f~}{y) C f~1(V) = f-1(V).
Hemos encontrado que UN f~}(V) # @, es decir utilizando la definicion
de V, que U N f~Y(Y \ f(U) # @. Este ultimo hecho y f~(Y' \ B) =
X\ f~YB) implican que U N (X \ (f"Yf(U)) # @ lo cuél es una
contradiién, pues sabemos que U C f1f(U) C f~Yf(U)). B

La proposicion anterior es la base de la siguiente definicion.

DEFINICION 2.21. Una funcién continua f : X — Y entre espacios
topoldgicos es d-abierta si satisface alguna de las dos condiciones (1) o
(2) de la proposicion 2.20.

Veamos algunos ejemplos.

1. Toda funcién abierta f : X — Y es claramente d-abierta puesto
que en este caso se cumple f~1(V) = f~}(V) para todo abierto
V de Y. Es entonces el concepto de funcién d-abierta la gener-
alizacién natural de funcién abierta.

28 f: X =Y yg:Y — Z son funciones d-abiertas, entonces su
composiciéon go f : X — Z es d-abierta. En efecto, tenemos que

(90 /7' (V) = FHg (V) = f~H (g~} (V))
= [ (V) = (go /) (V).
3. Sean f : X — Y una funcién d-sbierta y D un subconjunto
denso en X. Entonces la restriccionde f a D, flp: D = Y

es d-abierta. En efecto, utilizando la igualdad (f|p)~'(V) =
DN f~Y(V) tenemos que
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X X

o)1V =Dn vy =7 vy = (.
y de aqui

_._..,.........___SD

B . _
flo) V)" =D (flp)=UV)" = DN fY(V) = (flp) (V).
2.1. Imdgenes continuas de d-espacios.

DEFINICION 2.22, Sean X,Y espacios topoldgicos con topologfas
O(X) y O(Y) respectivamente y sea S un subespacio de X. Una
funcidén f: .S — Y se llama regular si existe una funcién e : O(Y) —
O(X) tal que;

1. e(U)NS = f~YU), para todo U € O(Y), y

2. Si U y V son abiertos disjuntos de Y, entonces e(U)Ne(V) = @.

Por ejemplo, si S es denso en X, toda funcién continua f: S = Y
es regular.

En efecto, definimos e : O(Y) — O(X) como e(U) = V, donde
V € O(X) es el maximo abierto tal que VNS = f~}(U). Entonces la
primera. condicion se satisface por la definicién. Y si /' y V' son abiertos
disjuntos de Y, entonces e(U) = U; donde UyNS = f~ U} ye(V) = W
donde Vi NS = f~(V). De aqui se sigue que @ = f~H{U)N f(V) =
UhhnvinS,yporser Sdensoen X, U1NVi =3, 6e(U)ne(V)=@.
Esto prueba que f es regular.

Consideremos ahora espacios topoldgicos X,Y, Z con Y de Haus-
dorff. una funcién d-abierta p: X — Z, un subconjunto S de X y una
funcién regular f : S — ¥ con operador e. Dada v = {U7, {/;} cubierta
abierta de Y, construimos un subconjunto cerrado Z* de Z como sigue.

Sea v = {U1, U2} una cubierta abierta de Y, y sea V; el subcon-
junto abierto més grande de Z tal que p~(V;) C clx({e(U;),7 = 1,2.
Definimos Z, = clz(ViUV,} ¥

Z*=(HZy |~ escubierta abierta de Y y|vy| = 2}.

Con estos elementos presentamos el siguiente teorema de factor-
izacién debido a Uspenskil [31].

TEOREMA 2.23. Sean X,Y, Z espacios topolégicos con Y regular.
Seanp: X — Z una funcion d-abierta, S C X, f: S = Y una funcion
reqular y Z* el subespacio cerrado de Z consiruido arriba. Definimos
X* = p~Y(Z2*). Entonces eziste una unica funcion continua g : Z* N
p(S) = Y tal que f(x) = g(p(x)) para todox € X*NS.

DEMOSTRACION. Sea g(z) = (f op™!')(z) para toda z € Z*Np(S).
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La existencia y la unicidad de la funcién g se basan en el siguiente
hecho:

Afirmacién, Para cada z € X* NS y toda vecindad abierta O en
Y de f{x), existe W una vecindad abierta de z = p(z) en Z tal que

Fp i (W)NX*NS)Co.

Suponiendo que la afirmacién ya estuviera probada, y que la funcién
g existiera, su continuidad es inmediata: sean z € Z* N p(S) y O una
vecindad abierta arbitraria de ¢(z), entonces por la afirmacién existe W
abierto en Z tal que z € WNZ*Np(S) y este ultimo conjunto es abierto
en el dominio de g. Ademas, p~ (W N Z* Np(S)) =p ' (W)NX*NS
y por tanto {fop~)}(WN Z*Np(S)) = fp ' {(W)NX*NS)CO,lo
que prueba la continuidad de g.

Pasemos a probar la afirmacién.

Hecho 1. Si U es un abiertoen Y y x € S Nely(e(V)). entonces
flz) € cly(U).

En efecto, si no ocurre esto, entonces existe un abierto V en Y
tal que f(z) € Vy VNU = @, por tanto e(U)Ne(V) = @y z €
fFHV)Y=e(V)N S C e(V), lo cudl es una contradiccion al hecho de
que x € clx(e(U)). El hecho 1 queda probado.

Sea x € X* NS y sea O una vecindad abierta en Y de f{x).
Como Y es regular existen O,, O, vecindades abiertas de f(x) tales
que cly(02) € Oy C cy(0h) € O. Entonces {O,Y \ cly(O,)} es
cubierta abierta de Y.

Sean U} = e(01) y Uz = e(Y \ cly(02)), y sea V; el conjunto abierto
m4s grande en Z que satisface

(2) p (Vi) Cx(lU;), para i=1,2

Por la definicién de Z*,Z* C clz(V1 U V).

Hecho 2. W = Z \ ¢lz(V2) es una vecindad de p(z) en Z.

Probemos esta afirmacién por contradiccion. Supongamos asi que
p(z) € clz(V2), con z € S. Entonces como p es d-abierta, se tiene que
z € p~X(clz(V2)) = cix(p~!(V2)) y por la contencién 2, clx(p™'(¥2)) €
cdx(Uy) = cx{e(Y \ ely(0:))), es decir z € SN clx(e(Y \ cly(02))).
Aplicamos ahora el hecho 1 con U = Y \ cly(0U,) para concluir que
f(x) € dy (Y \ cly(0s)), lo cuél es una contradiccién pues O; es vecin-
dad abierta de f(z). Esto prueba el segundo hecho.
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Probemos ahora la afirmacion principal. Por el hecho 2, W es
vecindad del p{z) en Z, y se cumplen las siguientes relaciones:

(3) WNZCWNelz(ViuVa)
= (Z \ clz(Va)) N [clz(V1) U clz(V2)]
= (Z\ clz(V2)) Nclz(V1) € clz(V1)

y de estas,

(4 pWNZY) Cpi(cdz(V)) = clx(p™ (V1)) C clx(Uh),
es decir, se cumple

(5) p (W N Z*) Cex(lh).

Consideramos ahora f(p~'(W)NX*NS) = fp~'(WNZ*)NnS) C
Fledx{U)NS) = flclx(e(01)) N S), en donde utilizamos la relacién 5
para escribir la penultima contencion y la definicion de U; = e{((O4) en
la ultima igualdad.

Para terminar probaremos que W es la vecindad buscada, es decir
veamos que f{clx(e(0;))NS) C cly{0;). Enefecto, Oy es un ahierto en
Y,ysiy € flcdx(e(0))NS), y = f(x) para algiin x € clv{e(Dy))NS.
Por tanto del hecho 1 se sigue que f{z) € cly{0O;). Esto Lrueba la
afirmacion

Veamos que g estd bien definida, es decir, si x;,25 € X* N § satis-
facen p(z1) = p(x2) = z, entonces f(z1) = f(z2).

Supongamos que la conclusién es falsa, es decir que f{z;) # f(x2).
Sean Oy, O2 abiertos en Y tales que f(x;) € Oy, fla2) € O2y O1N02 =
@. Por la afirmacién probada, existen Wy, W, vecindades abiertas de
z en Z tales que

fe'WinX*n8)C O, flp'(WanX"NS)) C O,

De aqui y de z € W,; N W, deducimos que f(z;) € f(p ' {(W;NnW,)N
X*NS)C O1N0O; = @, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto la
funcién g estd bien definida.

Ademads, sabemos que en este caso g es continua y por la definicion
satisface

(gop)(x) = (fop )(p(z)) = Flp~'p(z}) = flz).

Finalmente probemos la unicidad. Supongamos que existe otra
funién g, : Z* N p(S) = Y tal que f(z) = (g1 0 p)(z) = (g ° p)(x)
para todo z € X* N S. Sea z € Z* Np(X), digamos que z = p(z) con
z € X* NS, entonces gi(2) = qi1(p(z)) = flz) = glp(x)) = g(2), es
decir g; = g. El teorema queda demostrado. W
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El siguiente resultado se debe a M. Tkagenko [29], quien lo utiliza
para probar entre otros resultados que si G es un subgrupo de un grupo
topoldgico K cuyo nuimero de Nagami es a lo mas contable, entonces
G es R-factorizable.

Consideremos un espacio X, un subespacio S € X y una funcién
regular f : S - Y, con Y regular. Para cada punto y € Y, sea
F{y) = N{clxe(V) : y € V,Ves abierto en  Y'}. Esta notacién se usa
en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.24. Sean ¢ : X — H una funcién continua abierta y
suprayectiva, y N C H. Supongamos que para cada h € N existe un
punto y, € Y tal que p~'(h) C F(yn). Definimos S = SNclx (™ (N)).
Fntonces:

1. Para cada par Vi,V de subconjuntos abiertos de Y tales que

ViNV; = @ ocurre que ip(e(V1)) N p(e(V2)) Np(S) = @.
2. Existe una funcidn continue 7 : @(S) = Y tal que flg = 7o pls

DEMOSTRACION. Sean Vi, V5 subconjuntos abiertos de Y tales que
VinV, = @, y sean O; = e(V;),4 = 1,2. Supongamos que ¢(O) N
©(O2) N (S) # @. Entonces U = ©(O1) N ©(0,) es un subcon-
junto abierto no vaclo de H. Como ¢(S) = (S Ndx(p ' (N))) €
plelx(e™H(N)) C dulpe™(N)) C clu(N), se sigue que @ # U N
e(SYc Un clg(N). Sea h € UNN. Ahora, la contencién = '(h) C
F(y,) implica que O; N F(y,) # @,1 = 1,2. Consideremos el caso en
el que i = 1 ya que el otro es similar. Sea z € O, tal que h = p(x), es
claro que z € p~!(h) C F(ys) y por tanto € Oy N F(ys) o

Ahora, de la definicién de los conjuntos O; se sigue que y, € Vi N
V2 # @. En realidad, si esto no ocurre, entonces y, ¢ Vi para algin
i € {1,2} y existe un conjunto abierto W tal que yp, € Wy WNV, = @.
De aqui e(W)Ne(V;) = @. Claramente F(y,) C clx(e(W)) € X \e(Vi)
y por lo tanto F(y,) Ne(V;) = @, lo que es una contradiccion.

Se tiene entonces que V;NVz # @, hecho que contradice a la eleccién
de los conjuntos V1, V3. Y el resultado se sigue.

(2) Definimos la funcién 7 : @(5) — Y como sigue: n{z) = f(z1),
en donde z; € § satisface () = z. Veamos que 7 esté bien definida,
es decir si p(r;) = @(z2), entonces f(z1) = f(z2). Supongamos lo
contrario. Entonces existen 1,2, € S tales que ¢(z;) = o(z2) ¥y
fl(z1) # f(z3). Sean V; y V, vecindades abiertas en ¥ de z; y =
respectivamente tales que V; N V2 = @. Se tiene que z; € f~}(Vi) =
S Ne(V;), es decir z; € e(Vi) = O;(i = 1,2), de donde ¢(z1) € p(O1)N
0(02)N(S) # @, lo cudl contradice a (1). Por lo tanto f(z,) = f(z2)
y 7 estd bien definida.
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Probemos la continuidad de 7. Sea h € ©(S) yseaV C Y un
conjunto abierto tal que y = 7w(h) € V. Sea W una vecindad abierta
de y tal que cly(W) C V. Considere los conjuntos O = e(W) y U =
©(0)N(S). Entonces k € U, en realidad, h = ¢(z) para algin z € 3,
yy=(rop)(z) = f(x). Deaquiz € f~(y) C f'(W)=SN0y
h=p(x) € (0)Np(S5) = U. Claramente U es abierto en ¢(S).

Afirmamos que m(U) C cly{W) C V. Supongamos que no, es decir
que 7(U) \ cly (W) # @. Existen y; € Y \ cly (W), y hy € U tales que
y1 = w(hi). Sea Wi un subconjunto abierto en YV tal que yy € Wy y
cly (Wr)Nely (W) = . Consideremos ahora los conjuntos 0, = e(W;)
y Uy = ¢(01) N (S). Ya que by € p(0) N(S), existe z € S tal que
hy = ¢(z). Entonces f(z) = mp(z) = n(hy) = y, € Wy, de donde
x € 0,. El punto h; satisface hy € (O) N (O1) N p(S) # @, hecho
que contradice a (1). Concluimos que () C V y 7 es continua. Esto
termina la proocba del eorcioa, W
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