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Prélogo

La generacién de mallas en regiones planas irregulares ha tenido un gran desarrolio
en los iltimos anos, debido principalmente a su aplicacién en la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales. Una malla sobre una regién poligonal es la subdivisién
de la regién en un conjunto finito de regiones simples, llamadas celdas, las cuales
usualmente deben presentar alguna propiedad geométrica.

La generacion de una malla que presente ciertas propiedades geométricas en una
region dada, puede verse como un problema de optimizacién de gran escala (7]. El
estudio de los métodos de optimizacién de gran escala efectivos, econémicos y adecua-
dos para resolver el problema de la generaciéon de mallas, asi como la implementacién
de estos métodos en un sistema computacional, el sistema UNAMALLA, motivo el
presente trabajo.

En el primer capitulo presentamos una introduccién a los métodos de optimizacién,
presentado los conceplos basicos de la optimizacion sin restricciones asi como algunos
de los métodos de descenso mas comunes: maximo descenso y el método de Newton.
En el capitulo dos se trata la teoria y algoritmos de la busqueda lineal, encontrar un
tamaio de paso adecuado en los métodos de descenso. En el tercer capitulo traba-
jamos el tema de gradiente conjugado lineal, visto como un método de minimizacién
de funciones cuadraticas con un método de descenso con busqueda lineal. En el
capitulo cuatro retomamos el problema de minimizar una funcién cuadratica, pero
ahora se busca en minimo restringido a una regién dada, éste tema serd bésico para
presentar los métodos de regién de confianza, discutidos con detalle en el capitulo
cinco.

En el capitulo seis se presenta una alternativa econémica y confiable al método de
Newton: los métodos Quasi-Newton. Los métodos recomendables para problemas de
gran escala se presentan en el capitulo siete. El capitulo ocho presenta las funciones
parcialmente separables, se muestra que las funciones a optimizar en la generacién de
mallas resultan parcialmente separables y se resuelve el problema de generar mallas en
regiones irregulares con un método eficiente de optimizacién, que no es muy utilizado
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en la practica, pero que resulta bastante econémico ya que explota la estructura de
la funcidn objetivo; con este método hemos obtenido muy buenas configuraciones
de mallas en regiones irregulares. Por tltimo, en los apéndices, se presenta una
descripcién de los funcionales a optimizar en la generacién de mallas, asi como la
presentacion del sistema UNAMALLA v.2.0 para PC: Sistema para generar mallas
éptimas en regiones planas irregulares, anexdndose un manual para el manejo de este
sistema. Actualmente se cuenta con versiones del sistema UNAMALLA bajo varias
plataformas: PC, Sun Microsystems, Silicon Graphics, Linux Intel ELF y ambiente

de trabajo Matlab, éstas pueden obtenerse gratuitamente en la pagina del grupo de
trabajo UNAMALLA:

http:/ /www.mathmoo.unam.mx/unamatla




Capitulo 1

Introduccién y Conceptos Basicos

Estamos interesados en resolver el problema de minimizar una funcién objetivo que
depende de variables reales, sin restricciones en los valores de estas variables. Esto
es, queremos resolver

mgn f(z)

donde z € R® vy f : R® — R una funcién suave. Usualmente se conoce la primera
derivada de la funcién y en algunos casos el valor de la segunda derivada con los
cuales se pueden obtener algoritmos eficientes para resolver el problema.

Los algoritmos de optimizacién son procesos iterativos. Se inician con un valor
inicial de las variables y se genera una sucesién donde se van obteniendo mejores
valores de las variables, hasta llegar a la solucién buscada. Usualmente éstos son
programados para que una computadora realice las iteraciones.

Los algoritmos se diferencian unos de otros en la estrategia utilizada para moverse
de una iteracién a la siguiente, la mayoria de las estrategias utilizan los valores de la
funcién objetivo, de la derivada de la funcién y posiblemente de la segunda derivada.
Algunos algoritmos acumulan informacién de iteraciones anteriores mientras que otros
solo utilizan informacién de la iteracién actual. Independientemente de la estrategia
para pasar de una iteracion a otra, los algoritmos deben contar con las propiedades
de ser

¢ Robustos. Esto es, deben trabajar bien en una variedad de problqmas para
puntos iniciales razonables. L7

¢ Eficientes. Deben economizar tiempo de cémputo y memoria.

¢ Precisos. Deben identificar la solucién con precisién, no deben ser sensibles
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a errores en los datos o a errores de redondeo debidos a la aritmética de la
computadora.

Esto pareceré conflictivo, por ejemplo, un método rdpidamente convergente puede
requerir mucho tiempo y memoria en problemas grandes. Por otro lade, un método
robusto puede también ser lento. Estas relaciones entre razén de convergencia y
requerimientos en memoria, y entre robustez y velocidad, son problemas centrales en
optimizacién numeérica.

La teorfa matematica de optimizacién es utilizada tanto para caracterizar puntos
éptimos,:como para dar la base de la mayoria de los algoritmos practicos. Entender
la teoria es muy importante para desarrollar buenos algoritmos en la practica.

1.1 Caracterizacién de la solucién

La solucion ideal de nuestro problema es encontrar un minimo global de f, esto es, el
punto donde la funcién alcanza su menor valor, la definicién formal es

Un punto x* es un minimo global si f(z*) < f(z)vz € R

El minimo global es dificil de encontrar ya que usualmente solo se conoce f de
manera local. La mayoria de los algoritmos pueden determinar solo un minimo local,

un punto donde se alcanza el menor valor de f en una vecindad, la definicién formal
es

Un punto z* es un minimo local si existe una vecindad A de z* tal que f{z*) <
flz)Vz e N

Un punto que satisface esta definicién es llamado un minimo local no estricto,
mientras que un minimo local estricto se define como

Un punto z* es un minimo local estricto si existe una vecindad A de z* tal que

flz*) < f(zx)Vz € N con z # z*

1.2 Condiciones de Optimalidad

De las definciones anteriores parece que la Unica forma de encontrar un punto z*
que sea un minimo local es examinar todos los puntos en una vecindad de z* para
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asegurarnos que en niguno de ellos se alcanza un menor valor de f. Cuando la funcién
es suave, sin embargo, existen formas mucho mas eficientes y pricticas de identificar
un minimo local. En particular, si f es dos veces continuamente diferenciable podemos
identificar z* como minimo local examinando el gradiente V f(z*) y ia matriz hessiana
V2if(z).

El teorema de Taylor juega un papel central en la teoria de optimizacién, por lo
que lo enunciamos enseguida, la demostracién se puede consultar en {18].

Teorema. (Teorema de Taylor) Supongamos que f : R® — R continuamente
diferenciable y p € R". Entonces tenemos que

flz+p) = flz)+ Vf(z +tp)'p

para alguna t € (0,1). Ademds, si f es dos veces continuamente diferenciable, se
liene gue

vmwm=VﬂwyAvvw+WMt

fle+7) = 1(z) + V()P + 55V I (z + tplp

para alguna t € (0, 1).
Veremos ahora las condiciones necesarias de optimalidad suponiendo que z* es un
minimo local derivaremos condiciones en Vf(z*) y V2f(z*).

Teorema. (Condiciones necesarias de primer orden). Siz* es un minimo local
y f es continuamente diferenciable en una vecindad abierta de x*, entonces

Vi(z)=0

Demostracion.
Procederemos por contradiccién, supongamos que V f{z*) # 0.

Sea p = —~V f(z*), se tiene que
PVf(z") = -V <0

Como V£ es continua cerca de z*, entonces existe un escalar T > 0 tal
que

PVSf(z* +ip) <0 Vte[0,T)
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Entonces para cualquier ¢ € (0, 7] por el teorema de Taylor tenemos que
flz* +1p) = f(z*) + o'V f(z* + tp) para alguna t € (0,1)
Entonces se tiene que
flz* +ip) < f(z") Vie(0,T]

pero esto es una contradiccidon ya que supusimos que z* es un minimo
local, por lo tanto la hipdtesis es falsa y se tiene que

Viz')=0 g
Si Vf(z*) = 0 decimos que z* es un punto estacionario o un punto critico de f.
Entonces todo minimo local debe ser un punto critico.

Veremos ahora las condiciones necesarias de segundo orden para un minimo local,
antes introducimos la defincion de una matriz positiva definida.

Definicidn. Una matriz B € R**™ se dice que es positiva definida si
p'Bp>0 Vp#0
y se dice que es positiva semidefinida si

pP’Bp>0 Vp#0

Teorema. (Condiciones necesarias de segundo orden). Si z* es un minimo
local de f y V?f es continua en una vecindad abierta de z*, entonces Vf(z*) =0 y
V2f(z*) es positiva semidefinida.

Demostracion.

Del teorema anterior, tenemos que V f(z*) = 0. Demostraremos que
V2f(z") es positiva semidefinida.

Procederemos por contradiccion, supongamos que existe un vector p tal

que p'V2f(z*)p < 0, como V2f es continua cerca de z*, entonces existe
un escalar T > 0 tal que

PVifz+tplp<0 Ytel0,T]
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Realizando la expasién en serie de Taylor alrededor de z* tenemos que
para toda £ € (0,7] y alguna t € (0,) se tiene que

" +8) = f@) + WV + PPV + i)
()

pero esto contradice el hecho de que z* es un minimo local. Por lo tanto
se debe tener que

V2f(z*) positiva semidefinida g

Tenemos entonces ya establecidas las condiciones necesarias de primer y segundo
orden, veremos ahora el resultado que establece las condiciones suficientes de segundo
orden para un minimo local.

Teorema. (Condiciones suficientes de segundo orden). Supongamos que V2f
es continua en una vecindad abierta de z* y que Vf(z*) = 0 y V2f(z*) es positiva
definida. Entonces =* es un minimo local estricto de f.

Demostracion.
Como la matriz hessiana es continua y positiva definida en z*, entonces

podemos escoger un r > 0 tal que V2 f sea positiva definida para toda z
en la bola abierta de radio r, esto es, en B = {2 : ||z — z*|| < r}.

Tomando cualquier vector p # 0 tal que || pll <r, tenemos que r* +p € B
de tal forma que

H@+p) = J(@)+ PV + 28V ()
= flz")+ P‘sz (2)p
donde z = z* 4+ tp para alguna t € (0,1). Como z € B, tenemos que
V(e )p>0

lo cual implica que
f=*+p) > f(z°)

con lo cual se tiene que z* es un minimo local estricto.
n
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Las condiciones suficientes de segundo orden son mas fuertes que las condiciones
necesarias, en el sentido que garantizan que el minimo local es un minimizador es-
tricto. Sin embargo, las condiciones suficientes de segundo orden no son necesarias:
un punto z* puede ser un minimo local estricto y no satisfacer las condiciones sufi-
cientes. Como ejemplo de esto, considere la funcién f{z) = 2z, donde el punto z* = 0
es un minimo local estricto en donde la hessiana no es positiva definida.

Entonces en un algoritmo de minimizacién esperamos encontrar un punto que
satisfaga las condiciones de segundo orden para aproximar la solucién buscada. Para
algoritmos que solo utilizan informacién del gradiente, lo que podemos esperar es
producir una sucesién tal que converja a un punto citico de f, esto es,

lim Vf(zx) =0
k—o0

Para algoritmos que utilicen informacién de la matriz Hessiana, se espera que se
satisfagan las condiciones de segundo orden, lo cual puede obtenerse si

Jlim inf A (V2 f(z)) >0

donde A;(A) es el eigenvalor mas pequefio de la matriz A,

Tenemos entonces la caracterizacién de la solucién, veremos ahora en qué consisten
los algoritmos para encontrar una solucidn.

1.3 Métodos de Descenso

En los ultimos afios se ha visto un gran desarrollo en algoritmos para optimizacion
sin restricciones para funciones suaves.

Todos los algoritmos de minimizacién requieren que el usuario proporcione un
punto inicial, el cual usualmente se denota por zg, si se tiene una idea de la solucién
del problema se escoge xy como una estimacién de la solucién, de manera que con un
buen punto inicial esperamos que el algoritmo converja rapidamente. Si no se tiene
informacién adicional del problema, se puede escoger zo de forma arbitraria.

Iniciando en zy los algoritmos de optimizacién generan una sucesién {zK}20 que
terminara cuando ya no se avance en la sucesién o cuando algin iterando satisfaga
las condiciones de minimo local con alguna precisién. Para decidir cémo moverse
de una iteracién a la siguiente, los algoritmos utilizan informacién de la funcién en
z y posiblemente de iteraciones anteriores zg, 3, . .., Zx—1, con esta informacién se
encuentra un nuevo iterando x4, donde el valor de la funcién sea menor que en zj.
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Los métodos de descenso generan una sucesién {z;} de aproximaciones a la
solucion de manera que

fzin) < flze)

para toda k, esto es, se acepta la nueva iteracién zp,; si produce una reduccién en
el valor de la funcién objetivo, de tal forma que el valor de la funcién en la iteracion
actual es menor que el valor de la funcién en iteraciones anteriores. Una de las
caracteristicas de los métodos de descenso es que en la iteracion k& se debe avanzar
sobre una direccién p la cual tiene que ser una direccién de descenso, esto es, una
direccién sobre la que la funcién, localmente, decrezca.

Defincién. Una direccidn p se dice de descenso en el punto z si la derivada direccional
de f en x, sobre la direccién p es negativa, esto es, si satisface

PV f(zi) <0

La condicién de descenso por si sola no es suficiente para garantizar que la iteracion
{zx} se aproxime a un minimo local. Se requieren condiciones mas fuertes para forzar
a la sucesién a entrar en una vecindad del minimo local. Una vez que la iteracion
entra en tal vecindad, los métodos de descenso usualmente convergen rapidamente al
minimo local.

Existen dos estrategias fundamentales para llevar la iteracion a una vecindad del

minimo local: bisqueda lineal y region de confianza. La mayoria de los algoritmos
utilizan una de ellas.

1.3.1 Bisqueda lineal y region de confianza

En la estrategia de busqueda lineal el algoritmo escoge una direccién de descenso, p;.,
llamada direccion de bisqueda, y busca a lo largo de esa direccion, partiendo de z;,
un nuevo elemento de la iteracién donde el valor de la funcién decrezca.

La distancia a recorrer sobre la direccién px puede encontrarse resolviendo apro-
ximadamente el problema unidimensional de encontrar un a* € R tal que

o' = argmin f{xx + o)
a>0

Si este problema se resuelve exactamente, se tendria el maximo beneficio sobre la
direccién pi, sin embargo resolver el problema exactamente es muy costoso en la
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préactica, es por esto que se utilizan soluciones aproximadas al minimo de esta funcién
por medio de un algoritmo que genera un nimerc limitado de puntos de prueba,
hasta que se encuentra un ¢ cercano al minimo exacto. Una vez que se tiene la nueva
iteracién zy4., Se genera una nueva direccién de descenso y se repite €l proceso.

En la segunda estrategia, conocida como regién de confianza, se utiliza infor-
macién local de f para construir un modelo de la funcién, ¥, de manera que el
comportamiento de W, cerca de z; sea similar al comportamiento de f. Entonces
minimizando V¥, nos acercaremos al minimo de f. Como el modelo ¥; puede no ser
una muy buena aproximacion de f cuando no se estd cerca de i, se restringe la
busqueda del minimo de ¥; a alguna regién alrededor de zj, usualmente a una bola
con centro en x; y radio Ag, a A, se le conoce como el radio de la region de confianza.
En otras palabras, generamos el paso p; como

P = a1g min Vi(zr + p) (1.1)

donde z; + p estd dentro de la regién de confianza. Si con p; no se produce una
reduccion suficiente en f, quiere decir que la regién de confianza es muy grande, se
disminuye Ay y se vuelve a resolver (1.1).

El modelo ¥, usualmente es una funcidén cuadratica de la forma

1
Uiz + p) = flze) + 'V fzw) + §pt3kp

donde V f(z) es el gradiente de la funcién y By, es una matriz que aproxima la matriz
hessiana en zi.

Entonces la estrategia de regién de confianza, determina primero cudnto moverse
y después la direccién en la que hay que hacerlo, mientras que la busqueda lineal
primero se determina la direccidn sobre la que hay que avanzar y despties cudnto
moverse sobre esa direccidn. La estrategia de bisqueda lineal se trata con detalle en
el capitulo 3, mientras que la regién de confianza en el capitulo 5.

Veremos ahora, los métodos mas conocidos de minimizacién sin restricciones.

1.4 Meétodo de descenso mas rapido

El método mas conocido de minimizacidn sin restricciones es el método de descenso
mas rapido. Se sabe que localmente una funcidén decrece mds rapidamente en la di-
reccidn de ~V f(z), entonces parece razonable generar un método que utilice bisqueda
lineal, de manera que en cada paso se genere la direccién de descenso como

.pk = ~Vf(mk)
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La iteracién en este caso tiene la forma

Tpsy = T + QuPk

Una de las ventajas de este método es que solo requiere el cdlculo de la primera
derivada de la funcién, sin embargo, se ha visto que su desarrollo en la préctica
no es satisfactorio, la convergencia es demasiado lenta y en ocasiones presenta un
comportamiento oscilatorio.

Otro de los métodos mas conocidos, y quizd el mas importante, de minimizacién

sin restriccliones es el método de Newton, enseguida presentamos en qué consiste este
método.

1.5 Método de Newton

Supongamos que tenemos f : R®™ — R una funcién dos veces continuamente diferen-
ciable, el método de Newton para minimizar una funcién puede derivarse suponiendo
que tenemos una aproximacion zx al minimo local de f y que en una vecindad de z,
se satisface

f@e + w) = fze) + ¥(w)
donde
1
2
es el modelo local cuadratico de f en x;. Si esta aproximacién es buena, entonces
una mejor aproximacidn se obtiene con

¥(w) = Vf(ze)'w + zw'V2 f(z)w

Ti+1 = Tk + Sk

donde el paso si es el minimo de . Por las condiciones de un minimo local, s; debe
ser tal que

VWy(sk) = V(ze) + Vi (zi)sk = 0

Entonces el método de Newton parte de una aproximacién inicial 2y y genera una
sucesién de la forma

Trp1 = Tk — V2 f(z) ™'V f(2x) (1.2)

Esta iteracion es de hecho el método de Newton para sistemas de ecuaciones no
lineales, donde se resuelve el sistema

Vi(z)=0
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Entonces si consideramos F(z) = V f(x) podemos enunciar el método de Newton en
una forma mas general.

Consideremos el problema de resolver el sistema de n ecuaciones con n incégnitas
F(z)=0

donde F : R* — R", El método de Newton para este problema puede obtenerse
suponiendo que se tiene una aproximacién z;, a la solucién del sistema de ecuaciones
no lineales y que en una vecindad de z; se tiene la aproximacién

Fry+ w) = Li(w) = F(zy) + F'(xk)w

donde F'(x;) es la matriz Jacobiana de F en z,. Entonces se construye la siguiente
aproximacién como

Tryl = T + Sk

donde se pide que el paso s satisfaga el sistema de ecuaciones lineales
Lk(w) =0

Entonces €l método de Newton parte de una aproximacién inicial de z¢ y genera la
sucesion
Thr = Tk — F'{ze) " F () (1.3)

Note que (1.2} es un caso especial de (1.3) cuando se considera F(z) = Vf(z).
Debido a estas relaciones el comportamiento local del método de Newton usualmente
se estudia considerando la iteracién (1.3).

Uno de los principales resultados del método de Newton es su convergencia local
para cualquier punto inicial que se encuentre en una vecindad del minimo local.

Teorema. Sea F : R®* — R™ un mapeo continuo y diferenciable definido en un
conjunto abierto D, suponga que F(z*) = 0 para algin z* € D y que F'(z*) es no
singular. Entonces existe un conjunto abierto S tal que para cualquier xop € S la
iteracidn de Newton (1.83) estd bien definida, permanece en S y converge a z*.

Demostracion.

Sea o una constante fija en (0,1). Como F' es continua en z* y F'(z”)
es no singular, existe una bola abierta § = {z : ||z — 2*}| < €} y una
constante positiva p tal que

F @ <u  IF@-FE)l<

®IRQ
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para toda z,y € S. Supongamos que z; € S, como
Tis1 = Tk — F'(24) 7 F(zy)
y F(z*) = 0, entonces tenemos que

Tpe) —T* = 2 —2° — F'z) 7 F(zy)
= I — z* —~ F’(xk)_l[F(xk) - F(:E*”
= —Flz) ' [Flzi) = Flz*) - F'zi)(zy - 2¥)]

Y entonces, se tiene que

17k ~ 2"l < 1F(ze) MIF (26) = P(z*) ~ F'(zi) (@ — )|
< plF(z) - F(z") - F'(zi) (e - %)

Ahora, por el teorema fundamental del calculo, tenemos que

F(ﬂfk)“F(E*)—F'(iﬂk)(xk—ﬁl*)=]0 [F'(z* +t(ze—z") = F'(z)}(ze—2*)dt

y entonces se cumple que

l<krr ~ "] < g {g}gggg 1F (2" + #(zk — 2*) ~ F’(m)ll} (e (1.4)
Entonces, se tiene que

[4]
Nzher — z*|| < #;H-’Ek -zl
< aflzk — =¥

Como o < 1, entonces tenemos que si Zg € §, entonces x, € S para
k=1,2,..., y lasucesién {zx} converge a z*. »

Entonces tenemos que S es el dominio de atraccion, esto es, la regién donde
se garantiza que la iteracion de Newion converge. Desafortunadamente para muchos
problemas este dominio de atraccién es muy pequefio Y es necesario utilizar estrategias
de globalizacién de manera que hagan que la iteracién en algiin momento entre en S,
de forma que una vez ahi, la convergencia esta garantizada.




12 Introduccién y conceptos basicos

Uno de los principales atractivos del método de Newton es su velocidad de con-
vergencia. Si la funcion es Lipschitz continua entonces en una vecindad del minimo
local, el método converge cuadraticamente, esto es, existe 3 > 0 tal que

xps — 2*[ < BYmi, — z°|2

La convergencia cuadratica implica que el nimero de cifras significativas de z, al
aproximar a z* se duplica en cada iteracién. Establecemos la convergencia cuadritica
del método de Newton en el siguiente resultado.

Teorema. Sea F : R* — R™ con las hipdtesis del teorema anterior. Entonces
la sucesion {z} producida por la iteracién (1.3) converge superlinealmente a z*.
Ademds, sik >0y

(F'(z) - F'@ )l S slfe -2, =ze€D (1.5)
entones la sucesion converge cuadrdticamente a x*.

Demostracién.
L.a convergencia de la sucesién se demostré en el teorema anterior, solo
falta demostrar la velocidad de convergencia. Definamos

Br=1 {max 1F'(z* + t(zy - 2*) - F'(ﬂ:k)ll}

0<t<1

y supongamos que Zg € S con p y S definidos como en el teorema anterior.
Las hipdtesis de F en z* y la convergencia de la sucesién a x* implican
que {8} converge a cero. Entonces, tenemos que se satisface

e — 2 < 1 {52&"1 ' (z" + t(me ~ 2°) ~ F'(fﬂk)ll} l(zx — =)l

de donde resulta

llzksr — 2l < Brllaw — *|
lo cual demuestra la convergencia superlineal a z*.
Ademass, si se satisface (1.5) entonces

B < (i’ + tak — 2)— al)

< 2pklle - 27

de donde tendremos que
2kt — %)) < 2ux)|ze — 2|2

lo cual implica la convergencia cuadrética. g
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El método de Newton con alguna estrategia de globalizacién como bisqueda lineal
o regién de conflanza opera muy bien en la practics, pero tiene la desventaja de ser
muy costoso. Como una alternativa recomendable, se proponen los métodos Quasi-
Newton, los cuales tienen una velocidad de convergencia menor que la de Newton,
superlineal, pero con la ventaja de ser econdmicos y confiables, Se recomiendan sobre
todo en problemas densos.

1.6 Problemas de gran escala

En Ja actualidad se han desarrollado algoritmos muy eficientes para tratar problemas
de optimizacién con un gran ntimero de variables, llamados problemas de gran escala.
La adaptacién del método de Newton a este tipo de problemas, dic como resultado un
método muy efectivo al trabajar con problemas de grandes dimensiones: el método
de Newton truncado, éste consiste en obtener una aproximacién a la direccién de
Newton, resolviendo las echaciones de Newton, con algin método iterativo.

En muchas aplicaciones de la practica en que se tienen que resolver problemas con
un gran numero de variables, la funcién objetivo puede presentar cierta estructura
especial importante al momento de elegir el método de optimizacién a utilizar. Se ha
observado que al trabajar con un gran nlimero de variables muchas funciones presen-
tan la estructura de separabilidad parcial, esto es, se pueden descomponer en suma
de funciones, las cuales sélo dependen de algunas cuantas variables. Algunos métodos
de optimizacién aprovechan la estructura de la funcién para obtener algoritmos mas
econdmicos y eficientes. En el presente trabajo estudiaremos algunos métodos de

optimizacién y veremos algunas aplicaciones a este tipo de funciones parcialmente
separables.
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Capitulo 2

Métodos de Busqueda Lineal

Queremos resolver el problema de optimizacién con un método de descenso, esto es,
partiendo de un z inicial generamos una sucesién {z;} con la propiedad de que
f(zre1) < flzx) y donde cada iteracidén sea una correccidén de la iteracién anterior,
es decir,

Ts1 = Tk + 8k
Con 8; = OxPk, Pr Una direccion de descenso generada con alguna estrategia general
tal que Vfipr <0y ar € R.

Il problema que abordaremos en este capitulo es el de determinar un ¢, adecuado
en cada iteracion, esto es, una vez determinada pi, cuanto avanzar en esa direccion.
a;, debe encontrarse de manera que se garantice convergencia global del método de
descenso y de preferencia de manera econémica. Usualmente se hace referencia a oy
como el tamario de paso en la iteracién k.

Al procedimiento para escoger oy es lo que se le conoce como Bisqueda lineal y es
usualmente un proceso iterativo finito.

Tedricamente ay debe ser tal que

oy = o = argmin f(z; + api)
x

de manera que la reduccidn en f esté garantizada en cada paso. A los métodos de
bisqueda lineal que tratan de obtener una aproximacién muy buena de a* se les
conoce como bisquedas lineales exactas. Sin embargo, estos métodos son muy cos-
tosos, en la practica se trabaja lo que se conoce como bisquedas lineales inexactas, se
busca que oy satisfaga ciertas condiciones que garanticen la convergencia del método
de descenso a un bajo costo, aunque no aproximen con gran exactitud a o*. En-
seguida veremos que condiciones deben satisfacer el tamafioc de paso de manera que
garantice convergencia global.
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Figura 2.1: La longitud de paso ideal es el minimo global

2.1 Condiciones de Wolfe—-Powell

Los primeros algoritmos de bisqueda lineal que se desarrollaron trataban de realizar
bisquedas lineales exactas, pero se dieron cuenta de que esto resultaba muy costoso
sobre todo si se estaba lejos de la solucién z*, entonces surgieron una variedad de
algoritmos donde se debilitaba mucho la bisqueda lineal, lo tinico que se pedia era
que f(zrs1) < f(zk), pero a veces se lograba un decrecimiento insignificante y se
tenfa como resultado un proceso demasiado lento. Fue entonces que se planted el
problema de establecer qué condiciones debe de satisfacer oy, de manera que se logre
convergencia global y ademds que se encontrara mediante un proceso econdémico.
Goldstein en 1965 propuso dos condiciones sobre ai, la primera para garanti-
zar una reduccién significativa de la funcién objetivo f, esto se mide mediante la
desigualdad
Flee+ap) < Flze) + porV f(22) i (2.1)

o equivalentemente,

f(@e) = flze+ aupi) = —paiV f(z) pe

con p € (0,1/2) un pardmetro fijo, esto es, que la reduccién en f debe ser propor-
cional tanto el tamafio de paso . y a la derivada direccional V f{zx)pe. La segunda
condicién de Goldstein evita que o esté muy cerca del origen, se pide que

flaz + awpe) = flze) + (1 — )V (z) P (2.2)
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Las condiciones de Goldstein se ilustran en la figura 2.2.

1 :‘&apkl

Figura 2.2: Condiciones de Goldstein

Una observacién importante de las condiciones de Goldstein es que la segunda
condicidn puede excluir el minimo de f a lo largo de la linea f(zx + api) como
se ilustra en la figura 2.2; es por esto que (2.2} usualmente se reemplaza por una
condicién sobre las pendientes de la curva unidimensional, esta condicién se conoce
como condicion de curvatura y establece que

Vf(ze + akpk)tpk > va(mk)tpk (2.3)

con 0 < p < 0 < 1, esto es, la pendiente en o €s menor que la pendiente en el
origen, esto tiene sentido ya que una pendiente menor y negativa indica que estamos
reduciendo f significativamente a lo largo de la direccién py.

Las condiciones (2.1) y (2.3) se conocen como las condiciones de Wolfe-Powell.
Las reescribimos para futuras referencias como

fze) + porV frpe (2.4)
oV fim (2.5)

f(zk + axpr)

<
Vi(zk + axpe)pe >

conl<p<eo<l. 7
Para trabajar con la funcién unidimensional f(zx+ ap:) frecuentemente se utiliza,
la notacion

wla) = flzi + apr)
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en donde las condiciones de Wolfe-Powell se escriben como

plar) < ©(0) + peuy(0) (2.6)
prlar) = opr(0) (2.7)
con 0 < p < 0 < 1. Geométricamente (2.6) indica que ¢(ax) debe estar abajo de la
llamada p-linea, la linea con ordenada en el origen f(zx) y pendiente negativa pp/(0),

los intervalos donde esto se satisface se muestran en la figura 2.3, para ilustrar (2.7) se

presenta la figura 2.4 y para los puntos que satisfacen ambas condiciones se muestran
en la figura 2.5.

i :‘oap.)

f(nlu:p.)

Sasprables

Figura 2.3: Condicién de decrecimiento suficiente

Un punto que satisface (2.6) y (2.7) puede no encontrarse cerca del minimo de
¢(a), es por esto que se modificé un poco (2.7) para forzar a ax a estar al menos en
la frontera de una vecindad de un minimo local o de un punto estacionario de , para
lograr esto se tienen que satisfacer las condiciones fuertes de Wolfe-Powell

wlar) < @(0) + porypr(0) (2.8)
ket(ar)l > aler(0) (2.9)

con 0 < p <o <1. Aqui no se permiten pendientes muy positivas.

Para garantizar que bajo las condiciones de Wolfe-Powell se alcanza convergencia
global, lo primero que tenemos que establecer es que existen puntos aceptables para
estas condiciones. La restriccién ¢ > p es fiindamental para asegurar que existen
puntos aceptables y que pueden localizarse en un nimero finito de pasos, como se
enuncia en el siguiente resultado.
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Figura 2.4: Condicién de curvatura

o vap)

Figura 2.5: Longitudes de paso que satisfacen las condiciones de Wolfe-Powell
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Lema. Suponga f : R* — R continua y diferenciable. Sea pi una direccion de
descenso en xy y suponga que f estd acotada por abajo en el rayo {zx + apy : o >
0}. Entonces si 0 < p < 0 < 1 entonces eziste un intervalo de longitudes de paso

que satisfacen los condiciones de Wolfe—-Powell y las condiciones fuertes de Wolfe-
Powell.

Demostracién.
Como p(a) = f(zr+apk) estd acotada por abajo para toda o > 0, y como
0 < p <1, lalinea l{a) = f(zx) + a(pV fip:) debe intersectar la grafica

de ¢ al menos una vez. Sea oy > 0 el valor mas pequenio de interseccién
de o, esto es,

f(.’.l:k + afpk) = f(:r:k) + a;pr,ﬁpk (2.10)

La condicién de decrecimiento suficiente (2.4) se satisface para todos las
longitudes de paso menores que oy.

Por el teorema del valor medio existe a. € (0, ay) tal que

Flae + appr) — Fla) = apV f(@e + agpe)'pr (2.11)

Combinando (2.10) y (2.11) tenemos que

Vf(zk + aepi)pi = oV fipe > 0V fipx (2.12)

yaque p< oy Viip < 0. Entonces a. satisface las condiciones de
Wolfe-Powell (2.4) y (2.5) ¥ las desigualdades son estrictas en ambos casos.
Entonces por la hipdtesis de suavidad en f, existe un intervalo alrededor
de o, en el cual se satisfacen las condiciones de Wolfe-Powell. Como el
término en la izquierda de (2.12) es negativo, entonces las condiciones
fuertes también se satisfacen, lo cual termina la demostracién. g

2.2 Convergencia de métodos con busqueda lineal

Dentro de las propiedades mas importantes de las condiciones de Wolfe~Powell estd
que garantizan convergencia global para el método de descenso bajo ciertas condi-
ciones de la direccién de biisqueda, esto ya que si la direccidn py es cercanana ser or-
togonal a la direccién de maximo descenso, entonces puede alcanzarse una reduccién
muy pequefia en la funcién. Esta posibilidad puede evitarse si la direccién py satisface
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un criterio del angulo, necesitamos que py y —V f{z;) no estén cerca de ser ortogo-
nales, esto es, si ) es el dngulo entre p, y —V f(zx), entonces existe una constante

4 > 0 tal que

”VfI:pk

——t o > 5 > () ara toda k 2.13}
TV Felllpel b (

Si esto se satisface, entonces tendremos convergencia global del método de descenso
con bisqueda lineal. Establecemos esto en el siguiente resultado debido a Zoutendij.

cosfy =

Teorema. Considere un método de descenso donde

Thyr = Tp + O

donde px es una direccion de descenso y oy satisface las condiciones de Wolfe-Powell.
Suponga que f estd acotada por abajo en R™ y que f es continuamente diferenciable
en un conjunto abierto D que contiene el conjunto de nivel £ = {z: f(z) < f(x0)},
donde zqo es el punto inicial de la itergcion. Suponga también que el gradiente V f(z)
es Lispchitz continuo en D, esto es, eriste una constante L tal que

IV f(z) - V@I < Lilz - 2| para toda x,% € D
y st se satisface (2.13), entonces se tiene que

IV fill — 0

Demostracién.
De la primera condicién de Wolfe-Powell tenemos que

flra) — flzx) < porV fipx (2.14)

veremos que a;, estd acotada inferiormente, en primer lugar, de la segunda
condicién

Vfepe — Vo 2 oV fipr = V fipe
lo cual implica que

(Vs = ViYpe 2> (0 - DV fimk

esta ecuacién junto con la condicién de Lipschitz, la cual puede escribirse
como

(Vi — VYo € axLijpill?
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conducen a que
-1
o 2 s V fipx
Lilpel? " 7"
sustituyendo esto en la ecuacién (2.14), tenemos que

o — 1 (Vfip)?
L el

de la definicién de cos 8y, tenemos que

Jemi S fet+p

fierr < fi + Ccos 0|V fi))? (2.15)

donde C = po—E-—l—, ahora sumando sobre todos los indices en (2.15),
tenemos que

k
frrt € fo+C Y cos® 85{V 2 (2.16)

i=l1

Como f estd acotada inferiormente, entonces

Jo— fami <M Vi

donde M es una constante, entonces tomando limites en ambos lado de
(2.16), tenemos que

> cos? G|V Fill < o0

=1
de donde se sigue que
cos” 6|V fil> — 0

pero como se satisface (2.13), entonces se tiene que
IV fill — 0

que es lo que queriamos demostrar. g

Entonces en un método de descenso con biisqueda lineal que satisface las condi-

ciones de Wolfe-Powell los gradientes convergen a cero siempre que las direcciones de
busqueda no estén cerca a ser ortogonales al gradiente. En particular en el método
de descenso mas rapido la direccién de bilsqueda hace un 4ngulo cero con la direccién
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del gradiente negativo, entonces tendremos convergencia global si se utiliza busqueda
lineal con Wolfe-Powell.

Tenemos entonces ya establecidas las condiciones que garantizan convergencia
global, nos enfocaremos ahora al problema practico de encontrar un tamano de paso

adecuado en cada iteracidn, es decir, un tamafo de paso que satisfaga las condiciones
de Wolfe-Powell.

2.3 Algoritmos para la bisqueda lineal

Los algoritmos de busqueda lineal usualmente son procesos iterativos que constan
de dos fases: la fase de bracketing o localizaciéon en la cual se busca encontrar un
intervalo que contenga puntos aceptables para las condiciones de Wolfe-Powell y
la fase de seccionamiento, en donde el intervalo es dividido para escoger un punto
aceptable dentro de dicho intervalo.

Existen varios algoritmos para la bisqueda lineal, de los mas conocidos podemos
mencionar el debido a Moré y Thuente {34] y el de Fletcher {21]. En esta seccion
mencionaremos las ideas del] algoritmo de Fletcher.

Usaremos solo en esta seccién la notacién

fla) = fzr + ops)

Entonces queremos encontrar un oy que satisfaga las condiciones de Wolfe~Poweli.

f(a) £ £(0) + paf'(0) (2.17)

[f(e)] £ —af'(0) (2.18)
D<p<o<l.

Describiremos un algoritmo particular de bisqueda lineal que satisface estas condi-
ciones haciendo un nimero finito (usualmente pequefio) de evaluaciones de f(a) y
f'{a).

Si la funcién f estd acotada inferiormente, entonces existe un intervalo con puntos
aceptables como ya se ha demostrado, para evitar que el algoritmo fracase en caso de
que la funcién no esté acotada, supondremos que €l usuario puede proporcionar una
cota inferior f de f(a), mas precisamente se supone que el usuario esta preparado
para aceptar cualquier valor de f(c) para el cual f{a) < f. Una consecuencia de esta
suposicién es que la busqueda lineal se puede restringir al intervalo (0, »], donde

_f-10
pf'(0)
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es el punto en el cual la p-linea intersecta la linea f = f.
Describiremos ahora con detalle las dos fases del algoritmo de bisqueda lineal.

2.3.1 Localizacion

En la primera fase del algoritmo, la localizacién, queremos encontrar un intervalo o
bracket con puntos aceptables. En esta fase la iteracion «; se mueve hacia la derecha
con grandes saltos hasta que detecta o f < f o se localiza un corchete con un intervalo
de puntos aceptables. Inicialmente ag = 0, oy es dado (0 < a; < u) y entonces el
algoritmo de localizacién se puede describir de la siguiente manera.

Si fe) > f(0) 4+ a1pf’(0), entonces estamos en la siguiente situacion, ilustrada
en la figura 2.6

Figura 2.6: El punto prueba est4 arriba de la g~linea

entonces [0, ;] es un bracket con puntos aceptables.

Si f(oy) > f(0), tenemos una gréfica similar a la figura (2.6) y entonces [0, o] es
un bracket con puntos aceptables.

Si no pasa esto, es decir, f(a) no estd arriba de la p-linea y f(oa) < f(0),
entonces tenemos una de las situaciones como las que se ilustran en la figura 2.7
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Figura 2.7: a)f'(a1) < 0 b)f'(ay) >0

En este caso calculamos f'(aa), si {f'{a1)] < —of'(0), entonces o es un punto
aceptable para las condiciones de Wolfe-Powell y salimos del algoritmo de bisqueda
lineal sin hacer seccionamiento.

Si no se satisface la segunda condicién de Wolfe-Powell, pero si f'(a;) > 0, como
en la figura (2.7) b), entonces {0, ;] es un bracket con puntos aceptables ya que
f'(0) < 0y como la funcién es continua, en algiin momento llego a un minimo en el
intervalo [0, a1].

Si f'(e1) < 0, entonces lo que hay que hacer es movernos hacia la derecha, quiere
decir que no hemos llegado al minimo de la linea, que la funcién sigue bajando, como
se muestra en la figura (2.7) a). El movimiento hacia la derecha puede hacerse de
varias maneras, una forma de hacerlo es calcular el polinomio de interpolacién con
los datos con los que contamos hasta e} momento, esto es, con 0, f(0), F(0), o,
flay), f'(0y) podemos determinar el polinomio cuadritico o cibico que interpola
estos datos, encontrar el minimo a9, de este polinomic y ese serd nuestro nuevo
punto en la sucesién, el cual habremos de probar si es un punto aceptable. Pero
para garantizar convergencia répida, el nuevo punto no debe estar muy cercano a 0 y
debemos asegurarnos que avance lo suficiente, lo que se hace en la prictica es pedir
que avance a lo més 7; veces ov; a partir de a4, y a la vez se pide que el nuevo punto
no exceda . Esto es,

a3 € [2aq, min(g, 0y + 1))

donde 13 > 1 es un factor fijo por el cual se mide cudnto se permite avanzar,
tipicamente 7 = 9.
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Entonces en el caso que estamos es

Al ——— —_———

Figura 2.8: El punto ¢ tiene que moverse hacia la derecha

esto es, f{o) estd debajo de la linea p y con f'(a;) < 0. Calculando a2 por el pro-
cedimiento anterior, entonces volvemos a caer en alguno de los dos casos anteriores.
Primer caso. Si f(az) > f(0) + paaf'(0), como se muestra en la figura 2.9,

Figura 2.9: f(ag) arriba de la p-linea

entonces (a1, &) es un bracket con puntos aceptables.
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Segundo caso. Si f{ag) > f(a1), graficamente,

{

Figura 2.10: f(az) > f(ou) y por debajo de la p-linea

entonces oy, a,] es un bracket con puntos aceptables.
Si no ocurre esto, entonces calculamos f'{ap). Si |f'(a2)| < ~of'(0), entonces
salimos, con ay ya que es un punto que satisface las dos condiciones de Wolfe-Powell.
S no pasa esto, entonces estamos en una de las dos condiciones siguientes, que
estdn ilustradas en la figura 2.11

q

LY

Figura 2.11: a)f (a1} > flas), f'(a2) > 0 b} fea) > f(ex), f'(ca) <0

Si fla1) > f(a2) ¥y f'(az) > 0 como en a), entonces [ap, 4] es un bracket con
puntos aceptables. Si f(a;) > f(a2) y f'(az) < 0 como en b), entonces tenemos
que avanzar mas hacia la derecha, esto lo podemos hacer calculando el minimo del
polinomio de interpolacion ahora con los datos del valor de la funcién y la derivada
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en o ¥ az. El mievo punto no debe estar muy cerca de a; y debe avazar lo suficiente,
gse tiene que

a3 € 200 ~ vy, min(p, g + {0 ~ 1))
y volvemnos a iniciar el proceso.
Entonces el algoritmo para la fase de localizacion es el siguiente:

Algoritmo: Localizacion .
Entrada: oy, f(0), f'(0), p, 0,0, f

Salida: ai,ai,m
fori=1,2,...,do

begin evaluar f(a;)
if f(;) < f then terminar
if flas) > f(0) + cuipf'(0) o f(w) = flai-a)
then begin a; = a4..1; b; = @y; terminar B, end;
evaluar f'{cy;)
if |f'{a;)] < —o f'(0) then terminar
if f'{a;} 20
then begin a; = oy, b; = a;_y; terminar B, end;
if p <20 — oy
then oy = u
else escoger 041 € {204 ~ oy, min(p, o; + 71{a; — ai1))), end;
end

En el algoritmo terminar B se utiliza para indicar terminacién solamente la fase de
localizacidn, mientras que terminar indica terminacién de la bisqueda lineal con un
punto aceptable a; o con un punto en el cual f{a;) < f. Si se termina por un terminar
B entonces tenemos un corchete [a;,b;] (es conveniente permitir a; < b; 0 b; < a; en

esta notacién de corchete) que estd en alguno de los siguientes casos que se ilustran
en la figura 2.12.
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Figura 2.12: Corchetes al salir de la fase de Localizacién

En cualquiera de estos casos se tiene que el corchete tiene las siguientes propiedades:

i) a; esel punto donde se tiene el menor valor de [ que satisface la primera condicién
de Wolfe-Powell (2.17).

ii) f’(a;) ha sido calculada y satisface
(b — a)f'(a:) < 0
pero no satisface (2.18).
iii) b satisface f(b;) > f(0) + bipf’(0) o F{(b:) > f{a:) o ambas.
Para tales corchetes se satisface el siguiente resultado.

Lema Sio > p, un corchete que satisface las propiedades anteriores contiene un
intervalo de puntos aceptables para los condiciones de Wolfe-Powell.
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Demostracion.

Si b; > ai, considere la linea L que pasa por (a;, f(ai)) ¥y que tenga pen-
diente pf'(0), esto es, paralela a la p-linea, como se muestra en la figura,
2.13

Figura 2.13: La linea L en el caso que a; < b;

Sea ¢&; el punto en (a;, b;) més cercano a g; en el cual la gréfica de f(a)
intersecta L. La existencia de &; se tiene ya que f es continua y dado que
f(b;) > f(a;) o f(b:) > f(O) + pb; f'{0), Como b; — a; > 0, y tenemos que
(b; — a;)f'(a;:) < 0, entonces esto implica que

fila;) <0

Utilizando el teorema del valor medio, tenemos que existe ¢; tal que &; €
(as, &) tal que

f&) = M = pf'(0) > o f'(0)
Q —
ya que estamos suponiendo que ¢ > p, y entonces &; satisface la segunda
condicién de Wolfe~Powell y ya tenfamos que satisface también la primera
condicién, entonces por continuidad de f tenemos que existe un intervalo
de puntos aceptables.

Si b; < a; entonces estamos en €l caso que se ilustra en la figura 2.14.
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Figura 2.14: La linea L en €l caso que b; < g;

Consideremos la linea que pasa por (a;, f(a:}) con pendiente cero y de
nuevo sea ¢; el punto més cercano a a; donde se intersecta la linea L con
f(a), este punto existe por las propiedades ii) y ii), entonces tenemos que

f(b) > fla)), (bi—ai) <0, (b;i—a;)f'(a;) <0

= f'(a:) >0
entonces por el Teorema del Valor Medio existe &; € (&, a;) tal que
1 di '— f Qi ' ’
pia) = L2 o5 pr0)5 0100
t]

y entonces ¢; satisface la segunda condicién, como ya teniamos que sat-
isfacia la primera condicién, entonces es un punto aceptable. De nuevo,
por la continuidad de f tenemos un intervalo con puntos aceptables.

Esto termina la demostracion. g

Este Lema muestra que la fase de localizacién ha alcanzado un corchete con puntos
aceptables. Ahora viene la fase de} seccionamiento.

2.3.2 Seccionamiento

En la fase de seccionamiento escogeremos un punto dentro del intervalo de puntos
aceptables obtenido en la localizacion. Para esto se genera un sucesion de corchetes
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[a;,b;] para j = i, + 1,... cuyas longitudes tienden a cero. En cada iteracién se
€sCOge Un nuevo punto a; € [a;, by] y el siguiente corchete es [a;, o5, [aj, all, o [a;, 4],
la eleccidn se hace de manera que que las propiedades i}, ii}, iii} se sigan satisfaciendo.
La fase del seccionamiento termina cuando el punto actual ¢; satisface las condiciones
de Wolfe-Powell.

Entonces al salir de la localizacién tenemos un corchete de alguna de las siguientes
formas que se ilustran en la figura 2.15

- ———

wr e ———

o i
o

Figura 2.15: Corchetes al salir de la fase de Localizacion

Escogemos a; € [aj + Tz(bj - aj),b_-_', - Ta(bj - a_j)] = [C, d] con<m<m< 1/21
esto garantiza que la longitud del intervalo disminuya en cada iteracion. Enseguida
calculamos f{a;) y generamos el nuevo corchete:

Si fa;) > f{0)+ pa; f'(0) entonces tenemos que en el nuevo corchete

@j+1 = @5, b = 0y
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Si f(a;) > f(a;), entonces en el nuevo corchete
a1 = aj,  bjn1 = ay

Si no pasa esto, es decir, si f(a;) > f(c;) entonces calculamos f'(ay).
5i f'(a;) < of/(0) salimos de la biisqueda lineal y av; €s un punto que satisface las
dos condiciones de Wolfe-Powell.

Si no se satisface la segunda condicién, entonces
Gj41 = G

Yy veamos como escoger b; ;.

Lo vamos a hacer por casos, de acuerdo a los corchetes que aparecen en la figura
2.15. Los casos de las dos primeras figuras son similares, entonces se tratardn como

uno solo, en este caso puede presentarse una, de las siguientes situaciones de la figura
2.16

—
-
-
-
[ 3
N
-

Figura 2.16: a)(b; — a;)f'(0;) < 0 b) (b; - a;)f"(e;) > 0
En el caso a) se tiene que en el nuevo corchete

Gi+1 =05, by =b;
En el caso b) se tiene que en ¢l nuevo corchete

ajs1 = Q5 bjyr = ay
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Para el caso del tercer corchete, se puede presentar una de las siguientes situaciones
de la figura 2.17.

Figura 2.17: a)(b; — a;)f"(¢;) > 0

En el caso a) se tiene que en el nuevo corchete
@i = @5 bip = a;

En el caso b} se tiene que en el nuevo corchete
@41 = @ bj=1b

Entonces si encontramos a;4; = ¢; nos fijamos en el signo de (b; — a;}f'(2;)

Si (b; — a;)f'(a3) > 0, entonces b;y1 = a;
Si (b; — a;)f'(a;) < 0, entonces b1 = b;

Entonces el algoritmo puede ser descrito de la siguiente manera:

Algoritmo: Seccionamiento
Entrada: [a;,b;], f(0), f/(0), p, 0, T2, 73, i.
Salida: o;

forj=4,4+1,...,do
begin escoger o; € [a; + Ta(b; — a;) b; — 73(b; — aj)]
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evaluar f(a;)
if f(a;) > F(0) + a;0f'(0) o fleg) > f(a;)
Bjvr1 = Q;
bj1 = a;
else
evaluar f'(a;)
if | f'(a;)] € ~a £(0), salir, end
aip = @y
if (6 — a;) f'(a;) 2 0
bj+1 = a;
else
bj+1 = bj
end
end
con0 <<y <1/2
Entonces tenemos que si
a): 'bj-i-l — | = ,bj - a; — 72(51' — a;)|
= |(1 ~ m)(b; — a,)|
b): (bjur = aju1] = |b; - 13(b; — a;) — aj
= (1 - 73)(b; — a;)|
Como 0 < 73 < 73 < 1/2, entonces
bj1 ~ @] < (1- 72)[b; — ;] (2.19)

< 1/2)b; — ay

Y esto garantiza la convergencia de la longitud del corchete a cero. Los valores tipicos
son 73 = 1/10, (73 < o es recomendable) y 73 = 1/2 aungue el algoritmo no es muy

sensible a los valores precisos que se utilicen.
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La eleccién de a; en la segunda linea del algoritmo se puede hacer interpolando
un polinomio cuadratico o cibico segin la informacién con que se cuente y obtener
el minimo del polinomio en el intervalo requerido.

Al salir del algoritmo de buisqueda lineal, el punto o; satisface las dos condiciones
de Wolfe-Powell y es el tamafio de paso que se utiliza en el algoritmo de minimizacion.

Enseguida tenemos ¢} resultado que garantiza que el algoritmo descrito converge.

Teorema. Sio > py el bracket inicial satisface las propiedades 1), ii) y iii) entonces
el esquema de seccionamietno anterior cumple una de las siguientes propiedades:

a) El esquema termina con un o, que satisface las condiciones de Wolfe-Powell

b) El esquema fracasa para terminar y exziste un punto c tal que para § suficien-
temente grande a; — c y b; — ¢ mondtonamente (no estricto) y ¢ es un punto
aceptable para las condiciones de Wolfe—-Powell.

Ademds, si o > p entonces b) no puede ocurrir y el esquema debe terminar.

Demostracién.

De (2.20) tenemos que |a; — b;} — 0 y como se describe en el algoritmo
[a;+1,b541) C laj, bj], entonces existe un punto limite ¢ tal que a; — c y
b; — ¢y como a; € [a;,b;] entonces, a; — c.

Como a; satisface que f(a;) < f(0) + a;pf'(0) pero no satisface [f'(a;} <
—o f'(0), entonces se sigue que ¢ satisface f(c} < f(0) + cpf' (0} y
\f'(e)l = - f(0) (2.20)

Suponga que existe una subsucesién infinita de brackets 'para. los cuales
b; < a;, entonces por la propiedad iii)

f(b;} > fla;) = f(b;) ~ fla;) 2 0
pero por ii} {(b; — a;) f'(a;) £ 0= f'(a;) 2 0 entonces por el Teorema del
Valor Medio y la existencia de ¢ se tiene que f'(¢) < 0.

Pero por ii) se tiene que en ¢l limite f'(¢c) > 0, entonces esto implica que
f'{¢) = 0, pero esto contradice la-suposicién (2.20).

Entonces no puede existir una subsucesién infinita de brackets para los
cuales b; > a;, entonces a; — ¢ y b; — ¢ para j suficientemente grande.
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Consideremos ahora el caso b; > a; como f(a;) < f(0) + a;0f'(0) y
f'(a;) < 0 ya que (b; — a;)f'(a;) < O por iii) se tiene que

f(b;) = flaj) > (b; — a;)pf'(0)

entonces b
f( .;) - f(aj) > pff(o)
i T4
y por el Teorema del Valor Medio existe ¢ tal que
flcy = pf'(0)

Pero (b; — a;) f'(a;) < 0 lo que implica que f’'(a;) < 0y entonces f'(c) <
0. Si 0 > p de nuevo estas desigualdades contradicen el hecho de que
|f'(e})] 2 —of'(0) ya que si ¢ > p entonces o f'(0) < pf’(0) esto implica
que [f'(c)| = pf'(0).

Esto muestra que b) no puede ocurrir si ¢ > p, en cuyo caso el algoritmo
debe terminar.

Si o0 = p la posibilidad de no terminacién existe con un punto limite ¢

para el cual se satisface la condicion de Wolfe-Powell y f'(c) = pf'(0). @

Para propésitos practicos el teorema anterior indica que se debe seleccionar o > p,
en cuyo caso el algoritmo de seccionamiento tiene garantia de terminar con un punto
aceptable.

Con esto queda establecido que el algoritmo encuentra un punto aceptable, ai.

2.3.3 Parametros del algoritmo de bisqueda lineal

El algoritmo descrito contiene algunos parametros que no se han especificado total-
mente, mencionaremos ahora algunos de los valores utilizados en la practica.

El algoritmo esta descrito bajo el supuesto de que no se cometen errores de re-
dondeo, y éstos pueden causar problemas sobre todo cuando z; es cercana a z*. En
este caso, atiin cuando f'(0) < 0, puede ocurrir que f(a) > f(0) para toda a > 0, de-
bido a errores de redondeo. Esta situacién también puede presentarse si se tiene aigiin
error en la formulacién de la derivada. Entonces Fletcher propone otro criterio de paro
en la fase del seccionamiento: terminar después de la linea 3 si (a; — a;)f'(a;) < ¢,
donde € es una tolerancia propuesta por el usuario relacionada con un pardmetro para
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abandonar el método de minimizacion si se satisface que fi — fry1 < €, en este caso
se sale del algoritmo con la indicacién de que no se pudo avanzar mas.

Dentro del algoritmo se menciona el uso de un polinomio de interpolacién cuadratico
o ctibico para generar nuevos puntos en la sucesion, tanto en la fase de localizacién
como en el seccionamiento, estos polinomios y sobre tode los minimos de estos poli-
nomios deben calcularse de manera estable. Dado el intervalo [0, 1] y los valores de
la funcién y su derivada fo = f(0), f1 = f(1), f§ = f'(0) entonces existe un vnico
polinomio cuadratico que interpola estos valores y esta definido por

a(z) = fo+ for + (fr — fo— fo)#°
Si ademds contamos con f; entonces el correspondiente interpolante ciibico es
c(2) = fo+ for +n2* + 928

donde
n = 3(ft — fo)2fs — f1, W= fo+ fi —2(f1 ~ fo)

Como en Ios aigoritmos de localizacién y seccionamiento se trabaja con intervalos
(a,b] en lugar de [0, 1] y a > b estd permitido, entonces se hace la transformacion

a=a+z(b—a)

el cual mapea [0, 1] en {a,b]. Este cambio a [0, 1] se realiza para que el algoritmo de
interpolacién sea mas estable.

Otro pardmetro importante es la eleccién de «; inicial, un buen punto inicial
evitard evaluaciones innecesarias de f y de su derivada. En caso de que la forma de
escoger px esté basada en el método de Newton, como éste tiene convergencia local
cuadrética, estd bastante aceptado que a; = 1 es una buena eleccién, ya que en una
vecindad de z* este paso serd suficiente para avanzar en el algoritmo.

De manera similar, si p; se obtiene por algiin método Quasi-Newton, como lo-
calmente se tiene convergencia superlineal, entonces a; = 1 también trabaja bien en
este caso. '

Si pr no se escoge por Newton o Quasi~Newton, Fletcher propone un estimador
inicial que ha funcionado bien en la practica. Sise cuenta con un estimador A f > 0 de
la reduccién que debe alcanzar f en la bisqueda lineal, entonces es posible encontrar
un punto inicial minimizando la cuadratica formada con los datos f(0), f/(0) y &f.
Encontrando el polinamio de interpolacién tenemos que

~ fle) = £(0) + f(0)a + Ac?
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si a; es el minimo, obtenemos que

f(0)

= —,_2_(;1,__
de aqui
floy) = f(B) + f'(Q)ay ~ f ((;)01

entonces

flaw - 510 = L0

!
0
o —Af = F'(0)ay
2
=24
£(0)
En la primera iteracion del método de minimizacién A f debe suprimirse, pero en
las siguientes iteraciones se ha encontrado que

Af = max(fix-1) — fix), 10€)

funciona bien, esta es la reduccién de la iteracién anterior convenientemente salva-
guardada.

de donde resulta el estimador

ay

2.3.4 Experimentos numéricos

Se realizé una implementacién en fortran y otra en MATLAB del algoritmo aqui
descrito y se realizaron pruebas computacionales para comparar su efectividad con
las funciones unidimensionales propuestas por Moré y Thuente en {34]. En todos
los casos las funciones tienen un nico minimo global. Los resultados presentados se
obtuvieron en una maquina PENTIUM con 133 Mhz y 16 Mb en memoria RAM.

Se presentan los resultados de los experimentos partiendo de varios puntos ini-
ciales, a; = 10%, para 1 = 1,%3 para ilustrar el comportamiento del algoritmo con
diferentes puntos iniciales. Primero se presenta en la tabla los resultados reporta-
dos por Moré y Thuente [34] y después los resultados obtenidos con nuestra imple-
mentacién. Se especifican los valores de p y o utilizados en cada caso.

La primera funcién tiene una regién de concavidad a la derecha del minimo y est4

definida por
43

50 =~ 57 (2.21)
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con 3 = 2, la grafica de esta funcién se ilustra en la figura 2.18 y los resultados se
presentan en la Tabla 1.

Figura 2.18: Grafica de la funcién (2.21) con 3 = 2.

Tabla 1. Resultados obtenidos para la funcién de la figura 2.18 con p = 0.001 y

=01 .
Resultados en (34] Resultados del Algoritmo
o | no.ter. | o ftloy) | nodter. | o, fr{om)
1073 6 141 ~9210°] 5 1.5 2.010~
1071 3 14| 471073 4 14| 6.0103
107} 1 10] 94103 1 10 | —9.8 1072
108 4 37| 7310 6 31.2| 101078

La segunda funcion de prueba es céncava a la izquierda del minimo y se define
como

(@) = (e + B)° - 2a + B)* (2.22)

con 8 = 0.004. La grafica de esta funcién se ilustra en la figura 2.19 y los resultados
computacionales se presentan en la Tabla 2.
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Figura 2.19: Gréfica de la funcién (2.22) con 3 = 0.004.

Tabla 2. Resultados obtenidos para la funcién de la figura 2.19con p= 0.1y ¢ = 0.1

Resultados en [34] Resultados del Algoritmo
a;y no.iter. | a, ft(an) | no.iter. | o, fHan)
1073 12 1.6] 7.1107° 11 1.5 3.710~°
10°t 8 1.6{ 1.010°'0 9 1.5 1.0 1073
10*! 8 1.6 | ~5.010"° 7 1.5 1.8 1072
10%3 11 1.6 | —2.310°8 9 1.5 1.8 1072

La tercera funcién de prueba estd definida en términos de los parametros { y 3,

por
21-p6) sen (l'ir

(@) = fofa) + 222 72 (2.23

donde

a—1 sia>1+48
‘%5(0—1)2'*'%5 sia€l-481+ 8]

El pardmetro 3 controla el tamafic de f'(0) = —3. Este pardmetro también controla
el tamano del intervalo donde se satisface la segunda condicién de Wolfe-Powell, ya
que |f'(a)| > B para |a—1| > B y entonces la segunda condicién de Wolfe-Powell solo
puede satisfacerse para |a — 1] < 8. El pardmetro [ controla el niimero de oscilaciones
en la funcién. Note que si ! es impar entonces f'(1) = 0 y que si / = 4k — 1 para
algtin entero k > 1, entonces f”(1) > 0. ‘

Escogemos § = 0.01 y I = 39. La grifica de la funcién con estos parametros
aparece en la figura 2.20 y los resultados computacionales se presentan en la Tabla 3.

1-a sia<1l-4
fo(a)={
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Figura 2.20: Gréfica de la funcién (2.23) con 8 = 0.0l y [ = 39.

Tabla 3. Resultados obtenidos para la funcién de la figura 2.20 con p=0.1 y o = 0.1

Resultados en [34] Resultados del Algoritmo
a; | no.ter. | an fi(e) | no.iter. | oy, o)
10— 12 10| -5.1107° 10 1.0 6.1 10-°
1007t 12 |10)-1910*] 6 |10| —3.210°7
10+1 10 1.0} -2.010"8 2. 1.0] —4.11071%
10+3 13 1.0 -1.6107° 4 1.0 | —4.1107%

Se observa que los resultados, comparados con los reportados por Moré y Thuente,
son satisfactorios. El punto encontrado estd muy cerca del obtenido en [34] y en
cuanto al nimero de iteraciones en las primeras dos funciones estd arriba o abajo
una iteracién con respecto a los resultados de Moré, pero en general son resultados
similares. En cuanto a la tercera funcidn, se observa que nuestro algoritmo necesita

menos iteraciones para alcanzar convergencia, obteniendo un punto aceptable con
menos esfuerzo computacional.

Referencias |
R. Fletcher (1987). Practical Methods of Optimization John Wiley & Sons, 2nd.Edition.

J.Moré, D.J. Tuente, (1994). Line Search Algorithms with guaranteed sufficient
decrease, ACM Transactions on Mathematical Software vol. 20, pp. 286-307.

J. Noceda] and J. Wright (1999). Numerical Optimization, Springer Series in Oper-
ations Research.
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Capitulo 3

Gradiente Conjugado Lineal

Lias funciones cuadraticas juegan un papel muy importante dentro de los métodos de
solucién de optimizacién no lineal. Recordemos que localmente toda funcién en el
minimo puede ser vista como una cuadrética y que de la familia de funciones no linea-
les, las cuadréticas son las mas faciles de tratar. Las técnicas para la minimizacién de
una funcién cuadrética son el punto de partida en el que estan basados muchos de los
métodos de optimizacién, por lo que nos es necesario entender el comportamiento de
una funcién cuadratica y contar con algoritmos que calculen sus minimos de manera
eficiente y econdmica.

Describiremos en este capitulo un algoritmo para minimizar cuadréticas desarro-
llado en los afios 50’s por Hestenes y Stifiel conocido como Gradiente Conjugado,
ésta es una técnica principalmente iitil cuando se cuenta con un gran numero de
variables ya que resulta un proceso bastante econdémico que solo requiere para operar
unos cuantos vectores. Este procedimiento cuenta con una caracteristica importante:
bajo aritmética exacta la convergencia estd garantizada en a lo mas n pasos, con
n la dimensién del problema, sin embargo, como veremos en algunos casos, pueden
converger en un numero pequefio de iteraciones relativo a la dimensién del problema.

3.1 Problema
Consideremos e] problema de minimizar la funcién cuadritica descrita por
¥(z) = % tAg + bo

donde A € R™*" simétrica, b € R™. Veremos primerc bajo qué condiciones esta
cuadratica tiene minimo con el siguiente resultado.
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Lema. Sea ¥ : R” — R la funcion cuadrdtica

1
U(z) = -2-:1:‘143: + bz
donde b € R*, A € R™™ matriz simétrica.

a) La cuadrdtica ¥ tiene un minimo si y sdlo si A es positiva semidefinida y —b
estd en la Imagen de A.

b) La cuadrdtica ¥ tiene un tinico minimo si y solo st A es positiva definida.

c) Si A es positiva semidefinida, entonces cada solucidn de la ecuacion Az = —b es
un minimizador global.

Demostracién.

(a) <=) Supongamos que A > 0y & € Im(A). Entonces Az = —b tiene
una solucién p, y se tiene

1
Uip+z) = §(p + 2} A(p + z) + b (p + )
1 1
= EptAp + &'z + (Ap)iz + §$‘Aa: + b'p

1
U(p) + (b+ Ap)iz + ExtAx

¥(p) + %xtAz
> ¥(p)

La altima designaldad se da ya que A > 0, ahora, esto se cumple para
toda x € R™?, entonces p es un minimo de ¥.

==) Supongamos que p es el minimo de ¥, entonces por las condiciones
necesarias de primer orden de un minimo local, se tiene que

V¥ (p) =0

= Ap+b=0,= ~bec Im(A)

y se tiene que V*¥(p) > 0,=> A = V2¥(p) > 0. Con esto queda de-
mostrado (a)
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(b) <=) Se utiliza el mismo argumento que en {a} sélo que ahora se
satisface 2t Az > 0 lo que implica que

U(p+z)>T(p), Vr

lo que implica que p es el inico minimo de V.

=)} Supongamos que A > 0 no es positiva definida, entonces existe un
vector = # 0 tal que Az = 0, entonces por lo anterior, tenemos que

¥(p+z) = ¥(p)

y el minimo no es inico lo cual indica una contradiccion, entonces A > 0.

(c) se sigue de (a). g

Dada la cuadratica ¥ se tiene un buen procedimiento numérico para encontrar
su minimo. Primero se intenta calcular la factorizacién de Cholesky de A, esta fac-
torizacion existe si y sélo si A > 0 y en este caso se obtiene una matriz triangular
superior R tal que

B=R'R

Si durante el proceso de factorizacion se encuentra un elemento negativo en la diago-
nal, entonces A no es positiva semidefinida y el lema anterior muesta que ¥ no tiene
minimo. Si la factorizacién existe y R es no singular, entonces el minimo se calcula
resolviendo el sistema Ap = —b, o equivalentemente,

Rty = -b, Rp=w

Entonces minimizar ¥ y resolver el sistema Az = —b son problemas equivalentes si
A es simétrica positiva definida. El proceso de encontrar la factorizacién de Cholesky
de A es el mas utilizado en la practica para minimizar ¥, pero para el caso de A
con grandes dimensiones esto puede representar una cantidad inaceptable de trabajo,
de aqui la necesidad de una técnica econdmica para el casc de un gran nimero de
variables. El método de Gradiente Conjugado es de los mas utilizados en estos casos,
describiremos a continuacién las ideas detrds de este método.

Minimizaremos ¥(z) partiendo de que A es positiva definida para garantizar que
tiene minimo. Con los antecedentes del capitulo anterior minimizaremos ¥(z) con
algin método de descenso con bisqueda lineal: Dado zy punto inicial, generamos

Tr41 = Tk + xPr




46 Gradiente Conjugado Lineal

con pi alguna direccién de descenso y a; el minimo de ¥(z) sobre la direccién py.

Veamos cémo escoger ax v px. Como ¥ es cuadritica, podemos calcular a4 de
forma exacta, tenemos que

oy, = arg min ¥{z; + op)
o
para encontrar el minimo calculamos los puntos criticos, esto es,
VU(zx + api)'pe = 0

de donde resulta .

(Alz + apr) + 0)'pe = 0
lo cual implica

(Azy + 6)'px + aplAp, = 0
de donde obtenemos ax,
(—=b— Ax)’pr

pLADK

Notemos que V¥(z) = b+ Az, entonces como notacién introducimos el residual en
Zp COMO

Qp =

T = -6 A.’l’.‘k
Note que
Te = —VlIf(mk)
con esta notacion entonces tenemos que
t
TtPk
= (3.1)
PLAPk

es el minimo de ¥ sobre la direccién p,. Considerando oy de esta forma se obtiene

1 (ripy)?

\IJ(Ik + Otkpk) = \IJ(CEk) — -Q-M
k

entonces para asegurar una reduccién en ¥ la direccién p; no puede ser ortogonal a
Tk, 0 lo que es lo mismo, a —VW¥(z), esto es, necesitamos

TiDk # 0 (3.2}

Esto da lugar al siguiente algoritmo para encontrar z*, el minimo de ¥:
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ZTg = punto inicial

o = —b—A:Eo
k=0
while r¢ # 0

Escoger una direccién py tal que ripy # 0
ay =T1ipr/ PiAPk

T+l = Tk + QP

Tiel = —b— ATp4s

k=k+1

(3.3)

end

Ahora tenemos el problema de cémo escoger la direccién pi en la practica.

3.2 Meétodo de Direcciones Conjugadas

La primera opcion que puede considerarse es la direccién de menos el gradiente en el
punto actual, o el residual en este caso, ésta es una direccién de descenso y satisface
(3.2), pero esto conduciria al método de descenso mds rapido con bisqueda lineal
y como se sabe este método converge muy lentamente. Otra opcién para p; es la
direccidn de Newton y tendriamos convergencia en un solo paso, pero no es costeable
cuando la dimensién es muy grande.

Entonces buscaremos una forma econémica de calcular p, de manera que se garan-
tice convergencia, tratando de evitar los problemas del método de descenso mas
rapido.

Supongamos que estamos en la primera iteracién, esto es, dadaos x4 v pg, calculamos
ag por (3.1) y obtenemos

Ty = Zp + GoPo
Ahora, cémo obtener una buena direccion para avangzar, p,?7 Tenemos que si z; =
z1 + app entonces

U(z2) = ¥(z) +ap)
= Y(zo + aopo + ap1)

2
o
= W(zo + agpp) + caophAp; + ‘2—10{/4?1 — apry

El objetivo es minimizar ¥(z); en la primera iteracién obtuvimos z; de manera que
minimiza ¥{x) sobre xo+ span{py}, entonces parece razonable escoger z; de manera
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que minimice ¥(z) sobre zg + span{po, p1}. Sabemos que

I1 = Zo + pp = arg min _ ¥(x)
z€xo+span{po}

y que

a? ¢ ¢

Y(a) = —2-P1Ap1 — ap;ro

se minimiza en

. Piro

PiAp

sobre la direccién p,. Entonces si p; es tal que el término cruzado
poAD =0 (3.4)

entonces tenemos que T = I; + a‘;pl minimiza ¥ () sobre zo + span{po, 1} y es
nuestra siguiente iteracién. Tenemos entonces otra condicién para p;, necesitamos
que pi App = 0. '

Observe que si (3.4) se satisface, entonces

at = Iztﬂ"o
PiAD
. Pilzb - Azo)
B PiAp
- pi(~b— Azp) — aoP'iApo
- PEAIH
_ pil=b— A(xo + onpo))
B PiAp
_ Pi(=b~ Az)
B piAp
_ Pi'f“l
PﬁAm

esto es, el tamafio de paso es a; lo que habfamos obtenido en (3.1).
Resumiendo, una vez obtenido z,, necesitamos una direccién p; tal que

PiAPO = 01 ptllrl 7& 0
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con esto generamos la nueva iteracion en el método de descenso
Xo = T1 + a1

con a; calculada como en (3.1).
Para el caso general supongamos que estamos en el paso & y que obtuvimos z;

que minimiza ¥{z) en zo + span{po, o1, - - . , Pr—1} queremos encontrar la direccion py.
Tenemos que

Tk41 = o+ appo+oapy + - +apg

entonces
V(zen) = Y(zo+oaop+o;m+ -+ oe1pr-) 3
k-1 t A al ¢ ¢ ( '5)
+o )i sy aipiApe + % piApk — apiro
queremos que Zi4; minimice ¥(z) sobre z¢ + span{py,p1,...,pr}. Si
plAp, =0, i=0,...,k—1 (3.6)
entonces
k—1
Z o;piApr =0
=0

y la minimizacién de (3.5) se divide en dos minimizaciones con pardmetros indepen-
dientes, esto es,

MiDzg+span{po.p1 ...k} V(zes1) = min{a‘,}:«:l U(zo + copo + ypr + -+ - + O 1Pk1)
. 2
+ ming | $pLAPE - ap}cro)

(3.7)
Sabemos que z; minimiza el primer término de la derecha de (3.7) y que

. _ P70
PLAD:

minimiza el segundo término, entonces si (3.6) se satisface
Tpp1 = Tk + "

minimiza W(z) sobre zo + span{po,p1,...,Px}-
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Notemos que debido a (3.6) |

pire = pp(—b— Az)
= pi(—b— A{zg + agpo + 1P + - Ak—1Dk—1)

k-1

= pi(=b— Azo— ) _ uAp))
=0

= pi(—b~ Azo)

= phro

Entonces a* = oy con ¢y obtenido por (3.1). Tenemos entonces que si

p:AkaO; 1,:0,,}{2-"1

piri # 0

Pk s una buena direccién para avanzar en el algoritmo de minimizacién y

Tk+1 = Tk + QxPk

con ¢y de (3.1) es nuestro siguiente elemento en la iteracién.

Observernos que en cada iteracién se busca la direccién pi, de tal forma que al
resolver el problema de minimizacién unidimensional del tamafio de paso resolva-
mos también el problema de minimizacién k-dimensional del min ¥(z) sobre zo +
span{po, p1, - - -, Pe}-

Las direcciones que satisfacen {3.6) se denominan direcciones conjugadas.

Definicién. Dada A simétrica positiva definida, un conjunto de vectores {po,p,, ... px}
se dice que es conjugado con respecto a A 0 A—conjugados si

piAp; =0,  sii#j

Esta es una generalizacién del concepto de ortogonalidad cuando A = 1.

No es dificil demostrar que las direcciones A-conjugadas forman un conjunto de
vectores linealmente independientes, esta propiedad la utilizaremos mas adelante.

Con esta definicién hemos demostrado entonces la siguiente propiedad sobre las
direcciones A—conjugadas.
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Propiedad. Si {po,....px} es un conjunto de vectores A-conjugados, entonces
satisfacen

k-1
in¥ = in¥ (s Fyi N
min U(zy + opx) r{nau}l (3:0 + Z p,)

=0

Otra propiedad importante de escoger las direcciones de blisqueda A-conjugadas
es que la convergencia del método de descenso estd garantizada en a lo mas n pasos,
esto ya que

T, = arg min W(z)
z€xp+span{po,.--Pn-1}
y como {po, ..., Pn-1} son linealmente independientes, entonces z,, minimiza ¥ sobre
todo R™ y el algoritmo termina.

Tenemos entonces todos los elementos para establecer el algoritmo del método de
direcciones conjugadas, esto es, un método de descenso con biisqueda lineal donde las
direcciones de busqueda sean A-conjugadas.

Zg = punto inicial
Po = direccién inicial
To = -b— A:Zn

Qg = TBPO/ PhAPo

Ty = X¢ -+ agpo

"= ~-b—- A.’E]
k=1
while Tk -‘,£ 0

Escoger una direccién pi tal que
px € span{Apo, Apy,. .. Apr_1}* con rip; # 0
ax = Tipk/Pr AP
Tiy1 = Tk + Ok
Thil = —=b— Azpyy
k=k+1
end

El siguiente resultado muestra que es posible encontrar las direcciones de biisqueda
con las propiedades requeridas:

Lema. Sir # 0, entonces existe un px € span{Apy,..., Ape_1}* tal que piry # 0.

Demostracion.
Procederemos por induccién. Para el caso & = 0, consideremos py = rg.
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Si k > 0, entonces como i 3 0 tenemos que

AT & zo+ span{po,....pem1} = b & Azo+ span{Apo, ... Api_1}
= 1o & span{Apo.... Apr-1}

Entonces existe un p € span{Apy, ... Apr—1 }* tal que piry # 0.

Pero zx € zo+span{py, ..., pr—1} y entonces ry € ro+span{Apy, ..., Apr—1}.
Se sigue entonces que piry = prg # 0. m

Ya tenemos entonces las condiciones sobre las direcciones de blisqueda, veremos
ahora la forma practica de encontrarlas dando lugar al método de Gradiente Conju-
gado.

3.3 Método de Gradiente Conjugado

La forma usual de generar un conjunto de direcciones conjugadas es seleccionar un
conjunto de vectores {zo, 21, . .., 2n-1 } linealmente independientes y aplicar el método
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. El problema que se nos presenta ahora es de
qué base partir.

El método de Gradiente Conjugado consiste en usar como base las direcciones
del gradiente en cada iteracion para generar las direcciones conjugadas. Entonces
partiendo de la direccién de menos el gradiente, [a de descenso mas rapido o el residual,
T, lo ortogonalizamos con respecto a {Apy, ..., Apx-1} y obtenemoas las direccién py.
Para la direccién inicial se parte del residual en el punto inicial, esto es, pp = 5. Sea
S = span{Ap, Ap1, ..., Apk—1} entonces geométricamente lo que tenemos es lo que
se ilustra en la figura 3.1.

Entonces tenemos que py, seré el vector en span{Apog, Api,. .., Apk—1}+ mas cer-
cano a 7, en otras palabras, queremos encontar :

Pr que minimice {|p — 7|2 sobre todos lo vectores

p € span{Apg, Apy, ... Apr_1 }* - (3.8)

Esta direccién py la podemos caracterizar como la solucién a un problema de minimos
cuadrados.

Antes de enunciar el resultado que lo justifica introducimos la sigﬁiente notacion:

Sea Pi la matriz de n x k formada por todas las direcciones {pi}f;(}, esto es,

Py = [Po, Py ,Pk—l]nxk
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Figura 3.1: Obtencién de la direccion py

con esta notacidn tenemos el siguiente,
Lema. Para k > 1 los vectores que satisfacen (3.8) son tales que
P =71x— APz

donde z. resuelve el problema de mig}c lre — APez||2.
z€

Demostracién.
Supongamaos que zx es tal que

min lire — APzl = i — APzt

entonces, si observamos la figura 3.1, tenemos que el residual minimo para
este problema de minimos cuadrados es precisamente p, esto es,

Pk =1k — APz

y este vector es la proyeccién de ry, sobre span{Ap, Apy,. .., Apr_1}*, por
lo tanto satisface (3.8), lo cual completa la demostracién. g

Nos enfocaremos ahora a la tarea de buscar expresiones simples para p,, para esto
veremos algunas propiedades importantes que simplificardn los célculos.
Notemos que como
Tk+1 = Ti + OkPi
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entonces
Azgy = AT + ouepr)
lo que implica que |
Tyt = Tk — QAP (3.9)

Esta propiedad de recurrencia nos servird para demostrar la relacién que se guarda
entre las direcciones de bisqueda y los llamados subespacios de Krylov, los cuales
estan definidos por

K(ro, A, k) = span{rq, Aro,. .., A*ro}

enunciamos estas propiedades en el siguiente resultado.
Teorema. Después de k pasos de la iteracion
Tr+1 = Tk + OkPk

donde las direcciones py satisfacen (3.8) se satisfacen las siguientes relaciones

P,:'rk = 0 (310)
span{po,...,px} = span{ry,...,7c} = K(ro, A k) (3.11)
y los residuales {ro,ry,..., 7%} son mutuamente ortogonales.

Demostracién.
Demostraremos primero (3.10), esto es, queremos probar que

pire = 0, 1=0,...,k-1

esto es, el residual actual es ortogonal a todas las direcciones anteriores.
Procederemos por induccién. Para el caso k = 1, como el residual es en
este caso menos el gradiente y ¢ es el minimizador unidimensional exacto,
tenemos que.

phr1 =0
Supondremos como hipétesis de induccién que piry_; = 0, para i =
0,...,&k — 2. De (3.9) tenemos que '

Th = Tk~1 = Otk—1 APk~1
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y esto implica que

Phoi™ = PhoiTk-1 — k_1Pi_ APk
t
¢ D1k
= Pe-1Th-1— T3 Pk—14Pk-1
k—1 pi_lApk—l k—1
= 0
Entonces solo falta para los vectores p;, con 1 =0, ...,k — 2, pero también
de (3.9) y por la A—conjugacién de las direcciones de bisqueda tenemos
que
Ptk = pirko1 — ak—lpfﬁpk-l
= pPiTk-1
0

donde la uitima igualdad se da por la hipétesis de induccién. Entonces
tenemos que

p:?"k——-o, ’!:=0,...,k—1

Nos enfocaremos ahora en la primera igualdad de (3.11). Tenemos que
como

Tk = Tg—1 — Qp-1Apr—1
entonces
{Apo, ..., Aper} C span{ro, ... 7x}
y por la forma de p;. tenemos que

e = Tk — [Ap0o, Ap1, - - - A1)z € span{ro, ... 7L}
Esto para cada k. Entonces

Span{PO, e !pk} g 3190'“{7'0, v ,Tk}

pero las direcciones A-conjugadas son linealmente independientes, en-
tonces

span{po, ..., px} = span{ro,...,Tx}

Para la segunda igualdad procederemos por induccién. Esclaro parak =0
ya que estamos partiendo de que pg = rp. Supongamos que se satisface
para alguna k, esto es,

span{ro,...,rx} = span{ro, Ar, ..., A*rg}
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veremos que se satisface para & + 1.
Tenemos que
Thel = Tk — QxADk
de donde
Te1 € span{ry, Api}

pero por hipédtesis de induccién
pr € span{rg, Arg, ..., Akro}
lo que implica que |
i1 € span{ry, Arg, ..., A¥ g}

por lo tanto
span{ry, ...,Tr+1} C span{ro, Arg, ..., AFre, AF*irg}

pero la parte derecha de esta igualdad tiene dimension a lo mas £+ 2 y por

la primera igualdad de (3.11) span{ry, ..., Tks1} tiene dimensién k+2, ya
que las {p;}¥*! son linealmente independientes, por lo tanto

span{ry, ..., ks1} = span{rg, Arq, ..., A¥rg, A'”‘_lro}

que es lo que queriamos demostrar.

Falta solo la demostracién de que ios residuales son mutuamente ortogo-
nales, Para esto, utilizando (3.10) tenemos que

re € span{po, ..., Pi-1}*

pero por la primera igualdad de (3.11), tenemos que

span{po, ..., pr-1}" = span{ro;...,re-1}*

entonces tenemos que 7 es ortogonal a cada ry, 7y, ..., Tk—1.

Esto termina la demostacion del teorema. g
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Entonces, resumiendo las propiedades demostradas son
Thtl = Tk — axApg
pﬁrk = 0, i=0,...,k—-1
rfrk = 0, i:O,...,k—l
span{po, p1,...,px} = span{re,r,...,rx} = span{rg, Arq, ..., A*ro}

Estas propiedades nos ayudaran a encontrar expresiones simples para pi.
Tenemos ahora el resultado fundamental para el algoritmo de Gradiente Conju-
gado: toda direccién p; depende solamente del residual actual y la direccion anterior.

Corolario. Los residuales y las direcciones de bisqueda py tienen la propiedad de
que px € span{px_1,Tx} para k > 1.

Demostracidn.
Procederemos por induccidn.

Si k = 1, entonces tenemos que
span{po, ;1 } = span{ry, 71}

y p1 € span{ro, T}, pero estamos partiendo de que py = 7o, entonces py
es una combinacion lineal de pg y 7}, esto es,

n c Span{PD» 'rl}
por lo tanto si se satisface para k = 1.

Antes de hacer el caso general, analizaremos el caso particular & = 2, lo
cual nos ayudara en la generalizacion.

Supongamos k = 2, sea zp € R? que resuelve el problema de minimos
cuadrados (3.8) asociado a la elecciéon de p;. Podemos particionar

-(3)

con w, 4 € R en este caso. Con lo que tenemos que
P =r2— APz
donde Py = [pp, 1]. Tomando la identidad

7o =71 — Ap
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tenemos que Ap; = &-(r; — ry), entonces
1= o

p2 = 72— Apow — Ap\pt

= 1y — Apow — 5‘*(?”1 — T2)
1

= (l + —ﬁi) To — -'Lir_l ~ Apow
ay ay
= (1 + ﬂ) 72 + 82
471
con
52 =~ — Apgw
231

Ahora, sy € span{ry,Ape} € span{rg,71}. Como los r; son mutuamente
ortogonales, entonces T3 y s son ortogonales.

El problema de minimos cuadrados se reduce a escoger p y w tales que se
minimice

2
7!
I = (1 2) rall + ool
231
Ahora, tenemos que en el paso anterior la norma-2 de
Ty — Appz

se minimiza en 2; con residual p;, entonces
53 = -—irl - Apow
ay
debe ser un miltiplo de p; ya que solo estamos variando la longitud de ry.

Por lo tanto, p; es combinacién lineal de ry y py, esto es,

P2 € span{p;, T2}

esto termina la demostracidn para el caso k& = 2.

Haremos ahora la demostracién para el caso general, supongamos que
k > 2 y que z resuelve el prohlema de minimos cuadrados para p;. De-
mostraremos que

Px € span{pr_1, ?”k}
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Se puede particionar z; como

_fw) k-1
2k = r 1

Como Ty = rx_; — 0k_1Apx_1, entonces

1
Aper = —— (k1 — T&)
g1

como z resuelve el problema de minimos cuadrados y pi es el residual
minimo, tenemos

= Ti— APz

= T~ AP 1w — Aprp
U

= 1 — APew — (Th—1 — 7&)
gy

= (1 + s )Tk - -E""'rk——l — AP w

Qe Qk-1
= (1 + £ ) Ty + Sk

g1

donde 1
sp = ——Tp-1 — APsw
Qg1

de donde tenemos que

sk € span{ri-1, AP..,w}
€ span{ri-1, Apo, Ap1,. .., Ape_2}
< span,{ro, Tlys e ,T};_l}

Como los residuales son mutuamente ortogonales, entonces r; y sx son
ortogonales y entonces tenemos que encontrar w y u tales que minimicen

2
IplZ = (1+ = ) lrellZ + flsel2

Qg1

Tenemos por hipétesis de induccién que z;_; minimiza el problema de
minimos cuadrados

Thy — AP w
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con residual minimo pi_; y entonces se deduce que s, debe ser un miitiplo
de px—, por lo tanto, p; es combinacién lineal de 7 y px—;, es decir,
P € span{pe—1,7k}

que es lo que queriamos demostrar. g
Esto quiere decir que al hacer la proyeccién del residual rx sobre

Span{APOs API: e ’Apk—l}l

solo interviene al proyectar el vector px_;, esto es, podemos escribir

P =T + BiPr—1
con G, € R. Para obtener la constante 3, notemos que por la A—conjugacion de los
{Pi}, tenemos que
0= p}._ Ape = Bi_1 Atk + Biph_ APr—1
lo que implica que
— ~ 14Tk
Ph—1 APk—1

Con esto tenemos todos los elementos para presentar una primera versién del algo-
ritmo de Gradiente Conjugado:

P

Zg = punto inicial

Tg — ~b -~ AIEO
k=0
while r. # 0
ifk=0
Po=To
else
—pt AT
'Bk = pk'i:ilm:
Pk = Tk + BePr-—1
end

ar, = TLPk/PLADR
Tpt1 = Tg + OkPx
Thet = ~b ~ Azpiy
k=k+1

end
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En esta implementacién el método requiere de tres multiplicaciones matriz- vector

por separado. Sin embargo, calculando los residuales via rp = rpo) — a1 Apk-s,
tenemos que

t t t _ t
TLTe = FeTk—1 — O T ApPr—1 = ~0h_ T APk

Por otro lado, tenemos que py = r + Sepr_1 y utilizando el hecho de que el residual
es ortogonal a las direcciones anteriores tenemos que

t ¢ t
TPk = Tk + BuriPr-1

lo que implica que

r,tcpk = r,i'rk {3.12)
Entonces, tenemos que '
Ape_y = (Te1 — T&)
Qp—y
de donde obtenemos que
; [ ¢
Pe Ak = ;k*—l( %—1Tk—1 — Di_1Tk)
1 ¢
= o I(Pk—ﬁ"k—l)
(o)
= Fh 1Tk
Qg1 k=171

Esto nos ayudara a simplificar el cdlculo de 5. Tenemos que

— i1 ATk
Pi_1APk-1

r‘! Tk
Qg—1

B =

Th_1Tk-1
Qg1

TETk

Th_ 1Th-1

esto da lugar a un algoritmo mas econémico ya que eliminamos dos multiplicaciones
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matriz~vector. s
Zo = punto inicial
To = —b — Az

k=0
while riy # 0
ifk=0
Po=Tg
else

Bi = riri/rh_ Tk
Pr = T + BiDr1
end
oy = TET /DL APk
Tl = Tk + QP
Ther = —b— Arpy
k=hk+1
end

Este es esencialmente el algoritmo de Gradiente Conjugado que aparece original-
mente en el articulo de Hestenes y Stiefel (1952).

Cuando se aplica el método de gradiente conjugado, usualmente n es muy grande y
O(n) iteraciones representa una cantidad inaceptable de trabajo. Como consecuencia,
veremos el método como una técnica iterativa con un criterio de paro basado en

un méximo de iteraciones k.. v la norma del] residual. Esto da lugar al siguiente
algoritmo practico.
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Algoritmo de Gradiente Conjugado

= punto inicial

r=-b-— Ax
o= “”’"“2
k=10
while (/Br > €llbll2) A(k < kmas)
ifk=20
pP=r
else
B =7
_ 3.13
p=7+ Bp (313
end
w= Ap
oy = po/P'w
T =T+ agp
r=T—Qrw
Pr+1 = ||7]l2
k=k+1
end

Este algoritmo requiere s6lo una multiplicacion matriz—vector. Noétese que solo
necesitamos almacenar cuatro vectores esenciales, x,r,p, w.

El punto de vista iterativo es til pero la razén de convergencia es central para el
éxito del método.

3.3.1 Propiedades de convergencia

Examinaremos la convergencia de las iteraciones de gradiente conjugado {zx}. Dare-
mos dos resultados los cuales dicen que el método funciona bien cuando A es cercana
a la identidad ya sea en el sentido de una perturbacién de rango pequeno o en el
sentido de norma.,

Teorema. SiA =1+ B es una matriz simétrica positiva definida y rango(B) = r
entonces el algoritmo (3.13) converge en a lo mds r + 1 pasos.

Demostracion,

La dimensién de

span{ro, Aro, ..., A"ro} = span{ry, Bry,..., B"'ro}
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no puede exceder r + 1. Como pg, ..., P generan este subespacio y son
independientes, la iteracién no puede avanzar mas alla de r + 1 pasos. g

Un resultado importante se desprende de este teorema.

Si A es cercana a una correccién de rango r a la identidad, entonces el algoritmo
(3.13) converge en a lo més r + 1 pasos.

Se puede obtener una cota del error distinta en términos de la A-norma definida
como
flwljs = vt Aw

Teorema. Suponge que A € R™™ es simétrica y positivae definida y b € R™. Si el
algoritmo (3.13) produce iterandos {zi} v k = ra(A) entonces

k
|z — zella < 2|z ~ zol|a (:;_Z_ i) (3.14)

La demostracién se puede consultar en [26].

Esto conduce a al resultado de que el método de gradiente conjugado converge
muy rapido en la A-norma si k2(A) = 1, recordemos que ko(A) = [|Afl2[]A7|2 =
Amax/ Amin donde Aj.x vV Amin son el mas grande y mas pequehio eigenvalores de A.
Entonces si A estd bien condicionada, esto es, ka(A) = 1 la convergencia va a ser muy

ripida, pero si x3{A) es muy grande, A mal condicionada, entonces el algoritmo va a,
ser muy lento.

3.3.2 Precondicionamiento

La cota (3.14) sugiere que el algoritmo de gradiente conjugado puede acelerarse trans-
formando el problema para mejorar la condicién de A. Esto puede hacerse por medio
del cambio de variable

z=Cx
donde C es simétrica y positiva definida, esto conduce a resolver la ecuacién cuadratica
transformada

. 1
(z) = 5f(C“lAC‘l)ﬁ: — (C'b)'2 (3.15)
La razén de convergencia del método de gradiente conjugado aplicado a esta cuadrd-

tica estd en funcidn de ko(C~1AC~1) en lugar de k2{A). Entonces, precondicionamos

el problema si escogemos una matrix C tal que (C7'AC™!) esté mejor condicionada
que A.
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No es necesario conocer la transformacién explicitamente, se escribe el algoritmo
de gradiente conjugado para minimizar (3.15) en términos de las variables & y entonces
se transforman las iteraciones obtenidas a las variables originales . Enseguida pre-
sentamos el método de gradiente conjugado Precondicionado, donde M usualmente
es llamada el precondicionador, y estd dada por M = C? y es simétrica y positiva
definida.

Algoritmo de Gradiente Conjugado Lineal Precondicionado

Tp = punto inicial
M = precondicionador
g = —-b— A:L‘o
k=0
while (Tk # U)
Resolver Mz, = r;,
ifk=0
Po= 20
else (3.16)
Br = rian/Th_ 2k
D = 2k + BrPr—1
end
ax = rh2k/Pp APk
Tk41 = Tk + XPh
Thel = Tk — QADg
k=k4+1
end

Sobre este procedimiento podemos hacer algunas observaciones:
¢ Se puede demostrar que los residuales y las direcciones de busqueda satisfacen
M Tir=0,  i#j
B(CTTAC P =0, i#j

e Los denominadores rf_;zx 1 = 2zi_;Mz_; no puden anularse ya que M es
positiva definida.

¢ C no actia directamente en el algoritmo, solo necesitamos M.

o Para que el algoritmo sea una técnica efectiva para matrices sparse, los sistemas
lineales de la forma Mz = r deben ser faciles de resolver.
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La eleccién de un buen precondicionador es crucial para determinar la razén de
convergencia del método.

3.4 Método de Gradiente Conjugado de Beale

Se ha observado en la practica que es posible iniciar con otra direccién distinta de
—7p el método de direcciones conjugadas, Beale [10] propone un método de Gradiente
Conjugado donde la direccién inicial es una direccién de descenso distinta a la opuesta
al gradiente.

La técnica de Beale permite iniciar con cualquier direccién de descense. La idea es
iniciar con cualquier direccién de descenso, pero que el método conserve la propiedad
de convergencia en n pasos para cuadraticas. La técnica de Beale consiste en lo si-
guiente: Consideremos p; una direccién de descenso arbitraria, f(z) una cuadratica
y la direccién pxiq, (k+ 1 > t), como una combinacién lineal de p, y los gradientes
Ot+1, G142, - - - Jks1, €ntonces como debe ser la combinacién lineal para que las direc-
ciones de bisqueda sean conjugadas? Beale [10] demuestra que pry1 tiene que ser de
la forma _

Dril = ~Tki1 + Bes1Pr + VeDe

Esto es, la direccién de Gradiente Conjugado que ya teniamos mas un miltiplo de la

direccién p;. Bre1 ¥V Yk S€ escogen de manera que pgyy sea conjugado a pr vy p;. La
propuesta es considerar el siguiente algoritmo de Gradiente Conjugado.
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Algoritmo de Gradiente Conjugado de Beale
Escoger un punto inicial zg
evaluar g
escoger pp una direccién de descenso
sea k =0,t=0.
while r; # 0
calcular oy
Tr+1 = Tk + Ok Pk
Evaluar riq,
_ "";c+1(7"k+1 — 1)

Brg1 =
+ Pfc(rk+1 - T'k)
ifk=tot=20
Y =0
else
e = ch+l(rt+l —1y)
Pi(""tﬂ -T t)
end
D+t = —Gk+1 + Ok+1Pke + VD
k=k+1
end while
Referencias
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Capitulo 4

Minimos de cuadraticas
restringidos a una regién

Una familia de métodos de optimizacién se basan en la construccién de aproximaciones
cuadraticas en la vecindad de un punto, y entonces lo que hacen es tomar como
aproximaciones al éptimo de la funcién el minimo de la cuadrdtica, debido a que las
aproximaciones son locales es necesario hacer algunas restricciones v en particular
una idea muy exitosa es la de elegir un punto donde la aproximacién cuadrética sea
lo mas pequena en una vecindad del punto en consideracién. Estos métodos son la
base de técnicas conocidas como Regién de Confianza que se estudiarin mas adelante,
es por esto que nos interesa poder resolver el problema de minimizar una cuadratica
dentro de una vecindad. En este capitulo presentamos algunos algoritmos efectivos
para resolver este problema y los resultados tedricos que los respaldan,

4.1 Problema

El problema al que nos enfocaremos en este capitulo es: minimizar una funcién
cuadrética restringida a una vecindad, esto es, queremos encontrar

||gﬁigna U(w) (4.1)

con ¥(w) = yw*'Bw + g'w, A > 0y B simétrica.
Lo primero que haremos es caracterizar la solucion de nuestro problema para
después resolverlo de manera practica.
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4.2 Caracterizacion de la solucion

Antes de enunciar el resultado que caracteriza la solucién de (4.1) veremos dos ejem-
plos de funciones cuadraticas para n = 2 y encontraremos el minimo restringido a

una regién, para dar una visualizacion geométrica en el plano y después enunciar el
resultado en general.

Ejemplo. Supongamos que queremos calcular el minimo de la cuadratica
¢ 1 t
U (w) =gw+~2-'wa

restringido a la regién {w € R? : |Jw|) < ).

Para ver cémo son las soluciones debemos de considerar 2 casos, si la
matriz es positiva definida o no lo es.

Supongamos que la matriz B es positiva definida, entonces, la cuadratica
tiene un tinico minimo sin restricciones, —B~!g si este minimo sin restric-
ciones estd dentro de la regién considerada, entonces este es el punto que
resuelve nuestro problema.

Supongamos que no es asi, esto es que ||[B~lg)l > A. Como B > 0
entonces las curvas de nivel de esta funcién seran elipses, conforme los
ejes de las elipses aumenten, aumentara el valor de la curva de nivel a
la que correspondan, entonces, el punto minimo de la cuadratica en la
regién, serd el primer punto en donde una curva de nivel toque la regidn,
esto es, si partimos del minimo de la cuadrética sin restricciones y vamos
recorriendo las curvas de nivel, existird una primera curva de nivel que
sea tangente a la region, el punto de tangencia serd el punto que estamos
buscando ya que para los signientes puntos les correspondera una curva
de nivel de valor mds grande. Geométricamente lo que tenemos en este
caso es lo que se aprecia en la figura 4.1.

Consideremos ahora el caso de B indefinida. En este caso la cuadratica ya
no tiene minimo, las curvas de nivel ahora son hiperbodlas las cuales crecen
de un lado y decrecen del lado contrario, igual que en el caso anterior si
seguimos las curvas de nivel hacia donde decrecen hay un momento donde
una curva de nivel es tangente a la regién donde queremos minimizar la
cuadratica, entonces para la curva de nivel de valor mas pequeno que sea
tangente a la regitn, el punto de tangencia es el punto solucién de nuestro
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.,

@

Figura 4.1: Caso B Positiva Definida

\

Figura 4.2: Caso de B indefinida

problema, en este caso geométricamente lo que tenemos es lo que aparece

en la figura 4.2,

Entonces si la matriz es positiva definida calculamos el minimo sin restric-
ciones, si éste cae dentro de la regidn, entonces es la solucién que buscamos,
si no es asi, entonces la solucién se encuentra en la frontera de la regién
y si la matriz es indefinida, también la solucién la encontraremos en la
frontera de la regién. Esto nos ayudard a entender el caso n—dimensional.

La caracterizacién de la solucién de (4.1) para el caso general es nuestro siguiente

resultado.
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Lema . Sea ¥ : R" — R una funcién cuadrdtica y sea A > 0 dado. Un punto p € R™
resuelve el problema

min Y{w
[lwlla ( )

st y s6lo si ||p|| < A y existe un A > 0 tal que

B+Mp=-g (o)
MA-p)=0  (b)
(B + M) positiva semidefinida  (c)

Demostracidn,

<) Supongamos que existen p* € R™ y A > 0 tales que (a), (b) y (c) se
satisfacen. De (a) y {(¢) tenemos que por la caracterizacién de minimos de
cuadraticas sin restricciones p* es un minimo global de la cuadritica

V(w) = op+gut(B+Aw

= Pl{w)+ %w‘w

Como ¥(p) > ¥(p*) ya que p* es un minimo, entonces
bp) > ¥(p"
A Aol
= ¥p)+3pp 2 Up)+ 3PP
X
= Up) z Up)+50 P - P

v

De la ultima desigualdad se tiene que si A = 0 entonces p* es un minimo.
Veremos entonces €l caso con A > 0.

Se tiene que A(A — ||p*])) =0,
= A(A? ——p"p") =0

Entonces como A > (, se tenemos que p‘tp* = A2,

= Y(p) = ¥(p") + %(Az - p'p)
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Como tenemos que [|p|| < A, entonces A% — ptp > 0
= ¥(p) 2 ¥(p")  Vptal quelplj <A

entonces p* es un minimo de ¥ en la regién dada.

=) Supongamos que p* es una solucién global de (4.1), mostraremos que
existe un A > 0 que satisface (a), (b) y (c).

En el caso ||p*|| < A, p* es un minimo sin restricciones de ¥ y se tiene
V¥ (p')=Bp"+9g=0 = Bp'=—g

y
V2U(p*) = B > 0

Entonces (a), (b) y (c) se satisfacen con A = 0.

Resta entonces el caso ||p*]| = A. (b) se satisface inmediatamente y se
tiene que p* resuelve el problema

min ¥{w
fuwll=4 ( )

De la teoria de minimizacién sin restricciones se tiene que existe un A tal
que la funcién Lagrangiana definida por

L(w, ) = ¥(w) + %('w‘w — A?)
tiene un punto critico en p*, esto es,
_{VLy\_ [ Bp*+g+2p" \ _
VL(w,)) = ( VL, ) = ( %(p*'p" _AY )=

De la primera componente de este vector se tiene

o)

Bp*+Ap* = ~g
= (B+M)p" = —g

y se tiene (a).

Sélo falta mostrar (¢). Como p* es un minimo se tiene que

U(p) > U(p*) Vptalquep'p=p'p = A’
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entonces para tales vectores p se tiene
| Py —pp=0
" A xt o«
= ¥(p) 2 ¥(p") + 57" P" - P'P)

sustituyendo g en esta diltima ecuacion y reordenando se obtiene

1 . .
52V (B+A)(p~p") 20
Ahora, esto se satisface para cualquier vector p tal que [[p]} = A, v el
conjunto -

p-p .
w0 para algtn p con ||p|| = A}
lp ~ |
es un conjunto denso en la esfera unitaria. Cualquier vector en R” puede
expresarse como un miltiplo de p—p* para alguna p con ||p|| = A, entonces
se tiene que (B + AI) > 0 y queda demostrado (c).

Sélo falta mostrar que A > 0. Como (a) y (c) se satisfacen en p* entonces
se tiene que p* minimiza ¥ y tenemos que

{w:w::l:

¥(p) 2 V) + 507 — ') (12)

Supongamos que sélo existen A < 0 que satisfacen (2} y (c¢). Entonces de
(4.2) se tiene que

¥(p) > ¥(p*)
cuando |[p[l > [Ip*|| = A ya que p*'p* — p'p < 0 entonces 3(p*'p* —p'p) > 0
y entonces
U(p) 2 ¥(@") +a
con « > 0, entonces se tiene que

U(p) = ¥(p")

ahora, ya tenfamos que p* minimiza ¥ para ||p|] < A y con la ecuacién an-
terior se tiene que p* es un minimo global sin restricciones de ¥. Entonces
se tiene que

Bp = —g, B>0

Entonces (a) y (c) se satisfacen para A = 0 lo cual contradice la suposicién

de que sdlo valores negativos de A satisfacian estas condiciones. Por lo
tanto A > 0. g :
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Ya tenemos entonces la caracterizacién de la solucién a nuestro problema. Veremos

ahora qué propiedades satisface nuestra solucién para entonces ver la forma practica
de resolverlo.

4.3 Propiedades de la Solucién

De acuerdo al Lema de la seccidn anterior, p* es solucién de (4.1) si y sélo si existe
un A > 0 tal que

(B+A)p" = —g (a)
AA—lpl) = 0 (b)
(B+XI) > D {c)

La condicién (b) establece que al menos una de las dos cantidades no negativas
debe ser cero. Cuando la solucién cae estrictamente dentro de la regién, debemos
tener A = 0 y entonces Bp* = —gy B > 0 de (2) y (c). En el otro caso, tenemos
171l = A y A puede tomar un valor positivo.

Entonces de acuerdo al Lema necesitamos un algoritmo para encontrar la solucién
p de (4.1). Definimos

p(A) = ~(B+AD)7'g

y buscamos el valor A > 0 tal que ||p(A)]] = A.

Para ver que existe un A con estas propiedades, veremos la descomposicién en
eigenvalores de B y estudiaremos propiedades de |ip(A)}l.

Como B es simétrica existe ¢ ortogonal y A diagonal tales que B = QAQ", donde

A = diag (A1, Az, ..., A)
con A < Ay € -+ € A, eigenvalores de B. Entonces tenemos que

B+M = QAQ'+ A
QAQ + MIQQ*
QA+ MQ!

y si A # };, tenemos
20

—(B+A)"g
= —QA+ADT'QY

n t
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con ¢; la j—ésima columna de (). Entonces

n

ty2
B =3 22 3)

=1

Analizaremos esta expresién. Nétese que si A > —A; entonces A; + A = 0 para toda
j=1,...,ny [p(A)| es una funcién continua, decreciente en el intervalo (—A;, co).
De hecho, tenemos

Jim fip(3)] =0 (4.4)
—00
Nétese también que cuando ¢tg # 0, entonces

m oA = o0 (4.5)

Geométricamente, en este caso tenemos lo que aparece en la figura 4.3.

p(ali

Figura 4.3: Gréfica de {|p(A}||

Como la funcién es continua y decreciente, ||p(A\){| alcanza un valor de A en
exactamente un punto en el intervalo {—A;, co).
Veamos ¢émo es la trayectoria de p conforme varia A\. Cuando B > 0, tenemos
que
p(A)=—(B+A)7g
Nétese que si A = 0 entonces p(A) es el minimo de la cuadratica sin restricciones,
denotaremos este punto por p? = —B~1g, entonces si hacemos tender X a cero, p(})
tenderd a p?, esto es,
limp(}) = ~B~'g = p”
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Ahora, conforme A sumente p()\) tenderd a cero, esto se ve si consideramos que p
satisface

(B+A)p=—g

dividiendo por A esta ecuacidn resulta

B _ 9
(?\'”)p‘ X

entonces si A tiende a infinito, p(A) tiende a cero acercandose de forma tangente sobre
la direccién de —g. Entonces podemos trazar la trayectoria curva de p{)) partiendo
de A = 0 y haciendo tender A a infinito como se ilustra en la figura 4.4.

Figura 4.4: p en funcién de A

Ahora, esta misma trayectoria pero en sentido contrario puede obtenerse de la
siguiente manera: Consideremos ahora a p como funcién del radio de la regién de
minimizacién, A. Si A = 0 entonces p = 0 es la solucién de (4.1) y si A aumenta,
llegard un momento en que la regién de restriccién contendrd a p®, el minimo sin
restricciones, esto es, para A > ||p?|| la solucién de (4.1) es p?, entonces la trayectoria
de p como funcién de A partiendo de A = 0 y haciendo tender A a infinito es la que
se ilustra en la figura 4.5.

Entonces si B > 0y |B~ g}l < A tendremos que A = 0 es el punto buscado y no
hay necesidad de hacer bisqueda. Si B > 0y ||B~1g|| > A entonces existe un A > 0
para el cual ||p(A)]] = A y se busca la solucién en el intervalo (0, co).

Si B es indefinida y ¢iq # 0 (4.4) y (4.5) garantizan que podemos encontrar una
solucién en el intervalo (—A, 00).
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Figura 4.5: p en funcién de A

4.3.1 El caso duro

En la discusién anterior supusimos que gig # 0 para el caso B indefinida. Lo anterior
también as aplicable atin cuando el eigenvalor més negativo de B sea un eigenvalor
multiple, esto es, 0 > A; = Ay = - -- siempre que ¢lg # 0 para al menos uno de los
indices 7 para los cuales A; = ;. _ .

Cuando ¢fg = 0 la situacién se complica ya que €] limite de (4.5) no se satisface
para A; = A; y puede no existir un valor A € (—X;,00) tal que ||p(A)]| = A. Esto es

I(B+ A "gl = A

no tiene solucién con B+ A7 positiva definida. Moré y Sorensen {32] se refieren a este
caso como el caso duro.

La gréafica es este caso es la figura 4.6, ‘
La dificultad caracterfstica del caso duro es que ||p(A){] < A cuando (B + Af) es
positiva definida. Por ejemplo, si consideramos

(3 1). o (2)

Se tiene que B no es positiva definida, Ay = —1, ahora si B + A/ es positiva definida,
entonces |[p(A)]| < 1/2.

Ahora no existe solucién para A en el intervalo abierto (—A;,00). Pero el Lema
garantiza que existe solucién en el intervalo [—A;,00) entonces solo queda una posi-
bilidad A = =1, :

Notemos que (B—AI) es singular, entonces existe un z tal que (B—A1I)z =0, De
hecho, z es un eigenvector de B asociado al eigenvalor A1. En el caso duro podemos
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eS

Figura 4.6: Caso Duro: A\* < —A;

obtener una solucién resolviendo
(B—Ad)p=—g
para p con |ipll € A y determinando un vector z € S, donde
Sy = {z: Bz = \z,z# 0}

Entonces
(B~MI){p+72)=—g

y |lp + 72| = A para alguna 7. Por el Lema se tiene que (p + 72) resuelve (4.1).
Nétese que la solucion siempre tiene la forma

p+T2

en el caso duro z € S; ¥y si no se estd en este caso z = 0. Ahora, en el caso
duro es necesario conocer z, eigenvector de B asociado a A, para resolver nuestro
problema; determinar z puede requerir mas esfuerzo computacional que el necesitado
para resolver nuestro problema de optimizacién, ademds se requiere tiempo para
reconocer que la solucién est4 dada de esta forma. Entonces los algoritmos practicos
van a tratar de evitar el cdlculo del eigenvector z de forma exacta, en su lugar tratarin
de aproximarlo de forma econdmica. La aproximacion a z se hace de tal manera que se
encuentre una solucién aproximada a (4.1) en el sentido de que esté en una vecindad
de la frontera de la bola y tal que el valor de la cuadratica no diste mucho del valor
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de la cuadratica en el éptimo, esto es, trataremos de encontrar una solucién de la
forma p+ z tal que si 0 < 0 < 1, entonces

|¥(p+z) —¥*| < 007 (4.6)

donde ¥* es el valor de la cuadrética en el éptimo. De esta forma p + z estard cerca
de la solucién 6ptima de (4.1).

El siguiente resultado establece cuéles son las condiciones para z de manera que
satisfaga (4.6).
Lema. Sea0 < o < 1 dado y suponga que

B+ M = R'R, (B+ M)p = —g, A>0 (4.7)

Sea z € R™ que satisface

lp+2ll=4A, Rzl < o(|Rp|? + AA2) (4.8)
Entonces
~U(p+2) > (1/2)(1—o)(||Br|® + AAY)
> (1-0)|¥

donde W* es el valor dptimo de (1.1).

Demostracién,

Notemos primero que para cualquier z € R™

1
U(p+2)=g'(p+2)+ §(p +2)'B(p+ 2)
por otro lado, tenemos que

gp+2) = ~p(B+M)(p+2)
—p'R'R(p+ 2)
~p'R*Rp— p'R'Rz
= —|[Rplf* - P'R'Rz

il

H
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Entonces

2

Hp+2)Blptz) =

Sp+ 2Bl +2)+ 5M(p+ 2o+ 2) — A (p+2)(p+ 2
= S+ (BN +2) — Mp+ 2l
= é—(ptR‘Rp + 2'R'Rp+ p'R'Rz + 'R'Rz) — %/\Hp +z|)?
= LR+ 2R R+ IR - Il ¢ 22

lo que implica que

V{p+ z)

1 1
~IRplP - p'R'Rz + S(WRAI? + 20 R Rz + | Raif?) = SAllp + 21

1 1
—5(IRpl* + Mlp+ 211%) + 5| R=]* (4.9)

Ahora, por (4.8) tenemos que

1 1
Yp+2) < —5(IRpl +AA%) + 5o Rpll” + AA%)

= 5(0~ D(IRpIP + 287

Esto implica que

~W(p+2) 2 5(1- o)(IRpl? + Aa?) (4.10)

Si U* = ¥(p + 2*) con ||p+ z*|| < A entonces por (4.9) se tiene que

Entonces

~U(p+2) = (IR + Mo+ 21P) - GIREI?

< SUR? +247) (@)

1
0] < 5(IRpI* + 247 (4.12)

Y tenemos de (4.10) y (4.12)

~¥(p+2) 2 51 - )RRl + %)

2
2 (1-o0)[¥

que es lo que queriamos demostrar. g
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Una consecuencia de este Lema es que
[U{p+2z) — ¥ < o7

Esto es, si (4.8) se satisface entonces (p+ z) esté cerca de la solucién éptima de (4.1).
Esto nos caracteriza una solucién aproximada en todos los casos, debemos buscar
la solucién de la forma p + z con p que satisfaga (4.7), esto es, p tal que

B+ Al = R'R, (B+M)p=—-g9, X>0
y z como en (4.8), es decir
lip+2ll =8,  |IRzl? < o(lIRpll® + 247)

En el caso no duro z = 0 satisface (4.8) y para el caso duro debemos encontrar z que
satisfaga (4.8).

4.4 Criterios de Convergencia

Veremos ahora los criterios de convergencia para terminar el proceso con una solucion
aproximada. La idea es terminar cuando estemos muy cerca de la solucion éptima de

(4.1}. Dados 01 y 09 € (0,1) y un A > 0 tales que B + Al sea positiva definida, se
calcula un vector p = p(A) . Si

|A~fpll<aid o [Pl <A A=0 (4.13)

entonces s = p es una solucién aproximada. El caso duro se toma en cuenta calculando
py % cuando ||p|]| < Ay si

IR(r2)|[2 < 01(2 ~ 01) max{oy, || Bp||? + AAZ} (4.14)

entonces s = p + 72 se considera como solucién aproximada.

Una prueba de convergencia adicional es que si ambos, (4.13) y (4.14} se satisfacen
entonces se escoge la solucién aproximada para la cual ¥(s) sea mas pequeiia. Esto
no es muy dificil de hacer ya que de (4.9) teniamos que

1 1
¥(p+2)= —§(||Rp||2 +Allp+ 2[*) + §1|Ra3||2
Entonces ¥(p + 72) < ¥(p) si y sélo si

~SOBDIP + Mo + 7217 + SURGRIP < ~3 (IRpl + Allf)
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= ~Mp+ 72> + |R(r2)|I> < ~Allpli?

= RN < MA® - pll*)

Como conocemos ambas cantidades, entonces elegimos como solucién aquella para
la cual ¥(s) sea de menor magnitud, en el caso que se satisfagan (4.13) y (4.14) al
mismo tiempo.

Mostraremos ahora que (4.13) y (4.14) garantizan que si el algoritmo termina
entonces la solucién aproximada s satisface

U(s) — ¥ <012 — o) max{[¥*], 2}, [ S(1+a)2 (4.15)

y entonces s esta cerca de la solucién 6ptima de (4.1) en el sentido que lo establece
el Lema. de la seccién anterior.

Consideremos primero (4.14). Si ||Rp||*> + AA? < o, entonces se satisfacen las
hipétesis del Lema anterior cuando o se reemplaza por o,(2 ~ ¢,) vy entonces tenemos
que (4.15) se satisface para s = p+ 7%.

Ahora supongamos que [|Rp||? + AA? > o, para ver que (4.15) se satisfacen en

este caso primero note que si ¥* = ¥(p + z*) donde ||p + z*|] < A entonces (4.9)
implica que

I

Up+2) = ~(IRpl+Alp+ 2"IP) + SR

> — (IRl + A0?)
entonces
...\IJ'
S(IRpl? + 287
1

=0

2

||

IA

IA

Usando este resultado tenemos que

U(s)

1 . 1 R
L (URRI? + Mo+ 721P) + S1R(AP
< U+ 5IRER)P

< ¥4 -12-01(2 — 01)09 {(por 4.14)
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entonces
¥(s) ~ ¥ < 01(2 ~ 01) max{|¥*[, o2}

Y entonces (4.15) también se satisface en este caso.

El siguiente lema muestra que cuando se cumple (4.13)} entonces (4.15) también
se satisface con s = p.

Lema. Sea 0 < o < 1 dado y suponga que
B+ I = R'R, (B+ A)p = -y, A>0
Si U* es el valor optimo de (4.1) y st |
ol = (1-a)A

entonces

~W(p) 2 5(1 - oV (IRp? +24%) > (1 - 0|9

Demeostracién.

Como en la demostracién del Lema anterior tenemos que (4.9) se satisface
para cualquier z € R" y entonces

¥ = Wp+ ) = (1R + Mp+ 27 + 3l1R |

de donde

¥* 1 *
U 2~z (1Rl + Allp+ 2°1P)
y esto implica
* 1 *
~¥ s§mRﬂ2+MW+zHﬂ

Y de (4.9} con z = 0 tenemos

¥(p) = ~5(IRpl? + Mipl)
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fl

entonces
1
~¥(p) = (IRl + Alpll®)
> Z(IRpl? + M1~ 0)%7)
> (L= o) lIRpl + M1 = 0)’AY)
1
2

(1 - o)*(IIRpl* + AA%)

de aqui se deduce que

~u(p) > 50— 0)(IRpl + AAY)
> (1-0)(-¥)
= (1- o))

lo cual termina la demostraciéon del lema. g

Entonces si p(A) satisface (4.13) o (4.14) tendremos una solucién aproximada de
(4.1).

Ya tenemos la caracterizaciéon y propiedades de la solucién veremos ahora algorit-
mos practicos para encontrarla.

Empezaremos con el método de la “pata de perro”, el cual es apropiado cuando
B > 0. Después veremos el método de Stethaug, apropiado cuando B es grande y
sparse. También describiremos una estrategia para aproximar la solucién exacta que
busca un valor de A modificando el problema a encontrar la raiz de una ecuacién
de una variable utilizando el método de Newton en una dimensién. Enseguida se
enuncian los detalles al respecto.

Queremos resolver (4.1). Si B >0y p= ~B~g es tal que ||pl|] < A, entonces p es
el punto solucién, esto es, la solucién es la misma que si minimizamos sin restricciones.

En caso de que B > 0, p= ~B~!g con ||p|| > A, entonces se tiene que el minimo
sin restricciones estd fuera de la regién de radio A, entonces la solucién a (4.1) se
encuentra sobre la frontera de la regidn, esto es, queremos resolver

min ¥(w)
lwii=4A

Si B es indefinida, entonces la cuadritica no estd acotada inferiormente, no tiene
minimo y el punto que minimiza ¥ sobre la regién, se encuentra, al igual que en e}
caso anterior, en la frontera de la regién considerada.
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Entonces los métodos que aproximan la solucién se disefian tal que el punto p =

—B~!g con ||p|| < A se escoja cuando B > 0 y en los otros casos se busca el minimo
sobre la frontera de la region.

4.5 Método de la “pata de perro”

El método de la “pata de perro” es uno de los métodos més utilizados para resolver
este problema, ya resulta muy econémico, solo que tiene la desventaja de que solo
puede ser aplicado cuando la matriz B es positiva definida.

Supongamos que B > 0 entonces el minimo sin restricciones de ¥ es p? = —B~y.
Si este punto es factible para (4.1), entonces es la solucién buscada, esto es,

pr=p%, AP

Si A < ||p®||, entonces el minimo sin restricciones esté fuera de la reglon y €l punto
que buscamos se encuentra sobre al frontera.

En la figura (4.5) graficamos la trayectoria que sigue p conforme variamos ¢l radio
de la regidn de restriccion, entonces el punto de la curva donde se minimice ¥ dentro
de la region de radio A es nuestro punto solucién. EI método de la “pata de perro”
consiste en reemplazar esta trayectoria curva para p con una trayectoria que consta de
dos segmentos de linea. El primer segmento parte del origen al minimizador sobre la
direccién de maximo descenso, esto es, sobre la direccién de —g, sujeto a la restriccién
de pertenecer a la region, este punto se denota por p*. El segundo segmento es la
linea que une p* y p®, entonces el punto sobre la trayectoria de los dos segmentos
donde se'alcance el minimo de ¥ dentro de la regién, esa es la solucién aproximada
de (4.1).

El punto p* es llamado el punto de Cauchy.

Definicién. El punto de Cauchy p© es el minimo de ¥ sobre la direccién de descenso

mds rapido, —g, sujeto a la restriccién [[pf| < A. Se tiene que p© = —7g con
_{ A/l sigtBg <0
min{||gll?/¢*Bg, A/|\gl]}  en otro caso

La forma de 7 se sigue de los siguiente: Cuando g°Bg < 0 entonces la cuadratica
es no acotada y el minimo sobre cualquier direccién se alcanza en la frontera de la
regién. Si B > 0 entonces aparecen dos casos si el minimo sobre esta direccion estd
0 no dentro de la regién de restriccién.
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El punto de Cauchy jugard un papel muy importante en los métodos de regién de
confianza que se describirdn en capitulos posteriores.
Como estamos suponiendo que B > 0 y p? estd fuera de la regidn, entonces

ptl - ——-—g_ti..
g‘Bg

Formalmente, la trayectoria de la “pata de perro” estd dada por p(r) con 7 € {0,2]
donde

pr)={ P Osrs<t
P+ -D@P —p) 15752

Geomeétricamente, es lo que tenemos en la figura 4.7

P, W
DR R
A
DR O
A
4
Traysttorin de ln  “Pata de Perro™

Figura 4.7: Trayectoria de la “pata de perro”

Entonces nuestro problema se traduce en minimizar ¥ a lo largo de p(7) sujeto a
la restriccién ||pl] € A. De hecho, no es necesario hacer una biisqueda, ya que como
mostraremos, la trayectoria intersecta la frontera de la regién en solo un punto y éste
puede ser calculado analiticamente. Demostramos esto en el siguiente Lema.

Lema. Sea B > 0, entonces
i} Ip(r)|l es una funcidn creciente de 1; y
ii) Y(p(7)) es una funcidn decreciente de .

Demostracién.

Por la definicién de p* se ve que i) y ii) se satisfacen para v € [0,1]. Asi
que centraremos nuestra atencién en el caso r € [1,2}.
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Para i) definimos h{q)

= %H p(1+ a)||?, i) quedard demostrado si se satis-

face que A'(a) > 0 para a € (0,1). Se tiene que

ha) = 51+ o)

= S5+ ale® ~5)P)

= slp*I* +op ‘F ~ ) + 50°1p% ~ P

De aqui obtenemos

n'(e)

v il

2

= p“(p® — p*) + oflp® - p¥|?

-p* (p* ~ pP) + allp® - p*|I?

—p* (p* ~ pP)

g . (d'9)? 1
2 {22 4B
gthg( 9‘ng+ g

: g'B7'g ( (g'9)* )
~ +1
9974 Bg (¢*Bg)(gtB~1g)

0

La tltima desigualdad se tiene ya que B y B! son positivas definidas y
por la desiguladad de Cauchy-Schwarz se tiene que

Hgll*
(g'Bg)(gtB~1g) =1

(jutv]?> < \|ul?lv)|? sea u = BY%g, v = B~1/2g, B2 y B~/ existen ya

que B> 0. ).

Por lo tanto se tiene que h'(er) > 0, entonces A{a) es una funcién creciente
y esto implica que §5(7)| es una funcién creciente para 7 € [1,2].

Para ii) procedemos de manera similar, definimos h(a) = (Bl +a)) ¥
mostraremos que A'(a) < 0 con € (0,1). Tenemos que

h(a) = ¢*(p" + al(p®

=) + 50+ alp® — p) B + a(p® - )

y de aqui se obtiene que

Wia) = (p®~p")'(g+ Bp*) + a(p® - p)'B(p® - p*)
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< (® — ) (g + Br* + B(p® - p*))
= (p® - p*)"(g + Bp®)
= 0

Entonces A'(a) < 0 y por lo tanto ¥(5(7)) es una funcién decreciente
para T € [1,2], que es lo que queriamos demostrar. Con esto termina la
demostracién del Lema. g

Como una consecuencia del Lema anterior se tiene lo siguiente: los segmentos
que definen la trayectoria de la “pata de perro” intersectan la frontera de la region
llpll = A en exactamente un punto si ||p?|| > A y en ningiin punto en otro caso.
Como ¥ es decreciente a lo largo de la trayectoria, el valor buscado de p es p? si
le?ll < A y en otro caso p es el punto de interseccién de la “pata de perro” con la
frontera de la regién. En este ltimo caso encontramos el valor de T resolviendo la
ecuacién cuadratica

lp* + (7 = DE® - p)|? = A?
y esta 7 nos define el punto solucién aproximado.

Esta estrategia de la “pata de perro” trabaja con B > 0, si B es indefinida ya
no puede aplicarse directamente, ya que p® no es el minimo sin restricciones de V.
Enseguida describimos otro método que permite trabajar con B indefinida.

4.6 Método de Steihaug

El método anterior, requiere la solucién de un sistema lineal que involucra B. Cuando
B es grande, esta operaciéon puede ser muy costosa, entonces buscamos una técnica
que encuentre una solucién aproximada de (4.1) que no requiera la solucién exacta
de un sistema lineal. Una técnica de este tipo fue propuesta por Steihaug y es la que
describiremos a continuaciéon. El método esta basado en el algoritmo de gradiente
conjugado.

La diferencia con el método de Gradiente Conjugado clésico es que Gradiente
Conjugado encuentra, solucién a Bp = —g y el algoritmo de Steihaug intenta resolver
el sistema lineal pero el algoritmo termina si encontramos un p tal que |jp|| 2 A o
si encuentra una direccién de curvatura negativa, en estos casos, el punto buscado se
encuentra intersectando la direccién de biisqueda actual con la frontera de la region.

El algoritmo es el siguiente:
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Algoritmo de Stethaug
dadae>0,po=:0, To = @, d0=—-7‘0
if ([roll < €, return, p = py, end
forj=0,1,2,...

if dtBd; < 0 encontrar T tal que p = p; + 7d; minimice

' U(p) en 4.1 y satisfaga ||p|| = A.
return p.

end

a; — T;T‘j/d;ij

Pi+1 = pj + a5+ d;

if |lp;+1]] = A: encontrar 7 > 0 tal que p = p; + 7d; satisfaga ||p|| = A.

‘ return p

end

Ti41 =T; + Cthdj

i rj1al] < eliroll: Teturn p = pya, end

Bj+1 = 7'3+1"‘j+1/ T;Ti

djp1 = Tj1 + Biad;
end

La inicializacién de py = O es crucial, ya que después de la primera iteracién si
llre]] > € tenemos que

_ _ T 31”0 _ g's
1= Q,dq = &Bdy - 4Bg’
que es el punto de Cauchy. Esta propiedad sera de gran utilidad cuando se vean los
algoritmos de Regién de Confianza.
Una propiedad importante del método es que cada iterando p; es mayor en norma
que su predecesor. Esta es una consecuencia de la inicializacion p = 0. La principal
implicacién es que es aceptable parar la iteracién tan pronto como lleguemos a la

frontera de la region ya que ningin iterando posterior estara dentro de la regién y
tendra un menor valor de V.

Esto se establece en el siguiente teorema.

Teorema La sucesién de vectores generada por el método de Steihaug iniciando con
po = 0 satisface '

teilla < P liz

Demostracion.
Mostraremos primero que la sucesién de vectores generada satisface pir; =
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0 para j > 0y pid; > O para j > 1.

El algoritmo es recursivo y se tiene que
Pj+1 = Pj + a;d;

entonces

ya que incializamos py = 0. Multiplicando esta expresién por r; y uti-
lizando la propiedad de gradiente conjugado de que las direcciones de
busqueda son ortogonales a los residuales, tenemos

j-1
t — oty
Yy = z;aldi'r]
i=1

= 0

Mostraremos ahora por induccién que pid; > 0. Tenemos que

Pidi = (ogdo)(ry + Bidy)
= aodﬁ,n + a(}ﬁl d:')d,o
= aofhdydy

esta ultima igualdad resulta de aplicar nuevamente la propiedad de gra-
diente conjugado. Ahora, por la definicién de a; y §; se tiene que o; > 0
y B3; > 0, entonces

pidy = apBrdgdy > 0

Por lo tanto si se cumple para j = 1, suponemos ahora la hipdtesis de
induccioén, que pj-d,- > 0 y mostraremos que se satisface para 7 + 1.

Tenemos que pf,,7;4, = 0, entonces

P§+14j+1 = P§+1(Tj+1 + Bi+1d;)
= P§+1"'J'+1 +6j+1P:-‘+1dj
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5j+1P§+1 dj
Bi+1(p; + oyd;)'d;
= Bipid; + Binasdid;
>0

La dltima expresiéon es positiva utilizando la hipdtesis de induccién. En-
tonces tenemos ya demostrado que p;d,- > (0 para 7 =2 1. Demostraremos
ahora €] teorema.

punto final p se escoge tal que ||pll2 = A que es la longitud mas grande que
puede tener cualquier punto. Para cubrir todas las otras posibilidades en
el algoritmo debemos mostrar que ||p;{|2 < ||pj+1ll2 cuando pjy1 = pj+oayd;
yjzlL

Veamos que

Si el algoritmo para debido a que ngdj < 00 |pj+illz = A, entonces el

ips+alls = (p;+ oyds)i(p; + ;d;)
= |lpsll7 + 205p5d; + o?ld;13

como pt

:d; > 0 se tiene que

oillz < {lpssill2

lo cual completa la demostracion. g

Este teorema nos dice que el algoritmo de Steihaug genera una trayectoria desde

0 hasta p® en donde cada paso aumenta la distancia total al punto inicial. Cuando
B > 0 esta trayectoria puede compararse con la “pata de perro” ya que ambos métodos
se mueven de 0 a pB hasta llegar a la frontera de la regién.

4.7 Meétodo para el calculo de la soluciéon exacta

Los métodos anteriores son bastante econdmicos pero por ejemplo el de la “pata de
perro” no se pueden aplicar en general, requiere que B > 0. Veremos ahora una
técnica para calcular una solucién aproximada usando el método de Newton en una
dimensién.

Tenemos entonces que de acuerdo a la caracterizacién, estamos buscando A € R

tal que

(A = A
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donde

P(/\)"—ZI\ +/\QJ

con B=QAQ"y A =diag(h1,... ., An) , Ay < -ooh e An, €igenvalores de B.
Entonces podemos transformar el problema a encontar una raiz de una funcion
unidimensional.

Podemos utilizar el método de Newton para encontrar ceros de funciones unidi-
mensionales y asi encontraremos el valor de A > A; que resuelve

&:(A) =lp(MI -A =0

Esta ecuacion tiene una desventaja, si consideramos A ligeramente mayor que —Aq,
entornces

®:(A) = [lpMll -4

L t

U

con C; > 0 y C, constantes. Para estos valores de A la funcién es muy no lineal y
el método de Newton en estos casos no es muy confiable o el proceso puede ser muy
lento.

Lo que se hace entonces el reformular el problema de tal forma que la funcién sea
cercana a ser lineal cerca de A éptima. Definimos

1 1
Pa(N) = % ~ T

A lpO)

para esta nueva funcién si A es ligeramente mayor que —A,, tenemos

1 1
200 = x- ol
_ 1
A I .?—1 A+)«, % ”
1 A+ A
¥ AT ¢,
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Ay Ay AX A

Figura 4.8: Gréfica de ||p(X)[|~!

Con C3 > 0. Entonces ®2()\) es casi lineal en el rango que estamos considerando, y
el método de Newton en este caso funciona bien siempre que A > —)X;. La gréfica de

®,(A) es la figura 4.8.

El método de Newton aplicado a ®,()\) genera una sucesién de iteraciones A¥)

tales que

A o 200)
3,(30)

Pasemos ahora a la implementacién. Necesitamos ®5(\):

o = & (5 o)

- & ()
dA \ [lp(M]
Y tenemos que

i ! = -d_ 2y —1/2
d\ (upmn) 7 UpIP)
=~ )

1 - " (g59)°
= ~5lpNI~ = (Zm)

=1
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. ——np(AnS( Z A )
(S (@)
P (Z (A(*fv)

i=l1

Ahora, se tiene que como p = —Q(A + A)~1Q%g entonces

f: Q9 _ e anyp

Si tenemos B + Al = R'R entonces (B + AI)™' = R™'R™", entonces
p(B+A)"'p=p'RT'R'p = |[R'p|?
Sea v tal que R'v = p entonces
2 _ et = §° (@9
de donde

22 = =M o lf?

y esto implica que

() _ 3~ pon
YIS O

() (k=)

tenemos entonces todos los elementos para presentar el algoritmo de Newton para el
calculo de A.

4.7.1 Caso no duro

En caso que no se presente en niguna iteracién un caso duro, podemos presentar un
algoritmo de actualizacién de A por el método de Newton como sigue:
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Algoritmo (4.16)

Dados A, A >0

for{=0,1,2,...
1. Factorizar B + \®] = R*R
2. Resolver RpY) = —¢g
3. Resolver Rty = p®

4. AHD = A0 4 (ﬂ%(t%um)z( AAL_A)
end

4.7.2 Caso duro

El algoritmo anterior no funciona en todos los casos ya que no sabemos en que mo-
mento se puede presentar un casc duro, presentamos ahora un primer algoritmo para
el caso general, en donde por el Lema de la seccién 4.3.1 la solucién buscada, es de la
forma p + z, si no se estd en un caso duro z = 0, en caso contrario se busca un z que
satisfaga (4.8), podemos presentar el algoritmo como sigue:

Algoritmo (4.17)

Dados A\, A >0
forl=0,1,2,...
1. Factorizar B + A] = R'R
2. Resolver RpM = —¢g
3. Resolver Rty = p¥)
4. Si ||p|| < A calcular z

5. AU+ = 3O 4 (nﬁlgum)? (lp(AA}ImA)

end
A este algoritmo se le deben afiadir ciertas medidas de seguridad, por ejemplo,

cuando A® < —); la factorizacién de Cholesky B + A¥] = R*R no existe, por otro
lado no hemos mencionado cémo hacer el célculo de z, nos enfocaremos ahora a estos
aspectos.

4.7.3 Caélculo de z

De acuerdo al Lema de la seccién 4.3.1 la solucién aproximada es de la forma

ptz
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donde

B+M=RR, (B+M)p=-g, A>0

y z es tal que
lp+2ll =4, Rl < o([Rpl* + A2?)

El principal uso de este resultado es en el caso duro, donde debemos encontrar un
z = T% que satisfaga la ecuacién anterior considerando 7 tal que [[p+ 72| = A y
escogiendo un 2 con ||z]] = 1 tal que ||R2}| sea tan pequefia como sea posible.

Dado % con ||2|l = 1 y p con |jp]]| < A hay usualmente dos elecciones de T que
satisfacen |[p + 72| = A y de (4.9) debemos escoger la de menor magnitud que es la
que minimiza ¥(p + 7z). La 7 buscada es

_ A? — |p|?
Pz + sign(p*2)[(p'2)* + (A% — [|pl|®)]*/2
Un vector Z con }j2|| = 1 y tal que ||RZ]| sea tan pequefia como sea posible puede

obtenerse de varias formas, lo tinico que requiere el algoritmo es que ||| tienda a cero
cuando A tienda a —A;. Una forma econdémica de hacerlo es por medio de la iteracién
inversa, aunque existen otros caminos.

4.7.4 Proteccidn de )\

Un elemento muy importante en la iteracién es la proteccién necesaria para asegurar
que se encuentre la solucidén buscada. Esta proteccién va a depender en este caso de
la forma de ®, recordemos que

(A} = llp(M)Il - A

con (B + Al)p(A\) = —g, ésta es una funcién convexa y estrictamente decreciente en
(=A1,00), lo cual implica que el método de Newton iniciando en A € (—A;, 00) con
®(0) > 0 produce una sucesién monétonamente creciente que converge a la solucién
®(X*) = 0. Ademds, si A € (=A;,00) ¥ B(A) < 0 la signiente iteracién de Newton,
Ap,estalque o Ay < ~A 0 ®(A,) 2 0.

El esquema de proteccién utiliza pardmetros Ay, Ay y Ag tales que (A, Ay| es
un intervalo de incertidumbre que contiene a A* y As es una cota inferior de —),, ¢}
algoritmo de proteccién es el siguiente:
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Proteccién de A

a) A =max(A AL)

b) A = min(}, A\y)

c) Si A < Ag, entonces A = max{.001)y, (ApAy)'/?)

Esquemas de proteccién de este tipo son utilizados por Moré [31) para el caso en
que B sea positiva semidefinida y por Gay para el caso general. Los primeros dos
pasos del algoritmo aseguran que A € [Af, A\y] y €l tercer paso garantiza la reduccién
de la longitud del intervalo de incertidumbre. El tercer paso el crucial: si la longitud
del intervalo de incertidumbre permanece acotada lejos de cero entonces el tercer paso
solo puede ser ejecutado un nimero finito de veces. Esto se verd més claro cuando se
vean las reglas de actualizacidn de los parametros de proteccién.

Dado Ag y un A de prueba las reglas para Ag son las siguientes: Si A € (— Ay, c0)
y ®()\) < 0, entonces ||p(\)}] < A y calculamos 7 y Z por el algoritmo del caso duro
y hacemos

As = max(Ag, A — |R|]%) (4.18)
Como R es el factor de Cholesky de (B+ AI') entonces para cualquier Z tal que ||Z]] = 1
tenemos
A= R3|? < -

Entonces si As es una cota inferior en —A;, (4.18) garantiza que Ag actualizado es
también una cota para —X;. Si A < —A; entonces podemos actualizar Ag notando
que durante la descomposicién de Cholesky de B 4 AJ es posible encontrar un § > 0
tal que la submatriz principal de orden { < n de

B+ A + bese}
es singular. Ademas, es posible determinar u € R™ tal que

(B + M + beie))u =0

con i; = 1 y u; = 0 para ¢ > . Entonces

A¢ = max (,\S, At ﬁuj) | (4.19)

es una cota inferior de —A;.
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Como ||R2]|? es usualmente cercana a A 4+ A, actualizar Ag via (4.18) tiende a
evitar intentos de A para los cuales B + Al no sea positiva definida y de aqui, reduce
el nimero de iteraciones necesarias para la convergencia.

Las reglas para actualizar Ay y Ay son las siguientes:

Actualizacidén de Ap, Ay ¥y Ag

1. Si A€ (—A1,00) ¥y ©(N) < 0 entonces
/\U = min(/\u, /\)
si no
Ap = max(Ag, A)

2. Actualizar A\g usando (4.18) y (4.19)

3. Sea Ap = max(Ar, As)

Los valores iniciales para estos parametros son
As = max{—0:}

con f; el i—ésimo elemento de la diagonal de B y

)\L = max (0,/\3, ‘"-g—“ - NBHI)

o =Ly,

Estas elecciones de Ag y Ay estén basadas en la observacion (4.3), la cual implica que

l|gll ol
|,\+A|—“()"-|,\+,\| ~A1 < A

donde A, ¥ A, son, respectivamente, los eigenvalores mas pequeno y mas grande de
B. No son las Gnicas opciones para valores iniciales, pero estas son simples y efectivas
para grandes valores de ||g||/A.

En resumen el siguiente algoritmo define una iteracién tipica para resolver nuestro
problema
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Algoritmo (4.20)

1. Proteger A

2. Si B + M es positiva definida factorizar B+ Al = R'R, si no, ir a 5
3. Resolver R*Rp = —g

4. Si |ipf| < A calcular Ty 2

5. Actualizar Ay, Ay, As

6. Verificar criterios de convergencia

7. 81 B + Al es positiva definida y g # 0 actualizar A via paso 5 del algoritmo
{4.17); si no, actualizar X via A = Ag.

El dltimo paso del algoritmo se propone por lo siguiente: Si B + Al es positiva
definida y g # 0 entonces el algoritmo de Newton en (4.17) tiende a una cota inferior
de —A; para ||g|| suficientemente pequefia y entonces actualizar A via Mg es una
eleccién razonable cuando g = 0. También nétese que asignar Ag a A obliga a proteger
A en la siguiente iteracién y ésta es la estrategia buscada cuando la iteracién de
Newton no puede operar.

Ahora veamos que el algoritmo termina en un namero finito de pasos produciendo
un A € (—A1,00) con ®(A) > 0 o un intervalo de incertidumbre arbitrariamente
pequefio. Si suponemos que la longitud del intervalo de incertidumbre permanece
acotado lejos de cero, entonces el tercer paso de la proteccion de A garantiza que
A < Mg solo puede ocurrir un niimero finito de veces. Ahora, st A < —A; entonces
A < Ag para la siguiente iteracién. Finalmente si A € (—A;,00) v ®()\) < 0 entonces
recordemos que la siguiente iteracién de Newton, A, va a ser tal que o Ay < —Xy
o ®(A;) > 0. Entonces los argumentos anteriores muestran que Ay < —A; solo
puede ocurrir un mimero finito de veces, entonces eventualmente Ay € (—Aj,00) ¥
&A1) 2 0.

La importancia de lo anterior es porque dado A € (~X;,00) con ®(A) > 0 el
algoritmo (4.20) eventualmente satisfacerd (4.13) mientras que si el intervalo de in-
certidumbre es pequefio entonces R es cercana a ser singular y es entonces posible

que satisfaga (4.14), con esto el algoritmo terminara con una solucién calculada s que
satisface {4.15).
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4.7.5 Experimentos Numéricos

Se realizé una implementacion del algoritmo anterior en Matlab para probar su efec-
tividad. Se realizaron experimentos numéricos y se compararon con los resultados
obtenidos por Moré y Sorensen en [32] donde se describe una implementacion del
algoritmo en Fortran.

Para definir el problema, se genera la matriz B = QDQ! para alguna matriz
ortogonal @ y D una matriz diagonal, se considera g = ()¢ para algin vector §. Esto
hace posible generar un caso duro haciendo cero la componente de § correspondiente
al elemento mas pequeiio de ). La estructura de B se obtiene escogiendo la matriz
ortogonal Q) como @ = ¢1Q2{s, donde

P L B
Q=1 2||wj||2’ 1=1723
y las componentes de w; nimeros aleatorios distribuidos uniformemente en (—1,1).
El problema estard determinado una vez que se especifiquen A, gy D.

Escogemos § y D con niimeros aleatorios uniformemente distribuidos en (-1, 1).
Para la eleccién del punto inicial consideramos

Ao = M (4.21)

A
sl no se tiene mas informacién del problema (4.21) es una buena eleccion para iniciar
la iteracién.

Solo queda determinar A, un pardmetro importante; si A se escoge en (0, 1) (4.21)
es usualmente un buen estimador inicial y el algoritmo terminaré rapidamente. Un
buen valor para A en este caso es considerarla dentro del intervalo (0, 100) para que
el algoritmo pueda operar, entonces se escoge A dentro de este intervalo también de
forma aleatoria.

Los criterios de paro estdn determinados por g3 = 0.1y 0, = 0 en (4.13) y (4.14).
Se escoge g, = ( ya que 03 se necesita para manejar el caso g = 0 y B positiva
semidefinida y singular, no estamos considerando B con esas caracteristicas .

Presentamos ahora los resultados de los experimentos para problemas de di-
mensién 10, 20, 40, 60, 80 y 100. Para cada dimensién se generaron 5 problemas
y se reportan el nimero promedio y el maximo de iteraciones necesitadas para la
convergencia. Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla.
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Tabla 1. Caso general

Iteraciones
Dimensién | Promedio | Maximo
10 2.2 3
20 3.2 5
40 34 4
60 2.6 3
80 4.2 5
100 3.8 5

Para probar el algoritmo en el caso duro se genera un problema de este tipo
haciendo cero la componente de § correspondiente al elemento mas pequeno de D.
Los resultados obtenidos en este caso se reportan en la siguiente tabla.

Tabla 2. Caso duro

Iteraciones
Dimensién | Promedio | Maximo
10 2.6 3
20 2.2 3
40 2.8 3
60 3.4 4
30 4 4
100 3.6 5

Los resultados son comparables con los reportados en [32] el nimero de iteraciones
se reporta muy similar en ambos casos. Como se menciond, el algoritmo acelera la con-
vergencia para A mas pequena, por ejemplo en el caso general si A se escoge en (0, 1),
el niimero méximo de iteraciones es 2, con lo cual el algoritmo converge rdpidamente.
De la tabla 2, podemos mencionar que el caso duro es tratado eficientemente y puede
manejarse con el mismo esfuerzo computacional que el caso general.
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Capitulo 5

Métodos de Region de Confianza

En el método de Bisqueda Lineal discutido en el capitule 2, dada una direccién de
bisqueda se enfocaba en encontrar un tamafio de paso adecuado que garantizara
un decrecimiento en la funcién objetivo, esto se lograba haciendo uso de un modelo
unidimensional de la funcién. Esta estrategia es exitosa, pero tiene la desventaja de
no hacer uso de la informacién que puede obtenerse aproximando localmente a f con
un modelo n—dimensional. El método de Regién de Confianza que describiremos en
este capitulo se basa en la aproximacion local por medio de un modelo cuadritico n-
dimensional, para determinar la direccién en la cual avanzar. Este método puede verse
como que opera en sentido contrario a la busqueda lineal, aqui primero se determina
el tamano de paso y en base a este tamafio de paso se encuentra la direccion sobre la
que hay que avanzar. El algoritmo resultante es muy confiable y tiene propiedades de
convergencia global. En este capitulo veremos las ideas principales de este método y
sus propiedades basica de convergencia.

Si f: R®™ — R es una funcién dos veces continuamente diferenciable, entonces
localmente en una vecindad con centro en z; y radio Aj se satisface

flzn +w) = flap) + Ue(w),  [w] < A

donde )
U (w) = Vf(z)w+ §thk'w

es un modelo cuadratico alrededor de zx, con B una aproximacion a la matriz Hes-
siana en el punto z;.

Si para cada z; podemos determinar Ag, el radio de la regién donde confiamos
gue el modelo cuadratico aproxima a la funcién f, entonces se sugiere calcular el paso
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sy, tal que resuelva el problema

s, = min ¥i(w
£ min Pe(w)

de tal forma que
Thy1 = Tk + S

sea nuestro siguiente elemento en la iteracién.

Entonces en el método de Regién de Confianza primero localmente se hace una
aproximacién cuadratica n—-dimensional de la funcién objetivo, se define una regién
alrededor de la iteracién actual en donde se confia que el modelo representa ade-
cuadamente a la funcién, esto es, una regién de confianza, y se escoge la direccién a
seguir como el minimo del modelo sobre la regién de confianza. Al hacerlo estamos
escogiendo la direccién y el tamafio de paso simultdneamente.

Si el paso no es aceptable, es decir, que zx +5; no produzea una reduccién suficiente
en f, entonces se reduce el tamafio de la regidén de confianza y se encuentra un nuevo
s;. En general, al cambiar el tamafio de la regién, A, cambia también la direccidn,
Sk. '

El tamafio de la regién de confianza, Ag, es crucial para el buen funcionamiento
del método. Si la regidén es muy pequeiia puede ser que el modelo sea valido en una
region mas grande y que se puedan tomar pasos mas grandes que nos acerquen més
rapido a la solucién buscada. En cambio, si la regidn es muy grande puede ser que el
modelo sélo sea valido en una vecindad muy pequena de x; y que el paso encontrado
no sea aceptable, en cuyo caso se tiene que reducir el tamano de la regién y calcular
un nuevo s;.

En algoritmos practicos el tamano de la regién se escoge de acuerdo a la reduccién
obtenida en f en iteraciones anteriores. Si la reduccién es muy significativa entonces
el modelo es confiable v podemos aumentar el tamafio de la regién, permitiendo asi
pasos mas grandes, si el paso no es aceptable, el modelo representa inadecuadamente
a la funcién en la regién de confianza actual, entonces se debe reducir el tamano de
la region de confianza y generar s; nuevamente.

Entonces en el método de Regién de Confianza en cada iteracién tiene que resol-
verse el problema

min ¥ (w), Y(w) = Vfiw+ %thkw (5.1)

lwizga

Consideraremos la norma euclideana, de tal forma que necesitamos el minimo de
U(w) en la bola de radio Ax. La existencia de la solucién de (5.1) asi como algoritmos
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préacticos para el cédlculo de soluciones aproximadas y un algoritmo para aproximar la
solucidn exacta, se enunciaron en el capitulo 4. Haremos aqui uso de estos métodos y
sus propiedades para demostrar convergencia global mas adelante. Veremos ahora la
descripeidn del algoritmo en el entendido de que sabemos cémo calcular una solucién
aproximada a (5.1).

5.1 Algoritmo

Para definir el algoritmo de Regién de Confianza, debemos primero definir la es-
trategia para la eleccidn de Ay, el radio de la region de confianza en cada iteracién.
Obteniendo un paso sx, se calcula el cociente

f(z) — flak + si)
W(0) — (s

Pk =

el numerador se conoce como la reduccién real y el denominador como la reduccién
pronosticada.

Noétese que

~W(sk) = 9(0) — Y(si)

éste siempre serd un valor no negativo ya que s; es el minimo sobre {s: ||s|]] € A} ¥y
este conjunto contiene s = 0, entonces ¥{s;) < ¥(0).

Entonces st

oy = flxx) — flae + sx)
¢ —U(sk)

(5.2)

es negativo, entonces f(zx + s¢) > f(xx) ¥ el paso debe ser rechazado, se debe
disminuir la regién de confianza y calcular nuevamente s;.

Si pr es positivo pero cercano a cero, quiere decir que la reduccién en f no fue
significative, hay que volver a calcular sx con un Ay mas pequeiio.

En cambio, si pi €s cercano a uno, entonces el modelo aproxima muy bien a f en
esta regién, se acepta el paso y se aumenta la regién de confianza.

El algoritmo que describe el proceso se enuncia enseguida.
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Algoritmo: Regién de Confianza |
Sean 0 < p << 1y0 <7 <1<, constantes dadas
Dados o € R" y Ag > 0
for k=0,1,2,...
Obtener s, resolviendo (5.1)
Evaluar py de (5.2)
Si py < p entonces Agyy € (0,11 A4
else
Tkel = Tk + Sk
Si pr < n entonces Agyy € [ Ak, Ayl
else
Aps1 € [Ag, 1204]
end
end
end

Los valores usuales de las constantes son
S U RV
“"4: Tf'_4v 71—23 Yo =

* éstos varfan de acuerdo a las necesidades del problema.
En la figura 5.1 ilustramos la actualizacién de A de acuerdo al valor de py.

i |11
S N lemapmm
se rechaza
seacepta se acepla
elpaso elpo:?; ¢l paso
Am( m'.rlbl Amé Hldt AI Amf IAU TIAi]

Figura 5.1: Actualizacién de A de acuerdo al valor de p;

Esta es la forma basica del algoritmo de Region de Confianza.

Tenemos entonces cémo actualizar Ay el radio de la regién de confianza, veremos
ahora que condiciones debe satisfacer s, en cada paso de manera que se logre una
reduccién significativa de la funcién y tal que el algoritmo genere una sucesién {zx}
que converia a la solucién buscada.
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Al igual que en el problema de biisqueda lineal no estamos interesados en resolver
e] problema con gran exactitud, sino en encontrar condiciones flexibles para aceptar
Sk que sean suficientes para garantizar convergencia de la sucesién generada por el
algoritmo de Regién de Confianza. si debe ser tal que esté dentro de la regién de
conflanza y donde se obtenga una reduccién significativa del modelo cuadratico.

La primera condicién para aceptar el paso es que dada § > 0, s, debe ser tal que

llsk]l < 64k

La reduccién que se necesita en el modelo para garantizar convergencia es la que
esta dada por el estimador

“Wi(sk) > 1|l min (Ak, ﬁ%) (5.3)

para alguna constante ¢; € (0,1]. Notemos que cuando A es el valor minimo en
(5.3), la condicién se parece a la primera condicién de Wolfe-Powell: la reduccién
deseada en el modelo es proporcional al gradiente y el tamafo de paso.

Veremos ahora que tanto el algoritmo de la “pata de perro” como el de Steihaug
producen soluciones aproximadas que satisfacen (5.3), para esto nos apoyaremos en la
reduccién alcanzada en el modelo por el punto de Cauchy. Recordemos la definicién
del punto de Cauchy.

Definicién. El punto de Cauchy para el problema de regién de confianza (5.1) denotado
por p{ es el minimo de ¥y, a lo fargo de la direccidn de descenso mas rapido, —gy, sujeto
a la restriccién de ia regién de confianza {|p|| < Ax. Se tiene que

Pf = =TGgk
con .
;e { Ax/)\gil si gLBigr < 0
min{[|gx|?/(9fBxgx), Ox/llgx|}  en otro caso

El punto de Cauchy, como veremos enseguida, nos ayudari a demostrar conver-
gencia global del algortimo de regién de confianza, éste es utilizado ya que es muy
econ6mico de encontrar, ya que no requiere factorizaciones matriciales. Tenemos que
el punto de Cauchy satisface (5.3) como se enuncia en el siguiente resultado.

Lema. El punto de Cauchy p{ satisface (5.3) con ¢, = 4, esto es,

~ W) > ~fgx| min ('Ak, %%) (5.4)
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Demostracién.

Consideraremos tres casos: ngkgk < 0 donde el punto de Cauchy ests en
la. frontera de la regién y el caso gi Bigr > 0 donde hay dos opciones, p§
dentro o en la frontera de la regién.

Si gt Brgr < 0, entonces tenemos que p{ = ~ m Gk»

oy _ gt _BE YN
Pulee) 9"( ugkng*)"%( ngkug’“) B*( ngkug*)
_Begioe 1 AL
ol 2 Taul2 %% O+
—illge]

~ e}t min (A,ﬂ Tl%ill')

il

IA

IN

Entonces

T4 (0) ~ Te(p9) > llgi| min (Ak, T','-g;%)

y se satisface el Lema en este caso.

Supongamos ahora que gt Birgr > 0 y que el punto de Cauchy est4 dentro

de la regién, esto es, pf = -g-u%]'}g—kgk entonces

Ui(pg) = —'thk“ugi“—z- + % ('(M(QEBka))

7% gt Brax 95 Brgr)?
1 gl

2 gt Brgs
1 g

2 Billflgxll®

1 lg:ll?
2By

< ”“"—”gk” min (Ak, Ilng)

1Bl

entonces se tiene que

~Uu(o) 2 3lgul| min (A 1||lgl|1l|)
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y se satisface el Lema también en este caso.

Por 1ltimo consideremos el caso giBrgx > 0 y pf = —"?k gk, €sto es

llge|? Ay . llgxll®
> = g Bigs <
9. Brge = Ngell JDkGk = TR,
entonces
W) = —2 g+ LAk gpg,
ngkn zn +
3
< 2 k ||9k||
= e u” 9ell” + 2ugku2 A

i
= —Allgell + §Ak|[9k||

= ~3Aula
1. llg
< —gmin (an g3)

Por lo tanto el Lema se satisface en todos los casos, y esto termina la
demostracion. g

Para satisfacer (5.3) la solucién aproximada s, solo tiene que alcanzar una re-
duccién de al menos una fraccién fija ¢z de la reduccién alcanzada por el punto de
Cauchy. Establecemos esto formalmente en el siguiente teorema.

Teorema. Sea si cualquier vector tal que [lsi)| < Ax ¥

~Wi(sr) = co(—Ti(p)))

Entonces sy satisface (5.8) con ¢y = %cg. En particular st s; es la solucidén exacta s},
de (5.1) entonces satisface (5.3) con ¢; = 1.

Demostracion.

Como [|s|| € Ak, entonces
—Wk(st) 2 e —Ti(EK))

> o (o min (A, 20 ) )

¢1lgll min (A Illlgkllll)

A"
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conc =ic;. m

Note que los algoritmos de “pata de perro”, y de Steihaug satisfacen (5.3) con
e = é-cz, ya que todos producen soluciones aproximadas s para las cuales ¥;(s;) <

Wi (pk)-

5.2 Convergencia Global

En esta seccidén, probamos el resultado de convergencia global para al Algoritmo de

Regién de Confianza. Supondremos que las aproximaciones a las Hessianas By estan
uniformemente acotadas en norma.

Teorema. Supongamos que f : R®™ — R continuamente diferenciable y acotada infe-
riormente, que se genera {zi} con el algoritmo de regidn de confianza. Supongamos
que || Bkl < 8, con B una constante positiva y que todas las soluciones aprozimadas
de (5.1) satisfacen la desigualded (5.3) para alguna ¢ > 0, entonces tenemos que

lim |lgeli =0
k—oco

Demostracién.

Procederemos por contradiccidén. Supongamos que existe un € > 0 tal que
llgkl} > € para toda k suficientemente grande.

Mostraremos que
o0
> A <oo (5.5)
k=1

Si existe un nimero finito de iteraciones donde se acepta ¢l paso, esto es,
se tiene que py > y un ndmero finito de veces, entonces tenemos que

P S B

para toda k suficientemente grande, pero por la forma de actualizar Ay
se tiene que
' Apyr € mby

para toda k suficientemente grande, como v, < 1, entonces se tiene que
en este caso se satisface (5.5).
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Si en cambio, existe una sucesién infinita de iteraciones {k;} donde se
acepta el paso, entonces se tiene que pg, > p, esto es,

f(a:ki) - f(xki + Skl‘)
_‘I,(Ski)

>

Ahora, como se satisface (5.3), es decir,

_lp(ski) 2 clugk” min (Akii |I|lj‘gg.:|”)

y como || Bi|| < 3, entonces se tiene que

Flar) = Faren) = pelgill min (Ak,, “—ggﬂ)

como f esta acotada inferiormente se tiene que

00
Z Akg < 0Q
i=]1

Veremos ahora que
(s o] oo
PILTED I
k=1 i=1

Consideremos que el paso k; fue aceptado y que para Ay, ,, Ag, ., ..., Ag,,,
el paso fue rechazado hasta llegar a A, donde se aceptd el paso, de tal
forma que

JAVA

Como para Ay,,, el paso se rechaza, se tiene que de acuerdo al algoritmo

bl Aii:.'+1

Apyy €My < Ay,
va que 0 < v < 1, de la misma manera
Apis S MBkiyy < Nk
y en general, se tiene que

Ay,,; S
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para j < r. Entonces se tiene que

T .
z Aka‘+j
j=1

lo cual implica que

0o
S o
k=1

A

<

Q+mn+v+-+A7 DAk

por lo tanto (5.5) también se satisface en este caso.

Ahora mostraremos que {5.5) implica que {|px—1|} converge a cero. Como

primer paso notemos que

Nersr — zi| < skl < 0

y por (5.5) se tiene que {z} converge.

Por otro lado,

y se tiene que

lox —

1| =

| (sk)

Wilsk) — (f(2x + s) — fzh))

—Wi(sk)
- Vi@l £ |gskBus
< fsls
< —62/_\{3
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Usando esta desigualdad, tenemos que
1
Wilse) = (f (2 +86) — flm))] < |Wilsk) = V F{ze) sk - ESEBkSk

1 1
< §|isk||2ﬁ + §“3k“2}6

llsell*B
BEA2 (5.6)

1l

[A

Ahora, por (5.3) y por la hipétesis de que ||gx|| > € se tiene que

— W (sk) c1lgx|lAx

e
> cieAg
De esta desigualdad, de (5.6) y de (5.5) se concluye que

{lox — 1|} - 0

Pero las reglas de actualizacién de A muestran que A no disminuye si

pr 2 7, entonces {Ax} no puede converger a cero. Esto contradice (5.5)
y demuestra el teorema. g

Tenemos entonces que siempre se alcanza convergencia global con el método de
Regién de Confianza. Veremos ahora como caso especial la convergencia global para
el método de Newton con regién de confianza, donde la solucién de (5.1) se calcula
con el algoritmo que aproxima la solucién exacta.

5.3 Convergencia Global para métodos que apro-
ximan la solucién exacta

Con el algoritmo de Newton unidimensional para aproximar la solucién exacta y sus
correspondientes protecciones descritos en 4.7, tenemos que la solucién aproximada s
satisface las condiciones

—Wi(s) 2 a1 (—¥i(sh)) (5.7)
lis]| € vA (5.8)

donde s* es la solucién exacta, c; € (0, 1] es una constante y v > 0. La condicién
(5.7) asegura que la solucién aproximada alcanza una fraccién significativa del méximo
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decrecimiento posible en el modelo de la funcién ¥;. Una de las principales diferencias
entre (5.7) y el criterio anterior (5.3) es que (5.7) hace mejor uso de la parte de segundo
orden de W, esto es, el término p*Bp. Esta diferencia se aprecia mejor en el caso en
que ¢ = 0 y B con eigenvalores negativos, lo cual indica que la iteracién actual es
un punto silla. Aqui el lado derecho de (5.3) es cero, y con este criterio el algoritmo
termina en este punto, mientras que el lado derecho de (5.7) es positivo, lo cual
indica que todavia es posible un decrecimiento en el modelo de la funcién, y obliga al
algoritmo a moverse del punto xx.

La atencién que pone el algoritmo que aproxima la solucién exacta al término
del segundo orden solo estd garantizada si el término refleja muy precisamente el
comportamiento actual de la funcién f. La literatura ha considerado solo el caso
B = V%f(z), esto es, el método de Newton con Regién de confianza, y los resultados
mas conocidos de convergencia global tratan con esta eleccién particular de B. El
uso de la segunda derivada de la funcién en estos casos permite decir algo mas de los
puntos limite del algoritmo que el hecho de que son puntos estacionarios. De hecho, las
condiciones de segundo orden se satisfacen en los puntos limite del algoritmo. Antes
de establecer el resultado que demuestra esto, veremos algunos resultados sobre la
aproximacién a la solucién exacta vista en el capitulo 4, para el caso especial en que
Bk = V2 f (.’Bk)

Tenemos que si 8, € R™ es una solucién al problema (5.1) entonces se tiene que
existe un A, > 0 tal que

(V2 f(ze) + MD)si = =V i{zi), M(Ap—lsif]) =0

Ahora, sea R!R la factorizacién de Cholesky de V2f(z;) + M\iI. Entonces tenemos
que

RtRSk = —Vf(fck)

de donde se tiene que .
siR'Rsy = —stV f ()

lo cual implica que

IRskll> = Vf(2e) (V2 f(zx) + M)V f (k)
> VAV f(zk) + Aed I
IV
— VR f(zk) + Al
> ”Vf(mi:)”2 (5.9)

IV2f(ze)ll + Ax
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Por otro lado de (4.11) se tiene que
1
(s = 5 (1 Resell® + AeA)
Entonces como se satisfacen (5.7) y (5.8) resulta que
1
=Wi(se) 2 '2'(-'1(”Rk5k”2 + AAZ) (5.10)

Y entonces las iteraciones {z;}, generadas por el algoritmo de Regién de Confianza,
satisfacen

Fze) = [zrin) > —Frlsi)p

lo cual implica
1
flzk) = flarn) 2 §#Cl(|leSkI|2 + A AF) (5.11)

Estas ultimas desigualdades son esenciales para probar nuestro siguiente resultado.

Teorema. Sea f : R™ — R dos veces continuamente diferenciables en un conjunto
abierto D, y suponga que el punto inicial zg es tal que el conjunto de nivel

Q={zeD: f(z) < flzo)}

es compacto. Si la sucesidn {zi} se genera con el algoritmo de regidn de confianza
donde sy, satisaface (5.7) y (5.8) entonces o el algoritmo termina en un x; € Q donde

Vf(z) =0, V2f(xy) positiva semidefinida

0 {zx} tiene un punto limite z* € Q donde Vf(z*) = 0, V2f(x*) es positiva semide-
finida.

Demostracion.

Si Vf(zx) = 0y V?f(xi) es positiva semidefinida para algin iterando
) € (2, entonces el algoritmo termina, de otra forma (5.7) y (5.8) implican
que ¥i(sx) < 0 para k > 0y entonces {zi} estd bien definida y permanece
en £

Demostraremos el resultado bajo la hipétesis de que {);} tiende a cero. Si
alguna subsucesién de {Ax} converge a cero, entonces como §2 es compacto,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ]a misma subsucesién de
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{z+} converge a algiin z* en el conjunto de nivel Q. Como V2 f(x)+A.] es
positiva semidefinida, entonces V2 f(z*) también es positiva semidefinida.

El hecho de que V f{z*) = 0, se sigue de (5.9), tenemos que

oy VSN
Wil 2 e taal+

y de (5.11) se tiene que {}|Ripx||} converge a cero.

El resultado se satisface si {Ax} — 0, mostraremos ahora que esto se
cumple. Procederemos por contradiccién. Si Ay > € > 0, entonces, {5.8)
y (5.10) implican que

1 1 1
~Ui(s) 2 Jandd 2 3 (5 el
Ahora, un estimador estandar es que

[fzx + 8k) — floe) — Tr(se)] < %”Skﬂzolg&xl V2 f(zx +esi) — V2 (i)l

y entonces las wltimas dos desigualdades muestran que

lor — 1] < (i) max ||V f(zx + es1) — V2 f(z) || (5.12)

€€ /) 0<e<t

La ecuacién (5.11) implica que {Ay} converge a cero y entonces {||sxil}
también converge a cero. Entonces la continuidad uniforme de V2f so-
bre © junto con (5.12) implican que px > 1 para toda k suficientemente
grande y entonces las reglas de actualizacién para Az implican que {A}
no converge a cero, lo cual es una contradiccién.

Con esto queda demostrado el teorema. g
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Capitulo 6

Métodos Quasi—Newton

Muchos de los métodos de optimizacién estén basados en modelos cuadraticos locales
de la funcién objetivo, la forma mas conocida de este tipo de métodos es el método
de Newton. El modelo cuadrético se obtiene de truncar la expasion en serie de Taylor
de f{z) alrededor del punto zi, esto es,

£ +9) & Quls) = Fm) + 8V f(ma) + 2592 (a)s

donde s = z — 1, y Qx(s) es la aproximacién cuadratica en la iteracién k. Entonces
la siguiente iteracién en el método de Newton est4 dada por

Tkey = Tk + 5%

donde la correccién s, minimiza Qx(s). El método requiere disponer de la primera y
la segunda derivada de la funcién en cualquier punto, de manera que Qr(s) esté bien
definida, también necesita que V2f(2) sea positiva definida para que la cuadratica
Qx{s) tenga un dnico minimo. ,

Si todas las condiciones se cumplen, la k—ésima iteracién del método de Newton
esta dada por

i) Resolver V2 f(zi)sk = =V f(zx)
i) Zkp1 = T + Sk

El orden de convergencia local para el método de Newton es cuadratico, es por esto
que es de los métodos mas utilizados en caso de disponer de segundas derivadas de
la funcién. El método admite estrategias para alcanzar convergencia global como
bisqueda. lineal o regién de confianza.

T o

Bt e s e et
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La principal desventaja del método de Newton es el conocimiento de la segunda
derivada de la funcién en cualquier punto, en muchas aplicaciones lo mas que puede
tenerse es la disposicion de la primera derivada. Es por esto que se generaron métodos
relacionados con el método de Newton donde solo se hace uso de la informacidn de la
primera derivada de la funcién. La primera idea es aproximar la matriz hessiana de
[ por medio de diferencias de los vectores gradientes, pero esto tiene el inconveniente
de que la matriz resultante puede no ser positiva definida, ademds se requieren n
evaluaciones del gradiente para cada iteracidn, el proceso puede resultar muy costoso.

Para superar estas desventajas Davidon en 1958, introdujo una nueva clase de
métodos conocidos como Quasi-Newton, éstos son métodos tipo Newton en donde
Ja inversa de la matriz hessiana es aproximada por una matriz simétrica positiva
definida, la cual es corregida o actualizada en cada iteracién. La estructura bdsica de
estos métodos en la iteracién k, partiendo que se tiene Hy aproximacién a la inversa
de la matriz hessiana en z;, es la siguiente:

i) 8 = ——Hka(:z:k)
) zpe = ze + 8%
iii) Actualizar H para obtener Hy.;.

La matriz inicial Ho puede ser cualquier matriz positiva definida, si no se tiene
informacion del problema puede escogerse Hy = I. Este método presenta algunas
ventajas respecto al método de Newton:

a) Solo requiere informacién de la primera derivada de la funcién.

b) H, positiva definida implica que la direccién encontrada es siempre una direcciéon
de descenso.

¢} Reduce el nimero de flops por iteracién.

La parte c) puede lograrse aproximando la inversa de la matriz hessiana en cada
iteracién en lugar de aproximar directamente la matriz hessiana, con lo que no se
requiere resolver el sistema lineal en cada iteracién. Debido a estas propiedades es
que los métodos Quasi—-Newton son bastante utilizados en la practica. Su desempeno
es muy satisfactorio, el orden de convergencia ya no es cuadrético como en el caso de
Newton, se reduce a superlineal. '

Este tipo de métodos también son conocidos como métodos de métrica variable o
métodos tipo secante, nos referiremos a ellos como métodos Quasi-Newton. En este
capitulo veremos en qué consisten estos métodos y las ideas detras de ellos.
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6.1 Idea de Davidon

Iniciaremos con Ja primera idea generada en esta direccién, la cual fue introducida
por Davidon en 1958. Davidon trabajé el problema cuadratico

min l:c‘A:x: + bz 4 v, A positiva definida, A = A*

2
Sabemos que que la solucién viene dada por z* = —A~'b. Daviden trabajé con direc-
ciones conjugadas, A—ortogonales. Un conjunto {dy,ds,...,d,} se dice A-ortogonal

Si
diAd; =0, diAd; # 0

Una de las propiedades importantes de las direcciones conjugadas es que es facil
calcular A}, ésta estd dada por

= d;d
-1 _ Lot 1
s = dAd:
La demostracién es muy sencilla, tenemos que
' didi Ad
-1 = k k k = = e
A Adk = ‘_"‘_"_d,iAdk" dk, k 1: T

La idea de Davidon es que dada una zg inicial, una By arbitraria que sea una apro-
ximacién inicial a A™! y el gradiente de la funcién en zg, V f{z5), encontrar

T = Tp + qpdy

donde dp = —BpV f(zp) es una direccién de descenso y con ag que resuelve el problema
de biisqueda lineal en este punto, esto es,

ag = arg min f{xo + adp)

Como [ es una cuadrética, tenemos que la bisqueda lineal puede determinar aq de

forma exacta,
_dfxvf (o)
“ & Ady

Con estos elementos se quiere construir B; > 0 tal que aproxime mejor A=,
Una forma es que B, satisfaga

Qg =

(ABy1)dy = do
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n -

esto considerando que A™! = ETT:?(}-’ queremos que B) sea una correccién de By
f=1 g

y teniendo en cuenta el primer sumando en la expresién de A™!, queremos que

_ dodg
Bl--Bo-l-déAdo‘FRo)O
de donde ot Ad
BiAdy = ByAdy + 2220 4 RiAdy = d
1Adyg 0Ada + o e RoAdy = dy
entonces

BoAdyg + RpAdy = 0
(Bo+ Ro)Ady = 0

lo que implica
RoAdy = —BoAdy

Entonces lo que conocemos sobre Ry es que
Ryug =g, Ro= Ry
con ug = Ady y vg = —BgAdy. La forma mas simple para R es
Ry = Bwowé |

en este caso tenemos
Owo{whup) =ve =  wo = Awp
de donde
O vo( Mvfug) = vo
lo que implica

OX (viug)up = v = 9/\2=-—}—-
Ualo
Entonces
Ry = 6Guwouw}
= 6(;v) (M)
= GAz’U()'UB
Yol

viug
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Que aplicado a nuestro caso, tenemos

(—BoAdy)(—ByAdy)*

Ro = (= BoAdg)t(Ado)
de donde
Ry = _BoAdod{]ABo (6.1)
diAByAdy
Entonces tenemos que z; = zg + apdp, de donde
Sp=1I1—2p=0pdy, = dy= S0
Qg

Por otro lado,
Az, — 1g) = Alcodo)

Entonces V f(z;) — Vf(zo) = apAdy. Sea yo = V. f(x1) — Vf(xo), entonces

Utilizando esto en (6.1), resulta
Y t
5 (5) (%) >

N Boyoyl Bo
yﬁboyo

De donde
dody  BoyoysBo

diAdy  ybBowo

Perc no tenemos A explicitamente, pero si tenemos (Adp), entonces

&)
dody \o/) \@o 23033

dAdo — (s0\ (w) sbwo
40y Q¥

B, = By +
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por lo tanto

3036 _ BoyoyﬁBo

skyo  Y§Bovo

Esta es la férmula de actualizacién de Davidon. Como By es positiva definida, para

que B sea positiva definida, lo que necesito es que s§yo > 0, como se establece en el
siguiente teorema.

By =By+

Teorema. Si B es positiva definida y sy > 0, entonces la actualizacidn de Davidon,
By, es positiva definida.

Demostracion.

La actualizacién de Davidon viene dada por

Byy'B n 58"

_B_
By ¥ By = sty

Mostraremos que 2B,z > 0 para toda z # 0. Usaremos el hecho que la
suma de matrices positivas definidas es positiva definida. Como B es po-
sitiva definida, entonces podemos encontrar su factorizacién de Cholesky,
y definimos

B=LL', a=L'z2, b=L%

entonces

(- Byy'B v = LIz ALLYyytLL 2
y'By

y'LLty

(atb)(ba)

o=
R S (a%h)?

- btb
Ahora, sabemos que |a*b| < |lall||b]], entonces
7Y
(@H)? < (@a)Bh) = O <t

bty —

entonces

t1y2 . Buyyt
a‘a—(c;:;) >0 = zt(B~—y—g{yB—;-3i)z>0
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Como z # 0 la igualdad se satisface solo si a es proporcional a b, esto es
z proporcional a y, perc como sty > 0, entonces

11
2t (?) 2>0
sy
con la igualdad estricta si z es proporcional a y. Por lo tanto
ztBiz >0

lo cual implica que B, es positiva definida. g

Esta propiedad de preservar la positividad definida de las matrices sera utilizada
mas adelante.

En general, en la k—ésima iteracién para el método de Davidon, tenemos que

SkS;  Bryryi Bk

Biyy = B +
* stye  ytByk

CON S = Ti41 — Tk, Yk = V f(Zk41) — V(i)

Esta esla idea de Davidon que introdujo para funciones cuadraticas, que después se
extendid para funciones en general como lo veremos mas adelante. Esta actualizacion,
descubierta por Davidon, estudiada, implementada y popularizada por Fletcher y
Powell en 1962, se conoce como la actualizacién DFP (Davidon-Fletcher—Powell), es
ademads un miembro de la llamada familia de Broyden, que se estudia en las siguientes
secciones.

Esta misma aproximacién puede encontrarse por otro camino, pero antes de verlo
con detalle, veremos el método de Broyden €l cual es de la familia de los Quasi-Newton
pero aplicado a sistemas de ecuaciones no lineales.

6.2 Método de Broyden

En 1965 Broyden propuso un método para aproximar matrices jacobianas, siguiendo
una idea diferente a la de Davidon pero que produce resultados similares.

En esta seccién consideraremos el problema de encontrar una solucién al sistema,
de n ecuaciones con n incdgnitas dado por

F(z)=0
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donde F : R® — R™. Partiremos de A; aproximacién a F'(z;) tal que Ax,; puede
obtenerse de A; y de la evaluacién de F en zx y en Zg4-

Supondremos F : R" — R™ continuamente diferenciable en un conjunto abierto y
convexo D y que para un z € D dada y s # 0 el vector z, = z + s € D, entonces
dada A queremos una buena aproximacién A, de F'(z,).

Es facil establecer que

F'(z4)(z — z4) = F(z) — F(z.)

si = es cercana a z,. Entonces si A, denota una aproximacién a F'{x,) parece
razonable pedir que A, satisfaga la ecuacion

F(z) = F(z4) + A4z — 24)
Esta en general se escribe como
Ars=1y

donde s =z — z, y = F(z,) — F(z), ésta es concida como la ecuacién de la secante.

Lo que se requiere es que la nueva aproximacién sea una correccién de la aproxi-
macién anterior, esto es,

AL =A4+C

y que no difiera mucho de la aproximacién actual A, se pide
AL = A |
Sabemos que R™ = [s] + [s]*, entonces la condicién que se pide es que
Ays=y, Ayv=Av, W ls
Entonces,

Ars=As+Cs =y, = Cs =y — As

por otro lado
Ayv=Av+Cv Vv ls

lo’que implica
Cv=0, siv s

Entonces tenemos dos condiciones sobre C

Cs=y— As
Cv=0sivlis
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esto implica que C es de rango 1 y tiene la forma

C = uwt
de donde
Cs = u(w's) =y — As
1

= u= Ay — As), con/\zm

entonces (v — Asu!
3 _ e (y—Asjw
C=My- As)w —

Ahora falta determinar w, tenemos que
Cv=0,s1v.ls

entonces
_(y—As)w'v

Cv -
wts

0
lo cual implica
wly = 0, esto es, w = ~s

de manera que
oo W—As)s) _ (y— As)s’
(ys)ts sts

y se tiene que
(y — As)s'
sts
ésta es la aproximacién que Broyden propuso en 1965 como una aproximacioén a la
matriz Jacobiana en la siguiente iteracion.
De manera iterativa la forma mds simple del método de Broyden es la siguiente:

A+=A+

Tiyy = Tk ~ A Flzy), k=0,1,... (6.2)

donde las matrices Ax € R™*™ son generadas por

. t
Apyr = Ax + (= Aesi)s

o k=0,1,.... (6.3)
con

Ur = F(zp1) — Fzr), Sk = 8k — Tk
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Se tiene también la versién del método de Broyden donde se aproxima la inversa
de la matriz Jacobiana, evitdndose la resolucién del sistema lineal, ésta esta basada
en el siguiente resultado de Sherman—Morrison.

Lema. Sherman—Morrison Sea u,v € R® y suponga que A € R™*" es no singular.
Entonces A+ uv® es no singular si y sélo sig = 1/(v*(A7'u)) # 0. Si o # 0 entonces

(A+uh)t= A" - %A‘luv‘A"l

Del lema anterior se desprende que si By = A;l, entonces Bj,.; = A;_}_l esta dada
por

(sk — Bryx)siBx
6.4
st(Bryx) (6.4)

siempre que s (Bryx) # 0. Entonces el método de Broyden también puede ser imple-
mentado como

Bryr = Br +

Tiy1 = Tk — BpF ()

donde { By} es generada por (6.4).

Otra forma de construir una aproximacién a la inversa de la matrz Jacobiana es
cambiar la condicién de la secante. Si B es la aproximacion a la inversa de la matriz
Jacobiana en la iteracién actual, entonces para construir la siguiente aproximacién
pedimos que '

' B.y=3s

de donde resulta la actualizacién

t
B+=B+(s_?y)y
vy
la cual serd la nueva aproximacién a la inversa de la matriz Jacobiana. Esta formu-
lacién también fue introducida por Broyden.

Al igual que con el método de Davidon, esta es una forma de derivar el método de
Broyden, mas adelante veremos que éstos forman parte de la familia de actualizaciones
tipo secante de cambio minimo y se describira otra forma de su derivacién que conduce
a la misma actualizacion.

Enseguida veremos que para problemas de optimizacién se puede encontrar toda
una familia de actualizaciones, la familia de Broyden.
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6.3 La familia de Broyden

Después de trabajar con sistemas no lineales, Broyden empezé a trabajar el problema
de optimizacién, en donde necesitamos encontrar z* tal que Vf(z*) = 0. Entonces
se trabaja con

V f(zo) = Vf(z1) + V2 (21)(z0 — 1)
trabajaremos tratando de aproximar la inversa de la matriz hessiana, esto es, par-
tiendo de By = V?f(zg)~! encontrar B, ~ V2f(z,)™', a diferencia de cuando re-
solvimos sistemas no lineales, aqui las matrices B tienen caracteristicas especiales,

son simétricas y positivas definidas. En este caso la ecuacidn de la secante, se escribe
como

Biyo = 8o
donde s =z, — o y yo = Vf(z4) — V(o).

En adelante suprimiremos los subindices, partiendo de s = 59, y = w0 y B = By,
trataremos de encontrar B,.

En 1967 Broyden encuentra toda una familia de soluciones para B., lo que él
propuso fue actualizar en cada iteracién con una matriz de correccién de rango dos
construida con los vectores s y By; en general estas actualizaciones tienen la forma

B, = B + ass® + B(Bys' + sy*B) + yByy'B
cona, JyveR.

Esta actualizacién debe cumplir la condicién

Biy=s
entonces
s = By + afss’)y + BBys'y + Asy' By + vByy'By

lo cual implica
s = By + o(s'y)s + B(s'y) By + B(y' By)s + v(y* By) By
Igualando coeficientes en s y By resultan condiciones para a, 8 y +, éstas satisfacen

{1 = afs'y) + B(y'By)
0 = 1+ 8(s'y) +v(y'By)

de donde tenemos dos ecuaciones con tres incdgnitas. Broyden parametrizé esta
solucién considerando p
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de donde de la segunda ecuacion, tenemos

_ bt
—1_ t _e— 1
0=1-¢+7y'By) = =~ By

y entonces

Bt
o = 1 [3(tyBy)
)
y'B 1
= (1-1—95—-—1{)—{'
sty

Con estos valores tenemos que

B yByy 1L , ¢ £ ¢ —
B+—B+(1+¢5 y)syss ‘—;T?;(Bys +sy'B) + BByyB (6.5)

esto implica

ss¢ Byy'B y'By , Byst+sy'!B Byy'B
Be= Bty =y T\ sty y'By
de donde
B sst  Byy'B
B = B4y~ By

t t ¢ t
o s (N By (s\' s (By By _B_y)
HwEY (sty (sty) y*By (s‘y) sty (nyy) ¥ y*By (thy

entonces

ss*  Byy

‘B 8 By s By )
o tBa) | —— S =Y
Be=B+ sty  y*By oy By) (Sty y*By) ( 'y y'By

que se puede reescribir como

ss*  Byy'B ¢ :
— _ 6.6
By =B+ - —ip- + (' By)(ww') (6.6)
5 By
con w = — — ———. ‘Esta es la familia de Broyden 1ntr0duc1da, en 1967. Tiene la
sty  y'By

propiedad de que si B es positiva definida y ¢ > 0 entonces B es positiva definida.
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Se ha sugerido una formulacién mas general que la que da lugar a la familia de
Broyden, Huang en 1970 da una familia de tres pardmetros en los cuales permite que
B no sea simétrica y donde la condicién de la secante la escribe como

Bry = prs (67)

Un caso especial aqui es la familia simétrica de Huang de dos pardmetros en la cual
B es simétrica, pero cumple la condicién de la secante (6.7), sin embargo la familia
de Broyden, px = 1 para toda k es la mds importante.
La familia de Broyden contiene dos elementos especiales para casos particulares
de ¢. Si ¢ =0,
B, =B+ftit— Bgfth
s'y  y'By
Esta es la actualizacién de Davidon-Fletcher-Powell donde se hace aproximacién a
la inversa de la matriz hessiana.
Otro elemento especial de la familia se obtiene al considerar ¢ = 1, en este casc
de (6.5} tenemos

(DFP)

(BFGS) (6.8)

t t B t t
B+=B+(1+yBy)f.§.__yf_ii&§

sty ] sty sty
que es conocida como la actualizacién BFGS con aproximacion a la inversa de la ma-

triz hessiana, ésta fue descubierta en 1970 independientemene por Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno.

Estas dos actualizaciones son muy importantes y mas adelante hablaremos mas
sobre ellas.

Existen resultados muy interesantes cuando se trabajan iteraciones de la forma

Tkl = Tk + OkDr

donde pr = —ByV f(zi) con By una matriz de la familia de Broyden y a; obtenida
por buisqueda lineal, uno de los mas importantes es que para funciones cuadraticas se
alcanza convergencia en n pasos, enunciamos esto en el siguiente resultado.

Teorema. Un método de Broyden con bisqueda lineal exacta termina después de

m < n iteraciones en una funcidn cuadrdtica y se satisface para toda i = 1,2,...,m
BiHyJ- = 8;, i=12,...,1 (6.9)
piAp; =0, j=12...,4-1" (6.10)

Sim = n, entonces Bpy1 = A™!, donde A representa la matriz Hesiana de la funcidn
cuadratica.
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Demostracién.
Procederemos por induccién para (6.9) y (6.10). Para i = 1, tenemos que

¢ ¢
s18  BunyiB ¢ ¢
B = | B - B
2Y1 ( 1+ sn Y Buys + ¢(y; 1y1)w1w1) n

= B+ 81 — Buys +0

Por lo tanto se cumple (6.9) para ¢ = 1. (6.10) se satisface por vacuidad
en este caso.

Entonces supondremos que se satisface para ¢ con 1 € i < m y veremos
que se satisface también para i+ 1. Demostraremos primero (6.10). Como
V fis1 # 0 la iteracién estd bien definida con p;11 # 0y a4y # 0.

Entonces para cualquier j < 1 tenemos que

Ap; = A(m:ﬁz)

.y
_ Vfiu - Vi
— =
- ¥
o;
entonces Vft B
— i1 .+1y_
PinAp; = -; —
2
y por (6.9) se tiene que
' ~Vfi , s;
P£+1Apj = O;.H :

J

pero como estamos utilizando busqueda lineal exacta y la funcién es
cuadratica se tiene que

fo+1pj =0
por lo tanto

prApj =0
entonces (6.10) se satisface para i + 1, por lo tanto se cumple para toda
1<i<m.
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Demostraremos ahora (6.9) para 7 + 1. De la ecuacidon {6.6) tenemos que
Bivatisr = sin

Solo falta demostrarlo para j < i, en este caso tenemos que By, =
Bi+1y; mas términos multiplicados por los escalares

t 1
Yip1 Binry; o Siv1Yy

verermnos que estos dos escalares son cero y con esto tendremos completa
la demostacién de (6.9).

. Si
Usando (6.10) con 2 + 1 y recordando que piyq = -C-x—t-l-, tenemos que
i+1

t ,
% _g

t
Pim1Ap; =
i+l Qisl O
= 3§+1yj =0
y por la hipétesis de induccidn, tenemos que
Bi+1yj=83‘, j:1,2,..‘,‘i

4 —
= Y1 Biny; =0
Como ambos escalares son cero, entonces tenemos que

B:‘-f-lyj = B:'-{—lyj = §j

para j < ¢y ya habiamos demostrado que se satisface en i+ 1, por lo tanto
se satisface para toda ¢, y con esto termina la demostracién de (6.9).

Demostraremos ahora que B, = A™'. Los vectores p;, i = 1,2,...,m
por (6.10) sen A-conjugados y por lo tanto linealmente independientes de
aqui que m < n. Ahora, sabemos que A~ly; = s; para toda 7, si m = n,
entonces por (6.10) y como «; # 0, tenemos que los s;, 1 = 1,2,...,n son
linealmente independientes y por (6.9) tenemos que

B“Hy,-:sj, j-—— 1,2,...,1’&
lo cual implica que B,;1 = A~ que es lo que queriamos demostrar. g

Mas resultados de convergencia de la familia de Broyden se enuncian mas adelante,
después de establecer propiedades sobre los métodos BFGS y DFP. Ahora veremos
que estas actualizaciones de Broyden y de la familia de Broyden, forman parte de un
conjunto de actualizaciones mas general: las llamadas actualizaciones tipo secante de
cambio minimo.
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6.4 Actualizaciones tipo secante de cambio minimo

El método de Davidon, el método de Broyden y la familia de Broyden son casos
particulares de la familia de actualizaciones tipo secante de cambio minimo. Estas en
general, son actualizaciones a la matriz Jacobiana J(x) del problema

dada F : R® — R", encontrar z* € R" tal que F(z*) =0

que como ya mencionamos en el caso en que F(z) = Vf(z) estamos resolviendo
un problema de optimizacién. En esta seccion trabajaremos actualizaciones directa-
mente a la matriz Jacobiana o la matriz Hessiana en caso de optimizacién, entonces
dada A una aproximacién a J{z) queremos actualizarla con A, una aproximacién a
J(z4+). Las aproximaciones usualmente se escogen tales que satisfagan la ecuacién de
la secante '

Ay(zy — ) = F(zy) — F(z) (6.11)

la cual se satisface exactamente si F es lineal y de aqui que se les llame actualizaciones
tipo secante.

Sin > 2y x4 —x # 0, muchas matrices satisfacen (6.11), si el Jacobiano o
la matriz Hesiana, tienen una estructura especial, tal como simetria, entonces cada
A, se restringe al subconjunto A de matrices que tienen la propiedad deseada. Se
ha encontrado que las mejores actualizaciones son las que escogen A, tales que, en
alguna norma apropiada, resuelven

xE,lieI}t |[As — All  sujeto a (6.11) (6.12)

La estrategia (6.12) es buena ya que ayuda a preservar la informacion de iteraciones
anteriores. Las actualizaciones resultantes son llamadas Actualizaciones tipo secante
de cambio minimo.

Necesitamos escoger una norma adecuada de tal forma que tengamos unicidad en
la solucién. Se vié que la norma de Frobenius es la que satisface estos requerimientos,
las bolas en esta norma son estrictamente convexas y suaves, si M € R™*", M = (my;),
entonces la norma de Frobenius se define como

n n 1/2
ke = (353
i=1 j=1
otra norma que nos sera muy iitil es la norma ponderada de Frobenius

Wy MW,llp, Wi, Wy € R™" no singulares
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Entonces estamos interesados en matrices de actualizacién donde el cambio a la
aproximacion actual sea tan pequefio como sea posible y donde se satisfaga la ecuacion
de la secante y quizé algunas otras propiedades. En general escribiremos la ecuacién
de la secante para A, como

Ais=y, syeR" s#0
v definimos el conjunto
Qly,s) = {M e RV : Ms =y}

esto es, Q(y, s) es el conjunto de todas las matrices que satisfacen la ecuacién de la
secante, donde

$=1x, —I, y= F(z,) - F(x)

La actualizacién tipo secante de cambio minimo mas simple es la que resuelve

i A, — A
A+TGHQ{;‘8) | A4 i3

esto es, solo requerimos que A, satisfaga la ecuacién de la secante. La solucién a
este problema es la actualizacién de Broyden para sistemas de ecuaciones no lineales,
como se establece en el siguiente resultado.

Teorema. Sea A € R**", 5,y € R*, 5 # 0. La dnica solucidn a

i AL — A 6.13

Wi I = Al o
ES ( A ) :
y — As)s

Ap= A+ =—" (6.14)

Demostracién.
Sea A,,C € @Q(y, s), entonces

|y - As)st
e =
(Cs — As)st
sts

F
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_ ” (C — Ass
F
= |JIC~ A”F
F
= ||C ~ Allr

A, es la tnica solucién ya que el mapeo h : R™™ — R definido por
h{A) = || A+ — A||F es estrictamente convexo en R**", ya que es la norma-
2 de una matriz escrita como un n? vector, y también por el hecho de que
Q(y, s) es un subconjunto convexo de R**", g

La actualizacién (6.14) fue introducida por Broyden y ha sido la actvalizacién mas
exitosa para aproximar el Jacobiano cuando no hay caracteristicas especiales de J(z)
que tengan que ser reflejadas en A.

También puede derivarse la actualizacién de cambio minimo para aproximar la
inversa de la matriz Jacobiana. En este caso se resuelve

min ||BL. - B
B+eo(s,y)” * I

f
la solucién a este problema viene dada por

s — Byt
B, =B\ : vy
vy
con la cual se aproxima a la inversa de la matriz Jacobiana.

Note que son las mismas actualizaciones que se obtuvieron en la seccién del método
de Broyden solo que por otro camino.

Veremos ahora las ideas cuando requerimos caracteristicas especiales en A, .

Primeramente necesitamos que las matrices pertenezcan a Sy, el subespacio de las
matrices simétricas, esto es,

= {M e R™: M = M*}

entonces requerimos que las matrices cumplan la ecuacion de la secante y al mismo
tiempo que sean simétricas, esto es, queremos que

A+ € Q(ya S) N Sl
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El problema que queremos resolver es

min A, — A
A+EQp NS 1A, — Allr

Powell fue el primero en trabajar en esta direccidn, lo que él hizo fue aplicar directa-
mente la actualizacién de Broyden a A, esto es, obtener
(y — As)st

sts

A =A-

y se tiene que A; € Q(y, s}, pero A; no es necesariamente simétrica, entonces lo que
se hace en proyectar A; sobre S; y obtener A; € Sy, dada por
. A+ Ati

2

pero ésta puede no pertencer a Q(y, s), entonces se proyecta sobre este subespacio
calculando Aj; la actualizacién de Broyden de Aj, y luego se hace simétrica a Aj;
obtieniendo Ay, y asi sucesivamente, para generar la sucesion

(y — As)st
sts

Az

Asky1 = Aok —

1
Azsz = 5 (Agesr + Abiyy)

Powell en 1970 demostrd que esta sucesién converge a la matriz

_ (y — As)s* + s(y — As)t  (y — As)s(ss?)
Ap=Ax sts - (sts)?
la cual es conocida como la actualizacién de Powell simétrica tipo Broyden, (PSB
Powell-Symmetric-Broyden). Geométricamente, nos apoyamos en la figura (6.1) para
ilustrar esta sucesién. ‘
Esto es, (6.15) es la actualizacion tipo secante de cambio minimo simétrica, como
lo establecemos formalmente en el siguiente resultado.

(6.15)

Teorema. La inica solucién a
min A, —A
A4€QysINS: 14+ — Alle
es '
(y — As)s' + s(y — As)*  s'(y — As)sst

Ar=A+ sts {sts)?

(6.16)
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[ B
7
QCy,s)NS,

Figura 6.1: Proceso de Powell

Demostracién.
Sea C' una matriz simétrica que cumpla que C's = y, entonces

(y — As)st + s(y — As)t  s*(y ~ As)sst
A+ - A = -
sts (sts)?

Pero como y — As = Cs — As = (C — A)s, entonces

- _(C—A)sst +sst(C—-A)} $H(C—~A)s ,
E=A,-4= sts T (sts)? 58

Si definimos E = C — A, tenemos

Esst +sstEt  §tEs

E= sts T (sts)?

Ahora
I1Esl = lA+s — As| = [ly ~ Asll = |(C — A)s|| = |iEs]
Si v es ortogonal a s tenemos que
| Bvll < | Ev)

lo cual implica que _
IENF < IE|r
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La unicidad de A, se sigue de la convexidad del mapeo en la norma de
Frobenius en el conjunto de matrices simétricas que pertenecen a Q(y, s).
]

La actualizacién PSB no ha sido muy exitosa ya que no preserva la propiedad
de positiva definida de las matrices. Fue entonces que se pensé en una actualizacién
de cambio minimo que preservara esta propiedad para poder aplicarlas a problemas
de optimizacion. Esto se logra haciendo la minimizacién en la norma ponderada de
Frobenius, donde la matriz de ponderacién debe escogerse adecuadamente para lograr
la propiedad deseada.

Antes de ver la matriz de ponderacién adecuada para este problema, veremos el
resultado que caracteriza las actualizaciones tipo secante de cambio minimo en la
norma ponderada de Frobenius.

Teorema. Seq W € R™™" simétrica y no-singular. Entonces la inica solucidn a

' WA, — AW 6.17
A+e£;r%§,‘fi)n31“ (Ay — A)Wlir (6.17)

es
(y = As)v' +u(y — As)t _ s'(y — As)ur!
uts (vts)?

A+:A+

(6.18)

conv=W2s.

Demostracion.
Definamos C' = WAW, C, = WAL W, como W, A, A, son simétricas, se
tiene que C,C, € S;. Entonces (6.17) es equivalente a

min c,-C
CLEeQWyW=3s)NS; 1€+ = Cllr

y por el teorema anterior, la unica solucién a este problema viene dada
por

L (Wy - CWls)(W-ls)t + (W-ls)(Wy — CW=1s)!
G- o W=L8)(W13)

(W) (Wy — CW L)W ~1s(W-1s)t
(W-1s)(W-1s))?
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Ahora sustituyendo C, = WA, W, C = WAW y v = W25, tenemos
que |

WystW =1 — W AsstW-1 + Wlsy!W — W-lsst AW

WAW = WAW + ,
s

(sy — st As)(WtsstW 1)
(vts)?

De donde pre y postmultiplicando por W™!, tenemos

A, = Aa ystW2 — AsstW~2 + W2syt — W—2sstA
+ - : ¢
vts

sty — As)(W2sstW~2)
B (vts)?

lo cual implica que

(y — As)v' +u(y — As)  s'(y — Asjw’
vts (vts)?

A+=A+

que es lo que queriamos demostrar. g

Este resultado nos ayudara a encontrar actualizaciones ponderadas, veremos ahora
cual es la ponderacidn que nos conviene.

Los algoritmos de minimizacién utilizan aproximaciones cuadraticas locales a f(x)
y entonces es deseable tener transformaciones del problema que hagan que estas
aproximaciones cuadraticas tengan un buen comportamiento. En particular, si la
matriz Hessiana en la solucién V2f(z*) es positiva definida, la transformacién

i =V2f(z*)%

la cual hace que el espacio de variables para el cual las curvas de nivel de la apro-
ximacién cuadratica alrededor de z* son circulos, es ideal. Esta transformacién que
para matrices Hessianas corresponde a una ponderacion de

_,sz(:r‘)"‘/z

en cada lado, puede considerarse un escalamiento natural del problema de opti-
mizacién ¥ entonces es deseable usar esta ponderacién al medir el cambio de las
aproximaciones Hessianas.
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Sin embargo, resolver para la actualizacién tipo secante simétrica que minimiza
IV2f(z*) V(A = AV (27)V2p

es imposible ya que no conocemos z*. Lo mejor que podemos hacer es reemplazar
V?f(z") por alguna matriz A del conjunto factible de actualizaciones Q(y, s) 0 Sy, ya
que este espacio contiene la mejor aproximacién a V2f(z*) en este momento. Esto
significa utilizar una matriz de ponderacion

W= A-1/2

en (6.18). Esto es posible solo si A es positiva definida, enseguida veremos que esta
es una suposicién valida. Entonces usando el dltimo teorema vemos que la solucion a

_ min | A=Ay - A)AV2) g
A, A€ Q(y,s)NS
A positiva definida

es
A=A+ (y — As)y* J: yly — As)* s’y — As)yy’ (6.19)
y's (y's)?
- Fsta es la actualizacion DFP, Davidon—-Fletcher—Powell con aproximacién directa
a la matriz Hessiana.

La actualizacién DI'P fue la actnalizacion mas efectiva para problemas de mini-
mizacién por varios anos. Una de las ventajas de esta actualizacidn comparada con
PSB es que si y's > 0 entonces A, es positiva definida siempre que A lo sea.

Aunque la actualizacién DFP trabaja razonablemente bien, desde 1970 se ha visto
que una actualizacion aparentemente superior para minimizacién sin restricciones,
resulta de escoger la actualizacién tipo secante simétrica A+ que minimiza (A7} —A~Y)
en la norma de Frobenius poderada apropiada.

Como la ponderacion ideal de la aproximacién de la Hessiana es V2f(z*)~1/2, la
ponderacién ideal de la aproximacién a la inversa de la Hessiana es V2 f(z*)'/? y
haciendo un proceso similar al anterior, resolvemos

 min IAV2(AT - A A p
4+?A € Q(y? S) n Sl
A positiva definida

donde A se supone no singular. La solucién a este problema viene dada por
(s—Aly)s +s(s— A7yt (s~ ATly)sst
sty (sty)?

Al=A"1+ (6.20)
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Esta es la actualizacién BFGS. También tiene la propiedad de que A, es positiva
definida si A es positiva definida y yts > 0.

Entonces al hacer aproximaciones a la matriz Hesiana por una actualizacién tipo
secante, la mejor medida de cambio parece ser W(A7' — A™Y)W, donde W es una
matriz simétrica que transforma el espacio de variables = en un nuevo espacio £ = Wx
para el cual la aproximacién cuadratica local del problema cerca de la solucién se
comporta bastante bien. Este consejo ha sido corroborado en la practica, ya que
BFGS es, hasta este momento, la mejor eleccién al hacer la actualizacion.

Solo queda un detalle por definir en un método Quasi-Newton, Cémo debe es-
cogerse la primera aproximacidn By. Desafortunadamente no hay férmula que trabaje
bien en todos los casos. Se puede utilizar informacién especifica del problema, por
ejemplo, la aproximacién a la matriz Hesiana calculada por diferencias finitas en zy,
o simplemente un multiplo de la matriz idéntidad que refleje un escalamiento de las

variables, si no se conoce nada del problema en la practica By = [ ha dado buenos
resultados.

6.5 BFGS y DFP

En la seccidén anterior derivamos las actualizaciones BFGS y DFP como aproxima-
ciones a la inversa de la matriz Hesiana y a la matriz Hesiana, respectivamente. Es
interesante hacer notar que estas actualizaciones son duales una de la otra en el sen-
tido de que una puede obtenerse de la otra intercambiando s < y, A = A~!. Esto da
[ugar a las actualizaciones directas que aproximan directamente a la matriz Hesiana
y a las actualizaciones inversas queé tratan de llegar a la inversa de la matriz Hesiana.
Tanto BFGS como DFP tienen estas dos versiones.

En la derivacién anterior obtuvimos DFP resolviendo

_ min IAY2(A, — A)A72||p
AL AeQy,s)InS

A positiva definida

y obtuvimos

L (- Ashyt 4 yly - As)t sty — As)yy
A=At y's - (yts)?

(6.21)

que aproxima directamente a la matriz Hesiana. Si en la ecuacidn anterior utilizamos
la férmula de Sherman—-Morrison, obtenemos la actualizacién DFP que aproxima a la
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inversa de la matriz hesiana, ésta viene dada por

sst* Byy'B
Br=Bt e vy

De forma anéloga en la seccién anterior resolviendo

-~ min JAV2 (45"~ AV
Ay, A€ Qy,s) NS
A positiva definida

y haciendo B = A™1, B, = A7', obtuvimos
(s — By)s* + s(s ~ By)* y*(s — By)ss’
sty (sty)?

que es la actualizacion BFGS con aproximacion a la inversa de la matriz Hesiana,
pero se puede obtener la correspondiente aproximacion directa, utilizando nuevamente
Sherman-Morrison, obtenemos

B+:B+

(6.22)

yyt  Ass'A

A=A+ yls  stAs

6.6 Convergencia

Enunciaremos los resultados de convergencia mas importantes de los métodos Quasi-
Newton.

Iniciamos con el resultado de convergencia local tanto de DFP como de BFGS.
Para esto definimos como método BFGS (DFP) un método de la forma

Tre1 = Tk + QkPrs k=10,1,... (6.23)

donde pr = —BiV f{zx) y Bi son las matrices de actualizacién BFGS (DFP) con
aproximacién a la inversa de la matriz Hesiana. Con esta definicién, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema. (Broyden, Dennis, Moré, 1973) Sea f : R®* - R, f € C? en un
conjunto abierto y convezo D, suponga que V f(z*) = 0 y V2 f(x*) es positiva definida
para alquna x* € D. Suponga también que

IV2f(2) - V2f (e ) < kllz —2*l, ze€D
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y considere los métodos BFGS y DFP definidos por (6.23) con ar = 1. Entonces los
métodos BFGS y DFP son localmente y linealmente convergentes a x*.

De hecho condiciones mas estrictas con la busqueda lineal demuestran conver-
gencia superlineal en ambos métodos. La demostracion de este teorema se puede
consultar en [16].

Los resultados de convergencia de BFGS y DFP nos interesan porque pueden
de alguna manera generalizarse a la familia de Broyden completa, como veremos
enseguida. Recordemos que la familia de Broyden esta dada por

sst ByytB
- p415
Be=0+ G~ vy

+ o(y* By) (ww')

con w = Ef_ - '573% vy que DFP y BFGS son elementos particulares de esta familia.
v
Si trabajamos un método de descenso de la forma

Ti41 = T + Ok

donde pr, = — B,V f(zx:) con By una matriz de la familia de Broyden y o) obtenida
por biisqueda lineal exacta, entonces tenemos que

Pe+1 = ~ BV (Tra1)

como }a busqueda lineal es exacta entonces se puede demostrar [19]

t
Pri1 =W ( - m*w(zk)) (6.24)
y'By

Esta ecuacién tiene una implicacién fundamental. Muestra que si se utiliza bisqueda
lineal exacta, el efecto de diferentes elecciones de ¢ es sélo un cambio de longitud
de piy; ¥ no de su direccién. Entonces podemos esperar que un método que utiliza
alguna actualizacién de la familia de Broyden va a ser independiente de ¢y, este
resultado fue descubierto por Dixon en 1972, lo enunciamos en la forma de Powell.

Teorema. (Dixon 1972) Cuando se aplica o cualquier funcién C' un método de
Broyden con bisqueda lineal ezacta, se tiene la propiedad de que para toda k > 1,

Tis1 Son independientes de @1, @2, ..., Pr-1

suponiendo que los minimos locales en la bisqueda .lz'neal se resuelven consistente-
mente, que se evitan valores degenerados de ¢ y que el algoritmo estd bien definido.
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La demostracién estd basada en la observacion (6.24), esto es, con bisqueda lineal
exacta las direcciones generadas por los métodos de la familia de Broyden difieren solo
en sus longitudes. La bisqueda lineal identifica el mismo minimo sobre la direccién
de busqueda escogida, por lo que los valores del pardmetro de la hisqueda lineal
pueden diferir debido al escalamiento, pero la sucesién {zx} generada es la misma
para cualquier elemento de la familia de Broyden.

Este resultado es muy importante ya que permite extender resultados de con-
vergencia y orden de convergencia de un elemento de la familia a toda la familia
completa. Uno de tales resultados debido a Powell [41), [42] en 1971 y 1972 establece
que

Teorema. Si f(z) es conveza, entonces el método DFP con bisqueda lineal ezacta
converge globalmente con convergencia superlineal si V2f(x*) es positive definida.

Entonces por el teorema de Dixon, éste resultado se extiende a toda la familia de
Broyden.

Sin embargo, en la préctica las iteraciones generadas con elementos distintos de la
familia de Broyden no generaban las mismas sucesiones y esto se debe a la inexactitud
de la busqueda lineal. En la préctica no se trabaja con biisquedas lineales exactas,
entonces es importante considerar los resultados que sean comunes a todos los métodos
de Broyden cuando se utilice biisqueda lineal inexacta, en esta direccién, se tienen
resultados de convergencia de la familia de Broyden completa sin DFP.

Las condiciones sobre la bisqueda lineal para garantizar convergencia son las con-
diciones de Wolfe-Powell, enunciamos enseguida el resultado al respecto.

Teorema. (Powell) Sea f : R™ — R dos veces diferenciable y conveza en R™ y
suponge que dada un %o € R™ el conjunto de nivel {x € R™ : f(z) < f(zo)} estd
acotado. Suponga que {zx} es generada por (6.28) y que By se escoge como cualquier
elemento de la familia de Broyden excepto DFP y ou satisface las condiciones de
Wolfe-Powell, entonces para cualquier matriz siméirica positiva definida By y un
€ > 0 existe un indice k tal que ||V f(ze)lf < e.

La primera versién de este teorema trabajaba solo el caso BFGS y fue demostrado
por Powell [43]. Byrd, Nocedal y Yuan [12] generalizan el resultado para toda la
familia de Broyden excepto DFP.
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Capitulo 7

Métodos para problemas de gran
escala

7.1 Gradiente Conjugado no Lineal

Cuando se tienen problemas con un gran mimero de variables se buscan métodos
de optimizacién econémicos que operen bien y con pocos recursos. Los métodos de
Gradiente Conjugado fueron los primeros métodos que se utilizaron para resolver
problemas con un gran nimero de variables, iniciando con el Gradiente Conjugado
Lineal, introducido a principio de los 50's, seguido del Gradiente Gonjugado no Lineal
en los 60’s. El método de gradiente conjugado lineal ya se ha descrito con detalle en
el capitulo 3, este método es muy econdémico ya que su implementacion solo requiere
el almacenamiento de pocos vectores, por lo que se ha convertido en un método
bastante atractivo para problemas cuadraticos de gran escala por los pocos recursos
en memoria necesitados para operar.

Una nota, interesante respecto a estos métodos es que el gradiente conjugado lin-
eal fue desarrollado en los 50’s como una alternativa a métodos de factorizacion
para resolver soluciones exactas de sistemas lineales con matrices simétricas positivas
definidas. No fue sino hasta varios afios después, en uno de los mas importantes
desarrollos del ilgebra lineal sparse, que el método se vio como un método iterativo
que puede dar buenas aproximaciones a la solucién del sistema en mucho menos que
n pasos. El primer método de gradiente conjugado no lineal fue propuesto cuando el
gradiente conjugado lineal perdia popularidad y varios afios antes de que fuera redes-
cubierto como un método iterativo. Veremos en esta seccidn las principales ideas del
método de Gradiente Conjugado no lineal.
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7.1.1 Meétodo de Fletcher—Reeves

Hemos visto que el método de Gradiente Conjugado lineal es utilizado para minimizar
funciones cuadraticas, es entonces natural preguntarnos si se puede adaptar para
la minimizacién de funciones en general f(z). En los afios 60’s Fletcher y Reeves
[22] encontraron que esta extensién es posible, dando lugar a métodos de gradiente
conjugado no lineal. El algoritmo para el caso no lineal de Fletcher~Reeves cambia
dos aspectos del caso lineal: «j se escoge por algin método de bisqueda lineal y el
calculo de i involucra el gradiente de la funcidn, gi, que no es el residual como en
el caso lineal. Como la funcién ya no es cuadrética y la bisqueda lineal no es exacta,
no se garantiza la convergencia en n pasos, entonces se propuso realizar recomienzos
cada n pasos con la direccién de descenso mas rapido para alcanzar convergencia.

Esto da lugar al algoritmo de Gradiente Conjugado de Fletcher-Reeves para op-
timizacién no lineal.

Algoritmo de Gradiente Conjugado de Fletcher—Reeves
Escoger un punto inicial xo, evaluar fo y go, hacer pp = —~go y k = 0.
while g # 0

calcular oy = ‘arg ming>p f (zk + apk)

Tkl = T + CkPi

Evaluar grqg

Ifk=0 mod n entonces

ﬁk+1 =
else

ﬁ _ 9i+1gk+1

k+1 Q'i i
end
D+l = —Gk+1 + ﬁfﬁpk
Ek=k+1
end while

La biusqueda lineal requiere un buen valor inicial para ay, el cual es crucial si
se quiere obtener un algoritmo eficiente, Fletcher experimentalmente obtuvo que en
el gradiente conjugado el decrecimiento de la funcién de zx-y a =, era del mismo
orden de magnitud que el de zx a T, suponiendo que f(z) es cuadritica, entonces
tenemos que el tamano de paso en la iteracién anterior az_; y la actual ap estan
relacionadas por la expresién '

:
Pi—19k-1

O = Qg1 3
Di. 9k



Métodos para problemas de gran escala 151

entonces puede considerarse éste como valor inicial para iniciar la biisqueda lineal
para el caso de gradiente conjugado.

Si f es una cuadrética y si el tamafio de paso ¢4 es ¢l minimizador exacto de la
bisqueda lineal, entonces el método de Fletcher-Reeves es idéntico al de gradiente
conjugado lineal. Nétese que no necesitamos ninguna operacion matricial y que solo
necesitamos almacenar unos cuantos vectores, es por esto que el método es muy
utilizado para resolver problemas grandes de optimizacion no lineal.

7.1.2 Meétodo de Polak—Ribiére

Existen muchas variantes del método de Fletcher-Reeves que difieren principalmente
en la eleccién del parametro 8. Una de las mas importantes fue propuesta por Polak
y Ribiére [40], en donde se considera que como la funcién no es cuadrética no tiene
porqué satisfacerse la condicién de ortogonalidad de los gradientes y proponen tomar
Bi+1 como
6PR _ 9£+1(9k+1 — gk)
e gk |2

Esta 8 coincide con el pardametro de Fletcher—-Reeves cuando f es una funcién cuadra-
tica y convexa y con blisqueda lineal exacta, ya que los gradientes son mutuamente
ortogonales en este caso. Sin embargo, al aplicarlo a funciones no lineales el pardmetro

PR produce iteraciones diferentes al algoritmo de Fletcher—Reeves. La experiencia
numérica favorece al método de Polak—Ribiére el cual es mas robusto y eficiente.

Se ha observado en la practica que si el método de Polak-Ribiére genera una mala
direccién y un paso muy pequefio en una iteracién, por la forma de 557, el algoritmo
se recupera en la siguiente iteracién, mientras que para Fletcher—Reeves, el algoritmo
No se recupera y genera otra nueva direccién y tamafio paso también malos, entrando
en un ciclo del que no puede recuperarse al menos que se realice un recomienzo. Mas
adeltante justificamos estos comentarios.

Existen otras elecciones de Si41 que coinciden con la de Fletcher-Reeves 5f. i
en el caso en que la funcién objetivo es cuadritica y la biisqueda lineal exacta, por
ejemplo Hestenes—Stiefel sugieren

BHS, k41 (gr+1 — g)
(9h+1 — gx)'px
esta formulacién es similar al método de Polak—Ribiére, tanto en convergencia como
en desarrollo en la practica.

Se han propuesto otras variantes de G pero no se ha logrado superar la eficiencia
de la férmula de Polak-Ribiére.
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7.1.3 Recomienzos

La parte mas costosa del método de gradiente conjugado es la biisqueda lineal, para
hacerlo mas econdmico es que se utiliza la bisqueda lineal inexacta, sin embargo,
esto puede ocasionar que la direccién pyy; no sea de descenso, ya que de acuerdo al
algoritmo
gipe = ~lloll® + B ko (7.1)
si la biisqueda lineal es exacta, entonces gipr—1 = 0 y px serd una direccién de
descenso. Pero para bisquedas lineales inexactas (7.1) puede ser positivo si gipx_; es
positivo y no suficientemente pequefio.
Esto puede resolverse usando periédicamente un recomienzo, es decir, SBry; = 0,
lo que equivale a hacer pxy1 = —gi+1, €sto es, reiniciar con la direccién de méximo
descenso, aunque frecuentes recomienzos pueden afectar la eficiencia del método por

lo que a pesar de que la biisqueda lineal se inexacta, debe ser una buena aproximacién
al minimo real.

Criterios de recomienzo

Como ya mencionamos, el método de gradiente conjugado mejora mucho su efectivi-
dad si se recomienza cada n iteraciones, pero cuando queremos resolver problemas
de grandes dimensiones queremos evitar el realizar n pasos para reiniciar el proceso,
de hecho queremos encontrar la solucién en mucho menos de n pasos, Entonces los
métodos de gradiente conjugado se implementan frecuentemente sin recomienzos o se
incluyen otras estrategias para recomenzar distinta al nimero de iteraciones. Uno de
los criterios de recomienzo mas utilizados en la practica est4 basado en la propiedad
de ortogonalidad de los gradientes para el caso lineal, en el caso no lineal es necesario
prevenir que los gradientes consecutivos no se alejen mucho de la ortogonalidad, una
forma de hacerlo recomendada por Powell [44] es recomenzar si

|9§c+19kl

>y
llgxll?

donde 7y es un nimero positivo menor que uno. El valor de v = 0.2 es ampliamente
recomendado.

Otro criterio para hacer un recomienzo, también recomendado por Powell, es
cuando la direccién pi; no es de suficiente descenso, esto es, si

Qltg+1pk+1
---—-——||gk+1“2 & [—1.2,-0.8]

entonces es conveniente recomenzar.



Métodos para problemas de gran escala 153

7.1.4 Busqueda Lineal para Gradiente Conjugado

La tnica parte del algoritmo que necesita especificarse es el célculo del tamaio de
paso, ai. La bisqueda lineal debe proveer una reduccién suficiente en la funcién
objetivo, pero para esto primero debemos asegurar que las direcciones de biisqueda
sean direcciones de descenso para f. Para esto la busqueda lineal debe proveer un
balance correcto entre los dos términos de (7.1). Mostraremos que esto se logra
pidiendo que oy, satisfaga las condiciones fuertes de Wolfe-Powell

flzi + awpr) < flzi) + powghpr

lg(zr + pr)'or < o|ghpl

con 0 < p < ¢ < 1/2. La restriccién o < 1/2 es importante, de otra forma no se
garantiza el descenso en el método de Fletcher—Reeves. Entonces la busqueda lineal
requiere mas precisién que para otros métodos de optimizacién. Establecemos esto
en nuestro siguiente resultado.

Lema. Supongamos que el método de Fletcher—Reeves estd implementado con
un tamano de paso ap gque satisface las condiciones fuertes de Wolfe-Powell con
0 < o < 1/2. Entonces el método genera direcciones de descenso px que satisfacen

1 SQ}J’I: 5_26—1,
1—0 7 |lgl* ~ 1~0o

k=1,2,... (7.2)

Demostracién.
Nétese que la funcién t(e} = (2¢ — 1)/(1 — ¢) es monétona creciente en €l
intervalo [0, 1/2], con t(0) = —1 y £(1/2) = 0. Como o € [0,1/2) tenemos
que

20~1

l1-0o

-1< <0 (7.3)

Entonces py serd una direccién de descenso si se satisface (7.2).

Procederemos por induccién. Para k = 0 tenemos que

gb(—90) =1
ll9oll?

por lo tanto de (7.3} tenemos que el resultado se satisface en este caso.
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Ahora, supongamos que (7.2} se satisface para alguna £ > 1. Por el
algoritmo de Gradiente Conjugado no lineal tenemos que

Prt1 = —Gk+1 + Bra1Pr
de donde
GeuiPett _ OOkt | g GkpiPk
llgnall? e ]? " ligksll?
1 Jer1Oke1 GhnP

gigr  llgr+ll?

t

Gkt 1%

el o Tak) 7.4
||Q"ve“2 ( )

Por la segunda condicién de Wolfe-Powell, tenemos que

-1+

|gk+1Px] < —0 gk
lo cual implica que
TGPk < Ghy1Pr < —OGipk
y combinando esto con (7.4) resulta
i t t
9kPk2 < gk+1pk+21 <-l-go Qksz
lgell? = ilgm+ail flgell

pero por hipdtesis de induccién

-14+0

1 SQiPkSQG—I
l1—0 = |lgl? = 1~0

usando el lado izquierdo de esta ecuacién resulta que

g 9}:;+1Pk+1 g
—-1- < < —l4 -
=0 = ligknl? i-o

lo cual implica que

1 < Gk 41Pk+1 < 20 -1
-0~ flgenali2 — 1-0

entonces el resultado se satisface también para k + 1. Por lo tanto, se
satisface para toda k, lo cual completa la demostracion. g



Métodos para problemas de gran escala 155

Este resultado muestra que es suficiente con pedir la condicién de curvatura en la
bisqueda lineal para garantizar que el método FR genere direcciones de descenso. La
primera condicién de Wolfe-Powell la necesitaremos para establecer la convergencia
global. Usaremos este resultado para explicar la ineficiencia del método de FR. Ar-
gumentaremos que si el método genera una mala direccién y un paso muy pequeno,
la siguiente direccién y tamafio de paso serdn malos también. Supongamos que en
la iteracién k se generd una direccién no buena, de tal forma que cos#; = 0 donde
Ok es el 4ngulo entre la direccién de bisqueda y la de descenso més rapido, esto eso,
Dx €s casi ortogonal a —gi. Tenemos que cosf = —gbpi/llgellllpll, de (7.2) y de la
definicién de cos 8, tenemos que para toda &,

Il l (28]

para algunas constantes ¢; y ¢;, de donde tenemos que cos &; = 0 solo si

(7.5)

lgxll < lipell

Supongamos entonces que como las direcciones de biisqueda son casi ortogonales al
gradiente, el paso de zx 8 Zx41 €8 pequetio, esto s, Ty, & Tk, entonces ||ge+1 || = Lokl
y
ﬁffl ~1 (7.6)
Entonces tenemos que
llgi+1ll = llgxll < {|pxll

Usando esta relacién y (7.6) en la definicién de px,; en el algoritmo de GC no lineal,
tenemos que

ipr+1ll = {2l > g1l

lo cual por (7.5) implica que cos 641 =~ 0. Aplicando de nuevo este mismo argumento
se muestra la ineficiencia de las iteraciones. Un recomienzo en estas circunstancias
ayuda a salir de este ciclo de malas direcciones y tamaiios de paso muy pequeiios.

El método de Polak-Ribiére se comporta muy diferente en estas circunstancias.
Supongamos de nuevo que se ha generado una mala direccién de bisqueda en z;,
tal que cosf); ~ 0 y que se ha tomado un tamafio de paso muy pequeiio, esto es,
Tke1 & Tx. Entonces [|gisr|l ~ gkl ¥ se tiene que BER ~ 0. Esto significa que la
nueva direccion de bisqueda se aproxima a la direccién de descenso més rdpido, de
tal forma que cos 0+ > cos 0. Entonces el método de Polak-Ribiére se recupera de
esta situacion desfavorable. El mismo argumento es aplicable al método de Hestenes—
Stiefel.
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7.1.5 Anadlisis de Convergencia

Presentamos en esta seccién los principales resultados conocidos de convergencia para
los métodos de Fletcher-Reeves y Polak-Ribiére utilizando bisquedas lineales inexac-
tas.

Iniciamos considerando convergencia global. Si el método de gradiente conjugado
reinicia cada n pasos considerando F igual a cero, esto es, tomando la direccién
de descenso mas rapido, entonces se obtiene convergencia global. Esto se sigue del
andlisis dado en el capitulo de bisqueda lineal: si se toma un nimero infinito de
direcciones de descenso mas rapido, y con las condiciones de Wolfe-Powell, entonces
tendremos que

im infj—cofl gil| = 0

Esto significa que si se reinicia periodicamente, entonces todos los métodos de gra-

diente conjugado vistos en esta seccidn son globalmente convergentes a un punto
estacionario.

Nos interesa estudiar la convergencia global de métodos de gradiente conjugado
sin reinicios, dado que como estos métodos son vtiles para resclver problemas grandes,
es importante considerar su comportamiento cuando n — oo. Cuando n es grande,
esperamos resolver el problema en menos de n iteraciones y no utilizar reinicios. Para

establecer resultados de convergencia, haremos la siguiente suposicién sobre la funcién
objetivo.

Suposiciones I.
i) El conjunto de nivel L = {z: f(z) £ f(z0)} estd acotado.

ii) En alguna vecindad N de L la funcidn objetivo [ es continuamente diferenciable,

y st el gradiente es Lipschitz continuo, esto es, eziste una constente L > 0 tal
que

lig(z) — g(2) | < Lij= ~ 2|
para tode z, % € N

Estas suposiciones implican que existe una constante  tal que

lg(z)l| <%, paratoda zeLl (7.7)

Como en la practica la bisqueda lineal es inexacta, supondremos también que ésta
satisface las condiciones de Wolfe-Powell. Para propésitos del analisis consideraremos
también la siguiente biisqueda lineal ideal: un tamafio de paso oy > 0 es aceptable si

Sz + arpr) < fxk + dipr) (7.8)
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donde &; es el punto estacionario positivo mas pequeno de la funcién p(e) = f(ze +
api). Entonces la seleccién ideal del tamafio de paso requiere que el decrecimiento en
la funcién objetivo sea al menos tan bueno que el que se obtiene en el primer punto
estacionario unidimensional de la funcién. Nétese que tanto el primero minimo local

como el minimizador global de f a lo largo de la direccion de bisqueda satisfacen
esta condicion.

Fisto nos ayudard a establecer el siguiente resultado.

Teorema. (Zoutendijk) Supongamos que se satisfacen las Suposiciones I. Considere
cualquier iteracion de bisqueda lineal de la forma

Zg41 = T + Pk

donde py es una direccion de descenso y oy satisface las condiciones de Wolfe—-Powell
o la condicion de la bisqueda lineal ideal (7.8), entonces

Z cos? B||gll® < o0 {7.9)
k=1

Este teorema fue demostrado en el capitulo de bisqueda lineal para las condiciones
de Wolfe-Powell y es fdcil su extension al caso de busqueda lineal ideal. También serd
este resultado la base para el andlisis de los métodos de gradiente conjugado no lineal.

Haremos el anélisis bajo el supuesto de que

llgl
llpxll’

para alguna constante positiva c¢. Nétese que esto se satisface para el método de
Fletcher-Reeves por el resultado (7.2). Sustituyendo esto en la condicién de Zou-

tendijk, obtenemos _
lgell® _ |
2 T (1)

Si mostramos que {{|g||/|lpx|[} no tiende a cero, esto es,

cosfr > ¢

=1,2,... (7.10)

llgell
llpell =

entonces podemos deducir de (7.11) que

>d>0, k=12,... (7.12)

Jim gl = 0 (7.13)
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La cota (7.12) se puede establecer para el método de Polak-Ribiére (40} bajo las
suposiciones de buisqueda lineal ideal y f fuertemente conveza esto es, (g(x)—~g(Z)(z—
Z) > cllz — Z||* para alguna constante c¢ positiva. Para funciones en general no es
facil establecer la cota (7.12), asi que probaremos un resultado mas débil que (7.13),

demostraremos que
lim infx—collgrll = 0 (7.14)

Procederemos por contradiccién. Supongamos que no se satisface, lo cual significa
que el gradiente no tiende a cero. Entonces existe un escalar v > 0 tal que

flgell =~ (7.15)

para toda k > 1. Sustituyendo en (7.11) tenemos que

> ol < (7.16)

k>t

Concluimos que si la iteracién falla en el sentido de que se satisface (7.15), entonces
llpell — oo suficientemente répido para que la suma en (7.16) sea finita. Entonces
podemos enunciar que: Un método de gradiente conjugado no lineal puede no tener
convergencia global si las direcciones de busqueda son no acotadas en longitud.

Usaremos este razonamiento para probar convergencia global para el método de
Fletcher—Reeves.

Teorema. Suponge que se satisfacen las suposiciones I y que se cuenta con el método
de Fletcher-Reeves con una bisqueda lineal que satisface las condiciones fuertes de
Wolfe-Powell con 0 < p < ¢ < 1/2. Entonces

lim infi—co|lgxll = 0

Demostracion.

Procederemos por contradiccién logrando acotar ||pk|l. De la segunda
condicion de Wolfe-Powell y de (7.2) tenemos

a
l9ipe-1] < —0Gi 1Pe-r £ T llgel’ (7.17)
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de esta ecuacién, de la forma de obtener p; en el algoritmo de Fletcher-
Reeves y de la definicién de Bf# tenemos

Ilpell® < ||9k[l2+26 *lgkpe- + (B llpe-1 i

< lloll + 5 _aﬁIfR”gk—1||2+( ¢ ) e

(T52) el + (GE s

Aplicando de nuevo esta desigualdad y definiendo 6 = (1+0a)/{(1—-0c) > 1
obtenemos

N ||15;?k||4 -
Ipel® < Gllgell® + (6 llgx-11I* + (BR)? pe—2?)

||9k—1||4
A . gell? llgall* ..
< O”Q’CIF + U”g ~ ”2 + “gk—2”4 [a“gk—2”2 + (ﬂf—%)”'pk—:ﬁ"]
Ilgkll“ . llgell® ligsll*
= allgel® + + & + ipx—3ll
"o “il? 0 lge-2ll?  Nge-all?
k
< aflgl* Y lgsl~? (7.18)
i=1

Ahora procedemos por contradiccién suponiendo que ||gk|] > v > 0 para
toda k. De la desigualdad (7.18) y de (7.7) tenemos que

pull2 < %k (7.19)

Ahora utilizamos el proceso descrito antes de enunciar el teorema. Del
resultado de Zoutendijk obtenemos

“9k||
2 el <

k>l

Si los gradientes no tienden a cero, entonces

2 Toul? ”Pk"2

k>1
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pero esto contradice (7.19), con lo cual la hipétesis es falsa y tenemos que
lim infx—co|lgxll = 0

que es lo que queriamos demostrar. g

Este es un resultado de convergencia global muy importante ya que se aplica a la
implementacién practica del método de Fletcher—-Reeves para funciones objetive no
lineales en general.

Dado que el método de Polak-Ribiére trabaja mejor en la practica que el de
Fletcher-Reeves, se esperaria tener un resultado de convergencia global para este
método similar a] teorema anterior. Esto no es posible ya que se enuncia enseguida
un resultado que muestra que el método de Polak-Ribiére con una biisqueda lineal
ideal puede ciclarse infinitamente, sin aproximarse al punto solucion.

Teorema. Considere un método de gradienie conjugado con B, como el métode de
Polak—-Ribiére y con busqueda lineal ideal tal que siempre se escoja el primer punto
estacionario positivo de w(a) = f(zx + ap). Eziste una funcién objetivo f dos veces
continuamente diferenciable de tres variables y un punto inicial zo tal que lo sucesion
de gradientes {||gk||} no tiende a cero.

La demostracién de este resultado se debe a Powell [45], se requiere que algunas
direcciones de biisqueda consecutivas sean casi contrarias. Esto solo puede alcanzarse,
para busquedas lineales ideales, cuando 5, < 0, entonces el andlisis sugiere modificar
el método de Polak—Ribiére considerando

¥ = max{f",0}

que da lugar el método PR*. En este caso las condiciones de Wolfe-Powell garantizan
que todas las direcciones de bisqueda generadas son direcciones de descenso. El
argumento es el siguiente: primero realizamos la bisqueda lineal a lo largo de la
direccién de descenso px-; y obtenemos un punto x que satisface las condiciones de
Wolfe-Powell con 0 < p < 0 < 1. $i gipi—; < 0, la no negatividad de B y (7.1)
implican que la nueva direccién p; satisface gkpr < 0 y de aqui es una direccién de
descenso. Por otro lado, si gipr—1 > 0, continuamos la minimizacién unidimensional
hasta que el término |gipx_;| se reduzca lo suficiente, de tal forma que (7.1) garantice
la condicién de descenso. Usando esto Gilbert y Nocedal {23] demuestran que PR*
es globalmente convergente, bajo las hipétesis del teorema de convergencia global de
Fletcher-Reeves. Ellos proponen un método de gradiente conjugado donde G; esta
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restringido por el pardmetro de Fletcher—Reeves v donde permiten valores negativos
para [, la propuesta es considerar

_ f:"R si 6]}:’}{ < —-ﬁfR
B = BER si |ﬁ,‘c°R| <ﬁfﬂ para k > 0
FR 5 BPR > BER

con esta eleccidn el método resultante es globalmente convergente,
Veremos ahora algunos resultados que conectan los métodos de gradiente conju-
gado con métodos Quasi—-Newton dando lugar a algoritmos practicos mas robustos.

7.2 Método de Shanno

Una de las mayores dificultades que se presenta en el gradiente conjugado es que
la bisqueda lineal inexacta ocasiona que las direcciones generadas pueden no ser
de descenso, lo que no sucede con los Quasi-Newton, ya que si pryy = —Hip1 0641
entonces pi, gk+1 < 0 si Hiy) es positiva definida. Entonces es deseable poder
combinar la poca cantidad de recursos que necesita gradiente conjugado para operar
con las propiedades de los métodos Quasi-Newton para tener un algoritmo eficiente
y econémico. Shanno [47] muestra que es posible, como lo enunciamos enseguida.

7.2.1 Enfoque Quasi—Newton del método de Gradiente Con-
jugado
Utilizaremos en esta seccién la notacién introducida en el capitulo 6 para los métodos
Quasi-Newton:
Ye = Gkl — Gk» Sk = Tk+l — Tk = QkPr
Veremos que es posible ver la direccidn de gradiente conjugado como una direccion

Quasi-Newton.
Perry en 1977 noté que la direccién de Gradiente Conjugado

Dr+l = —Gk+1 + Bret1P%

con .
Ir+1Vk

Brs1 =
* Piyk
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puede escribirse como

y
_ SrYx _
Prk+i = — (I - SZyk) k41 = —Rgr

donde

R=1- %
SpUk
Esta direccién se parece a las direcciones de Quasi—-Newton, lamentablemente, esta
matriz no es positiva definida. Sin embargo se modificé por correccién usando la
propiedad de que bajo la hipétesis de bisqueda lineal exacta la nueva matriz y R
produzcan la misma direccién. El método resultante es mds eficiente que los métodos
cldsicos con busqueda lineal inexacta.

La matriz R de Perry no es simétrica, por lo que resulta natural simetrizaria
considerando

st Syl + yist
Ro= R Yk _ sk tus,
SLYk SLYk

Si la busqueda lineal es exacta, entonces stgry1 = 0, lo que implica que

—HsQk+) = "ng+1 = Pr+1

Ahora bien, para obtener una iteracién similar a un método Quasi—-Newton, necesi-
tamos que

Pr+1 = — R giqa

donde R* debe satisfacer la condicion
R'yr = s¢ (7.20)
para lo cual se busca una matriz de correccion C tal que
R=R,+C

satisfaga (7.20), por lo tanto
Ry, = s¢
de donde
(Rs + C)yk = Sk
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lo que implica que

t
Cyk = Sk-}-y-ky—ksk
k’!}k
¢
_ (1 yfy")sk
Silk

= /\.S‘k
Como C debe ser simétrica, esto se puede obtener con una matriz de rango 1, esto es,
C = wuw'
sustituyendo

kyk

lo que implica que
W= o8
de donde

Yk
why, = osbyk = o?si(siye) = (1 + = e ) Sk

SEYk
1
(1+ykyk) .
Skyk Sk

lo cual tiene sentido solo si styx > 0. De esto, obtenemos que

1
C =wuw'= (1 + ykyk) ———SkS},
skyk St

entonces

de donde como R* = R, + C tenemos
t t ¢ t
. SkYr + YxS SkS
R =] kykt ykk+(1+y§yk) :ck
SiYk SiUk / SLUk
La matriz R* tiene las siguientes propiedades

Pk+1 = —R"gi41 si la busqueda lineal es exacta.

R* es la actualizacién tipo BFGS de la matriz identidad usando los vectores s y y,
como en (6.8).

Lo que podemos escribir

R' = UBFGS(I$ Sk, yk)
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Entonces es posible ver el método de Gradiente Conjugado como un método Quasi-
Newton de BFGS en el que en cada iteracién se aproxima al inverso de la matriz
Hessiana por R* = Ugpes(!, sk, yx). Esto introduce un cambio significativo en la
formulacién del método de Gradiente Conjugado ya que aunque la bisqueda lineal
sea inexacta, lo que tnico que requerimos es garantizar que siy; > 0 para que la
direccién encontrada sea de descenso, y esto se obtiene con facilidad si el algoritmo
de biisqueda lineal cumple las condiciones de Wolfe-Powell.

Una de las principales ventajas de ver al Gradiente Conjugado como un Quasi—
Newton es que la bisqueda lineal puede iniciar siempre la busqueda econ @ = 1 y
conforme nos acerquemos al minimo este valor de prueba serd suficiente para avanzar
en e] algoritmo.

7.2.2 Extension del método de Gradiente Conjugado de Beale
usando el enfoque Quasi—Newton

Las ideas de la seccién anterior pueden extenderse al método de Gradiente Conjugado
de Beale, visto en 3.4, el cual utiliza recomienzos cada t iteraciones, y donde se define

Pk+1 = —Gk+1 + Br41Pk + YiPt

con

_ GhVk Gk+1Yk
Bry1 = ———, = ——
Prlx Dt
de donde tenemos que
i
r+1Yk
Yt = D
Piue
_ ptyigkﬂ.
Piyt
t
Sefy
= ——Gkn
35?)‘: *
lo cual implica que
SttE
Pksl = —Gk+1 + BrriPr + ;;?;gkn
i

¢
_ Sty
= - ( - ;E) Ok+1 + Br1Pk

= —Higey1 + BraaPr
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La idea es entonces ver a H; como un precondicionador. Si tratamos de ver el proceso
relacionado con un método Quasi—-Newton, aplicando el proceso de la seccion anterior
obtenemos que

H{ = Ugpas(1, s¢. %)
con esta forma de H;, tenemos que

Syt + 1,8t i 5,5t
QLIH:‘yk.—.gch(([.__‘yf__-Ui_i +(1_J£3 Sise

t z 7
81Ut S:Ye / Sile

Como yr = gry1 — gx ¥ para funciones cuadraticas con bilsqueda lineal exacta se
satisface que el gradiente es ortogonal a todas las direcciones anteriores y los gradien-
tes son mutuamente ortogonales, entonces tenemos que sty = 0y giyx = 0, lo cual
implica que

9i+1H;yk = .gltc+1yk

entonces ; . .
_ Oka¥r Gk Hiuk
ﬁk-{‘-l _ M - t
Prlx Pk
con esta Bry1 y recordando que pryr1 = —H; Gr+1 + Brs1 Pk este método se puede ver

como un Gradiente Conjugado Precondicionado.
Por lo tanto, podemos escribir

t *
* Skkat
] H —
Pr+1 ( £ Szyk )gk.n

repitiendo una vez mas el proceso anterior, tenemos

Hiv1 = Uprgs(H{, sk, yx)

de esta manera se puede enfocar el método de Beale come un Quasi~Newton donde
Per1=—H g1,  H{ =Uprcs({, s, 1)

Pr+1 = —Hg 10001, Hi, = Usrgs(Hy, sk, yx) para k >t

Con estos resultados Shanno [48] realiza una implementacién de la extensién del
método de Beale, utiliza el criterio de Powell para el recomienzo, esto es, recomienza,
si

|9y 195! > 0.2 gk i

Una. experimentacién computacional intensiva indica que en cada recomienzo el método
pierde un poco su efectividad, por lo que prueba con otros miembros de la familia
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de Broyden (6.6) que en el paso inicial proporcionen una mayor efectividad. Shanno
noté que en la primera iteracion de recomienzo era mejor usar la actualizacién

Hy = Upras(md, st, vt
donde

_ s
"= Yyt
La conveniencia de este escalamiento esta todavia abierta a discusién y se usa en base
a la experiencia computacional. El algoritmo de Shanno es el siguiente.

Algoritmo de Gradiente Conjugado de Shanno

1. Escoger zg € R*, € > 0

1
2 o= —— pg= —go, k=0
0= g T T

(%]

. Si llgrll < € terminar, si no hacer k = k + 1, ir al paso 4.

['iN

. Blisqueda lineal, encontrar

g = argmin f(zx + apy)

5. Hacer zx41 = Ti + QiPr

(=]

. Calcular la direccidn pg4y
Si k=0 modno|gl, gk > 0.2]|ge|* hacer
k=t per = —Hgi; 01 =1
con H = Ugrgs(nd, s,11); b=k +1

ir al paso 3
Si no )
Pryl = _UBFC:'S(H, ks Yk)Gr+1 — Hi 1 Gk
ak+1=ak—t—;1k—qi~—; k=k+1
Pey19%+1
ir al paso 3

7. Fin
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Veamos que no es necesario el almacenamiento de ninguna de las dos matrices
anteriormente indicadas.
La iteracién para la direccién es

Pe+1 = ‘H;:+1gk+1 = “UBFGS(Ht,Skayk)ng
donde i X
. spt H, + Hoyst tH. 58t
Hp,, =H - kY% tt Yk S + 1+ykt ¥k f k
S Yk 53.Yk Sk
’ ~ vosh 4 sty | gy sest st
Hi=% (1~ i + 53 t
Siit Sl SiYe /) S¢le
con ,
Y= et
yg?,’t

Cuando se estd en una iteracién de recomienzo, ésta se obtiene como

D1 = _Htng

para lo cual solo necesito tener almacenados a yx, ¥:, S¢, Sky Gks1.
Entonces no se necesita del almacenamiento de ninguna matriz solo de los siete
vectores: Yk, Sk, Yt, Sts Jk+1> Tkl ¥ Tk

7.2.3 Meétodo de Gradiente Conjugado con almacenamiento
variable

Cuando se aplica un método de Gradiente Conjugado con precondicionador Hy > 0

a una funcién cuadrética, ¢(z)} = (1/2)z'Qz con Q > 0, se tienen las siguientes
propiedades:

i) El método converge en n pasos a lo sumo.
i1} Los vectores de bisqueda px4; son {-conjugados.
iii) g{Hog; =0sit# J.

iv) Las direcciones pg¢ (generadas por Gradiente Conjugado precondicionado con
Hy fijo) y p° (direccién generada por el método Quasi-Newton usando un miem-
bro de la familia de Broyden con pardmetro €) son linealmente dependientes.
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v) A menos que el método alcance la solucién antes de n pasos, se tiene que

£ — -1
n+l T

En el caso que el elemento de la familia de Broyden sea la actualizacién tipo BFGS
se tiene que no solo la direccién generada coincide con la del Gradiente Conjugado
Precondicionado, sino que también coinciden en norma, esto es, son iguales, como lo
establece el siguiente resultado debido a Nazareth [37)].

Lema. Cuando los algoritmos de Gradiente Conjugado Precondicionado y BFGS se

aplican a una funcién cuadrdtica ¢{z) = z*Qz, Q > 0, usando el mismo punto inicial
y la misma Hy, entonces

(ele] BFGS
P = F

Para el caso de funciones no cuadriticas, Powell [46] demostré el siguiente resul-
tado.

Teorema. Sea el método Quasi—-Newton que usa las matrices de la familia de Broyden
aplicado @ una funcién diferenciable f{z) y supongamos que las bisquedas lineales son
ezactas, selecciondndose los ay por el mismo método. Sea x1, T2, .. ., Tk la sucesion de
iteraciones y HY,..., Hi,, la sucesidn de mairices desarrolladas antes de la k-ésima
iteracidn, y supongamos gue ningin vector de bdsqueda pi, se anula. Entonces si en
la iteracion k se usa la eleccion de £ correspondiente al método de BFGS, la matriz

HBFCS obtenida es independiente de los pardmetros € usados durante las iteraciones
anteriores.

Usando este teorema y poniendo € = 1 en la férmula para generar las matrices de
Broyden y con biisquedas lineales exactas, se tiene:

BFGS _ BFGS
Pr1 = kg Gkl
t 17 BFGS ¢
Ve "7y \ sksk
= __HBFGSgk | — (1+ gk+1 +
* " Sk AT
1 BFGS
on (skytHBFOS gin + HEFSy, st g
k

como la bisqueda lineal es exacta, se tiene que skgry = 0 y tenemos que

BFGS __ BFGS skyp |
Perr = —H: 7 gr +
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t [rBFGS
ypH Gk+1
= perr° = —HPF%Fg,,, + 20
Sk
t [JBFGS
BFGS _ _ pfBFGS + i H gk+1 BFGS
= Pk+1 = k G+l T T BFes Pk
YDy
St ahora suponemos que en los pasos anteriores al k+ 1 se habia aplicado la matriz
Hi,i=0,...,k con € # 1, haciendo uso del teorema de Powell, se puede escribir la

iteracion como
15 = —Hogo; k=0

Tr41 = Tk + QxP;

yiH i9k+1p£

e Pk
Vi

para k + 2 hasta la convergencia

Pr+1 = —Higeq +

t IJBFGS
BFGS _ _ yyBFGS +kak+1 Ge+2
Prta = k+1 k1 T 1 BEGs P+l
YiPri1

Es decir, estamos viendo al algoritmo de BFGS como un algoritmo de gradiente
conjugado precondicicnado, para el que la métrica (dada por la matriz que sirve de
precondicionador) en lugar de estar fija se actualiza en cada paso con un miembro
cualquiera de la familia de Broyden.

Nazareth [37] propuso interpretar el resultado anterior como un esquema para
algoritmos de gradiente conjugado para problemas de gran escala. Los algoritmos de
gradiente conjugado como ya hemos mencionado, requieren poca cantidad de memoria
para operar, mientras que los de Quasi-Newton necesitan gran cantidad debido a
que hay que almacenar la matriz hessiana. En la prictica el método de Gradiente
Conjugado necesita mas iteraciones para converger comparado con los Quasi-Newton.
Esto ha sido explicado por el hecho de que en el caso de gradiente conjugado, se
tiene menos informacion acerca del comportamiento de la funcién (no se dispone
de la matriz hessiana). Otra forma de explicarlo, es que en cada paso de gradiente
conjugado se actualiza la matriz identidad, por lo que no guarda informacién de pasos
anteriores.

Dado un problema de dimensién n muy grande, es posible que no se cuente con
las n(n + 1)/2 localizaciones de memoria, necesarias para almacenar la aproximacion
a la matriz hessiana que se necesitan para un método Quasi-Newton, pero posi-
blemente haya algo mas que 4n localizaciones que requiere el método de gradiente
conjugado. De lo que se trata, entonces, es de aprovechar la memoria disponible,
usando un método que, mientras tenga espacio, usa las direcciones de BFGS, y en
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caso contrario, continde con un método de gradiente conjugado precondictonado. Por
supuesto, la matriz no se almacenara sino que se guardan los vectores que hacen falta
para formarla, y aunque esto requiere mas trabajo de célculo, ahorra la memoria a
usar, que es el objetivo de este caso.

El método se ve desde el inicio por uno de Gradiente Conjugado Precondicionado,
con precondicionador variable. El algoritmo propuesto por Nazareth es el siguiente:

Algoritmo.
Paso 1 Escoger 7o € R®, Hp simétrica y positiva definida.
Paso 2 Po = —Hogg, k=20

Paso 3 zp.1 = Tk + qiDk, CON a = arg m)ig flzx + ap)
o s

Paso 4 Analizar criterio de parada.
Paso 5 Si ya se agoté la memoria disponible usar una de las siguientes opciones

Paso 5.1 poner Hy,, «— Hj e ir al paso 5.2, o poner H;,, «— H fija e ir al paso 6.

Paso 5.2 Si adn queda memoria disponible, entonces actualizar la matriz y elegir
cual miembro de la familia de Broyden se va a usar y cuan frecuentemente
se va a hacer ]a actualizacién; si actualizar siempre que sea posible o cada
iteraciones donde j es una fraccién de n determinada por la cantidad de memoria
disponible. Note que solo se almacenan los vectores y escalares para encontrar
la matriz.

Paso 6 Si no se satisfacen los criterios de recomienzo, ir al paso 7.
En caso contrario, usese la opcién de recomienzo deseada (este recomienzo estd
estrechamente ligado a la eleccién para cuando se agote la memoria disponible).

yltchgk+l
yt

pi ir al paso 3
kPk

Paso 7 pryy = —Higre1 +

Se tienen algunas observaciones de este algoritmo, primero, en el paso 5.1 se podria,
calcular la diagonal de Hy y volvera poner en uno el contador de vectores de memoria
utilizados (el que ocupara la diagonal) y entonces continuar en el paso 5.2, teniendo
otra vez que generar las matrices por la férmula de Broyden, ocupando los lugares de
los vectores anteriores. ‘
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Segunda cbservacién: el nimero de vectores posibles a tener en memoria es varia-
ble. Si la cantidad de memoria es la minima, entonces el paso 5.2 nunca se ejecuta y
el método es el estandar de gradiente conjugado precondicionado.

Hay varias posibilidades para la actualizacién de las matrices cuando se ha agotado
la memoria, en particular en la siguiente seccién trabajamos una de ellas.

7.3 Meétodos Quasi—Newton para problemas de gran
escala

Los métodos Quasi—Newton descritos en el capitulo 6 no se aplican directamente a
problemas de optimizacién grandes, ya que los requerimientos de almacenamiento y
cémputo son excesivos. Las aproximaciones a la matriz hessiana o a su inversa son
usualmente densas y aln si las matrices se almacenan en forma descompuesta (por
ejemplo, almacenando los vectores s, y yx para todas las iteraciones k = 0,1,...) los
requerimientos de memoria crecen en cada iteracién y eventualmente sobrepasaran
los recursos disponibles.

Sin embargo, hay varias formas de extender los métodos Quasi--Newton para pro-
blemas grandes. La primera aproximacidn, los métodos Quasi-Newton de memoria
limitada, definen una pequenia modificacién a las técnicas descritas en el capitulo
6 para obtener aproximaciones a la matriz hessiana que se pueden almacenar de
manera compacta en unos cuantos vectores de longitud n, donde n es el ntimero de
incégnitas del problema. Estos métodos son bastante robustos, baratos y de facil
implementacion, pero su convergencia no es muy rapida. Otra aproximacién consiste
en definir férmulas Quasi-Newton para actualizar aproximaciones a la hessiana que
preserve patrones sparse, aunque estas aproximaciones no se ha demostrado sean
tan efectivas como las anteriores. Nos efocaremos en los métodos Quasi~-Newton de
memoria limitada.

7.3.1 Memoria Limitada BFGS

Los métodos Quasi-Newton de Memoria Limitada son tiles para resolver probie-
mas grandes donde la matriz hessiana no puede ser calculada a un costo razonable,
o son densas. Estos métodos mantienen aproximaciones simples y compactas de las
matrices hessianas: en lugar de almacenar las aproximaciones completas de n x n
se guardan solo una cuantos vectores de longitud n que representan las aproxima-
ciones implicitamente. Adn con los modestos requerimientos de almacenamiento es-
tos métodos frecuentemente tienen una aceptable razén de convergencia, casi siempre
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lineal. Se han propuesto varios métodos de memoria limitada, nos enfocaremos prin-
cipalmente en el algoritmo conocido como L-BFGS, introducido por Nocedal [38], y
que estd basado en la férmula de actualizacion BFGS. La idea bésica del método es
usar informacién solo de las mas recientes iteraciones para construir la aproximacion
a la hessiana. La informacién de la curvatura de iteraciones no recientes, las cuales
no aportan informacién relevante del comportamiento de la hessiana en la iteracién
actual, son eliminadas para ahorrar espacio en memoria.

Para empezar la descripcién del método L-BFGS, recordaremos el método BFGS
estandar, el cual fue descrito con detalle en el capitulo 6. Cada paso de este método
tiene la forma

Tkl = T — O Higr, £k=1012,...

donde o es la longitud del paso y Hj se actualiza en cada iteracién por la férmula
oo g, o 50— Hiy)si + si(se — Hiye)'  yilse — Hidi)swsi
SpYk (Skyk)

Esta expresion puede verse de forma compacta si escribimos

Hou = Hi+ (sk — Hiyy)st + su(sk — Hyye)! . yi Hrysisy — (VEsk)sksi

SEUk (shy)?
— Ho+ (sk — Hiyr) sk — syiHe 4+ sk (i Hryr) sk
SEUk (styx)?
Definiendo
Pr = ~3—
Splk
entonces

Hiii = Hy— peHyrst — prseytHe + phse(yl Hiyx) sk + prsest
(Hk — prssyiHe)(I — pryest) + pessy
= (I — pryxsi) He(I — peyst) + prsist

VEHR VL + prsist.

donde
Vi = I — pryisi;

entonces tenemos una representacién mas compacta de las matrices BFGS

Hipr = VEH Vi + prsesy (7.21)
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donde

1
Pk = —4 Vi=1- Pkykac (7.22)
Y5k
Yy
Sk = Tkl — Tk, Y = Gk+1 — Gk (7.23)

decimos que la matriz Hy..; se obtiene actualizando H; usando el par {si, yx}.

La aproximacién Hj generalmente va a ser densa, tal que el costo de almace-
namiento y manipulacién es bastante alto cuando el nimero de variables es grande,
usualmente Hy,, se reescribe sobre Hy y por ser matrices simétricas necesitamos
n(n + 1)/2 lugares en memoria para almacenarla. Una forma de superar este pro-
blema es no formar y almacenar la matriz H, de n x n explicitamente, en su lugar
almacenamos una versién modificada de H; implicitamente, almacenando un cierto
nimero, digamos m de los pares de vectores {s;,3;} que se utilizan en la formulacion
(7.21)-(7.23). Veamos como seria el proceso. Supongamos que tenemos espacio para
guardar m = 2 pares de vectores {s;, %} ¥ sea Hy una matriz positiva definida dada,
entonces si 1

Pi = “!E, Vi=(I- Piyis:')
se tiene que
H, = V{HoVa + pososh

de donde
H, = VIH\Vi + pis1s}
Vi(Vy HoVo + pososg)Vi + prs1s
= HtVOtH()Vom + pons(,sf)Vl + plslsi
Ahora, para calcular H3 necesitamos {s3, Y2}, pero no podemos almacenar tres pares
de vectores, ya que m = 2, entonces se elimina la informacién mas antigua, mante-

niendo asi la informacién mas reciente, esto es, calculamos {s,¥,} y se elimina de
memoria {sg, Yo}, con estos datos tenemos la aproximacién

Hy = VIH V) + prsist

y obtenemos
Hy = ViVIHoV\V + 1 Vys151Va + pasash

siguiendo el mismo proceso, tenemos

Hy = VIVIH V3V + poVisasiVs + p3sash
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En general, para k < m tenemos la aproximacién estandar BFGS

He = (Vi V) Ho(Vo- - Vi)
+po(Viizy - Vi)soss(Vi -+ Vi)
+o1(Viy - Vi)sisi (Ve - Vier)
I
+Pk_18k_155_1 (7.24)

Y para k > m tenemos la actualizacién especial BFGS

Hy = (Vi Vi) Ho(Viem- - Vi)
+pk—m(vkt—1 T th—m-f-l)sk—msi—m(vk-m"‘l e I/k"l)

+ Pk—m+1 (th—l e vrkt—m+2)5k-m+13z:—m+1(n—m-§~2 T V;v—l)

+Pk—13k-15i_1 (725)

Las matrices (7.24) y (7.25) Nocedal (38} las denomina matrices especiales BFGS.
Esta aproximacion es adecuada para problemas grandes ya que la experiencia practica
ha mostrado que valores de m entre 3 y 20 producen resultados satisfactorios.

Una de las propiedades importantes de estas matrices es que si Hp es positiva
definida y sly; > 0 para toda i, entonces las matrices (7.24) y (7.25) son positivas
definidas. -

Una forma de garantizar que y!s; > 0 para toda i es que la blisqueda lineal
satisfaga las condiciones de Wolfe-Powell, con lo cual se garantiza que la direccion
encontrada es siempre una direccién de descenso utilizando estas matrices especiales.

Con esta definicién de Hy el algoritmo L-BFGS puede establecerse como sigue.
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Algoritmo L-BFGS
Escoger un punto inicial zg y un entero m>0
fork=0,1,..

Escoger H (k)

Calcular p, = —Hygx

Calcular 41 = Tr + aipr, donde oy se escoge tal que satisface
las condiciones de Wolfe-Powell

Sik>m
Eliminar el par de vectores {sx—m,¥k-m} de memoria
end
Calcular sy = Thy1 — Tky Yk = Gr+1 — Gk
k=k+1

end

Durante las primeras m — 1 iteraciones el a.lgorltmo L-BFGS es equivalente al
algoritmo BFGS del capitulo 6 si la matriz inicial HO es la misma en cada iteracidn,
notese que a diferencia de BFGS estindar aqui se permite que la aproximacion a la
matriz inicial, Hy, varie de iteracién a iteracién. El algoritmo L-BFGS no almacena
Hj explicitamente y de aqui que utilice un procediemiento numérico distinto para
calcular p, sin embargo, las diferencias de las primeras m iteraciones generadas por
los dos algoritmos pueden deberse a errores de redondeo. De hecho, se puede reim-
plementar el método BFGS estindar asignando a m un valor grande en el algoritmo
L-BFGS (mayor que el nimero de iteraciones necesarias para encontar la solucién),
pero cuando m se aproxime a n (especificamente m > n/2) esta aproximacién va a
ser mas costosa en términos de tiempo de cémputo y almacenamiento que la aproxi-
macién del algoritmo BFGS estandar.

El algoritmo L-BFGS no almacena Hj explicitamente, solo se guardan los pares
de vectores {si,¥;},t =k —~m+1,...,k, con esta informacién es posible obtener un
algoritmo eficiente para calcular el producto Hig; y obtener la direccién de bisqueda
px. Nocedal [38] propone un algoritmo de dos ciclos para el cilculo de py.
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Recursién de dos ciclos para L-BFGS

g = Gk
fori=k-1,k-=2,....k—m
a::=PiS§q
§=q— oY,
end
r-=Hék)q
fori=k-mk-m+1,...)k—~1
B = pyir

r=r+si(a; — B)
end

De aqui resulta que r = Hyg.

Aparte de la multiplicacién Hék)q, el esquema de recusioén de dos ciclos requiere
4mn multiplicaciones, si Hék) es diagonal, entonces se necesitan solo n multiplicaciones
mas. Ademés de ser barato, esta recursién tiene la ventaja de que la multiplicacién
por la matriz inicial Hék) se aisla del resto de los calculos, permitiendo que esta matriz
pueda escogerse libremente y que Eueda variar entre iteraciones. Entonces podemos
hacer una eleccién implicita de H((, ) definiendo alguna aproximacion inicial B((,k) ala
matriz hessiana, no a su inversa, y obtener r resolviendo el sistema B((,k)r = q.

Un método para escoger H((,k) que ha probado su efectividad en la practica es
considerar H((,k) = v, donde
_ Sk—1Yk-1

y]tc_1yk-1
7+ es el factor de escalamiento que intenta estimar el tamafio de la matriz hessiana
real sobre la direccién de bisqueda mas reciente. Esta eleccién parece que permite
asegurar que la direccién de bisqueda p, esté bien escalada, de manera que existen
parametros aceptables de la bisqueda lineal cercanos a uno, y tal que el niimero de
evaluaciones de la funcién necesarias en la busqueda lineal no sea muy grande en
general.

Hasta ahora hemos supuesto que el nimero m de correcciones almacenadas es
constante, pero el proceso de recursién de puede adaptarse para permitir que m varie
de una iteracién a la siguiente,

La estrategia de mantener los m mas recientes pares {s;,y;} trabaja bien en la
practica, y hasta el momento no se ha probado que otra estrategia sea mejor. Otro
criterio que se puede considerar es por ejemplo, aquél en donde se mantenga el con-
junto de correcciones para las cuales la matriz formada por las s; tenga el mejor
condicionamiento, esto tiende a evitar conjuntos de vectores en los cuales algunas s;’s

Yk (7.26)
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son colineales.
En investigaciones recientes, Byrd, Nocedal y Schnabel, [11], proponen una nueva
forma de representar las matrices BFGS que son principalmente utiles al resolver

problemas con restricciones, por cuestiones de tiempo y espacio no mencionaremos
estas ideas.

7.4 Métodos de Newton truncado

El método de Newton, como se ha mencionado en capitulos anteriores, es la base
de muchos de los métodos de optimizacion, esto es, métodos que aproximan f local-
mente por una funcién cuadratica ¥. Si el nimero de variables n, es grande, entonces
el método de Newton puede ser problemético ya que requiere el célculo y almace-
namiento de la matriz Hesiana de segundas derivadas parciales y para funciones de
gran escala esto representa grandes costos.

En esta seccién presentamos una clase de métodos adecuados para problemas de
gran escala llamados métodos de Newton Truncado, éstos métodos estan basados en
minimizar aproximadamente la funcién cuadratica ¥ usando un esquema iterativo tal
como el algoritmo de Gradiente Conjugado lineal. Un algoritmo de Newton Truncado
se compone de dos subalgoritmos: un algoritmo externo no lineal que controla la
minimizacién y un algoritmo interno lineal para minimizar aproximadamente ¥.

Recordemos que la minimizacién de la cuadratica ¥, que determina el paso basico
de Newton pJ’, se obtiene resolviendo el sistema lineal simétrico de n x n

V2f(z)ps = —V f(2) (7.27)

conocido como las ecuaciones de Newton. En algunas ocasiones no se trabaja con la
matriz Hessiana directamente, sino con una buena aproximacién a ésta, usualmente
mas econdmica, se considera

Bi =~ V2 f(zz)

y entonces las ecuaciones de Newton se transforman en

Bipy = —V f(zx) (7.28)

7.4.1 Descripcién basica del método

Como el método de Newton estd basado en la expansion en serie de Taylor cerca
de la solucién del problema de minimizacién, no hay garantia de que la direccién
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de biisqueda calculada sea crucial lejos de z*. De hecho, al inicio del proceso una
aproximacién razonable a la direccién de Newton puede ser casi tan efectiva como la
direccién de Newton misma. Gradualmente, conforme nos acerquemos a la solucion,
la direccién de Newton tiene mas significado.

Esto sugiere utilizar un método iterativo para resolver las ecuaciones de Newton.
Ademads, debe ser un método iterativo con tolerancia variable tal que lejos de la
solucién (7.28) no se resuelva con mucha precisién. Solo cuando nos acerquemos a la
solucién consideraremos la solucién’ de (7.28) con precisién. También conforme nos
acerquemos a la solucién z*, el sistema de ecuaciones a resolver serd mas similar,
consecuentemente es posible que una aproximacién cercana a la solucién de! sistema
lineal pueda encontrarse sin mucho esfuerzo utilizando informacién anterior.

Comio el sistema lineal no se resuelve exactamente, los pasos que resultan al re-
solver las ecuaciones de Newton aproximadamente, se conocen como pasos de Newton
inexactos.

Se han propuesto varios métodos para la iteracién interna, el mas recomendable
para esta aplicacién es el algoritmo de gradiente conjugado lineal, discutido ya an-
teriormente, debido a su principal atractivo: convergencia en a lo mas n pasos en
aritmética exacta y no requiere el almacenamiento explicito de la matriz del sistema,
solo es necesaria una rutina que realice el producto matriz—vector. Un requerimiento
de este método es que la matriz de coeficientes debe ser positiva definida, se sabe
que la matriz Hessiana tiene garantia de ser positiva semi-definida en la solucién
del problema de minimizacién, pero puede ser indefinida en cualquier otro lugar; en-
tonces, el método iterativo para resolver (7.28) debe ser capaz de detectar los sistemas
indefinidos.

Enseguida presentamos el algoritmo del Método de Newton truncado.

Algoritmo: Newton ’I&'uncado
Iteracién principal
fork=0,1,...
Calcular f(zx), Vf(z:), V2f(9:k)
Iteracién menor
Calcular py tal que Bipr = -V f (:z:k)
donde B} es alguna aproximacién definida positiva
a la hessiana en zj
end
Tiyl = Tk + Pk
end
end
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Este algoritmo, al igual que el método de Newton estandar, converge localmente
y se pueden aplicar estrategias de globalizacién como biisqueda lineal y regién de
confianza para obtener convergencia global. Antes de ver el método con las estrategias
de globalizacién veremos cémo terminar la iteracién lineal para obtener una solucion
aproximada de las ecuaciones de Newton.

7.4.2 Terminacién del algoritmo lineal

Debido a que las ventajas del método de Newton son principalmente locales, parece no
haber justificacién para emplear tanto esfuerzo en obtener una solucién exacta de las
ecuaciones de Newton cuando se est4 lejos de la solucién del problema. Seria entonces
mas conveniente resolver dichas ecuaciones usando un método iterativo que calcule
una aproximacion de su solucién y que tenga pocos requerimientos de memoria, dado
que deseamos resolver problemas de gran escala. Por lo tanto, tendremos una estrecha
relacién entre la cantidad de trabajo necesario para calcular la direccién de biisqueda
y la precision con que se resuelvan las ecuaciones de Newton.

Una medida natural ¢ independiente de la escala para terminar la iteracion de las
ecuaciones de Newton, es el residual relativo

lIrell
IV {zl

donde si p; es la direccion de descenso, entonces . esta dado por

(7.29)

e = Bk + V[ (k)

El método de Newton truncado se basa en “truncar” la iteracién que resuelve e}
sistema, lineal cuando la solucién aproximada satisface

I
V) =™

donde {7}, que es lo que se conoce como “forcing sequence”, controla la exactitud
de la solucién py.

Con estos elementos el algoritmo de Gradiente conjugado lineal precondicionado
que se utiliza para resolver aproximadamente las ecuaciones de Newton es el siguiente.

(7.30)
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Algoritmo de gradiente conjugado lineal precondicionado

1. Po = 0, To — —Vf(ﬂio), i1=0

2. Mzi=mr;,i=1i41
ifi=1
d; = zp, determinar 5
else
Bi = T'f...ﬁi—l/(""f_zzi—z)
di = z;_1 + Bidi
end

3. if d'Bd; < (eps)1did;
(Curvatura negativa)

ifi=1
p = d;, Salida(1)
.else
p = p;, Salida (2)
end
else
ira4
end

4. Céleulo del tamaiio de paso a; = (v} z_,)/(d:Bd;)

1

5. pi = pi1 + auid;
Ty = Ti—1 — OféBdi

6. Criterio de parada
if =i < 7
(Se satisface el criterio de truncamiento)
p = pi, Salida(3)
else '
Ira 2.

end
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En este algoritmo tenemos tres salidas diferentes.
Salida(1). El gradiente apunta en una direccién de curvatura negativa, es decir
Vf(z)!BV f(zx) < €{d), en este caso la direccién que se toma es la de descenso
més rapido, esto es, p; = dy = =V f(x0).
Salida(2). La iteracién de gradiente conjugado encontré una direccion de curvatura
negativa, esto es, diBd; < ¢(d), se termina la iteracién tomando la direccién de
bisqueda como e] ltimo p; obtenido.
Salida(3). El algoritmo termina porque se satisface el criterio de truncamiento para
la direccién de Newton.

Al implementar este algoritmo en la prictica tenemos que restringir, ademas, el

ntimero de iteraciones de gradiente conjugado lineal permitidas ya que no es costeable
realizar demasiadas.

7.4.3 Newton truncado con bisqueda lineal

El método de Newton truncado puede implementarse utilizando la estrategia de
busqueda lineal, esto es, dada una direccién p; calculada con el algoritmo anterior, la
nueva iteracion estd dada por

Teq1 = Ty + APk
con oy obtenida con alguna estrategia de busqueda lineal, que se escoge tal que
satisfaga las condiciones de Wolfe-Powell para garantizar convergencia.
El siguiente resultado, tomado de {15], muestra que cerca del minimo e! algoritmo

termina wsando la direcciéon de Newton truncado de la Salida(3), donde ax =1 y no
hay necesidad de bisqueda lineal.

Teorema. Sea zx — z* donde B(z") es positiva definida, entonces, para ¢ > 0
pequento, eziste ko tal que el criterio de Salida(3) se satisface y ar = 1 es aceptable
para k > ky. Por lo tanto, para k > ko el método de Newton truncado se reduce a

fork =ky,...
Encontrar py, tal que Bepy = ~V f(zi) + 7

The1 = Tk + P
end

7.4.4 Eleccion de 7

La eleccién de 7, es importante, ya que afecta directamente la razén de convergencia
del método. El siguiente resultado, tomado de [35], muestra que se puede alcanzar
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convergencia global si {n;} no tiende a 1.

Teorema. Supongamos que V f(x) es continuamente diferenciable en una vecindad
del minimo z* y suponga que V2f(z*) es positiva definida. Considere la iteracion
Trs1 = Tx + i donde p satisface (7.90) y simy < 1 < 1, entonces si el punto inicial
estd suficientemente cerca a z*, la sucesion {x;} converge linealmente a z*, esto es,
para toda k suficientemente grande

lzkser — 2*|| < cllze — z°]

para alguna constante 0 < ¢ < 1.

Notemos que la condicién de la “forcing sequence” {7} no es muy restrictiva
en el sentido de que si se debilita un poco producira un algoritmo que no converge.
Especificamente, si se permiten m; > 1 el paso p; = 0 satisface (7.30) en cada iteracién,
pero el método producird zx = zo para toda k y no habrd convergencia a la solucién.

El siguiente resultado proporciona un método constructivo para el algoritmo de
Newton truncado, de forma que tendremos un orden de convergencia 1 o 2 segin se
haya establecido.

Teorema. Sea z; — z* donde B(z*) es positiva definida y si suponemos que By
cumple la condicidn de Lispchitz en x*, esto es que ezisten constantes ¢ € (0,1] y L
tales para toda y en una vecindad de x* se satisface que

(1 Br(y) — Belz™ )| < Lily — z”I°
entonces

1. z, — z* superlinealmente si y sélo si

lirel
S| 1| N
V£ ()l
cuando k — oo.
2. zx — z* con orden (1 +1t) siy solo si
lim sup Il <c

koo ||V f () ||'*

conc> 0.



Métodos para problemas de gran escala 183

Entonces si seleccionamos

e = min{1/k, |V f(ze)li}

con t € [0, 1], tendremos que un método de Newton truncado con orden de convergen-
cia 1+1t. La sucesién {n;} da como consecuencia un algoritmo adaptivo para resolver
el problema de optimizacién. Cuando nos encontramos lejos de la solucion ||V f(zi )]
es grande y requeriremos poco trabajo para obtener una solucién que satisfaga el
criterio de Salida(3) en el algoritmo de Newton truncado, mientras que cuanto mas
nos acerquermnos a la solucién tendremos que ||V f(zx){| — 0 lo que implica que g — ¢
y se obliga al algoritmo de gradiente conjugado a calcular una direccién p, cada vez
mas cercana a la de Newton, tanto en direccién como en magnitud.

Como estamos suponiendo problemas de gran escala, usualmente no tendremos
recursos disponibles para almacenar la matriz hessiana, sin embargo recordemos que
Ja iteracion de gradiente conjugado lineal solo necesita el producto matriz—vector, que
en este caso se puede obtener aproximando las diferencias

Bid = %(v flax + vd) = I f(x))

donde 7y se escoge tal que
_ (eps)'
lidll
De esta forma no tendremos que almacenar la matriz hessiana, pero necesitaremos una
evaluacién extra del gradiente en cada iteracion del algoritmo de gradiente conjugado.

7.4.5 Meétodo de Newton truncado con regiéon de confianza

La idea de la seccién anterior de “truncar” las ecuaciones de Newton usando una
solucién aproximada por medio de la iteracién de gradiente conjugado lineal, puede
también aplicarse a una iteracién principal en la que en lugar de realizar bisqueda
lineal, trabajemos la estrategia de regién de confianza [51].

Los métodos de regién de confianza obtienen una direccién de biisqueda tal que
sea la solucién de las ecuaciones de Newton, solo cuando este vector se encuentre
dentro de una bola de radic A donde se confia que el modelo cuadratico aproxima
bien la funcidén no lineal, de no ser este el caso, se toma una direccién que es una
combinacién lineal de la direccién de Newton y la de descenso més rdpido, tal que su
longitud sea igual al radio de la regién de confianza. De esta manera, el problema a
resolver en cada paso es

,,'JH‘EL ¥(p) (7.31)
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La idea de los métodos de Newton truncado, como hemos mencionado, es resolver
las ecuaciones de Newton con mas exactitud en la medida en que estemos mas cerca
del dptimo, o lo que es lo mismo, en la medida en que la funcién se parezca mas a
una cuadratica. La solucién de (7.31) puede encontrarse utilizando un método de
gradiente conjugado lineal modificado que controle el tamano de los vectores de sus
iteraciones para adptarse a la restriccién, como se vié en la seccién 4.6, especificamente
se utiliza el algoritmo de Steihaug para resolver este problema.

Algoritmo de gradiente conjugado lineal precondicionado
con estrategia de regién de confianza

1. p0=0, 7"0=—'Vf(:tk),'i=0

2. Mz;=r;,i=1+1
ifi=1
di - 2p
determinar 7
else

ﬁ . r:’_;zi—l
| = ————
* (ri_szi-2)

di = 2y + Bidiy
end

3. if (din,) < (macheps)lﬂ(dﬁdi)
Calcular 7 > 0 tal que ||p; + 7d;|| = A
p=p;i+T1d; |
Salida(1)
else
Irad
end
4. a; = (_ZT:E!:JI;ZSI)
5. Hacer p; = p;_ + oud;
if {{psf| > A ' :
Calcular 7 > 0 tal que ||p; + 7di]| = A
p=pi+7d;
Salida(2)
else
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IraB
end

6. Ty = Tiwl — O!in;'

7. Criterio de parada

if ety <n
Se satisface criterio de truncamiento
P=Dpin1
Salida(3)
else
Ira?2
end

El seleccionar el paso a la frontera en las salidas (1) y (2) se justifica por el
siguiente teorema, demostrado en 4.6.

Teorema. Sea p;, j = 0,1,...,4, el conjunto de iteraciones generadas por el ulgo-
ritmo anterior, entonces ¥(p;) es estrictamente decreciente y

¥(p) < ¥(p;)

Mds +in, ||\p;|| es estrictamente creciente para j =0,...,1 y

ol = ilpsll

La iteracién principal del método de Newton truncado con regiéon de confianza
puede escribirse de la siguiente forma.

Iteracién principal de Newton truncado con regién de confianza
Dadozoy A >0

1. Calcular pi tal que Bypx = —V f(z1) usando el método de Steihaug
2. Tiyr = Tk + Pk

3. Actualizar el radic de la regién de confianza
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Capitulo 8

Funciones Parcialmente Separables

Cuando se trabajan funciones con un gran nmimero de variables, debemos tratar
de explotar cualquier estructura que presente la funcién para tener algoritmos mas
econémicos. Muchas de las funciones de gran escala que aparecen en la prictica
poseen una propiedad conocida como separabilidad parcial y en los tltimos afos se
han desarrollado métodos que explotan esta estructura en la funcién objetivo, en par-
ticular los métodos Quasi-Newton han sido de los mas efectivos. Veremos la definicion
de funciones parcialmente separables, sus propiedades y métodos de solucién cuando
al funcién objetivo tenga esta propiedad.

En un problema de optimizacién separable la funcién objetivo puede descomponer-

se en una suma de funciones simples que pueden optimizarse de forma independiente,
sl tenemos

f(z) = filzs) + folma) + -+ + fulzn)

entonces podemos encontrar el éptimo de f(x) minimizando cada funcién f;, i =
1,...,n, de manera independiente. En muchos casos, realizar n minimizaciones uni-
dimensionales es mas econémico que el realizar una minimizacién n-dimensional.

En muchos problemas de gran escala, la funcién objetivo f : R — R no es separa-
ble, pero puede escribirse como suma de funciones simples conocidas como funciones
elementales. Para cada funcién elemental es posible definir una base ortogonal en R
de tal forma que el valor de la funcién no varie al movernos sobre estas direcciones
base. Si esta propiedad se satisface para todas las funciones elementales decimos que
f es parcialmente separable. Todas las funciones cuyas hessianas son sparse son par-
cialmente separables, pero también existe la separabilidad parcial en funciones cuyas
hessianas no son sparse.

La forma mas simple de separabilidad parcial aparece cuando la funcién objetivo
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puede escribirse como
flz) =" filz)
i=1

donde cada funcién elemental f;{z) depende solo de unos cuantas componentes de la
variable z, entonces los gradientes V f; y las matrices hessianas V2f; de cada funcién
elemental tipicamente contendran solo unos cuantos elementos distintos de cero. El
gradiente y la matriz hessiana de la funcién f estan dados por

V=V, V=) Vi)
=1

i=]

entonces por ejemplo si se aplica un método tipo Quasi—-Newton para resolver el
problema de optimizacién es mas econémico actualizar por el método Quasi—-Newton

cada matriz hessiana elemental V2 f;(z) en lugar de actualizar toda la matriz hessiana .
total.

8.1 Variables internas

Existen muchas aplicaciones en la practica donde no es facil identificar la descom-
posicién en funciones elementales de una funcién parcialmente separable. El éxito del
método de optimizacién que explota la seprabilidad parcial depende fuertemente de
la. descomposicién de f. Ilustramos la descomposicién de una funcién como suma de
funciones elementales con el ejemplo del problema de la superficie de drea minima.

8.1.1 El problema de la superficie de area minima

El problema clésico de la superficie de drea minima consiste en encontrar la superficie
de area minima que interpola una funcién continua dada definida en la frontera del
cuadrado unitario, I. Esto es, se tiene que resolver un problema de la forma

min{ f(v) : v € K}
donde f: K — R es la funcional
£0) = [+ Ve
1
y el conjunto K se define por

K = {v e CY{I) : v(z) = vi{z) para z € 8I}
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para alguna funcién v; : 8 — R. La funcién definida sobre la frontera define
univocamente la solucién al problema de superficie minima.

Para resolver este problema se puede discretizar el cuadrado unitario en m? cuadra-
dos pequefios, esto es, dividimos cada lado del cuadrado unitario en m intervalos de
igual longitud, resuitando una malla de (m + 1)? puntos. A cada punto le asociamos
una variable que representa la altura de la superficie en ese punto. Para los puntos
en la frontera del cuadradro unitario los valores de las variables estdn determinados
por la funcién dada, entonces el problema es determinar los valores de las variables
internas, tal que el drea de la superficie total sea minima.

Por ejemplo, si consideramos m = 3, la malla generada y la numeracion usual de
las variables es como se ilustra en la figura 8.1

¥ i Yis Vig
Ay Ay Ay

¥y ¥y Y1 Yiz
A, A Ag

Yy Vs ¥y vy

Figura 8.1: Discretizacidén para el problema de superficie minima

Un cuadrado pequefio de esta particién tiene la forma que se ilustra en la figura
8.2

v jemel v Jeme

3 Via

Figura 8.2: Numeracién de variables en el problema de superficie minima
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Se puede obtener una aproximacién al problema de superficie minima por elemento
finito minimizando f sobre el espacio de funciones lineales por pedazos v con valores
v; en 2;, donde z; € R? son los vértices de la discretizacion de I. Los valores v; se
obtienen resolviendo el problema de minimizacién

minmz filv):veR”

i=1

donde las funciones f; representan el irea de la superficie sobre cada cuadrado pequerio
de la discretizacion y se definen como

1

filv) = -r% (1 + mTz[(Uj = Vyme1)’ + (vj41 — ”j+m)2]) ’ (8.1)

donde j depende de ¢ y de m.
Veamos que podemos decir de cada funcién elemental. Trabajaremos con el vec-
tor de incégnitas como z en lugar de v, esto es, cada funcién fi(z) como en (8.1).

Consideremos €l ejemplo de m = 3 y con fi(z), los demds casos son similares. Para
el primer cuadrado A;, tenemos que la funcidn estd definida por

filz) = % (1 + 1g—z[(:r:l ~ z6)* + (25— xs)zl) ]

Notemos que la funcidn elemental f; depende solo de cuatro componentes del vector
z las cuales llamaremos variables elementales y que podemos acomodar en un vector
Zn)- .

El gradiente de f; con respecto al vector completo z, contiene a lo mas cuatro
elementos distintos de cero y tiene la forma

Iy — IT5
0
VA = s |
WY T omzf(z) | —z2+ 75
—ZT1 +.’E5
\ o )
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Nétese que dos de estas componentes son las negativas de las otras dos. La matriz
Hessiana de esta funcién elemental f; es sparse y tiene la forma

* ¥k * W
* ok *

*

*

x ok % )
\
que contiene a lo mas 16 elementos distintos de cero y se puede demostrar que algunas
de las componentes difieren solo en su signo, solo hay tres magnitudes diferentes en
los elementos no cero.

La primera forma para definir las variables elementales de f, es considerar las
cuatro componentes de T que aparecen en la definicién de f;, pero como se cuenta
con informacién duplicada en la derivada, se puede obtener una representacion mas
compacta de estas variables que contenga solo la informacion esencial.

La idea estd en observar que f; no cambia de valor si movemos los valores de todas
las variables excepto z;, T3, Ts, Zs. Esto es, si consideramos un vector w € R!6 tal que

uwy = Ws, Wy = Ws

entonces
hiz+w)
es decir, f, es invariante en el subespacio

I

filz)

M ={we R :w =wsy ws = ws}

En otras palabras, cualquier movimiento a lo largo de una direccién en M, el cual es
un subespacio de R!® de dimensién 16 — 2, no cambia. el valor de f;. Entonces, tiene
sentido buscar una representacién de f; que involucre solo dos variables.

Para ver esta representacién definimos las variables internas u; y us como

Uy = I — s, U = T2 — T3 (8-2)

y la funcién interna ¢ como

)]

2
oo, e) = oz (14 a4+ uD))

me
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Formalmente, podemos representar (8.2) en forma matricial
1] =l 1z

donde um es el vector de variables internas, tiene dos componentes y U 1 €8 una matriz
de 2 x 16 con componenetes cero, excepto

Ui=1Uig==1, Usa=1 Ups=—

Notemos que el espacio nulo de U, es precisamente el subespacio invariante A, esto
€5,

M = ker(Uy)
Entonces la funcién elemental. fi puede escribirse de manera compacta como
fi(z) = ¢(Urx)

De manera similar, esto se satisface para cada f;, se puede representar en forma
compacta considerando solo las variables involucradas en su definicién. En general,
para una particién de (m + 1) puntos en cada lado del cuadrado unitario se tienen
n = {(m + 1)? variables y la funcién objetivo puede escribirse como

f@) =) fi(z)
i=1

donde
filz) = ¢(Usz)

U; una matriz 2 x n con componentes cero excepto
Ui =1, Ujamya = —1, Urj1 = 1, Ugjymnr = —1

de donde las variables internas vienen dadas por

Ui = T — Tjtm+2s Yjt1 = ZTj+1 — Tj+m+1 (8.3)

El subespacio invariante de cada f; es el espacio nulo de U; ya que si w € ker(U;)
entonces

filz +w) $(Ui(z + w))
Qf)(U,.T -+ U,;'(U)
= ¢(Uiz)

fi(z)
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En este caso,
Ni={weR": Wj=Wimiz ¥ Wjt1 = Witm1} (84)

Entonces la funcién objetivo del problema de superficie minima puede escribirse
como

fl@) =" ¢(Uiz) (8.5)
i=]

de donde el gradiente y la matriz hessiana estdn dados por
ne ne
Viz)=> UtVeUiz), Vf(z)= UV(Uz)U; (8.6)
i=1 i=1

los cuales presentan la misma estructura de la funcién. Toda la informacién esta
contenida en la transformacién U; y en los gradientes y las matrices hessianas de la
funcién interna ¢, los cuales contienen solo unos cuantos elementos distintos de cero.
Esta es, entonces una forma de descomponer a f como suma de funciones elementales
y sus correspondientes variables internas.

Se tienen algoritmos muy eficientes cuando se utilizan aproximaciones Quasi-
Newton para las matrices internas V2¢ con las cuales se forma la aproximacién a la
matriz hessiana total V2 f, aprovechando asi la estructura de f.

8.2 Subespacios invariantes y separabilidad par-
cial

Describiremos formalmente el concepto de separabiliad parcial, para esto introduci-
mos primero el de subespacio invariante.

Definicién. El subespacio invariante A de una funcién f(z) : R* — R es el conjunto
de vectores w € R™ tales que :

flz+w) = f(z)

cuando z y z + w pertenezcan al dominio de f.

En el ejemplo de superficie minima vimos un subespacio invariante en {8.4), otro
ejemplo simple puede obtenerse de la funcién elemental f definida por

f(@1,...,2) =x%,  (n>50) (8.7)
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para la cual
N ={we R": ws = 0}
Este subespacio tiene dimensién n — 1, tal que toda la informacién esencial de la

funcién estd contenida en un subespacio unidimensional ortogonal a N;. En este
taso, la representacién compacta de f es la funcién

() = 2*
donde la matriz de compactificacién U; es una matriz de 1 x n definida por
U=(0 --- 010 --- 0)

donde el elemento no cero estd en la posicién 50.

Usaremos el concepto de subespacio invariante para definir la separabilidad par-
cial.

Definicidn. Una funcién f se dice que es parcialmente separable si es la suma de
funciones elementales

ne
) =) fi(z)
i=]
donde cada f; tiene un subespacio invariante no trivial. En otras palabras, f puede
escribirse en la forma

f(z) =" ¢(Uiz)

i=1
donde las matrices U;, cuyo espacio nulo coincide con el subespacio invariante A;, tiene
dimension n; X n con n; < n.

Por no trivial, entendemos que el subespacio invariante no es el conjunto {0}.
Para propdsitos practicos, nos interesard esta propiedad si la dimensién de todo el
subespacio invariante es cercana a n, esto es, si

n, €n

ya que toda la informacién esencial se puede obtener con muy pocas variables.

En muchos problemas de gran escala que resultan de la discretizacién de proble-
mas de dimensién infinita, el nimero de funciones elementales ne aumenta cuando se
refina la discretizacién, mientras que el ntimero de renglones en cada U; se mantiene
pequenio e independiente de la discretizacién, entonces se puedé tener una repre-
sentacién compacta de cada funcidn elemental independientemente de cuanto se refine
la discretizacién.
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8.3 Un ejemplo

El concepto de separabilidad parcial es mas general que el de sparcidad. Se puede

demostrar [25] que cada funcién dos veces continuamente diferenciable f : R” — R

cuya hessiana es sparse es parcialmente separable. Pero el inverso no se satisface.
Considere la funcién elemental

flz)=(zy + - +z,)°

cuyos gradiente y hessiana son densos. El subespacio invariante para esta funcion es
el conjunto

N = {w € R": etw = 0}, e=(1,1,...,1)}

La dimensién de A es n—1, entonces toda la informacién esencial de esta funcién esta
contenida en un subespacio de dimensién uno. Se puede derivar una representacion
compacta de la funcién definiendo

U=(11-..1), é(z) = 2*

Note que la representacién compacta es la misma que para la funcién (8.7) solo que
con diferente matriz U.

Este es un ejemplo de una funcién con una matriz hessiana densa, pero con un
subespacio invariante grande y con una estructura muy simple. Se tiene entonces que
el concepto de separabilidad parcial es mas general que el de sparcidad.

8.4 Aplicacién en la generacion de mallas

Consideremos el problema de generar una malla en una regién plana irregular, éste
problema puede verse como un problema de optimizacion de gran escala (ver Apeéndice
A). Veremos que el funcional a optimizar resulta ser una funcién parcialmente sepa-
rable.

Una malla en una regién poligonal D es una subdivisién de la regién en cuadrildte-
ros, los vértices de los cuadrildteros son llamados puntos de la malla y los cuadrilateros
se llaman celdas. Por ejemplo, la figura 8.3 ilustra una malla en una regién dada.

Los puntos a la frontera permanecen fijos, el problema consiste en determinar
los puntos interiores de la malla, de manera que la malla resultante presente ciertas
caracteristicas geométricas buscadas. El problema, como se trata en [7], consiste en
optimizar un funcional discreto que refleje las caracteristicas buscadas en las mallas.
Entonces si por ejemplo, se tiene una malla de (m x n) puntos, entonces el nimero de
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Figura 8.3: Una maila en una regién dada

incégnitas es 2(m — 2)(n — 2), por lo que cuando m y n son grandes tenemos un pro-
blema de optimizacién de gran escala. El funcional a optimizar depende usualmente
de las areas y las longitudes de las celdas de la malla.

Si tenemos una malla de {m x n), m puntos horizontales y n verticales, representa-
mos por £ € RZ™*") e vector de coordenadas de todos los nodos de la malla. Los no-
dos y las celdas se numeran de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba en la malla,
asi una celda ci en la malla estd formada por los vértices P, Pritv1, Peviivi; Pesry

como se ilustra en la figura 8.4, donde k=1,...,m~1yl=1,...,n~1.
Prost Fradies
G
Pu/ ! Puras

Figura 8.4: La celda ¢y de la malla

Para definir los funcionales utilizados para el proceso de optimizacién considera-
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remos una celda genérica de la malla como la que se ilustra en la figura 8.5.

Figura 8.5: Una celda de la malla

Cada celda tiene asociada a ella cuatro triangulos que resultan de unir las diago-
nales de la celda como se muestra en la figura 8.6.

5 R 5 R
pA“|Q plhhlo
Figura 8.6: Los cuatro tridngulos asociados a cada celda de la malla

La orientacién al definir los tridngulos en una celda es muy importante, éstos deben
estar orientados positivamente, como se ilustra en la figura B.6.

El funcional total a optimizar se describe como la suma de un funcional aplicado
a cada celda o a cada tridngulo de la malla, esto es, el funcional total a optimizar,
trabajando por celdas, es de la forma,

N
F(z)=3_ fi(x)

i=1

con
filz) = f(c)

donde ¢; es una celda representativa de la malla y N, es el nimero total de celdas,
consideraremos un sélo indice para numerar las celdas, trabajaremos con

G =€

P
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con la relacion
i=ik,)=km-1)+l-m+1

dondek=1,....m—-1lyl=1...,n—1
Si consideramos una celda como en la figura 8.5 tenemos

fle)=f(P,Q R,S)

esto es, la funcidén depende de los vértices que definen la celda. Como ejemplos de
estos funcionales tenemos el funcional de Longitud, Area~Ortogonalidad y el de Area
Clésica en donde en cada celda estan definidos como

e Longitud
fr@=1Q-PIP+||R-Q|* + IS - P|* + |R — S?

. Area—OrEogonalidad
faole)= 7 [(1Q = PI? + 1R ~ SIYUR — QI + IS - PIP)]

. Area—Ciésica

faclc) = 2 Area (P,Q,R,S)*
= [(Py = Ri) (@2~ S2) — (P2 — Ro)(Qy — 1)

P - Q
Figura 8.7: Un tridngulo de una celda

Existen otros funcionales que operan sobre tridngulos, éstos son de la forma
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con
fi(z) = f(L4)

donde A; un tridngulo representativo de la malla y Nr el nimero total de triangulos
en la malla. Consideremos un tridngulo de la malla como en la figura 8.7 definimos
para cada tridngulo A

a(A) = a(Q,R,P)
= 2 Area (A(Q,R, P))
= (R-Q)'Jo(P-Q)
con )
1
Ja = ( -1 0 )
esto es 7
o(Q, R, P) = (B1 ~ Q1)(Pa — Q2) — (R2 — Q2)(Pr — Q1) (8.8)
y

HQ,R,P) = |[R-QI*+IIP - QI
= (Bi-Q)*+ (R~ @)+ (P - Q)+ (P — Qo)?

El funcional I(A) mide la longitud de los lados del tridngulo que pertenecen a la
celda, no incluye la longitud de la diagonal de la celda la cual no pertenece a la malla.
Es importante mencionar que la funcién a(A) es simétrica respecto al orden en que
se introduzcan los vértices del tridngulo, siempre que éste mantenga la orientacién
positiva, en tanto que para la funcién {(A) esto no se satisface, es por esto que al
definir estos funcionales trabajamos el tridngulo (@, R, P) iniciando con el vértice del
centro de los lados de la celda.

Entonces como ejemplos de funcionales por tridngulos, podemos mencionar

e t—Area
fu(d) =a?
o k-Area 1
Jea(B) = k+a

con k € R constante tal que el denominador es siempre positivo.
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e k-Suavidad

-2
Jes(B) = k+z

con k € R constante tal que el denominador es siempre positivo.

Nétese que
f(A)=f(Q, R, P)

depende solo de 6 variables, los vértices del tridngulo, entonces el problema puede
verse como un problema de separabilidad parcial: la furnicién objetivo es suma de
funciones elementales donde cada funcién elemental depende solo de unas cuantas
componentes del vector de variables,

Para ver que la funcién objetivo es suma de funciones elementales con subespa-
cio invariante no trivial y la descomposicion en variables internas de las funciones
elementales trabajaremos por triangulos. Tenemos cuatro tridngulos asociados a la

celda ¢;, la cual consideraremos como en la figura 8.8, donde numeramos los vértices
como Pj, Piq, Pm+j+1 Y Ponyj.

Figura 8.8: Los vérices de la celda ¢; de la malla

En términos del vector de variables tenemos que los vértices de la celda estan
dados por

xr T I Tom+
Pj — r ’ .Pj-;-] — r+2 , Pm+j+1 — 2m-+4r+2 , Pm+j = 2m-+r )
Try1 ZLr43 Tom4r+3 Lomir+l

Consideraremos la notacién 4;j;, j = 1: 4, para denotar los cuatro tridngulos de
la celda ¢;, los cuales definimos como
Ai = A(Pjs1, Pmyisn Pi)y Diz = A(Prmaji Pjy Pmijs)
Az = A(Pj, Pjs1, Pravi)s Dis = A(Prmyjirs Pmgy Pia1)
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Entonces un funcional sobre toda la malla puede verse como

Ne N Ne
Flz) = Zfﬂ.(m) +Zf12 +Zf13 +Zfi4($)
=1 =1 =t =1
= F(z) + R(z) + F3(z) + Fi(z) (8.9)

con NN, el nimero total de celdas en la malla y fi;(z) representa el funcional aplicada
sobre todos los tridangulos con etiqueta j de las celdas .

Veremos que cada uno de estos sumandos es una funcién parcialmente separable,
con lo que la funcién total a optimizar resulta también parcialmente separable.

Nos serd de gran utilidad definir las siguientes funciones auxiliares

oY1, Y2, Y3, Ya) = Y1Y2 — Yala

VY1, Y2 Y3, ¥a) = Y7+ Y2 + Y2+ 42

Con estas definiciones trabajaremos con detalle los funcionales de t-édrea, k-drea
y k—suavidad, para los funcionales por celdas el proceso es analogo.
Veremos primero el caso del funcional de t-drea definido por tridngulos.

8.4.1 Funcional de t—Area

Consideremos el funcional de t-area y una funcién elemental del primer sumando de
8.9, Fi(z). Esto es, trabajaremos con la funcién

fu(z) = fac(da)
= aPjs1, Pryji1, P)?

El gradiente de esta funcién elemental respecto al vector total de variables, contiene
a lo mas 6 elementos distintos de cero y la matriz hessiana es una matriz sparse.
Notemos que por la forma del funcional, si w € R¥™*") es5 tal que

Wr = We2 = Womypr+2

Wrp] = Wryd = Wimiri3

entonces tenemos que para la i—ésima funcién elemental de area clasica, se tiene que

fulz+w) = fa(z)
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esto es, el subespacio invariante para esta funcién elemental esta dado por
2 ) — = -
Ml = {w eR (mxn) Wy = Wegg = Womdr4 2y Wr4l = Wres = w2m+r+3} (810)

el cual tiene dimensiéon 2(m x n) — 4. Para esta funcion elemental podemos definir
las variables internas

Ur = Toam+r4+2 ™ Try2y Urpd = Tryg — Tr4g

. (8.11)
Urt2 = Zom+4r+3 — Lr43y Ur43 = Tr — Try2
y la funcién interna
2
fil(m) = ‘P(u‘r; Ur41s Ur42, ur+3)
La representacién matricial de las variables internas esta dada por
i) = Upz
con
Ur
Ur+1
Uy =
Ur+2
Ur+3
y Ui una matriz de 4 x 2(m x n) con componentes cero, excepto
Ulriz = =1, Uigmere2=1
U2,r+1 =1, U2,r+3 ==
(8.12)
Usprzs=—-1, Usomirsa=1

Upr =1, Ugrpa=-1

con estas definiciones tenemos que

N,
P (CC) = Z ‘P(Uilz)z

esto es, Fi(x) es parcialmente separable.
De manera similar se tiene que para

fio(x) = fac(Di2)

= o(Prij, Py, Pmajsr)’
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el subespacio invariante viene dado por
— 2(mxn) . —
N = {w € Rmxn) Wr = Wom4r = Womar+2: Wrel = Womgryt = w2m+r+3} (8.13)
con dimensién 2{m x n) — 4 y las variables internas como

Ur = Tr — Lomtry Uryl = T2mpr+3 — T2m4r+l (8 14)
Ur42 = Tral — T2mir+ly Urgd = I2mir+2 — L2mtr

Para la funcién interna se puede definir
fia(z) = (e, Ur i1, Urya, Urya)’
Para representar las variables internas en este caso se tiene que
U] = U
y Uip € R¥*#™xn) con componentes cero, excepto

UL'r =1, Ul.'lm+r = -1

U2.2m+r+1 = -1, U2.2m+r+3 =1
Usry1 =1,  Uzgmyrsr = —1
U4.2m+r = -1, U4.2m+r+2 =1

y tenemos que

Ne
F(z) =) p(Unz)?

i=1
F3(z) es parcialmente separable.
De igual forma se tiene que

N,
Fi(z) = Z p(Uisz)?

i=1
donde una funcién elemental tiene la forma
falz) = fac(Ai)
= (P}, Pis1, Pmi)?
Las variables internas se definen como

Ur = Try2 — Try Upspl = L2mtr+l — Tr4l
Urp2 = Tr43d — Trily Urgs = Tomyr — Ty
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La matriz para representar las variables internas se define como Uiz € R4*2(m>m) o
componentes cero, excepto

Upr=-1, Uire2=1
U2.1"+1 = -1, U2,2m+r+1 =1
Usprr = Usraa =1

Ud.r = -1, U4,2m+r =1

|
|
=

de donde el subespacio invariante viene dado por

Niz = ker(Us)

2(mxn} . — — — -—
= {w eR (mxn) W = Wrp2 = Wonpgry Wrg) = Wryg = w2m+r+1}

se tiene entonces F3(x) es parcialmente separable.
Y por ltimo para Fy(z), se tiene

fu(z) = fac(Bis)

2
a(Pm+j+l ) Pm+jr ‘Pj+1)

1l

sus variables internas

Ur = Tomtr — Tom+r+2y Ur4l = T2mir+l — T2m4r43
Ur42 = T2myr+2 — Tr42y Urgd = T2mdr4+3 ™ Lrg3

La matriz para identificar las variables internas es Uy, de 4 x 2(m xn) con componentes
CEro, excepto

Uamir =1,  Uiomirsz = =1
U2,2m+r+1 =1, U2,2m+r+3 = -1
U3,r+2 = -1, U3,2m+7‘+‘2 =1
Usrez =1, Usomirpz =1

N = ker(Ud)

2{mxn) . - _ —
{w € RHmxm) . Wr+2 = Wamnpr = Wompr+2y Wrpd = Womtr4+1 = Wom-+r+3}

entonces

N,
Fy(z) = ) p(Unz)?

=1
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Entonces la funcién total es suma de funciones elementales donde cada funcién
elemental tiene un subespacio invariante no trivial, esto es,

Ne 4
Fra(z) = ZZQO(UijQ:)?

i=1 j=1

de donde la funcién es parcialmente separable.

8.4.2 Funcional de k—Area

El estudio para el funcional de k-drea utiliza gran parte del anélisis anterior.
Veamos el funcional por tridngulos y una funcién elemental de Fi(z) de (8.9), en
este caso estd definida como

falz) = ka(Ail)
1

k+ a(Pjy1, Pryje1, Pj)

con k € R una constante tal que el denominador es siempre positivo.
El funcional de k—drea tiene una estrecha relacién con el de t-drea, comparten las
mismas variables internas, como en (8.11), se definen para el caso de k-drea como

Ur = Tompr+2 ™ Tr42: Urdl = Tral — Ira3
Ury2 = L2am4r+3 = Tr43y Upd = Tr — Try2

L.a funcién interna si varia con respecto a la correspondiente de {—area, en este caso

se define como |

falz) =
' k + ‘p(uﬁ Ury1, Ur2y u’r+3)
para la representacién matricial de las variables internas, tenemos que

(8.15)

U1 = Unzx

con Uy € R**%™*n) con componentes como en (8.12).
El subespacio invariante de f;;(z) esta dado por

2(mxn) , — -— _ .
Ml - {w eR (mxn) Wy = Wrpg = Womgr+2 Y Wral = Wrp3 = w2m+r+3}

que es precisamente (8.10) el subespacio invariante de t-drea trabajando sobre los
tridngulos Ay .
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Entonces tenemos que para este funcional de k—érea

N
© 1
£i(=) = ; k+ o(Una)

también resulta parcialmente separable.

De forma analoga para fia{z), en el caso de k—area se tiene que el subespacio
invariante es igual al definido en (8.13) y las variables internas como en (8.14) con su
respectiva representacién matricial donde la funcién interna esta dada como en (8.15),
con lo que queda completamente determinada la descomposicién de Fy{x) como suma
de funciones elementales.

De igual manera resulta para fi3(z) y fu(z) para el funcional de k—édrea, estan
relacionados con fiz(z) y fis(z) del funcional de t—drea solo cambiando la funcién
interna como en (8.15).

Entonces tenemos que

N, 4

. Feala Z Z k + ‘P(Unx)

i=1 j=1

8.4.3 Funcional de k~Suavidad

Para el funcional de k-suavidad tenemos una situacion similar, al trabajar por tridngulos
se tiene que

falz) = fra(Aa)
I(Ail) - 2a(Ai1)
k+ Q!(A-;])

con k£ € R una constante tal que el denominador es siempre positivo.
El subespacio invariante de esta funcién elemental estd dado por

- 2(mxn) , — — = =
M2 = {’UJ‘ €R ( ) Wy = Womtr &= Womdr+2y Wegl = Wampr4l = w2m+r+3}

que es precisamente el definido en (8.10). Las variables internas se pueden definir
como

Ur = To2myprs2 ™ Tr+2y Ursl = Lr41 — Tr43
Ur42 = T2m4r+3 — Tr43y Ur43 = Ty — Trg2
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que corresponden a las definidas en (8.11) para el funcional de t-4rea y de k—drea, al
trabajar con el tridngulo A;;. La funcién interna en este caso estd dada por

falz) = P(Ur, Upyr, Urga, Urss) — 20(ty, Upy 1, Ur sz, Ur )
il =
k + (p(ura Urg1y Ury2, ur+3)

(8.16)

v la representacién matricial
upy = Unz

con U;; una matriz como en (8.12). Con estos elementos se tiene que

W(Unz) — 20U z)
Z k + p(Usz)

Para este funcional de k—suavidad las demas funciones elementales fi2{x), fia(z) ¥y
fia(z) se tiene que los subespacios invariantes son iguales a los correspondientes para
las funcionales de {-area o k-drea, las variables internas también coinciden al igual
que la matriz que realiza la representacién compacta de estas variables. El dnico
cambio se presenta en la funcién interna, la cual coincide con (8.16). Entonces se
tiene que para el funcional de k-suavidad se satisface

Y(Ui;z) — 20(Uix)
Fista) = 3 3 2220l
i=1 j=1

8.4.4 Funcional de t—~Area por celdas

El andlisis anterior define las funciones elementales como el funcional aplicado a cada
tridngulo de la malla, también se puede obtener una representacién compacta del fun-
cional por celdas. Veremos el caso para el funcional de ¢-area, los demés funcionales
son similares, en este caso trabajamos con la funcién

N,
Fialz) = Eftm(fc)

i=1

El funcional sobre cada celda es la suma del funcional sobre los cuatro tridngulos de
la celda, esto es,

4
fea(@) = fales) =) fealA)

=1
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podemos definir las variables internas para esta funcion elemental como

Ur = Zimdr42 — Tr42
Urpl = Tryl — Tr43
Urs2 = Tam4r4+3 — Tr4e3
Urys = Ty — To2mtr
Urss = Timar4d — PImtr+l
Uryg = Tril — TImpr+l
Uptrr = ZTom4r+2 ~ T2mdr

La funcién interna en este caso se define como

(e Ura 1y Urgr) = O{Ury Urt1, Urs2, Ur+3)2
FP(Ur ity Urss, Ur46) Urp7)
+0(Ur 43, Uri 6, Ur+1, Urys)
F0(Ur 47, U2, Urhsy Ur)

donde podemos representar

— t
Uy = (ur; Urgly---y ur+7)
con
Up) = U,'.’B

en este caso la matriz de compactificacién U; tiene dimensién 8 x 2(m x n) con
elementos cero a excepcién de

Ursa =1, Ulompraa=1
Upyrpr =1, Ugpryz =1
Usria==1  Usomprqz =1

Uyr =1, Upgpja=-1

U5,T = 1; U5,2m+r = —1 (8 18)
U6,2m+'r+1 = —1, U6.2m+r+3 =1
Urps1 =1, Uromgrsn = —1
U8,2m+r = ‘"1: U8.2m+1‘+2 =1

El subespacio invariante en este caso viene dado por
N; = ker(U;)
2 s — —
{fweR (mxn) : 4y, = Wri2 = Wompr = Womtr+2

Y Wryl = U3 = Womdry) = w2m+r+3}
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el cual tiene dimensién 2(m x n} — 6. Con estos elementos, podemos escribir

fta, = ¢’(Ui$)

Esta es otra forma de representar el funcional de tarea por celdas, tenemos

N
Fea(z) = Y _ ¢(Usz)

i=1

donde se disminuye el niimero de funciones elementales respecto a la representacion
por tridngulos y aumenta el niimero de variables internas por funcién elemental.
Para los funcionales de k-drea y k—suavidad el proceso es anédlogo, las mismas
variables internas, solo cambia la funcion interna en cada caso.
Entonces tenemos que los funcionales de optimizacién de mallas, operando sobre

triangulos, resultan todos parcialmente separables.

8.4.5 Funcional de Area Clasica por celdas

Los funcionales que operan sobre celdas, también resultan ser parcialmente separables.
Veremos el caso del funcional de Area Clasica, en donde la funcidén a optimizar esta
dada por

Ne
Fao(z) =) fac:(x)

=]

donde cada funcién elemental esta dada por

fac,(x) = fac(c)

En este caso se pueden definir las variables internas como

Uy = Tr — T2m4r+2y Uryl = Tr43 — T2mtr+l
Ur42 = Tr4l — T2mir+3: Uri3 = Tra2 — T2mtr

las cuales podemos acomodar en e] vector de variables internas

Ufi1) = (uﬂ Urt1, Urs2, 'u"l'+3)t

que puede representarse como
ugy = Uz
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con U;; una matriz de 4 x 2(m % n) con componentes cero, a excepcién de

Ul,r =1, U1,2m+r+2 =-1
Uzrez =1,  Unomirsr = —1
U3.1'+1 = 11 U3,2m-|-'r+3 =-1
Uprs2 =1,  Usgmer = -1

de donde se tiene que como funcién interna podemos definir

fac(z) = p(Usx)?
El subespacio invariante en este caso viene dado por

Nia = ker(U)
2(mxn) | " —
{w € RH™x7) . Wr = Womir+2y Wri2 = Womir+3,

Wri2 = Womtry; Wrea = w2m+r+1}

el cual tiene dimensién 2(m x n) — 4. Entonces podemos escribir

Para los funcionales de longitud y drea-ortogonalidad las variables internas coin-
ciden con las definidas para el funcional de t—4rea sl trabajar por celdas, dadas por
(8.17) con la matriz de compactificacién como en (8.18) y las funciones internas se
definen como

friz) = P(Uiz(1: 4)) + $(Uiz(5 : 8))

Faou(z) = 7[9(Uia(1 : 9)$(Uia(5 : 8))

Los subespacios invariantes también coinciden con los de t-area, k—éarea y k—suavidad
al trabajar por celdas.

De donde tenemos que todos los funcionales utilizados en la generacion de mallas
6ptimas resultan parcialmente separables.

Consideramos que la separabilidad parcial es la responsable de que el método
de Newton punto a punto” para generar mallas, descrito en la siguiente seccidn, sea
razonablemente bueno y muy eficaz para obtener mallas subéptimas que en la practica

“son suficientes para la aplicacion que se desea.
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8.5 Sistema UNAMALLA

El sistema UNAMALLA es un sistema computacional que resuelve el problema de
generar mallas 6ptimas en regiones planas irregulares. La forma de generar la malla
optima es por medio de un proceso de optimizacién, en donde se parte de una malla
inicial, generada usualmente por interpolacién transfinita, y optimizandoe algin fun-
cional que refleja alguna propiedad geométrica buscada en las mallas, se genera una
sucesién de mallas que esperamos converja a una malla éptima. Recordemos que al
trabajar con mallas de m X n el niimero de variables a determinar es 2(m — 2)(n — 2)
por lo que cuando m y n son grandes, tenemos un problema de optimizacién de gran
escala y por lo visto en la seccién anterior, todos los funcionales a optimizar resultan
parcialmente separables.

Se cuenta con dos versiones del sistema: una versién bajo Unix y otra version
para PC, ambas programadas en Fortran con interfases con C. La programacidon del
sistema UNAMALLA es modular. El médulo que nos interesa en este trabajo es el
modulo de optimizacidn, esto es, la forma de obtener la malla éptima por medio de
la optimizacién de algun funcional. Describimos enseguida esta parte del sistema.

8.5.1 Moéddulo de optimizacién

Como mencionamos se cuenta con dos versiones del sistema una bajo Unix y otra
para PC. La versién bajo Unix contempla varios métodos de optimizacion, algunos
aplicados a problemas de gran escala como L-BFGS y Newton Truncado, y una
nueva propuesta para la obtencidn de mallas 6ptimas: la optimizacién por el método
de Newton punto a punto, la cual es la Unica con que cuenta el sistema para PC, mas
adelante describimos en qué consiste esta forma de optimizacién.

Proceso de homotopia

Para los funcionales que dependen de un parametro k real, la optimizacién se realiza
por medio de un proceso de homotopia, esto es, podemos ver el proceso de opti-
mizacién en funcién de un pardametro real k. Queremos determinar la trayectoria
en el espacio de mallas que tiene la sucesién de mallas generada por el proceso de
optimizacién en funcién de k.

El proceso que se sigue para determinar & es el siguiente: partiendo de una malla
inicial zy se determina ky, entonces se inicia el proceso de optimizacion considerando
T como punto inicial y manteniendo el pardmetro k = kg fijo, una vez que se estd
cerca del 6ptimo para esta k = ko, se actualiza el valor de k, éste esta en funcion de la
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malla de la iteracién actual, z},, se encuentra entonces k;. Iniciando ahora el proceso
de optimizacién con el punto inicial z}, se realizan varias iteraciones considerando
k = k1 fijo. Una vez que se optimizd para el valor de & = ki, se actualiza k de
acuerdo a la malla actual Ty, ¥ se encuentra kz y de nuevo se reinicia el proceso de
optimizacion iniciando en zj, y asi sucesivamente.

Geométricamente, estamos siguiendo una trayectoria zi , z} , ..., sobre el espacio
de mallas en la regién considerada hasta llegar a la malla dptima para esta regién, en
donde k = 0 y ya no interviene en la optimizacién, se ilustra esto en la figura 8.9.

X x=0
k
“ % 1

Figura 8.9: Proceso de homotopia

El valor de k£ depende de la malla actual, el objetivo es construir mallas convexas y
suaves, esto es, que todas las celdas sea convexas y las lineas coordenadas que definen
las celdas sean suaves. Se puede demostrar que una celda serd convexa si el valor de
a(A), definido en (8.8) es positivo para los cuatro tridngulos que se pueden obtener
de una celda. Entonces se escoge k tal que k + o sea positivo para todo triangulo de
la mallas, de ahi que se tiene que

k=kla_)

donde a._ represents el valor del drea mas pequena de un tridngulo de la malla.
Si definimos

Dy ={z:a_(z) >k}

Entonces lo que tenemos es lo que se ilustra en la figura 8.10

Esta es, entonces la forma de realizar la optimizacion para los funcionales que
dependen de un pardmetro real &, el célculo de k se realiza de acuerdo a la formulacion
obtenida por Tinoco y Barrera [52]. -

En la practica no se optimiza un solo funcional sobre la malla, lo que se hace ¢s fra-
bajar con combinaciones convexas de funcionales para poder reflejar dos propiedades
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Figura 8.10: Trayectoria de la iteracidén en el espacio de mallas

buscadas sobre las mallas, la experiencia ha sugerido utilizar las siguientes combina-
ciones de funcionales

w(k-Suavidad) + (1 ~w) t-Area
w(k-Area) + (1 —w) Longitud
w(t-Area) + (1 —w) Longitud
t—-Area - Ortogonalidad
Donde w es tal que
0<w<l

representa el peso asociado al funcional.

El proceso realiza otra homotopia, ahora en funcién de w para los funcionales de
k-Suavidad y k-Area, se inicia con un peso de w = 1 y conforme avanza el proceso de
optimizacion este peso se va disminuyendo hasta llegar el peso deseado, esto acelera
la convergencia y produce mallas muy buenas.

Métodos de optimizacién

Se tienen implementados varios métodos para realizar el proceso de optimizacién.

L-BFGS

Fl sistema cuenta con una versién del método de L-BFGS descrito con detalle en
la seccién 7.3.1, en esta implementacién se utilizan m = 3 pares de vectores para
la actualizacién BFGS y se hace uso de la estrategia de regién de confianza para
garantizar convergencia.
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Newton truncado

Otro de los métodos de optimizacién de gran escala implementados en el sistema
UNAMALLA es el método de Newton truncado, descrito en la seccién 7.4. En este
caso se tiene la implementacion utilizando bisqueda lineal y la solucién aproximada
del sistema lineal se obtiene con algunas iteraciones del método de Gradiente Con-

jugado utilizando solo la diagonal de la matriz hessiana para realizar el producto
matriz—vector.

Newton punto a punto

Cuando se tienen mallas de grandes dimensiones los requerimientos en memoria son
bastante altos ya que se estan realizando procesos de optimizacidon de gran escala,
entonces se buscé realizar una optimizacién que trabaje bien al encontrar mallas
dptimas y que al mismo tiempo no necesite grandes requerimientos para operar, esto
es, que funcione cuando existan pocos recursos en memoria disponibles. Una forma
de optimizacidén con estas propiedades es la optimizacién de Newton punto a punto,
la cual describimos enseguida.

Los funcionales a optimizar para generar las mallas Optimas, como ya hemos
mencionado, son funciones parcialmente separables, tienen un subespacio invariante
grande, entonces se penso en realizar una optimizacién considerando la funcién como
una funcién separable, donde cada funcién elemental dependiera solo de dos variables:
las coordenadas de un nodo interior. Esto es, realizamos una optimizacidon nodo a
nodo.

La idea es la siguiente: al optimizar una malla los nodos a la frontera permanecen
fijos y solo nos interesa realizar la optimizacién para los nodos interiores de la malla.
Si consideramos una malla de 3 x 3 como en la figura 8.11, entonces al realizar la
optimizacién resulta un problema de dos variables: la posicién del nodo z = (21, 22) €
R2,

Si tenemos una malla de m x n el valor de un funcional sobre una submalla de
3 x 3 no varfa si movemos un nodo interior de la malla ajeno a esta submalla de
3 x 3, entonces resulta razonable realizar la optimizacion del funcional solo de manera
local, esto es, para cada nodo interior P;; extraemos la submalla de 3 x 3 formada
por sus nodos vecinos, como se muestra en la figura 8.12, y optimizamos el funcional
restringido a esta submalla de 3 x 3 con lo que como ya mencionamos se realiza una
optimizacién de solo dos variables.

Una vez realizada la optimizacién sobre este nodo se reinserta la submalla de 3 x 3
ya optimizada a su posicién en la malla original, de esta forma solo se alterard el nodo
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Figura 8.11: Una malla de 3 x 3

P;; en toda la malla.

-Piu.,d—] P
PJ'H'J i+l j+d
Pi- Pi Pt
P, P,
P11 (¥ i=1j+1

Figura 8.12: Malla local del 3 x 3 con los nodos vecinos del punto P;;

Este proceso se realiza para cada nodo interior de la malla, con lo que los reque-
rimientos de memoria son muy bajos, no necesitamos almacenar matrices de grandes
dimensiones, solo vectores y matrices de 2 X 2 que se utilizan en la optimizacion local.
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Extrast

Innertayx

e L e s n s s e

Figura 8.13: Extraccién e Insercién de la submalla de 3 x 3
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Los resultados obtenidos han sido muy satisfactorios, hemos generado mallas
éptimas de grandes dimensiones con este proceso de optimizacién punto a punto,
al final de esta seccién presentamos algunas de ellas, asi como tablas comparativas
con los resultados obtenidos con los métodos de optimizacion de gran escala.

Optimizacién local

Veamos ahora cdmo es el proceso de optimizacidn local. Tenemos una. malla de 3x3y
un funcional definido sobre esta malla. Trabajaremos con funcionales por tridngulos,
la idea para celdas es similar. Hay 12 tridngulos en la malla de 3 x 3 en los que

interviene el nodo interior P;;, éstos se ilustran en la figura 8.14.

Figura 8.14: Los doce tridngulos asociados al punto P;;

Entonces el funcional local a optimizar es de la forma

12
f=3 J(A)

=1 :
con f(A;) el funcional sobre el tridngulo A;. Calculando el gradiente y la matriz hes-
siana locales de 2 x 2 analiticamente, el sistema realiza la optimizacién local utilizando
algunas iteraciones del método de Newton en dos dimensiones, por lo que como ya,
mencionamos, no necesitamos almacenar mas que un vector de grandes dimensiones:
el vector de variables totales, localmente solo se trabajan vectores y matrices de 2 x 2,
por lo que el sistema puede operar con pocos recursos.

Otra de las caracteristicas de la optimizacién punto a punto es que es un proceso
paralelizable, se puede aplicar en méquinas en paralelo optimizando varios puntos
interiores a la vez de forma independiente, con lo cual se reduciria considerablemente
el tiempo de optimizacién. Esto forma parte de un trabajo a futuro.

N
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8.5.2 Resultados numéricos: una muestra

Presentamos. enseguida los resultados obtenidos al generar algunas mallas con este
método de optimizacién Newton punto a punto, comparado con los resultados de op-
timizar las mallas con métodos cldsicos de gran escala como L-BFGS y Newton Trun-
cado. Se presentah dos tablas una para reportar el niimero de iteraciones necesitadas
para lograr convergencia y otra para reportar e} tiempo necesitado en la optimizacién.
En todos los casos se trabajaron mallas de 40 x 40 y el funcional a optimizar es

w(k—Suavidad) + (1 — w) t-Area

con w = 0.5

Los resultados de obtuvieron en una computadora Pentium II a 233 Mhz con
64MB de memoria RAM con sistema operativo Linux Intel Red Hat 5.2.

Tabla 1. Numero de iteraciones utilizadas en la optimizacién.

L-BFGS Newton Trun. Punto a Punto
England 1214 419 314
Habana 620 68 184
Rusia 825 63 265
Sudamérica 103 341 153
Gato 2285 124 536

Tabla 2. Tiempo utilizado para la optimizacién.

L~-BFGS Newton Trun. Punto a Punto
England 1:41.1 58.5 1:04.0
Habana 50.1 56.3 25.4
Rusia 1:08.1 51.8 23.3
Sudamérica 33.6 40.0 35.9
Gato 3:19.3 46.7 2:16.6

- Se observa de las tablas anteriores que el método Newton punto a punto opera
razonablemente bien comparado con L-BFGS y con Newton Truncado, L-BFGS es
el que realiza mayor nmimero de iteraciones para converger y es, en general, el que
mas tiempo necesita para operar. Newton Truncado trabaja mas rapido con buenos
resultados, sin embargo como hemos mencionado el método Newton punto a punto
requiere muy pocos recursos para operar, lo que lo hace un método atractivo si no se
cuenta con grandes recursos para la obtencién de la malla éptima. '

Presentamos enseguida las mallas obtenidas al realizar el proceso de optlmlzamon
para las regiones reportadas.
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Al final de este trabajo, en el Apéndice D, presentamos el manual de operacién
para el sistema UNAMALLA en su versién para PC.
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Figura 8.16: Malla de 40 x 40 obtenida sobre la regién Habana
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Figura 8.17: Malla de 40 x 40 obtenida sobre la regién Rusia
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Figura 8.18: Malla de 40 x 40 obtenida sobre la region Sudamérica
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Figura 8.19; Malla de 40 x 40 obtenida sobre la regién Gato
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De la experimentacién con el sistema computacional se han observado buenos
resultados realizando }a optimizacién de Newton punto a punto, solo en regiones
muy irregulares es donde se ha presentado dificultades del método al operar, pero en
general, funciona bien este método.

Se ha intentado considerar submallas mds grandes, en lugar de solo las de 3 x 3
al realizar la optimizacién local, pero no hemos obtenido, hasta el momento, buenos
resultados; seguiremos trabajando en esta direccidén.
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Funcionales en la generacion de mallas

Una malla en una regién poligonal D es una subdivisién de la region en cuadriléteros.

Los vértices de los cuadriliteros son llamados puntos de la malla y los cuadrilateros se
llaman celdas.

Una malla G de mxn en una region D es un conjunto de mxn puntos {Py}, I<=i <=m,
I<=j<=n, tales que pueden ser puestos en correspondencia uno a uno con una malla
uniforme en el cuadrado unitario tal que los puntos en la frontera corresponden a la
frontera de D. El problema es determinar los puntos interiores de la malla.

Estamos interesados en mallas que sean suaves y convexas, para lograrlo construimos un
funcional F definido sobre todos los puntos de la malla {Pj}, usualmente F depende de
las 4reas y las longitudes de los lados de la celda, de tal forma que F tendrd un valor
6ptimo en una malla suave y convexa, lo que escribimos

G* =argmin F
G

La dimension del problema de optimizacion es N=2(m-2)(n-2), lo que representa un
problema de optimizacidn de gran escala.

Funcionales

Como se ha mencionado, la malla éptima, suave y convexa, se obtiene de la optimizacién
de un funcional que depende de todos los nodos de la malla, donde el funcional a
optimizar tiene la forma

N
F=21()
g=1
con Ne el nimero de celdas sobre G y ¢q una celda representativa.

Para definir el funcional sobre cada celda trabajaremos sobre los tridngulos asociados a
cada una de ellas y obtenidas a partir de las diagonales; con esto definimos
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d ¢ d ¢
2
T3
Tl
T4
a b a b
¢
Q.= 2 Area (ql)

1,51 1b=a1* + 1ie-bj|®

a b

Los funcionales utilizados en el sistema estan dados por

Area Clasica
Geométricamente esta funcién mide el area de los cuatro tridngulos de la celda. El
4
2
facle) =2 0
g=1

optimo del funcional Fac se alcanza, en principio, en una malia con todas sus
celdas de 1gual area.

Longitud
file)=lb—alf +lic=d|* +|id-al +|lc-b|]

Esta funcién geométricamente mide la tensién de las lineas de cada celda, asi el
éptimo del funcional tensa las lineas coordenadas.

k-Suavidad

l —2a
k+a

ka()Z

donde k es un parametro real que se escoge de forma tal que el denominador es
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=

siempre positivo. El éptimo del funcional se alcanza en una malla con lineas
curvilineas muy suaves.

¢ k-Area

fbl(cq) 222}5

g=1

donde % es un parametro real que se escoge para que ¢l denominador sea siempre
positivo. Este funcional guarda una relacion con el funcional de Area Clasica en
cuanto a los puntos criticos, en el dptimo se evitan celdas con drea muy pequeiia.

* Area-Ortogonalidad
1
on(cq)=Zﬂlb—a||2 +lle=d|P)*(ld-alP +|c-b?)

Este funcional es una combinacion entre Area Clasica y Ortogonalidad con un peso
asociado a cada uno de ellos de .5. Este funcional busca en el 6ptimo mallas "casi”
ortogonales y "casi" uniformes en area. Por su composicion es muy facil de

implementar y tiene la caracteristica de que las lineas curvilineas generadas son
suaves.

El sistema explota la propiedad de separabilidad parcial de los funcionales realizando el
proceso de optimizacién de manera puntual logrando con ello reducir el tiempo y
recursos computacionales. Con esta técnica hemos obtenidos buenos resultados.
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Formato de entrada y salida de los archivos claves.
Los dos tipos de archivos fundamentales que se manejan en UNAMALLA son:
+ El archivo de coordenadas de la frontera, o archivo de Contorno.

Las coordenadas de la frontera se deben dar en la siguiente forma: Se tiene que
indicar cuales son los vértices que definen las cuatro fronteras de la regién, y por
supuesto, su orden. En este caso ¢l archivo tiene la forma:

n ibflag nbl nb2 nb3 nb4

x n-1 y_n-1

X 1 y_ 1

donde

n Es el total de puntos de la frontera (contando el primero dos veces)

ibflag =1 Se van adar los vértices de la region y las fronteras 1, 2, 3 y 4 son distintas.

=13 Si las fronteras 1 y 3 son iguales (esto es para el caso de regiones con un hueco lo
que hace que se tengan dos fronteras iguales).

=24 Si las fronteras 2 y 4 son iguales (similar al caso anterior).
=0 Eleccién automatica de las fronteras.
nbl Cantidad de puntos en la frontera 1.

nb2 Cantidad de puntos en la frontera 2.
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nb3 Cantidad de puntos en la frontera 3.
nb4  Cantidad de puntos en la frontera 4.

x_i, y_1i Coordenadas de los puntos de la frontera.

Un ejemplo de un archivo donde se indican los vértices que definen la frontera para la figura
B1 es el siguiente:

13 13 27 2 5

0.0 c.0
9.0 0.0
12.0 4.0
16.0 4.0
19.0 1.0
15.0 -3.0
11.0 -3.0
9.0 0.0
0.0 0.0
2¢.0 -15.0
30.0 1.0
12.0 15.0
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Figura B1. En éste ejemplo las fronteras 1 y 3 coinciden.

Por supuesto no es la tinica forma de generar mallas sobre regiones con agujeros pero la idea
de unir por lineas curvilineas las fronteras opuestas dos a dos va en este sentido.

Un hecho que no debemos pasar por alto es la orientacién del contomo. Dado que deseamos
mallas convexas una manera de garantizar que la aproximacion a la solucién sea confiable es
considerar que el contorno tenga orientacién positiva, esto es, contraria a las manecillas del
reloj, vease [3] y [4] para los detalles. Bajo esto, el sistema detecta si el contorno tiene
orientacion positiva, en caso de no ser asi el sistema, previo aviso, cambia la orientacién del
contomo.
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e El archivo de coordenadas de la malla, tiene la siguiente estructura:
il 31
[nombre_archivo]

x 11 y 11 x 21 vy 21 X 31 y_31 X 41

y 41 x 51

X _m,In-1 y mn-1 X _mn y_mn

(véase [5] y (6] para una discusion a detalle) donde mn=2* (il*51),
il Es la cantidad de puntos horizontales de la malla

Jl Es la cantidad de puntos verticales de la malla

Nombre archivo Nombre del archivo. Esta linea es opcional, mas sin embargo, la linea debe

permanecer.

Son las coordenadas de los nodos de la malla, que se imprimen siete cada
linea; primero las cormrespondientes a la frontera 1, después
correspondientes a la frontera2, luego las de la frontera 3 y después las de la
x i, v i frontera 4, enseguida los puntos interiores los cuales se imprimirdn por

lineas verticales empezando con la linea paralela siguiente a la frontera 4 y

siguiendo hacia la derecha. Todas las coordenadas tienen que estar en un
formato de 5 enteros y 4 decimales mas un espacio para el signo y el punto

decimal (en FORTRAN, el el formato 7F11.4).

Estos archivos tienen el mismo formato, ya sea en la entrada o en la salida, y para todos los
médulos que los lean o guarden resultados de este tipo.
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Detalles técnicos y requerimientos minimos del sistema

El sistema UNAMALLA v. 2.0 para PC esta escrito en su totalidad en lenguaje FORTRAN
77 de Microsoft FORTRAN v. 5.1 usando la interfase entre las bibliotecas de Microsoft C

6.00A, en particular la grafica y la de sistema para facilitar el despliegue y las opciones de
captura de datos.

Este sistema emplea unicamente la memoria disponible de la memoria base de la
computadora por lo que estd limitada la dimensién maxima posible a operar dentro del
sistema por la memonia disponibie en el instante de ejecucion.

Los requerimientos minimos def sistema van en considerar que s¢ cuenta con al menos una
computadora 386, con sistema operativo 5.0, una tarjeta de video que soporte VGA, la
memona base de 640kb y un espacio en disco de 1.7Mb para los archivos de sistema, la
informacion del sistema y los ejemplos de contorno y de mallas. En el aspecto del manejo de
archivos se recomienda modificar el config.sys del sistema operativo en las lineas de files y
de buffers a fin de que al menos se cuente con FILES=40 y de BUFFERS=50.

Para su instalacion basta copiar el archivo de distribucion sistema.exe a algin directorio
libre de archivos y al ejecutarlo se descomprimiran una coleccion de archivos entre los que

se encuentra el programa ejecutable malla.exe, los archivos de contorno y de mallas para
experimentar con el sistema.

Este sistema es resultado de los tltimos afios en investigaciones por parte de profesores de la
Universidad Nacional Auténoma de México, de la Universidad Michoacana de San Nicolas
de Hidalgo y de la Universidad Auténoma de Coahuila, cuyos resultados han venido
presentandose en diversos foros nacionales € internacionales.

Actualmente se cuenta con una version del sistema para distintas Estaciones de Trabajo para
su desarrollo se hace uso de la biblioteca grafica OpenGL y los Graphical User Interface de
Xforms, este es UNAMALLA System v. 2.0 for X Windows, también se cuenta
con una version del sistema para MATLAB, ésta hace uso de los Graphical User Interface
propios de MATLAB, asi como del Aplication Program Interface, ya que se realiza una
interfase con Fortran al realizar la optimizacién, lo cual reduce el tiempo de ejecucion
considerablemente.

Todos los documentos relativos al sistema estan a disposicion del interesado en el URL:
http://www.mathmoo.unam.mx/unamatla, en este lugar puede hacerse de una copia en linea
de este manual y del sistema asi como la versién del sistema para Estaciones de Trabajo y
para MATLAB. Para contactar con el grupo UNAMALLA envie un correo electrénico a la
direccién unamalla@athena.fciencias.unam.mx
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Manual Operativo del Sistema UNAMALLA v. 2.0 para
PC

D1. Introduccion

El Sistema UNAMALLA v.2.0 para PC es un sistema computacional para resolver el
problema de generar mallas suaves y convexas, en regiones planas irregulares.

El sistema esta escrito en su totalidad en Microsoft FORTRAN 77 v.5.1 y haciendo uso de la
interface grafica de las bibliotecas de Microsoft C v. 6.00A ha resultado ser un sistema
amigable al usuario mediante el uso de menus de entrada para las opciones frecuentes y el
uso del raton para generar el contorno de la malla.

La malla generada es una malla 6ptima que resulta de la optimizacion de un funcional que
depende uinicamente de los puntos de la malla (ver Apéndice A para la descripcion de los
funcionales). Para realizar esta optimizacién se utiliza un método iterativo partiendo de una
malla imcial, generada usualmente por interpolacién. Se utiliza un método de optimizacion
para generar aproximaciones a la malla éptima.

Las versiones anteriores utilizan técnicas de optimizacidén de gran escala para encontrar {a
malla Optima, estas técnicas requieren del almacenamiento de varios vectores de dimensién
al menos el nimero total de variables. El presente sistema explota la estructura de la funcién
objetivo que depende fuertemente de los puntos alrededor suyo y no optimiza todas las
variables a la vez, realiza una “optimizacién local”. Esto es, se ve a la malla total como la
unién de submallas de 3x3 y se optimizan estas submallas. Cada optimizacién local es un
problema de dos variables, éste es resuelto aplicando algunas iteraciones del método de
Newton en dos dimensiones y haciendo uso de la matriz Hessiana y del vector gradiente
calculados de forma exacta, por lo que sélo se hace uso de un vector y una matriz de 2x2
para la optimizacion local. Esta forma de optimizacion hace que el sistema pueda operar con
pocos recursos. Hasta el momento, se han obtenido excelentes configuraciones de mallas de
grandes dimensiones utilizando este sistema.

Se consideran dos modalidades de interaccion con el sistema, ¢l modo Manual y el modo
Automatico, en la modalidad automatica, basta pulsar un par de teclas para obtener una
malla optima, a diferencia del modo manual en el que se puede experimentar con diversos
parametros y comparar las mallas obtenidas.

El grupo UNAMALLA esta formado por profesores y estudiantes de posgrado de distintas
Universidades del pais, los cuales han venido presentando resultados de sus investigaciones
en diferentes foros tanto nacionales como internacionales.
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D2. Modo de Uso del Sistema

El presente manual estd pensado como una ayuda primera al operador del sistema en el
proceso de construir, generar y obtener una malla éptima bajo las caracteristicas de los

nuevos funcionales para la generacidn de mallas [52], para la estructura de tos datos de
entrada y salida puede consultar el Apéndice B.

Al ejecutar el programa malla. exe se observara la pantalla de presentacién del sistema:

: Informacidén ENTER: Sistama

Al puisar la tecla de funcién F1 aparécers la pantalla de informacién del sistema y con la

tecla ENTER pasaremos 2 la pantalla principal del programa donde podremos elegir, usando
las flechas del cursor, la opcidn a seguir.
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URANALLA: Generaclon de Mallax Sobre
Regiones Planaz Irregulsrcs

Meru Principal

Contorso
Madls
Salids

URL: hitp:\“isw mathnoo .unsm . axsunasalla

Este es el menu principal. Aqui se presentan las opciones a los médulos de Contorno y
Malla. En el médulo Contorno podemos generar o leer desde un archivo el contono y
pasar inmediatamente a generar una malla inicial sobre de €l. En la opcion del médulo
Malla podemos leer una malla ya generada, guardar la malla actual del proceso, asi como
optimizarla. Pasemos ahora a describir cada uno de estos mdduios.

D2.1 Menu de Contorno

De seieccionar la opcién Contorno obtendremos la siguiente pantalla:

UHARALLA: Generaclom de fallaz Sobre
Beglomes Flanax [reeguisres
f i
Henu Contorno
Crear
Leer
Salida

Aqui se cuenta con dos opciones, a saber: Crear y Leer. En la primera podemos generar
un contorno de prueba y ser éste el empleado a lo largo de la ¢jecucion del sistema, o bien, si
la informacién de un contorno la tenemos ya en archivo podemos leer éste mediante la
opcién Leer.
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Veamos las opciones que a su vez se presentan en cada una,
D2.1.1 Crear Contorno

En la opcion Crear aparecera la siguiente pantalla:

URANALLA: Gereracitn de Mallaz Sobre
Regioncs Plamas Irregulares

D N —

Captura de puntos
ugando &l Ratbn

Botamcs
Izg.: Acept. Pto.
ber.: Cerrar

Xabs  Yabs
0028 .3WZ

E3C: Cancelar

Aqui, con la ayuda del ratén, podremos generar una figura poligonal cerrada que sera el
contormo de la malla, Al presionar el boton de la izquierda del ratén se indicara que el punto
donde éste esté situado serd un punto del contorno. Los puntos se iran enumerando de
acuerdo al orden de aparicién. Una vez que se ha generado la figura poligonal deseada,
presionando el botén derecho del ratén se cierra el poligono uniendo el Gltimo punto
capturado con el primero.

Un contorno admisible para el sistema es aquel que cuando menos consta de cuatro puntos
{para un tridngulo debe considerarse al cuarto punto sobre alguno de sus lados), en caso
contrario el contorno no es aceptable y se podrd observar sobre la pantalla el mensaje
correspondiente. Si el contorno resulta en orientacién contraria a las manecillas de reloj se
desplegarad un mensaje al respecto y se realizard el cambio del sentido de orientacion del
Contomno, ver Apéndice B.

En caso de ser aceptable el contorno se pasara al proceso de definir las cuatro fronteras de la
malla, es decir, desde donde partiran las lineas para generar la malla.

Para definir las cuatro componentes de la frontera de la regidn basta conocer la numeracién
de los puntos de los vértices donde inicie cada subfrontera. En la primera frontera, si no es el
primer vértice el indicado, se haréd una reenumeracién de los vértices para considerar al
vértice sefialado como el vértice de inicio de la primera frontera. En caso de teclear niimeros
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incorrectos aparecera en pantalla un mensaje de error. Si las fronteras estan bien definidas,
aparecera enseguida el siguiente menil:

UHANALLA: Generaclén de Hallaz Sobre
Regioncs Planag lrregularcs

» Guardar Tnformacibn

Salvar Contorae
" 12 Cont inuar

L_,"_"_"—""J

En este punto se tiene la opcién de salvar el contorno generado, en cuyo caso se pedira al
usuario e! nombre del archivo para guardar los datos, éstos serdn del tipo ASCII v la
informacién se salvaré en un archivo con la extensién . CON, este archivo podrd ser leido
posteriormente con la opcién Leer en el Meni de Contorno. Si no desea salvar el
contorno debera elegir la opcién Cont inuar.

Posterior a este paso de contorno aparecera la pantalla

URAMALL a: Generacién de Mallas Sobre GAYD .CON
Regiones Pianas irregulares

PRSI |
Delinicitn de
lag dimenslanes

8 u de la malle
FIRT) I
1 i
Dimension 11:
s __ % E [} [N |

Aqui se genera la malla inicial con el contorno actual. Para ello se pide al usuario las
dimensiones de la malla, il corresponde a las lineas que irin entre las fronteras pintadas de
azu] o lineas verticales de la malla genérica y jl a las fronteras amarillas o lineas horizontales
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de la malla genérica. La inica restriccion para generar la malla serd la memoria necesaria
para ello, en caso de no poder manipular una malla de la dimensidn requerida aparecera el
mensaje en pantalla: Not enough memory y se pedird al usuario que intente con otras
dimensiones. '

Si las dimensiones son aceptables, aparecera un mensaje de aceptacion y enseguida se
verificara la admisibilidad de la malla generada. Para que una malla sea admisible, es

necesario que las cuatro celdas correspondientes a las esquinas de la malla sean convexas
[4].

Si la malla no es admisible aparecerd el mensaje correspondiente para posteriormente,
regresar al Mend Principal sin que se haya generado la malla. Si la malla es admisible,
se regresa al Mend Principal con la malla generada.

D2.1.2 Leer Contorno

Otra opcidn del Mend de Contorno es Leer, este es el caso cuando se cuenta con una
lista de los archivos de contorno en el directorio actual que pueden ser utilizados. De elegir
esta opcidn aparecera la siguiente pantalla:

UNanALLA: Generarin de Mallas Sobre
Regiones Planaz [rregularex

Archivo Contorno

Dar Nombre
Tuscar
Sallr

i

Se contemplan dos opciones: Dar Nombre y Buscar. En caso de que ya se conozca ¢l
archivo que se va a trabajar, se puede dar directamente el nombre del archivo con la opcidn
Daxr Nombre, el nombre del archivo se da sin extension. Si el archivo no existe aparecera
el correspondiente mensaje v se regresa al Ment de Contorno.
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La otra opcidn de lectura de contorno es Buscar, con esta opcidn aparecen eh una ventana
los nombres de los archivos de contorno disponibles donde debe seleccionarse €l archivo
deseado. La pantalla con la lista de archivos es la siguiente:

UHnaRALLA: Generacibn dc Mallaz Sobre
Regiones Flamas [rreguiares

Opciones

1 : Hacla arriba
1 r Hacla abajo
! i Seletclowar

Una vez que se tiene el contormo ya generado enseguida se realiza un proceso simifar a
cuando se cred €l contormno, se pediran las dimensiones de la malla y se genera la malia
inicial, verificando su admisibilidad.

UNAKRALLA: Generaciin de flallas Sobre
Repiones Planas Irregulares
Rers Principal
T 1T
TT Contorno
Halla
Salida
1
1
4
e 8 W
Lt ’
8
_'jr-- -
1
i 3 1
URL: http:\uww . nathmao .unan . scwnane ] la

Una vez hecho esto se regresa al Menii Principal con una malla ya generada.
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D2.2 Menu Malla

La ofra opcidn del Menid Principal esMalla. Al seleccionar esta opcion aparecera la
pantalla

UNANALLA: Generaclitn da Mallas Sobre ]
Rcgiones Planas Irregularcs

Fenu Ralis

Leer
Goardar
Opt imizar
Salir

donde se tienen las opciones: Leer, Guardar y Optimizar. Sien el estado actual del
sistema existe una malla podemos manipularla sea para guardar la informacién o bien para
optimizarla. Si hasta el momento no hay malla en memona, las opciones Guardar y
Optimizar no estarin disponibles.

D2.2.1 Leer Malla

En la opcidén Leer aparece el siguiente ment

UNadMaLlla: Ceneracibn de tallas Sobre
Regiones Planas Irrogulares

~

Archive Halla

Dar Hombre
Buscar
Saliy .
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Aqui se leera el archivo que contenga una malla. De igual forma que en el caso del médulo de
contorno se tienen dos opciones: Dar Nombre y Buscar. En caso de conocer el nombre del
archivo se puede seleccionar Dar Nombre e introducirlo directamente desde el teclado; se debera
dar el nombre del archivo sin extension, el archivo debera tener fa extensién . RED en el directorio de
trabajo. Enseguida aparecera la grafica de la malla generada con los datos del archivo dado.

Si no se tiene de antemano el nombre del archivo, lo puede buscar entre los archivos de
mallas ya existentes con la opcidn Buscar, en este caso aparece la pantalla.

UHaMALLA: Generaciin de Mallas Sobre
Regiores Plaras Irrcgulares

Elige frchiuo
e Ned

Aqui se escoge un archivo con una malla y enseguida aparecera la grafica de la malla
contenida en el archivo elegido, si no es la malla buscada, puede volver a buscar otro archivo
hasta que se tenga la malla deseada. Ensegunida se regresa al Mend de Mallas, teniendo
enmemoria la malla sobre {a que deseamos trabajar.

D2.2.2 Guardar Malla

Con la opcidn Guardar podemos salvar la malla que se tiene en este momento, se salvara
con la extensién .RED en un archivo ASCII que contendra las coordenadas de ios nodos de
la malla. La opcién Guardar sélo se podra utilizar si se cuenta con una malla en ese
momento, de no ser asi aparecera un mensaje de error sefialando esto.

D2.2.3 Optimizar Malla

Otra opcién disponible es Optimizar. En esta opcién se procede a optimizar la malla
actual; al igual que la opcién Guardar sélo puede realizarse st se cuenta con la malla en
memoria. Al solicitar esta opcién aparecera la siguiente pantalla.
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UNnARRLLA: Generacibn de Mallas Sobre GATIZS REP 25 x 25
Reglowmes Planas lrregulaves

]

Optinlzacion

Aytomatica
Hanua |

l-l-n‘—1‘”—'|""

117
111

=

| i% i ] _J

Aqui se tienen dos opciones para realizar la optimizacidn, en forma automdtica y en
forma manual; éstas se refieren a la eleccidbn de los parametros para realizar la
optimizacidon. Si se escoge en forma manual el sistema preguntard por cada uno de los
parametros necesarios para realizar la optimizacién; de elegir 1a que de forma automética
se tomarén los pardmetros por default inciando asf el proceso de optimizacion.

Optimizacion Manual

Al solicitar la opcion manual se tendr la siguiente pantalia.

( BLRARALL A Generacibn de Mallas Sobre GATOZS . RED
Reglones Planas [rrequlares
.
Ry
I~ QPCION SUAUIZA
™ S{ E3 NECESARID
Y
-
=] L
—1
]
A
-
! ]

Aqui se tiene la opcién de un suavizamiento previo de la malla antes de realizar la
optimizacién. Este proceso de suavizamiento se logra mediante el uso del funcional de
longitud; la razdén de realizar este suavizamiento previo lo sugiere nuestra expertencia al usar
la Interpolacidn Transfinita en la generacién de la malla inicial y en las distintas pruebas de
convergencia de nuestros métodos con mallas iniciales muy perturbadas. El sistema
contempla que el usuario pueda experimentar con esta opcidn de suavizamiento previo.
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Enseguida aparece 1a siguiente pantalla.

DEANBLLM Generacibn de Mallesr Sobre GATI2S.AED 25 2 25
Regiones Flanas lrregulares

’\\ WSwav - Area
™ kfwer - Long
™ Area - Long

b Area - Orig

FM

I~

A t—1

25
| jEnY

L

Aqui se selecciona el funcional a trabajar, se dispone de cuatro combinaciones entre los
funcionales basicos de Area, k -Suavidad, Longitud, k-Area y Ortogonalidad.

w(k-Suavidad) + (1-w) Area
w(Area) + {1-w) Longitud
w(k-Area) + (1-w) Longitud
Area-Ortogonalidad

donde w representa el peso para cada funcional en la combinacién convexa a trabajar.

Una vez seleccionado el funcional aparece 1a pantalla.

UNARALLA: Gencracifn de Mallaz Sobre GATOZS.RZ) 25 x 25
Regiones Plamaz Irregulares

{ ]

My
R
Y
\\ KSuai - m
'\-: Area - Losy
fres - Orig
1
~—{ 1 WK = 5
|
- ]
i I

Aqui es donde el usuario tiene que dar el peso asociado al primer funcionai en la
combinacion convexa a trabajar, se tiene que

0<w<l.
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Enseguida aparece la siguiente pantalla.

UNHahaLtLa: Gencracidn de fallas Sobre GhTO2S.WED 23 x 25
Regioncs Planas Irreguiarcs

R

i
it

[
i3
Z

-

{OPCION KEWTOM

1]
A

Comp-Conp
Simultanen

BN
-H

La optimizacién en este sistema se realiza de manera local, lo que se hace es considerar a
cada nodo interior de forma independiente, esto es, se calculan sus nodos vecinos y se
optimiza la submalla de 3x3 formada por éstos; de esta forma sélo estamos calculando las
coordenadas del nodo interior; es decir, estamos resolviendo un problema de sélo dos
variables. El proceso de optimizacién se realiza utilizando el método de Newton, con una
sola iteracion y se hace uso tanto de la matriz Hessiana y del gradiente del funcional
calculados analiticamente. Se tienen dos opciones para resolver el sistema lineal, a saber,
resolver el sistema Componente a Componente utilizando sélo la diagonal de la
matriz, o resolver el sistema de forma Simulténea, en donde se utiliza toda la

informacién de la Hessiana. En esta opcién el usuario puede escoger la manera de resolver ¢l
sistema lineal.

Estos son todos los pardmetros necesarios para realizar la optimizacién.

Optimizacién Automatica

En caso de haber elegido el modo automaético se consideran los parametros por default, en
este caso el funcional a optimizar es el de w(k-Suavidad) + (1-w)Area con un peso de
w=0.5, no se considera la opcién de suavizamiento y se resuelve el sistema lineal asociado al
método de Newton de forma Simulténea.
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En el ejemplo que hemos estado trabajando, gato25. red, escogiendo el modo automatico
para la optimizacién y al cabo de 95 iteraciones se tiene la siguiente grafica.

UNAR AL LA Geoeracibn dc Mallas Sobre GATIZI.AER 25 x 25
Reg iones Planag Irregulares

e B
W-KS= . 1000E+01
WMETUDD WENTOW SIn

KACT= 1584190
AN« 1142E-08
MLp= Blcc L. ]
%
B

¥ = JASAGE+01
11610 »  1437E+82

TIENPOS 0: 0: 0
TIEMPO0T 0:1i: 6

E3FACID = PiISA J

OFRINE A TRCLA PAKA CONTIMUAR <¢ E3C = SALIR »

Como se observa en la figura anterior, son desplegados varios pardmetros asociados a la
malla que se estd optimizando, aqui debemos mencionar del proceso de homotopia que se
emplea en el peso del funcional, siempre que se trabaje con la combinacion gue involucre k-
Suavidad o k-Area. En estos casos siempre se inicia la optimizacion con un peso w=1 y de

acuerdo a un criterio se inicia la homotopia y el peso empieza a aproximarse al peso
indicado el inicio del proceso.

Los parametros que se despliegan en el proceso de optimizacién son los siguientes:

FUNC:  Tipo de Funcional que se estd optimizando
W: Peso para el funcional en la iteracién actual

Forma de resolver el sistema Lineal de Newton, ya sea Componente a

METODO: Componente © Simulténeo.

KACT:  Pardmetro k actual para los funcionales de k-Suavidad y k-Area.

MINA: Alfa minima de la malla actual.

KOLD: Parametro k anterior.
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ITERS: Numero de iteraciones en el Suavizamiento previo.

ITERNC: Namero de iteraciones cuando todavia existen celdas no convexas.

ITERC: Nuamero de iteraciones cuando ya no existen celdas no convexas.

INOCON: Numero de celdas no convexas de la malla actual.

F: Valor total del funciopal sobre toda la maila.

| 1G]1: Norma del gradiente total del funcional sobre toda la malla.

TIEMPS: Tiempo empleado en el suavizamiento previo.

TIEMPT: Tiempo total empleado en la optimizacion.

El usuario podra interrumpir el proceso de optimizacion al pulsar la barra espaciadora y en
su caso tendra opcidn a continuar el proceso o a interrumpirlo definitivamente. Al final de la

opitmizacion se despliegan los parametros actuales de la malla.

Una vez concluido el proceso de optimizacién pulsando una tecla se regresa al mend MALLA
donde se puede guardar la informacién en un archivo o bien probar los resuitados con otros

funcionales.

UNANALLA: Generacifn de fwllas Sobre

Reylones Planes Irregulares

GATOS REB 25 x 25

A R

o
(=

7

A A
7 7L
AP,
HC

i
7
1
H
A

aamnd

f

|

TUK  KS3-AC
W-K3=  .SO0QE-00
METODO HEWTDN S1M

KACT= - 1900E-81
AN M= -1787E-01
KOoLp= - .9380E-62
ITERSU=

1TERNC= 411

ITER = 1
[NOCDH= ]

F= \BEYOE B

LGl = Z539E«81

TIENFOS 0: 6: @
TIEMPOT ©:60:%

ESFACI0 = PAlSA

TERMINE OPYINIZACION
OPRIME UMA TECLA PaRA CONT[MUAR
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D3. Galeria de Mallas

Enseguida se presenta una galeria de mallas generadas por el sistema empleando la
combinacidn entre el funcional de k-Suavidad y Area Clasica con w=, 25 y la combinacion
entre k-Area y Longitud con w=. 75.

.
A
P LA

S

>
it

T r

;lf”a_-..‘-

Mallas obtenidas con los funcionales de k-Suavidad y Area Clsica



wy

© 358

Apéndice D

| }:h
Wiy
A
N N
SN
AR\

Mallas obtenidas con los funcionales de k-Area y Longitud
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