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INTRODUCCION

Existen muchos problemas de optimizacién combinatoria que son N P-completos,
es decir, son problemas dificiles de resolver ya que no se ha encontrado ningin
algoritmo polinomial en tiempo para atacarlos. Por lo tanto, las técnicas con-
vencionales de programacién lineal o entera no son eficientes. Sin embargo, ac-
tualmente existe una tendencia por desarrollar técnicas o algoritmos que imitan
algunos fendmenos naturales y que han demostrado ser mis eficientes en la so-
lucién de problemas complejos [1]. Este trabajo esta enfocado al estudio de los
algoritmos genéticos (AGs), los cuales imitan el proceso de evolucién por
seleccién natural y la genética de poblaciones.

Al implementar un AG, se debe saber qué tipo de probiemas resuelve y
c6mo encuentra las soluciones éptimas de estos problemas. No se ha desarrollado
mucha teoria que explique la manera en c6mo un AG busca soluciones 6ptimas
en un problema determinado. El teorema de esquemas [2] proporciona sélo una
cota inferior sobre el nimero de copias de cada individuo de la poblacién en
cada generacién. En este trabajo, se presenta una ecuacién de evolucién exacta,
desarrollada por Stephens y Waelbroeck [3], a partir de la cual se obtiene el
nimero esperado de copias de cada individuo de la poblacidn como funcién de las
generaciones. La importancia de la ecuacién de evolucién radica en que a partir
de ella se pueden intentar determinar cuantitativamente los grados de libertad
efectivos de un AG. Es decir, las variables relevantes a partir de las cuales un
AG construye soluciones 6ptimas. Una vez identificados los grados de libertad
efectivos de un AG, se puede estudiar el comportamiento de éstos cuando se
modifican los parametros de un AG. Esto permite comprender mejor el papel
que tiene cada uno de los operadores genéticos en la bisqueda del éptimo. Como
consecuencia, se puede tener una idea de ¢émo se va a comportar un AG en un
problema determinado y de los valores que deben asignarse a los pardmetros
del algoritmo. Por otro lado, uno de los objetivos de este trabajo es presentar
los AGs en un contexto mas general. Se describen los sistemas complejos, como
algunos problemas de optimizacién combinatroria, que son el tipo de problemas
que resuleve un AG.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el capitulo 1, se presentan
conceptos preliminares sobre AGs y sobre sistemas complejos. En el capitulo
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2, se desarrolla la ecuacién de evolucidén y se estudian las caracteristicas de se-
lecciém y mutacion a través de las transiciones de fase. Los resultados teéricos
se comprueban experimentalmente en el capitulo 3. En el capitulo 4, se carac-
terizan los grados de libertad efectivos de un AG los cuales son esquemas {‘(0
bloques constructores) con determinadas propiedades. Se mostrard que las pro-
piedades descritas en el Teorema de Bloques Constructores [2] no son totalmente

correctas. En el capitulo 5, se presenta evidencia experimental que respalda est‘l‘ios
resultados. h



CarPiTULO 1

Preliminares.

El objetivo de este capitulo es presentar un panorama general de AGs como
modelos de sistemas complejos y como sistemas complejos en si. Se describe la
forma en cémo surgen los AGs al modelar sistemas complejos de la naturaleza.
Se mostrara que estos algoritmos imitan algunos fenémenos de la naturaleza (a
través de los operadores genéticos) y esto permite resolver problemas complejos
de manera mis eficiente. Por Gltimo, se estudiard la teoria estandar de AGs la
cual describe cémo busca un AG soluciones aptas de un problema.

1.1 Sistemas Complejos.

El hombre se ha interesado en estudiar sistemas como el aprendizaje en los seres
humanos, el sistema inmunolégico, la evolucién bioldgica, la genética de pobla-
ciones, etc. Todos estos son ejemplos de sistemas complejos (SC). No es ficil
definir un SC, sin embargo, la idea basica es la siguiente: entre mds complejo
sea un sistema, mas cosas se pueden decir de él. Por ejemplo, considérense las
moléculas en un cuarto vacio. Se puede hacer una descripcién microscépica del
sistema al mencionar la posicion de cada molécula del cuarto. Sin embargo, en
la préactica esto no es posible. Los grados de libertad efectivos de un sistema
son las variables relevantes de éste con las cuales es factible describir el sistema.
Dado que se ignoran algunas variables, la descripcién del sistema se realiza a
una escala macroscopica. En este sistema, la temperatura del cuarto proporcio-
na una descripcién macroscépica que da una idea de la energia cinética o del
movimiento que tienen las moléculas. Dado que la temperatura es el dnico grado
de libertad efectivo del sistema, éste es un sistema simple donde las velocidades
de las moléculas tienen la distribucién de Boltzmann. En este caso, se puede
considerar que el movimiento de cada molécula es independiente de las demis.
Ahora, considérese una sala de conciertos donde el pdblico aplaude. En este ca-
so, los aplausos provocan un movimiento en las moléculas del aire de tal manera
que hay interacciones entre éstas por lo que la distribucién de velocidades ya
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no es la de Boltzmann. Es decir, el movimiento de una molécula depende de
las demads. Sin embargo, éste tampoco es un sistema complejo porque no hay
mucho que decir dado que los aplausos son aleatorios. Por otro lado, una sala de
conciertos donde hay una orquestra que interpreta una obra de Beethoven, s{ es
un sistema complejo. Aqui, el sonido también produce un movimiento colectivo
en las moléculas del aire. Sin embargo, es muy complicado explicar como este
movimiento de las moléculas transmite la informacién contenida en la obra. Con-
sidérese un segundo ejemplo donde se tiene una cadena de bits que pueden val,ler
16 0. La cadena 11---1 es un sistema simple ya que se describe totalmenté al
decir que todos los lnts valen 1. Una cadena de bits aleatoria tampoco es un sis-
tema complejo ya que se puede decir que la cadena representa los resultados del
lanzamientos de una moneda honesta y de esta manera se describe totalmente el
sistema. Sin embargo, la secuencia de bits que representa un libro tiene mucha
mads informacién como el estilo, la eleccién de las palabras, etc. Si el libro es
realmente complejo, hay muchas cosas que decir de €l. Con el objeto de entender
mejor qué es un SC, a continuacién se presentan varios conceptos relacionados
entre si que caracterizan a estos sistemas. ‘

Los SC involucran fenémenos donde hay interacciones de muchos elementos
que se auto-organizan en un sistema de mayor nivel y por lo tanto muestran
emergencia de estructura. Por ejemplo, la sincronizacién de una banda,daJ de
aves emerge de las interacciones entre éstas pero sin un mecanismo externo que
los controle. Otro ejemplo es el sistema inmunolédgico de los mamiferos el cual
esta compuesto por una coleccién de células especializadas que se auto-organizan
para realizar determinadas tareas.

Otra caracteristica que presentan los sistemas complejos es la frustracion.
Es comin que en la vida se tengan metas incompatibles. La tunica solucién es
abandonar algunas de estas metas. Pero al decidir cudl abandonar, uno se siente
frustrado. Por ejemplo, es dificil ser amigo de 2 personas que se odian. Se debe
elegir una de ellas y esto es una situacion frustrante. Un problema tipico de 'op-
timizacion donde hay frustracién es el problema del agente viajero. Consadegese
un conjunto de ciudades y la distancia que hay entre éstas. El problema consiste
en encontrar el orden en que deben visitarse las ciudades para recorrer la menor
distancia posible. El problema presenta frustracién ya que la solucién éptima no
siempre consiste en dirigirse a la ciudad mads cercana que no se haya visitado.
De hacerlo, la longitud total del recorrido seria mayor que la solucién éptima.

La presencia de frustracién implica que hay muchos éptimos locales en la
funcidn que se desea optimizar. Si se realiza una representacién grafica, en el
espacio de las variables del problema, de la aptitud de los diferentes estados del
sistema (minimos, mdximos, puntos silla) se obtiene el paisaje de aptitud.
Cabe hacer notar que las caracteristicas del paisaje de aptitud de un 51stema
dependen de la métrica que se use. Sin embargo, en los casos donde hay muchos
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optimos locales, se obtienen paisajes de aptitud rugosos con muchos valles
y montaias. Por lo tanto, los métodos de médximo descenso generalmente no
encuentran el optimo global ya que realizan la biisqueda al pasar de una solucién
a otra mejor. Ademas, existen sistemas adaptivos donde el paisaje de aptitud
se modifica con el tiempo, es decir, no es estitico. Por ejemplo, en el caso del
problema del agente viajero, el tiempo o el costo para ir de una ciudad a otra se
puede modificar con el tiempo. En consecuencia, el sistema no contiene un Sptimo
global por lo que la optimizacién no es tan importante como el mejoramiento de
las soluciones.

Las caracteristicas presentadas anteriormente describen de manera general
los sistemas complejos. Sin embargo, para estudiar el comportamiento de estos
sistemas, se realizan modelos artificiales como los AGs. Por ejemplo, se puede
modelar una poblacién del virus de inmunodeficiencia humana (VIH) en un
paciente a través de un AG y estudiar el papel que tienen las mutaciones en
el VIH para escapar del sistema inmunoldgico. Por otro lado, los AGs imitan
algunos fenémenos de la naturaleza para resolver problemas de optimizacién
complejos aprovechando de esta manera el éxito que ha tenido la naturaleza en
la preservacion y adaptacion de los individuos més aptos.

1.2 Algoritmos Genéticos.

Los AGSs, desarrollados por John Holland a mediados de los 60, son procedi-
mientos de blisqueda basados en mecanismos de seleccién natural y genética de
poblaciones. En la naturaleza, los individuos de cualquier especie estan sometidos
a una lucha continua por sobrevivir. Los individuos mas aptos tienen mayores
probabilidades de sobrevivir, reproducirse y transmitir a sus descendientes las
caracteristicas que los hacen superiores al resto de la poblacién, mientras que
los individuos menos capaces forman una minorfa o desaparecen. A través de la
seleccién natural, la naturaleza favorece a los individuos que tienen determina-
das caracteristicas. Estas caracteristicas se determinan a nivel genético por la
manera en que los cromosomas de los padres se combinan, por ejemplo en la re-
produccién sexual. De manera similar, los AGs combinan pedazos de soluciones
existentes para encontrar mejores soluciones en problemas complejos.

Los AGs difieren de las técnicas convencionales de optimizacién en varios
aspectos. Por un lado, los AGs realizan una biisqueda en paralelo ya que trabajan
con una poblacién de individuos (es decir, con un conjunto de soluciones) que
se conocen como cuerdas o cromosomas. Cada cromosoma tiene asociado una
aptitud que estd determinada por el valor de la funcién objetivo de la solucién
correspondiente.

Otra caracteristica de los AGs es que los cromosomas constituyen una co-
dificacién de las soluciones del problema bajo consideracién. En forma natu-
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Figura 1.1: Codificacion indirecta.

ral, la funcién de aptitud se aplica directamente sobre los individuos fisicos
{fenotipos). Sin embargo, al elaborar un modelo se trabaja con las carac-
teristicas de los individuos las cuales se codifican en una cadena de caracteres
(genotipo). Por ejemplo, un fenotipo puede ser el sexo de un individuo, mientras
su genotipo es la parte correspondiente al par 23 de su comosoma (zz para la
mujer y zy para €] hombre). La codificacién se puede hacer de distintas formas.
En el método de codificacién indirecta, las variables del problema se represen-
tan en los genes del cromosoma mediante un intérprete que traduce los valores
de un cromosoma en valores de la variable del problema. Entonces, la relacidén
entre la codificacién y la funcién de aptitud se puede observar en la figura 1.1.
Los genotipos (elementos de G) son asociados con los fenotipos (elementos de
() mediante la codificacién ®. Estos fenotipos son evaluados por ia funcién de
aptitud F para obtener un valor real positivo. La codificaciéon binaria y la de
Gray son ejemplos de codificaciones indirectas. En la codificacién de Gray, los
reales z (fenotipos) que difieren en una unidad, se codifican de tal manera que
solo difieren en el valor de uno de sus bits. En la siguiente tabla se ejemplifiacan
las 2 codificaciones. '

z | codificacion binaria | codificacién de Gray
0 000 000
1 001 001
2 010 011
3 100 110

Los AGs son métodos de busqueda global ya que usan reglas de transicién’
probabilisticas para guiar la bisqueda hacia regiones donde la aptitud de las
soluciones sea mejor. En la siguiente seccién se estudia ¢cdmo es posible escapar,
de regiones donde se tengan éptimos locales con los operadores genéticos. Por
otro lado, los métodos clisicos de optimizacion basan su estrategia en ciertas’
caracteristicas de los problemas y su aplicabilidad se restringe a problemas que,
cumplen estas caracteristicas. Por ejemplo, las técnicas de gradiente necesitan:
la derivada para moverse en la direccién de médximo descenso. Por el contra.rio,‘l‘
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los AGs no requieren de esta informacidén auxiliar, \inicamente trabajan con la
funcién objetivo. Por lo tanto, los AGs se pueden aplicar a una gran variedad
de problemas por lo que se dice que son robustos.

1.3 Operadores Genéticos.

Los AG's ejecutan una bisqueda sobre una poblacién constante n de individuos,
donde los individuos mas aptos se reproducen més, fomentando la formacion
de nueva informacion y el intercambio de informacién en la poblacién a través
de los operadores genéticos. Un AG sencillo estd compuesto por 3 operadores
genéticos:

1. Reproduccién.
2. Entrecruzamiento.
3. Mutacién.

REPrRODUCCION. La reproduccién introduce un sesgo en la poblacién al au-
mentar el ndmero de individuos més aptos en la poblacién. La reproduccién se
puede implementar de diversas maneras, una de ellas es la seleccién propor-
cional o ruleta. En este método, cada individuo de la poblacién ocupa un drea
en la ruleta proporcional a su aptitud. Supéngase que se tiene una poblacién de
4 individuos cuya aptitud se muestra en la siguiente tabla:

No. cuerda aptitud proporcién (% )
1. 01101 169 14.4

2. 11000 576 49.2

3. 019000 64 5.5

4, 10011 361 30.9

Total 1170 100

El area que ocupa cada una de estas cuerdas en la ruleta se muestra en la figura
1.2. Para reproducir la poblacién, se gira la ruleta 4 veces que es el niimero de
individuos que forman la poblacién. Por ejemplo, 1a cuerda 1 tiene una aptitud de
169 que representa el 14.4% de la aptitud total. Por lo tanto, esta cuerda ocupa
el 14.4% del area total de la ruleta. Al girar la ruleta, hay una probabilidad
de 0.144 de seleccionar al individuo 1. Entonces, entre mayor sea la aptitud de
un individuo, se obtienen mis copias de éste en la siguiente generacién y por
consiguiente existe una mayor presién selectiva.

Otra manera de implementar el operador de seleccién es con torneo de
tamano m. En este caso, se seleccionan m individuos al azar y se elige al mas
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Figura 1.2: Area que ocupa cada individuo de la poblacién en la ruleta.

I
apto. Este proceso se repite hasta tener una nueva poblacién de n individuos.
En este método, la presion selectiva estd dada por el tamafio del torneo ya que
entre mayor sea éste, mas veces se selecciona al mejor individuo de la poblacidn.

ENTRECRUZAMIENTO. El entrecruzamiento entre 2 padres se realiza con una.
probabilidad p. y consiste en lo siguiente. Se elige un punto k& de entrecruza-
miento aleatoriamente, con 1 < k< N — 1 donde N es el tamano de la cuerda.
Los hijos estdn formados por la parte izquierda del punto k¥ de un padre y por, la
parte derecha del punto k del otro padre. Por ejemplo, supéngase que se tienen
los padres pl y p2 con el punto de entrecruzamiento & = 3, los hijos k1 y 'h2
resultantes son: “

pl 101 | 0010 hl 1011001 |
p2 011 ] 1001 h2 0110010 1‘

El operador de entrecruzamiento tiene como funcién dar diversidad a la p;o-
blacién. Si Unicamente se usa seleccién y el mejor cromosoma no esti en l‘ila
poblacién, el AG no puede encontrar el dptimo. Obsérvese que en una codifica-
cién binaria, el operador de entrecruzamiento conserva el nimero total de unos
y ceros que hay en la poblacion. i

MUTACION. La mutacién es una alteracién aleatoria de un alelo. Si se tiene
una, codificacién binaria, el alelo 1 muta con una cierta probabilidad p a 0 y vice-
versa. La funcién de este operador también es dar diversidad a la poblacién. Pero
a diferencia de entrecruzamiento, las mutaciones dan seguridad en la bdsqueda
de soluciones aptas ya que éstas pueden obtener alelos que no se encuentran én
la. poblacidn o que se han perdido al aplicar alglin operador genético. ‘

Entonces, el programa de evolucién de un AG es el siguiente: !
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inicio
t+«0
inicializar la poblacién al tiempo t, P(t)
evaluar P(t)
mientras no se cumpla la condicién de terminacion, hacer
te—t+1
seleccionar P(t) de P(t - 1)
entrecruzar P(t)
mutar P(t).
evaluar P(t)
fin
fin.
Se pueden modificar algunos procedimientos en el AG para hacer la bisqueda
més eficiente. Por ejemplo, en la técnica elitista la cuerda de mayor aptitud de la
poblacién, en cada iteracién, pasa a la siguiente generacién con probabilidad 1.
De esta manera, no es posible perder esta cuerda con los operadores genéticos.

1.4 Teoria Estandar de AGs.

Una de las ventajas que tienen los AGs es que se pueden usar para resolver
problemas muy diversos. Sin embargo, hay que determinar el valor de varios
parametros del AG (como la codificacion, la tasa de mutacion y entrecruza-
miento, etc) antes de resolver el problema. Ademds, la eficiencia del AG en la
bisqueda del 6ptimo depende del valor de estos pardmetros y para asignarlos
adecuadamente primero se debe entender cé6mo funciona un AG. Claramente, los
AGs no obtienen la solucién o6ptima de un problema de optimizacién complejo
al realizar una busqueda aleatoria sobre un espacio de soluciones. Por otro lado,
tampoco se realiza una bilsqueda exhaustiva al evaluar todas las combinaciones
diferentes de variables o bits individuales. La bisqueda se realiza sobre un es-
pacio restringido que esta formado por combinaciones de bits. Es decir, los AG's
realizan la basqueda sobre los grados de libertad efectivos (combinaciones de
bits) los cuales estan formados por grados de libertad “microscépicos” (bits).
Las caracteristicas de los grados de libertad efectivos dependen del paisaje
de aptitud. Sin embargo, pueden tener propiedades genéricas independientes del
paisaje de aptitud. La Hipétesis de Bloques Constructores [2], que forma
parte de la teoria estdandar de AGs, describe estas propiedades. Para formular
esta hipdtesis, es necesario introducir el concepto de esquema. Un esquema
consiste en cuerdas parcialmente definidas. En problemas donde se usa un alfa-
beto binario para codificar las variables, los esquemas estdn definidos sobre un
alfabeto ternario {0, 1, *} donde el simbolo * indica que no importa el valor que
tome el bit en la posicidén correspondiente. Por lo tanto, el esquema 01 estd aso-
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ciado con las cuerdas 001 y 101. Una cuerda es un ejemplo de oN esquemas. Por
consiguiente, un AG procesa un gran niimero de soluciones simultineamente; A
este fendmeno se le conoce como paralelismo implicito. Obsérvese que algunos
esquemas son mas especificos que otros. Por ejemplo, el esquema 011 1 %+ cbn—
tiene m4s informacién que el esquema 0 % * % + * . El niimero de bits definidos
en el esquema es el orden N, del esquema. En el ejemplo anterior, el primer
esquema tiene orden 4 y el Gltimo tiene orden 1. La longitud ! de un esquema
se define como la distancia entre el primer y tultimo bit definido en la cuerda.
Por ejemplo, el esquema 011 * 1 % = tiene longitud { = 5 ya que el primer_bit
definido se encuentra en la posicién 1 y el dltimo en la posicién 5. La aptitud
de un esquema se define como el promedio de las aptitudes de todas las cuerHas
asociadas con el esquema bajo consideracién. :
En un problema que se codifica con un alfabeto binario, hay a lo mas n2N
esquemas en una poblacién de tamano n. Sin embargo, no todos los esquemas
son procesados por el AG. Para saber qué esquemas se utilizan hay que consi-
derar el efecto que tienen los operadores genéticos sobre los esquemas en cada
generacion. El efecto de reproduccién es claro ya que las cuerdas con mayor
aptitud tienen mayores probabilidades de ser seleccionadas. Entonces, en c;é,da
generacion, aumentan los esquemas asociados con estas cuerdas, es decir, los
esquemas con aptitud alta. |
Por otro lado, entrecruzamiento no tiene ningin efecto si no se rompe el
esquema durante el proceso. Considérense los esquemas 1 * x % 0 ¥y % % 11%, Es
mas factible que se destruya el primer esquema que el segundo. Este dltimo sélo
se puede romper en la posicién k = 3. Por lo tanto, los esquemas de longitud
grande se destruyen mas ficilmente con el operador de entrecruzamiento. :i
El operador de mutacién normalmente no modifica los esquemas porque se
aplica con una probabilidad p muy baja. Ademas, las mutaciones modifican’ los
valores de cada bit y no la cuerda completa como en el caso de entrecruzamiento.
Entonces, la Hipétesis de Bloques Constructores establece que los esquemas
de longitud pequeiia, de orden bajo y aptitud alta se recombinan para formar
cuerdas con aptitud mayor. A estos esquemas se les conocen como bloques cons-
tructores ya que un AG construye la solucién dptima poco a poco al combinar
estos esquemas. Estos resultados se formalizan en el teorema de esquemas o
teorema fundamental de AGs que proporciona una cota inferior de la pro-
babilidad de obtener un esquema £ de tamano N y longitud [ en la generatién
t+1:

P(&,t+1) > P'(§,t) [1 —Pc (Tif_lil)]

donde P’(£,t) es la probabilidad de seleccionar el esquema £ y p. es la proba—
bilidad de entrecruzamiento [2]. En el capitulo 4 se deriva una ecuacién exacta.
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para P(€,t+ 1) y se muestra que los esquemas de longitud grande tienen prefe-
rencia sobre los de longitud pequena en paisajes de aptitud neutrales. Es decir,
se mostrara que la Hipétesis de Bloques Constructores no es completamente
correcta.

Una vez que se determinen las caracteristicas de los grados de libertad efec-
tivos de un AG, se estudiara el comportamiento de éstos cuando se modifican los
parametros del algoritmo. Es decir, a través de las transiciones de fase (que se
definen en el siguiente capitulo) se comprenderd mejor el papel de los operadores
genéticos, como seleccién y mutacién, en la bisqueda de soluciones aptas.
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CapiTULO 2

Transiciones de Fase.

En este capitulo, se introduce el concepto de transicién de fase el cual es muy
conocido en la fisica. Las transiciones de fase proporcionan un marco formal a
partir del cual se pueden entender los efectos que tienen los operadores genéticos
en el AG. Para ello, se desarrolla un modelo matematico que proporciona la
distribucién de probabilidad para cuerdas como funcién del tiempo en el limite
de una poblacién infinita. Con el fin de ejemplificar el concepto de transicién de
fase en AGs se estudia el modelo de Eigen y Schuster que es un caso particular
del modelo anterior. Este modelo se estudia desde el punto de vista de la fisica
la cual proporciona un marco mas formal. Ademds, de esta manera se puede
aprovechar la herramienta de la fisica para comprender mejor las transiciones de
fase en los AGs.

2.1 Transiciones de Fase en la Fisica.

Las transiciones de fase se pueden definir como el cambio en el comportamiento
cualitativo de los grados de libertad efectivos de un sistema que se dan cuando se
modifican los pardmetros del sistema. Es decir, los sistemas pueden presentar un
comportamiento ordenado o uno desordenado dependiendo de los parimetros.
Por ejemplo, a medida que se varia la temperatura (T') y la presién (P), el agua
puede existir como sélido, liquido o gas. En este caso, la fase sélida presenta mas
orden que la fase liquida y ésta a su vez presenta mds orden que la gaseosa. Esto
se muestra en la figura 2.1 la cual se conoce como diagrama de fase. Obsérvese
que fronteras de fase bien definidas separan las regiones en que se encuentran
los diferentes estados. Por ejemplo, si se cruza la curva de vapor de presién hay
un brinco en la densidad del fluido de tal manera que se produce un cambio
repentino del estado gaseoso al liquido. Cuando se da este comportamiento se
dice que la transicién de fase es de primer orden. Mas adelante se verd que
las transiciones de fase del segundo orden son aquéllas en las que la transicién
de una fase a otra se da de manera gradual. Sobre la curva de vapor de presion
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curva de fusion

LIQUIDO
i)

curva de vapor '
de presién

GAS
curva de sublimaciéon

SOLIDO

1

T, T

Figura 2.1: Diagrama de Fase de un Fluido.

coexisten el gas y el liquido. Sin embargo, més alld del punto critico C se tiene
un comportamiento diferente ya que es posible pasar continuamente de liquido
a gas. '

Para medir qué tan ordenados estin los estados de un sistema se utiliza
el parametro de orden que se define de manera diferente dependiendo del
sistema. Por e¢jemplo, considérese la curva de vapor de presiéon donde coexisten
el gas y el liquido. A medida que se incrementa la temperatura a lo largo de esta
curva, la diferencia entre las densidades del liquido y del gas (pi(T) — p3(T))
decrece como se ve en la figura 2.2. El parimetro de orden para este ejemplo se
define como la diferencia de densidades. Cuando el parimetro de orden alcanza
su maximo valor se tiene un sistema en el cual los estados estdn totalmente
ordenados. Es decir, el sistema estd compuesto inicamente por liquido o port gas.
Pero a medida que la temperatura aumenta, el parametro de orden disminuye
hasta llegar a cero en T,. En este punto, el sistema esta desordenado, es decir,
se puede encontrar tanto liquido como gas. Por lo tanto, la temperatura critica
T, divide el comportamiento ordenado de| desordenado en un sistema.

Otro fenémeno fisico donde se da una transicion de fase de primer orden es

en ¢l ferromagnetismo que consiste en lo siguiente. En algunos metales 'como
el fierro, es posible polarizar los spins de los dtomos (0 momentos magnéticos
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parametro de orden

pe(T)

7. T

Figura 2.2: Parimetro de Orden de un Fluido.

atémicos) en la misma direccién al generar un campo magnético H. Si H > 0
(H < 0), los spins se orientan hacia arriba (abajo). Sin embargo, si H = 0 los
spins se orientan espontineamente en la misma direccién cuando la temperatura
estd por debajo de una temperatura critica T, (ver figura 2.3). Por arriba de esta
temperatura, los spins se orientan aleatoriamente. Entonces, el punto critico
separa los 2 comportamientos: €l primero donde los estados estdn ordenados {los
spins se orientan principalmente en una direccién) y el segundo donde los estados
estan desordenados (los spins se orientan en ambas direcciones). El parimetro
de orden, que en este caso es la magnetizacion M, indica qué tan ordenados
estan los spins a medida que se incrementa la temperatura (ver figura 2.4).

Para calcular e] punto critico T, es necesario definir el sistema. Por ejemplo,
cualitativamente el diagrama de fase para los fluidos es igual, pero la temperatura
critica T, varfa dependiendo del fluido. Sin embargo, se puede definir una nueva
variable que explique el comportamiento critico de un conjunto de sistemas que
pertenecen a una clase universal. En el ejemplo anterior, los fluidos son la
clase de interés y el oxigeno, el nitrégeno, etc. son sistemas que pertenecen a
la clase de los fluidos. Si se define ¢t = (T — T,)/T,, entonces el parametro de
orden para los fluidos es aproximadamente (—t)?, es decir (p; — pg) ~ (—t)°.
La grifica de Guggenheim (figura 2.5) presenta las curvas de coexistencia de
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Figura 2.3: Diagrama de Fase del Ferromagnetismo.

parametro

de orden

Figura 2.4: Parametro de Orden del Ferromagnetismo.




2.1 Transiciones de Fase en la Fisica.

15

8 fluidos diferentes pero con T/T. y p/p. {4].- Obsérvese que todos los datos
estdn sobre la misma curva {en especial cerca del punto critico) a pesar de que
se tienen fluidos muy diferentes. Por lo tanto, todos estos fluidos se pueden
describir con el mismo parametro que en este caso es 8 = 1/3. Esto es de gran
utilidad ya que permite hacer una clasificacién de los sistemas dependiendo de
su comportamiento.

Cuando se hace una simplificacién del modelo de un sistema, los cdlculos se
facilitan. Por otro lado, se tiene una descripcién general del sistema en términos
de los grados de libertad efectivos en lugar de una descripcidon “microscépica”
que en ocasiones no es adecuada. En el caso de los AGs, es mas util describir
el sistema en términos de esquemas asociados con la cuerda dptima en lugar
de usar las cuerdas como tales ya que es posible que algunos bits de la cuerda
no modifiquen significativamente su aptitud. Un modelo se puede simplificar de
varias maneras. Por ejemplo, las variables irrelevantes del sistema se pueden
despreciar. También se puede trabajar bajo el supuesto de que estas variables
tienen el mismo comportamiento. Obsérvese que al simplificar un modelo se
pierde informacién del sistema que se puede obtener directamente de las nuevas
variables “macroscépicas”. En ocasiones es posible recuperar esta informacién
al hacer un mapeo de las variables “microscépicas” a las nuevas variables. Por
ejemplo, en el caso de los AGs, si se consideran todos los esquemas se obtienen
las cuerdas que representan las variables originales del sistema.

La mecdnica estadistica establece un marco formal para el estudio de las
transiciones de fase {4]. Las propiedades termodindmicas de un sistema estan
determinadas por la funcién de particién:

Z(Ty=Y e (2.1)

Esta ecuacién establece la probabilidad de obtener una configuracién determi-
nada de un sistema donde la suma es sobre todos los estados del sistema r con
energia B, y B = faf con k la constante de Boltzmann.

Para ejemplificar estos conceptos se modela el fenémeno del ferromagnetismo
con el modelo de Ising. Este modelo consiste de una malla donde cada punto
¢ representa una variable S; conocida como spin que puede tomar 2 valores
diferentes: S; = *1. Los spins interactian de acuerdo con la siguiente funcién
que se conoce como Hamiltoniano:

N-1 N-=1
H=-JY SiSiy1-HD S; donde Sy =S5,

i=0 1=0

El primer término es responsable de que existan interacciones entre los spins.
Si J es positivo entonces favorece que los spins estén alineados en la misma
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direccién. De lo contrario, hay una tendencia de los spins S; y Si41 para orien-
tarse en direccion opuesta. Obsérvese que la suma es sobre todos los vecinos
mas cercanos. En el segundo término de la ecuacién no hay interacciones entre
las variables. La tnica influencia que hay para ordenar los spins es el campo
magnético H. Entonces, la ecuacién 2.1 para este caso es:

= z eBI(5051+51 Sat+Sn 1 S0)+BH(So+ 51 4+ SN -1) (2.2)
{s}
donde {s} representa la suma sobre todos los posibles estados del sistemé',, es

decir, sobre S; = +1 para todos los spins S;. A continuacidn, se simplifica esta
ecuacidn como un producto de matrices. De 2.2 se tiene que i

7 = Zeﬁjsosl+ﬁH(So+Sl)/2eﬁJ5152+ﬁH(sl+Se)/2...eﬁJSN_1$o+ﬁH(SN_1+J!$o)/2
{s}
= ETO,ITI,T“TN—I,O
{s}
donde

Tiiy1 = ePISiSie1 +BH (Si+S5i41)/2

son los elementos de la siguiente matriz T

SUH)  —BJ
T =
( e"‘ﬁJ eﬁ(J_H) )

El primero y el segundo renglén corresponden a $; = 1y S; = —1 respectiva-
mente. Andlogamente, la primera y la segunda columna corresponden a 5, =1
y S;3+1 = —1 respectivamente. Por ejemplo, si se tienen N = 2 variables de Ising
entonces
Z = Z ePIS0S1+BH (So+51)/2,BIS) So+BH(S14+50)/2 1
So=i1
Si=+1
=7 = Z T0,1T1,g
Sp==%1
Slzil \

=7 = PUH)BU+H) | (=B =BT 4 =BT =B 4 S(J-H) B(J-H)
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Obsérvese que esta expresion es la traza de T? que se denota como

Zy= Y (T o0

Se=+1

Si se desea agregar una tercera variable de Ising S;, entonces Z se obtiene con
la traza de T°:

23 = Z (Ta)o.o

Se==+1

De esta manera, la matriz T construye la malla de spins paso a paso por lo que
se le conoce como matriz de transferencia. En general,

Iy = Z (TN)O,O

So==%1

que se puede expresar también con los eigenvalores A; de T como

ZN=Z)\5V

1.00F

095

0.901 js‘ *
f >

0.85-
n
-
nT, 0.80F *
+ Ne &N,
0.75¢ . A v 0,
" X o CO
0.70-; ¥ Xe oCH,
065
0.60
0.55 " i L L . i : ) 1 R N i .
60 02 04 06 0B 10 12 14 16 1.8 20 22 24 26

o,
Figura 2.5: Gréifica de Guggenheim.
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2.2 Modelo Matematico de un AG. |i

En esta seccién, se desarrolla una ecuacién de evolucién para el valor esperado
de n(c;,t). el niimero de cuerdas ¢; en el tiempo ¢, en un AG con operador&“s de
seleccidn. mutacién y entrecruzamiento. En el limite de una poblacién infinita,
esta ecuacién proporciona la distribucién de probabilidad para cuerdas como
funcién del tiempo. Se empezara por desarrollar la ecuacién de evoluciéon para
modelos sencillos donde las cuerdas tienen tamafio N = 1 y 2. Después, se
generaliza esta ecuacidn para cuerdas de cualquier tamano V. Ademads, se analiza
el papel que tienen los operadores de seleccidn y mutacién en el AG. También se
estudia el proceso que sigue un AG para encontrar una solucién apta con estos
2 operadores y la importancia de las transiciones de fase en este proceso. |

2.2.1 Ecuaciones de Evolucion para Modelos Sencillos.

Primero, se desarrollara la ecuacién de evolucién para el caso mas sencillo donde
las cuerdas tienen tamafio N = 1 y pueden tomar 2 valores diferentes. Es decir,
s6lo hay 2 estados: 1 y 0. En el lenguaje de la genética, esto es equivalente a
un modelo donde los cromosomas estan formados por un soélo gen y éste tiene 2
alelc - .liferentes. ,

~ .péngase que el operador de seleccion se implementa con ruleta. Sean fo
v f1 las aptitudes de las cuerdas ¢y y ¢ respectivamente donde Cq (¢;) es la
cuerda cuyo Unico bit vale 0 {1). Para una poblacién suficientemente grande,
Plci.t) = 1@‘—1 (i = 0,1) es la probabilidad de seleccionar la cuerda Ci al
tiempo ¢ donde n{c;.t) es el nimero promedio de cuerdas ¢; que hay en la
poblacion al tiempo ¢ y n es el tamafio de la poblacién. Entonces, el area que
ocupa la cuerda ¢; en la ruleta es f; P{¢C;. t}. Por io tanto, el drea total de ruieta

es Z fiPl{ci, t) = foP(Co.t) + f1 P(Cy. t). Obsérvese que

Zf,-P{Cg.t) = Z fﬁ%clt-)- = f(t) donde f{t) es la aptitud promedio de la

i H
poblacién al tiempo ¢. Entonces, la probabilidad de seleccionar la cuerda. ¢; al
tiempo ¢ + | es:

conit=0.1

Por lo tanto, la probabilidad de seleccionar una cuerda ¢; depende del nimero

de cuerdas ¢; que hay en la poblacién asi como de su aptitud. "
Después de aplicar el operador de seleccién, se aplica el de mutacién. El

nimero esperado de cuerdas 7} en la generacién t + 1 depende de la proporcion
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de cuerdas ¢; seleccionadas en la generacién ¢ que no mutaron y de la proporcién
de cuerdas cg seleccionadas en la generacién ¢ que mutaron a ¢;. Entonces, si p
es la tasa de mutacidn, se tiene que:

P(1,t+1) = P(1,8)(1 - p} + P'(0,t)p

donde
Plc:,t .
P'(c;,t) = S CIIL) R, 0,1.
, Ho)
De forma analoga se obtiene P(0,t + 1).
Dado que las cuerdas de un it no se pueden romper, el operador de entre-
cruzamiento no tiene ningun efecto sobre estas cuerdas.
Ahora, considérese un modelo donde las cuerdas son de tamafo V = 2 y
donde cada bit puede tomar K = 2 valores diferentes. El nimero total de estados
para este modelo es K™V = 22 = 4, a saber 00, 01, 10 y 11.

La probabilidad de seleccionar una cuerda ¢; es independiente del tamafio
de ésta, por lo tanto

P(11,t+1) = P'(11,¢) = SuP(11,t)

)

El procedimiento para obtener el nimero esperado de cuerdas 11 después de
aplicar los operadores de seleccién y mutacién es igual al caso donde N = 1. Sin
embargo, la probabilidad de mutacién p(k) se aplica sobre el bit k (k = 1,2) de
la cuerda. Si se considera una probabilidad de mutacién constante p(k) = p con

k = 1,2 entonces la probabilidad de que la cuerda 11 no tenga mutaciones es
(1 = p)*. Por lo tanto,

P(11,t+1) = P/(11,8)(1-p)* + P'(20,t)p(1 — p) + P'(01,t)p(1 - p)
+P'(00, t)p?

Para calcular el nimero esperado de cuerdas 11 que se obtienen con el ope-
rador de entrecruzamiento, se deben tomar en cuenta los efectos constructivo
y destructivo de este operador. Es decir, la cuerda 11 se puede construir si se
aplica el operador de entrecruzamiento a las cuerdas 10 y 01:

10 — 00
01 11
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"‘I
Por otro lado, la tinica manera de destruir la cuerda 11 es al entrecruzar esta
cuerda con 00:

11—, 10 |
00 01

|
Sea p, la probabilidad de entrecruzamiento. Entonces, la probabilidad de obtener
la cuerda 11 en el tiempo £ 4 1 al aplicar seleccion y después entrecruzamiento
es:

P(11,t+1) = P/(11,¢)— p.P'(11,t)P'(00,¢)

+pP'(10,¢) P'(01,¢) “

Si se considera un AG donde se aplica seleccidn, después entrecruzamiento y
por tltimo mutacién; la ecuacion de evolucién para la cuerda 11 es:

P(iL,¢t+1) = P(11,t)(1-p)* + F(10,£)p(1 ~ p)
+P.(01,1)p(1 — p) + P.(00,t)p"
\L
donde F.(%7,t)} es la probabilidad de obtener la cuerda 77 en el tiempo t al aplicar
seleccién y entrecruzamiento. Obsérvese que para pasar de una generacién t a la

siguiente generacién £+ 1 se deben aplicar los 3 operadores genéticos. 51 ij = 11
se tiene que ]

P.(11,t+1) = P/(11,¢) — p.P'(11,¢)P'(00,¢)
+p.P'(10,8) P'(01, )

2.2.2 E] Efecto de la Seleccidn en un AG.

f
Se sabe que la probabilidad de seleccionar una cuerda ¢; con ruleta al tiempo
t+ 1 en una poblacidn suficientemente grande es:

P(ci,t+1) = P‘(C{, t) = ;fi-};—((—i;,t—) ‘(2.3)

Intuitivamente, se espera que las cuerdas con una aptitud mayor que la del
promedio de la poblacién aumenten en cada generacién. Es decir, se espera que
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si ¢; es tal que f; > f(t) entoces ¢; aumenta en cada generacién. Esto determina
la ventaja selectiva de la cuerda ¢; que se define como:

g
)
Se puede calcular analiticamente la tasa de cambio del nimero esperado de

cuerdas ¢; como funcién del tiempo. Para ello, se obtiene la ecuacién diferencial
de la siguiente manera:

Ofi = 1

dP(Cist) = lim P(c;,t+6t) — P(Ci:t)
dt §t—=0 &t

ya que t no es continuo porque en un AG se consideran generaciones. Entonces,

dp(dc.-,t) = P(ci,t+1)— P(c;,t)
t

[}'ﬁj - 1] P(ci,t)
= P(Ct'lt) = P(C;,O)e.ﬂ;‘sf"dt'

En una poblacion inicial aleatoria,

P(C{,O) = P(Cj,O) Vi '-)’é]
Por lo que el valor de P(c;,t) depende principalmente de §f;. Se tienen 3 casos:

1. Si éf; > 0, el nimero de cuerdas ¢; aumenta en promedio en cada genera-
cién.
2. Si éf; = 0, el nimero de cuerdas ¢; permanece constante en promedio en

cada generacidn.

3. Si éf; < 0, el nimero de cuerdas ¢; disminuye en promedio en cada gene-
racion.

Si las cuerdas con mayor ventaja selectiva tienden a aumentar en cada gene-
racién, entonces se esperaria que la aptitud promedio en la poblacién también
aumente en cada generacién. Es decir,
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7 = I
FE+1) > £(t)
A esta propiedad se le conoce como Teorema Fundamental de Seleccién Natiral

de Fisher y se demuestra de la siguiente manera.
DEMOSTRACION. Se tiene que

it
P(Ci,t+1)=1(f“7+_l.)_

f,—n—(Ci, t)
f(t)

= n(c;,t+1) =

Por otro lado,

> (fi— F@)’ Pleit)

> 2P, t; ~2f(t) 3 fiP(ci,1)
| G0 Pl
- T - 2700+ ()’

= 7()
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o
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Entonces,

X fin(ci, t +1)
n
| nlCit) fi
g ]

= - 2.
- (por 2.5)

Euffolont) _ Tifintout) (m)
Wf) Todm(ond) \n
) . (7)) |
f(t) > f(t) (por 2.6) h
=T+ > F@©) -

fe+1n =

= flt+1) =
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cuerdas con
aptitud baja

Figura 2.6: Area de las cuerdas en la ruleta en una poblacién pequefia.

Se ha mostrado que en una poblacién suficientemente grande, la seleccién
aumenta el niimero de cuerdas mas aptas en cada generaciéon. De esta manera,
la poblacién en el punto estable (es decir, en el limite cuando la poblacién no se
modifica) estard formada Unicamente por la cuerda més apta. Es decir, el efecto
que tiene la seleccién en una poblacién suficientemente grande es el de ordenarla
de tal manera que toda la poblacién estd formada por la misma cuerda. Sin
embargo, este comportamiento no necesariamente se da cuando el tamano de la
poblacién es pequeno. En este caso, se pueden presentar muchas fluctuaciones
en la aptitud promedio de la poblacién debido al efecto de tamaiio finito de la
poblaci6n. Si la poblacién es pequefia (con respecto al nimero total de estados
posibles del sistema), es probable que las cuerdas més aptas aparezcan en pro-
porciones muy bajas en la poblacion. Incluso, si la poblacién inicial se genera
aleatoriamente el 6ptimo puede no encontrarse en la poblacién inicial en especial
si el nimero de estados del sistema es muy grande. Entonces, la probabilidad
de seleccionar las cuerdas aptas de la poblacion disminuye si su concentracién
relativa dentro de la poblacion es muy baja. Esta situacién se ejemplifica en la
figura 2.6 donde las cuerdas menos aptas de la poblacion ocupan un drea mayor
en la ruleta.

A continuacidn, se estudiard como ordena la seleccién a la poblacién en 3
paisajes de aptitud diferentes cuando la poblacién es infinita. El primero, es un
paisaje plano donde todas las cuerdas tienen la misma aptitud (ver figura 2.7).
En este caso, no hay ninguna cuerda que tenga ventaja selectiva sobre las demas
ya que f; = f ¥i. Por lo tanto,

P(Ciat'l' 1) = P(Ci:t)
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aptitud

cuerdas

Figura 2.7: Paisaje de Aptitud Plano.

f 1 j

N -
N-14 =

— b
1

; T ¢
1 N-2N-1N df (i*, 1)

Figura 2.8: Paisaje de aptitud donde se cuenta el nimero de unos.
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4
aptitud
fr .

cuerdas

Figura 2.9: Paisaje de Aptitud Plano con un Pico.

Dado que P(c,t) no se modifica con el tiempo, la seleccién no ordena la pobla-
cién. Entonces, el efecto de la seleccién depende del paisaje de aptitud.

Ahora, considérese un paisaje de aptitud donde la aptitud de cada cuerda
es igual al nimero de unos que tiene ésta. Por ejemplo, la cuerda 00111 tiene
aptitud 3. Dado que f; € {0,1,---, N}, la cuerda (c;+) con mayor aptitud es
aquélla en la que todos sus bits valen 1. Se puede medir qué tan diferente es una
cuerda ¢; respecto a C; si se cuenta el nimero de bits de ¢; que tienen un valor
diferente al de la cuerda ;. A esta medida se le conoce como distancia de
Hamming y se denota por d¥(i, j). Por ejemplo, si ¢; = 10100 y ¢; = 11011
entonces d*(i, j) = 4. Entonces, se puede representar grificamente este paisaje
de aptitud como se muestra en la figura 2.8 donde ¢+ = 11---1. Obsérvese que
las cuerdas se agrupan en el eje z de acuerdo con su distancia de Hamming
a la cuerda éptima. Por ejemplo, hay N cuerdas con d¥(i*,i}) = 1. También
es posible representar este paisaje de aptitud en un hipercubo de dimensién N
como se muestra en la figura 2.12 donde N = 3.

En este paisaje de aptitud, la seleccién ordena la poblacién de tal manera
que en el punto estable esta formada nicamente por la cuerda ¢j» = 11---1ya
que ésta es la que tiene mayor ventaja selectiva.

El tercer ejemplo es un paisaje de aptitud plano con un pico (ver figura 2.9).
Esto significa que todas las cuerdas tienen la misma aptitud f excepto la cuerda
dptima que se conoce como secuencia maestra y tiene una aptitud f* > f.
Supéngase que la secuencia maestra es 0101 - --01. Entonces, en el punto estable
la poblacion estara formada tinicamente por la cuerda 0101 ---01.
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|
2.2.3 El Efecto de Seleccién y Mutacién en un AG. |

Considérense cuerdas de longitud N. Entonces, la ecuacién de evolucién de la
cuerda ¢; bajo los operadores de seleccién y mutacién es la siguiente:
|

P(cit+1)=P(c)P(cit) + > Plejse)P(c),t) 2.7)
Ci#C |

donde P{c;) es la probabilidad de que ¢; no mute y P(c,~¢;) es la probabilidad
de que la cuerda ¢; mute a la cuerda ¢;. Si p(k) es la probabilidad de mutacién
del bit k, entonces |

N
Pla) = [1(1 - p(k))
k=1

Si se supone una tasa de mutacidn constante p(k) = p, se tiene que

Ple) = (1-p)"

Por otro lado, la probabilidad de que la cuerda ¢; mute a la cuerda ¢; es: |

Plo-e)= [ »k) JI -»(k)

ke{C;-C:} ke{C;—Ci}e

donde {c; — c;} es el conjunto de bits de c; diferentes a los de ¢; y {¢; — Ci}g
es el complemento de este conjunto, es decir, los bits que tienen en comin.c; y
¢;. Si p(k) = p es constante, entonces

Plej=a) = p* ) (1 - p) V6D

i
A continuacién, se estudiara el efecto que tienen los operadores de seleccién
y mutacion en un AG. Si la tasa de mutacidén es muy alta entonces existe una
competencia entre seleccién y mutacién donde la seleccién ordena la poblacién y
la mutacién la desordena. La seleccién incrementa el niimero de individuos mds
aptos y la mutacién produce nuevos individuos que generalmente tienen una
aptitud menor. Si un gen mutado tiene un efecto muy desventajoso, entonces la
seleccion actia fuertemente sobre el individuo y como consecuencia su frecuencia
en la poblacién permanece baja. Si el gen es ligeramente desventajoso, el efecto
que tiene la seleccién sobre el individuo es menor y por lo tanto aparece con

mayor frecuencia en la poblacién que una mutacién mas desventajosa.
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Figura 2.10: Distribucién estacionaria para diferentes tasas de mutacién p
con p; =0 < p; < pa < py = 1. En la grifica, se muestra la concentracién
relativa de las cuerdas en el punto estable agrupadas por su distancia de
Hamming respecto al éptimo.

Entonces, en ausencia de mutaciones, la cuerda con la mayor tasa de repro-
duccién aumenta hasta dominar la poblacién de tal manera que todas las cuerdas
que sobreviven son idénticas. Si hay mutaciones, se forman continuamente nue-
vas cuerdas que no tienen aptitud éptima. En este caso, la concentracion relativa
de cada cuerda dentro de la poblacién converge a una distribucién estacionaria
donde las cuerdas diferentes a la cuerda éptima estdn presentes en cantidades
significativas. A esta distribucién estacionaria se le conoce como cuasi-especie.

La distribucién estacionaria depende de la manera en que la aptitud dismi-
nuye con sucesivas mutaciones de la cuerda 6ptima. En general, la distribucién
se extiende a medida que la tasa de mutacién se incrementa (ver figura 2.10}.
Para tasas de mutacion grandes, la seleccién no tiene ningun efecto y la distri-
bucién estacionaria se distribuye a lo largo de todo el espacio de estados. En
algunos casos, hay una transicién bien definida entre una distribucién localizada
y una no localizada a medida que la tasa de mutacién aumenta. Esta transicion
se conoce como umbral de error o punto de transicién de fase.

Para ejemplificar el concepto de transicién de fase, considérese el modelo de
cromosomas constituidos por un sélo gen descrito en la seccidén 2.2.1. Supéngase
que el gen tiene muchos alelos de tal manera que un alelo mutado no puede
mutar para volver a formar al alelo éptimo. El alelo éptimo tiene aptitud f* =1
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y los demas alelos mutados tienen una aptitud de f = 1 — s con s constante. Sea
X (t) la concentracién relativa del alelo éptimo al tiempo t y Y (¢) =1 — X (¢t)
la concentracién relativa combinada de los demds alelos mutados. Entonces‘, la
ecuacion de evolucién para el alelo 6ptimo es: i

___XuHi-p
X@+1)= Xt + (1 —s)Y () ‘ "
Sea ! = limy_, X (). En la distribucién estacionaria se tiene que | = X{t + i) =
X (t), por lo tanto

i(1-p)
I+(1-8){1-1) ”
=] = 1-—-’;—

dado que [ > 0 = p < s. Entonces !

1-E ip<
lim X(t) = s BP3S
t—o0 e sip>s

La grdfica 2.11 muestra la concentracién relativa del alelo dptimo en la distri-
bucién estacionaria para diferentes tasas de mutacion p. Se fijé s en 0.5. En la
grifica se puede observar una transicién de fase entre un régimen ordenado (do-
minado por seleccién) y uno desordenado (dominado por mutacién). El umbral
de error se da en p = 0.5(= s). Para tasas de mutacién mayores que esta tasa
critica, hay una pérdida en la informacién genética obtenida previamente.

La busqueda que realiza un AG se puede ver como un balance entre ex-
ploracién (de nuevas soluciones) y explotacidn (de soluciones aptas encontradas
previamente). Cuando la tasa de mutacién es alta, el proceso de busqueda no
puede explotar las soluciones aptas obtenidas con anterioridad y por lo tanto se
transforma en una busqueda aleatoria. El umbral de error es importante en un
AG ya que determina un balance critico entre exploracién y explotacién. Para
maximizar la exploracién, la tasa de mutacién debe ser lo mas alta posible pero
no debe exceder el umbral de error. Cabe hacer notar que después de varias
generaciones, cuando la aptitud promedio de la poblacién se ha incrementado,
es conveniente usar la técnica elitista. De no hacerlo, es posible que se pierdan
las cuerdas dptimas encontradas previamente. ‘

A continuacion, se describe el papel que tienen las transiciones de fase en
la bisqueda del dptimo. Se mostrari que la optimizacién evolutiva puede ser
guiada a los picos (o puntos de mayor aptitud) del paisaje de aptitud a través de
mutaciones sesgadas cuando la poblacién es suficientemente grande. Las muta-
ciones son aleatorias, sin embargo, hay un sesgo en la distribucién de mutaciones
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Figura 2.11: Transicién de Fase para el Modelo de un Gen.

producido por la aptitud de éstas, de tal manera que las mutaciones ventajosas
aparecen en proporciones mayores que las desventajosas.

Generalmente, la tasa de mutacién es pequefia. Como consecuencia, el sis-
tema se ordena relativamente rapido alrededor de un 6ptimo local. Es decir,
se genera una distribucion cuasi-especie. Por el contrario, la generacién de una
nueva mutacién con ventaja selectiva es un proceso lento. Estas mutaciones se
originan a partir de mutaciones en la periferia de la distribucién cuasi-especie.
Es decir, a una distancia de Hamming relativamente grande con respecto a la
cuerda ventajosa.

La concentracion relativa de una determinada mutacién depende de la apti-
tud del dptimo local asi como de la aptitud de las demas mutaciones en la distri-
bucidén cuasi-especie. Si hay 2 mutaciones con la misma distancia de Hamming
respecto al optimo local, la mutacidn de mayor aptitud tendrd una concentra-
¢ién relativa en la poblacién mas alta que la de menor aptitud. Entonces, es mas
probable que el AG eliga las rutas de optimizacién cuyas cuerdas son mis aptas.
Para ilustrar este proceso, se ordenan las mutaciones de acuerdo a la distancia
de Hamming que hay entre éstas en un espacio N-dimensional como se muestra
en la figura 2.12. En los caminos evolutivos, se puede brincar de una cuerda a
otra sélo si la distancia de Hamming entre estas 2 cuerdas es 1. La aptitud de
cada cuerda se representa con f; donde f; < f; Vi < j. La cuerda 6ptima es 011.
Para ir de la cuerda 101 a la éptima hay varios caminos evolutivos. Sin embargo,
es mas factible elegir el camino 101 - 001 - 011 ya que en cada paso la aptitud de
la cuerda aumenta. Entonces, el proceso evolutivo no es una biisqueda aleatoria
de las mutaciones ventajosas. Si fuera asi, habria una probabilidad muy baja
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Figura 2.12: Representacion de los estados de un sistema respecto a sus muta-
ciones. '

de encontrar el 6ptimo globa.l cuando el niimero de estados del sistema es muy
grande. Como consecuencia, en el proceso evolutivo no importa umca.mente el
6ptimo local sino toda la distribucién cuasi-especie.

La optimizacién evolutiva se puede ver como una serie de estabilizaciones y
desestabilizaciones de la distribucién cuasi-especie (es decir, como una serie de
transiciones de fase) que, en un ambiente constante, se asocian con un incre-
mento en la aptitud. El proceso es guiado por una distribucién de muta;clones en
cada cuasi-especie. Las mutaciones en la periferia de la distribucion cu351-espec1e
tienen una aptitud menor que el éptimo local correspondiente. Sin embargo, las
mutaciones menos desventajosas generalmente se encuentran en un area de ap-
titud alta. Por lo tanto, evitan el drea con aptitud baja y asi la optimizacién
procede a lo largo de un mimero de caminos limitados. El umbral de error es
de gran importancia ya que el progreso evolutivo es mayor cerca de éste. Sl se
sobrepasa ocasionalmente este limite, se puede escapar de determinadas distri-
buciones y encontrar picos mas altos en el paisaje de aptitud. Esto es similar al
proceso que se sigue en el recocido simulado para realizar una bisqueda global.

El fenémeno de transicién de fase no se da siempre. A continuacién se'ana-
lizan varios paisajes de aptitud estiticos. Por ejemplo, en el paisaje de aptltud
plano no hay transicién de fase porque todas las cuerdas tienen la misma a.ptl—
tud. En el modelo donde la aptitud de una cuerda es igual al nimero de junos
de ésta, tampoco hay transicién de fase por la siguiente razoén. Si se modifica
el valor de un bit de una cuerda, no se produce un cambio muy grande en la
aptitud de ésta. Por lo tanto, el efecto que domina en este caso es el de seleccién
dado que las mutaciones no son muy destructivas. "

En el modelo anterior, cada bit tiene una contribucién en la aptitud de la
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cuerda que es independiente de los otros bits. Es decir, si un bit tiene un valor de
uno entonces contribuye en una unidad y si tiene un valor de cero, no contribuye
en la aptitud de la cuerda. Pero esta contribucién es independiente del valor que
tengan los otros bits. Sin embargo, esta es una idealizacién. En general, si se
tiene una cuerda con N bits, la contribucién en la aptitud de un bit depende de
los valores de algunos de los N —1 bits restantes. A esta dependencia se le conoce
como interacciones epistaticas. En el paisaje de aptitud plano con un pico, la
contribucién del valor de un bit en la aptitud de la cuerda depende de los valores
de los N — 1 bits restantes. En este caso, la secuencia maestra es 11---1y por lo
tanto todos los bits deben valer 1 para tener la cuerda dptima de aptitud f=. De
otra manera, la aptitud de la cuerda es f < f*. Es decir, no hay diferencia entre
la cuerda 011---1 y la cuerda 00 - - -0 para construir la secuencia maestra. Como
consecuencia, un cambio en el valor de un bit de la secuencia maestra produce
un cambio muy grande en la aptitud de la cuerda de tal manera que se pasa de
una cuerda de aptitud mixima a una cuerda de aptitud minima. Entonces, el
efecto destructivo de la mutacién se amplifica. Si la tasa de mutacion es alta, Ia
seleccién no tiene ningun efecto. Por lo tanto, en este paisaje de aptitud si se
tiene una transicién de fase.

2.2.4 Ecuacion de Evolucién con Todos los Operadores Genéti-
cos.

En esta seccion se incorpora el operador de entrecruzamineto a la ecuacién de
evolucién para cuerdas de tamaiio N. Los efectos de este operador se estudiaran
con mas detalle en el capitulo 4.

La ecuacidn de evolucién considerando Unicamente los efectos de reproduc-
cidn y entrecruzamiento es:

P(C,‘,t—}-l) = (C,‘,t)
- = 3 6 (9P 0P e300
C;#C; k=1
N-1
+ cc, k)P'(c;, t)P'(c1,t) (2.8)
c ;#£C: C1#£C; k=1

El segundo término de esta ecuacién representa el término destructivo del
operador de entrecruzamiento y el tercer término representa el término construc-
tivo. La cuerda ¢; se destruye con el operador de entrecruzamiento si se cruza
con una cuerda ¢; tal que
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I
i @5)>0 vy df(i5)>0 " ;

donde df (4, ) (d¥ (4, 7)) es la distancia de Hamming entre las cuerdas ¢; y c; to-

mando en cuenta sélo la parte izquierda (derecha) del punto de entrecruzamiento
|

cEL, (k) = 8(d (i, 3))0(d8 (i, 7)) |

k. Entonces, Cg.z,j(k) se define como:

donde

) f
B(x) { siz >0 |
0 siz=0

Obsérvese que si ¢; se destruye, Céll.)cj(k) = 1. Para construir la cuerda ¢, a
partir de las cuerdas ¢; y ¢ se debe cumplir la siguiente condicién:

(d¥G,5y=0 y dEGD=0) ¢ (dfE)=0 y dH(ED=0)
(2)

Entonces, el término constructivo C¢ ¢, (k) se define como :

N.'ID—‘

Ck, (k) = 5[6(a8 (i, )0(aH (i, ) + 5(eH G, saf )|

donde

5(z) = {I 5}3:—-0
0 siz#0 ‘
Por lo tanto, si ¢; se puede construir a partir de ¢; y ¢; entonces Cg )c (k) #0.
De la ecuacién 2.8 se observa que el operador de entrecruzamiento se aplica
con una probabilidad p. y la probabilidad de elegir un determinado punto k
(1 € k < N —1) de entrecruzamiento es .
Entonces, la probabilidad de obtener una cuerda c; en la generacién ¢t 41 en

un AG donde después de seleccionar la poblacién se aplica entrecruzamiento y

por dltimo mutacién es:
‘i

Poi,t+1) = P(c)Pe(cnt) + Y Ple»ci}Pe(Cst) . (2.9)
C;#C; .
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donde
Pc;t) = P’(c,-,t)

- _1 3 Zc({)J P(c;,)P'(c;,t)

C,#C: k=1
+ Z Z ZC?)C; P'(c.?‘l )Pl(c[: t)
1, i#C: CiEC: k=1

2.3 El Modelo de Eigen y Schuster.

En esta seccidn, se estudiard el modelo de Eigen y Schuster para la evolucién de
moléculas que se autoreplican [13]. En este modelo, las moléculas se representan
con cuerdas (s1,s2,---,Sn) de longitud N fija. Las variables s; representan
los diferentes mondmeros que forman las moléculas. Si las moléculas son de
ADN entonces s; representa las 4 bases (guanina, adenina, citocina y timina)
que forman el ADN. Sin embargo, sélo se consideran variables binarias (£1)
que representan las purinas (guanina y adenina} y las pirimidinas (citocina y
timina). Se denota por Si, con k = 1,2,---,2" a las diferentes cuerdas y por
X a la concentracidn de la molécula Sj en la poblacién. Ademds, se considera
una poblacién grande de moléculas. Este modelo se puede aplicar a sistemas mas
complejos como los virus donde los individuos se auto-reproducen. Sin embargo,
este modelo no considera entrecruzamiento.

La evolucién en el tiempo de la concentracion relativa de estas moléculas es:

dX
dtk Z Wi X; + [Wie — D] X = Z Wk;

i#k

donde Wy; son los elementos de la matriz de reproduccién W que indican la
probabilidad de obtener la molécula S; como resultado de la reproduccién de S;.
Esta matriz es diagonal si cada molécula produce una o varias copias perfectas
de si misma. Sin embargo, el modelo introduce la posibilidad de mutacién en
el proceso de reproduccién. Por lo que los elementos de W que no estdn en
la diagonal tienen valores positivos pequefios. Por otro lado, Dy representa la
probabilidad de muerte de cada molécula.

Leuthdusser [6] realizé un mapeo de la evolucién de las moléculas en un sis-
tema termodinidmico en equilibrio. La termodinamica estudia las propiedades de
la materia cuando son afectadas por un cambio de temperatura entre otros fac-
tores. Para realizar este mapeo, se hace discreto el tiempo, es decir se consideran

generaciones, por lo que en lugar de tener X(t) se tiene Xji(i) con i = 0,1, ...
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Figura 2.13: Malla donde se representa la evolucién de las moléculas. .

Esto representa la concentracién relativa de la molécula S; en la generacién :
al empezar con una poblacién X (0). La matriz Wy; representa la proba,bilidad
para cada molécula S; de producir la molécula Si en la siguiente generacion.
Entonces, la pobla.cmn después de n generaciones esta dada por i

X (n) = W"X(0) (2.10)

donde X (%) = (X1(7), X2(%),..., Xyn(1)). La matriz W se puede ver como una
matriz de transferencia que proporciona la probabilidad de obtener X (i + 1) en
términos de su vecino mds cercano en tiempo X () ya que X (i+1) = WX (7). El
eigenvalor mds grande de W proporciona la tasa de crecimiento de la molécula
mas numerosa en el estado estacionario, es decir, cuando la poblacén de m?lécu-
las casi no se modifica. El eigenvector correspondiente indica la composicién de
la poblacién en términos de la concentracién relativa de cada molécula {6).

La distribucién de las moléculas en la n-ésima generacién depende de to-
das las posibles trayectorias entre el estado inicial X (0) y el estado final X (n).
La ecuacién 2.10 considera implicitamente todos los caminos evolutivos.iCada
camino evolutivo se puede describir en una malla de 2 dimensiones como se
muestra en la figura 2.13. Cada punto en la red 5 (1) representa la concentra-
cién relativa de un cierto valor en la j-ésima posicién de todas las moléculas de
la poblacién en la generacién . Por ejemplo para N = 4, si se tiene la poblacién
(4,1,-1,1), (1,1,1,1), (-1,1,-1,1) y (1,1,-1,—1) en la i-ésima generacién,
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entonces la concentracién relativa de 1’s que hay en la posicién 3 en toda la
poblacién es S3(i) = —3. Las propiedades importantes del sistema se obtienen
de la distribucién de la dltima columna (i = n) o superficie.

En este caso, la funcién de particién estd dada por:

Wik = ezp (—Bh[S;, 5i]) (2.11)

donde H = 377 A[S(i),S(i + 1)] es el Hamiltoniano. A continuacién se en-
contrard el valor de los pardmetros 3h[S;, Si] de la termodindmica en términos
del modelo de Eigen y Schuster. Dado que en este modelo sdlo se considera
reproducciéon y mutacién, Wjy se puede obtener a partir de la ecuacién 2.7

D dH(SJ',Sk)
Wie = A[S;)(1 - p) (—-—)

= (2.12)

donde d(§, 8"} = %[N-Ei\;l Sk S;) para moléculas S y S’y A[S] es la aptitud
0 tasa de reproduccién de la molécula S. De 2.11 y 2.12 se tiene que

cap (~BAIS; 0, S+ 1) = Al -p)Y (25)" S

= ~phlS;(0, 5,6+ 1] = I {AlS;@0 -2 (5

1-p

)dH(Sj(i),Sj(iH))}

= InA[S;()]+In(1 - p)¥
+ d4(S(9), 550+ 1)) In (25
= InA[S;(})]+ (1 - p)¥

+3 [N - i S;(8)Si(i + 1)] In (%)

=1
= InA[S;(®)]+in(1 - p)¥
N
+ ¥ (25) - 1L 5056+ )in (52)
=1

= InA[S;(#)]+ £ In[(1 - p)p]

N
+ 3 55(9)S;(i + 1) In /52

i=1

El pardmetro § se define como 8 = in il—g—pl [5], entonces
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N
—BRIS; @), SiG+ 1] = B35S +1) +lnA[sJ()]+Nln[(1—p)p1
i=1
n—1 N j
= -8H = z B S;(5)8;(i+ 1)+ In A[S(3)] |i
+ Egln[(l — p)1] (2".13}

ya que ||

H= Zh[S S(i+1)])

1=0

La estructura de la poblacién después de n generaciones corresponde’ a la
estructura de la superficie en el bloque de longitud n. El limite cuando n —
co proporciona la distribucidn estacionaria del sistema que corresponde; a la
superficie del bloque infinito. En este punto, el comportamiento es 1ndepend1ente
de las condiciones iniciales del sistema como la temperatura.

Tarazona [5] estudié la distribucién estacionaria de la poblacién en diferentes
paisajes de aptitud. Obtuvo soluciones numeéricas por medio de métodos usados
en la fisica que no se discutirin en este trabajo. Sin embargo, se analizaran los
resultados que obtuvo. El paisaje de aptitud mas simple que estudid corresponde
al de la secuencia maestra Sp = (£1,82, - -+, €n) donde A[Sg] = Ao y A[S] = ‘Al <
Ag VS # Sp. La figura 2.14 muestra la distribucion estacionaria de la poblacion
para este paisaje de aptitud. !

Los datos corresponden a un sistema donde Sp = (1,1,---,1), N =20y
Ag/A; = 10. La grafica 2.14 muestra la concentracion relativa de las cuerdas en
el punto estable como funcién de la tasa de mutacién p. Los niimeros asociados
con cada curva indican la distancia de Hamming respecto a la secuencia maes-
tra. Obsérvese que la distribucién cuasi-especie cambia suavemente cuando se
aproxima al umbral de error. Cuando se da este comportamiento se dice que la
transicién de fase es de segundo orden. El umbral de error se da en p* = 0.11.
Después del umbral de error se tiene una distribucién no localizada y la secuen-
cla maestra tiene una concentracién muy baja en la poblacién. Por otro lado,
obsérvese que hay mds cuerdas con distancia de Hamming 9 que con distancia
de Hamming 6 cuando p > 0.11. Esto se debe a que en una poblacién aleato-
ria hay 2°Cy y °Cg cuerdas con distancia de Hamming 9 y 6 respectlva.mente
donde ¥ C;= ;!(}{rv-g)' Ademis, 2°Cy =2°C; por lo que hay el mismo nimero
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de cuerdas con distancia de Hamming 9 y 11 en una poblacién aleatoria para
cuerdas de tamano 20.

Al principio de este capitulo se mostré que otra manera de estudiar las tran-
siciones de fase es mediante el parimetro de orden que en este caso se define
como:

1 N
=1

donde < §; > es el promedio del valor del j-ésimo bit en toda la poblacion y
£ es la secuencia maestra. El pardmetro de orden se calcula con la poblacién
correspondiente a la distribucién estacionaria, es decir, con la estructura de la
superficie del bloque de longitud n. Supéngase que se tiene la siguiente poblacién
en la distribucién estacionaria (1,1,1), (1,-1,1),(~1,-1,1)y (-1,-1,-1). En
este caso, m = 1[0 —~ % + %] ‘= 0. Obsérvese que -1 < m < 1.Sim = 1,
la poblacion estd formada tUnicamente por la secuencia maestra y por lo tanto
esta totalmente ordenada. Si m = 0, se tiene una poblacién aleatoria, es decir,
una poblacién totalmente desordenada. Por ultimo, si m = —1, la poblacién
estd formada por el inverso de la secuencia maestra, es decir, por la cuerda
(=1.=1,---,=1). _

La grafica 2.15 muestra el pardmetro de orden en la distribicién estacionaria
como funcién de la tasa de mutacién p para el modelo anterior. El parimetro de
orden se aproxima a cero suavemente. Al igual que la grifica 2.14, se tiene una
poblacién aleatoria a partir de p = 0.11.
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Figura 2.14: Distribucién estacionaria de la poblacién
para el paisaje de aptitud de la secuencia maestra.
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Transiciones de Fase.

Tarazona considera un segundo paisaje de aptitud con 2 miximos, uno en
So={(&1,62,-- .En) yotroen Sy = (=&, —&, - -+, —&n). So corresponde alrpico
mas alto del paisaje de aptitud (madximo global) y Sy es menos alto pero mas
ancho. Es decir, A[So] = Ao, A[SN] = An, A[SN-1] = An-1 ¥ para cualquier
otra cuerda S, A[S] = A; < Ay_; < Ay < Ap. El pardmetro de orden se define
de la misma manera en este caso. Si m = 1 la poblacién estd formada por el
maximo Sp v si m = —1, se tiene el maximo local Sy. La grifica 2.16 muestra
el pardmetro de orden del modelo anterior donde N = 20, %? = 10, %‘f— =99

An_ ] ., - .. .. . .
.y 5=l = 2. Para tasas de mutacién pequenas, la distribucién cuasi-especie

4, o e
estd centrada en Sg. A medida que aumenta la tasa de mutacién, la distribucién

cuasi-especie se centra en Sy. Obsérvese que la transicién de una distribucién
cuasi-especie a otra se da de manera repentina, por lo que la transicién de fase
es de primer orden. El umbral de error se da en p~ = 0.113.
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Figura 2.15: Parametro de orden para el paisaje
de aptitud de la secuencia maestra.
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Figura 2.16: Parametro de orden para el paisaje de aptitud con 2 picos.
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CAPITULO 3

Resultados Experimentales de
Transiciones de Fase.

En este capitulo, se estudian las transiciones de fase de primer orden y segundo
orden en AGs. Los paisajes de aptitud elegidos son el de la secuencia maestra
y el paisaje de aptitud con 2 picos que fueron estudiados por Tarazona. Los
resultados experimentales, donde se tienen poblaciones finitas, se comparan con
los obtenidos por Tarazona analiticamente. Por otro lado, se determina cémo
varia el umbral de error como funcién de los parimetros del AG. Para ello, se
eligio el paisaje de aptitud de la secuencia maestra ya que es muy simple y por
lo tanto se pueden observar claramente los efectos que tienen sobre el umbral de
error pardmetros como el tamafio de la poblacion, la presion selectiva del 6ptimo
y el tamano de la cuerda.

Para implementar el AG se deben fijar ciertos parametros. Para el paisaje
de aptitud de la secuencia maestra, se eligié el 6ptimo en Sp = (1,1,---,1} con
aptitud de A[So} = 10. Las demds cuerdas tienen una aptitud de una unidad.
En el caso del paisaje de aptitud con 2 picos, los éptimos locales se eligieron
en So=(1,1,---,1), Sy =(-1,-1,---,-1} y Sy_-1 = (-1,-1,---,=1,1) con
A[So]l = 10, A[SN] = 9.9, A[SN_1] =2y A[S)] = 1Vi # N,N -~ 1,0. Da-
do que se desea estudiar el efecto de seleccién y mutacién, no se considerd el
operador de entrecruzamiento. El AG se corridé una vez para cada experimen-
to. Los experimentos se realizaron con diferentes tamaios de poblacién n. En
la poblacion inicial se incluyeron 10 secuencias maestras y las demds cuerdas
se generaron aleatoriamente. Es importante tener la secuencia maestra en la
poblacién inicial porque de lo contrario el AG no encontraria el ptimo si la
probabilidad de mutacién es cero. La distribucién estacionaria de la poblacién
se determind empiricamente en 50 generaciones. La seleccién se implementé con
ruleta.

La grafica 3.1 muestra la concentracion relativa de las cuerdas (respecto a
la distancia de Hamming) como funcién de la tasa de mutacién p. El tamafio
de la cuerda se fijé en N = 20 para poder comparar estos resultados con los de
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Tarazona. La poblacion es de n = 1724 individuos. Para representar claramente
los resultados se omitieron las curvas correspondientes a las distancias de Ham-
ming 10, ---,20. Los resultados que se obtienen en esta grifica concuerdan con
los obtenidos con Tarazona ya que el umbral de error se alcanza en p™ = 0.11.
La gréfica 3.2 muestra el pardmetro de orden m correspondiente en el cual se
puede observar que el umbral de error se da aproximadamente en p* = 0.11. |

A continuacién, se estudia el efecto que tiene el tamaiio finito de la poblacién
sobre el umbral de error. Para ello se consideraron cuerdas de tamaito N = 10:
El niimero total de estados es 21° = 1024 que es 2'? veces menor al caso anterior
donde N = 20. Esto permite variar el tamafio de la poblacién {con respecto al
numero total de estados) con mayor facilidad en las simulaciones. Las grificas
3.4, 3.5 y 3.8 muestran la concentracion relativa de la poblacién como funcién
de la tasa de mutacién para n = 100, n = 1024 y n = 3000 respectivamente.
Las graficas 3.3, 3.6 y 3.7 representan el pardmetro de orden correspondiente a
las grificas 3.4, 3.5 y 3.8 respectivamente. Cuando el tamafio de la poblacién
es mucho menor al mimero de estados posibles (grafica 3.4), las curvas presen-
tan muchas fluctuaciones debido al efecto de tamano finito. A medida que se
incrementa el tamano de la poblacion, las fluctuaciones disminuyen. i

Con ¢l objeto de estudiar cédmo varia el umbral de error como funcién de la
presion selectiva del optimo, se implement6 la seleccion con torneo de tamario,
2, 10 y 20. Los resultados se muestran en las graficas 3.9, 3.10 y 3.11 respecti-
vamente. Obsérvese que entre mayor es el tamarfio del torneo, el umbral de error
aumenta. Ademas con torneo de tamaifo 10 y con ruleta, el umbral de error co-
incide. Esto se debe a lo siguiente. Considérese una poblacién inicial constituida,
por cada uno de los 2 estados posibles. Es decir, n(S;,0) = 1 Vi. Si se usa
ruleta, el nimero esperado de secuencias maestras en la primera generacion es: |'

AlSoln(S0,0) |.
2 A[Si]n(S:, 0)
10(1) M
Z A[S,]n(S,,O)

- » . I
Por otro lado, el niimero esperado de cuerdas diferentes a la secuencia maestra.
en la primera generacion es:

n{So, 1)

A[SjIn(S;, 0)
> A[Si]n(S;,0)
1{1) .
= 0 !
S A0 "t NI
Es decir, se espera que en la primera generacién el nimero de secuencias maestras |
sea. 10 veces mas que el niimero esperado de cuzlquier otra cuerda en la poblacién.

n(S;,1) *xn conj#0 i‘I
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Si se considera torneo de tamafio 2 como operador de seleccién y la misma
poblacién inicial entonces en la primera generacién habrd 2 secuencias maestras.
Esto se debe a que en cada etapa del torneo se eligen 2 individuos aleatoriamente
sin reemplazo. Las demds cuerdas pueden desaparecer o ser seleccionadas 1 6 2
veces. Por lo tanto, en la primera generacién, el mimero de secuencias maestras
aparece en el mejor de los casos 2 veces mas que cualquier otra cuerda. Dado
que el tamafio de la poblacién es fijo, esto significa que el nimero esperado de
secuencias maestras en la primera generacién (y por lo tanto en las subsecuentes
generaciones) es menor si se usa torneo de tamafio 2. Como consecuencia, es mas
facil perder la secuencia maestra por mutaciones y por lo tanto, el umbral de
error se alcanza para una tasa de mutacién menor. Cuando el tamano del torneo
es de 10, la secuencia maestra tiene la misma ventaja selectiva que con ruleta y
por lo tanto el umbral de error coincide. Si el tamano del torneo es mayor que
10, la secuencia maestra tiene mayor presién selectiva que en el caso de ruleta y
por lo tanto el umbral de error se alcanza para una tasa de mutacién mayor.

Otro parametro que se consideré para estudiar cémo se modifica el umbral
de error es el tamaiio de la cuerda N. Dado que la tasa de mutacidn se aplica a
cada bit de la cuerda, las cuerdas de mayor tamafo tienen més probabilidades
de mutar para un p fijo. Por lo tanto, si NV es grande es mdis probable que la
secuencia maestra mute a otra cuerda. Entonces, se espera que entre mayor sea
el tamano de la cuerda N, menor sea el umbral de error. A continuacién se
obtiene una aproximacién del umbral de error como funcién del tamano de la
cuerda para el paisaje de aptitud de la secuencia maestra. El nimero esperado
de secuencias maestras en la generacién ¢ + 1 si se usa ruleta es:

1
~(So,t+1) = 775 Y ALSIn(S:, t)(1 — p)N =37 5iS0) o (SisSo)

donde A(t) es la aptitud promedio de la poblacién en la generacién t. Si el
nimero de estados posibles del sistema es muy grande, es razonable suponer que
una cuerda mutada no puede volver a formar la secuencia maestra. Es decir, se
desprecian las mutaciones “hacia atris”. Entonces,

n(So,t4 1) = A?}EA[so]n(so, 5(1-p)™

Por otro lado,

A(t) = Z A[S;]P(S;:,t) = A[So]P(S0,t) + A[S](1 - P(Se,t))
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donde A[S] es la aptitud de las cuerdas diferentes a la secuencia maestra. !
|;

AlSo]n(So. ) (1 — p}™
A[So]P(S0,1) + A[S](1 — P(So, 1))

= Tl(So,t+ 1) =

En la distribucién estacionaria, n{Sp, ¢+ 1) = n(Sp, t) [

AlSo)(1 — p)V

=21=

En el umbral de error p*, el nimero de secuencias maestras es muy pequeno
por lo que P(Sy,t) se puede despreciar. De esta manera se obtiene:

A[So]

1 = A[S (l - )N
5y = 0= s
) ASI\ ¥

En el problema bajo consideracién, A[S] =1y AlSp] = 10 entonces

. (1 N
p=1- E)
f

La figura 3.12 muestra la grafica de esta funcién. En esta grafica también se
presenta el umbral de error como funcién de N obtenido experimentalmente.
Obsérvese que esta curva es muy similar a la obtenida tedricamente.

Por dltimo, la grifica 3.13 muestra el pardmetro de orden para el paisaje de
aptitud con 2 picos. En este caso, el tamaiio de la cuerda se fij6 en N = 10. Para
tener una cuerda de cada estado en la poblacidn inicial, el tamafo de la poblacién
es entonces de 21% = 1024 individuos. La seleccién se implementé con torneo de
tamaifio 2 para evitar que se perdiera la secuencia maestra. Cualitativamente, se
obtienen los mismos resultados que Tarazona. Se observa una transicién de fase
de primer orden. La transicién de la distribucién cuasi-especie a.lrededorll de la
secuencia maestra Jp a ia distribucién cuasi-especie centrada en el éptimo local
Sn se da de manera repentina aproximadamente en p = 0.065. El umbral de
error se alcanza aproximadamente en p* = 0.085.
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Los paisajes de aptitud considerados en este capitulo son muy simples pero
es por esto que los efectos de los operadores genéticos se pueden determinar
claramente. De acuerdo con los resultados obtenidos se tienen las siguientes
conclusiones. Se observé que el umbral de error es menor cuando la presién
selectiva del 6ptimo disminuye. Entonces, entre menor sea ia presién selectiva
del 6ptimo, menor debe ser la tasa de mutacién que se fija en el AG. Por otro
lado, dado que el umbral de error es aproximadamente inversamente proporcional
al tamano de la cuerda; la tasa de mutacion debe ser menor entre mas grande
sea el tamafio de la cuerda. También se observé que las fluctuaciones disminuyen
a medida que aumenta el tamafo de la poblacién. Por lo tanto, es conveniente
trabajar en las simulaciones con poblaciones grandes con respecto al nimero
total de estados del sistema para observar el comportamiento de éste de manera
mds clara.
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Figura 3.1: Distribucidn estacionaria de la poblacién para el paisaje de aptitud
de la secuencia maestra donde n = 1724,
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Figura 3.2: Parametro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra
con n = 1724.
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Figura 3.4: Distribucién estacionaria de la poblacién para el paisaje de aptitud
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Figura 3.5: Distribucién estacionaria de la poblacién para el paisaje de aptitud
de la secuencia maestra donde n = 1024 y N = 10.
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Figura 3.7: Pardmetro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra
conn=3000y N =10.




51

o
(=T T TR - T - T SO - -
i n & U N W mw &8 0o n n
£ £ L I L L L X I I X
ddddddd._ud.ﬂ.ﬂ
o
o
o)
«
o
«
o
L'e ]
™~
Q
o™
o &
w
-
=]
b
=)
w
o
[=]
o

Figura 3.8: Distribucién estacionaria de la poblacién para el paisaje de aptitud
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CAPITULO 4

Grados de Libertad Efectivos.

El objetivo de este capitulo es caracterizar los grados de libertad efectivos de un
AG, es decir, se determinan las caracteristicas de los esquemas que construyen
soluciones aptas. Para ello, se simplifica la ecuacién de evolucién para cuerdas
con el objeto de mostrar que entrecruzamiento introduce la nocién de esquemas.
Ademids, se analiza la forma en cémo entrecruzamiento combina pedazos de
soluciones existentes (esquemas) para encontrar soluciones aptas, es decir, se
discute la idea de bloques constructores. Esto permitird caracterizar los grados
de libertad efectivos en un AG. Por ltimo, se introduce el concepto de aptitud
efectiva el cual da una mejor idea de la evolucién de esquemas en el tiempo.

4.1 Ejemplo de un AG con Seleccién y Cruza.

Con el objeto de ilustrar el papel que tiene el operador de entrecruzamiento en
un AG, se resolverd un problema sencillo. Sea f(z) = z* con z € [0, 31]. Para
codificar las variables de este problema, se usa una codificacién binaria. A conti-
nuacion, se muestra una iteracién del AG que utiliza los operadores de seleccién
y entrecruzamiento.

cuerda | pob. inicial z fiz) | P'(ci,1) | n(ci, 1)
1 (01101 13 169 0.144 0.58
C2 11000 24 576 | 0.4923 1.97
C3 01000 8 64 0.0547 0.22
C4 10011 9 361 0.3085 1.23

suma 1170 | 1 4
promedio | 292.5 0.25 1
maximo | 576 0.423 1.97

Esta tabla muestra el nimero esperado de cuerdas ¢; que se obtienen con se-
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ey . . c - .
leccién. La siguiente tabla proporciona la nueva poblacién después de aplicar
seleccién y entrecruzamiento. I

cuerda | # de veces | pob. después de | parejas seleccionadas
seleccionada seleccion al azar :
Ci 1 01101 2
Cs 2 11000 1
C3 0] 11000 4
Cy 1 10011 3 !
punto de cruza | pob. después z f{z) .
de cruza '
1 11001 75 625 :
4 01100 12 144
2 11011 27 729
2 10000 16 256
suma 1754
promedio | 438.5(> 292.5)
maximo 729 !

.
De estas tablas se pueden hacer algunas observaciones. Primero, las cuerdas
11000 y 01000 sdlo difieren en el primer bit y sin embargo la a.ptltud de cada una
de ellas es muy diferente. Ademds, en la segunda generacién, aumenta el nimero
de cuerdas cuyo primer bit vale uno. Esto hace suponer que es importante que
el primer bit valga uno para que la cuerda tenga una aptitud alta. Es dec1r, las
cuerdas asociadas con el esquema 1+#*** tienen una aptitud alta. Notese que una
cuerda estd asociada con 2° esquemas por lo que cada vez que se considera una
cuerda se analizan 2° esquemas. Esto significa que un AG realiza una biisqueda
en paralelo. !

Por otro lado, la cuerda de mayor aptitud después de la primera genera,cién
es 11011, la cual se obtuvo al entrecruzar las 2 cuerdas mas aptas de la prlmera
generacién. La cuerda resultante tiene una aptitud mayor que las ongmales Es
decir, entrecruzamiento construye cuerdas aptas-al combinar pedazos de cuerdas
existentes. En las siguientes secciones se formalizan estos conceptos. i

4.2 Ecuacién de Evolucion para Esquemas. ..

En el capitulo 2 se desarroll6 la siguiente ecuacién de evolucién para cuerdas en
un AG con los operadores de seleccién y entrecruzamiento.
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Poi,t+1) = P'(c,»,t)
N-
t(?t)c‘j(k)P(Ciat)P'(Cj,t)
; k=1
No1 o
-1 Z ‘(3)5': P'(c;,t)P(cy,t) (4.1)
C;#C; Ci#C; k=1

Para simplificar esta ecuacién se hace los siguiente. Sea

{c;
{c;

df(i,5)> 0y di(i,5) >0} y
(f( 3) >0y df(i,7) = 0) 6 (dff (i,7) = 0 y d& (4,7} > 0)}

es decir, A es el conjunto de cuerdas ¢; que difieren de ¢; en ambos Jados del
punto de cruza k y B es el conjunto de cuerdas ¢; que difieren de ¢; en sélo un

lado del punto de cruza k. Entonces, el término destructivo de esta ecuacién se
puede escribir como:

Z (1) (k)P’(C,, t)P'(c;,t) = 2 P’(C,’,t)P'(Cj,t)
C;#C: C;eA
= ) Peat)P(c;1)
C;
~ 3" P(ci, )P (c;,1)

C;eB
—P'(C,', t)P’(C,', t)

pero 3 o P'(ci,t)P'(cj,t) = P'(ci,t) )2 c; P'(cj,t) = P'(ciyt)

= Z C(l) P’(C,,t (C'j,t) = P’(C.;,t)
Ci#C;

- Z P’(Cht)ly(cjat)

C;ebB

—P’(C,‘, t)P’(Ci,t) (4.2)

El término constructivo se puede reescribir de la siguiente manera:
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> Y B P e )P (cnt) = Z):c?’c, (k) P'(c;, £} P’ (c1, t)
Cy '

C;#C; C1#C; Cj
= Ec‘” (KYP'(c;,) P'(cq, 1) !

ZC((L?Ll(k)PI C”t)PI(C“ ) hl

_cgfL,.(k)P'(c,-, HP(cit)
= 3 c8L (k)P(c;,t)P(cnt)

¢, Ci ﬂ

() |
—2 3¢ (k)P (5, 1) P(cs,1)
Cy

[

(f}) )
CELP (e, )P (cit) ' (43)

(arn

I
Se analizaran los términos (I), (IJ) y (JII) por separado. Considérese el

término (7). Dado que ¢; # ¢; y 01 # C; se tiene que:

CEL ) = 5[5 7)) + 6(aH G, NG, )]

1
§ |
R si(cj:)ciLycljcf‘)é(cjjcf‘ycfgc%j

0 en otro caso |

Entonces ]




4.2 Ecuacion de Evoluciéon para Esquemas. 61 |

SN MP P ent) = 5 S PlennPont)

c; Ci c,acb C,oCcE

-|- Z Z P'(c;,t)P'(cy,t)

C,DCRC:DCL

= % Z Z P’(Cj,t)P'(Cf,t)

C;2CFCOCE

+% > > PleivPlon

C(DCRC 'DC‘(‘

Z Z Pl GJ, Cz,t)

C;oCkCOCR

En el término (IT) se tiene que ¢; # c; por lo tanto

8(d¥ (5,5))6(a8 (3, 4)) + 6(aH (3, 7)) 6(dH (i, 1))

JdL i, 7) +6(dRzJ)

g
g
i sic;eB
0 sic;ed

Il
o, DI | b DD |

Es decir, Ct(;z.)c‘_(k) = 1 si C; es diferente de ¢; en un sélo lado del punto de
entrecruzamiento k. Entonces,

23 L WP (e )P ity = Y Pl(cs, t)P(ci,t)

C;eB C,;eB

Por dltimo, considérese el término (/17). Se tiene que

CEL®) = 5[5 o) + 6@ i, )8, )]
= 1

Por lo tanto,

c (k)P'(ci,t)P'(cit) = Plci,t)P(ci,t)
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’ . . . . f . J
Entonces, el término “constructivo” {ec. 4.3) se simplifica de la siguiente manera:
II

> PPl = Y Y Pl tPlent);

C;#CiCi#Ci C;3CF ¢oCf ;
- 2 PlesnPleny)
C;eB
—P'(c;,t)P'(cy, ) (4 4)

Por lo tanto, el término de entrecruzamiento que se obtiene a partir de las

ecuaciones 4.2 y 4.4 es:
I

N=1T |.
- Y Plout - T Pl P65, - Plos ) pf(c,.,t)]
k:}_ L CJEB
P N-1T
tN oI > ) PPty - Y, Pl )P (ct, £
k=1 L¢isck ciock C;eB
'P'(Ca'1t)P’(Ci=t)]
_p, N2 ,
= N _-_cl Z P" Cnt) Z Z Pl CJ,t)P Ct-st)]
k=1 ¢;20k OCE

Entonces, la ecuacién 4.1 se simplifica como:

N-1

Peot+1) = Ploit)- 2=y [P’(c,-,t)
k=1

- Z Z P'(C’j,t)P’(C[,t):|

€;>Ct cidCk

N-1

= Plci,t+1) = Pl(cit) - Npi ] Z iﬁP’(G,’,t)
k=1

—P'(Cf’,t)P'(Gf,f)} - (45)

donde
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P(ckt)= Y Plout) v Pchit)= Y. Plct)

c;ock C,oCcf

Obsérvese que el término de “reconstrucciéon” de la cuerda ¢; depende de la
aptitud de aquellas cuerdas que contienen los elementos ClR y Cf’ de ¢;. Por lo
tanto, el operador de entrecruzamiento introduce la nocién de esquema. De esta
forma se introducen los grados de libertad efectivos (esquemas) que se obtienen al
sumar sobre todas las cuerdas que contienen a Cf’ o C‘B. Estas cuerdas constituyen
los grados de libertad microscépicos del sistema. Por otro lado, la ecuacién de
evolucidn 4.5 muestra que los efectos del término de reconstruccién son mayores
que los del término destructivo si las partes de la cuerda son més selectivas que
la cuerda completa.

A continuacién se derivard la ecuacién de evolucién para esquemas que se
obtiene al sumar la ecuacién 4.5 sobre todas las cuerdas que contienen al esquema
. Primero, se considerara Gnicamente el operador de reproduccién’

Sea P(£,t) = Z P(c;,t) entonces

Cid¢
) _ fiP(Ci:t)

P(c;,t+1) = 70

= Y Peit+1) = ==Y fP(cat)
Cio¢ ) Cid¢
_ fleyPE.t)
donde
> fei, tyn(ci,t)
7 _ i
f(f'lt) _ n({,t)

es la aptitud del esquema £.

Si se consideran los operadores de reproduccién y mutacién, la ecuacién de
evolucién para esquemas es:

P(&,t+1)=PP'(E,t)+ Y Ple—e)P'(fir1)
g
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-
donde §; denota los esquemas que difieren de £ en al menos un bit de los N bits
definidos en &. P(¢) es la probabilidad de que el esquema £ no mute y ’P(g.—»e)

es la probabilidad de que el esquema §; mute al esquema &.
La ecuacién de evolucién para cuerdas considerando Unicamente los opéera-

dores de seleccién v entrecruzamiento es: i

P(C;,t-}- 1) = P’(C,‘,t) i
t) - Pl(cfvt)Pl(C:B: t)] 1

= Y Ploit+1) = Y {F("f‘v”
CiDE Cio¢

N-1 '

‘ -K’pi—lg [P'(ci,t) = P'(ct,t)P'(ch, t)] }

dado que P'(c;,t) no depende del punto de entrecruzamiento k, se tiene q?e
[

(cf.)P'(cfy
k._lCD§ i

P(€,t+1) = (1—p)P'(£,1)

Para simplificar esta ecuacién, se divide la suma del término constructivo en
aquellos términos donde el punto de entrecruzamiento k no corta el esquema &
y en aquéllos donde si lo corta: i

Pigt+1) = (A-p)P(§1)

-1

Pe

tN -1 > [ZP' ok, )yP'(cF ey + Y P(ct, P'(Ca )
CiD¢ k=1

Se analizard el caso donde k no corta el esquema. Sin pérdida de generalidad,

supdngase que k corta a la derecha del esquema. Por ejemplo, sea £ = 10 un

esquema de orden 2, entonces se tiene la siguiente situacién: 1‘

k
IEI KN N N BN EH 1 R el

Obsérvese que los bits en el esquema £ a la derecha del punto de cruza k tienen
un valor de *. Esto significa que ¢ es la parte derecha del punto de cruza de
cualquier cuerda. Entonces, :
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Pchty= 3 Plent)=1

CiOCH

= Y PP (cF.y= ) P(ckt)=PF(1)

C;23¢ Cio¢

Por lo tanto,

PEt+1) = (1-p)P (&t + -DP'(g,t)
C:D€ k=1 v
Pe ’
= P61 - (- )P

-1

tr 3 Y Pk PR )

C:D€ k=1

Supdngase que k corta el esquema £. El término Yo P oF ) P'(ck 1) es
una suma sobre todos los posibles valores de los dits que no estan deﬁnldos en

el esquema &. Sean ny(ngr) los bits a la izquierda (derecha) del punto k& que no
estan definidos en £. Entonces,

> Pk P(cR) =" P(cE )P/ (cR 1) = P(€L.t) P (€r, )

CiDé ny ng

Por lo tanto,

Il
P& t+1) =

E: P’(gbs t)P’({R, t)] (46)
N 1
k=1
Obsérvese que la suma es sobre los puntos de entrecruzamiento k¥ que cortan al
esquema .
La interpretacién de esta ecuacién es similar al de la ecuacién 4.5. En el
término de reconstruccién, P'(§y,t)P'(€r, t) es la probabilidad de seleccionar un
padre que contenga la parte izquierda del esquema £ y otro padre que contenga
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la parte derecha de £. Ademds, un esquema se vuelve mas numeroso por‘los
efectos de entrecruzamiento si sus partes son mas selectivas que el tatal. |

La ecuacién 4.6 es una extensién del teorema de esquemas. Obsérvese que
la ecuacién de evolucién 4.6 toma en cuenta exactamente los efectos de “des-
truccién” y “reconstruccion” de cuerdas. Esta ecuacidén no es simplemente una
cota inferior para la probabilidad de tener una cuerda ¢; en la siguiente genera-
cién como lo establece el teorema de esquemas que Unicamente toma en cuénta
explicitamente el efecto “destructivo” de entrecruzamiento.

La ecuacién de evolucién para esquemas que considera los efectos de repro-
duccidén, mutacién y entrecruzamiento es:

PE,t+1) = POPE D + Y Pl P 1) (4.7)
{i “

donde I

i-1
Pol6t) = P(E1) - 57 2 [P6:1) - P2, P (€r, )]
k=1 .

||

A continuacion, se analizan algunas caracteristicas de la ecuacidén 4.6 don-
de se incluyen los efectos de entrecruzamiento y se desprecia la mutacién [7].
Obsérvese que para resolver la ecuacién 4.6 se deben determinar primero los va-
lores de P(€,,t) y P(Eg,t). Pero P(£,,t) y P(£x,t) se obtienen con la ecuacion
de evolucion, es decir "
I

-1

P'(&,t) = P'(§L,t = 1) ~ Npi 7 > [P'ELt—1) - P'(ELr,t - 1)P'(ELr,t - 1))
k=1 I

donde {11 y {Lr son la parte izquierda y derecha del esquema &1, con respecto al
punto de entrecruzamiento m donde m < k. Ademas, €11, v £Lg son esquemas
de menor orden que £;. Este proceso continta. Para calcular P(€,t +1) se
necesitan P(£,,t) y P(x;t) que a su vez requieren de P(£,,,t—1), P(éLp,t—1),
P(€pr,t—1} y P(£rg,t—1), etc. En cada paso, los esquemas disminuyen de orden.
El proceso termina con los esquemas de orden 1, los cuales no se destruyen con
el operador de entrecruzamiento. Es decir, para esquemas de orden 1, £ = 1, la
ecuacion 4.6 se simplifica como: !

P(i,t +1) = P'(i,t) !i
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Como ejemplo, considérese un esquema de orden 4, £ = ijkl. La estructura
jerarquica de los esquemas que se necesitan para formar £ es la siguiente:

t4+1 i7kl
v i h
t ijk, 1 ij, ki i, jkl
N 4N
t—1 5,k i,5k 4,7 k1 jk,1 3kl
! 1 s A}
t—2 1,5 7. k 5k k,l

En este ejemplo, se ilustra claramente la idea de bloques constructores. Los 4
bloques constructores de orden 1 (i, 7, k, y {) se combinan para formar bloques
constructores de orden 2 (i3, k! y jk) que a su vez se combinan con bloques cons-
tructores de orden 1 para formar bloques constructores de orden 3 (i5k y 7ki),
etc.

A continuacion se analizan las caracteristicas de los grados de libertad efec-
tivos en un paisaje de aptitud plano, es decir, donde todas las cuerdas tienen la
misma aptitud. Sin pérdida de generalidad, considérese la ecuacién de evolucién
para el esquema & = 11 de orden 2:

P(11,t41) = P/(11,t) — 12 [P'(11,8) = P(11,t)P'(1R,1)]
=1

donde 11, y 1g son esquemas de orden 1 que forman la parte izquierda y derecha
de £ = 11 respecto al punto de entrecruzamiento k.

= P(11,t+1) = P'(11,t) — p. (- )[P’(ll £} — P'(11,t)P' (1R, t)]

(N —
Se sabe que P'(11,¢) = f—(%zl-t’)—t)P(ll, t), entonces

PaLe+) = %)ﬂ[l pev o) PULY

+pc'('(jivi_1:l))P’(1L:t)P’(13!t)
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Se desea saber a qué converge P(11). Para ello, se obtiene la ecuacién diferenﬂ:ial

dP(11,t) .
7 :

dP(11,¢) i PULE+8) - P1LY)
dt T at50 3t
_jQy, 1t) ({-1)
O PO |
+h Ty P ) PRY)

_ 18P, ¢ I
L_)__(’_)_, pero en un paisaje de

Obsérvese que P(1,t+ 1) = P'(1,t) = o

aptitud plano f](c (;)) =1 entonces P(1,t+ 1) = P(1,t). Por lo tanto )
dP(11,t l ;
O = . S 1010 - PL,0)PURO)

Al resolver esta ecuacion diferencial de primer orden se obtiene

P(11,t) = P(11,0)e(¥=3)* + P(1,,0)P(1g,0) [1 - ¢ *(¥=1)") "

i
Sit — oo, P(11,t) = P(11,0)P(1R,0). Esto significa que en el punto estable
(es decir, en el limite cuando la poblacién no se modifica} aparece el esquema
£ = 11 debido al efecto “constructive” de entrecruzamiento. Obsérvese que sin
este efecto constructivo, P(11) convergerfa a cero. Por lo tanto, el término que
domina es el constructivo y no el destructivo como se plantea en la Hipétesis
de Bloques Constructores. Esto significa que los esquemas de longitud grande
no se destruyen. Por lo tanto, los grados de libertad efectivos de un AG no son
necesariamente esquemas de longitud pequefnia. La idea de bloques constructores
estd asociada a los bits definidos de los esquemas que construyen soluciones
aptas. Pero los bits definidos no necesariamente tienen que estar juntos en la
cuerda. El resultado que se acaba de mostrar es valido s6lo en paisajes de aptitud
neutrales donde no hay preferencia por esquemas de cierta longitud. Es;decir,
donde los esquemas de determinada longitud no sean mas aptos que los demas.
Cabe hacer notar que la Hipédtesis de Bloques Constructores trata de describir las
caracteristicas de los grados de libertad efectivos sin tomar en cuenta el paisaje
de aptitud bajo consideracidn, lo cual es una afirmacién muy fuerte.
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4.3 Aptitud Efectiva

Otra medida que proporciona informacién de la evolucién de esquemas es la
aptitud efectiva [3]. La idea intuitiva de aptitud es que los padres mas aptos
tienen mas descendientes. Sin embargo, se analizara la nocién de aptitud con el
siguiente ejemplo. Se considerard el efecto de entrecruzamiento sin mutacion en
un modelo que consiste de esquemas de orden 2: 11, 10, 01 y 00. El paisaje de
aptitud es: f(11) = f(00) =1 y f(10) = f(01) = 0. A partir de la ecuacion 4.6
se obtienen las ecuaciones de evoluciéon para esquemas de orden 2. Por ejemplo,
para £ = 11 la ecuacion 4.6 se simplifica de la siguiente manera:

P1,t4+1) = f?(lt’)t)P(n,t)
N (l_l) f(llrt) f(oovt)
pc(N_l)[ AR R
_ flo1,1) f(10,¢)
o POL) S P(10,t)]

La solucién de P(,%) en el estado estacionario, es decir cuando P{£,t + 1) =
P(£,1) es la siguiente:

P(11) = P(00) % [1 - g(Lf\lf}%ll)]
P(01) = P(10) = :;Eglé-:—lll)

Paral = N y p. = 1 se tiene que P(11) = P(00) = P(10) = P(01) = 1. Es
decir, la mitad de la poblacidén esta formada por cuerdas que tienen aptitud cero.
Pero obsérvese que estas cuerdas no desaparecen porque al cruzarlas entre ellas
se forman cuerdas mis aptas.

Este ejemplo muestra como los operadores genéticos pueden cambiar el pai-
saje de aptitud “efectivo” en el que evoluciona la poblacién. En este caso, el
paisaje de aptitud no proporciona suficiente informacién acerca de cémo evo-
luciona la poblacién, ya que una cuerda con aptitud cero puede estar presente
en las siguientes generaciones. Por lo tanto, se puede definir la aptitud efectiva
ferf(€,t) de la siguiente manera:

Ple,t+1) = f%((f)ﬂp(s,t)
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Donde P(£,t + 1) satisface la ecuacién 4.7. 5i se toman en cuenta Gnicamente
los operadores de seleccién y entrecruzamiento se obtiene la siguiente expresmn

para fers(€,t):

feff(gat) = _f,t)

_ fp &
c o |
PEDHIN=T) kzl [P€,) - Pée,OPer,t)]

Obsérvese que si p, = 0 entonces fos/(£,£) = f(€,1).
I
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CAPITULO 5

Resultados Experimentales de
Grados de Libertad Efectivos.

En este capitulo, se presentan resultados experimentales de los efectos que tiene
entrecruzamiento en la longitud del esquema y se comparan con los resultados
tedricos obtenidos en el capitulo 4. Para ello, se implementd un AG sin mutacién
ya que éste operador no tiene ningun efecto directo sobre la longitud del esquema.

Las caracteristicas de los grados de libertad efectivos dependen del paisaje
de aptitud bajo consideracién. Sin embargo, para observar los efectos genéricos
de entrecruzamiento se debe elegir un paisaje de aptitud neutral en ausencia de
este operador. Es decir, un paisaje de aptitud donde la seleccién no favorezca
esquemas de determinada longitud. El modelo descrito en el capitulo 2, donde la
aptitud de una cuerda ¢; es igual al niimero de unos que tiene, cumple con estas
caracteristicas. En este modelo f(¢;) = 3_;1; donde 1; es 1 (0) si el j-ésimo bit
de la cuerda vale 1 {0).

Los grados de libertad efectivos son esquemas asociados con el 6ptimo que
en este caso es ¢* = 11---1. Sin pérdida de generalidad, se eligieron esquemas
de orden 2 asociados con el 6ptimo, es decir, £ = 11 y cuerdas de tamafio N = 8.
Se desea determinar el nimero de esquemas £ = 11 de longitud I = 2,3,---,8en
cada generacién (n,,,({)). Obsérvese que un esquema £ = 11 de longitud 7 puede
ubicarse en 2 posiciones diferentes en una cuerda de tamano 8, 1 +* * * * 1+ y
*1%**%x1. En cambio, un esquema £ = 11 de longitud 8 s6lo puede encontrarse
en una posicion dentro de la cuerda, a saber en 1 * # * * x x1. Entonces, para
poder comparar el nmimero de esquemas de orden 2 de diferente longitud que
hay en una poblacién, se debe normalizar (n;,(!)) con el nimero de posiciones
diferentes que puede ocupar el esquema en una cuerda de tamafio 8:

) (1)
) = 27 -9 ...
nopt( ) S_I+1 ! 2, , 8

Con el objeto de evitar los efectos de tamario finito, se eligié una poblacién de
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5000 individuos. Las gréficas corresponden al promedio de 30 corridas diferentes.
Las gréficas 5.1 y 5.2 muestran M({) como funcién del tiempo, donde \

_ Topt{l) — 1ot (8) —a ...
M) =22 -~ (8)” l=2,---,7
b

En la grifica 5.1 no se utilizé entrecruzamiento. Obsérvese que no hay prefe—
rencia por esquemas de alguna longitud. La grifica 5.2 muestra la evolucién
de esquemas cuando p. = 1.0. En este caso, los esquemas estan ordenados de
acuerdo a su longitud de tal manera que los esquemas de mayor longitud‘ son
los mas numerosos. Entonces, para este modelo la reconstruccién de esquemas
es mas importante que la destruccién de éstos. Estos resultados concuerdan con
los obtenidos tedricamente a partir de las ecuaciones de evolucién. ’

Las gréficas 5.3 y 5.4 muestran la evolucién de la aptitud efectiva de los
esquemas de determinada longitud correspondientes a las graficas 5.1 y 5. 2. Es
decir, se grafica F(I) como funcién del tiempo, donde :

_ Jers () = fes(8)
=" ®

Sea f:{f (1) la aptitud efectiva del esquema & = 11 de longitud ! cuyo primer bit

definido se encuentra en la posicién j de la cadena. Entonces, i

25
fess(l) = “8——;‘%(—12 con I=2,---,8y j=1,---,8—-1+1

b
En el apéndice, se incluye el cédigo de las subrutinas que calculan fg¢ f(l) y
Nop:(l). La aptitud efectiva es otra manera de medir el efecto de entrecruza-
miento ya que entre mayor sea la aptitud efectiva de un esquema, més numeroso
sera éste. La grafica 5.4 corresponde al caso en el que p. = 1.0. Obsérvese que los
esquemas de longitud grande tienen una aptitud efectiva mayor o igual que los
de longitud pequefia en las primeras 5 generaciones aproximadamente. La ven-
taja en la aptitud efectiva del esquema £ = 11 de longitud 8 sobre el de longitud
2 es de 0.01. En cambio, sin entrecruzamiento (grifica 5.3) las fluctuaciones son
del orden de (.0005. Por lo tanto, con entrecruzamiento el esquema £ = 11 de
longitud 8 tiene una ventaja selectlva 20 veces mayor aproximadamente sobre el
esquema £ = 11 de longitud 2. :
Dado que no hay mutaciones, la poblacién en la distribucién estac:ona.rla,
estd formada nicamente por el éptimo 11111111. Por lo tanto, el numero de
esquemas £ = 11 de longitud I = 2,3,---,8 debe ser igual al tamafic de la
poblacién que en este caso es 5000. Es decir, '
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g% =5000 para [=2,3,--,8
Pero en las primeras generaciones, los esquemas de longitud pequefia son menos
numerosos que los de longitud grande. Entonces, los esquemas de longitud pe-
quena deben incrementarse mas que los de longitud grande para alcanzar una
concentracién de 5000 en la poblacién. Esto se refleja en la grafica 5.4 donde
los esquemas de longitud pequena tienen una aptitud efectiva mayor a los de
longitud grande a partir de la sexta generacién aproximadamente.

Una vez que se han estudiado las propiedades genéricas de entrecruzamiento,
se pueden considerar paisajes de aptitud mas complicados para observar los
efectos de seleccidn y entrecruzamiento conjuntamente. En el siguiente paisaje
de aptitud, la seleccién introduce un sesgo hacia los esquemas de determinada
longitud. La aptitud de la cuerda ¢; es:

fed =Y 1+ g >

i<k

donde [;; es la longitud del esquema £ = 11 cuyos unos estan ubicados en las
posiciones 7 y k de la cuerda ¢;. Para l;; se tiene un sesgo hacia los esquemas
de longitud grande ya que éstos tienen una aptitud mayor. Por otro lado, lj—kl
introduce un sesgo hacia los esquemas de longitud menor. N* =3 ek lik (N™ =
D i<k lj_kl) es un factor de normalizacion que consiste en la suma sobre todas las
longitudes (inverso de las longitudes) de los esquemas £ = 11 asociados con el
éptimo 11111111. El pardmetro ¢ controla la magnitud del sesgo. Entonces, la
aptitud de la cuerda ¢; = 11001100 es:

f(c,-)=4+ﬁ§[(2+5+6)+(4+5)+2]

si se favorece a los esquemas de longitud grande y

fCi)=4+¢ 250 l+‘1--i-l + 1_{__1_ +1
v 2369/ [\2 5 6 4 5} "2
si el sesgo es para los esquemas de longitud pequeria.
La gréifica 5.5 muestra la evolucién de esquemas para el modelo donde los

esquemas de longitud grande tienen preferencia. Se fij6 ¢ = 0.3 y p. = 0.0.
Obsérvese que esta grafica es similar a la grifica 5.2. Es decir, el efecto que tiene
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entrecruzamiento es el de favorecer a los esquemas de longitud grande. La gréfica
5.6 representa la evolucion de esquemas para el caso en el que los esquemas de
longitud pequenia tienen preferencia. En este caso, p. = 1.0y ¢ = 0.75. Obsérvese
que entrecruzamiento anula el sesgo inducido por seleccwn Las graficas 5.7y 5.8
muestran la evolucién de la aptitud efectiva de los esquemas correspondientes a
las graficas 5.5 y 5.6 respectivamente.

Por dltimo, se consideré un paisaje de aptitud deceptivo. En un problema
deceptivo, los esquemas aptos de orden bajo construyen esquemas de ordenima-
yor pero con aptitud baja. Es decir, los esquemas de orden bajo asociados con
subdptimos tienen una aptitud mayor que aquellos esquemas de orden bajo aso-
ciados con el éptimo. En este caso, el paisaje de aptitud se definié de la siguiente
manera. Cada pareja de bits contribuye de la siguiente manera en la aptitud de
la cuerda: f(11) = 3, f(01) = f(10) =1y f(00) = 2. La aptltud de una cuerda
C; se define como

Por ejemplo, si ¢; = 010,

flo) = 5 (FOD + FO0) + F(10) = g(1+2+1)

Las gréficas 5.9 y 5.10 representan la evolucién de esquemas cuando p. = 0.0
y p. = 1.0 respectivamente. Obsérvese que en este modelo, entrecruzamiento
favorece los esquemas de longitud pequefia ya que el efecto destructivo de en-
trecruzamiento es mas importante que el constructivo. Los esquemas £ = 10y
£ = 01 tienen una concentracidén baja en la poblacién porque el problema es
deceptivo. Por lo tanto, es poco probable construir el esquema & = 11 a partir
de £ = 10 y de £ = 01. Por otro lado, es claro que los esquemas £ = 11 de
longitud grande se rompen mas ficilmente que los de longitud pequeiia debido
al efecto destructivo de entrecruzamiento. Entonces, los esquemas £ = 11 que se
ven favorecidos en este caso son los de longitud pequefa.
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CONCLUSIONES

En este trabajo, se estudiaron los grados de libertad efectivos de los AGs con
el objeto de entender cémo busca un AG las soluciones aptas de un problema.-
Esto permite implementar de manera mds adecuada los AGs para resolver de-
terminados problemas. Sin embargo, también permite estudiar los fenémenos de
la genética de poblaciones y la seleccidén natural ya que los AGs son modelos
de la naturaleza. Los resultados presentados en este trabajo se respaldaron con

resultados experimentales y ademads se compararon con la teoria estandar de
AGs.

Para estudiar los grados de libertad efectivos de los AGs, se presentd una
ecuacidén de evolucidn exacta a partir de la cual se obtiene la distribucién de pro-
babilidad de esquemas como funcién del tiempo cuando la poblacién es infinita.
Esta ecuacién proporciona mas informacién que la cota inferior determinada en
el teorema de esquemas ya que se considera el efecto constructivo del opera-
dor de entrecruzamiento. Se mostré que este operador introduce la nocién de
esquema y que los esquemas aptos, de orden bajo y longitud grande (grados
de libertad efectivos) construyen esquemas de orden mayor cuando el efecto de
reconstruccion de esquemas es mas importante que el de destruccién. Es decir,
se demostrd que entrecruzamiento favorece los esquemas de longitud grande en
paisajes de aptitud neutrales contrariamente a lo que se afirma en la Hipétesis
de Bloques Constructores. Para comprobar experimentalmente estos resultados,
se utilizaron modelos simples y se eliminaron las mutaciones con el objeto de
observar Unicamente los efectos de entrecruzamiento. En el paisaje de aptitud
neutral (donde se cuenta el nimero de unos) la concentracién de los esquemas
en la poblacién es inversamente proporcional a su longitud. Para el paisaje de
aptitud donde se introduce un sesgo a los esquemas de determinada longitud,
se observé que el efecto de entrecruzamiento es andlogo al efecto que se tiene
cuando se favorecen esquemas de longitud grande. Por otro lado, en el problema
deceptivo, la concentracién de los esquemas pequerfios en la poblacién es mayor
porque el efecto destructivo de entrecruzamiento es mas importante en este ca-
so. Estos resultados concuerdan con los obtenidos tedricamente. Sin embargo,
es conveniente considerar mas paisajes de aptitud. Los modelos N K- Kauffman
(8} proporcionan una gran diversidad de paisajes de aptitud ya que se puede
variar el tamafo de la cuerda (V) y el nimero de interacciones epistiticas entre
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los bits de ésta (K}. También se puede hacer un estudio mas detallado de;los
caminos elegidos por el AG en el problema deceptivo. Dado que hay preferencia
por cuerdas de aptitud alta, las rutas no deceptivas son las que p051b1emente
tienen mayor preferencia.

Por otro lado, también se estudié el comportamiento de los grados de libertad
efectivos cuando se modifican los parametros. Se observé que un AG presénta
una fase ordenada dominada por seleccién (cuando p es pequeiio) y otra desorde-
nada dominada por mutacién (cuando p es grande). La tasa de mutacién critica
que divide estos 2 comportamientos es el umbral de error. A este fenémeno se le
conoce como transicion de fase el cual se ha estudiado mas a fondo en la flslca.
Por esta razon se aprovecharon los resultados de la mecdnica estadistica para
estudiar los efectos de los operadores genéticos bajo un marco formal. Ademads,
se obtuvo experimentalmente el umbral de error en el paisaje de aptitud de la
secuencia maestra y en el paisaje de aptitud plano con 2 picos estudiados por Ta-
razona. El primer paisaje de aptitud presenta una transicion de fase de segundo
orden y el segundo, una transicién de fase de primer orden. Estos resultados coin-
ciden con los obtenidos tedricamente por Tarazona con técnicas de la mecédnica
estadistica. También se variaron algunos parametros del AG en el paisaje de
aptitud de la secuencia maestra para observar cdmo se modifica el umbral de
error. Se encontrd que entre menor sea la presién selectiva del éptimo, menor es
el umbral de error. Por otro lado, se observé que el umbral de error es inversa-
mente proporcional al tamafio de la cuerda. Estas observaciones permiten" fijar
el valor de la tasa de mutacién en un AG de manera més adecuada. De tal forma
que la tasa de mutacién debe disminuirse si el éptimo no tiene mucha ve"nta,_]a
selectiva sobre las demas cuerdas o si el tamaifio de las cuerdas es grande. “Tam-
bién es conveniente trabajar con poblaciones grandes, con respecto al ntimero
de estados posibles, para evitar los efectos de tamafio finito de la poblacién. Sin
embargo, seria interesante determinar el umbral de error en paisajes de aptitud
mas complicados para observar si se tiene el mismo comportamiento. También
se puede incluir el operador de entrecruzamiento para estudiar los efectos que
tiene sobre el umbral de error [9].




APENDICE A

Subrutinas del Programa del AG

En este apéndice se incluye el cédigo, escrito en C, de las subrutinas que calculan
Topt(1) ¥ fers(1). Es decir, el nimero normalizado de esquemas £ = 11 de longitud
! = 2,3,...,8 que hay en la poblacién y su respectiva aptitud efectiva. Estas
subrutinas se incluyeron en el programa “SGA-C: A C-Language Implementation
of a Simple Genetic Algorithm™de Goldberg, David E. Smith y Jeff A. Erickson

(2].

* /* Estructuras y variables globales. */
struct individual
{
unsigned *chrom;
/* cromosoma o cadena de un individuo */
double fitness;
/¥ aptitud de un individuo */

}

double esq[7];
/* Arreglo con el nimero de esquemas £ = 11 de longitud [ = 2,3,...,8 ¥/
double f_eff{7];
/* Arreglo con la aptitud efectiva de esquemas § = 11 de longitud
1=23,...,8%
int popsize;
/* Tamatio de la poblacién */
double n_11, n_10, n_01, n_00;
/* Num. de los esquemas £ = 11,10,01,00 en la poblacién */
double P_11, P_10, P01, P_00;

/* Probabilidad de seleccionar los esquemas £ = 11,10,01,00%/
double f_11, £.10, f.01, £_00;
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/* Aptitud de los esquemas £ = 11,10,01,00 */
double n_opt[7];

/* ni_optfl] = esqfl] / (8-1+1) para 1 =2,3,...,8 ¥/
double f_opt[7];

/* foptfl] =fefff] / (8-1+1) paral=23,...,8 %/

statistics(pop)
/* Calcula el nim. de esquemas £ = 11 de longitud ! y su aptitud efectiva */

struct individual *pop;

{
int i, j, k;
/* contadores */
double sumfitness;
/* suma de las aptitudes de los individuos de la poblacion */

double avg;
/* aptitud promedio de la poblacién */

/* Calcula avg */
sumfitness = 0.0;
for (j=0; j< popsize; j++)
sumfitness = sumfitness + poplj].fitness;
avg = sumfitness / popsize;

/* Calcula esqfj] y fefffj] paraj =0,1,...,6 */
for (i=0; i<7; i4++)

1
esqfil = 0;
f_eff(i] = 0;
n_opt[j] = 0;
£ optf]] = 0;
¥
for (k=2; k< 9; k++)
/* Una iteracidn para cada una de las longitudes [ = 2,3,...,8 */
{

for (i=1; i< k; i-[—-'{—)
/¥ i es la posicion del primer bit definido en el esquema */

{
i=1+(9-k)
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/* 7 es la posicion del segundo bit definido en el esquerna */

app_stats(pop, i, j);
i=9-k-1;
/* Posicidn, en el arreglo, de los esquemas de longitud k */

esq[j] += n.11;
if (P11 !=0)
fefffj] +=£11- ((j+1) / (7*avg)) * ((f-00 * P00 * {_.11)
- ((f01* P01 *£10* P_10) / P_11));

}

/* Calcula n.opt y f.opt */
for (I=0; I<7; 14++)

{

k=14 2;

/¥ Longitud del esquema */

n_opt(j] = esqfj] / ((double)(8 - k + 1));
} fopt[j] = feff[j] / ((doubie)(8 - k + 1));

app_stats(pop, i, j)
/¥ Calcula n kl y f kI con k,1 = {0,1} para esquemas que tienen el primero y
segundo bits definidos en las posiones i y j respectivamente. */
struct individual * pop;
{
int k, mask =1;
unsigned tmp, tmpl;

n.11 = 0.0; n_.10 = 0.0; n_.01 = 0.0; n.00 = 0.0;
f.11 = 0.0; .10 = 0.0; 1 01 = 0.0; {00 = 0.0;

for (k=0; k< popsize; k++)
tmp = popij].chrom;

tmpl = tmp >> i- 1;
if((tmpl & mask) = = 1)




Subrutinas del Programa del AG

tmpl = tmp >> j- 1; f :
if ((tmpl & mask) == 1) //esquema £ =11 ‘

nl 4+ ;
f.11 = {11 + popl[j).fitness;

else /* esquema £ = 10 */ h 1
{
nl10 ++ ; ;
.10 = £.10 + pop(j].fitness; :

else

tmpl = tmp >> j-1; '
if((tmpl & mask) == 1) /* esquema £ =01 */
{
n01 4+ ;
f 01 = {01 + popfj]-fitness;
}
else /* esquema £ =00 */
{
n00 ++ ; .
f_00 = £.00 + poplj].fitness; ¢

}

if (n.11!'=10) f11 =111/ n11; '
if (n1071=0) £f10 =16 / n_10;

if (n.01!'=0) f01 =101/n0l;

if (n00!=10) £.00=f00,/n00; ]

P_11 = n.11 / popsize; '
P_10 = n_10 / popsize;
P_01 = n.01 / popsize;
P_00 = n.00 / popsize;
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