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INTRODUCCIÓN 

Existen muchos problemas de optimización combinatoria que son N P-completos, 
es decir, son problemas difíciles de resolver ya que no se ha encontrado ningún 
algoritmo polinomial en tiempo para atacarlos. Por lo tanto, las técnicas con
vencionales de programación lineal o entera no son eficientes. Sin embargo, ac
tualmente existe una tendencia por desarrollar técnicas o algoritmos que imitan 
algunos fenómenos naturales y que han demostrado ser más eficientes en la so
lución de problemas complejos [1]. Este trabajo está enfocado al estudio de los 
algoritmos genéticos (AGs), los cuales imitan el proceso de evolución por 
selección natural y la genética de poblaciones. 

Al implementar un AG, se debe saber qué tipo de problemas resuelve y 
cómo encuentra las soluciones óptimas de estos problemas. No se ha desarrollado 
mucha teoría que explique la manera en cómo un AG busca soluciones óptimas 
en un problema determinado. El teorema de esquemas [2] proporciona sólo una 
cota inferior sobre el número de copias de cada individuo de la población en 
cada generación. En este trabajo, se presenta una ecuación de evolución exacta, 
desarrollada por Stephens y Waelbroeck [3], a partir de la cual se obtiene el 
número esperado de copias de cada individuo de la población como [unción de las 
generaciones. La importancia de la ecuación de evolución radica en que a partir 
de ella se pueden intentar determinar cuantitativamente los grados de libertad 
efectivos de un AG. Es decir, las variables relevantes a partir de las cuales un 
AG construye soluciones óptimas. Una vez identificados los grados de libertad 
efectivos de un AG, se puede estudiar el comportamiento de éstos cuando se 
modifican los parámetros de un AG. Esto permite comprender mejor el papel 
que tiene cada uno de los operadores genéticos en la búsqueda del óptimo. Como 
consecuencia, se puede tener una idea de cómo se va a comportar un AG en un 
problema determinado y de los valores que deben asignarse a los parámetros 
del algoritmo. Por otro lado, uno de los objetivos de este trabajo es presentar 
los AGs en un contexto más general. Se describen los sistemas complejos, como 
algunos problemas de optimización combinatroria, que son el tipo de problemas 
que resuleve un AG. 

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el capítulo 1, se presentan 
conceptos preliminares sobre AGs y sobre sistemas complejos. En el capítulo 
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2, se desarrolla la ecuación de evolución y se estudian las características de se
lección y mutación a través de las transiciones de fase. Los resultados teóricos 
se comprueban experimentalmente en el capítulo 3. En el capítulo 4, se carác
terizan los grados de libertad efectivos de un AG los cuales son esquemas ';,(0 
bloques constructores) con determinadas propiedades. Se mostrará que las pro
piedades descritas en el Teorema de Bloques Constructores [2J no son totalmente 
correctas. En el capítulo 5, se presenta evidencia experimental que respalda estOs 

l' 
resultados. " 



CAPÍTULO 1 

Preliminares. 

El objetivo de este capítulo es presentar un panorama general de AGs como 
modelos de sistemas complejos y como sistemas complejos en sí. Se describe la 
forma en cómo surgen los AGs al modelar sistemas complejos de la naturaleza. 
Se mostrará que estos algoritmos imitan algunos fenómenos de la naturaleza (a 
través de los operadores genéticos) y esto permite resolver problemas complejos 
de manera más eficiente. Por último, se estudiará la teoría estándar de AGs la 
cual describe cómo busca un AG soluciones aptas de un problema. 

1.1 Sistemas Complejos. 

El hombre se ha interesado en estudiar sistemas como el aprendizaje en los seres 
humanos, el sistema inmunológico, la evolución biológica, la genética de pobla
ciones, etc. Todos estos son ejemplos de sistemas complejos (Se). No es fácil 
definir un se, sin embargo, la idea básica es la siguiente: entre más complejo 
sea un sistema, más cosas se pueden decir de él. Por ejemplo, considérense las 
moléculas en un cuarto vacío. Se puede hacer una descripción microscópica del 
sistema al mencionar la posición de cada molécula del cuarto. Sin embargo, en 
la práctica esto no es posible. Los grados de libertad efectivos de un sistema 
son las variables relevantes de éste con las cuales es factible describir el sistema. 
Dado que se ignoran algunas variables, la descripción del sistema se realiza a 
una escala macroscópica. En este sistema, la temperatura del cuarto proporcio
na una descripción macroscópica que da una idea de la energía cinética o del 
movimiento que tienen las moléculas. Dado que la temperatura es el único grado 
de libertad efectivo del sistema, éste es un sistema simple donde las velocidades 
de las moléculas tienen la distribución de Boltzmann. En este caso, se puede 
considerar que el movimiento de cada molécula es independiente de las demás. 
Ahora, considérese una sala de conciertos donde el público aplaude. En este ca
so, los aplausos provocan un movimiento en las moléculas del aire de tal manera 
que hay interacciones entre éstas por lo que la distribución de velocidades ya 
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no es la de Boltzmann. Es decir, el movimiento de una molécula depende de 
las demás. Sin embargo, éste tampoco es un sistema complejo porque no hay 
mucho que decir dado que los aplausos son aleatorios. Por otro lado, una sala de 
conciertos donde hay una orquestra que interpreta una obra de Beethoven, sí es 
un sistema complejo. Aquí, el sonido también produce un movimiento colectivo 
en las moléculas del aire. Sin embargo, es muy complicado explicar cómo este 
movimiento de las moléculas transmite la información contenida en la obra. Con
sidérese un segundo ejemplo donde se tiene una cadena de bits que pueden valer 
1 ó O. La cadena 11 . ··1 es un sistema simple ya que se describe totalment~ al 
decir que todos los bits valen 1. Una cadena de bits aleatoria tampoco es un ~is
tema complejo ya que se puede decir que la cadena representa los resultados del 
lanzamientos de una moneda honesta y de esta manera se describe totalmente el 
sistema. Sin embargo, la secuencia de bits que representa un libro tiene mucha 
más información como el estilo, la elección de las palabras, etc. Si el libro es 
realmente complejo, hay muchas cosas que decir de él. Con el objeto de entender 
mejor qué es un se, a continuación se presentan varios conceptos relacionados 
entre sí que caracterizan a estos sistemas. 

Los se involucran fenómenos donde hay interacciones de muchos elementos 
que se auto-organizan en un sistema de mayor nivel y por lo tanto muestran 
emergencia de estructura. Por ejemplo, la sincronización de una bandad~! de 
aves emerge de las interacciones entre éstas pero sin un mecanismo externo ~ue 
los controle. Otro ejemplo es el sistema inmunológico de los mamíferos el cual 
está compuesto por una colección de células especializadas que se auto-organizan 
para realizar determinadas tareas. 

Otra característica que presentan los sistemas complejos es la frustración. 
Es común que en la vida se tengan metas incompatibles. La única solución es 
abandonar algunas de estas metas. Pero al decidir cuál abandonar, uno se siente 
frustrado. Por ejemplo, es difícil ser amigo de 2 personas que se odian. Se debe 
elegir una de ellas y esto es una situación frustrante. Un problema típico de I,op
timización donde hay frustración es el problema del agente viajero. Considé~ese 
un conjunto de ciudades y la distancia que hay entre éstas. El problema consiste 
en encontrar el orden en que deben visitarse las ciudades para recorrer la menor 
distancia posible. El problema presenta frustración ya que la solución óptima no 
siempre consiste en dirigirse a la ciudad más cercana que no se haya visitado. 
De hacerlo, la longitud total del recorrido sería mayor que la solución óptima. 

La presencia de frustración implica que hay muchos óptimos locales en la 
función que se desea optimizar. Si se realiza una representación gráfica, en el 
espacio de las variables del problema, de la aptitud de los diferentes estados del 
sistema (mínimos, máximos, puntos silla) se obtiene el paisaje de aptitud. 

" Cabe hacer notar que las características del paisaje de aptitud de un sistema 
dependen de la métrica que se use. Sin embargo, en los casos donde hay mu&os 
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óptimos locales, se obtienen paisajes de aptitud rugosos con muchos valles 
y montañas. Por lo tanto, los métodos de máximo descenso generalmente no 
encuentran el óptimo global ya que realizan la búsqueda al pasar de una solución 
a otra mejor. Además, existen sistemas adaptivos donde el paisaje de aptitud 
se modifica con el tiempo, es decir, no es estático. Por ejemplo, en el caso del 
problema del agente viajero, el tiempo o el costo para ir de una ciudad a otra se 
puede modificar con el tiempo. En consecuencia, el sistema no contiene un óptimo 
global por lo que la optimización no es tan importante como el mejoramiento de 
las soluciones. 

Las características presentadas anteriormente describen de manera general 
los sistemas complejos. Sin embargo, para estudiar el comportamiento de estos 
sistemas, se realizan modelos artificiales como los AGs. Por ejemplo, se puede 
modelar una población del virus de inmunodeficiencia humana (VIH) en un 
paciente a través de un AG y estudiar el papel que tienen las mutaciones en 
el VIH para escapar del sistema inmunológico. Por otro lado, los AGs imitan 
algunos fenómenos de la naturaleza para resolver problemas de optimización 
complejos aprovechando de esta manera el éxito que ha tenido la naturaleza en 
la preservación y adaptación de los individuos más aptos. 

1.2 Algoritmos Genéticos. 

Los AGs, desarrollados por John Holland a mediados de los 60, son procedi
mientos de búsqueda basados en mecanismos de selección natural y genética de 
poblaciones. En la naturaleza, los individuos de cualquier especie están sometidos 
a una lucha continua por sobrevivir. Los individuos más aptos tienen mayores 
probabilidades de sobrevivir, reproducirse y transmitir a sus descendientes las 
características que los hacen superiores al resto de la población, mientras que 
los individuos menos capaces forman una minoría o desaparecen. A través de la 
selección natural, la naturaleza favorece a los individuos que tienen determina
das características. Estas características se determinan a nivel genético por la 
manera en que los cromosomas de los padres se combinan, por ejemplo en la re
producción sexual. De manera similar, los AGs combinan pedazos de soluciones 
existentes para encontrar mejores soluciones en problemas complejos. 

Los AGs difieren de las técnicas convencionales de optimización en varios 
aspectos. Por un lado, los AGs realizan una búsqueda en paralelo ya que trabajan 
con una población de individuos (es decir, con un conjunto de soluciones) que 
se conocen como cuerdas o cromosomas. Cada cromosoma tiene asociado una 
aptitud que está determinada por el valor de la función objetivo de la solución 
correspondiente. 

Otra característica de los AGs es que los cromosomas constituyen una co
dificación de las soluciones del problema bajo consideración. En forma natu-

3 
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F 

Q 

Figura 1.1: Codificación indirecta. 

ral, la función de aptitud se aplica directamente sobre los individuos físicos 
(fenotipos). Sin embargo, al elaborar un modelo se trabaja con las carac
terísticas de los individuos las cuales se codifican en una cadena de caracteres 
(genotipo). Por ejemplo, un fenotipo puede ser el sexo de un individuo, mientras 
su genotipo es la parte correspondiente al par 23 de su comosoma (xx para la 
mujer y xy para el hombre). La codificación se puede hacer de distintas formas. 
En el método de codificación indirecta, las variables del problema se represen
tan en los genes del cromosoma mediante un intérprete que traduce los valor~s 
de un cromosoma en valores de la variable del problema. Entonces, la relación 
entre la codificación y la función de aptitud se puede observar en la figura 1.l. 
Los genotipos (elementos de G) son asociados con los fenotipos (elementos <le 
Q) mediante la codificación i[>. Estos fenotipos son evaluados por la función de 
aptitud F para obtener un valor real positivo. La codificación binaria y la de 
Gray son ejemplos de codificaciones indirectas. En la codificación de Gray, los 
reales x (fenotipos) que difieren en una unidad, se codifican de tal manera que 
sólo difieren en el valor de uno de sus bits. En la siguiente tabla se ejemplifiacan 
las 2 codificaciones. 

x codificación binaria codificación de Gray 
O 000 000 
1 001 001 
2 010 OH 
3 100 110 

Los AGs son métodos de búsqueda global ya que usan reglas de transición' 
probabilísticas para guiar la búsqueda hacia regiones donde la aptitud de las 

" soluciones sea mejor. En la siguiente sección se estudia cómo es posible escapar" 
de regiones donde se tengan óptimos locales con los operadores genéticos. Por 
otro lado, los métodos clásicos de optimización basan su estrategia en ciertas' 
características de los problemas y su aplicabilidad se restringe a problemas que ': 
cumplen estas características. Por ejemplo, las técnicas de gradiente necesitan" 
la derivada para moverse en la dirección de máximo descenso. Por el contrario,' 

" 
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los AGs no requieren de esta información auxiliar, únicamente trabajan con la 
función objetivo. Por lo tanto, los AGs se pueden aplicar a una gran variedad 
de problemas por lo que se dice que son robustos. 

1.3 Operadores Genéticos. 

Los AGs ejecutan una búsqueda sobre una población constante n de individuos, 
donde los individuos más aptos se reproducen más, fomentando la formación 
de nueva información y el intercambio de información en la población a través 
de los operadores genéticos. Un AG sencillo está compuesto por 3 operadores 
genéticos: 

1. Reproducción. 

2. Entrecruzamiento. 

3. Mutación. 

REPRODUCCIÓN. La reproducción introduce un sesgo en la población al au
mentar el número de individuos más aptos en la población. La reproducción se 
puede implementar de diversas maneras, una de ellas es la selección propor
cional o ruleta. En este método, cada individuo de la población ocupa un área 
en la ruleta proporcional a su aptitud. Supóngase que se tiene una población de 
4 individuos cuya aptitud se muestra en la siguiente tabla: 

No. cuerda aptitud proporción (% ) 
1. 01101 169 14.4 
2. 11000 576 49.2 
3. 01000 64 5.5 
4. 10011 361 30.9 
Total 1170 100 

El área que ocupa cada una de estas cuerdas en la ruleta se muestra en la figura 
1.2. Para reproducir la población, se gira la ruleta 4 veces que es el número de 
individuos que forman la población. Por ejemplo, la cuerda 1 tiene una aptitud de 
169 que representa el 14.4% de la aptitud tota!. Por lo tanto, esta cuerda ocupa 
el 14.4% del área tata! de la ruleta. Al girar la ruleta, hay una probabilidad 
de 0.144 de seleccionar a! individuo 1. Entonces, entre mayor sea la aptitud de 
un individuo, se obtienen más copias de éste en la siguiente generación y por 
consiguiente existe una mayor presión selectiva. 

Otra manera de implementar el operador de selección es con torneo de 
tamaño m. En este caso, se seleccionan m individuos a! azar y se elige al más 

5 
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49.2% 

14.4% 

5.5% 

Prelimina~es. 

Figura 1.2: Area que ocupa cada individuo de la población en la ruleta .. 

apto. Este proceso se repite hasta tener una nueva población de n individu,os. 
En este método, la presión selectiva está dada por el tamaño del torneo ya que 
entre mayor sea éste, más veces se selecciona al mejor individuo de la población. 

ENTRECRUZAMIENTO. El entrecruzamiento entre 2 padres se realiza con tina 
probabilidad Pe Y consiste en lo siguiente. Se elige un punto k de entrecruza
miento aleatoriamente, con 1 ~ k ~ N - 1 donde N es el tamaño de la cuerda. 
Los hijos están formados por la parte izquierda del punto k de un padre y por, la 
parte derecha del punto k del otro padre. Por ejemplo, supóngase que se tienen 
los padres pI y p2 con el punto de entrecruzamiento k = 3, los hijos h1 y ~'h2 

'1 resultantes son: 

pI 
p2 

101 10010 
0111 1001 

h1 
h2 

1011001 
0110010 

, 

El operador de entrecruzamiento tiene como función dar diversidad a la po
blación. Si únicamente se usa selección y el mejor cromosoma no está en Ih 
población, el AG no puede encontrar el óptimo. Obsérvese que en una codifiCa
ción binaria, el operador de entrecruzamiento conserva el número total de unos 
y ceros que hay en la población. 

MUTACIÓN. La mutación es una alteración aleatoria de un alelo. Si se tielle 
una codificación binaria, el alelo 1 muta con una cierta probabilidad p a O y vice
versa. La función de este operador también es dar diversidad a la población. Pero 
a diferencia de entrecruzamiento, las mutaciones dan seguridad en la búsqueda 
de soluciones aptas ya que éstas pueden obtener alelos que no se encuentran en 
la población o que se han perdido al aplicar algún operador genético. 

Entonces, el programa de evolución de un AG es el siguiente: 
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inicio 

fin. 

t +- O 
inicializar la población al tiempo t, P(t) 
evaluar P( t) 
mientras no se cumpla la condición de terminación, hacer 

t+-t+l 

fin 

seleccionar P(t) de P(t - 1) 
entrecruzar P(t) 
mutar P(t). 
evaluar P(t) 

Se pueden modificar algunos procedimientos en el AG para hacer la búsqueda 
más eficiente. Por ejemplo, en la técnica elitista la cuerda de mayor aptitud de la 
población, en cada iteración, pasa a la siguiente generación con probabilidad lo 

De esta manera, no es posible perder esta cuerda con los operadores genéticos. 

1.4 Teoría Estándar de AGs. 

Una de las ventajas que tienen los AGs es que se pueden usar para resolver 
problemas muy diversos. Sin embargo, hay que determinar el valor de varios 
parámetros del AG (como la codificación, la tasa de mutación y entrecruza
miento, etc) antes de resolver el problema. Además, la eficiencia del AG en la 
búsqueda del óptimo depende del valor de estos parámetros y para asignarlos 
adecuadamente primero se debe entender cómo funciona un AG. Claramente, los 
AGs no obtienen la solución óptima de un problema de optimización complejo 
al realizar una búsqueda aleatoria sobre un espacio de soluciones. Por otro lado, 
tampoco se realiza una búsqueda exhaustiva al evaluar todas las combinaciones 
diferentes de variables o bits individuales. La búsqueda se realiza sobre un es
pacio restringido que está formado por combinaciones de bits. Es decir, los AGs 
realizan la búsqueda sobre los grados de libertad efectivos (combinaciones de 
bits) los cuales están formados por grados de libertad "microscópicos" ( bits). 

Las características de los grados de libertad efectivos dependen del paisaje 
de aptitud. Sin embargo, pueden tener propiedades genéricas independientes del 
paisaje de aptitud. La Hipótesis de Bloques Constructores [2], que forma 
parte de la teoría estándar de AGs, describe estas propiedades. Para formular 
esta hipótesis, es necesario introducir el concepto de esquema. Un esquema 
consiste en cuerdas parcialmente definidas. En problemas donde se usa un alfa
beto binario para codificar las variables, los esquemas están definidos sobre un 
alfabeto ternario {O, 1, *} donde el símbolo * indica que no importa el valor que 
tome el bit en la posición correspondiente. Por lo tanto, el esquema *01 está asO-

7 
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ciado con las cuerdas 001 y 101. Una cuerda es un ejemplo de 2N esquemas. Por 
consiguiente, un AG procesa un gran número de soluciones simultáneamente; A 
este fenómeno Se le conoce como paralelismo implícito. Obsérvese que algunos 
esquemas son más específicos que otros. Por ejemplo, el esquema 011 * 1 * * cbn
tiene más información que el esquema O * * * •••. El número de bits definidos 
en el esquema es el orden N 2 del esquema. En el ejemplo anterior, el primer 
esquema tiene orden 4 y el último tiene orden 1. La longitud 1 de un esquema 
se define como la distancia entre el primer y último bit definido en la cuerda. 
Por ejemplo, el esquema Oll • 1 •• tiene longitud 1 = 5 ya que el primer bit 
definido se encuentra en la posición 1 y el último en la posición 5. La aptitud 
de un esquema se define como el promedio de las aptitudes de todas las cuerdas 

1 

asociadas con el esquema bajo consideración. , 
En un problema que se codifica con un alfabeto binario, hay a lo más n2N 

esquemas en una población de tamaño n. Sin embargo, no todos los esquemas 
son procesados por el AG. Para saber qué esquemas se utilizan hay que consi
derar el efecto que tienen los operadores genéticos sobre los esquemas en cada 
generación. El efecto de reproducción es claro ya que las cuerdas con m,,:yor 
aptitud tienen mayores probabilidades de ser seleccionadas. Entonces, en dula 
generación, aumentan los esquemas asociados con estas cuerdas, es decir,:' los 
esquemas con aptitud alta. I 

Por otro lado, entrecruzamiento no tiene ningún efecto si no se rompe el 
esquema durante el proceso. Considérense los esquemas 1 • * * O Y * • 110. Es 
más factible que se destruya el primer esquema que el segundo. Este último sólo 
se puede romper en la posición k = 3. Por lo tanto, los esquemas de longitud 
grande se destruyen más fácilmente con el operador de entrecruzamiento. '1 

El operador de mutación normalmente no modifica los esquemas porqu~ se 
aplica con una probabilidad P muy baja. Además, las mutaciones modificad los 
valores de cada bit y no la cuerda completa como en el caso de entrecruzamiento. 

Entonces, la Hipótesis de Bloques Constructores establece que los esquemas 
de longitud pequeña, de orden bajo y aptitud alta se recombinan para formar 
cuerdas con aptitud mayor. A estos esquemas se les conocen como bloques cons
tructores ya que un AG construye la solución óptima poco a poco al combinar 
estos esquemas. Estos resultados se formalizan en el teorema de esquem~s o 
teorema fundamental de AGs que proporciona una cota inferior de la pro
babilidad de obtener un esquema ~ de tamaño N y longitud 1 en la generaéión 
t + 1: 

P(~,t+l)2P'(~,t)[1-Pc(~-_\)] 
donde Pl(~, t) es la probabilidad de seleccionar el esquema ~ y Pe es la proba
bilidad de entrecruzamiento [2]. En el capítulo 4 se deriva una ecuación ex\..cta 
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para P(~, t + 1) Y se muestra que los esquemas de longitud grande tienen prefe
rencia sobre los de longitud pequeña en paisajes de aptitud neutrales. Es decir, 
se mostrará que la Hipótesis de Bloques Constructores no es completamente 
correcta. 

U na vez que se determinen las características de los grados de libertad efec
tivos de un AG, se estudiará el comportamiento de éstos cuando se modifican los 
parámetros del algoritmo. Es decir, a través de las transiciones de fase (que se 
definen en el siguiente capítulo) se comprenderá mejor el papel de los operadores 
genéticos, como selección y mutación, en la búsqueda de soluciones aptas. 

9 



CAPÍTULO 2 

Transiciones de Fase. 

En este capítulo, se introduce el concepto de transición de fase el cual es muy 
conocido en la física. Las transiciones de fase proporcionan un marco formal a 
partir del cual se pueden entender los efectos que tienen los operadores genéticos 
en el AG. Para ello, se desarrolla un modelo matemático que proporciona la 
distribución de probabilidad para cuerdas como función del tiempo en el límite 
de una población infinita. Con el fin de ejemplificar el concepto de transición de 
fase en AGs se estudia el modelo de Eigen y Schuster que es un caso particular 
del modelo anterior. Este modelo se estudia desde el punto de vista de la física 
la cual proporciona un marco más formal. Además, de esta manera se puede 
aprovechar la herramienta de la física para comprender mejor las transiciones de 
fase en los AGs. 

2.1 Transiciones de Fase en la Física. 

Las transiciones de fase se pueden definir como el cambio en el comportamiento 
cualitativo de los grados de libertad efectivos de un sistema que se dan cuando se 
modifican los parámetros del sistema. Es decir, los sistemas pueden presentar un 
comportamiento ordenado o uno desordenado dependiendo de los parámetros. 
Por ejemplo, a medida que se varía la temperatura (T) y la presión (P), el agua 
puede existir como sólido, líquido o gas. En este caso, la fase sólida presenta más 
orden que la fase líquida y ésta a su vez presenta más orden que la gaseosa. Esto 
se muestra en la figura 2.1 la cual se conoce como diagrama de fase. Obsérvese 
que fronteras de fase bien definidas separan las regiones en que se encuentran 
los diferentes estados. Por ejemplo, si se cruza la curva de vapor de presión hay 
un brinco en la densidad del fluido de tal manera que se produce un cambio 
repentino del estado gaseoso al líquido. Cuando se da este comportamiento se 
dice que la transición de fase es de primer orden. Más adelante se verá que 
las transiciones de fase del segundo orden son aquéllas en las que la transición 
de una fase a otra se da de manera gradual. Sobre la curva de vapor de presión 
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P 
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curva de sublimación 

Transiciones de F~e. 

T 

Figura 2.1: Diagrama de Fase de un Fluido. 

coexisten el gas y el líquido. Sin embargo, más allá del punto crítico e se tiene 
un comportamiento diferente ya que es posible pasar continuamente de líquido 
a gas. 

Para medir qué tan ordenados están los estados de un sistema se utiliza 
el parámetro de orden que se define de manera diferente dependiendo del 
sistema. Por ejemplo, considérese la curva de vapor de presión donde coexisten 
el gas y el líquido. A medida que se incrementa la temperatura a lo largo de esta 
curva, la diferencia entre las densidades del líquido y del gas (p¡(T) - pg(T)) 
decrece como se ve en la figura 2.2. El parámetro de orden para este ejemplo se 
define como la diferencia de densidades. Cuando el parámetro de orden alcanza 
su máximo valor se tiene un sistema en el cual los estados están totalmente 
ordenados. Es decir, el sistema está compuesto únicamente por líquido o por gas. 
Pero a medida que la temperatura aumenta, el parámetro de orden disminuye 
hasta llegar a cero en Te' En este punto, el sistema está desordenado, es decir, 
se puede encontrar tanto líquido como gas. Por lo tanto, la temperatura crítica 
Te divide el comportamiento ordenado del desordenado en un sistema. 

Otro fenómeno físico donde se da una transición de fase de primer orden es 
en el ferromagnetismo que consiste en lo siguiente. En algunos metales :'como 
el fierro, es posible polarizar los spins de los átomos (o momentos magnéticos 
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P 

PI(T) 

parámetro de orden 

Pe 

T 

Figura 2.2: Parámetro de Orden de un Fluido. 

atómicos) en la misma dirección al generar un campo magnético H. Si H > O 
(H < O), los spins se orientan hacia arriba (abajo). Sin embargo, si H = O los 
spins se orientan espontáneamente en la misma dirección cuando la temperatura 
está por debajo de una temperatura crítica Te (ver figura 2.3). Por arriba de esta 
temperatura, los spins se orientan aleatoriamente. Entonces, el punto crítico 
separa los 2 comportamientos: el primero donde los estados están ordenados (los 
spins se orientan principalmente en una dirección) y el segundo donde los estados 
están desordenados (los spins se orientan en ambas direcciones). El parámetro 
de orden, que en este caso es la magnetización M, indica qué tan ordenados 
están los spins a medida que se incrementa la temperatura (ver figura 2.4). 

Para calcular el punto crítico Te es necesario definir el sistema. Por ejemplo, 
cualitativamente el diagrama de fase para los fluidos es igual, pero la temperatura 
crítica Te varía dependiendo del fluido. Sin embargo, se puede definir una nueva 
variable que explique el comportamiento crítico de un conjunto de sistemas que 
pertenecen a una clase universal. En el ejemplo anterior, los fluidos son la 
clase de interés y el oxígeno, el nitrógeno, etc. son sistemas que pertenecen a 
la clase de los fluidos. Si se define t = (T - Te) /Te, entonces el parámetro de 
orden para los fluidos es aproximadamente (-t)JJ, es decir (PI - pg) ~ (-t)JJ. 
La gráfica de Guggenheim (figura 2.5) presenta las curvas de coexistencia de 

13 
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Figura 2.3: Diagrama de Fase del Ferromagnetismo. 

M 

parámetro 
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Figura 2.4: Parámetro de Orden del Ferromagnetismo. 
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8 fluidos diferentes pero con T /Te y p/ Pe [4). Obsérvese que todos los datos 
están sobre la misma curva (en especial cerca del punto crítico) a pesar de que 
se tienen fluidos muy diferentes. Por lo tanto, todos estos fluidos se pueden 
describir con el mismo parámetro que en este caso es f3 ~ 1/3. Esto es de gran 
utilidad ya que permite hacer una clasificación de los sistemas dependiendo de 
su comportamiento. 

Cuando se hace una simplificación del modelo de un sistema, los cálculos se 
facilitan. Por otro lado, se tiene una descripción general del sistema en términos 
de los grados de libertad efectivos en lugar de una descripción "microscópica" 
que en ocasiones no es adecuada. En el caso de los AGs, es más útil describir 
el sistema en términos de esquemas asociados con la cuerda óptima en lugar 
de usar las cuerdas como tales ya que es posible que algunos bits de la cuerda 
no modifiquen significativamente su aptitud. Un modelo se puede simplificar de 
varias maneras. Por ejemplo, las variables irrelevantes del sistema se pueden 
despreciar. También se puede trabajar bajo el supuesto de que estas variables 
tienen el mismo comportamiento. Obsérvese que al simplificar un modelo se 
pierde información del sistema que se puede obtener directamente de las nuevas 
variables "macroscópicas". En ocasiones es posible recuperar esta información 
al hacer un mapeo de las variables "microscópicas" a las nuevas variables. Por 
ejemplo, en el caso de los AGs, si se consideran todos los esquemas se obtienen 
las cuerdas que representan las variables originales del sistema. 

La mecá.nica estadística establece un marco formal para el estudio de las 
transiciones de fase [4). Las propiedades termodinámicas de un sistema están 
determinadas por la función de partición: 

(2.1) 
r 

Esta ecuación establece la probabilidad de obtener una configuración determi
nada de un sistema donde la suma es sobre todos los estados del sistema r con 
energía Er y f3 = A con k la constante de Boltzmann. 

Para ejemplificar estos conceptos se modela el fenómeno del ferromagnetismo 
con el modelo de lsing. Este modelo consiste de una malla donde cada punto 
i representa una variable Si conocida como spin que puede tomar 2 valores 
diferentes: Si = ±l. Los spins interactúan de acuerdo con la siguiente función 
que se conoce como Hamiltoniano: 

N-l N-l 

ti = -J L SiSi+! - H L Si donde SN = So 
i:;;;;O i=O 

El primer término es responsable de que existan interacciones entre los spins. 
Si J es positivo entonces favorece que los spins estén alineados en la misma 
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dirección. De lo contrario, hay una tendencia de los spins Si y Si+! para orien
tarse en dirección opuesta. Obsérvese que la suma es sobre todos los vecinos 
más cercanos. En el segundo término de la ecuación no hay interacciones e~tre 
las variables. La única influencia que hay para ordenar los spins es el campo 
magnético H. Entonces, la ecuación 2.1 para este caso es: 

Z = L ef3J (SOs¡ +s¡S,+,,+SN_¡ So)+f3H(So+S¡ +,,+SN_,) ~2.2) 

{s} 

donde {s} representa la suma sobre todos los posibles estados del sistem~, es 
decir, sobre Si = ±1 para todos los spins Si. A continuación, se simplifica esta 
ecuación como un producto de matrices. De 2.2 se tiene que ' 

" Z _ L ef3JSoS¡ +f3H (So+S,)/2éJS¡5,+f3H (S¡ +5,)/2 ... ef3JSN-¡ SO+f3H(SN_¡ +So)/2 

{s} 

= LTo,1T1,2" ·TN-1,O 
{s} 

donde 

son los elementos de la siguiente matriz T: 

( 

é(J+H) Cf3J ) 
T = Cf3J ef3(J-H) 

El primero y el segundo renglón corresponden a Si = 1 Y Si = -1 respectiva
mente. Análogamente, la primera y la segunda columna corresponden a Si+ 1 = 1 
Y Si+1 = -1 respectivamente. Por ejemplo, si se tienen N = 2 variables de Ising 
entonces 

Z 

~Z 

~Z 

= 

= 

= 

L ef3JSOs¡ +f3H(So+S¡ )/2ef3JS¡ So+f3H(S¡ +So)/2 

So=±1 
Sl=±l 

L TO,1T1,O 
So=±1 
S¡=±1 

ef3(J+H)ef3(J+H) + e-f3J e-f3J + e-f3J e-f3J + é(J-H)e{!(J-H) 
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Obsérvese que esta expresión es la traza de T 2 que se denota como 

Z2 = L (T2
)o,0 

So=±l 

Si se desea agregar una tercera variable de Ising 52, entonces Z se obtiene con 
la traza de T3: 

Z3 = L (T3
)o,0 

So=±l 

De esta manera, la matriz T construye la malla de spins paso a paso por lo que 
se le conoce como matriz de transferencia. En general, 

ZN = L (TN)o,o 
s,,=±l 

que se puede expresar también con los eigenvalores X; de T como 
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Figura 2.5: Gráfica de Guggenheim. 
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------------------------------------------------~ 

2.2 Modelo Matemático de un AG. 

En esta sección, se desarrolla una ecuación de evolución para el valor esperado 
de n(e¡, t). el nlÍmero de cuerdas e¡ en el tiempo t. en un AG con operadorJ, de 
selección. mutación y entrecruzamiento. En el límite de una población infinita, 
esta ecuación proporciona la distribución de probabilidad para cuerdas como 
función del tiempo. Se empezará por desarrollar la ecuación de evolución para 
modelos sencillos donde las cuerdas tienen tamaño N = 1 Y 2. Después, se 
generaliza esta ecuación para cuerdas de cualquier tamaño N. Además, se analiza 
el papel que tienen los operadores de selección y ~utación en el AG. También se 
estudia el proceso que sigue un AG para encontrar una solución apta con estos 
2 operadores y la importancia de las transiciones de fase en este proceso. l' 

2.2.1 Ecuaciones de Evolución para Modelos Sencillos. 

Primero, se desarrollará la ecuación de evolución para el caso más sencillo donde 
las cuerdas tienen tamaño IV = 1 Y pueden tomar 2 valores diferentes. Es decir. 
sólo hay 2 estados: 1 y O. En el lenguaje de la genética, esto es equivalente a 
un modelo donde los cromosomas están formados por un sólo gen y éste tiene :2 
alele· ·liferentes. 

I 

:- .;lóngase que el operador de selección se implementa con ruleta. Sean fo 
y J¡ las aptitudes de las cuerdas Co y (.', respectivamente' donde eo (ed ,es la 
cuerda cuyo único bit vale ° (1). Para una poblarión suficientemente grande, 
P(c¡. t) = n(~i,') (i = 0,1) es la probabilidad de seleccionar la cuerda ,c¡ al 
tiempo t donde n(c¡. t) es el nlÍmero promedio de cuerdas c¡ que hay en la 
población al tiempo t y n es el t.amaño de la población. Entonces, el áre~ que 
ocupa la cuerda Ci en la ruleta es f¡p(c¡. ti. Por io tanto. el área total de ruleta 

es L f¡P(e¡, t) = foP(eo. t) + f, P(Cl. t). Obsérvese que 
i 

'\' '\' fin(ei t). -
~ f¡P(ei. t) = ~ n' = f(t) donde f(t) es la aptitud promedio de la 
, , 

población al tiempo t. Entonces. la probabilidad de selecciona.r la cuerda Ci al 
tiempo t + 1 es: 

coni=O.1 

Por lo tanto, la probabilidad de selecciona.r una cuerda e¡ depende del número 
de cuerdas e ¡ que hay en la población así como de su aptitud. 

DespUÉS de aplicar ei operador de selección. s~ aplica •. 1 de mutación. El 
número esperado de cUE'rdas r:'l en la generación t + 1 depende de la proporción 
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de cuerdas Cl seleccionadas en la generación t que no mutaron y de la proporción 
de cuerdas Co seleccionadas en la generación t que mutaron a Cl. Entonces, si p 
es la tasa de mutación, se tiene que: 

P(l, t + 1) = P'(1, t)(l - p) + P'(O, t)p 

donde 

P'( 
. ) _ f;P(c;, t) . 

c"t - f(t) con, = O, 1. 

De forma análoga se obtiene P(O, t + 1). 
Dado que las cuerdas de un bit no se pueden romper, el operador de entre

cruzamiento no tiene ningún efecto sobre estas cuerdas. 
Ahora, considérese un modelo donde las cuerdas son de tamaño N = 2 Y 

donde cada bit puede tomar K = 2 valores diferentes. El número total de estados 
para este modelo es K N = 22 = 4, a saber 00, 01, 10 Y 11. 

La probabilidad de seleccionar una cuerda C; es independiente del tamaño 
de ésta, por lo tanto 

P(11 t + 1) = P'(11 t) = fllP(l1, t) 
, 'f(t) 

El procedimiento para obtener el número esperado de cuerdas 11 después de 
aplicar los operadores de selección' y mutación es igual al caso donde N = 1. Sin 
embargo, la probabilidad de mutación p(k) se aplica sobre el bit k (k = 1,2) de 
la cuerda. Si se considera una probabilidad de mutación constante p(k) = p con 
k = 1,2 entonces la probabilidad de que la cuerda 11 no tenga mutaciones es 
(1 - p)2. Por lo tanto, 

P(I1, t + 1) = P'(I1, t)(l- p)2 + P'(10, t)p(l- p) + P'(01, t)p(l - p) 
+P'(OO, t)p2 

Para calcular el número esperado de cuerdas 11 que se obtienen con el ope
rador de entrecruzamiento, se deben tomar en cuenta los efectos constructivo 
y destructivo de este operador. Es decir, la cuerda 11 se puede construir si se 
aplica el operador de entrecruzamiento a las cuerdas 10 y 01: 

10 --+ 00 
01 11 

19 
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¡: 

Por otro lado, la única manera de destruir la cuerda 11 es al entrecruzar esta 
cuerda con 00: 

11 ~ 10 

00 01 

l' 
Sea Pe la probabilidad de entrecruzamiento. Entonces, la probabilidad de obtener 
la cuerda 11 en el tiempo t + 1 al aplicar selección y después entrecruzamiento 
es: 

P(l1, t+ 1) = P'(11, t) - PeP'(ll, t)P'(OO, t) 
+PeP'(lO, t)P'(Ol, t) 

Si se considera un AG donde se aplica selección, después entrecruzamiento y 
por último mutación; la ecuación de evolución para la cuerda 11 es: 

P(l1, t + 1) = Pe(11, t)(l- p)2 + Pe(10, t)p(l - p) 

+Pe(Ol, t)p(1 - p) + Pe(OO, t)p2 

, 

donde Pe ( ij, t) es la probabilidad de obtener la cuerda ij en el tiempo t al aplicar 
selección y entrecruzamiento. Obsérvese que para pasar de una generación t a la 
siguiente generación t + 1 se deben aplicar los 3 operadores genéticos. Si ij = 11 
se tiene que !, 

Pe(l1, t + 1) = P'(11, t) - PeP'(ll, t)P'(OO, t) 
+PeP'(10, t)P'(Ol, t) 

2.2.2 El Efecto de la Selección en un AG. 
, 

Se sabe que la probabilidad de seleccionar una cuerda Cí con ruleta al tiempo 
t + 1 en una población suficientemente grande es: 

P'( f¡P(c" t) 
P(c¡, t + 1) = Ci, t) = f(t) (2.3) 

Intuitivamente, se espera que las cuerdas con una aptitud mayor que la del 
promedio de la población aumenten en cada generación. Es decir, se espera que 



2.2 Modelo Matemático de un AG. 

si ei es tal que J; > lit) entoces ei aumenta en cada generación. Esto determina 
la ventaja selectiva de la cuerda ei que se define como: 

f Óf=~-l 
• J(t) 

Se puede calcular analíticamente la tasa de cambio del número esperado de 
cuerdas ei como función del tiempo. Para ello, se obtiene la ecuación diferencial 
de la siguiente manera: 

dP(e;, t) = lim P(e;, t + 6t) - P(ei, t) 
dt 5HO 6t 

ya que t no es continuo porque en un AG se consideran generaciones. Entonces, 

dP(e;, t) 
= P(ei,t+ 1) - P(ei,t) 

dt 

= [Ji ] /(t) - 1 P(ei, t) 

=? P(e;, t) = P(e;, Ole!; 5!;d1' 

En una población inicial aleatoria, 

Por lo que el valor de P(e;, t) depende principalmente de 61;. Se tienen 3 casos: 

1. Si 6 Ji > 0, el número de cuerdas ei aumenta en promedio en cada genera
ción. 

2. Si 6 J; = 0, el número de cuerdas ei permanece constante en promedio en 
cada generación. 

3. Si 6 J; < 0, el número de cuerdas ei disminuye en promedio en cada gene
ración. 

Si las cuerdas con mayor ventaja selectiva tienden a aumentar en cada gene
ración, entonces se esperaría que la aptitud promedio en la población también 
aumente en cada generación. Es decir, 
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f(t + 1) ~ f(t) 

A esta propiedad se le conoce como Teorema Fundamental de Selección Natural 
de Fisher y se demuestra de la siguiente manera. 
DEMOSTRACIÓN. Se tiene que 

n(Ci, t + 1) il 

P(Ci,t+ 1) = 
n 

(2.4) 

=> n(ci,t+ 1) = f¡n(ci, t) 
(2.5) 

f(t) 

Por otro lado, 

L (Ji - f(t))2 P(C{, t) > O 
i 

=> LflP(Ci,t) - 2f(t) Lf¡P(Ci,t) 
i 

+ (f(t)) 2 L P(c¡, t) > O 

=> J2(t) - 2 (l(t)) 
2 + (l(t)) 

2 > O 

=> J2(t) > (j(t))2 (2.6) 

Entonces, 

!(t + 1) = I:;!in(Ci, t + 1) 
n 

I:. r [n(c;,t)J; 1 
= .' J(t) 

(por 2.5) 
n 

= I:;fln(Ci, t) = I:;fln(Ci, t) C~) 
nf(t) I:;!in(Ci, t) n 

=> 1(t+ 1) = 
J2(t) (f(t))2 
---> -
f(t) - f(t) 

(por 2.6) 

=>!(t+1) > f(t) • 
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Figura 2.6: Area de las cuerdas en la ruleta en una población pequeña. 

Se ha mostrado que en una población suficientemente grande, la selección 
aumenta el número de cuerdas más aptas en cada generación. De esta manera, 
la población en el punto estable (es decir, en el límite cuando la población no se 
modifica) estará formada únicamente por la cuerda más apta. Es decir, el efecto 
que tiene la selección en una población suficientemente grande es el de ordenarla 
de tal manera que toda la población está formada por la misma cuerda. Sin 
embargo, este comportamiento no necesariamente se da cuando el tamaño de la 
población es pequeño. En este caso, se pueden presentar muchas fluctuaciones 
en la aptitud promedio de la población debido al efecto de tamaño finito de la 
población. Si la población es pequeña (con respecto al número total de estados 
posibles del sistema), es probable que las cuerdas más aptas aparezcan en pro
porciones muy bajas en la población. Incluso, si la población inicial se genera 
aleatoriamente el óptimo puede no encontrarse en la población inicial en especial 
si el número de estados del sistema es muy grande. Entonces, la probabilidad 
de seleccionar las cuerdas aptas de la población disminuye si su concentración 
relativa dentro de la población es muy baja. Esta situación se ejemplifica en la 
figura 2.6 donde las cuerdas menos aptas de la población ocupan un área mayor 
en la ruleta. 

A continuación, se estudiará cómo ordena la selección a la población en 3 
paisajes de aptitud diferentes cuando la población es infinita. El primero, es un 
paisaje plano donde todas las cuerdas tienen la misma aptitud (ver figura 2.7). 
En este caso, no hay ninguna cuerda que tenga ventaja selectiva sobre las demás 
ya que J; = f 'Vi. Por lo tanto, 

P(c;,t+ 1) = P(c;,t) 
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Figura 2.7: Paisaje de Aptitud Plano. 
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Figura 2.8: Paisaje de aptitud donde se cuenta el número de unos. 
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Figura 2.9: Paisaje de Aptitud Plano con un Pico. 

Dado que P(Ci, t) no se modifica con el tiempo, la selección no ordena la pobla
ción. Entonces, el efecto de la selección depende del paisaje de aptitud. 

Ahora, considérese un paisaje de aptitud donde la aptitud de cada cuerda 
es igual al número de unos que tiene ésta. Por ejemplo, la cuerda 00111 tiene 
aptitud 3. Dado que f¡ E {O, 1,"', N}, la cuerda (Ci") con mayor aptitud es 
aquélla en la que todos sus bits valen 1. Se puede medir qué tan diferente es una 
cuerda Ci respecto a Cj si se cuenta el número de bits de Gi que tienen un valor 
diferente al de la cuerda C j. A esta medida se le conoce como distancia de 
Hamming y se denota por dH(i,j). Por ejemplo, si Ci = 10100 Y Cj = 11011 
entonces dH (i, j) = 4. Entonces, se puede representar gráficamente este paisaje 
de aptitud como se muestra en la figura 2.8 donde Ci" = 11 ... 1. Obsérvese que 
las cuerdas se agrupan en el eje x de acuerdo con su distancia de Hamming 
a la cuerda óptima. Por ejemplo, hay N cuerdas con dH (i* , i) = 1. También 
es posible representar este paisaje de aptitud en un hipercubo de dimensión N 
como se muestra en la figura 2.12 donde N = 3. 

En este paisaje de aptitud, la selección ordena la población de tal manera 
que en el punto estable está formada únicamente por la cuerda Ci" = 11 .. ·1 ya 
que ésta es la que tiene mayor ventaja selectiva. 

El tercer ejemplo es un paisaje de aptitud plano con un pico (ver figura 2.9). 
Esto significa que todas las cuerdas tienen la misma aptitud f excepto la cuerda 
óptima que se conoce como secuencia maestra y tiene una aptitud r > f. 
Supóngase que la secuencia maestra es 0101 .. ·01. Entonces, en el punto estable 
la población estará formada únicamente por la cuerda 0101· ··01. 
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2.2.3 El Efecto de Selección y Mutación en un AG. 

Considérense cuerdas de longitud N. Entonces, la ecuación de evolución d~ la 
cuerda Ci bajo los operadores de selección y mutación es la siguiente: 

P(Ci, t + 1) = P(C,)P'(Ci, t) + L P(c¡->c,)P'(Cj, t) 
e ¡:f.C; 

(2.7) 
l' 

donde P(c,) es la probabilidad de que ei no mute y P(Cj->c,) es la probabilidad 
de que la cuerda ej mute a la cuerda ei. Si p(k) es la probabilidad de mutación 
del bit k, entonces 

N 

P(c;) = II (1 - p(k)) 
k=l 

Si se supone una tasa de mutación constante p( k) = p, se tiene que 

P(c;) = (1 _ p)N 

Por otro lado, la probabilidad de que la cuerda e j mute a la cuerda ei es: ' 

II p(k) II (1 - p(k)) 
kE{e¡-e,} 

donde {ej - ei} es el conjunto de bits de ej diferentes a los de ei y {ej - e;}C 
es el complemento de este conjunto, es decir, los bits que tienen en común ,ei Y 
ej. Si p( k) = p es constante, entonces 

A continuación, se estudiará el efecto que tienen los operadores de selección 
y mutación en un AG. Si la tasa de mutación es muy alta entonces exist~ una 
competencia entre selección y mutación donde la selección ordena la población y 
la mutación la desordena. La selección incrementa el número de individuos más 
aptos y la mutación produce nuevos individuos que generalmente tieneril una 
aptitud menor. Si un gen mutado tiene un efecto muy desventajoso, entonces la 
selección actúa fuertemente sobre el individuo y como consecuencia su frecUencia 
en la población permanece baja. Si el gen es ligeramente desventajoso, el efecto 
que tiene la selección sobre el individuo es menor y por lo tanto aparec~ con 
mayor frecuencia en la población que una mutación más desventajosa. 
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1 PI 
concentración 

relativa 

O~~====~~~d~H~(t=·.,~i) 
Figura 2.10: Distribución estacionaria para diferentes tasas de mutación p 
con PI = O < P2 < P3 < P4 = 1. En la gráfica, se muestra la concentración 
relativa de las cuerdas en el punto estable agrupadas por su distancia de 
Hamming respecto al óptimo. 

Entonces, en ausencia de mutaciones, la cuerda con la mayor tasa de repro
ducción aumenta hasta dominar la población de tal manera que todas las cuerdas 
que sobreviven son idénticas. Si hay mutaciones, se forman continuamente nue
vas cuerdas que no tienen aptitud óptima. En este caso, la concentración relativa 
de cada cuerda dentro de la población converge a una distribución estacionaria 
donde las cuerdas diferentes a la cuerda óptima están presentes en cantidades 
significativas. A esta distribución estacionaria se le conoce como cuasi-especie. 

La distribución estacionaria depende de la manera en que la aptitud dismi
nuye con sucesivas mutaciones de la cuerda óptima. En general, la distribución 
se extiende a medida que la tasa de mutación se incrementa (ver figura 2.10). 
Para tasas de mutación grandes, la selección no tiene ningún efecto y la distri
bución estacionaria se distribuye a lo largo de todo el espacio de estados. En 
algunos casos, hay una transición bien definida entre una distribución localizada 
y una no localizada a medida que la tasa de mutación aumenta. Esta transición 
se conoce como umbral de error o punto de transición de fase. 

Para ejemplificar el concepto de transición de fase, considérese el modelo de 
cromosomas constituidos por un sólo gen descrito en la sección 2.2.1. Supóngase 
que el gen tiene muchos alelos de tal manera que un alelo mutado no puede 
mutar para volver a formar al alelo óptimo. El alelo óptimo tiene aptitud r = 1 
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y los demás alelas mutados tienen una aptitud de f = 1 - 8 con 8 constante. Sea 
X(t) la concentración relativa del alelo óptimo al tiempo t y Y(t) = 1 - A;(t) 
la concentración relativa combinada de los demás alelas mutados. Entonces', la 
ecuación de evolución para el alelo óptimo es: 

Xt1- X(t)(l-p) 
( + ) - X(t) + (1 - 8)Y(t) 

" Sea / = /iml-+ooX (t). En la distribución estacionaria se tiene que / = X (t+ 1) = 
X(t), por lo tanto 

=> / = 

/(1 - p) 
/ + (1 - 8)(1 - 1) 
1 _ P. 

8 

dado que / ~ O => p ::; 8. Entonces 

{
1 - l! 

lim X(t) = $ 

'-->00 O 

sip::;8 

si p > 8 

La gráfica 2.11 muestra la concentración relativa del alelo óptimo en la distri
bución estacionaria para diferentes tasas de mutación p. Se fijó 8 en 0.5. En la 
gráfica se puede observar una transición de fase entre un régimen ordenad¡j' (do
minado por selección) y uno desordenado (dominado por mutación). El umbral 
de error se da en p = 0.5(= 8). Para tasas de mutación mayores que esta tasa 
crítica, hay una pérdida en la información genética obtenida previamente. ' 

La búsqueda que realiza un AG se puede ver como un balance entre ex
ploración (de nuevas soluciones) y explotación (de soluciones aptas encont~adas 
previamente). Cuando la tasa de mutación es -alta, el proceso de búsqueda no 
puede explotar las soluciones aptas obtenidas con anterioridad y por lo tanto se 
transforma en una búsqueda aleatoria. El umbral de error es importante en un 
AG ya que determina un balance crítico entre exploración y explotación." Para 
maximizar la exploración, la tasa de mutación debe ser lo más alta posible pero 
no debe exceder el umbral de error. Cabe hacer notar que después de varias 
generaciones, cuando la aptitud promedio de la población se ha incrementado, 
es conveniente usar la técnica elitista. De no hacerlo, es posible que se pierdan 

, 

las cuerdas óptimas encontradas previamente. 
A continuación, se describe el papel que tienen las transiciones de fase en 

la búsqueda del óptimo. Se mostrará que la optimización evolutiva puede ser 
guiada a los picos (o puntos de mayor aptitud) del paisaje de aptitud a través de 
mutaciones sesgadas cuando la población es suficientemente grande. Las muta
ciones son aleatorias, sin embargo, hay un sesgo en la distribución de mut"fiones 
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Figura 2.11: Transición de Fase para el Modelo de un Gen. 

producido por la aptitud de éstas, de tal manera que las mutaciones ventajosas 
aparecen en proporciones mayores que las desventajosas. 

Generalmente, la tasa de mutación es pequeña. Como consecuencia, el sis
tema se ordena relativamente rápido alrededor de un óptimo local. Es decir, 
se genera una distribución cuasi-especie. Por el contrario, la generación de una 
nueva mutación con ventaja selectiva es un proceso lento. Estas mutaciones se 
originan a partir de mutaciones en la periferia de la distribución cuasi-especie. 
Es decir, a una distancia de Hamming relativamente grande con respecto a la 
cuerda ventajosa. 

La concentración relativa de una determinada mutación depende de la apti
tud del óptimo local así como de la aptitud de las demás mutaciones en la distri
bución cuasi-especie. Si hay 2 mutaciones con la misma distancia de Hamming 
respecto al óptimo local, la mutación de mayor aptitud tendrá una concentra
ción relativa en la población más alta que la de menor aptitud. Entonces, es más 
probable que el AG eliga las rutas de optimización cuyas cuerdas son más aptas. 
Para ilustrar este proceso, se ordenan las mutaciones de acuerdo a la distancia 
de Hamming que hay entre éstas en un espacio N-dimensional como se muestra 
en la figura 2.12. En los caminos evolutivos, se puede brincar de una cuerda a 
otra sólo si la distancia de Hamming entre estas 2 cuerdas es 1. La aptitud de 
cada cuerda se representa con Ji donde Ji < Ji 'ti < j. La cuerda óptima es Oll. 
Para ir de la cuerda 101 a la óptima hay varios caminos evolutivos. Sin embargo, 
es más factible elegir el camino 101 - 001 - 011 ya que en cada paso la aptitud de 
la cuerda aumenta. Entonces, el proceso evolutivo no es una búsqueda aleatoria 
de las mutaciones ventajosas. Si fuera así, habría una probabilidad muy baja 
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I
1 

Figura 2.12: Representación de los estados de un sistema respecto a sus m'1ta-
dones. 1: 

de encontrar el óptimo global cuando el número de estados del sistema es muy 
grande. Como consecuencia, en el proceso evolutivo no importa únicamen~e el 
óptimo local sino toda la distribución cuasi-especie. ' 

La optimización evolutiva se puede ver como una serie de estabilizacion~s y 
desestabilizaciones de la distribución cuasi-especie (es decir, como una serie de 
transiciones de fase) que, en un ambiente constante, se asocian con un incre
mento en la aptitud. El proceso es guiado por una distribución de mutaciones en 
cada cuasi-especie. Las mutaciones en la periferia de la distribución cuasi-especie 
tienen una aptitud menor que el óptimo local correspondiente. Sin embargo, las 
mutaciones menos desventajosas generalmente se encuentran en un área dJ ap
titud alta. Por lo tanto, evitan el área con aptitud baja y así la optimiz~ión 
procede a lo largo de un número de caminos limitados. El umbral de error es 
de gran importancia ya que el progreso evolutivo es mayor cerca de éste. Si se 
sobrepasa ocasionalmente este límite, se puede escapar de determinadas distri
buciones y encontrar picos más altos en el paisaje de aptitud. Esto es similar al 
proceso que se sigue en el recocido simulado para realizar una búsqueda global. 

El fenómeno de transición de fase no se da siempre. A continuación se!ana
lizan varios paisajes de aptitud estáticos. Por ejemplo, en el paisaje de ap~itud 
plano no hay transición de fase porque todas las cuerdas tienen la misma 'apti
tud. En el modelo donde la aptitud de una cuerda es igual al número de lunos 
de ésta, tampoco hay transición de fase por la siguiente razón. Si se modifica 
el valor de un bit de una cuerda, no se produce un cambio muy grande en la 
aptitud de ésta. Por lo tanto, el efecto que domina en este caso es el de selección 
dado que las mutaciones no son muy destructivas. " 

En el modelo anterior, cada bit tiene una contribución en la aptitud de la 
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cuerda que es independiente de los otros bits. Es decir, si un bit tiene un valor de 
uno entonces contribuye en una unidad y si tiene un valor de cero, no contribuye 
en la aptitud de la cuerda. Pero esta contribución es independiente del valor que 
tengan los otros bits. Sin embargo, esta es una idealización. En general, si se 
tiene una cuerda con N bits, la contribución en la aptitud de un bit depende de 
los valores de algunos de los N - 1 bits restantes. A esta dependencia se le conoce 
como interacciones epistáticas. En el paisaje de aptitud plano con un pico, la 
contribución del valor de un bit en la aptitud de la cuerda depende de los valores 
de los N - 1 bits restantes. En este caso, la secuencia maestra es 11 ... 1 Y por lo 
tanto todos los bits deben valer 1 para tener la cuerda óptima de aptitud f*. De 
otra manera, la aptitud de la cuerda es f < f*. Es decir, no hay diferencia entre 
la cuerda 011 .. ·1 Y la cuerda 00 ... O para construir la secuencia maestra. Como 
consecuencia, un cambio en el valor de un bit de la secuencia maestra produce 
un cambio muy grande en la aptitud de la cuerda de tal manera que se pasa de 
una cuerda de aptitud máxima a una cuerda de aptitud mínima. Entonces, el 
efecto destructivo de la mutación se amplifica. Si la tasa de mutación es alta, la 
selección no tiene ningún efecto. Por lo tanto, en este paisaje de aptitud sí se 
tiene una transición de fase. 

2.2.4 Ecuación de Evolución con Todos los Operadores Genéti
cos. 

En esta sección se incorpora el operador de entrecruzamineto a la ecuación de 
evolución para cuerdas de tamaño N. Los efectos de este operador se estudiarán 
con más detalle en el capítulo 4. 

La ecuación de evolución considerando únicamente los efectos de reproduc
ción y entrecruzamiento es: 

P(c"t+ 1) = P'(c" t) 
N-l 

/~ 1 "E "E Cg~j(k)P'(c"t)P'(Cj,t) 
cr#c¡ k=l 

N-l 

+ /~ 1 "E "E "E C~~~,(k)P'(cj, t)P'(c¡, t) (2.8) 
Cj#;c¡ Cr:f;.C¡ k=l 

El segundo término de esta ecuación representa el término destructivo del 
operador de entrecruzamiento y el tercer término representa el término construc
tivo. La cuerda c, se destruye con el operador de entrecruzamiento si se cruza 
con una cuerda C j tal que 
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y 
!I 

donde df (i,j) (d~ (i,j)) es la distancia de Hamming entre las cuerdas e; y ej to
mando en cuenta sólo la parte izquierda (derecha) del punto de entrecruzamiento 

df (i,j) > O d~ (i,j) > O 

k. Entonces, cg~j (k) se define como: 1' 

donde 

9(X)={1 s~x>O 
O SI X = O 

Obsérvese que si ei se destruye, cg~. (k) = 1. Para construir la cuerdaei a 
• J , 

partir de las cuerdas e j y e, se debe cumplir la siguiente condición: 

(df(i,j)=O y d~(i,I)=O) ó (d~(i,j)=O y df(i,l) = O) 

Entonces, el término constructivo cg~, (k) se define como 

donde 

C~~)CI (k) = ~ [ó(df (i, j))ó(d~ (i, 1)) + ó( d~ (i, j))ó( df (i, 1)) 1 

Ó(X)={l six=O 
O si x'" O 

Por lo tanto, si e; se puede construir a partir de ej Y e, entonces C~~)CI (k) '" o. 
De la ecuación 2.8 se observa que el operador de entrecruzamiento se 'aplica 

con una probabilidad Pe Y la probabilidad de elegir un determinado punto k 
(1 ~ k ~ N - 1) de entrecruzamiento es N~I. 

Entonces, la probabilidad de obtener una cuerda e; en la generación t!:¡. 1 en 
un AG donde después de seleccionar la población se aplica entrecruzamiento y 
por último mutación es: 

P(e;, t + 1) = P(c,)Pe(e;, t) + L P(Cj ... c,)Pe(ej, t) (2.9) 
Cj'#c¡ 
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donde 

- P'(c;,t) 
N-I 

/~ 1 L L Cnj(k)p'(Ci' t)P'(Cj, t) 
Cj#C, k~l 

N-I 

+ /~ 1 L L L d~~,(k)P'(Cj,t)P'(Cl,t) 
Cj#C, c,#c, k~l 

2.3 El Modelo de Eigen y Schuster. 

En esta sección, se estudiará el modelo de Eigen y Schuster para la evolución de 
moléculas que se autoreplican [13]. En este modelo, las moléculas se representan 
con cuerdas (SI, S2,··· ,SN) de longitud N fija. Las variables Si representan 
los diferentes monómeros que forman las moléculas. Si las moléculas son de 
ADN entonces Si representa las 4 bases (guanina, adenina, citocina y timina) 
que forman el ADN. Sin embargo, sólo se consideran variables binarias (±1) 
que representan las purinas (guanina y adenina) y las pirimidinas (citocina y 
timina). Se denota por Sk, con k = 1,2,·· . ,2N, a las diferentes cuerdas y por 
Xk a la concentración de la molécula Sk en la población. Además, se considera 
una población grande de moléculas. Este modelo se puede aplicar a sistemas más 
complejos como los virus donde los individuos se auto-reproducen. Sin embargo, 
este modelo no considera entrecruzamiento. 

La evolución en el tiempo de la concentración relativa de estas moléculas es: 

d~k = L WkjXj + [Wkk - Dk]Xk = L WkjXj 
j#k j 

donde Wkj son los elementos de la matriz de reproducción W que indican la 
probabilidad de obtener la molécula Sk como resultado de la reproducción de Sj. 
Esta matriz es diagonal si cada molécula produce una o varias copias perfectas 
de sí misma. Sin embargo, el modelo introduce la posibilidad de mutación en 
el proceso de reproducción. Por lo que los elementos de W que no están en 
la diagonal tienen valores positivos pequeños. Por otro lado, Dk representa la 
probabilidad de muerte de cada molécula. 

Leuthausser [6] realizó un mapeo de la evolución de las moléculas en un sis
tema termodinámico en equilibrio. La termodinámica estudia las propiedades de 
la materia cuando son afectadas por un cambio de temperatura entre otros fac
tores. Para realizar este mapeo, se hace discreto el tiempo, es decir se consideran 
generaciones, por lo que en lugar de tener Xk(t) se tiene Xk(i) con i = 0,1, ... 
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Figura 2.13: Malla donde se representa la evolución de las moléculas. , 

Esto representa la concentración relativa de la molécula Sk en la generación i 
al empezar con una población Xk(O). La matriz Wki representa la probabilidad 
para cada molécula Si de producir la molécula Sk en la siguiente generación. 
Entonces, la población después de n generaciones está dada por ¡, 

X(n) = WnX(O) (2.10) 

donde XCi) = (X1 (i),X2(i), ... ,X2N(i)). La matriz W se puede ver como una 
matriz de transferencia que proporciona la probabilidad de obtener X (i +,1) en 
términos de su vecino más cercano en tiempo XCi) ya que X(i+ 1) = WX(i). El 
eigenvalor más grande de W proporciona la tasa de crecimiento de la molécula 
más numerosa en el estado estacionario, es decir, cuando la poblacón de molécu-

1, 

las casi no se modifica. El eigenvector correspondiente indica la composición de 
la población en términos de la concentración relativa de cada molécula [6]. 

La distribución de las moléculas en la n-ésima generación depende de to
das las posibles trayectorias entre el estado inicial X(O) y el estado final X(n). 
La ecuación 2.10 considera implícitamente todos los caminos evolutivos. "Cada 
camino evolutivo se puede describir en una malla de 2 dimensiones como se 
muestra en la figura 2.13. Cada punto en la red Si(i) representa la concentra
ción relativa de un cierto valor en la j-ésima posición de todas las moléculas de 
la población en la generación i. Por ejemplo para N = 4, si se tiene la población 
(1,1,-1,1), (1,1,1,1), (-1,1,-1,1) y (1,1,-1,-1) en la i-ésima generación, 
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entonces la concentración relativa de l's que hay en la posición 3 en toda la 
población es S3(i) = -!. Las propiedades importantes del sistema se obtienen 
de la distribución de la última columna (i = n) o superficie. 

En este caso, la función de partición está dada por: 

(2.11) 

donde H = ¿:?;¿ h[S(i), S(i + 1)] es el Hamiltoniano. A continuación se en
contrará el valor de los parámetros ,Bh[Sj, Sk] de la termodinámica en términos 
del modelo de Eigen y Schuster. Dado que en este modelo sólo se considera 
reproducción y mutación, Wjk se puede obtener a partir de la ecuación 2.7 

( )

dH(S),Sk) 
Wjk = A[Sj](l _ p)N -p-

1-p 
(2.12) 

donde dH (S, S') = HN - ¿:f=l SkS~] para moléculas S y S' y A[S] es la aptitud 
o tasa de reproducción de la molécula S. De 2.11 y 2.12 se tiene que 

exp (-,Bh[Sj (i), Sj(i + 1)]) = A[Sj( i)](l _ p)N (-t;;) d
H 

(Sj(i),Sj(i+1)) 

=> -,Bh[Sj( i), Sj(i + 1)] = In { A[Sj (i)](l - p)N (-t;; rH 

(Sj(i),Sj(i+1))} 

= InA[Sj(i)]+ln(l- p)N 

+ dH(Sj(i),Sj(i+ l))ln(-t;;) 
= InA[Sj(i)] + ln(l- p)N 

+ ! [N -t Sj(i)Sj(i+ 1)] In (-t;;) 

- InA[Sj(i)]+ln(l-p)N 
N 

+ ~ln(-t;;) - n:: Sj(i)Sj(i+1)ln(-t;;) 
j=l 

= lnA[Sj(i)]+~ln[(l-p)p] 
N 

+ L Sj(i)Sj(i + 1) In vO;") 
j=l 

El parámetro,B se define como,B = In vO;") [5], entonces 
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N 

-¡3h[Sj(i), Sj(i + 1)] ¡3"E Sj(i)Sj(i + 1) + In A[Sj(i)] + ~ In [(1 - p)~] 
;=1 1

I 

ya que 

=> -¡3H = ~ r t Sj(i)Sj(i + 1) + In A[S(i)]] 

nN + Tln [(1 - p)p] (2.13) 

n-l 

H = "E h[S(i), S(i+ 1)] 
i=O 

La estructura de la población después de n generaciones corresponde a la 
estructura de la superficie en el bloque de .Iongitud n. El límite cuando n -+ 
00 proporciona la distribución estacionaria del sistema que corresponde" a la 
superficie del bloque infinito. En este punto, el comportamiento es independiente 
de las condiciones iniciales del sistema como la temperatura. l' 

Tarazona [5] estudió la distribución estacionaria de la población en diferentes 
paisajes de aptitud. Obtuvo soluciones numéricas por medio de métodos usados 
en la física que no se discutirán en este trabajo. Sin embargo, se analizarfu los 
resultados que obtuvo. El paisaje de aptitud más simple que estudió corresponde 
al de la secuencia maestra So = (6,6, ... , (N) donde A[ So] = Ao y A[ S] = Al < 
Ao '1S =f So. La figura 2.14 muestra la distribución estacionaria de la pobllu:ión 
para este paisaje de aptitud. 

Los datos corresponden a un sistema donde So = (1, 1, ... , 1), N =, 20 y 
Ao/ Al = 10. La gráfica 2.14 muestra la concentración relativa de las cuerdas en 
el punto estable como función de la tasa de mutación p. Los números asotiados 
con cada curva indican la distancia de Hamming respecto a la secuencia maes
tra. Obsérvese que la distribución cuasi-especie cambia suavemente cuando se 

" aproxima al umbral de error. Cuando se da este comportamiento se dice que la 
transición de fase es de segundo orden. El umbral de error se da en p' == 0.11. 
Después del umbral de error se tiene una distribución no localizada y la s~cuen
cia maestra tiene una concentración muy baja en la población. Por otro lado, 
obsérvese que hay más cuerdas con distancia de Hamming 9 que con distancia 
de Hamming 6 cuando p > 0.11. Esto se debe a que en una población aleato
ria hay 20e9 y 20e6 cuerdas con distancia de Hamming 9 y 6 respectivamente 
donde N ej = .,dt .),. Además, 20e9 = 20e1l por lo que hay el mismo nhmero 

J. 1 . 



2.3 El Modelo de Eigen y Schuster. 

de cuerdas con distancia de Hamming 9 y 11 en una población aleatoria para 
cuerdas de tamaño 20. 

Al principio de este capítulo se mostró que otra manera de estudiar las tran
siciones de fase es mediante el parámetro de orden que en este caso se define 
como: 

donde < Sj > es el promedio del valor del j-ésimo bit en toda la población y 
~ es la secuencia maestra. El parámetro de orden se calcula con la población 
correspondiente a la distribución estacionaria, es decir, con la estructura de la 
superficie del bloque de longitud n. Supóngase que se tiene la siguiente población 
en la distribución estacionaria (1, 1, 1), (1, -1, 1), (-1, -1, 1) Y (-1, -1, -1). En 
este caso, m = HO - ~ + ~l= O. Obsérvese que -1 ::::; m ::::; 1. Si m = 1, 
la población está formada únicamente por la secuencia maestra y por lo tanto 
está totalmente ordenada. Si m = O, se tiene una población aleatoria, es decir, 
una población totalmente desordenada. Por último, si m = -1, la población 
está formada por el inverso de la secuencia maestra, es decir, por la cuerda 
(-1. -1,"', -1). 

La gráfica 2.15 muestra el parámetro de orden en la distribución estacionaria 
como función de la tasa de mutación p para el modelo anterior. El parámetro de 
orden se aproxima a cero suavemente. Al igual que la gráfica 2.14, se tiene una 
población aleatoria a partir de p = 0.11. 

'00 

:~ 0.50 

~ 

S 

p 

~"" 1.12 
1,1) 
6.U 

Figura 2.14: Distribución estacionaria de la población 
para el paisaje de aptitud de la secuencia maestra. 
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Tarazana considera un segundo paisaje de aptitud con 2 máximos, uno en 
So = (~l, 6, ... ,~N) Y otro en SN = (-~l, -6, ... , -~N). SO corresponde allPico 
más alto del paisaje de aptitud (máximo global) y SN es menos alto pero más 
ancho. Es decir, A[So] = Ao, A[SN] = AN, .4[SN-d = AN-l Y para cualquier 
otra cuerda S, A[S] = Al < AN-l < AN < Ao. El parámetro de orden se define 
de la misma manera en este caso. Si m = 1 la población está formada por el 
máximo So Y si m = -1, se tiene el máximo local SN. La gráfica 2.16 muestra 
el parámetro de orden del modelo anterior donde N = 20, !!l!.AA = 10, &A = 9.9 

1 1 l' 

. Y .4:~:1 = 2. Para tasas de mutación pequeñas, la distribución cuasi-especie 
está centrada en So. A medida que aumenta la tasa de mutación, la distribución 
cuasi-especie se centra en S N. Obsérvese que ra transición de una distribución 
cuasi-especie a otra se da de manera repentina, por lo que la transición de r"se 

, 

es de primer orden. El umbral de error se da en p' = 0.113. 

m 

1.00 

0.80 

0.60 

0.40 

0.20 

0.00 
0.00 0.05 0.10 

p 

Figura 2.1.5: Parámetro de orden para el paisaje 
de aptitud de la secuencia maestra. 
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Figura 2.16: Parámetro de orden para el paisaje de aptitud con 2 picos. 



CAPÍTULO 3 

Resultados Experimentales de 
Transiciones de Fase. 

4/ 

En este capítulo, se estudian las transiciones de fase de primer orden y segundo 
orden en AGs. Los paisajes de aptitud elegidos son el de la secuencia maestra 
y el paisaje de aptitud con 2 picos que fueron estudiados por Tarazana. Los 
resultados experimentales, donde se tienen poblaciones finitas, se comparan con 
los obtenidos por Tarazana analíticamente. Por otro lado, se determina cómo 
varía el umbral de error como función de los parámetros del AG. Para ello, se 
eligió el paisaje de aptitud de la secuencia maestra ya que es muy simple y por 
lo tanto se pueden observar claramente los efectos que tienen sobre el umbral de 
error parámetros como el tamaño de la población, la presión selectiva del óptimo 
y el tamaño de la cuerda. 

Para implementar el AG se deben fijar ciertos parámetros. Para el paisaje 
de aptitud de la secuencia maestra, se eligió el óptimo en So = (1,1,·· . , 1) con 
aptitud de A[So) = 10. Las demás cuerdas tienen una aptitud de una unidad. 
En el caso del paisaje de aptitud con 2 picos, los óptimos locales se eligieron 
en So = (1,1, ... ,1), SM = (-1, -1, '" , -1) Y SN-l = (-1, -1, ... , -1, 1) con 
AlSo) = 10, A[SN) = 9.9, A[SN-l) = 2 Y A[S¡) = 1 'Vi i- N, N - 1, O. Da
do que se desea estudiar el efecto de selección y mutación, no se consideró el 
operador de entrecruzamiento. El AG se corrió una vez para cada experimen
to. Los experimentos se realizaron con diferentes tamaños de población n. En 
la población inicial se incluyeron 10 secuencias maestras y las demás cuerdas 
se generaron aleatoriamente. Es importante tener la secuencia maestra en la 
población inicial porque de lo contrario el AG no encontraría el óptimo si la 
probabilidad de mutación es cero. La distribución estacionaria de la población 
se determinó empíricamente en 50 generaciones. La selección se implementó con 
ruleta. 

La gráfica 3.1 muestra la concentración relativa de las cuerdas (respecto a 
la distancia de Hamming) como función de la tasa de mutación p. El tamaño 
de la cuerda se fijó en N = 20 para poder comparar estos resultados con los de 
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Tarazona. La población es de n = 1724 individuos. Para representar claramente 
los resultados se omitieron las curvas correspondientes a las distancias de Ham~ 
ming 10, ..• ,20. Los resultados que se obtienen en esta gráfica concuerdan con 
los obtenidos con Tarazona ya que el umbral de error se alcanza en p' = O.U:' 
La gráfica 3.2 muestra el parámetro de orden m correspondiente en el cual se 
puede observar que el umbral de error se da aproximadamente en p' = 0.11. 1, 

A continuación, se estudia el efecto que tiene el tamaño finito de la poblacióri 
sobre el umbral de error. Para ello se consideraron cuerdas de tamaño N = 10, 
El número total de estados es 210 = 1024 que es 210 veces menor al caso anterior 
donde N = 20. Esto permite variar el tamaño de la población (con respecto al 
número total de estados) con mayor facilidad en las simulaciones. Las gráficas 
3.4, 3.5 y 3.8 muestran la concentración relativa de la población como funció'1, 
de la tasa de mutación para n = 100, n = 1024 Y n = 3000 respectivamente. 
Las gráficas 3.3, 3.6 y 3.7 representan el parámetro de orden correspondiente a 
las gráficas 3.4, 3.5 y 3.8 respectivamente. Cuando el tamaño de la población 
es mucho menor al número de estados posibles (gráfica 3.4), las curvas presen;¡ 
tan muchas fluctuaciones debido al efecto de tamaño finito. A medida que se 
incrementa el tamaño de la población, las fluctuaciones disminuyen. i' 

Con el objeto de estudiar cómo varía el umbral de error como función de la 
presión selectiva del óptimo, se implementó la selección con torneo de tamaño 

" 2, 10 y 20. Los resultados se muestran en las gráficas 3.9, 3.10 Y 3.11 respecti-
vamente. Obsérvese que entre mayor es el tamaño del torneo, el umbral de errorl! 
aumenta. Además con torneo de tamaño 10 y con ruleta, el umbral de error co
incide. Esto se debe a lo siguiente. Considérese una población inicial constituida'l 
por cada uno de los 220 estados posibles. Es decir, n(Si, O) = 1 'Vi. Si se usa' 
ruleta, el número esperado de secuencias maestras en la primera generación es: I 

n(So, l) = 

= 

A[So]n(So, O) 
=-'-:-;.:::..,.:-..,:.,;,...:;" * n ¿i A[Si]n(Si, O) 

---,---:-;-::10..,..( 1-"-,) -:::-::-:-= *n ¿i A[Si]n(Si, O) 
Por otro lado, el número esperado de cuerdas diferentes a la secuencia maestra" 
en la primera generación es: 

n(Sj, l) = 
A[Sj]n(Sj, O) 

*n ¿i A[Si]n(Si, O) 
con j ¡. O 

--,-~1 (.-"1 )-;-;:;-= ;: *n ¿i A[Si]n(Si, O) 
= conj¡'O 

Es decir, se espera que en la primera generación el número de secuencias maestras ,1 
sea 10 veces más que el número esperado de cualquier otra cuerda en la población. , 

li 



Si se considera torneo de tamaño 2 como operador de selección y la misma 
población inicial entonces en la primera generación habrá 2 secuencias maestras. 
Esto se debe a que en cada etapa del torneo se eligen 2 individuos aleatoriamente 
sin reemplazo. Las demás cuerdas pueden desaparecer o ser seleccionadas 1 ó 2 
veces. Por lo tanto, en la primera generación, el número de secuencias maestras 
aparece en el mejor de los casos 2 veces más que cualquier otra cuerda. Dado 
que el tamaño de la población es fijo, esto significa que el número esperado de 
secuencias maestras en la primera generación (y por lo tanto en las subsecuentes 
generaciones) es menor si se usa torneo de tamaño 2. Como consecuencia, es más 
fácil perder la secuencia maestra por mutaciones y por lo tanto, el umbral de 
error se alcanza para una tasa de mutación menor. Cuando el tamaño del torneo 
es de 10, la secuencia maestra tiene la misma ventaja selectiva que con ruleta y 
por lo tanto el umbral de error coincide. Si el tamaño del torneo es mayor que 
10, la secuencia maestra tiene mayor presión selectiva que en el caso de ruleta y 
por lo tanto el umbral de error se alcanza para una tasa de mutación mayor. 

Otro parámetro que se consideró para estudiar cómo se modifica el umbral 
de error es el tamaño de la cuerda N. Dado que la tasa de mutación se aplica a 
cada bit de la cuerda, las cuerdas de mayor tamaño tienen más probabilidades 
de mutar para un p fijo. Por lo tanto, si N es grande es más probable que la 
secuencia maestra mute a otra cuerda. Entonces, se espera que entre mayor sea 
el tamaño de la cuerda N, menor sea el umbral de error. A continuación se 
obtiene una aproximación del umbral de error como función del tamaño de la 
cuerda para el paisaje de aptitud de la secuencia maestra. El número esperado 
de secuencias maestras en la generación t + 1 si se usa ruleta es: 

n(So, t + 1) = A~t) L A[S;Jn(Si, t)(l- p)N-dH(S;,So)pdH(S;,So) 
, 

donde A(t) es la aptitud promedio de la población en la generación t. Si el 
número de estados posibles del sistema es muy grande, es razonable suponer que 
una cuerda mutada no puede volver a formar la secuencia maestra. Es decir, se 
desprecian las mutaciones "hacia atrás". Entonces, 

( 
1 N 

n So, t + 1) = A(t) A[So]n(So, t)(l - p) 

Por otro lado, 

A(t) = L A[Si]P(Si, t) = A[So]P(So, t) + A[S](l - P(So, t)) 
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donde A[S] es la aptitud de las cuerdas diferentes a la secuencia maestra. 

A[So]n(So, t)(l _ p)N 
=> n(So, t + 1) = A[So]P(So, t) + A[S](l- P(So, t)) 

En la distribución estacionaria, n(So, t + 1) = n(So, t) 

A[So](l _ p)N 
=> 1 = -;A7:[ S""'o ]'""p:7( S';-o-, t7-) =+"'"'A"'-[ S""]7:( 1---P"'"('-;S:-0 ,""t )~) 

En el umbral de error p*, el número de secuencias maestras es muy pequeño 
por lo que P(So, t) se puede despreciar. De esta manera se obtiene: 1 

1 = A[So] (1 _ *)N 
A[S] p 

A[S] 
=> A[So] = (1 _ p*)N 

=> p* = 1 _ ( A[S]) *' 
A[So] 

" (3.1) 

En el problema bajo consideración, A[S] = 1 y A[So] = 10 entonces 

(
1 *' p* = 1- 10) 

, 

La figura 3.12 muestra la gráfica de esta función. En esta gráfica también se 
presenta el umbral de error como función de N obtenido experimentalmente. 
Obsérvese que esta curva es muy similar a la obtenida teóricamente. 

Por último, la gráfica 3.13 muestra el parámetro de orden para el paisaje de 
aptitud con 2 picos. En este caso, el tamaño de la cuerda se fijó en N = 10.' Para 
tener una cuerda de cada estado en la población inicial, el tamaño de la población 
es entonces de 210 = 1024 individuos. La selección se implementó con torri~o de 
tamaño 2 para evitar que se perdiera la secuencia maestra. Cualitativame,!te, se 
obtienen los mismos resultados que Tarazona. Se observa una transición de fase 
de primer orden. La transición de la distribución cuasi-especie alrededor" de la 
secuencia maestra So a la distribución cuasi-especie centrada en el óptimo local 
SN se da de manera repentina aproximadamente en p = 0.065. El umbral de 

I 
error se alcanza aproximadamente en p* = 0.085. 



Los paisajes de aptitud considerados en este capítulo son muy simples pero 
es por esto que los efectos de los operadores genéticos se pueden determinar 
claramente. De acuerdo con los resultados obtenidos se tienen las siguientes 
conclusiones. Se observó que el umbral de error es menor cuando la presión 
selectiva del óptimo disminuye. Entonces, entre menor sea la presión selectiva 
del óptimo, menor debe ser la tasa de mutación que se fija en el AG. Por otro 
lado, dado que el umbral de error es aproximadamente inversamente proporcional 
al tamaño de la cuerda; la tasa de mutación debe ser menor entre más grande 
sea el tamaño de la cuerda. También se observó que las fluctuaciones disminuyen 
a medida que aumenta el tamaño de la población. Por lo tanto, es conveniente 
trabajar en las simulaciones con poblaciones grandes con respecto al número 
total de estados del sistema para observar el comportamiento de éste de manera 
más clara. 
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Figura 3.2: Parámetro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra 
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Figura 3.3: Parámetro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra 
con n = 100 Y N = 10. 
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OB 

OB 

E 0.4 

02 

o 
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• 

Figura 3.6: Parámetro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra 
con n = 1024 Y N = 10. 
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Figura 3.7: Parámetro de orden en el paisaje de aptitud de la secuencia maestra 
con n = 3000 Y N = 10. 
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Figura 3.12: Umbral de error como función del tamaño de la cuerda N . 
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CAPÍTULO 4 

Grados de Libertad Efectivos. 

El objetivo de este capítulo es caracterizar los grados de libertad efectivos de un 
AG, es decir, se determinan las características de los esquemas que construyen 
soluciones aptas. Para ello, se simplifica la ecuación de evolución para cuerdas 
con el objeto de mostrar que entrecruzamiento introduce la noción de esquemas. 
Además, se analiza la forma en cómo entrecruzamiento combina pedazos de 
soluciones existentes (esquemas) para encontrar soluciones aptas, es decir, se 
discute la idea de bloques constructores. Esto permitirá caracterizar los grados 
de libertad efectivos en un AG. Por último, se introduce el concepto de aptitud 
efectiva el cual da una mejor idea de la evolución de esquemas en el tiempo. 

4.1 Ejemplo de un AG con Selección y Cruza. 

Con el objeto de ilustrar el papel que tiene el operador de entrecruzamiento en 
un AG, se resolverá un problema sencillo. Sea f(x) = X2 con x E [0,31]. Para 
codificar las variables de este problema, se usa una codificación binaria. A conti
nuación, se muestra una iteración del AG que utiliza los operadores de selección 
y entrecruzamiento. 

cuerda pobo inicial x f(x) P(e;,l) n(e;,l) 
e, 01101 13 169 0.144 0.58 
e2 11000 24 576 0.4923 1.97 
e3 01000 8 64 0.0547 0.22 
e4 10011 9 361 0.3085 1.23 

suma 1170 1 4 
promedio 292.5 0.25 1 
máximo 576 0.423 1.97 

Esta tabla muestra el número esperado de cuerdas e¡ que se obtienen con se-
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lección. La siguiente tabla proporciona la nueva población 
selección y entrecruzamiento. 

después de aplicar 
11 

cuerda # de veces pobo después de parejas seleccionadas 
seleccionada selección al azar 

Cl 1 01101 2 
C2 2 11000 1 
C3 O 11000 4 
C4 1 10011 3 

punto de cruza pobo después x ¡(x) 
de cruza 

4 11001 25 625 
4 01100 12 144 
2 11011 27 729 
2 10000 16 256 

suma 1754 
promedio 438.5(> 292.5) 
máximo 729 

" De estas tablas se pueden hacer algunas observaciones. Primero, las cuerdas 
11000 y 01000 sólo difieren en el primer bit y sin embargo la aptitud de cad~ una 
de ellas es muy diferente. Además, en la segunda generación, aumenta el número 
de cuerdas cuyo primer bit vale uno. Esto hace suponer que es importante que 
el primer bit valga uno para que la cuerda tenga una aptitud alta. Es deci~, las 
cuerdas asociadas con el esquema 1 * * *. tienen una apti tud alta. Nótese que una 
cuerda está asociada con 25 esquemas por lo que cada vez que se consideri' una 
cuerda se analizan 25 esquemas. Esto significa que un AG realiza una búsqueda 

-~~. " 

Por otro lado, la cuerda de mayor aptitud después de la primera generación 
es 11011, la cual se obtuvo al entrecruzar las 2 cuerdas más aptas de la primera 

" generación. La cuerda resultante tiene una aptitud mayor que las originales. Es 
decir, entrecruzamiento construye cuerdas aptas·al combinar pedazos de cuerdas 
existentes. En las siguientes secciones se formalizan estos conceptos. 

4.2 Ecuación de Evolución para Esquemas. 
¡, 

En el capítulo 2 se desarrolló la siguiente ecuación de evolución para cuerdas. en 
un AG con los operadores de selección y entrecruzamiento. l' 
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P(Ci, t + 1) = P'(Ci, t) 
N-l 

- ~ " "en (k)P'(Ci,t)P'(Cj,t) 
]V - 1 ~ ~ • J 

Cdc¡ k=l 

N-l 

+ /~ 1 L L L e~~~,(k)P'(Cj, t)P'(c¡, t) (4.1) 
Cj,#c¡cr#c¡ k=l 

Para simplificar esta ecuación se hace los siguiente. Sea 

es decir, A es el conjunto de cuerdas Cj que difieren de Ci en ambos lados del 
punto de cruza k y B es el conjunto de cuerdas C j que difieren de Ci en sólo un 
lado del punto de cruza k. Entonces, el término destructivo de esta ecuación se 
puede escribir como: 

pero 

L e~~t(k)P'(c;, t)P'(Cj, t) = L P'(c;, t)P'(Cj, t) 
Cj#C¡ CjEA 

= L P'(c;, t)P'(Cj, t) 
Cj 

- L P'(Ci, t)P'(Cj, t) 
CjEB 

-P'(c;, t)P'(Ci, t) 

¿c· P'(Ci,t)P'(Cj,t) = P'(Ci,t) ¿c. P'(Cj,t) = P'(C;,t) 
J J 

- L P'(Ci, t)P'(Cj, t) 

-P'(C;, t)P'(c;, t) (4.2) 

El término constructivo se puede reescribir de la siguiente manera: 
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l' 

L L d~~¡(k)P'(ej, t)P'(e" t) = L L C~~~¡(k)P'(ej, t)P'(el, t) 
Cj:f;C¡ G¡;f:.C¡ Cj el 

- Ld~~,(k)P'(ej,t)P'(ei,t)' 
Cj l' 

'" (2) " - ~ Cc,c¡ (k)P'(ei, t)P'(e" t) .. 

-cg~, (k)P'(ei, t)P'(ei, t) 

= L L C~~¡(k)P'(ej, t)P'(el, t) 

v 

(1) 

'" (2) P" - 2 ~Ccjc,(k)P'(ej, t) (ei,t) 
ej 

• 
(II) 

-C~~~,(k)P'(ei,t)P'(ei,t) 1 (4.3) 
, I 

• 
(III) 

l' 

Se analizarán los términos (I), (1I) Y (JII) por separado. Considérese el 
término (J). Dado que ej # ei y e, # ei se tiene que: 

C~~~.(k) = ~ [6(df (i, j))6( dI{ (i, /)) + 6(dI{ (i, j))6 (df (i, /))1 
= {! si (e; ::J ef y e, ::J ef) ó (ej ::J ef y e, ::J ef ).'· 

O en otro caso 
, 

Entonces 
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2: 2: d~~, (k)PI(Cj, t)P'(c¡, t) 
Cj el 

= ~ 2: 2: PI(Cj, t)P'(c¡, t) 
2 L R 

cJ':Jc¡ C¡:>C¡ 

1 +2" L L P'(Cj, t)PI(C¡, t) 
cJJcfic¡:Jcf 

= ~ L L P'(Cj, t)P'(C¡, t) 
Cj:>cf c¡:>cf 

+~ L L PI(Cj, t)PI(C¡, t) 
2 cl:Jc[lc):Jcf 

L L P'(Cj, t)P'(c¡, t) 
Cj:Jcf clJcf 

En el término (Il) se tiene que C j # c; por lo tanto 

Cr,~;(k) = ~ [Ó(df (i,j))Ó(dfi(i, i)) + ó(dfi (i,j))Ó(df(i, i))] 

= HÓ(df(i,j))+Ó(dfi(i,j))] 

{

! sic'EB = 2 J 

O si Cj E A 

Es decir, C~~~Jk) = ! si Cj es diferente de C; en un sólo lado del punto de 
entrecruzamIento k. Entonces, 

Por último, considérese el término (I 1I). Se tiene que 

C~:~; (k) - ~ [Ó( df (i, i) )ó( dfi (i, i)) + ó( dfi (i, i) )ó( df (i, i))] 
1 

Por lo tanto, 

Cg~;(k)P'(c;, t)P'(c;, t) - P'(c;, t)P'(c;, t) 
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Entonces, el término "constructivo" (ec. 4.3) se simplifica de la siguiente man~ra: 

l' 

.E .E C~~)c¡(k)P'(Cj,t)P'(C¡,t) = . .E .E P'(Cj,t)PI(C¡,t) " 
Cjif'c, c,*c, cpcf c¡::>cf 

- .E P'(Cj, t)P'(Ci, t) 
CjEB 

-PI(Ci, t)P'(Ci, t) 
'1 

(4.4) 

Por lo tanto, el término de entrecruzamiento que se obtiene a partir de las 
ecuaciones 4.2 y 4.4 es: 

- /~ 1 I: [P'(Ci, t) - .E P'(Ci, t)P'(Cj, t) - P'(Ci, t)P'(Ci, t)]' 
k=l cjEB 

+ /~ 1 I: [L L PI(Cj, t)PI(C¡, t) - L PI(Cj, t)PI(Ci,'t) 
k=1 CjJC; c¡Jct' CjEB 

-PI(Ci, t)P'(Ci, t)] 

= ;~\ ~ [PI(Ci, t) - L L P'(Cj, t)PI(c¡, t)] 
k=l c;":>cf c¡:>cf 

Entonces, la ecuación 4.1 se simplifica como: 

donde 

P(C"t+ 1) P'(Ci,t) - /~ 1 %1 [P'(Ci,t) 

.E .E pl(C), t)P'(c¡, t)] 
c;Jcf c¡:Jc[i 

=}P(Ci,t+l) = P'(Ci,t)- /~l~[P'(Ci,t) 

-P'(ct, t)P'(cf, t)] (4.5) 
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P'(ef, t) = L P'(ej, t) y P'(eI', t) = L P'(ej, t) 
cj:lcf G):Jc{t 

Obsérvese que el término de "reconstrucción" de la cuerda ei depende de la 
aptitud de aquellas cuerdas que contienen los elementos cf y ef de e i. Por lo 
tanto, el operador de entrecruzamiento introduce la noción de esquema. De esta 
forma se introducen los grados de libertad efectivos (esquemas) que se obtienen al 
sumar sobre todas las cuerdas que contienen a ef o ef. Estas cuerdas constituyen 
los grados de libertad microscópicos del sistema. Por otro lado, la ecuación de 
evolución 4.5 muestra que los efectos del término de reconstrucción son mayores 
que los del término destructivo si las partes de la cuerda son más selectivas que 
la cuerda completa. 

A continuación se derivará la ecuación de evolución para esquemas que se 
obtiene al sumar la ecuación 4.5 sobre todas las cuerdas que contienen al esquema 
~. Primero, se considerará únicamente el operador de reproducción: 

Sea P(~,t) = L P(ei,t) entonces 
GiJe 

donde 

P(Ci,t+ 1) 
j;P(Ci, t) 

= 
J(t) 

=} L P(Ci,t+ 1) = f~t) L JiP(Ci, t) 
e¡:J{ c¡:J{ 

P(~,t+ 1) = !(~, t)P(~, t) = P'(~ t) 
J(t) , 

L J(Ci, t)n(c;, t) 

!({,t) = .;..:c,:.::.·:J<,--~~_ 
n({, t) 

es la aptitud del esquema {. 
Si se consideran los operadores de reproducción y mutación, la ecuación de 

evolución para esquemas es: 

P({, t + 1) = P(e)P'({, t) + L P(tH{)P'(li, t) 
ti 
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l' 

donde t; denota los esquemas que difieren de ~ en al menos un bit de los N 2 pits 
definidos en ~. P(~) es la probabilidad de que el esquema ~ no mute y P(ti¡+E) 
es la probabilidad de que el esquema ti mute al esquema ~. ' 

La ecuación de evolución para cuerdas considerando únicamente los opera
dores de selección y entrecruzamiento es: 

• 

P{c;,t+ 1) = P'(c;,t) 

=> ¿ P(c;,t+ 1) -
C¡J~ 

N-l 

- /~ 1 ¿ [P'(c;, t) - P'(C[, t)P'(cf, t)] 
k=l 

¿ {P'(C;, t) 
c¡J~ 

N-l } 
- /~ 1 ¿ [P'(c;,t) - P'(cf,t)P'(cf,t)] , 

k=l 

" dado que P'(Ci, t) no depende del punto de entrecruzamiento k, se tiene que 
l' 

N-l 

P(~, t + 1) = (1 - Pc)P'(~, t) + /~ 1 ¿ ¿ P'(cf, t)p'(cf, t) 
k=l co, 

Para simplificar esta ecuación, se divide la suma del término constructivo en 
aquellos términos donde el punto de entrecruzamiento k no corta el esquema ~ 
y en aquéllos donde sí lo corta: 

P(~, t + 1) = (1- Pc)P'(~, t) 

+ /~ 1 ¿ [~P'(cf, t)P'(cf, t) + !f P'(cf, t)P'(cf, tl] 
Gi:>e k=l k=l 

Se analizará el caso donde k no corta el esquema. Sin pérdida de generruidad, 
supóngase que k corta a la derecha del esquema. Por ejemplo, sea ~ = '10 un 
esquema de orden 2, entonces se tiene la siguiente situación: 

k 

1 * 1 * 1 O 1 * 11 ... 1 * I 

Obsérvese que los bits en el esquema ~ a la derecha del punto de cruza k 'tienen 
un valor de *. Esto significa que cf es la parte derecha del punto de cruza de 
cualquier cuerda. Entonces, 
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Por lo tanto, 

P'(cf, t) = ¿ P'(Ci, t) = 1 

Ci)Cr 

=? ¿ p'(cf,t)P'(cf,t) = ¿ P'(cf,t) = P'(l;,t) 
C;:){ c;J{ 

P(l;,t+1) (1 - Pc)P'(l;, t) + NPc (N -1)P'(l;, t) 
-1 

1-1 

+/~1 ¿ ¿P'(cf,t)P'(cf,t) 
G.:>e k=l 

= P'(l;, t) - N
PC (I - l)P'(l;, t) 
- 1 
1-1 

+ /~ 1 ¿ ¿P'(cf,t)P'(cf, t) 
c;:){ k=l 

Supóngase que k corta el esquema l;. El término ¿C;::l{ p'(cf, t)p'(cf, t) es 
una suma sobre todos los posibles valores de los bits que no están definidos en 
el esquema l;. Sean nL(nR) los bits a la izquierda (derecha) del punto k que no 
están definidos en l;. Entonces, 

¿ p'(cf, t)P'(cf, t) = ¿ ¿ P'(cf, t)P'(cf, t) = P'(l;L, t)P'(l;R, t) 

Por lo tanto, 

1-1 

P(l;,t+ 1) = P'(E,t) - /~ 1 ¿ [P'(l;,t) -P'(l;L,t)P'(l;R,t)] (4.6) 
k=l 

Obsérvese que la suma es sobre los puntos de entrecruzamiento k que cortan al 
esquema l;. 

La interpretación de esta ecuación es similar al de la ecuación 4.5. En el 
término de reconstrucción, P'(l;L, t)P'(l;R, t) es la probabilidad de seleccionar un 
padre que contenga la parte izquierda del esquema ( y otro padre que contenga 
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la parte derecha de {. Además, un esquema se vuelve más numeroso por 'los 
efectos de entrecruzamiento si sus partes son más selectivas que el total. 11 

La ecuación 4.6 es una extensión del teorema de esquemas. Obsérvese que 
la ecuación de evolución 4.6 toma en cuenta exactamente los efectos de "des
trucción" y "reconstrucción" de cuerdas. Esta ecuación no es simplemente )lna 
cota inferior para la probabilidad de tener una cuerda Ci en la siguiente genera
ción como lo establece el teorema de esquemas que únicamente toma en cuénta 
explícitamente el efecto "destructivo" de entrecruzamiento. 

La ecuación de evolución para esquemas que considera los efectos de repro
ducción, mutación y entrecruzamiento es: 

P({, t + 1) = P({)Pc({, t) + L P(ii -t {)Pc(ii, t) (4.7) 

ti 

donde 

1-1 

Pc({, t) = P'({, t) - NP~ 1 L [P'({, t) - P'({L, t)P'({R, t)] 
k=1 . 

A continuación, se analizan algunas características de la ecuación 4.6 I,don
de se incluyen los efectos de entrecruzamiento y se desprecia la mutación [7]. 
Obsérvese que para resolver la ecuación 4.6 se deben determinar primero los va
lores de P({L, t) y P({R, t). Pero P({L, t) y P({R, t) se obtienen con la ecuación 
de evolución, es decir l' 

donde {LL y {LR son la parte izquierda y derecha del esquema {L con respecto al 
punto de entrecruzamiento m donde m < k. Además, {LL y {LR son esquemas 
de menor orden que {L. Este proceso continúa. Para calcular P({,t +'1) se 
necesitan P({L, t) y P({R, t) que a su vez requieren de P({LL, t -1), P({LR, t - 1), 
P({RL, t-1) Y P({RR, t-1), etc. En cada paso, los esquemas disminuyen de orden. 
El proceso termina con los esquemas de orden 1, los cuales no se destruyen con 
el operador de entrecruzamiento. Es decir, para esquemas de orden 1, {= i, la 
ecuación 4.6 se simplifica como: " 

P(i,t+ 1) = P'(i,t) 
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Como ejemplo, considérese un esquema de orden 4, ~ = ijkl. La estructura 
jerárquica de los esquemas que se necesitan para formar ~ es la siguiente: 

t+1 ijkl 

../ ~ \" 
t ijk,l 'J, kl i, jkl 

../ \" ~ ~ ../ \" 
t - 1 ij, k i,jk " J k,l jk,1 j,kl 

~ ~ ~ ~ 
t-2 " J j,k j,k k,l 

En este ejemplo, se ilustra claramente la idea de bloques constructores. Los 4 
bloques constructores de orden 1 (i,j,k, Y 1) se combinan para formar bloques 
constructores de orden 2 (ij, kl Y jk) que a su vez se combinan con bloques cons
tructores de orden 1 para formar bloques constructores de orden 3 (ijk Y jkl), 
etc. 

A continuación se analizan las características de los grados de libertad efec
tivos en un paisaje de aptitud plano, es decir, donde todas las cuerdas tienen la 
misma aptitud. Sin pérdida de generalidad, considérese la ecuación de evolución 
para el esquema ~ = 11 de orden 2: 

1-1 

P(ll, t + 1) = P'(ll, t) - /~ 1 L [P'(ll, t) - P'(IL, t)P'(lR, t)] 
k=1 

donde 1L Y IR son esquemas de orden 1 que forman la parte izquierda y derecha 
de ~ = 11 respecto al punto de entrecruzamiento k. 

(1 - 1) 
=} P(ll, t + 1) = P(ll, t) - Pe (N _ 1) [P'(ll, t) - P'(1L, t)P'(lR, t)] 

Se sabe que P'(ll, t) = /(lt, t) P(ll, t), entonces 
f t) 

/(ll,t) [ (1-1)] 
P(1l,t+1) = J(t) 1-Pe(N_1) P(ll,t) 

(1 - 1) 
+ Pe (N _ 1) P'(lL, t)P'(lR, t) 
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Se desea saber a qué converge P(I1). Para ello, se obtiene la ecuación diferencial 
¿P(ll,') . 11 

dt . 

dP(ll, t) 
dt = 

= 

lim _P-,-( 1_1-,-, t_+,-Ó....,t!....) _-_P-,-( 1_1.'-, t-,-) 
óHO 8t 

1(11, t) (1- 1) P( ) 
f(t) p, (N _ 1) 11, t 

(1 - 1) 
+ P'(N _l)P'(lL,t)P'(lR,t) 

Ob • () P'(1) 1(1, t)P(l, t) " d servese que P 1, t + 1 = , t = 1(t) , pero en un paisaje e 

aptitud plano ¡j~~;) = 1 entonces P(l, t + 1) = P(l, t). Por lo tanto 

dP(I1, t) (1- 1) 
dt = -Po (N _ 1) [P(I1, t) - P(lL, O)P(lR, O)] 

Al resolver esta ecuación diferencial de primer orden se obtiene 

P(I1, t) = P(I1, O)e-pe(~:.II)' + P(lL, O)P(lR, O) [1 - e-Pe (};¡:." )t] l' 

l' 

Si t -+ 00, P(I1, t) = P(lL, O)P(lR, O). Esto significa que en el punto estable 
(es decir, en el límite cuando la población no se modifica) aparece el esquema 
~ = 11 debido al efecto "constructivo" de entrecruzamiento. Obsérvese que sin 
este efecto constructivo, P(l1) convergería a cero. Por lo tanto, el términb que 
domina es el constructivo y no el destructivo como se plantea en la Hipótesis 
de Bloques Constructores. Esto significa que los esquemas de longitud grande 
no se destruyen. Por lo tanto, los grados de libertad efectivos de un AG no son 
necesariamente esquemas de longitud pequeña. La idea de bloques constructores 
está asociada a los bits definidos de los esquemas que construyen solu~iones 
aptas. Pero los bits definidos no necesariamente tienen que estar juntos en la 
cuerda. El resultado que se acaba de mostrar es válido sólo en paisajes de aptitud 
neutrales donde no hay preferencia por esquemas de cierta longitud. ESI,decir, 
donde los esquemas de determinada longitud no sean más aptos que los demás. 
Cabe hacer notar que la Hipótesis de Bloques Constructores trata de describir las 
características de los grados de libertad efectivos sin tomar en cuenta el paisaje 
de aptitud bajo consideración, lo cual es una afirmación muy fuerte. 
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4.3 Aptitud Efectiva 

Otra medida que proporciona información de la evolución de esquemas es la 
aptitud efectiva [3]. La idea intuitiva de aptitud es que los padres más aptos 
tienen más descendientes. Sin embargo, se analizará. la noción de aptitud con el 
siguiente ejemplo. Se considerará. el efecto de entrecruzamiento sin mutación en 
un modelo que consiste de esquemas de orden 2: 11, 10, 01 Y OO. El paisaje de 
aptitud es: f(l1) = f(OO) = 1 Y f(10) = f(Ol) = O. A partir de la ecuación 4.6 
se obtienen las ecuaciones de evolución para esquemas de orden 2. Por ejemplo, 
para ~ = 11 la ecuación 4.6 se simplifica de la siguiente manera: 

( ) 1(l1,t)p() 
P 11,t+ 1 = f(t) 11,t 

_ P (1- 1) [1(11, t) P(ll t) 1(~0, t) P(OO t) 
e(N -1) f(t) 'f(t) , 

_ 1(01, t) P(Ol t/(10, t) P(10 t)] 
f(t) 'f(t) , 

La solución de P(~, t) en el estado estacionario, es decir cuando P(~, t + 1) = 
P(~, t) es la siguiente: 

P(l1) = P(OO) = ~ [1- Pe(l-l)] 
2 2(N - 1) 

Pe(l-l) 
4(N - 1) 

P(Ol) = P(10) = 

Para 1 = N Y Pe = 1 se tiene que P(ll) = P(OO) = P(10) = P(Ol) = t. Es 
decir, la mitad de la población está formada por cuerdas que tienen aptitud cero. 
Pero obsérvese que estas cuerdas no desaparecen porque al cruzarlas entre ellas 
se forman cuerdas más aptas. 

Este ejemplo muestra cómo los operadores genéticos pueden cambiar el pai
saje de aptitud "efectivo" en el que evoluciona la población. En este caso, el 
paisaje de aptitud no proporciona suficiente información acerca de cómo evo
luciona la población, ya que una cuerda con aptitud cero puede estar presente 
en las siguientes generaciones. Por lo tanto, se puede definir la aptitud efectiva 
fe! !(~, t) de la siguiente manera: 
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Donde P({, t + 1) satisface la ecuación 4.7. Si se toman en cuenta únicame~te 
los operadores de selección y entrecruzamiento se obtiene la siguiente expresión 
para feJ J({, t): 

f'Jf({,t) = ]({,t) 
- 1-1 

p({,~i~~e_ 1) ~ [P'({, t) - P'({L, t)P'({R, t)] 

Obsérvese que si Pe = O entonces feJJ({, t) = ]({, t). 



CAPÍTULO 5 

Resultados Experimentales de 
Grados de Libertad Efectivos. 

En este capítulo, se presentan resultados experimentales de los efectos que tiene 
entrecruzamiento en la longitud del esquema y se comparan con los resultados 
teóricos obtenidos en el capítulo 4. Para ello, se implementó un AG sin mutación 
ya que éste operador no tiene ningún efecto directo sobre la longitud del esquema. 

Las características de los grados de libertad efectivos dependen del paisaje 
de aptitud bajo consideración. Sin embargo, para observar los efectos genéricos 
de entrecruzamiento se debe elegir un paisaje de aptitud neutral en ausencia de 
este operador. Es decir, un paisaje de aptitud donde la selección no favorezca 
esquemas de determinada longitud. El modelo descrito en el capítulo 2, donde la 
aptitud de una cuerda Ci es igual al número de unos que tiene, cumple con estas 
características. En este modelo f(ci) = E; 1; donde lj es 1 (O) si el j-ésimo bit 
de la cuerda vale 1 (O). 

Los grados de libertad efectivos son esquemas asociados con el óptimo que 
en este caso es c' = 11 ... L Sin pérdida de generalidad, se eligieron esquemas 
de orden 2 asociados con el óptimo, es decir, ~ = 11 Y cuerdas de tamaño N = 8. 
Se desea determinar el número de esquemas ~ = 11 de longitud / = 2,3, ... ,8 en 
cada generación (n~p, (1)). Obsérvese que un esquema ~ = 11 de longitud 7 puede 
ubicarse en 2 posiciones diferentes en una cuerda de tamaño 8, 1 * * * * * lo Y 
* 1 * * * * * L En cambio, un esquema ~ = 11 de longitud 8 sólo puede encontrarse 
en una posición dentro de la cuerda, a saber en 1 * * * * * * L Entonces, para 
poder comparar el número de esquemas de orden 2 de diferente longitud que 
hay en una población, se debe normalizar (n~p,(l)) con el número de posiciones 
diferentes que puede ocupar el esquema en una cuerda de tamaño 8: 

n~,(/) 
nop' (1) = -=-8 -"_'7/-'-'+-1 / = 2,··· ,8 

Con el objeto de evitar los efectos de tamaño finito, se eligió una población de 

'1--1 
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5000 individuos. Las gráficas corresponden al promedio de 30 corridas diferentes. 
Las gráficas 5.1 y 5.2 muestran M(I) como función del tiempo, donde 

1 = 2,··· ,7 

1, 

En la gráfica 5.1 no se utilizó entrecruzamiento. Obsérvese que no hay prefe-
rencia por esquemas de alguna longitud. La gráfica 5.2 muestra la evoltlción 
de esquemas cuando Pe = 1.0. En este caso, los esquemas están ordenados de 
acuerdo a su longitud de tal manera que los esquemas de mayor longituq son 
los más numerosos. Entonces, para este modelo la reconstrucción de esquemas 
es más importante que la destrucción de éstos. Estos resultados concuerdan con 
los obtenidos teóricamente a partir de las ecuaciones de evolución. 1, 

Las gráficas 5.3 y 5.4 muestran la evolución de la aptitud efectiva de los 
esquemas de determinada longitud correspondientes a las gráficas 5.1 y 5.2. Es 
decir, se grafica F(/) como función del tiempo, donde 

F(I) = fe¡¡(I) - fe¡¡(8) 
feJf(8) 

Sea f;Jf (1) la aptitud efectiva del.esquema ~ = 11 de longitud 1 cuyo primer bit 
definido se encuentra en la posición j de la cadena. Entonces, " 

f, (1) = ¿j fiJf (1) 
e¡¡ 8 -1 + 1 con 1=2,···,8 y j=I,···,8-I+l 

l' 

En el apéndice, se incluye el código de las subrutinas que calculan feff (1) y 

nopt (1). La aptitud efectiva es otra manera de medir el efecto de entreCruza
miento ya que entre mayor sea la aptitud efectiva de un esquema, más numeroso 
será éste. La gráfica 5.4 corresponde al caso en el que Pe = 1.0. Obsérvese que los 
esquemas de longitud grande tienen una aptitud efectiva mayor o igual que los 
de longitud pequeña en las primeras 5 generaciones aproximadamente. La ven
taja en la aptitud efectiva del esquema ~ = 11 de longitud 8 sobre el de longitud 
2 es de 0.01. En cambio, sin entrecruzamiento (gráfica 5.3) las fluctuaciones son 

, 

del orden de 0.0005. Por lo tanto, con entrecruzamiento el esquema ~ = 11 de 
longitud 8 tiene una ventaja selectiva 20 veces mayor aproximadamente sobre el 
esquema ~ = 11 de longitud 2. 

Dado que no hay mutaciones, la población en la distribución estacionaria 
está formada únicamente por el óptimo l1ll1111. Por lo tanto, el nú~'ero de 
esquemas ~ = 11 de longitud 1 = 2,3,··· ,8 debe ser igual al tamaño de la 
población que en este caso es 5000. Es decir, 



nopt(l) = 5000 1 2 8 8 _ 1 + 1 para = ,3,···, 

Pero en las primeras generaciones, los esquemas de longitud pequeña son menos 
numerosos que los de longitud grande. Entonces, los esquemas de longitud pe
queña deben incrementarse más que los de longitud grande para alcanzar una 
concentración de 5000 en la población. Esto se refleja en la gráfica 5.4 donde 
los esquemas de longitud pequeña tienen una aptitud efectiva mayor a los de 
longitud grande a partir de la sexta generación aproximadamente. 

Una vez que se han estudiado las propiedades genéricas de entrecruzamiento, 
se pueden considerar paisajes de aptitud más complicados para observar los 
efectos de selección y entrecruzamiento conjuntamente. En el siguiente paisaje 
de aptitud, la selección introduce un sesgo hacia los esquemas de determinada 
longitud. La aptitud de la cuerda C; es: 

I(c;) = I)j+ ;± Lit} 
j i<k 

donde ljk es la longitud del esquema ~ = 11 cuyos unos están ubicados en las 
posiciones j y k de la cuerda C;. Para ljk se tiene un sesgo hacia los esquemas 
de longitud grande ya que éstos tienen una aptitud mayor. Por otro lado, 1";/ 
introduce un sesgo hacia los esquemas de longitud menor. N+ = Ej<k ljk (N- = 
Ej<k f;kl ) es un factor de normalización que consiste en la suma sobre todas las 
longitudes (inverso de las longitudes) de los esquemas ~ = 11 asociados con el 
óptimo 11111111. El parámetro f controla la magnitud del sesgo. Entonces, la 
aptitud de la cuerda C; = 11001100 es: 

f 
f(ci) = 4 + ill [(2 + 5 + 6) + (4 + 5) + 2] 

si se favorece a los esquemas de longitud grande y 

f(c;)=4+f - -+-+- + -+- +-( 280) [( 1 1 1 ) ( 1 1) 1] 
2369 2 5 6 4 5 2 

si el sesgo es para los esquemas de longitud pequeña. 
La gráfica 5.5 muestra la evolución de esquemas para el modelo donde los 

esquemas de longitud grande tienen preferencia. Se fijó f = 0.3 y Pe = 0.0. 
Obsérvese que esta gráfica es similar a la gráfica 5.2. Es decir, el efecto que tiene 

73 



74 Resultados Experimentales de Grados de Libertad Efectiv;os. 

entrecruzamiento es el de favorecer a los esquemas de longitud grande. La gr<\fica 
5.6 representa la evolución de esquemas para el caso en el que los esquemas de 

" longitud pequeña tienen preferencia. En este caso, Pe = 1.0 Y € = 0.75. Obsérvese 
que entrecruzamiento anula el sesgo inducido por selección. Las gráficas 5.7 y 5.~ 
muestran la evolución de la aptitud efectiva de los esquemas correspondientes a 
las gráficas 5.5 y 5.6 respectivamente. ' 

Por último, se consideró un paisaje de aptitud deceptivo. En un probl~ma 
deceptivo, los esquemas aptos de orden bajo construyen esquemas de orden Ima
yor pero con aptitud baja. Es decir, los esquemas de orden bajo asociados" con 
subóptimos tienen una aptitud mayor que aquellos esquemas de orden bajo aso
ciados con el óptimo. En este caso, el paisaje de aptitud se definió de la siguiente 
manera. Cada pareja de bits contribuye de la siguiente manera en la aptitud de 
la cuerda: f(ll) = 3, f(Ol) = f(lO) = 1 Y f(OO) = 2. La aptitud de una cqerda 
e i se define como 

1 
f(ei) = NC 'i:'!ik 

2 i<k 

Por ejemplo, si Gi = 010, 

1 1 
f(ei) = 3C

2 
U(Ol) + f(OO) + f(10)) = 3(1 + 2 + 1) 

Las gráficas 5.9 y 5.10 representan la evolución de esquemas cuando Pe = 0.0 
y Pe = 1.0 respectivamente. Obsérvese que en este modelo, entrecruzamiento 
favorece los esquemas de longitud pequeña ya que el efecto destructivo de en
trecruzamiento es más importante que el constructivo. Los esquemas ( =¡ 10 Y 
~ = O 1 tienen una concentración baja en la población porque el problema es 
deceptivo. Por lo tanto, es poco probable construir el esquema ~ = II a partir 
de ~ = 10 y de ~ = 01. Por otro lado, es claro que los esquemas ( = ,11 de 
longitud grande se rompen más fácilmente que los de longitud pequeña debido 
al efecto destructivo de entrecruzamiento. Entonces, los esquemas ~ = 11 que se 
ven favorecidos en este caso son los de longitud pequeña. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo, se estudiaron los grados de libertad efectivos de los AGs con 
el objeto de entender cómo busca un AG las soluciones aptas de un problema.· 
Esto permite implementar de manera más adecuada los AGs para resolver de
terminados problemas. Sin embargo, también permite estudiar los fenómenos de 
la genética de poblaciones y la selección natural ya que los AGs son modelos 
de la naturaleza. Los resultados presentados en este trabajo se respaldaron con 
resultados experimentales y además se compararon con la teoría estándar de 
AGs. 

Para estudiar los grados de libertad efectivos de los AGs, se presentó una 
ecuación de evolución exacta a partir de la cual se obtiene la distribución de pro
babilidad de esquemas como función del tiempo cuando la población es infinita. 
Esta ecuación proporciona más información que la cota inferior determinada en 
el teorema de esquemas ya que se considera el efecto constructivo del opera
dor de entrecruzamiento. Se mostró que este operador introduce la noción de 
esquema y que los esquemas aptos, de orden bajo y longitud grande (grados 
de libertad efectivos) construyen esquemas de orden mayor cuando el efecto de 
reconstrucción de esquemas es más importante que el de destrucción. Es decir, 
se demostró que entrecruzamiento favorece los esquemas de longitud grande en 
paisajes de aptitud neutrales contrariamente a lo que se afirma en la Hipótesis 
de Bloques Constructores. Para comprobar experimentalmente estos resultados, 
se utilizaron modelos simples y se eliminaron las mutaciones con el objeto de 
observar únicamente los efectos de entrecruzamiento. En el paisaje de aptitud 
neutral (donde se cuenta el número de unos) la concentración de los esquemas 
en la población es inversamente proporcional a su longitud. Para el paisaje de 
aptitud donde se introduce un sesgo a los esquemas de determinada longitud, 
se observó que el efecto de entrecruzamiento es análogo al efecto que se tiene 
cuando se favorecen esquemas de longitud grande. Por otro lado, en el problema 
deceptivo, la concentración de los esquemas pequeños en la población es mayor 
porque el efecto destructivo de entrecruzamiento es más importante en este ca
so. Estos resultados concuerdan con los obtenidos teóricamente. Sin embargo, 
es conveniente considerar más paisajes de aptitud. Los modelos N K - Kauffman 
[8] proporcionan una gran diversidad de paisajes de aptitud ya que se puede 
variar el tamaño de la cuerda (N) y el número de interacciones epistáticas entre 
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los bits de ésta (K). También se puede hacer un estudio más detallado de, los 
caminos elegidos por el AG en el problema deceptivo. Dado que hay preferencia 
por cuerdas de aptitud alta, las rutas no deceptivas son las que posiblemente 
tienen mayor preferencia. 

Por otro lado, también se estudió el comportamiento de los grados de libertad 
efectivos cuando se modifican los parámetros. Se observó que un AG presenta 
una fase ordenada dominada por selección (cuando p es pequeño) y otra desorde
nada dominada por mutación (cuando p es grande). La tasa de mutación crítica 
que divide estos 2 comportamientos es el umbral de error. A este fenómeno ~e le 

" conoce como transición de fase el cual se ha estudiado más a fondo en la física. 
Por esta razón se aprovecharon los resultados de la mecánica estadística para 
estudiar los efectos de los operadores genéticos bajo un marco formal. Ade¡nás, 
se obtuvo experimentalmente el umbral de error en el paisaje de aptitud de la 
secuencia maestra y en el paisaje de aptitud plano con 2 picos estudiados por Ta
razona. El primer paisaje de aptitud presenta una transición de fase de segundo 
orden y el segundo, una transición de fase de primer orden. Estos resultados coin
ciden con los obtenidos teóricamente por Tarazona con técnicas de la mecánica 
estadística. También se variaron algunos parámetros del AG en el paisaje de 
aptitud de la secuencia maestra para observar cómo se modifica el umbral de 
error. Se encontró que entre menor sea la presión selectiva del óptimo, menor es 
el umbral de error. Por otro lado, se observó que el umbral de error es inversa
mente proporcional al tamaño de la cuerda. Estas observaciones permiten fijar 
el valor de la tasa de mutación en un AG de manera más adecuada. De tal forma 
que la tasa de mutación debe disminuirse si el óptimo no tiene mucha v~ntaja 
selectiva sobre las demás cuerdas o si el tamaño de las cuerdas es grande. ::Tam
bién es conveniente trabajar con poblaciones grandes, con respecto al número 
de estados posibles, para evitar los efectos de tamaño finito de la población. Sin 
embargo, sería interesante determinar el umbral de error en paisajes de aptitud 
más complicados para observar si se tiene el mismo comportamiento. También 
se puede incluir el operador de entrecruzamiento para estudiar los efectos que 
tiene sobre el umbral de error [9). 



ApÉNDICE A 

Subrutinas del Programa del AG 

En este apéndice se incluye el código, escrito en C, de las subrutinas que calculan 
nO"' (1) y fe!! (1). Es decir, el número normalizado de esquemas ~ = 11 de longitud 
I = 2,3, ... ,8 que hay en la población y su respectiva aptitud efectiva. Estas 
subrutinas se incluyeron en el programa "SGA-C: A C-Language Implementation 
of a Simple Genetic Algorithm"de Goldberg, David E. Smith y Jeff A. Erickson 
[2]. 

, 1* Estructuras y variables globales. *1 
struct individual 
{ 

} 

unsigned *chrom; 
1 * cromosoma o cadena de un individuo *1 

double fitness; 
1* aptitud de un individuo *1 

double esq[7]; 
1* Arreglo con el número de esquemas ~ = 11 de longitud I = 2,3, ... ,8 *1 

double Leff(7]; 
1* Arreglo con la aptitud efectiva de esquemas ~ = 11 de longitud 

1= 2,3, ... ,8 *1 
int popsize; 

1* Tamaño de la población *1 
double n_11, n..l.O, n_01, n_OO; 

1* Núm. de los esquemas ~ = 11,10,01,00 en la población *1 
double P _11, P _10, P _01, P _00; 

1* Probabilidad de seleccionar los esquemas ~ = 11,10,01,00*1 
dauble U1, UO, L01, LOO; 
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/* Aptitud de los esquemas ~ = ll, 10, 01, 00 */ 
double n_opt[7]; 

/* n_opt[I] = esq[l] / {8-1+1} para 1= 2,3, ... ,8 */ 
double Lopt[7]; 

/* !_opt[I] =!-eff[lJ / (8-1+1) para I = 2,3, ... ,8 */ 

statistics(pop} 
/* Calcula el núm. de esquemas ~ = II de longitud I y su aptitud efectiva * j 
struct individual *pop; 
{ 

int i, j, kj 
/* contadores * / 

double surnfitness; 
/* suma de las aptitudes de los individuos de la población * / 

double avg; 
/* aptitud promedio de la población * / 

j* Calcula avg * j 
surnfitness = 0.0; 
for (j=0; j< popsize; H+) 

surnfitness = surnfitness + pop[j].fitness; 
avg = surnfitness / popsize; 

j* Calcula esq[jJ y Leff[j] para j = O, 1, ... ,6 * j 
for (i=O; i<7; i++) 
{ 

} 

esq[i] = O; 
Leff[i] = O; 
n_opt[j] = O; 
Lopt[j] = O; 

for (k=2; k< 9; k++) 
/* Una iteración para cada una de las longitudes I = 2,3, ... ,8 * / 
{ 

for (i=l; i< k; i++) 
/* i es la posición del primer bit definido en el esquema */ 
{ 

j = i + (9 - k); 



} 

} 
} 

1* j es la posición del segundo bit definido en el esquema *1 

app-stats(pop, i, j); 
j = 9 - k - 1; 
1* Posición, en el arreglo, de los esquemas de longitud k *1 

esq[j] += n_ll; 
if (P _ll != O) 

Leff[j] += U1- ((j+1) / (7*avg)) * ((LOO * P _00 * U1) 
- ((L01 * P _01 *UO * P _10) / P _ll»; 

1* Calcula n_opt y Lopt *1 
for (1=0; 1<7; 1++) 
{ 

} 

k = I + 2; 
1* Longitud del esquema *1 

n_opt[j] = esq[j] / ((double)(8 - k + 1»; 
Lopt[j] = Leff[j] / ((double)(8 - k + 1»; 

app_stats(pop, i, j) 
1* Calcula n...kl y f...kl con k,l = {O, l} para esquemas que tienen el primero y 

segundo bits definidos en las posiones i y j respectivamente. *1 
struct individual * pop; 
{ 

int k, mask =1; 
unsigned tmp, tmp1; 

n_ll = 0.0; nJO = 0.0; n_01 = 0.0; n_OO = 0.0; 
Ll1 = 0.0; LIO = 0.0; L01 = 0.0; LOO = 0.0; 

for (k=O; k< popsize; k++) 
{ 

tmp = pop[j].cbrom; 
tmp1 = tmp» i- 1; 
if((tmp1 & mask) = = 1) 
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} 

{ 

} 
else 

{ 

} 
} 

Subrutinas del Programa del A:G 

tmpl = tmp» j-l; 
if ((tmpl & mask) == 1) j jesquema E = 11 
{ 

n_ll ++; 
Lll = L11 + pop[j].fitness; 

} 
else 1* esquema E = 10 * / 
{ 

n_lO ++ ; 
UO = UO + pop[j].fitness; 

} 

tmpl = tmp »j-l; 
if((tmpl & mask) == 1) j* esquema E = 01 *j 
{ 

n_Ol ++; 
LOl = LOl + pop[j].fitness; 

} 
else j* esquema E = 00 * j 
{ 

n_OO ++ ; 
LOO = LOO + popli].fitness; 

} 

if (n_ll ! = O) 
if (nJO ! = O) 
if (n_Ol ! = O) 
if (n_OO ! = O) 

L11 = Ul / n_ll; 
UO = UO / n_lO; 
LOl = LOl / n_Ol; 
LOO = LOO / n_OO; 

P _11 = n_11 / popsize; 
P _1 O = n_lO / popsize; 
P _01 = n_Ol / popsize; 
P _00 = n_OO / popsize; 
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