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Introduccion

INTRODUCCION

Fenémenos multivariados' son todos aguellos que aparecen en el tiempo y en el
espacio, en los que se manifiestan relaciones determinadas por las categorias que
resultan de la medicion de multiples atributes? que poseen los objetos, elementos o
unidades sujetos a estudio. Este tipo de fendmenos aparecen en todas las ramas de la
ciencia, desde psicologia hasta biclogia, y desde la matematica hasta la politica. Los
métodos para analizar fenémenos multivariados constituyen un area joven, importante y

creciente de la estadistica.

La particularidad del andlisis multivariado es ia consideracién de un grupo de N objetos,
de los cuales se tienen valores observados sobre m variables. El grupo de objetos
puede ser completo o una muestra de una peblacion. A su vez los objetos poseen varios
atributos o variables de medicion, los cuales tienen su propio espacio muestral finito o
infinito, continuo o discreto, y pueden ser también un subconjunte de otro conjunto mas
grande de variables. Estos tipos de fendmenos por tener, en general, un numero grande
de objetos y éstos a su vez poder ser medidos en una gran cantidad de variables,
resultan ser fenomenos de un comportamiento muy complejo y dificil de manejar asi
como de obtener. Es por eso que se requieren estudios con distintos propésitos, de los

cuales los mas importantes son;

1) Simplificacién estructural. El objetivo aqui es “ver el bosque por fos arboles”, es
decir, examinar los datos mediante varias transformaciones. Hay formas simples
de representar la complejidad del fendmeno, por ejemplo, transformar un
conjunto de variables interdependientes en variables independientes o reducir Ja

dimensionalidad de lo complejo.

' Definicién tomada del DICCIONARIO FILOSOFICO, Agustin Ezcurdia y Pedro Chivez Calderén. 1996,

pag. 3.
“ Alnbuie: Cadit una de las cualidades o propicdades de un ebjeto. Enciclopedia NALLAT DICCIONARIO.
Tomo 2_ pig. 341,
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2) Clasificacidn. En este tipo de estudio las preguntas a las que se desea dar
respuesta son, ¢los objetos forman o pertenecen a grupos (conglomerados)
mediante los cuales pueden ser distinguidos y clasificados?, 0 ¢como estan

esparcidos casualmente sobre el territorio de variacion?.

3) Agrupacion de variables. Ya que la clasificacion es tomada como la agrupacién
de ohjetos, también en algunos estudios interesa saber si las variables caen de

la misma forma dentro de grupos semejantes.

4) Andlisis de interdependencia lineal. El objetivo es examinar la interdependencia
(dependencia reciproca) entre variables o sea, las posibilidades de que las
variables sean [linealmente independientes o tengan una colinearidad, es decir,
una situacion en la cual una variable es una funcién linea! de otras o dado el

caso no lo sea,

5) Andalisis de dependencia. En el analisis de interdependencia lineal las variables
son consideradas todas fijas, en bases semejantes, de esta manera son
afectadas sobre sus relaciones mutuas. Por el contrario, en el analisis de
dependencia una 0 mas variables son tomadas para realizar el examen de sus
dependencias sobre las demas como en anadlisis de regresion y en analisis de

correlacion.

6) Construccion de hipétesis y pruebas de hipdtesis. En este caso el propésito es
hacer una afirmacidn o suposicion en base a las evidencias, sefales o

caracteristicas que presentan los datos multivariados.

El método de Andlisis Discriminante (AD) pertenece al tipo de proposito del analisis de
interdependencia lineal y sus raices surgen por los afios 1920's, El estadistico inglés
Karl Pearson propuso un coeficiente que interpretaba la distancia entre grupos
indexados (Coeficiente de semejanza racial), es decir, un coeficiente que indica qué
tanto esta un grupo separado de otro, o se puede considerar como la distancia entre dos
grupos. Este tipo de coeficiente fue estudiado extensivamente por G. M. Morant en los

anos 1920's. Por esos mismos afios en la India hubo otros estudios sobre distancias
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entre grupos de datos que fueron formalizados por P. C. Mahalanobis en los 1930's, y
en esa misma década [a idea de |a distancia intergrupal multivariada fue traducida a una
combinacion lineal de variables derivadas para el propésito de discriminacion entre
grupos por R. A. Fisher. Los escritos acerca del AD aparecieron en las primeras tres o
cuatro decadas y fueron enfocados en la prediccion de miembros de grupos (Andlisis
Discriminante Predictivo, ADP), pero hasta |a década de los 1960's ia combinacion lineal
de variables se consideré para propdsitos de interpretar efectos relevados por un
analisis multivariado de varianza (MANQOVA), y este aspecto del AD es liamado Analisis
Discriminante Descriptivo (ADD). EI ADD tiene como principal interés describir tos
diferentes efectos que se producen en los objetos mediante diferentes agrupaciones de
variables. En cambio en el ADP el interés bésico es predecir tos miembros de grupos de

acuerdo 2 la agrupacion de las variables que puede existir.

E! AD es una técnica mediante la cual se obtiene un resultado por el que se puede
describir el comportamiento de un fendmeno objefo (variable dependiente) por medio de
varios supuestos (variable independiente). Si la variable dependiente que se desea
describir es dicétoma (por ejemplo, macho - hembra) o multicétoma (por ejemplo, alta -
media - baja) y por lo tanto no es un dato métrico®, entonces la técnica multivariada AD
es la apropiada para analizar a esta variable. El AD es util en situaciones donde la
muestra total puede ser dividida en grupos basados sobre una variable dependiente que
tiene distintas clases conocidas. Los objetivos primaros de este andlisis de
interdependencia lineal son el entender las diferencias de grupos y predecir la
probabilidad de que una entidad (individuo u objeto) pertenecera a una clase paricular o
grupo basado sobre distintos datos métricos o variables independientes. Este método es
de aplicacion universal, incluso en muchas situaciones, el objetivo primario es identificar
el grupo al cual un objeto pertenece. En cada instancia, los fendmenos se encuentran
en grupos y pueden, esto es lo esperado, ser predichos, descritos o explicados, por un

conjunto de variables independientes seleccionadas mediante el analisis sefalado.

* Dato Méirico: Son datos cuanlitativos, mediciones ysadas para identificar o describir objctos. no solamente
cn las bases del tipo. sino tambiéa por ¢l valor o grado para el cuat el objeio pucde ser caracterizado por un
atributo particular.

Dato No Méirico: Son datos cualitativos, aiributos, caracteristicas o propicdades categdricas que pucden scr
vsadas para identificar o describir un objete. Ejemplo, ocupacion (Fisico, Doctor. Profesor. ctc.). También
conocidos como datos nominales u ordinales. Hair, Joseph F., MULTIVARIATE DATA ANALYSIS with
Readues, 1987 pag. 2.
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Por otro lado, el Analisis de Conglomerados (AC)} es un método analitico que sintetiza la
informacion de la poblacién de objetos, por medio de la clasificacion de los mismos en
un cierto nimero de grupos que se pueden considerar como poblaciones en miniatura,
puestc que cada grupo conserva las mismas propiedades de [a poblacién totaf pero con

un menor numero de objetos, los mas representativos y significantes.

Especificamente. el objetivo es el clasificar una muesira de objetos (unidades o
individuos) en un nimero pequefio de grupos mutuamente exclusivos, basados sobre
las similaridades entre |las entidades. En el AC a diferencia del AD, los grupos no estan
predefinidos. En el AD se supone que 10s objetos o unidades a analizar pertenecen ya a
un grupo predefinido, pero en el AC los grupos todavia no estan preasignados. De esa
forma el AC toma la preferencia sobre el AD de ser el primer paso de un anélisis con tal
de definir los grupos de objetos. El AC usualmente inicia con la etapa en que se cbtiene
un tipo de medicion en base a las variables independientes, que de alguna forma nos
indica la proximidad o asociacion entre las entidades en orden para determinar si varios
grupos realmente existen en la muestra, y después perfila los objetos en orden para
determinar la agrupacion que puedan tener. Este paso podria ser perfeccionado al

aplicarse el AD a ios grupos identificados por el AC,

El AC es un método que clasifica los objetos en grupos que son homogéneos en si
mismos y heterogéneos entre ellos y esta clasificacién es realizada con ei conjunto
completo de variables, pero ;es necesario usar todo el conjunto de varables, para
clasificar a los objetos correctamente? o /podria ser menor ef mimero de variables que

mejor clasifican a los objetos?.

Los grupos de datos estan compuestos de mediciones de diferentes variables que
describen a cada objeto del grupo, es por eso que al realizar un anélisis a estos datos
es apropiado considerar de manera simultanea todas las variables (ADP) sin olvidar a
los objetos (AC).
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FHAY CONJUNTO DE VARIABLES "PREDICTORAS™ Y " CRITERIO™?

METODOS DE DEPENDENCIA | | METODOS DE INDEPENDENCIA |
LCUANTAS VARIABLES CRITERIO? [¢son DE ENTRADAS METRICAS ]

SON METRICAS?]

[ 1
REGRESION/ ANALISIS ANALISIS anausis || anauisis || ESCALA 1| pora)a
CORRELACION | | DiscriminanTg |MULTIVARIADO DE s METRICA oA
MULTIPLE PREDICTIVO || DE VARIANZA ractor |fconcro-§| MULTE || wetRica
(ADP) c MERADOS || DIMENSIO-
COVARIANZA NAL
ANALISIS REGRESION/
DISCRIMINANTE | | cORRELACION
DESCRIPTIVO CANONICA
(ADD)

Figura 1.Clasificacién de Métodos Multivariados

Para poder tener una mejor idea de qué lugar ocupan los métodos de AD y de AC en la
Estadistica Multivariada, y qué tan refacionados estan ambos métodos, se muestra un
organigrama (Figura 1) basado en los casos en que es apropiado aplicar un analisis
multivariado. En este esquema se presentan claramente las condiciones para aplicar los

distintos métodos de la estadistica multivariada.

El AD y el AC son dos tipos de andlisis completamente diferentes y con distintos fines,
pero en estos dos métodos sus objetivos basicos son respecto a las dos partes
fundamentales de fa estadistica multivariada (cbjetos y vanables predictoras), entonces
se puede pensar que los dos métodos podrian formar un séfo método que defina a los
mejores grupos en los que se pueden clasificar a los objetos baséndose en las variables
predictoras que mejor los describen, o como un método gque encuentra el grupo de

variables predicloras que mejor describen a cada grupo predefinido de objetos.

1)
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E! AC obtiene varios grupos de objetos, los cuales son homogéneos en su interior, pero
muy heterogéneos en su exterior, estos grupos (conglomerados) puede ser que no
estén compuestos por las variables que de mejor manera predicen su comportamiento
con respecto al fenémeno del que surgen y pertenecen, entonces ;qué variables

predictoras son las que mejor influyen en el objelivo del analisis de conglomerados?.

Como se nota en la figura 1, entre los métodos de andlisis estadistico multivariado AD y
AC no se aprecian claramente las relaciones que interactian entre el funcionamiento de
ambos métodos. Estas relaciones son dificiles de identificar, por no encontrarse de una
manera superficial, sino por estar en el interior del desamrollo de ambos métodos. Al
considerar estos tipos de relaciones que unen a los dos métodos de andiisis, surgen

ciertas preguntas que generan el objetivo del trabajo:

« Si se tienen variables para un grupo predefinido de objetos,
ées aceptable aplicar primero el AD para asegurar que ese es el grupo adecuado
de variables que describen al fendmeno?
» ;Qué son el AD y AC de si mismos
- comprobantes de validez de sus resultados?
- refuerzos de sus resultados?
« ¢ Existe una relacion conceptual entre ambos métodos de analisis? o (El AD y el

AC son complementarios de si mismos?

Las respuestas a cada una de las preguntas puede ser que estén basadas en los
supuestos de cada uno de los dos métodos o en los conceptos de cualquiera de sus
procedimientos, o tal vez en los efectos de los resultados, €s por eso que en el
documento se desamrolla un estudio de manera conjunta de los métodos de analisis de
conglomerados y de andlisis discriminante predictivo examinando los principios tedricos
matematicos en los que subyace el principio de proximidad, para establecer a través de
éste ¢cudles serian las & agrupaciones, si las hay, que se podrian dar entre los objetos
de un proceso de produccién de calidad?, asi como para predecir ;cudl seria la
agrupacion de variables gue podria darse o existir en dicho proceso, que proporcionara

una mejor clasificacidn de objetos y en consecuencia un mejor control y descripcion de
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la calidad del producto?

Para dar respuesta a estas preguntas se requiere de una sintesis de los fundamentos
teodricos y metodoldgicos del ADP y del AC, que facilitara la realizacion de un estudio de
la pertinencia, agrupacion y seleccién que se puede hacer con un conjunto de datos
sobre las variables de los objetos en términos de semejanza o distancia, que puede

conducir al mejoramiento del proceso de un producte para maximizar su calidad.

Para poder desarrollar el estudio de una manera adecuada, en el Capitulo 1: Anilisis
de Conglomerados, se muestran los principales conceptos basicos para conformar et
entendimiento tedrico y practico del AC, esto con el propdsito de poder distinguir, los
conceptos de sus procedimientos y etapas, asi como sus supuestos y efectos, que se
desarrollan en este método de andlisis estadistico multivariado. Se muestran las etapas
del método teniendo un subcapitulo de las principales medidas de proximidad que
pueden ser usadas por el método, asi como las mejores formas de transformar las
variables no-métricas a métricas. Después se muestran los distintos procesos de
conglomeracion {jerarquicos y no-jerarquicos) a usarse, dependiendo del caso a
analizar, y sus maneras de interpretar los resultados obtenidos.

Al igual gque en el capitulo anterior, mostrando los principales conceptos basicos para
obtener un entendimiento tedrico y practico pero ahora con respecto al Analisis
Discriminante én el Capitulo 2, se muestran las etapas del ADP, presentando como
subcapitulos, cada uno de los procesos para perfilar las variables y asi poder desarrollar

y validar la funcion discriminante, y obtener los resultados que caracterizan al método.

El Capituto 3: Clasificacidon y Discriminacion, es la parte practica del texto, en el cual
se muestra {a aplicacion de los métodos de ADP y AC a un mismo caso, que tiene las
condiciones necesarias para poderse aplicar de una manera conjunia los
procedimientos de los mélodos de clasificacion y discriminacién; y asi poderse
comprobar los resultados supuestos y deseados, por los que se podra conjuntar ia parte
tedrica con la practica y de esta forma responder las preguntas antes hechas y asi

corroborar los supuestos que se han planteado.
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Lo anterior es posible aplicando el analisis de conglomerados al grupo de datos de un
periodo mensual de produccion de llantas, para establecer las 4 agrupaciones que se
pueden dar entre los objetos (llantas). ¥ como siguiente paso aplicar e analisis
discriminante predictivo con las & agrupaciones definidas anteriormente para predecir
cudl es el subconjunto de variables que puede existir y que proporcione la mejor

descripcion de ios objetos.

El procedimiento de la fase practica se hace en 3 etapas, mediante el programa
estadistico SPSS (Stalistical Package for Social Sciences), con el fin de mostrar que no

es exclusivo para ciencias sociales;

1} Se hace un AC con las /m variables originales, obteniendose & conglomerados, de
los N objetos.
2) Se realiza un ADP a los N cbjetos clasificados en los k conglomerados en base a

las m variables originales, y se obtendra una funcion linea! discriminante
compuesta por las & variables (h < m) que mejor describen al fenémeno.

3) Se aplica ¢l AC a los objetos medidos con las # variables que se obtuvieron en la
etapa anterior.
- ¢ Se obtendrén los mismos k conglomerados que se cbtuvieron en la etapa 1?
- ¢ Se obtendran otros conglomerados mejor definidos para el objetivo def

andalisis ?

+ Si se obtienen los mismos conglomerados que se obtuvieron en la primera etapa,
entonces se puede decir que, e/ ADP sirvié como una prueba de validez para el
AC.

+ Si se obtienen otros conglomerados distintos a los de la primera etapa, pero mejor
apegados al cbjetivo del analisis, entonces, ef ADP es como un complemento para

mejorar los resultados del AC.

+ Si se cbtienen otros conglomerados distintos a los de la primera etapa, sin apegarse

al objetivo del anatisis, entonces, el ADP no es un complemento y no se relaciona

9
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de una forma conjunta con el AC.

Con el propédsito de que el lector cuente con un esquema para poderse auxiliar y
conocer el lugar en que se ubican cada uno de los componentes que forman a los datos
multivariados, y asi entender mejor 1a manera en que operan cada una de las funciones
de proximidad en el AC y las reglas de clasificacion en el ADP, el que sustenta este

trabajo preparod la siguiente matriz objetos-vanables.

VARIABLES
X, X2 . . 0X .. X
Ygl xgll xng . - xglj - . xg]m
O
B Ygg Xp21 Xp22 - . Xg2i - . Xg2m
J
E
T
0] Yg. Xgil  Xgi2 - . Xgij - . Xpim
S
Yo Xgnd Xgn2 - . Xong - . Xgrsm
donde Xgij  @s el dato {crudo o estandarizado} del objeto / del conglomerado

£ medido en la variable j
g=12,... .k {numero de conglomerados)
i=1,2,....n {cantidad de objetos en el conglomerado g)

J=1.2,....m {numero de variables independientes "predictoras”)

1




CAPITULO 1
ANALISIS DE
CONGLOMERADOS




Anahisiy de conglomerados

1.1 ESTANDARIZACION

En muchos analisis de datos, las mediciones que se tienen de los objetos (que son las
variables que los describen desde distintos puntos de vista) que seran analizados, no
son medidas con las mismas unidades. En efecto, pueden ser variables de diferentes
tipos, como categéricas, ordinales, nominales, cuantitativas, binarias, etc. Por ejemplo,
hay ocasiones en que las variables pueden describir al objeto con varias unidades
métricas tales como, libras, pulgadas, gramos, etc., pero a veces en distintas categorias
{multicotoma) come bajo, medio, alto, macho, hembBra, etc. De aqui surge el problema de
cdmo considerar los distintos tipos de mediciones de un objeto, cuando se pretende
obtener un coeficiente que indique |a cercania que hay de un objeto con otro, sin ignorar
las relaciones que haya entre las variables que los describen. La solucién que mas se
sugiere para este tipo de problema, es la estandarizacion de los datos (al ser
estandarizados tendran una distribucion normal con media cero y varianza de unidad,
N(0,7) ), esto se hace utilizando la desviacion estandar y la media, calculadas del grupo
completo de observaciones de una variable que describe a los objetos a ser

conglomerados, haciéndose de la siguiente manera,

donde
X,  es eldato estandarizado del i-ésimo objeto medido
con la j-ésima variable
x, eseldato crudo’ a estandarizar del j-ésimo abjeto
medido con la j-ésima variable
X, es la media de ta muestra de la j-ésima vanable
o, es la desviacién estandar de [a j-ésima vanable
! 8¢ ic llama date crudo. a los datos originales, que son aqucllos que permanecen de Iy mancra como sc

abtuvicron iniciahnente. (n. a.)
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Pero esto no es una solucion completa y definitiva para este problema, ya que se ha
mostrado que la estandarizacion de dates puede traer serias desventajas, y diluir
diferencias entre grupos scobre las variables, las cuales son las mejores que distinguen y
diferencian los objetos a tratar (Fleiss y Zubin (1969)). Una de las desventajas es que al
estandarizar cada objeto separadamente, se ignora a |las posibles correlaciones entre las

variables.

Cuando las variables medidas son de diferentes tipos, varias sugestiones se han hecho
para saber como pueden ser usadas en forma conjunta, y asi no ignorar las relaciones
que pueden existir entre ellas. Una de esas sugestiones es el de obtener un coeficiente
que indique el nivel de similitud de un objeto con otro, utilizando todas las mediciones de
ios dos objetos; a este coeficiente se le conoce como coeficiente de proxim:’dad" Una
manera sencilla es el hacer binarios a los objetos, esta conversion tiene la ventaja de ser
muy sencilla, pero tiene la desventaja de sacrificar mucha informacion Gtil. Una mejor
alternativa es el de usar un coeficiente de proximidad, e! cual puede incorporar

informacion de diferentes tipos de variables en un modo sensible.
1.2 MEDIDAS DE PROXIMIDAD

Los coeficientes de proximidad se usan para indicar dos lipos de semejanzas entre los

objetos, los cuales son:

simifaridad  ~, indica la similitud que hay del objeto / con el objeto j, donde
un valor pequefio indica que dos objetos no son tan similares y un

valor grande indica que dos objetos son muy similares.

disimilaridad d, es el concepto de la distancia entre el objeto i con el objeto j,
donde un valor pequeiio indica que dos objetos son muy cercanos
y un valor grande indica que dos objetos estan muy lejanos el uno
con e] otro,

En el contexto se hablara de ambas medidas de proximidad, pero estc no es ningun

* Semcganza o analogia de una variable con otra. Everint, B8, CLUSTER ANALYSIS, pag. 37.
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problema, porque las medidas de disimilaridad pueden ser transformadas en medidas de

simifanidad mediante la siguiente formula

5, = 1 (1+d,)

pero es recomendable establecer desde un principio el tipo de proximidad con el que se

Hevara a caho el analisis.

Un coeficiente de proximidad indica la fuerza de la relacion entre dos objetos, dados los

valores de un conjunto de /m variables comunes para ambos. La simifaridad entre los

objetos + y ;. es una funcion de sus valores observados, es decir,

Sy = f(x%,%)

donde X, 7 [x.1. X, 2., . ... X%m ¥ X, =[50, %2, ..., X m} Son los valores de las
variables observadas para los objetos / y j. Muchas funciones han sido propuestas
dependiendo del tipo de las variables tratadas (cuantitalivas, categoricas, binarias,

ordinales, etc) y particularmente del tipo de objeto.

Hay distintos tipos de medidas de similaridad, usualments se consideran como una
relacion simétrica s, = x, , por eso la mayoria de los coeficientes de simifaridad no son
negativos y tienen un limite superior que es la unidad, aungue algunos se comportan con
una naturaleza correlacional, asi que en ocasiones ciertas medidas de simifaridad tienen

un range de un coeficiente de cormrelacion

-iss, <1

Asociada con cada medida de similaridad y limitada por cero y uno, es una disimilaridad
o, =1-y5, ,lacual es simétrica y no negativa. Con esta medida, el grado de similaridad
entre dos objelos se incrementa con s, y se decrementa con el incremento de d,, y de
esta manera un objeto tiene su maximo grado de simifaridad con si mismo, respetando

ambas medidas de proximidad, asi 5, =1 y d,=0.
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Si ¢ es el conjunto de objetos a clasificar, entonces un coeficiente de disirmilaridad es

una funcién definida de la siguiente manera:

d:CxC =>R talque

O0<d, <1 Vijeg
d, =0 Vi el
d.f:d}f V’:]eg

Asi la disirmilanidad {distancia} del objeto / y el objeto j toma como maximo valor el uno y
como minimo valor el cero. La disimifaridad de un objeto con si mismo es nula, y la

disimilaridad del objeto 7 al objeto j es la misma que la del objeto j al objeto /.

1.2.1 DISIMILARIDADES PARA DATOS CUANTITATIVOS

Existe un gran numero de tipos de disimilaridades, dependiendo de! tipo de variables con
las que se esté tratando, por ejemplo, si todas las vanables son cuantitativas, hay
medidas de proximidad exclusivas para este caso, pero sdlo se pueden usar si todas las
variables son de este tipo. Para este tipo de variables upa disimilaridad tiene la idea de
una distancia que hay entre un objeto de otro, esa es la razén por la que muchas
medidas de disimilaridad tienen como base et concepto fundamental sobre las distancias
entre dos puntos, que es la distancia mediante el Teorema de Pitagoras, gue

comunmente se conoce como la Distancia Euclidiana®.

A continuacion se mostraran las disimilaridades mas comunes en los analisis de
conglomerados, Supongamos que existe una muestra de N objetos, y cada uno es
medido en m variables; se usaran los subindices /, j para indicar objetos, y el subindice %
para indicar variables en las formulas siguientes. El valor numérico x, es una

observacién de |la k-ésima variable sobre el /-ésimo objeto en la muestra y , es la

' Sc le conoce como Distancia Euclidiana, por ¢l heche de tener como clave de su comprobacion las 47
proposicioncs de Euclides. W. M. Jackson. ENCICLOPEDIA PRACTICA JACKSON Conjunto de
Conocimientos para la Formacién Autodiddctica, Tomo VI, pig. 191,



Andlisis de conglomerados

disimilaridad entre el objeto / y el objeto j.

(1

2

3

Distancia Euclidiana cuadrada:
Es la distancia euclidiana af cuadrado entre dos objetos, que se obtiene al sumar

las diferencias cuadradas entre los valores de las variables.
m
R
d” = Z(xll - x;l‘)
k=1

Distancia Euclidiana:
Es la disimilaridad mediante el teorema de Pitagoras, que es la raiz cuadrada de
la suma de las diferencias al cuadrado, entre los valores de las variables de los

objetos a conglomerar.

o N }é
d'l = {kzl(.rl* —X, )'}

Distancia Euclidiana Escalada:

d, = {Z.:wf(xﬂ -X, )3}
k=1

1

para algun peso conveniente w; , el cual puede ser cualquiera de
wy = (desviacion estandar de la k-ésima variable)’
o Wy = (rango de !a k-ésima variablej”
¢l efecto de ambas sefecciones es el igualar la importancia de cada variable en la

muestra.

(4) City-Block:

De esta aproximacion es aconsejable su uso cuando los objetos no estan

correlacionados y sus unidades de medicion son compatibles.

m
"'I;, = ZF-".& X
¢

16
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(5)

]

()

Metrico de Minkowski:
Esta disimilaridad es la generalizacion de la distancia Euclidiana y la de City-Block

’
Lom

b/
d, = NN -X, I‘} para algun entero A 2 1

g

Donde A es la cantidad que se considera para aumentar la relafividad de los
objetos; para el caso de A=1 se da la medida de similaridad City-Block, mientras
que en el caso de A=2 da la distancia euclidiana. Mientras A se incremente, se
esta aumentando ta consideracién de la mayoria de los objetos relativos a las que

son similares.

Métrico de Camberra: z Xl
(X, +x,)

23 min(x, .x )
Coeficiente de Czekanowski. d =1--= .

iy ™
Z (X, +x,)
k=1

(8) Distancia de Mahalanobis

Todas las disimilaridades anteriores tienen el inconveniente de resultar
sustancialmente afectadas por cambios de unidad de medicion en las variables, lo
que légicamente conduce a agrupaciones diferentes de los objetos de la muestra.
En cambio ta distancia de Mahalanobis elimina los problemas de dimensionalidad

al ser invariante respecto a cambios de origen y escala, y se define como:

d, ={(X,- Xy s, - X"

donde X, y X, son los vectores de observaciones de los objetos i/ y ;

respectivamente, y 5™ es la inversa de la matriz de covarianza de las s variables
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que caracterizan a cada uno de los NV objetos que se desean clasificar {ver

secciones 2.2 y 2 3},

1.2.2 MEDIDAS DE PROXIMIDAD PARA DATOS BINARIOS

Puede haber ocasiones en que todas las variables tengan sclamente dos valores
(dicdlomas), ya sean valores de categorias o clases, o que representen [a presencia o
ausencia de algun atributo. Como se comentd anteriormente, existen medidas de
proximidad para este tipo de vaniables siempre y cuando todas sean del mismo tipo. Los
coeficientes de similaridad que se usan para este tipo de variables son los mas simples y
mas comunmente usados. En algunos casos los valores de las variables pueden
relacionarse a (1) como la presencia o (0) ausencia de alguna cualidad, en otros

simplemente a las dos altemativas equivalentes, alta / baja, aspero / liso, etc.

Tales datos para los dos objetos, / y j pueden ser acomodados en una tabla de 2x2
(como se muestra a continuacion), donde a, b, c y 4 son el nimero de veces en que se
presentan las diferentes formas de combinacion de los valores de los objetos y p =
a+hic-d Esta tabla de 2x2 indica la suma de los valores para cada combinacion de
valores de dos objetos, pero no muestra el porcentaje con respecto a los mismos valores
como indica una tabla de contingencia, es por eso por lo que no deben ser confundidas

estos dos tipos de tablas.

Contadores de variables binarias para dos objetos.

objeto |
1 0
1 a b ath
abjeto 4
0 c d c+d
Total ate  h+d p

Muchos coeficientes de proximidad han sido propuestos al combinar las cantidades de a4,

b, ¢ y J. Las tres medidas mas comunes son las siguientes:
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a+d , .
(8) ~. = (simple coeficiente de ser igual)= ard ¥y su disimilaridad relativa es
P
a+d h+c
P

medida como la proporcién de variables que muestra desacuerdo en sus valores

dy, =1-5, = I- . Asi la disimilaridad entre tas dos unidades es

registrados entre las dos unidades, y ésta es una medida muy aceptable en ta

mayoria de los estudios,

143 SR . .
y su disimilaridad reiativa es

{9y Coeficiente de Jaccard: 5 =—
at+h+c
h+c : . .
d, = re . Este coeficiente es particularmente apropiado cuando los dos

-a+h+c
valores 1y 0 de la dicotomia representan respectivamente presencia y ausencia
de un atributo. En este caso, uno puede frecuentemente sostener que la ausencia
de un atributo en ambas unidades no deberia contribuir en sus grados de
igualdad. En tales casos, el divisora + b + ¢ es mas apropiado que el divisor p =
a-h+c+d dado en (8).

(10) Coeficiente de Czekanowski:  s; =L ¥y su respectiva disimilaridad es
2a+b+c¢
b+e . . .
» =~———— Este estd en el mismo sentido que (9), pero cada marca de 1 1
2a+h+c

es dada como un peso extra para compensar todas las marcas de 0 0 dejadas.

Los diferentes coeficientes de similaridad pueden tener valores muy diferentes para el
mismo grupo de datos. Supongamos por ejemplo, a dos objetos que tienen las siguientes
marcas sobre diez variables binarias.

Variable
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Objeto 1 1 0 00 1 1 0 0 1
Objete 2 0 0 0 0 1 0 O 1 1
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La correspondiente tabla 2x2 es

Objeto 1
1 0
Obeto 2 1 2 1
0 2 5

4 6 10

Los valores tomados por tos diferentes coeficientes de similaridad mencicnados son

(8) 0.70, (9) 0.40, (10} 0.57. Estos coeficientes toman diferentes valores para el mismo
par de objetos, seria relativamente sin importancia si los coeficientes fueran
conjuntamente monotdmicos, en el sentido que si todos los valores para diferentes pares
de objetos sobre un coeficiente fueran ordenados, asi que ellos formaran una serie
monotomica (que es una serie por 1a cua) cualquier incremento o decremento esta por
toda su longitud), y los comespondientes valores para ofros coeficientes fueran
similarmente ordenados. Esto es faciimente demostrado al introducir otro objeto a la
tabla de objetos

Variable
1 2 3 4 5 6 7 8 9% 10
Objetes 3 ¢ 0 0 0 0 0 O 1 0 O

Los valores por los primeros dos coeficientes, para los tres pares de objetos son

Simple coeficiente Coeficiente de
de serigual Jaccard

sr2 =0.70 52 2040

sr3 =050 513 =0.00

523 =0.80 $23 =033

Los coeficientes no son conjuntamente monotomicos, asi los datos categéricos donde
las variables tienen mas de dos niveles podrian ser repartidos con un camino similar al
de datos binarios, con cada nivel de una variable siendo considerada como simple

20
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variable binana. Esta no es una aproximacién atractiva, simplemente porgue un numero

grande de marcas negalivas (sin el atributo) inevitablemente serian confusas.

Un método que soluciona lo anterior es el asignar una marca s, de cero o uno, a cada

variable &, dependiendo si los dos objetos J/ y j son iguales en la variable. Las marcas
para todas las variables son simplemente promediadas para dar el coeficiente de

similaridad requerido.

1.2.3 MEDIDAS DE SIMILARIDAD PARA VARIABLES DE TIPO MIXTO

Como ios objetos pueden ser tomados desde varios puntos de vista, es decir, pueden
ser medidos en varios tipos de variables ya sean binarias, nominales, cuantitativas, etc.,
no se puede evitar enfrentarse al problema de tener varios tipos de variables, y el tener
que buscar un coeficiente de proximidad para objetos que son medidos con distintas

variables.

Un coeficiente de proximidad para estos casos, debe ser una formula que tome en
cuenta (as propiedades de cada uno de los diferentes tipos de variables, para poder asi
tener un coeficiente que mantenga todas las relaciones que haya entre las distintas

mediciones de los dos objetos que se toman.

Un coeficiente de similaridad para el problema de los conjuntos de datos que contienen
una variedad de tipos de variables como las mencionadas anteriormente, fue sugerido

por Gower (1971), el cual es definido como

.\'u =

wq‘.\'u,/Zwuk (1.1
k=1

=

i g

En esle coeficiente, s,; es la similaridad entre los individuos i-ésimo y j-ésimo medidos

21
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por la k-ésima variable. y w,; es 1 o 0 dependiendo sobre “si” 0 "no” la comparacion es
considerada valida para la k-ésima variable. Las marcas de 0 son asignadas cuando la
variable k es desconocida para uno o ambos objetos, o para variables binarias, donde
éste es requerido para excluir marcas negativas (i.e., falta del atributo). Para datos
categodricos los componentes de similaridades, s, toman el valor 1 cuando los dos

objetos tienen el mismo valor y 0 en otro caso. Para variables cuantitativas los
componentes de similaridad son dados por

Syk = 1'lel"x_,u.l ARy

donde x;: y x;: son fos valores de los dos objetas para la variable £, y R, es el rango de |a

vanable &, usualmente en el conjunto de objetos a ser conglomerados.

Para ilustrar el uso del coeficiente de Gower se toma como un ejemplo los siguientes

datos para pacientes malos psiquidtricamente.

Peso Nivel de JPresenta  ¢Presenta  Edad

{libras) ansiedad Depresion?  Alucinacion?
Paciente 1 120 Pacifico No No Joven
Paciente 2 150 Moderado  Si No Medio
Paciente 3 410 Severo Si Si Viejo
Paciente 4 145 Pacifico No Si Viejo
Paciente 5 120 Pacifico No Si Joven

En este caso supongamos que en el estudio se desea excluir marcas negativas sobre la
Depresion y Alucinaciones del calculo de la similaridad entre pacientes. Los valores de
las medidas de similaridad de Gower para cada par de pacientes es calculada de (1.1),

por ejemplo para el par de pacientes 1y 2

sp=1x(1-{30M40N+1x0+1x0+0x1+1x0 = 0.0825
1+1+1+0+1

o
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Los valores para cada par de pacientes son desplegados en la siguiente matriz de

similaridades S.

1 2 3 4 5

1 /1000

2 10062 1000

3 /0150 0200 1000

4 |0344 0175 0425 1000

5 0750 0005 0350 0475 1000

S=

En fratar de seleccionar una medida de distancia particular, el analista deberia recordar
los siguientes conceptos. En la mayoria de las situaciones, diferentes medidas de
distancias conducen a diferentes soluciones de conglomerados. De este modo es
conveniente usar distintas medidas y comparar los resultados a lo tedrico 0 conocer
modelos. También cuando las variables son medidas en diferentes wnidades, uno
deberia estandarizar los datos antes de seguir con el andlisis de conglomerados. La
estandarizacion es particulamente recomendable cuando el rango de una variable es

mucho mas grande que las otras,

1.3 ALGORITMOS DE CONGLOMERACION

Las medidas de proximidad para saber la distancia o la semejanza de un objeto con otro
es el primer paso del andlisis de conglomerados, y al tener conciuido este paso da el
permiso para poder comenzar la siguiente etapa del método, que es el clasificar los
objetos de acuerdo a sus proximidades. De esta manera los objetos mas homogéneos
entre ellos {que son los objetos con una similaridad méas grande o una disimilaridad mas
pequedia) formaran grupos o conjuntos, los cuales son lo suficientemente heferogéneos®,

con cualquier otro grupo que sea formado.,

A estos grupos o conjuntos de objetos se les conoce como conglomerados y su

principal caracteristica que los distingue de cualquier tipo de grupos o conjuntos de

! Heteropéneo: Término que indica que los objetos 0 cosas son diferentes entre si. ENCICLOPEDIA SALIAT
Iiccromario, Tomo 6. pag. 1674
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elementos, es que son muy homogéneos entre si, pero muy heterogéneos entre ellos, es
decir, todos los objetos gue los forman son muy semejantes entre elfos pero muy
diferentes con tos objelos de los otros grupos, y asi cada conglomerado tiene una
definicidn muy particular con los objetos que los forman.

Pero de ,qué manera o proceso debe ser seguido para formar conglomerados y
clasificar los objetos dentro de éstos?

Los algoritmos de conglomeracidon mas cominmente usados pueden ser clasificados en
dos categorias generales: (1) jerarquicos, y (2) no jerarquicos.

1.3.1 ALGORITMOS DE CONGLOMERACION JERARQUICOS

A estos tipos de procedimientos se les considera jerarquicos por el hecho de crear una
estructura arbolica que puede ser tomada como una estructura con diferentes jerarquias.
Hay béasicamente dos tipos de procedimientos de conglomeracion jerarquicos que son

los aglomerativos y los divisivos.

En los métodos de conglomeracién aglomerativos, cada objeto inicia siendo como su
propic conglomerado. En subsecuentes pasos, los dos conglomerados mas estrechos
son combinados en un nuevo conglomerado agregado, y de este modo reduciéndose el
numero de conglomerados, hasta que todos los individuos estan agrupados dentro de un

conglomerado mas grande y significante.

Los metodos de conglomeracién divisivos son procedimientos que proceden en la
direccion opuesia de los métodos aglomerativos, es decir, en vez de iniciar con N
conglomerados (el nimero de objetos) se inicia con un sélo conglomerade formado por
lodos los objetos. £En consecutivos pasos los objetos que son mas diferentes son
divididos y cambiados en conglomerados mas pequefios. Este proceso continiia hasta

que hay N (nimero de objetos) conglomerados de un sélo miembro.

Los métodos de conglomeracion aglomerativos son mucho mas populares que los
métodos divisivos, es por eso que los métodos divisivos no son muy usados y conocidos.

2
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Con tales métodos las divisiones o uniones una vez hechas son irrevocables, asi que
cuando un algoritmo aglomerativo ha juntado dos individuos. éstos no pueden ser
subsecuentemente separados, y cuando un algoritmo divisivo ha hecho una partitura
ésta no puede ser reunida. Kaufman y Rousseeuw (1980) comentaron que un método
aglomerativo sufre del defecto de que esfe nunca puede reparar lo que fue hecho en

pasos anteriores.

Las clasificaciones jerarquicas pueden ser representadas por un diagrama de dimension
dos llamado dendograma’, el cual ilustra sobre un eje a todos los objetos y los
conglomerados que sé van formando de acuerdo a uniones o divisiones hechas en las
estrategias sucesivas del andlisis, y sobre el otro eje la distancia entre cada

conglomeracidn combinada,

Los métodos de conglomeracion jerarquicos mas comuinmente usados para desarmollar
conglomerados en un analisis son: (1) Método de Ligaje Simpie, (2) Método de Ligaje
Compieto, (3) Mélodo de Ligaje en Promedio, (4) Conglomeracién con Centroides, (5)
Método de la Mediana, y (6) Método de Ward.

1.3.1.1 METODOC DE LIGAJE SIMPLE

El método de Ligaje Simple es una de las técnicas mas sencillas para desarrollar
conglomerados, también es conocido como la técnica del vecino mas cercano. El método
fue descrito por Florek (1951) y después por Sneath (1957) y Johnson (1967). La
principal caracteristica del método es que la distancia entre los grupos es definida como
el par mas estrecho de objetos, donde los pares solamente consisten de un objeto de

cada grupo que es considerado.

El procedimiento de ligaje simple estd basado sobre la distancia minima. Este encuentra
los dos objetos que estén separados por la distancia mas corta y los coloca en el primer
conglomerado. Enlonces [a préxima distancia mas corta es encontrada y puede ser un
tercer objeto junto a los primeros dos para forrmar un nuevo conglomerado de tres

elementos o un nuevo conglomerado de dos abjetos es formado. Este proceso continta

* Dendrogram. (n. 2.)

25



Andlisis de conglomerados

hasta que todos los objetos forman un conglomerado. La distancia entre dos
conglomerados es |a distancia mas corta de algun punto de un conglomerado a un punto
en el segundo conglomerado. Dos conglomerados son fusionados por alguna estrategia
en la simple liga mas corta entre ellos. Este método tiene problemas, los cuales suelen
ocurrir cuando los conglomerados son pobremente delineados. En tales casos, los
procedimientos del ligaje simple forman largas cadenas serpentinas (figura 1.1), y
eventualmente todos los objetos (va sean objetos o conglomerados pequefios) son
colocados en una cadena, y de ese modo 10s objetos que se encuentran en los extremos

finales de la cadena pueden ser muy diferentes.

Conglomerado
Conglomerado 7

Figura 1.1. Puntos A y B no muy similares

Como un ejemplo de este método y para conocer sus operaciones de técnicas
aglomerativas jerarquicas, el método serd aplicade a la siguiente matriz de
disimilaridades, la cual es calculada por la medida de disimilaridad mas adecuada,
dependiendo del tipo de variables con que son medidos los cbjetos, la matriz es de
disimilaridades ya que }a diagonal principal de ésta es O, lo cual es una propiedad de las

disimilaridades, donde la disimilaridad entre el mismo objelo es 0 (d, = 0).

t 2 3 4 5

I 00

20 00

D=3 60 50 00

100 90 40 00

5 90 80 50 30 00

[t

E-9
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La entrada mds pequeria en la matriz, es de los cbjetos 1 y 2, consecuentemente éstos
son reunidos para formar un conglomerado de dos miembros. Las distancias entre este

conglomerado y los otros tres objetos se obtuvieron como

61(12)3 = min [du dn)=dn=50
d(l!)l = min [du \ d24 ] = du =9.0 (1 2)
dnz)s = min [d|5 . dzs ] = dzs =8.0

Una nueva matriz es ahora construida donde las entradas son las distancias entre

objetos y los valores del conglomerado-objeto.

(12) 3 4 5

(12) 00

3 50 00

4 90 40 00

5 80 50 30 00

La entrada mas pequena en D; es de los objetos 4 y 5, asi de esta manera éstos forman

un segundo conglomerado de dos miembros, y un nuevo conjunto de distancias es

encontrado

duzz = 5.0 como antes
dyrzyasy = Min [dha, s, dza, das] = dos = 8.0 (1.3)
dusy =min[dsy, dis]=du=40

Y todas estas distancias pueden ser acomodadas para formar fa matriz D

(12) 3 (45)
(12) (00
D,= 3 50 00

(45) \80 40 00
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La entrada mas pequena es ahora dus;y y asi el objeto 3 es ahadido al conglomerado
que contiens los objetos 4 y 5. Finalmente los conglomerados gue contienen los objetos
1, 2y 3. 4. 5 son combinados en un solo conglomerado. Las particiones que se hicieron

en cada estrategia fueron las siguientes:

Estrategia Conglomerados
Ps {10 [21. [3]. [4}. [9)
Pa (12], (3], [4]. [5]
Ps [12] (3], [4 9]
P2 [12].[345]
Py [12345]

El dendograma correspondiente es el que se muestra en la figura 1.2.

Distancia
0 l.'ll 20 38 40 5.0

i

Ohjetos
w

Figura 1.2. Dendograma del Ligaje Simple

Un punto importante acerca de la conglomeracion hecha jerarquicamente, es que un

conglomerado es obtenido cada vez mediante las combinaciones de congltomerados de

previas estrategias.
1.3.1.2 METODO DE LIGAJE COMPLETO

El método de conglomeracion de Ligaje Completo o Vecino mas lejano es la oposicion
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del método de ligaje simple, en el sentido de gue la distancia entre los grupos
(conglomerados) esta ahora definida como el par de individuos mas distante, siendo uno
de cada conglomerado. Esta medida en comparacion con la del ligaje simple es
mostrada en la figura 1.3. El procedimiento de! ligaje completo es similar al ligaje simple
excepto que el criterio de conglomerado esta basado en distancias maximas. Por esta
razon también es conocido como el método del vecino més fejano. El método es llamado
ligaje completo por que todos los objetos (individuos) en un conglomerado estan ligados
con cada otro por alguna distancia maxima o por la minima similaridad. Se puede decir
que Ia similaridad dentro del grupo es igual al didmetro del grupo, por el hecho de ser la
distancia mas grande que hay dentro del grupo, asi la maxima distancia entre dos puntos .
es igual a la maxima distancia entre dos puntos del perimetro de un circulo, lo cual es el
diametro. Asi esta técnica elimina el problema serpentino identificado con el método del

ligaje simple.

Efl problema de medir !a distancia entre grupos sin embargo, todavia se presenta. La
figura 1.3 muestra como las distancias mas cortas y mas largas no pueden representar ia
verdadera similaridad entre grupos. El uso de la distancia mas corta indica que los dos
grupos son muy similares, mientras que el uso de la distancia mas larga indica que son

muy diferentes.
Usando este método sobre la matriz Dy de la seccién anterior, la primera estrategia es
de nuevo la fusion de los cbjetos 1 y 2. Las distancias entre este grupo y los tres objetos

restantes son

61(12,3 = max [dn . d23] = d13 =6.0
d(-;z). = max {du . dzq ] = du =10.0 (14)
dnz)s = max [dis , dos ] = dhs = 9.0

Los resultados de las siguientes estrategias son
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(12) 3 4 5

(12) 00
3 60 00
D, =

4 100 40 00

5 90 50 30 00
Ligaje Ligaje
Simple Completo

Mas corto Mas largo

Figura 1.3. Comparacion de las medidas de distancia del Ligaje Simple y el Ligaje Completo.

La entrada mas pequefia es la de los objetos 4 y 5, y sus cormespondientes distancias

con los demas objetos son

dpza =6.0 como antes
dusinn = max [dhe , ds . b, dos | = dhy = 10.0 (1.5)
d'(aS)a = max [dy ' das ] = das =50

Y se forma la matnz D,

(12) 3 (45)
(12) (00
D,= 3 60 00

(45) 100 50 00

Y se junta el objeto 3 al conglomerado que contiene 105 objetos 4 y 5, por ser la entrada

mas pequena de la matriz. E! dendograma que se obtiene de la aplicacién de! método de
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ligaje completo a la matriz D, se muestra en la figura 1.4.

Distancia
0 2.0 4.0 6.0 5.0 10,0
5
4
L
£
23
(=}
2
1

Figura 1.4. Dendograma del Ligaje Completo

1.3.1.3 METODO DE LIGAJE EN PROMEDIO

El método de Ligaje en Promedio se inicia de la misma manera que el ligaje simple y
el ligaje completo, pero el criterio de conglomerar es el promedio de las distancias de

objetos de un conglomerado a los objetos de otro conglomerado.

Tal técnica no usa los valores extremos, como el ligaje simple o ef ligaje completo, y su
particién estd basada sobre todos los miembros de los conglomerados y no sobre un

simple par de miembros extremos.

La aproximacion del ligaje en promedio tiende a combinar conglomerados con varianzas
pequefas; y estos conglomerados tienden a estar sesgados hacia la produccion de

conglomerados con la misma varianza aproximadamente.
Como se menciond la distancia entre dos conglomerados esta definida como el promedio

de las distancias entre todos los pares de objetos, que son compuestos de un objeto de
cada grupo. Tal medida es ilustrada en la figura 1.5.

31



Andglisis de conglomerados

Conglomerado
A

4
Conglomerado
B 3

2

dw=(de+du+ds+datdstds)/ie

Figura 1.5. Distancia del Método de la Mediana

Aplicando el método a la misma matriz D, que se utilizd en las secciones anteriores, la
primera estrategia. como lo es con el ligaje simple y completo, es la formacién de un
conglomerado que contiene a los objetos 1 y 2 por tener la entrada mas pequefia de la
matriz. Asi un nuevo conjunte de distancias es encontrado de

d(12)] = (diy+dp W¥%)=55
doze = (da+t a){ ¥2) =05 (1.6)
duns = ldis + s }{ ¥2)= 8.5

Y acomodando las distancias en una matriz D; se obtiene

(12) 3 4 5

(12) (00

3 55 00

4 95 40 00

5 85 50 30 00

Dz=

La entrada mas pequena es dis y asi un segundo conglomerado es formado por los
objetos 4 y 5. La distancia promedio entre los dos conglomerados (formados por dos-

miembros) esta dada por
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thapas = (dha + chs + da + das )(1/4) = 9.0
d(12)3 = (d13 + dz:)(112) =55 (17)
dusy = (da+ da}(1/2) =45

Y se forma ia matriz D,

(12) 3 (45)
(12) (00

Dy= 3 55 00
(45 \90 45 00

Y se junta el objete 3 al conglomerado formado por los objetos 4 y 5, por ser la entrada
mas pequeha de la matriz. Y el procedimiento continita como se ha descrito en las

secciones antericres.
1.3.1.4 CONGLOMERACION CON CENTRCIDES

Los tres métodos descritos hasta ahora, operan directamente con [os datos de la matriz
de proximidades, y no les es necesario manejar los valores originales de las variables de
los objetos (individuos). Un método ef cual requiere los datos originales es el de

Conglomeracién con Centroides.

En el método de conglomeracion con centroides ia distancia entre dos conglomerados es
ia distancia (tipicamente Euclidiana) entre sus centroides®, En'este método, cada vez
que unos objetos son agrupados y forman un conglomerado o son agrupados a un
conglomerado ya creado, un nuevo centroide es calculado def conglomerado gue se
haya formado. Los centroides de conglomerados toman lugar como conglomerados
fusionados. En otras palabras, hay un cambio en el centroide de un conglomerado cada

vez que un nuevo objeto o grupo de objetos es aiadido a un conglomerado existente.

* Centroide: Es ¢l centro d¢ gravedad del conjunto de vatiables con que s¢ ticnen los valores de todos los
objetas que formian la poblacién. Esle vector es una medida que representa el centro de todas las mediciones
que se Lticnen de la poblacion que representa. Mood. Alexander AL, INTRODUCTION TO THE THEORY O
NTATISTICN. 1983 pag. 58, 65.
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Este método frecuentemente provoca confusiones, esto ocurre por reversiones, cuando
ta distancia entre los centroides de un par puede ser menor que la distancia entre los
centroides de otro par fusionado en un tiempe anterior. La ventaja de este método es
que se afecta menos por las salidas (resultados de estrategias) como en otros métodos

jerarquicos.

Los métodos de centroides son métodos que requieren de datos métricos, los cuales
pueden severamente limitar su aplicacién a ciencias sociales. Y otros métodos de ligaje

no tienen este requerimiento.

Con este meétodo, los grupos una vez formados son representados por sus valores
medios para cada variable, que es su vecfor de medias, y la distancia entre grupos esta
ahora definida en términos de la distancia entre dos vectores de medias. El uso de una

media implica estrictamente, que las variables estan sobre un intervalo escala’.

Para ilustrar cémo opera la conglomeracién con centroides, sera aplicado al siguiente

conjunto de datos bivariados.

Objetos Variable 1 Variable 2
1 1.0 1.0
2 1.0 20
3 6.0 30
4 8.0 2.0
5 B.O 0.0

Mediante la distancia Euclidiana se obtuvo la siguiente matriz de distancias

" Intervalo escala: Por ejemplo. Ia altitud de una montaiia, la cual es determinada solamente de una posicién
estandar {mvel del mar) ¥ en términos dc una unidad cstindar (i, pies)
Hartigan. fohn A, CLUSTERING ALGORITHAMS, 1975, pag. Y
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] 000
2 100 000
D=3 53¢ 510 000
4 707 700 224 000
5 707 728 361 200 000

La matriz Dy, nos muestra que dy: es la entrada mas pequena y fos objetos 1t y 2 son
fusionados para formar un grupo. El vector media del grupec es caiculade, (1.0, 1.5} y se
obtendra una nueva matriz de los datos siguientes

Objetos Variable 1 Variable 2

(12) 1.0 15
3 6.0 30
4 8.0 2.0
5 8.0 0.0

(12) 3 4 5

(12) (000

3 522 000

4 702 224 000

5 716 361 200 000

La entrada mas pequefia en D; es dys v los objetos 4 y 5 por lo tanto son fusionados para
formar un segundo grupo, y siendo calculado e! vector media de este grupo da (8.0, 1.0),

y se obtiene ahora la matriz D3 con los datos siguientes

Objeto Variable 1 Variable 2

(12) 1.0 1.5
3 6.0 3.0
(4 5) 8.0 1.0
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(12} 3 (45)
(12) 000

D;= 3 522 000
(45) 702 283 000

En la matriz Ds la entrada mas pequena es dius); y asi los objetos 3, 4 y 5 son fusionados
en un conglomerado de tres miembros. La estrategia final consiste de fusionar los dos

grupos restantes en un sola grnupo. El dendograma resuitante se muestra en la figura 1.6.

Distancia
1 I.lll 2..0 3'.0 4;3 5.0 6.0

i L

Ohjetos

Figura 1.6. Dendograma de Conglomeracién con Centroides
1.3.1.5 METODO DE LA MEDIANA

Una desventaja del método de centroides es que si los tamafios de los dos grupos que
son fusionados son muy diferentes, entonces el centroide del nuevo grupo sera muy
estrecho (cercano} al grupo mas grande y puede permanecer dentro del grupo ‘y de ésta
manera las propiedades de las caracteristicas de el grupo mas pequefo virtualmente se
pierden. La estrategia puede ser hecha independiente del tamafio del grupo, asumiendo
que los grupos a fusionar son de igual tamario, la posicién aparente del nuevo grupo
siempre estara entre los dos grupos a ser fusionados. Ademas si los centroides de los
grupos a ser fusionados son representados por (/) y (j ), entonces la distancia del
centroide de un tercer grupo ( 4 } del grupo formado por la fusion de (/i ) y (j } esta

situada a lo largo de ta media del tridangulo definido por {7 ), (/) ¥ { #). Es por esta razén
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que Gower (1967), fue quien sugirid primerec |a estrategia, y le propuso el nombre de la
Mediana.

Aunque este método podria ser hecho conveniente para medidas de similaridad y
distancia, Lance y Williams {1967) sugirieron que el método deberia ser considerado
inapropiado para medidas tales como coeficientes de correlacion, ya que la

interpretacion en un sentido geométrico no es posibie.

1.3.1.6 METODO DE WARD

Ward (1963) propuso un procedimiento de conglomeracion buscando el formar
particiones P, P..., ..., Py en una manera que minimice las pérdidas de informacion
asociadas con cada grupo, y el cuantificar pérdidas en una forma que es facilmente
interpretable. En cada paso def andlisis, la unién de cada posible par de conglomerados
es considerada y los dos conglomerados de quien la fusién resulta con el minimo
incremento en informacion perdida, son combinados. La informacidn perdida es definida

por Ward en términos de un criterio de suma de errores al cuadrado, £S55°,

En este método la distancia entre dos conglomerados es la suma de 58 entre los dos
conglomerados sumados sobre todas las variables, que es la suma de erores al
cuadrado de cada variable con que son medidos los objetos que componen a los
conglomerados que se combinan. En cada etapa del procedimiento de conglomeracion,
la suma de errores al cuadrado (£55) en un conglomerado es minimizada sobre todas las
particiones (el conjunto completo de divisiones o conglomerados separados) que se
pueden obtener al combinar dos conglomerados en la etapa previa. El procedimiento
tiende a combinar conglomerados con un pequefio numero de observaciones,
ocasionando gue se obtengan conglomerados con varianzas iguales y aproximadamente

con el mismo nimero de observaciones.

El criterio del método de Ward puede ser ilustrado simplemente con considerar |os

siguientes datos univariados, supongamos por ejemplo, 10 individuos (objetos) que

* Error Sum of Squarcs. (n. a1.)
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tienen los valores de 2, 6, 5, 6, 2, 2, 2, 0, 0, 0, sobre alguna variable particular. La
pérdida de informacion que resultaria de tratar los diez valores como un grupo con una

media de 2.5 es representada por [285 dado por,

N -_—
ESS =3 (x,-x) (1.8)
Iy
Para este ejemplo
158 ungrpe = (2-2.5) 4 (6-25 + ...+ (0-25) =505 (1.9)

Similarmente si tos diez individuos son clasificados acotando sus valores dentro de
cuatro conjuntos,
{0,0,0} {2 2 2, 2}, {5}, {6, 6}

la 15§ puede ser evaluada como la suma de cuatro separadas sumas de errores al

cuadrado

NS ewaro grupos = ESSgupo 1+ ESSarpo2 + ESSanpo3 * ESSerpos = 0.0 (1.10)

Finalmente el método de Ward combina Jos conglomerados que resulten con e} minimo
incremento en las sumas de los errores al cuadrado dentro de las distancias de los

conglomerados,

El método de conglomeracion jerarquico de Ward esta basado sobre las sumas /8§
dentro de los grupos en vez de ligar grupos y asi un algoritmo aglomerativo es usado.
Para cada etapa el nimero de grupos es reducido por uno, al combinar los dos grupos
con el mas pequeno incremento posible en el total de la suma de errores al cuadrado
dentro de los grupos; de hecho, cuando se inicia con N grupos de un individuo, el total
de ia suma de cuadrados dentro de los grupos es cero (es decir, no hay pérdida de

informacion}).
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1.3.2 ALGORITMOS DE CONGLOMERACION NO JERARQUICOS

En contraste a los métodos jerarquicos, los procedimientos de conglomeracidn no
jerarquicos no involucran el proceso de construccion arbdlico. En vez de eso, el primer
paso es el seleccionar un conglomerado centro o semilla, y todos los objetos (individuos)
dentro de una distancia comienzo preespecificada son incluidos en el conglomerado

resultante,

Las técnicas de conglomeracidn no jerarquicas son mas conocidas como los métodos de
particion y tipicamente usan una de {as siguientes tres aproximaciones. El
Procedimiento de Comienzo Secuencial, el cual inicia por seleccionar un
conglomerado semilla, y todos los objetos dentro de una distancia preespecificada son
incluidos. Cuando todos los objetos estan incluidos dentro de la distancia, un segundo
conglomerado semilla es seleccionado, y todos los objetos dentro de la distancia
preespecificada son incluidos. Entonces una tercera semilla es seleccionada, y el
proceso continda como se menciond. Cuando un objeto es conglomerado con una
semilla, ya no es considerado por subsecuentes semillas. En contraste, el
Procedimiento de Comienzo Paralelo, selecciona varias semillas simultaneamente en
el principio, y los objetos dentro de la distancia comienzo son asignados a la semilia mas
cercana. Como ¢l procese involucra distancias iniciales pueden ser ajustados a incluir
menos o mas objetos en los conglomerados. También en algunos métodos, los objetos
pueden quedar fuera de los conglomerados si ellos estan afuera de ia distancia inicial
preespecificada de algin conglomerado semilla. El tercer procedimiento, es el de
Optimizacion, es similar a los otros dos, excepto que éste permite el reasignamiento de
objetos a otro conglomerado del original sobre las bases de algun criteric global de

optimizacion,

E! principal problema visto en todos fos procedimientos de conglomeracion no
jerarquicos, es el cémo seleccionar el conglomerado semilla ¢ semillas. Por ejemplo, con
un Comienzo Paralelo, el conglomerado inicial y probablemente el final resulta
dependiendo de los ordenes de 1as observaciones en el conjunto de datos, y al arrastrar
el orden es posible el afectar los resultados. Especificamente los conglomerados

semillas iniciales con el procedimiento de comienzo paralelc pueden reducir este
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problema. Pero al seleccionar el proceso para semillas (es decir, diferentes puntos
semillas aleatorios) pueden todavia afectar los resultados y de este modo permanece el

problema.

13.2.1 METODOS DIVISIVOS

Las técnicas de conglomeracién divisivas son esencialmente de dos tipos, monotéticas
las cuales dividen los datos sobre las bases de la posesién o de otra manera de un
simple atributo especificado, y polfitélicas donde las divisiones estan basadas sobre los

valores tomados por todos los atributos,

El mas factible de los métodos politéticos divisivos es el descrito por McNaughton-Smith
{1964). En este método un grupo de sobras es acumulado por una adicion secuencial del
objeto de quien la total disimilaridad con el resto menos su disimilaridad total con el

grupo de sobras, es un maximo.

Cuando esta diferencia llega a ser negativa el proceso es repetido sobre los dos sub-
grupos. La medida usual de disimilaridad a usarse es el promedio de la distancia
Euclidiana entre cada objeto y los otros objetos en el grupo.

1.3.2.2 METODOS DE PARTICION

La mayoria de los métodos de particion comienzan con el procedimiento de Comienzo

Paraizslo, es decir, inician tomando k semillas que serdn los k conglomerados finales.

Un método de particion construye & conglomerados, en el que se clasifican los datos, los

& conglomerados resultantes juntos salisfacen los requerimientos de una particion:

- Cada grupo debe contener por lo menos un objeto.

- Cada objeto dehe pertenecer exactamente a un grupo.

Estas condiciones implican que puede haber tantos conglomerados como el nimero de

objetos,
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k=N

La segunda condicion indica que dos conglomerados diferentes no pueden tener algun

objeto en comuin, y que los & conglomerados componen a todo el grupo de datos.

El valor de 4 es un numero dado por el apalista, y asi el algoritmo construira una particién

con la cantidad de conglomerados que se desee.

Es conveniente correr &l algoritmo varias veces con diferentes valores de &, ya que hay
ocasiones en que el valor de & no lleva a una conglomeracion natural. Y la mejor forma
de seleccionar el valor correcto de 4 es de acuerdo a ciertas caracteristicas o serales de
las graficas, o retener la conglomeracion que dé la interpretacidn mas significante de
acuerde a algun criterio numérico. La idea de los métodos de particion es et obtener un

numero fijo de & conglomerados.

En e proceso de conglomeracion para obtener & conglomerados, se seleccionan &

objetos (los cuales son llamados objetos representativos) en el conjunto de datos.

Los conglomerados comespondientes son entonces obtenidos al asignar cada objeto al
ohjeto representativo mas cercano. Los objetos representativos deben ser seleccionados
de manera que estén centralmente locatizados en los conglomerados que definen. Para
ser exactos, la distancia promedio (o disimilaridad promedio) del objeto representativoe a

todos los otros objetos del mismo conglomerado es minimizada.

A tal objeto representativo optimo se le conoce como centro de su conglomerado y ei

método de particion alrededor de centros es conccido como el método de k-centros.
Hay otro método con una gran semejanza con el método anterior, el cual minimiza el
promedio de las distancias cuadradas, dando asi los llamados centroides, y el método es

tamado el método de k-medias.

E! procedimiento de conglomeracion del método de k-medias comienza por usar los
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valores de los primeros & objetos del conjunto de dates, como estimaciones temporales
de los puntos medios de los & conglomeradas, donde & es el nimero de conglomerados
especificado por el analista. Los puntos medios iniciales de los conglomerados estan
formados al asignar a cada objeto en tumo al conglomerado con el punto medio mas
cercano a este, y entances se vuelve a calcufar el centroide. Y asi mediante un proceso
iterativo se encuentran los puntos medios de los conglomerados finales. Este proceso
continua hasta que no ocurran cambios mas escandalosos en los centroides o hasta que

un numerc maximo de iteraciones es alcanzado,

El método de 4-centros es de mayor aplicacién, debido a que es mas robusto con
respecto a los cutliers (ver seccion 2.10), y por que este método no solamente trata con
coeficientes de disimitaridad sino también con mediciones de intervalo escala. Pero el
procedimiento de! analisis de conglomerados de k-medias es (til cuando se tiene un

numero grande de objetos.
1.4 METODOS DE OPTIMIZACION

Estas técnicas de conglomeracién producen una particion de los objetos para un nimero
particular de grupos, para minimizar o maximizar algin criteric numeérico. En estos

métodos se asume que el nimero de grupes ha side fijado por el investigador,

La idea basica de estos métodos es asociar un indice f{N,k) con cada particion de los N
objetos dentro del nimero requerido de & grupoes, su valor es indicador de la calidad de

esta particular conglomeracion.

El criterio de conglomeracidn mas comunmente usado surge de considerar las siguientes

tres matrices, las cuales son calculadas de una particion de los datos,

“,

| ¢ _ . l o - .
TzﬁZZ(xq—x)(xu-x) \ W=N—__EZZ(x,I—xJ)(x,I—x,) (1.11)

111 1=l 4=l

B= ) u(F - %)X - x)
rl
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Estas matrices son del orden de /mxm (donde m es el numero de variables), ylamatnz T
representa la total dispersion, W ia dispersion dentro de grupos, y B ia dispersién entre

grupos, y satisfacen la siguiente ecuacion:

T=W+B (1.12)

1.4.1 CRITERIO DE MINIMIZACION DE LA TRAZADE W

Si los dalos que se tienen son multivariados, un buen criteric de conglomeracion es el
criteric de minimizar la suma de cuadrados dentro de los grupos. De esta manera el
criterio toma en cuenta todas las variables para llevar a minimizar la traza(W)®. Como se
menciona en la otra seccion W es la matriz de dispersion al interior de los grupos, y al
minimizar su traza se obtiene una de las ideas basicas de la conglomeracion, que es el
de obtener grupos que sean muy homogéneos en el interior de ellos, pero al ser
minimizada la traza{W) se maximiza la traza(B) y asi se llega a la otra idea basica de la
conglomeracion, que los grupos sean mas heterogéneos entre ellos, formando astas dos
ideas lo fundamental de la conglomeracion, es decir, obtener grupos o conglomerados

muy homogéneos en su interior pero muy heterogéneos entre ellos.

1.4.2 CRITERIO DE MINIMIZACION DEL DETERMINANTE DE W

En el andlisis multivariado de varianza, una de las formas para saber si hay diferencias
entre vectores de medias se basa en la razon de los determinantes de las matrices de
dispersion dentro (W) y el total (T) de los grupos. En el analisis de conglomerados, los
vectores de medias son los vectores compuestos por las medias de cada una de las m

variables con que son formados los conglomerados. Valores grandes de! cociente

det (T) / det (W) (1.13)

indican que los vectores de medias de conglomerados se diferencian. Estas

" TrazifA) cs la suma de los clementos de Ia diagonal principal de la matriz A.
Chaificld. C.. Collins, A. ).. INTRODUCTION TO MULTIVARIATE ANALYSIS. pag. 11
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consideraciones dichas por Friedman y Rubin (1987) fueron tomadas como un criterio de

conglomeracion. que es el minimizar el det( W ), y de esta manera maximizar (1.13).
1.4.3 CRITERIO DE MAXIMIZACION DE LA TRAZA DE (BW ' )

Otro criterio que sugirieron Friedman y Rubin {1967) es el de maximizar |a traza de la
matriz que se obtiene del producto de la inversa de la matriz de dispersién dentro de los

grupos (W "' } y ta matriz de dispersion entre Ios grupos (B ).
traza( BW ') {(1.14)

Los criterios de la traza{ BW ™ ) y det( T ) / det{ W } pueden ser expresados en términos

de los eigenvalores, A; de la matriz BW ! .de |a siguiente forma,

traza(BW ') = ii, (1.15)

=)
[det( T )/ det(W)] = ]2[(14»,1,) (1.16)

Este criterio de conglomeracion es muy conveniente para datos con variables continuas.
1.5 PARTICIONES DE UNA JERARQUIA

Frecuentemente en algunos estudios no se estd interesado en la jerarquia completa
dentro del andlisis, sino en una o dos particiones obtenidas de ésta misma. En la
conglomeracion jerarquica, las particiones son logradas por cortar un dendograma o una
seleccion de la solucion de la secuencia de conglomerados que comprenden las
jerarquias. En aplicaciones particulares se tiene e interés de saber y deteminar cual de
todas las posibles particiones produce el mejor ajuste de los datos: esencialmente ésto
significa conocer el apropiado numero de conglomerados para los dates. Un método

informal el cual es frecuentemente usado para este propdsitc es el de examinar las
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diferencias entre niveles de fusiones en el dendograma. Grandes cambios o saltos en el
dendograma, son tomados para indicar un ndmero particular de conglomerados. Como
ejemplo, el dendograma mostrade en la figura 1.6, muesira una grande diferencia en el
nivel entre dos grupos y la estrategia final en el cual todos los objetos estan en un sélo
grupo {conglomerado). Esto indica tomar como evidencia el considerar la solucién de dos

conglomerados.

Duda y Hart {1973), propusieron una razon criterio, £(2} / E(1), donde E(2) es la suma de
errores al cuadrado (ver seccion 1.3.1.6) en los conglomerados cuando los datos son
particionados en dos conglomerados, y E(1} da los errores al cuadrado cuando
solamente un conglomerado se presenta. La hipdtesis de un simple conglomerado es

rechazada si la razon es mas pequena que un valor critico especificado.

Catinski y Harabasz (1974) también sugirieron un indicador para el numero de grupos
basado en términos de la suma de cuadrados, que son la fraza de la matrices que

representan en forma resumida los conglomerados, como se muestra

traza(B)/{g- 1) (1.17)
traza( W)Y/ (V- g)

donde B y W son el producto cruzado de matrices de la suma de cuadrados entre y
dentro de conglomerados, y g es el nimero de grupos. El maximo valor del indicador en

la jerarquia es tomado para indicar el corecto numero de grupos.

1.6 ESTIMACION DEL NUMERO DE GRUPOS

En la mayoria de las aplicaciones de los métodos de optimizacion del analisis de
conglomerados, se debe estimar el nimero de conglomerados que es mas adecuado en
los datos. La mayoria de los métodos de estimacion son relativamente informales e
involucran esencialmente trazar el valor de! criterio de conglomeracion contra el nimero

de grupos.

Beale (19683) sugirio un método formal, el cual es por medio de una prueba F, y se usa
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para probar si una subdivisién g, dentro de los conglomerados es significativamente

mejor que una subdivision g, dentro de algun nimero mas pequefio de conglomerados.

El estadistico de prueba esta definide como sigue:

R,-R, N- 7
Fla . )= 0% {__N_j }(%) -1 (1.18)
2 i

donde

R = (n-2)8,2
5 eslavarianza de los conglomerados centros en la muestra
=g - g1}
v =N - g2 )

Un resultado significante indica que una subdivision de g, dentro de los conglomerados
es mejor que una subdivision g, en un nimero mas pequeno. Este procedimiento es

recomendado sélo si los conglomerados estan completamente separados.

Calinski y Harabasz (1974) sugirieron un método en el que se toma el valor de la g que

dé el maximo valor de C, donde C es:

C=[traza(B)/(g-1)]/ [traza(W)/(N-g)] (1.19)
1.7 COMPARACION DE RESULTADOS
Frecuentemente cuando se lleva a cabe un analisis de conglomerados de un conjunto de
datos multivariados, puede ser necesario que se comparen dos o mas conglomeraciones
del mismo conjunto de objetos. Las soluciones a ser comparadas pueden ser hechas de

diferentes métodos de conglomeracion sobre el mismo conjunto de datos, o del mismo

metodo de conglomeracion aplicado a diferentes matrices de similaridad o distancia de
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los datos crudos {sin estandarizar). Otra forma de obtener diferentes soluciones es por
medio de aplicar el mismo procedimiento de conglomeracién a la misma matriz de
proximidad derivada de grupos de datos de diferentes fuentes. También se pueden
hacer comparaciones informalmente, ésto puede ser simplemente con inspeccionar las
conglomeraciones para determinar los conglomerados mas importantes y/o examinar los
dendogramas y sefalar donde los conglomerados son mas parecidos y donde son mas

diferentes.
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ANALISIS
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I.- UNA PEQUENA HISTORIA

Los primeros escritos socbre el Analisis Discriminante en las primeras cuatro décadas se
enfocaron en la prediccion de miembros de grupos {Andlisis Discriminante Predictivo'
. ADP). R. A. Fisher {1930's), fue quien considerd a la discriminacion de grupos de
variables, como la idea de la distancia entre grupos multivariados de una combinacion
lineal de variables {Funciones Lineales Discriminantes, LDF's? ), con el praposito de
distinguir a los objetos que mas se apegan af conjunto de variables; no fue hasta la
década de los 1960's en que las LDF's se consideraron seriamente para propositos de
interpretar efectos reveladores de un analisis multivariado de varianza (MANOVA). Este
aspecto del analisis discriminante es conocido como Andlisis Discriminante
Descriptiva® (ADD).

Las ideas de la distancia y la combinacion de variables fueron presentadas a priori en un
documento de Fisher en 1936 (“The use of mulliple measurements in taxonomic
problems”, el cual aparecio en Annals of Eugenics). Muchas ampliaciones y
refinamientos de las ideas de Fisher aparecieron en los 1940’s desarrollados por
metodologistas de la academia de la Universidad de Harvard.

Este interés ocasiond que se escribieran textos que abarcaban el andlisis discriminante
en varias perspectivas. Algunos de esos libros escritos antes de 1970 con una
perspectiva aplicada fueron escritos por: Rao (1952), Tatsuoka-Tiedeman (1954-1969),
Kendall (1957), Cooley and Lohnes (1962), y Rulon et al. (1967).

Cuando grupos de objetes son conocidos y el proposito del investigador es el describir
diferencias de grupos ¢ el predecir los miembros de grupos sobre las bases de las
mediciones de variables respuestas, en general las técnicas del analisis discriminante

son las apropiadas.

Il.- ANALISIS DISCRIMINANTE PREDICTIVO

' Predictive Discriminant Analysis. (n. a,)
° Lincar Discriminant Functions. (n. a.)
* Descriptive Discriminant Analysis. (n. 2.)
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En la mayoria de las actividades de hoy en dia, se tiene el interés de realizar la
prediccion de los posibles miembros de fas subpoblaciones que conforman los
fenomenos socioecondmicos administrativos de la aclualidad. Por ejemplo, en la mayoria
de los sectores académicos se tiene el interés de realizar la prediccion de los alumnos de
nuevo ingreso en el instituto, en predecir el dominio de la inteligencia, en identificar a
aquellos estudiantes que llegaran a la cima de los estudios en la academia, o en
identificar a aquellos contribuyentes que llevan en forma correcta sus impuestos. En
cada uno de los objetos (alumnos de nuevo ingreso) hay una o mas variables predictoras

{explicatorias) con una variable criterio.

En algunas instancias la caracteristica principal que distingue a cada uno de los objetos
{variable criterio) es medida en escalas ordinales, pero en ofras instancias el criterio es
calegorico y medido en una escala nominal. Este tipo de situaciones con un criterio
categérico, es en el que el Anélisis Discriminante Predictivo (ADP) es aplicable.

En el analisis discriminante predictivo la regla de prediccion es desarrollada con una
combinacion lineal de las variables predictoras, sin embargo, Ia regla consiste de tantas
combinaciones lineales como el numero de categorias (grupos) que se consideran en el
estudio. Tal regla hace capaz al investigador de predecir los miembros (objetos) de las
categorias, y determinar el grupo de variables con el cual las categorias son mejor

identificadas.

ill.- ANALISIS DISCRIMINANTE DESCRIPTIVO

Como se notd en el andlisis discriminante predictivo, tas variables de respuestas
multiples juegan un papel de variables predictoras, en cambio, en el Andlisis
Discriminante Descriptivo {ADD) son vistas como simples resultados de mediciones sin
tener un papel significante, es decir, variables resultados que cuando son agrupadas
toman un especial papel en el método; y cada agrupacion de éstas son las variables
explicatorias. Por lo tanto, en el ADD Ja pregunta basica de interés pertenece a la
agrupacion de los efectos de variables explicatorias en base a las variables de respuesta

mulliples, o mas especificamente a la diferencia de grupos con respeclo a las variables
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de respuesta multiple.

PREDICCION

2.1 ANALOGIA DE LA REGRESION Y EL ANALISIS DISCRIMINANTE

(ldeas basicas de clasificacion)

Una soluciéon comuanmente usada para hacer predicciones empiricas o estadisticas es la
Regresion Multiple. Las técnicas de regresion multiple son apropiadas en una situacion
en la que se tiene de un lado un conjuntoe de m variables predictoras (aleatorias o fijas)
X1, X2, ..., X..ydel otro lado una simple variable criterio (aleatoria) }. Hay que tomar
en cuenta que en estas técnicas se trata con un solo grupo de N objetos (unidades)
experimentales, para cada uno de los cuales se tienen m+1 medidas'. Una meta del
anélisis de regresién multiple es el crear una regla basada en una matriz de datos del
orden Nx{m+1), para usarse en predecir (o estimar} una medida de variable criteric que
dara valores a los predictores. Esto determina un conjunto de cargas de regresion 5y, &,

, b correspondientes a un conjunto dado de medidas de m variables predictoras,
para obtener e! valor de un compuesto lineal (combinacion lineal), e! cual es un valor
predictivo para el criteric. La medida del criterio predictive para el cbjeto u (¥, ) puede ser

representada como:;

Yu =b0+b1X1,u+b2X2.u ... "'mem.u

donde £, &5 la constante de regresion. El compuesto puede ser también expresado como

Yo=bh+F X,

donde #' es el veclor renglén (1xm) de cargas de regresion y X, es el vector columna

(mx1) de medidas de variables predictoras para el objeto u.

' Medidai: Expresion de una cantidad o dimensidn con relacion a una unidad determinada.
FNCICLOPEDIA SALLAT Diccienario, Tomo 8, pdg. 2178,
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En cambio el ADD involucra la combinacién lineal de las dos (o mas) variables

independientes que se distinguen mejor entre los grupos definidos con anterioridad.

La combinacién lineal para un ADD son derivados de una ecuacién que toma la siguiente
forma:
Z= W1X1+ WzXz“‘ W;X;"‘" + W, X

donde

7 = La marca discriminante
W = Peso discriminante

X = Variable independiente

Otra aproximacion usada en hacer predicciones empiricas, que involucra el aspecto del
analisis discriminante del maximizar [a varianza relativa entre los grupoes para la varianza
dentro de un grupo, pero sin ufilizar una combinacion lineal, es el tipo de analisis

conocido como Andlisis Discriminante Predictivo (ADP).

Las técnicas del ADP son apropiadas en un conjunto de grupos mdltiples en los cuales
se tienen m medidas para cada objeto que pertenece a uno de los & grupos. Los &
grupos de n, (g=%....,k) objetos representan & poblaciones significantes. Y la variable
criterio es una agrupacién de variables dicétomas o multicotomas. Unas de las metas del
ADP es el crear una regla basada en & matrices de datos de orden m, x m, que
predeciran la poblacion a la que pertenece un objeto en la que sus miembros son

desconocidos.
Una regla de clasificacion en el ADP puede tomar 3 diferentes formas:
1) Un compuesto de las variables predictoras.

2} Una probabilidad de los miembros de la poblacion.

3) Una distancia entre dos puntos,
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2.2 LA NOCION DE LA DISTANCIA

En un espacio bivariado (X, , Xz ) se representa la distancia d,; entre dos puntos como
A (X2, X2;)y B { Xip. X o) por el teorema de Pitdgoras (usualmente conocide como

la distancia euclidiana) como se muestra

Fan=(Xoa - X 18V + (Xow -X2p)

Note que dz_m puede ser expresado como

(X - Xa]* [ X4 - Xa)

donde X, y X son vectores columnas del orden {2x1) de cantidades y X, - X es un
vector columna (2x1) de diferencias. Esto es apropiado solo si se cumplen dos

condiciones:

1} Las medidas de X, y Xy estan incorrelacionadas {es decir, p,p=.00%: vy

2) Las medidas de X, y X tienen varianza de unidad.

Extendiendo la idea de la distancia euclidiana a un espacio general m-variado, se puede
escribir como
f.‘w = [Xs - Xs]' (X4 - X5

donde X, y X son vectores (m x 1). La ultima expresion de & es un vector renglon de m
diferencias multiplicadas por un vector columna de las mismas m diferencias. En el
mismo caso que el bivariado, ésto se basa en las suposiciones de que se tienen
variables incorrelacionadas y de varianza de unidad, asi la matriz de covarianza £ de

orden (m x n1), para las m variables, es una matnz identidad.

* 8¢ dice que sc ticne un grado de interdependencia alto entre dos conjuntos de nimeros si ¢l valor de su
cocficiente de correlacion p es cercanc a | o -1, Y cs bajo o incorrelacionado si es cero.
Walpole. Ronald E., PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. pig. 410.
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h £:00; 0 P00, 10 -0
5| P a; Tt Pa@aa | _ ¢ 1.0
PG n® PuyTnCGay 03- 00 -

Se toma como un caso especial cuando las varianzas de las medidas (variables) de los
objetos son iguales. Si éste no es el caso, las varianzas distintas deben ser tomadas en

consideracion.

Un indicador de la distancia (cuadrada) entre dos puntos (4 y B) que tome en
consideracién el caso en que las varianzas de fas variables son distintas de uno y sus

intercorrelaciones diferentes de cero, es
A= [Xa-Xa]" 27 (X4 - Xg) (2.1}

en el que los puntos 4 y B son definidos por los vectores columnas X; vy Xz
respectivamente. En la expresion (2.1} £ es la matriz de covarianza de la poblacion, y
A*; es una distancia generalizada que es atrbuida al investigador estadistico P. C.
Mahalanobis (1893 - 1972). '

2.3 DISTANCIA Y CLASIFICACION

£l indicador de distancia A® entre dos puntos representados por dos vectores de m
observaciones cada uno (que es el perfil de dos unidades experimentales) es de un
particular interés en el analisis de conglomerados, por que los conglomerados de los
objetos experimentales se determinan mediante valores que muestran la misma funcién,
que es el de indicar la distancia que hay entre un objeto y un conglomerado, en el que
valores de distancias entre dos puntos, como A%, son vistos en el analisis de

conglomerados como medidas de proximidad (disimitaridad y similaridad).

Hay dos tipos de distancias Mahalanobis, que son muy importantes en el analisis

discriminante. El primero es el indicador de la distancia entre dos puntos, donde cada
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punio es un vector de medias de las m variables, El vector de medias es llamado

centroide, por ejemplo, el centroide de la poblacion g es denotado por

He =ty g - Hegl

donde 4, es la media de fa variable i en la poblacidn g. La distancia entre dos

poblaciones, 1y 2, es la distancia entre sus centroides, y es

A=l -}’ b (- #2}]"2

El segundo tipo de distancia Mahalanobis, es la distancia entre un objeto (unidad) y una
poblacion, ésto es la distancia entre dos puntes, donde un punto es un vector de m
observaciones de un objeto experimental, y el otro punto es el centroide de una

pablacién. Por ejemplo, supongamos que se tienen k poblaciones, y se quiere tener la
distancia entre el objeto n y la poblacion g, esto es la distancia entre X, (vector de

observaciones del objeto u} y u, (centroide de la poblacion g).

Si tenemos un vector de observaciones para un objeto experimental « y una poblacién g,

entonces

A= (X - ) I (Xo- p1) (2.2)

donde £, es la matriz de covarianza de la poblacién g, y asi se indica el cuadrado de fa

distancia del punto X, a el punto que representa el centroide de la poblacion g.

Esta ultima distancia es de gran interés en los analisis de clasificacion {Analisis de
Conglomerados), por que su principal objetivo es el clasificar un objeto en la poblacion a
la que se encuentre mas cercana.

2.4 REGLAS DE CLASIFICACION EN GENERAL

El propésitc basico del ADP es el crear una regla de clasificacion, mediante la cual se
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puedan clasificar cbjetos en una de las & poblaciones que se tienen. Esto basandose en
la matriz de datos del orden N x m, donde N = Zn, , y m, (g = 1, ..., k) es el numero de

objetos que hay en la poblacion g, y cada objeto debe tener m mediciones.

Las reglas de clasificacion o decisién comunmente usadas, se basan en e! principio de
maxima probabifidad que es: Asignar un objeto a la poblacidn en la cual su vector de

observaciones tenga la mas grande probabilidad de ocurrencia.

Supongamos que f; y f> son las funciones de densidad para las poblaciones 1y 2; la
probabilidad de una observacion X=a en la poblacién 1 es fi{a). Aplicando el principio de
méxima probabifidad, se liega a 1a regla de asignar un objeto X=a a la poblacion 1 si
Sfila) > fala). que es la probabilidad de una observacion X=a en la poblacién 1 mas

grande que en |3 poblacidn 2, de otro modo se asigna el objeto a fa poblacion 2.

En términos maltiptes se tiene que la regla de maxima probabilidad es, asignar el objeto
1 a la pobtacion g, si la probabilidad del vector de observaciones X, , es mas grande para
el grupo g que para algun otro grupo; pero en &l caso de que la probabilidad mas grande
del vector de observaciones X, , sea igual en dos o mas grupos, se asigna el objeto » af

grupo que tenga el mayor numero e elementos en ese instante.

Al ser fla funcion de densidad, entonces la regla de maxima probabilidad es: asignar la
unidad ~ a la poblacién g si la probabilidad del vector de chservaciones X, es de mas

valor para el grupo g que para algan otro grupo, y la regla queda establecida como

Asignar u a la poblacién g si

JX &) > X | &)
parag =g

donde f(X. g es el valor de la funcion de densidad de X, dado que se tiene una
poblacién g, En términos probabilisticos una probabilidad es denotada como PX./g),

que es la probabilidad del vector de observaciones X, dado que se tiene la poblacién g.
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La regla puede ser interpretada de mejor forma en términos de probabilidad inversa al
intercambiar los parametros, y de esa manera establecer como el evento del que se tiene
evidencia al vector de observaciones de la unidad », X, , y asi, una probabilidad es
denotada como f(g X,) que es la probabilidad del objeto » dado que esta en la poblacion
&, considerando ahora la probabilidad de que la unidad # pertenezca a ia poblacién g,
Pfe X,) es lamada la probabifidad posterior * de los miembros en la poblacion g,
postenor en ! sentido de que es la probabilidad de los miembros de Iz poblacién g con

la condicion de que el vector X, es conocido.

La probabilidad de que el objeto «# pertenezca a la poblacién g, es igual a la razon de 1a
probabilidad de! vector de observaciones de v (X} en la poblacion g, respecto a la suma

de las probabilidades del mismo vector asociadas con todas fas & poblaciones.

P(glX,) =%)— (2.3)

2 Px,1g)

e=l

Y la regla es interpretada como

Asignar & a la poblacién g si
Pl X.)>PE1X.)
para g' =g, donde P(g|X,) es definida de (2.3)

Los valores estimados de las probabilidades P(X, | g).g=1, 2, . . ., k, estan basados en
las k¥ muestras, y por lo tanto dependen del tamafio de las mismas. Es por eso por o que

deben ser tomados en cuenta los tamafios de las k muestras.

Sea &, la proporcidn de unidades en el universo total (es decir, el conjunto de las &

" Probabilidad Paostcrior, cs la probabilidad condicional P(A[B) de un evenio A dado que va ¢ tiene el prado
de creencia del cvento B que puedc suceder. (n. a.)
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distribucion son conocidos). Los parametros que usualmente son desconocidos son I y

4, entonces para poder usar las reglas deben ser estimados.

Hay varias formas de estimar los parametros, y asi poder construir una regla de
clasificacién que los use. La mas comunmente usada es cuando se especifica un modelo
de distribucion de probabilidad tedrica, suponiendo que los datos se ajustan al modelo, y
asi estimar los parametros del modelo tomando los datos para construir una regla
usando las estimaciones. Otra manera de estimar es, usando la anterior forma de
estimacion y ademas estimar los valores de densidad directamente de los datos con un
modelo de especificacion no prior, y asi construir una regla de especificacién usando

estas estimaciones.

Con este tipo de aproximaciones, en el que se tienen valores adicionales conocidos (las
estimaciones de los parametros de la funcién de densidad) se obtendra una regla de
clasificacion del tipo bayesiano, por el simple hecho de usar valores adicionates

conocidos y asi obtener la regla de clasificacion dptima,

La familia de las funciones de densidad probabilistica normal univariada esta definida por

l ————(X-',u"’): (2.6)

|
Xlg) = ————=cexp| ——
f(Xlg) N ’_a; xpl -3 o

donde g, y o’ son la media y varianza, de la poblacion g.

. ? .
Pero como casi nunca se conocen los valores de i, y o, , @ntonces es necesario usar

estimaciones basadas en |a muestra de datos y asi obtener una estimacién de f (X|g}

- 1 1
J(XIg) = =z expl - -1 L
,/2,,—\/_‘-_: 2 s:
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donde ¥ = LZ\ y %= 2(X, =X,y
e g

La generalizacion de {2.6) a el caso multivariado puede ser hecha por analogia para
llegar a las funciones de densidad de probabilidad normal m-variada, la cual es definida

por

1
SX )= —memm——exp[- % (X - )" 5" (X- )] 2.7
N2 NI o

La generalizacién de o"’x es la matriz de covarianza de la poblacion g, I, de orden
(mxnn), y el vector de medias de orden (mx1) g, es la generalizacion de p,. el
determinante de I, . que es || . es Hamada la varianza generalizada del conjunto de mr
variables. Analogos al caso univariado, la especificacion de g, y I, complétamente

determinan la funcidn de densidad normal para la poblacién g.

Pero en el analisis de datos rara vez son conocidos los valores de estos parametros,

entonces es necesaric determinar estimadores para f{X | g).

Esto se hace insertando estimaciones de g, y £, en la expresion {(2.7), el vector i, es

estimado por X, el cual es el vector de medias (mx1) de la muestra g, y L, puede ser

estimado por 5, que es la matriz de covarianza (#pun) para la muestra g. Sustituyendo

en la expresion (2.7) queda como

expf-%2(X-¥,) 87 X- %) (2.8)

3

. ;
Xg)= —
S(X1g) o 5

donde ¥, es el vector de medias mx1 de la muestra g, y 5, es la matriz de covarianza

sun para la muestra g, Los elementos de la diagonal principal de S, son las m varanzas

definidas por
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__Z(X:n) _ ‘/?Ln)):

n =17

i) _
S =
Ly

y los elementos que no estan en la diagonal principal son covarianzas definidas por

1
ng-l

bv{n ] =

X

(X - RN - X

Asi la distancia Mahalanobis (2.2), que indica el cuadrado de la distancia entre un vector

de observaciones del objeto « y el centroide para la muestra g, puede ser escrita como:
Dy=(X,-%,) 8" (X-%,)
y la expresion (2.8) puede ser expresada como
FX,lg) = 22) 1S, exp (- %D,y ) (2.9)

2.6 REGLAS DE CLASIFICACION BASADAS EN NORMALIDAD

Como la regla de clasificacién se basa en probabilidades posteriores, éstas seran dadas
por (2.4), pero como se trabaja con estimadores dados por (2.9) entonces queda de la

forma
. 101
PglX.) = kq,, ff g}
Doa,. - f(X.lgh)

a'=)

(2.10)

donde ¢, =7,

Sustituyendo (2.9) en (2.10) y simplificando queda como
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. g S% exp(- L D?,
Prix,y= et opCa B 2.11)

. ‘|.| 2
a5 exp(-102)
=l

de esta manera se llega a la siguiente regla de clasificacion para un caso normal

m-variado

Asignar « a la poblacion g si
Pglx,)> P X,) (2.12)

para g =g’, donde P(g|X,) esta definido por (2.11)

Considerando el caso especial donde las & matrices de covarianzas de las poblaciones
son iguales
Ei=Z;= ... =E5=L (2.13)
s0lo es necesario estimar una matriz de covarianza (mxm) I por §.
La dislancia cuadrada del objeto # al centroide de la poblacion g es expresada por
2 =y ol -
I) g = (X'u = xg) S au - IR)

y asi la probabilidad estimada de (2.9) es

- R, .
F(Xlg) = (2n) 7S exp (- % D" )
Sustituyendo en (2.10) y simplificando queda como

) cexp(-1D"
PlglX,)= .q‘ xp(730.) (2.14)

24, exp(-1D%)

x=t
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Y se obtiene una regla de maxima probabilidad para el caso normal m-variado, bajo la

condicién (2.13)

Asignar # a la poblacion g si
Plglx,)> P(g'ix,) (2.15)
para g = g', donde P(g|.X,) esta definido por (2.14)

2.7 FUNCIONES DE CLASIFICACION

Las reglas (2.12) y (2.15) pueden ser establecidas en términos de los numeradores, y de
esta forma maximizar el numerador.

Asi para (2.11) {a regla queda en maximizar
gg - S expl- 2 D) (2.16)

El numerador de ia expresion (2.11) siempre sera positivo, pero el maximo valor que
puede alcanzar es 1. Aunque ese valor nunca sera alcanzado, ya que si se obtuviera se
estaria calculando la distancia de un punto con si mismo, que es un caso sin sentido en
este tipo de andlisis. Las probabilidades posteriores (2.11) y {2.14) son creadas en base
al criterio de maximizar la varianza relativa entre los grupos con respecto a la varianza
del grupo al cual es asignado el objeto que se pretende clasificar; una expresion mas
sencilia pero con estas mismas propiedades, las cuales siguen siendo respetadas por

{2.16}, es el logaritmo natural de éste misme, que es

Oue=Mg, -% |8, |-% D, (2.17)
(2.17) es una expresion en la que intervienen los dos puntos especificos de los que se
pretende encontrar una prebabilidad posterior, es por eso por lo que el maximizar (2.16)

es equivalente a maximizar su logaritmo natural. De esta manera la regla para el caso

normal sn-variado puede ser expresada como
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Asignar » a la poblacion g si
ng -~ qu' (218)
para g =g, donde ()., es definida por (2.17)

Es el mismo caso, para cuando se trata con la condicidén (2.13), que seria el obtener el

maximo valor de! logaritmo natural de! numerador de (2.14) que es
Lug = gy - 42 D" (2.19)

y la regla queda como

Asignar 1 a la poblacion g si

L > Ly (2.20)

para g = g, donde L, es definida por (2.19)

(2.17) en términos de X, es una expresion cuadratica (ver anexo 1) y es llamada Funcidn
de Clasificacién Cuadratica (QCF, Quadratic Classification Function) y la regla {2.18) es
conocida como Regla de Clasificacién Cuadratica; (2.19) viene siendo una expresion
lineal en términos de X, (ver anexo 1) y es por eso por lo que se le lama Funcién de
Clasificacién Lineal (LCF, Linear Classification Function) y 1a regla (2.20) es conocida

como Regla de Clasificacién Lineal.
Refiriéndonos a la funcion QCF (2.17), el maximizar Q., es equivalente a minimizar
dig = 200 = I |Sg |+ D - 2 In g, (2.21)

Asi la maxima probabilidad es igual a encontrar la distancia minima, y la regla puede ser

expresada como
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Asignar « a la poblacién g si
dug < dnrg' (222)
para g zg', donde d,, es definida por (2.21)

Cuando todas las matrices de covarianza son iguales, y esta condicién es considerada,

entonces el maximizar L., es equivalente a minimizar
dg=-2Lg=D"y-21ng, (2.23)

Y la regla de maxima probabilidad (o minima distancia) para el caso de matrices de

covarianza iguales, puede ser expresada como

Asignar « a la poblacién g si
dy <dy (2.24)
para g #g', donde ', es definida por (2.23)

El considerar o saber que las matrices de covarianza de las & poblaciones sean iguales

es tomado como un caso especial para poder establecer con mayor precision la regla de
clasificacion a usar, Pero también debe ser vista con la misma importancia el caso de
cuando las & probabilidades a priori 7, , g = 1, 2, ..., k son iguales, ésto es generado sélo

cuando el tamanio de las k poblaciones es el mismo

gi " qr= ... "

al considerar esta condicion, la expresion (2.11) que define fa regla (2.12) queda como
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L .
15,07 exp(-14 D)

PlelX,) =~ (2.25)

SIS 1% exp(-102)
X1

y para el caso en el que las 4 matrices de covarianza son iguales la expresion (2.14) que

define la regla (2.15) se expresa como

. exp(~10.0)
PglX)s ———— {2.26)

Yexp(-107)
&1

Al ser igual el tamafo de las & poblaciones ocasiona que las probabilidades a priori sean

también iguales, asi la funcidn de clasificacién cuadratica (2.17) queda simplificada como
Que =12 I 8- 1 Dy (2.27)
y en términos de distancia es
do = -20u = In18,| + Dy (2.28)
Y para la funcion de clasificacion lineal (2.19) queda como
Ly -~ -2D%, {2.29)
¥ en términos de distancia es
d 2Ly = D2 (2.30)

En la siguiente tabla se muestran todas las reglas de prediccion, junto con las

condiciones que las caracterizan para su aplicacion correcta:
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PROBABILIDES
A PRIORI

MATRICES DE COVARIANZA

DIFERENTES

IGUALES

DIFERENTES
Las & pobiaciones
son de distinte

g, 1S1%  exp(-1DL)

Palx,y= -
> g1, 4 exp(-1D})

R expl~107)
P(.?l-\..)= T(],_]J___

2 g -exp(- D7)

el

tamario
Reglas Cuadraticas Reglas Lineales
Que =t Gy =% |8l = 4 D Ly=Ing,-"2D",,
dug=1n|8, |+D2ug 2in g, & d D -2, @
Y (L N exp(-10.7)
IGUALES Palx,)= le,f exp(-30,) | pgx, )= ——1

Ef tamano de las &
poblaciones es el
mismo

SIS % exp-1D)
=1

2 exp(=4 D7)
=l )

Reglas Cuadraticas

Reglas Lineales

Ou =-% In|Set-% Dy

dug = -20ug = W|Sg | 4Dy @

Lng =-10 D.ng

*2
dw=D% @

Nota:

Dl = (Y- X087 (Ne- X
D7 = - X%, '8! - X)

® Por propésitos de clasificacion, el maximo de k valores es considerado, exceplo para éstos cuatro,
donde el minimo es considerado, por estar en términos de distancias,

Tabla 1. Tabla de clasificacidn de las reglas de clasificacién,
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Para hacer una seleccion exacta de la regla de prediccién a usar, se deben considerar

dos conceptos basicos, que san

1) La iguatdad de las matrices de covarianza de |as % poblaciones.

2) La igualdad del tamario de las & poblaciones (probabilidades a priori).
Pero hay una condicién fundamental que no debe ser descartada para poder usar las
reglas de prediccion de manera correcta. Esta condicion es el saber si los vectores de
observaciones de las m variables predictoras en los & grupos poseen una distribucion
normal, es decir, si cada poblacidn de la que surgen las distintas mediciones para los
objetos tienen distribucidén normal. Esta condicién debe ser tomada en cuenta por el
hecho de que todas las reglas son creadas con el supuesto de que los datos tienen una

distribucion normal multivariada.

Si no se conociera la distribucion de las poblaciones de las m variables predictoras, hay
varias técnicas graficas y empiricas, para poder saber si los datos poseen una

distribucion normal muitivariada.

Pero, ¢ es necesario saber esta condicion para poder usar las reglas de clasificacion? Si
se desea hacer un andlisis desde su inicio de la forma mas estricta, la respuesta es "si”,
pero si se crearan las reglas con datos no-normales y se aplicaran, se estaria haciendo
un “analisis a ciegas”, y no seria extrano el obtener resultados ildgicos o erréneos y no
apegados a la realidad, sin descartar el caso de obtener resultados correctos, que

expliquen el fenémeno que se analizd.
2.8 HIT RATE (Porcentaje Correcto)
Los resultados finales de un ADP son frecuentemente presentados de manera resumida

en una tabla de clasificacion, en esta tabla se muestran los nimeros de objetos de cada

grupo que son asignados a cada uno de los otros grupos.
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Grupos predecidos
1 2 3 Totai
Grupo 1 i My na "
actual 2 N2 Ny N Nz
3 34 M2 M3 Ha
Total "4 " M N

Tabla 2. Tabla de los resultados de clasificacién, para el caso de
k=3 ( 3 conglomerados).

Por ejemplo en la Tabla 2, la celda n,, (¢ # g) indica el nimero de objetos del grupo I
que fueron asignados (predecidos) a estar en el grupo g'. El porcentaje de los objetos
que son clasificados correctamente por las reglas de clasificacion, se le conoce como hit
rate. El hit rate para el grupo g esta dado por ny /i, y el hit rate con respecto a la

cantidad total de objetos es Zu,, /N

Hay tres tipos de probabilidades, las cuales pueden ser consideradas como buenos
eslimadores de la proporcién de clasificacion correcta (hit rate). Una es el hit rate

éptimo denotado como P

. Este es el hit rate obtenido cuando se es aplicada a ia
poblacién una regla de clasificacion basada con parametros conocidos {es decir, los &
vectores de medias de las subpoblaciones y la matriz comun de covarianza). La segunda
es el hit rate actual (a veces llamado el hit rate incondicionaly denotado como P, Este
hit rate es obtenido cuando se aplica a futuras muestras {subpoblaciones, tomadas de la
misma poblacion) una regla de clasificacion basada en una muestra {subpoblacion)
particular. P puede ser vista como la proporcién esperada de clasificaciones correctas
sobre muestras futuras dadas por una regla basada en estadisticos de una muestra
particular. El tercer hit rate a considerar es el hit rate actual esperado denotado como
P¥, que es la proporcién de clasificaciones comectas que surge al aplicar la regla de
clasificacion, basada en una muestra particular en la poblacién de tamafo N =% n,,g=
1. . ... k{es decir, sobre las ¥ subpoblaciones), como el P es aplicado en la poblacion
completa, entonces, P = E(P). Este hit rate es de interés especial antes de que

alguna muestra de objetos sea clasificada.

Los resultados de clasificacion asi como sus respectivos hit rales pueden ser obtenidos
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mediante dos tipos de procesos:

Analisis Intemo o Analisis Externo.

28.1 ANALISIS INTERNO

Un analisis de clasificacion interno es cuando las muestras son clasificadas en base a la
regla de clasificacion con los parametros estimados a partir de ellas mismas (los
vectores de medias de las subpoblaciones, . la matriz comun de covarianza, I, la

proporcion de objetos en la poblacion total, &, , etc.).

2.8.2 ANALISIS EXTERNO

Mientras que en el analisis intemo los objetos clasificados son los mismos de los que se
obtuvieron los parémetros para la regla de clasificacion, en un analisis de clasificacién
externo la regla de clasificacion es determinada de un conjunto particular de objetos, y

entonces usada para clasificar otros conjuntos de objetos.

Hay tres métodos para poder llevar a cabo un andlisis externo:

2.8.2.1 METODO EXTENDIDO

Una forma de llevar a cabo una clasificacion externa es por medio de una particién de la
muestra en dos submuestras: (1) una muestra disefiadora, y {2) una muestra de prueba.
La regla de clasificacion es determinada usando los datos de la muestra disefiadora y
entonces es aplicada a los datos de la muestra de prueba. Este método es llamado el
método extendido. Su hit rate estimado es la proporcidn de los objetos de la muestra de
prueba que son correctamente clasificados (usando la regla desarrollada sobre la

muestra disefiadora).

2.8.2.2 METODO Dejar - uno - fuera
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Una segunda manera de levar a cabo un andlisis extemo es mediante el método
llamado métode dejar-uno-fuera (método que P. A. Lachenbruch di6 a conocer en 1967).
El método involucra un proceso de dos pasos. En el primero, se borra un objeto y (por
considerar que las matrices de covarianza son iguales) las funciones de clasificacion
lineal son determinadas en base a los N-1 objetos sobrantes. Entonces las LCF's
{funciones lineales de clasificacién) son usadas para clasificar el objeto borrado en uno
de los & grupos criterio. Este proceso se lleva a cabo N veces borrando en cada
iteracién un objeto hasta tener un solo elemenio en la muestra disefadora, y las
proporciones de clasificacion correcta de los objetos borrados son usadas como un

estimador del hit rate de {a clasificacién correcta.

Para cada clasificacion, se puede considerar a la muestra de los objetos sobrantes como
la muestra disefiadora, y a la muestra de los objetos bomrados como la muestra de

prueba,
2.8.2.3 METODO DE LA PROBABILIDAD POSTERIOR MAXIMA (P. P. M.)

La razén del uso del término Méxima es implicada por la definicion de un estimador para
P y es explicita en la definicion de un estimador para P _El estimador de P.P.M. para
P! es simplemente una "media” de las probabilidades posteriores estimadas para
objetos de todos los grupos asignados a la poblacion g por la regla de clasificacién
usada. La suma de estas estimaciones es dividida por Ny, y de ese modo se obtiene el

hit rafe.

plo - 1 Eleal prob. post. para todos X . en 2.31)
£ N-g 5 el grupo g' asignado al grupu g )

a=1

El valor de /** puede ser estimado usando

N POIX,), P(2ix,), } (2.32)

k
. . |
PO =g 0 = =% ma] .
el s N& PglX,). .. PlIX,)
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El estimado de /*" se calcula de la media de las maximas probabilidades posteriores

para cada objeto.

Las probabilidades posteriores f’(g|X.) de (2.32) pueden ser cafculadas mediante

cualquiera de los andlisis internos y extemos.
2.9 SELECCION DE VARIABLES PREDICTORAS

En el analisis de clasificacion, un incremento en el numere de variables predictoras
afecta los resultados. A diferencia de regresion cuando m (numero de variables
predictoras) es aumentada, los hit rates {de grupos separados y/o grupo fotal) se
decrementan; ésto sucede si las variables a ser afadidas no contribuyen
substancialmente a las diferencias entre grupos, y similar a regresion como m aumente,

el sesgo positivo del hit rale interno se incrementa.

Una meta del andlisis de clasificacion es el crear una regla con alto grado de precision
para ser usada con muestras subsecuentes. Si esta propuesta no descarta mejorar el
grado de exactitud para predecir de un subconjunto de variables predictoras, entonces
es apropiado borrar las variables predictoras que menos influyan en el objetivo de la
regla, y con ésto se reduce la complejidad de la clasificacion. Como esta regla sera
usada con muestras subsecuentes, el nimero de predictoras debe ser relativamente
mener al tamano de la muestra {Huberty, C, J.), y las vanables predictoras deben ser
ordenadas con respecto a su contribucion de !a clasificacion coréctamente obtenida.

Modelos de un analisis discriminante predictive con pocas variables predictoras, relativas
a N (N=Zn,, g = 1., k) dejan relativamente mas exactitud (es decir, menos sesgo) y

estimadores mas precisos (ver, Hora y Wilcox, 1982).

Los dos métodos mas populares y conocidos para seleccionar y ordenar a las vanables

predictoras mas significativas en el proceso de prediccion son:
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2.9.1 METODO SIMULTANEO

Este método obtiene la funcién discriminante considerando a todas las variables
predictoras concurrentemente. Asi la funcién o funciones discriminantes a ser calculadas
se basan en el conjunto de todas las variables predictoras considerando a éstas con el
mismo poder discriminante . El método es apropiado cuando por razones teoricas del
fenomeno, el analista necesita incluir todas las variables predictoras en el analisis, y no
se interesa por ver los resultados intermedios basados solamente en la mayoria de las

vanables predictoras.
2.9.2 METODO Stepwise

Este método involucra las variables predictoras en la funcidén discriminante en base a los
poderes discriminantes de cada variable. Este métedo fue sugerido por Smith (1984) y
comienza por escoger a la mejor variable predictora mediante su poder discriminante,
utilizando el método de analisis exteno Dejar-uno-fuera como se describe a

continuacion:

1.- Hacer m ADP’s upivariados, con cada variable predictora y obtener el hit
rale de interés por medio de! andlisis extemo Dejar-uno-fuera, entonces el
mejor subconjunto de tamario 1 sera el de aquella variable predictora que
dé el mas alto de los hit rates. Supongamos que la variable V1 es Iz que

dio el mayor hif rale.

2.- Hacer m-1 ADP's bivariados con todos los subcojuntos de 2 variables
(incluida V1), que son V1y V2 V1y V3, ... V1yVm yobtener el hit
rate de interés para cada par (usando Dejar-uno-fuera). El mejor
subconjunto de tamafo 2 {dado que V1 esta incluida) consiste del par,

supongamos que es V1 y V2, que da el mas alto de los m-1 hit rates.

3.- Hacer m-2 ADP's de tres variables, usando todos los subconjuntos de

" La taza real “hil mate”. cs considerada como ¢l poder discriminante. (n. a.)
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3.1 INTRODUCCION AL CASO DE APLICACION

Hoy en dia la calidad’ es el factor mas impontante para el crecimiento de una empresa.
Todos los procedimientos en el desarollo y produccion de un producto son partes
fundamentales de la calidad que finalmente definird e! valor del producto. Todos los
procedimientos por los gue pasa un producto, desde los procesos de legada de la
materia prima con que se producen, hasta el proceso de almacenamiento del producto

terminado, forman parte de !a calidad con que éste termina.

La pfanta de México de una Compariia Hulera Transnacional, la cual puede producir
mas de 100 tipos de Mantas radiales’ para carro y camioneta (de distinto tamario y
disefo), y de ese modo considerada como la planta de América Latina con la mas amplia
variedad en produccidn de llantas radiales, enfrenta el problema de tener una gran
cantidad de procedimientos en la produccion de llantas; es por eso que la Compadia
Hulera desea tener un mayor control de los procedimientos de desarrollo y produccion de

las llantas para poder aumentar su calidad.

Por tener la planta informacion multivariada se considerd a la Estadistica Multivariada

como la herramienta adecuada para poder encontrar fa solucion a este tipo de problema.

El andlisis de conglomerados es una buena técnica de analisis exploratorio para usarse
cuando se desea saber si existen agrupaciones de objetos {en este caso las liantas), con
un gran parecido o semejanza entre ellos (hornogéneos), pero con una gran diferencia
(heterogéneos) con las llantas de las demas agrupaciones, y asi obtener grupos de
flantas (conglomerados) con una gran semejanza en sus procedimientos de desarrollo y
produccion que daran facilidad al manejo del control de calidad de las mismas cuando

esten en produccion.

Para esto se requieren de los dos factores fundamentales de la estadistica mullivariada,

' Calidad; Estado de una cosa, su natutaleza, sus circunstancias y condiciones que se requieren para lener
una gran importancia y gravedad.

ENCICLOPEDIA SALVAT Diccionario, Tomo 3, pag. 61%

* Ltantas radiales: Llantas en que Ias cuerdas de sus capas ticnen la misma direccion del mdio de Ta llanta.
{n.a) (ver. sancexo 2)
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que son ios objetos a analizar y sus atributos o vanables en que seran medidos. A cada
tipo de llanta se le considera un objeto (caso) el cual tiene asignado un nimero como

etiqueta para su identificacion.
32 ESTABLECIMIENTO DE LAS VARIABLES

Moy en dia los clientes estan solicitando cada vez mas llantas con alto rendimiento y
desempeiio, y de esa manera mas sensibles al manejo, es por eso por lo que se desea
clasificar a las llantas en distintos grupos mediante los cuates se puedan establecer
procedimientos especiales para el mejoramiento de su calidad; para eso se especificd
como principal factor de los grupos (conglomerados), el desempefic de las llantas, pero
como en la planta hay una gran variedad de llantas en medidas y disefios, también es
necesarioc que los grupos tengan un factor que distinga a las llantas y otro que

especifique su volumen de produccion.

La Uniformidad es el principal indicador de calidad sobre el cual se mide el desempefio
de las llantas. Uniformidad significa obtener y mantener un proceso estable, es decir, sin
variaciones, ésto es fabricar un producto dentro de especificaciones de calidad, con las
mismas caracleristicas de operacién y materiales con que fue producido ayer y se

producira manana.

La uniformidad en una llanta es un conjunto de caracteristicas las cuales provocan un
rodaje agradable, sin vibraciones, trepicl::n::iones3 0 inestabilidad en un vehiculo, dando

una sensacion de confort y seguridad para el conductor y sus ocupantes.
Los parametros de uniformidad que solicitan los clientes en una ilanta son:

- El que se considera como una condicién en la cual un auto estd redando en un
pavimento plano, pero al recibir carga y presién, el auto brinca hacia arriba y
hacia abajo como si estuviera en un camino de terraceria; a esta condicion se le
llama Fuerza Radial, el cudl es causado por las llantas que no son perfectamente

redondas (ver Figura 3.1).

* Treprdar temblar. titubear. {n. 3.)
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ESTA TEGIS NO BESE
SALUR DE LA BIBLIOTEC

Figura 3.1, Condicién de la Fuerza Radial.

- El que se considera como una condicidn en la cual el auto se va de un lado
hacia el otro al mismo tiempo que vibra, a esta condicion se le llama Fuerza
Lateral, )a cual puede definirse como una condicién que hace que el vehiculo
viaje bamboleandose de lado a lado (ver Figura 3.2).

Figura 3.2. Condicidn de la Fuerza Lateral.

- Hay un parametro muy especial en el desempeiio de las llantas, al cual se le
lama Primera Armonica, esta parametro es obtenido mediante una
descomposicion (matematica) de la vanacion de fuerza radial en una serie infinita
de ondas periddicas senocidales, de las cuales la Tra. armdnica es aquella que
tiene una periodicidad de 360° y normalmente tiene una magnitud del 60% al 80%
del total de variacion de ia fuerza radial, y es medida como la variacién de pico a
pico en la curva sinusoidar* que mejor se apega a la curva total de la variacion de
la fuerza radial (ver Figura 3.3).

" Griifica de Ia funcién de seno que se apega 2 una grafica de variacion de manera que la suaviza. (n. 2.)
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Carga Variacién de la Fuerza Radial

1ra. Arménica

Carga
sobre

2
Revoluciones de 12 llanta

Figura 3.3. Grifica de la Primera Arménica,

- Uno que es la condicién que hace que la llanta desvie al auto hacia un lado, el
cual es llamado Conicidad. Una seccion conica se comporta de la misma manera
que una flanta con conicidad alta, de aqui el término conicidad. Si el auto se va
hacia la izquierda se dice que su conicidad es negativa, y si se va hacia la

derecha es positiva (ver Figura 3.4).

Figura 3.4. Condicién del Pardmetro 4.

Los cuatro parametros de uniformidad mencionados, son mediciones de carga y presion
(fuerza} de las llantas, pero en el estudio seran tomadas las mediciones con que son
dados a conocer a los clientes, que es el porcentaje de llantas de una produccion

mensual que respetan los limites (establecidos por la compariia) de cada parametro.

La uniformidad tofal es medida con un indicador llamado Desemperio, que son los
limites establecidos por la Compaiiia Hulera para cada parametro de uniformidad. El
indicador Desemperio es el porcenlaje de llantas que respetan los parametros de

calidad en forma simultanea, por ejemplo, se puede decir que un tipo de Hanta tiene 85%
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de desempeno, cuando el 85% de su produccion cumple con los cuatro pardmetros de
uniformidad simultdaneamente (Fuerza radial, Fuerza lateral, 1ra. Armoénica vy
Conicidad).

De esa manera se establecen como las variables predictoras con el factor de calidad, a

los 5 parametros de uniformidad.

E! otro factor de los grupos es la distincion de las liantas, todas las llantas son diferentes
en tamafc, compuestos, peso, y disefo, entonces cualquier variable de las anteriores se
pudo haber tomado como la variable que diferenciara a las llantas, pero por ser el Peso
de la llanta {en Kilogramoes), una variable sencilla y clara para distinguir los tipos de
llantas, se tomd como la variable predictora que especifica la diferencia (distincion) entre

las llantas.

Como el volumen de produccion de las llantas es muy grande, fa uniformidad se obtiene
mediante muestras relacionadas con su cantidad de produccion, es por eso que se
agregd una variable predictora que considere e! volumen de produccién de cada llanta,
esta variable es la Cantidad Muestral con que se obtuvo la uniformidad mensual de la

llanta.

De esta forma quedan establecidas las siguientes m=7 variables predictoras con que se
realizara el andlisis;

Xi Cantidad Muestral

A Desempeiio

X3 Fuerza Radial

Xa Fuerza Lateral

Xs Primera Arménica
Xe Conicidad
X Peso

Este conjunto de variables considera, la calidad, especificacion y volumen de produccién

de las llantas, que son las caracteristicas con que se desean obtener los conglomerados.

1)
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3.3 ANALISIS

El analisis de conglomerados es un analisis que inicia con una sola poblacion, de la cual
se trata de encontrar todas las agrnipaciones definidas de objetos {conglomerados) que
puedan existir en la poblacion inicial. Las agrupaciones son definidas por el hecho de
tener cada una caracteristicas de distincion muy particulares. En cambio el andlisis
discriminante comienza con los objetos ya clasificados en varios grupos {poblaciones)

defindos.

De este modo, la poblacion con la que se inicia el analisis exploratorio es el grupo de las
N=41 principales llantas mas solicitadas en el mercado, de la categoria carros y
camionetas radiales, de la cual se obtendran los grupos donde puedan ser clasificadas
las llantas en base a las caracteristicas particulares que distingan a cada grupo a partir

de las =7 variables predictoras establecidas en 1a seccion anterior.

Para hacer pasible esto, el analisis se divide en 3 etapas, donde la Etapa 1, es la primera
aplicacidon del analisis de conglomerados tomando en cuenta las m=7 variables
predictoras establecidas (ver seccion anterior), con el fin de tener los conglomerados que
de mejor manera distinguen a las llantas, los cuales son los resultados base para llevar a

cabo el andlisis.

La Etapa 2, es la aplicacion del andlisis discriminante predictivo, que es la parte del
analisis donde se obtienen las bases para aumentar el grade de precisién de la regla de
clasificacion del andlisis de conglomerados, Esto mediante la seleccién de las variables
predictoras que mas y mejor influyen en el objetivo de la regla de clasificacion, por medio

del analisis discriminante predictivo.

En la Etapa 3, se aplica por segunda vez el andlisis de conglomerados, a las mismas
N=41 llantas (objetos), pero en esta ocasidn con una regla de clasificacion con alto grado
de precision; al considerar el subconjunto de variables que se obtuvo en la etapa

anteror.
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3.3.1 ETAPA 1: PRIMER ANALISIS DE CONGLOMERADOS

Este primer anélisis de conglomerados, en el que se toman a las m=7 varables
predictoras establecidas, se hace con el fin de tener unos resultados base (ver seccién
anterior), los cuales serdn perfeccionados en la tercera etapa {considerando los

resultados de la etapa 2).

Se tienen M=41 objetos {principales llantas productivas} que son medidos con las =7
variables predictoras. Las distintas mediciones que se tienen de los ¥=41 objetos se
tienen hechas en distintas- unidades, {a variable Xy Cantidad Muesiral es medida en
unidades (cantidades de llantas), las varnables X; Desempefio, Xs Fuerza Radial, X,
Fuerza Lateral, X5 Primera Armdnica y Xs Conicidad, son medidas en porcentajes de
llantas que respetan los limites de cada variable, en cambio Ia variable X7 Peso tiene
como unidad el peso en kilogramos de cada llanta, ocasionando ésto que los datos estén
a diferentes escalas. Con el fin de tener un mejor manejo de los datos, se llevd a cabo Ia
estandarizacién de los datos, el cual es un cilculo para transformar o re-expresar todas
las variables en una misma escala.

Todos los datos son del mismo tipo, que es el cuantitativo, asi como también hay
variables muy correlacionadas entre si, las cuales son X, Fuerza Radial y Xs Primera
Armonica por ser Xs consecuencia de X; (ver seccidén 3.2). Por estas razones se
selecciond una medida de disimilaridad exclusiva para datos cuantitativos que tome en
forma simultanea a todas las variables (es decir, si los dos objetos son muy similares 1o
son con respecto a todas las variables), esta medida es la Distancia euclidiana al
cuadrado, que es la mas adecuada para datos cuantitativos correlacionados:; de la cual
su expresion matematica es la siguiente
-
d‘q = Z(x.h —Xa )1

k=1
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donde d, es la disimilaridad o distancia que hay entre el objeto / y el objeto ;
m es el numero de variables predictoras
Xu es la medicion de la 4-ésima variable predictora en el objeto 1.

Por ser este tipo de analisis del tipo exploratorio, es decir, un analisis con el que se inicia
en blanco con respecto a conacimientos del tipo de comportamiento que influye entre los
datos, y de esta manera se pretende descubrir el comportamiento de la informacién, es
necesario hacer la comparacién de varias conglomeraciones con el mismo grupo de
datos, ya que no existe un método de conglomeracién 6ptimo con el que se puedan
obtener los conglomerados mejor definidos para e! grupo de objetos que se tiene.

De esa manera se realizaron cinco analisis de conglomerados por medio del paquete
estadistico SPSS (Statistical Package for Social Sciences) Base 7.5 for Windows, con los
mismos datos estandarizados y con la misma medida de disimilaridad (Distancia
Euclidiana al cuadrado), pero con distintos métodos de conglomeracion jerarquicos, los
cuales fueron:

Método de Ligaje Simple

Método de Ligaje Completo
Método de Centroides

- Método de Mediana
Método de Ward

Se seleccionaron métodos de conglomeracion jerdrquicos por no tener una solucion
base, es decir, no tener un nimero especifico de conglomerados adecuado con que se
desee contar.

Se compararon los resultados de cada método, inspeccionando sus procedimientos de
conglomeracion mediante los dendogramas {ver anexos 3-6) y con criterios de expertos
en calidad de liantas; de todos los resultados que se obtuvieron de los cinco analisis, los
resultados del Método de Ward son los que mostraron, con mayor claridad y sentido, la
definicion de cada conglomerado final en que quedaron clasificadas las llantas, ésto por

ser el método de Ward un método que minimiza las pérdidas de informacion de las
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mediciones de las variables de calidad y produccion de cada llanta. Y asi obtener los
conglomerados con la mayor informacion posible sobre la calidad y produccién de las

llantas.

La Tabla 3 es el Historial de Conglomeracion, que muestra en forma resumida 10s
resultados de cada etapa del procedimiento de conglomeracion del método de Ward.
mostrando para cada etapa del procedimiento el tipo de combinacion {conjuncion) que
sucedié en la misma, la cudl puede ser {a unidn de un objeto con otro objeto, un objeto
con un conglomerado o un conglomerado con otro conglomerado. La tabla muestra el
coeficiente de cada etapa con el que se hizo la combinacién y de esa manera se sabe
qué tan homogéneos son los conglomerados que se combinan. Los coeficientes
pequefios indican que los conglomerados que se juntaron son completamente
homogéneos, mientras que los coeficientes grandes indican que los miembros de los

conglomerados son muy distantes (disimilares).

Como se ve en el historial de conglomeracion (Tabla 3), en la etapa 1, el objeto 20 (llanta
“20") es combinado con el objeto 28 (llanta “26%) con un coeficiente de 0.027 y de esa
manera el conglomerado resultante es (20, 26), se sefiala que la proxima etapa en la que
vuelve a tomar parte de una combinacién es en la etapa 12, donde el conglomerado {20,
26) se combina con el objeto 21 resultando el conglomerado (20, 21, 26) el cual en la
etapa 25 se combina con el conglomerado (13, 14, 18, 23, 24) con un coeficiente de
12.831.

En ia etapa final de! historial de conglomeracion, al ver la diferencia de los coeficientes
entre dos etapas adyacentes, si hay un salto brusco en el tamarnio de su diferencia, se
debe considerar que una solucion es alcanzada. Asi el coeficiente de la etapa 40 indica
una solucion de 2 conglomerados; se puede ver que la diferencia de los coeficientes de
las etapas 37 y 36 es grande, y esto hace considerar una solucion de 5 o 6

conglomerados respectivamente.

De acuerdo a lo indicado por la tabla 3, se considerd un range de soluciones de 3 a 6
conglomerados, esto por tener los coeficientes de las etapas 36, 37, 38 y 39, las

diferencias mas grandes entre las etapas adyacentes de todos los coeficientes del
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procedimiento de conglomeracion.

La Tabla 4 muestra los miembros resultantes para las soluciones tomadas, que son de la
solucion de 3 hasta la solucion de 6 conglomerados. Esta tabla es llamada Lista de
Miembros donde la pnmera columna muestra los objetos (llantas) junte con el numero
que son identificados; en la siguiente columna se muestra la lista de miembros para la
solucion de 6 conglomerados y después es mostrada la lista de miembros para las
soluciones de 5, 4 y 3 conglomerados, En cada una de las listas de las soluciones se

tiene identificado el conglomerado al que cada objeto pertenece.

Una gran ayuda visual para saber qué tan homogéneos son los conglomerados
resultantes, es e} dendograma (Figura 3.5} ¢ Arbol de Conglomerados, este diagrama es
una buena imagen dei historial de conglomeracion, pero con la desventaja de que no
muestra los coeficientes con que se combinan los objetos y los conglomerados, ya que
su escala es diferente a la que tienen los coeficientes que muestra el historial de
conglomeracién, El dendograma que se muestra (Figura 3.5) es el resultante del

procedimiento de conglomeracion, método de Ward.

El dendograma muestra claramente |a formacién de los conglomerados, y su principal
ventaja es el saber qué tan homogeéneos y heterogéneos son los conglomerados que
forman la solucion con el métoedo de conglomeracion seleccionado. Pero las desventajas
del dendograma son el no poder saber con que coeficientes se combinaron los

conglomerados, ni saber su orden de formacion.
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Historial de congl

Etapa en la que &l
Eonglomerado aparece

&

Conglomerado que r
g q por primera vez  fores
1 2 i 2 | etapa
1 20 i 26 0.027 ) 0, 12
2 a5 ;36 0.120 0 ] 22
3 13 i 0.235 _0 0 20
32 33 0.369 0 [} 7
[ 22 28 511 0 i} 14
18 1 24 0,673 Q 1] 10
z 3 A2 0.839 1] 4 17
8 38 40 1.031 0 1] 30
9 12 16 1254 1] 1] 18
10 18 23 1.502 <] 0 20
11 37 39 1.752 ] Q 35
12, 20 i 23 2074 i ] 25
13 29 a0 2,423 0 0 ai
14 22 21 2.934 ] 0 27
15 2 4 3465 0 1] 26
1 7 4,021 0 0 23
i7 31 34 4,582 ¥ 0 22
i8 11 19 5246 0 i 29
9 12 15 £.912 9 0 29
20 13 18 6.602 3 10 24
21 17 25 1.622 1] 0 27
22 k| A5 8,805 A7 2 30
23 1 10_ . 10004 8 Q a7
__ 3 g 11.274 0 1] 28
25 13 20 12.831 20 12 K]
2 5 1 15 D 32
27 17 22 16.400 21 14 34
3 [ 18,232 24 1] 32
23 11 12 20,105 18 19 34
30 31 kY:) 22.040 22 8 31
31 29 3 25373 13 a0 35
32 2 3 29131 26 28 kK]
a3 2 B a4 380 a2 0 iz
34 11 17| 32907 29 27 36
35 29 oy 2 47 403 k1 11 k]
g 11 1 56.817 34 25 KL:]
a7 1 2 76215 1 __ 23 a1 39
38 29 4] 100.629 35 4] 40
39 1 11 ] 158007 | a7 B 40
4 i 29 ZR0000} 29 38 0

Tabla 3. Historial de Conglomeracitn del Método de Ward.
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Conglomerado de pertenencia
[Objeto T =1«

t13 2 [1]
i 3 [
1] L]
£ 5 "
£ 6 "
(13 T [T}
& 8 [
&t 9 [
“10"
“1_1"
£I12)l
‘I13’|
“1 bl
ll15!’
“16”
“17!!
l"18”
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“20”
l(21”
“22"
ll23ll
"24”
“25"
llzﬁll
ll27ll
IIZB"
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ll33l!
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ll36ll
(1] 37"
1138"
il39ll
“40"
H41 1]
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Tabla 4. Lista de Miembros,
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Figura 3.5. Dendograma usando e] Método de Ward.

El analisis proporciond las soluciones de 3 hasta 6 conglomerados, v de acuerdo a
opiniones y puntos de vistas de personal experto en llantas, se tomé la solucion de 4=6
conglomerados por haber sido la que mejor distingue a cada conglomerado de acuerdo a

las llantas clasificadas en ellos, y los 6 conglomerados resultantes son presentados en la

8Y



Clasificacion y discriminacion

Tabla 5.

GRUPO 1]|GRUPO 2]|GRUPO 3 || GRUPD 4|| GRUPO 5] | GRUPO 6
l e 11 13 "2g" 41"
i s 12" 14" “3p"

10 4 *15" “18" e
5 t16" ~20" t32-

g 1z 21 "33"

g ZTS “53e Y

-9 22 24" »35°

T “og" “ag-

i "37"

“28" -3g°

T

40"

Tabla 5. Lista de miembros de los conglomerados resultantes de ta etapa 1.

Y los estadisticos descriptivos de cada grupo (conglomerado) son presentados en la
Tabla 6.

Estadisticos del grupo (Ward Method)

Media I I:éesv. l No. de Media | Desv. I No. de
st Est._ | Miembros |

X1: C. Muestral 5023.3 42801 3 X1: C. Muastral 376827 49600 7
X2: Desermnpefio 2N 1.47 3 ! 330 2. 7
X3: Fuerza Radial 334 1.82 3 X3: Fuerza Radial | 945 5.56 7

1 [X4:Fuerza Lateral| 8262 944 3 2 |X4: Fuerza Lateral] 49.36  14.80 7
X5: 1ra. Armdnica | 19.44 10,30 3 X5: 1ra. Arménica |  26.50 7.93 7
X6: Conicidad 92.71 5.36 3 X6: Conlcidad 64.18 12,38 7
X7; Peso 1893 054 3 X7: Peso 1535 258 7
X1 C. Muestral 27920 24271 10 X1: C. Muestral 3508.3 2475.0 a8

. 14.28 423 10 1X2: Degempafio | 26.85 475 ]

X3: Fuerza Radial } 21.19 8.50 10 X3: Fuerza Radial | 32.05 6.14 8

3 |X4: Fuerza Laterzi! BBO4 7.89 10 4 1X4: Fuerzn Lateral| 9697 340 8
X5: 1ra. Arménica | 37 97 1155 10 X5: 1ra. Arménica 54.51 6.95 a
X6: Conicidad 8378 8138 10 X&: Conicidad 93.37 2.45 8
X7: Peso 1091 195 10 X7: Peso 9.69 1.27 8
X1 C. Muestral 891542 92472 12 X1: C. Muestral 67735.0 1

N 5405 6.44 12 X2 Desainpetlo | 54.20 1

X3; Fuerza Radial | 7153 B.97 12 X3: Fuerza Radial | 63.40 1

B |X4: Fuerza Lateral| 5502  4.39 12 6 1X4: Fuerza Lateral [ 9820 1
X5- 1ra_Ammnénica | €931 7 61 12 XS: 1ra. Arménica | 69.40 1
X6: Conicidad 90.25 T34 12 X8: Conicidad 94.50 1
X7: Peso 687 0,80 12 X7: Peso 8.41 1

Tabla 8. Estadisticos de los grupos de la etapa 1.

ta Tabla 6, nos muestra los principales indicadores estadisticos, (media y desviacién
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estandar) para saber qué comportamiento es el que presentan las variables en cada uno
de los 6 diferentes grupos. Y de esa forma saber las diferencias que existen en los

grupos. Los cuales son identificados de la siguiente manera:

GRUPO 1. Grupc de Hantas grandes, por que contiene a las llantas de mayor

tamano y peso.

GRUPO 2: Grupo de ffantas complejas, por mostrar un bajo porcentaje en uniformidad.

ya que su procedimiento de desarrollo es complejo.

GRUPQ 3: Grupo de lantas indecisas, ya que muestran porcentajes bajos y altos en los

parametros de uniformidad.

GRUPO 4: Grupo de flantas sencilfas, por contener llantas que son muy simples en su

procedimiento de consiruccion y de esa manera tener alto porcentaje en uniformidad.

GRUPOQ 5: Grupo de Hantas productivas, ya que la mayoria de las llantas que contiene

son de un volumen grande en praduccion y de un porcentaje alte en uniformidad,

GRUPQ 6; Grupo de Nlanta especial, por representar esta lianta el 40% de la produccion

actual de la planta, y ser la mas productiva y experimentada.

Pero ¢es buena la clasificacion de las llantas en los distintos grupos? y ¢son necesarias

las 7 variabtes predictoras para una clasificacion correcta de las llantas?

b3



Clasificacion y discriminacion

3.3.2 ETAPA 2: ANALISIS DISCRIMINANTE PREDICTIVO

En esta etlapa se obtendran |as bases que elevaran el grado de precision de |a regla de
clasificacion del anélisis de conglomerados, con el fin de perfeccionar la clasificacién de
las llantas en los grupos que muestren una mejor definicion de los diferentes
procedimientos de desarrollo y produccion de las llantas. En la etapa anterior se realizo
el analisis de conglomerados considerando al conjunto complete de las m=7 variables
predictoras establecidas, pero debido al tiempoe y costo en que se lleva tomar cada
variable surge la pregunta, ¢es necesario considerar a todas las variables?. Si la regla de
clasificacion es hecha con las varables que realmente tienen sentido para el objetivo del
analisis, entonces su grado de precisién es alto, es por eso que en ocasignes no es
necesario realizar el andlisis con todas las variables predictoras que se disponen, por
que puede ser que no todas influyan de la manera adecuada en la regla de clasificacion,
y asi habra variables innecesarias para la clasificacion de los objetos, y por lo tanto
afectan el grado de precision de la regla de clasificacién. Entonces, ia regla de
clasificacidén tendra una mayor exactitud en su funcidn si es creada con las variables
predictoras que en verdad tienen peso en la clasificacion de los objetos, y de esa

manera lo correcto sera no tomar en cuenta las varables innecesarias para el objetivo,

Pero, ;cuales son las variables que mejor influyen en la regla de clasificacién del andlisis
de conglomerados?, la mejor manera de obtener la respuesta es mediante el analisis
discriminante predictivo (ADP), con el cual se obtendra (si existe) el subconjunto de
variables que mejor influyen y definen a los conglomerados en los que pueden ser

diferenciados los procedimientos de desarrollo y produccion de las llantas.

Por medio de la etapa anterior {primer andlisis de conglomerados) se obtuveo la variable
de agrupacion, que divide a la poblacion en k=6 conglomerados (subpoblaciones), y de
esta manera se tienen las condiciones necesarias y suficientes para ser aplicado el

analisis discriminante predictivo (ADP).
El ADP tiene varios supuestos para los datos con que se realizara el analisis, esto por et

hecho de que sus reglas de clasificacion son creadas en base a principios de la

distribucion normal muitivariada.
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L.os supuestos son:

« Las observaciones de las variables predictoras provienen de una poblacion con una
distribucién normal multivariada.

» Las matrices de covananza intra-grupos deben ser iguales.

Se asume que la pertenencia de los objetos a los grupos sea:

« Exclusiva (es decir, ningtn objetoc pertenece a mas de un grupo).

« Exhaustiva de modo colectivo (es decir, todos los objetos son miembros de un grupo).

Es necesario saber si para el anélisis se respetan las suposiciones anteriormente

sefialadas, por ser puntos importantes para su disefio,

Con respecto al supuesto de que todas las variables predictoras deben tener una
distribucion normal multivariada en el analisis, en este estudio no todas las m=7 variables
predictoras pueden tener una distribucién normal multivariada, ya que las variables
predictoras, X; Cantidad Muestral y X; Peso, tienen la funcién de diferenciar y especificar
a cada llanta de las 40 llantas restantes, es decir, funcionan como variables categdncas
por el hecho de diferenciar a las llantas por medio de su nivel de produccidn y tamafio

respectivamente.

Pero las 5 variables restantes (X; Desemperio, X5 Fuerza Radial, X, Fuerza Lateral, Xs
Primera Armdnica y X Conicidad) que son las variables que indican calidad, son las
variables predictoras que puede ser que respeten el supuesto de la distribucion normal
multivariada, para saberlo se realizaron varias pruebas de hipotesis, y asi saber si se
tiene la suficiente evidencia de que las variables de calidad provienen de una poblacién

con distribucion normal multivariada.

Se utilizd el paquete estadistico SPSS (Statistical Package for Social Sciences) Base 7.5
for Windows, para elaborar las pruebas de normalidad, y el paquete estadistico
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STATGRAPHICS (Statistical Graphics System) version 7 DOS, para la obtencion de la

ayuda visual de los histogramas de frecuencia con la curva normal.

En la tabla 7 se muestran los resultados de tas pruebas de hipdtesis de normalidad, que
fueron las pruebas de Kolmogorov-Smimov y la de Shapiro-Wifk (para las muestras con
50 o menos observaciones) como altemativas mas poderosas a fa prueba de bondad de

ajuste ji-cuadrada, con un nivel de significancia de 0.05. La hipotesis nula a probar es

Ho:  Los datos no constituyen una muestra aleatoria de una poblacion con distribucion
normal muitivariada,

Pruebas de normalidad

|__Kelmogerov-Smirnoy | Shaplro-Wilk

[Estadistico gl Sig.  |Estadistico gl Sig.
Xz Desempeiio 0.151 41 [X3 ] 0.877 4 0.010
X; Fuerza Radial 0177 4 0.002 0.886 a1 0.010
Xa Fuerza Lateral 0242 41 0.000 0.750 41 0.010
Xs tra. Arménica 0128 41 0.086 0.945 41 0075
X, Conicidad 0181 41 0.001 0.864 4 0.010

*+ Este es un limite superior de |a significacion verdadera.
a Correccitn de la significacion de Lilliefors

Tabla 7. Pruebas de Normalidad de Kelmogorov-Smirnov y Shapiro-Witk.

De acuerdo al criterio de rechazo® de Hy, la variable X5 1ra. Arménica es la Gnica que
tiene la suficiente evidencia para decir que posee una distribucién normat multivariada.
Lo cual puede confirmarse al ver los histogramas de frecuencia de la figura 3.6, en los
que se nota claramente que la variable predictora que mas se apega a la campana de la

distribucion normal, es Ia variable predictora X Tra. Armdnica.

El otro supuesto a probar, es si las matrices de covarianza intra-grupos son iguales en
los k=6 grupos. Esta comprobacién se realizé con la prueba de M-Box®, el cuat es un

contraste sobre |a igualdad de las matrices de covarianza de los grupos. La prueba se

* Si 1a significanciy de Kolmogorov-Smirnov y Shapiro-Wilk s > 0.05 se rechaza Ha,

NPSS® Base 7.3 Ipplications Guide, pig. 53, 200

“ El estadistice de M-Box puede ser afectado por el lamaiio de los ¢ grupos (si dificren mucho) o cuando la
suposicidn de [» normalidad multivariada cs violada.

XPAS® Baxe 7.5 Appheattons CGuide, pdg. 231-232

94



Clasificacion y diserinunacion

realizd con el SPSS Base 7.5 for Windows,

En la tabla B, se muestran los resultados de la prueba de M-Box, en donde los valores de

fos Logaritmos de los deferminantes proveen una indicacidn de qué matrices de

covarianza son mas diferentes. De acuerdo a los estadisticos descriptivos presentados

en la tabla 6, las dispersiones (desv. estandar) de los grupos 2, 3, 4 y 5 son muy

similares, por esa razon los logaritmos de los determinantes de sus respectivas matrices

de covananza tienen unos valores similares.

vt Preditiend Xy Desempefa
Hintograma de Fieturhcin

var. Predictors Xu Fuerza Radia

Histograma de Frecuencea

Forcueras | Fracmanch ,

3L LS i ¢

vor Preictora W Fuerza Lateral
Histograma de Frecuencia

Moos o wm -

Var. Prediciora X Primera Armonica

Hiztograma de Frecuencia

oy

s

=% o4 0 o
Var. Predictora K Conkeidng
Histograma do Frecuancla

2 Ly . *

M ¥ e pll=l

12

Figura 3.6. Histogramas de Frecuencia de las varlables predictoras.
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Logaritmo de los determinantes

Logarntmae del
Rango ldete nie
Ward 1 a b
Method 7] 4 | 24142021
2 4| 23517314
4 4 | 19.470656
5 4| 23769656
[+ .C .b
inra-grupas) 4 |25 520329

Los ranges y logaritmas naturales de los determinantes impresos
son los de kas matrices de covarianza de los grupos.
a Rango <3
b Muy pocos cascs para no ser singular
¢ Range <

95.66905

Aprox. 2.410861
qll 30
ql2 2131.666
Siq. 2.97E-05

Contrasia Ia hipétesis nula de que 1as matrices de covarianza poblacionales son iguates.

a. Algunas matrices de covananza son singulares y el procedimiento ordinario no es valido.

Los grupos no singulares se probardn sobre sus propias matrices de covarianza intra-grupe combinadas
El logaritme de su determinante es 23756,

Tabla 8. Prueba de M-Box.

Si el nivel de significancia del estadistico M - Box es muy cercano o igual a cero
entonces, se rechaza |a hipétesis nula de que tas matrices de covarianza son iguales. En
este caso es rechazada la hipotesis nula, por ser el nivel de significancia menor a
0.0005, el cual es un valor muy cercanc a cero, indicando que no se tiene la suficiente

evidencia de que las &=6 matrices covarianza intra-grupos sean iguales.

De esa manera con el ADP se obtuvieron las reglas de clasificacion que respetan las
condiciones de que las matrices de covarianza son diferentes y que los tamanos de los

k=6 grupos no son iguales.

E! método de seleccion de variables Stepwise (ver seccién 2.9.2) y la Regla Cuadrética
{ver Tabla 1) para matrices de covarianza y tamafos de grupos diferentes, fueron los
controladores de entradas y salidas de varables del paquete estadistico SPSS Base 7.5

for Windows, y asi se obtuvo como resultado el subconjunto de las variables predictoras
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que mas y mejor influyen en la regfa de clasificacion del analisis de conglomerados.

E! método Stepwise se¢ basa en el poder discriminante de las variables predictoras,
combinandolas hasta formar e! grupo con el mayor poder discriminante (ver anexos 7 y
8), es asi como se obtiene el subconjunto de variables predictoras que mas y mejor
influyen en la regla de clasificacion del analisis de conglomerados, y de esa manera
aumentando su grado de precision. El subconjunto es formado por las siguientes h=4

variables predictoras:

Xy: Cantidad Muestral
Az Desempefio

X Fuerza Lateral
A7 Peso

Ei subconjunto de variables predictoras indica que las variables de calidad X3
Desempenc y Xy Fuerza Lateral son las necesarias para mostrar el factor de calidad en
los conglomerados, ya que la variable X es la variable global que toma en cuenta en
forma simultanea los cuatro pardmetros de uniformidad, y la variable Xy es parte de!
subconjunto por ser una condicién muy particular en las llantas (ver seccién 3.2). En
cambio las variables X, y X7 forman parte del subconjunto por ser las variables
predictoras que dan indicacion scbre el volumen de produccion y especificacion de las
llantas respectivamente. Obviamente estas dos ultimas varables son parte del
subconjunto por tener la funcion de diferenciar las liantas que componen a cada

conglomerado mediante su volumen de produccién y tamano.

Asi el namero de variables predictoras que mejor influyen en la regla de clasificacion es
menor (h=4) al numero de variables predictoras con el que se inicid (m=7) el analisis. De
esa manera estas variables predictoras, disminuiran el sesgo del hit rate de la regla de

clasificacién del andlisis de conglomerados.
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3.33 ETAPA 3: SEGUNDO ANALISIS DE CONGLOMERADOS

Esta etapa es el ultimo paso del analisis y es donde se acompleta el objetivo principal del
trabajo. En esta seccién es donde se sabra el tipo de relacion que existe entre el andlisis
de conglomerados y el analisis discriminante predictivo, y de esta manera saber si los

dos métodos son complementarios uno del otro o si no tienen nada que ver entre si.

En la etapa 1, se realizd el analisis de conglomerados considerando las 7 variables
predictoras establecidas para el analisis,

Xy Cantidad Muestral
X7 Desempeiio

Xj: Fuerza Radiat

Xy Fuerza Lateral
Xs: Primera Armonica
Xs: Conicidad

A+ Peso

En esta seccion es realizada una segunda aplicacion del andlisis de conglomerados,
considerando como variables predictoras el subconjunto de variables que el analisis
discriminante predictivo {etapa 2) propone come las variables que aumentan el grado de

precision de la regla de clasificacion del analisis de conglomerados.

Las variables predictoras que componen el subgrupo resultante del analisis discriminante
predictivo son:

X1: Cantidad Muestral

X3 Desempeno

X Fuerza Lateral

Xy Peso

Esta segunda aplicacion del andlisis de conglomerados, es una comprobacién para

saber si en realidad el subconjunto de las variables predictoras propuestas por el analisis
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discriminante predictivo, mejoran la clasificacion de las llantas en los distintos grupos que
mejor diferencien los procedimientos de produccion y desarrolic de éstas mismas, y de

esa manera tener un mejor control de su calidad.

Para que se pueda saber si en realidad el subconjunto de las s=4 variables predictoras
aumenta el grado de precision de 1a regla de clasificacion del andlisis de conglomerados,
se debe contar con las mismas condiciones con que se aplicé por primera vez, es decir,
es necesario que el diseno del analisis de conglomerados sea el mismo con el que se
realizé el de la etapa 1. El disefio del analisis debe ser el mismo en las dos etapas (etapa
1 y 3), el cual tiene como principales factores de disefio los que a continuacion se
muestran:

- Los datos son estandarizados con respecto a las variables.
- Método de Ward, como procedimiento de conglomeracion.
- Distancia euclidiana cuadrada, como medida de disimilaridad.

- Rango de soluciones de 3 a 6 conglomerados.

La tabla 9, es e! Historial de Conglomeracion desarrollado mediante el método de Ward,
al considerar las /=4 variables predictoras mencionadas anteriormente. Como se explicod
en ia seccion 3.3.1, el historial de conglomeracién indica que debe ser considerada una
solucién de 6 conglomerados, por tener la etapa 36 del historiat el Ultimo salto brusco en

las diferencias entre los coeficientes de etapas adyacentes.

En el dendograma (Figura 3.7) se ve claramente una mejor distincion de los k=6
conglomerados propuestos como solucién, distinguiéndose con una mejor claridad la
cantidad de conglomerados senalada mediante {a tabla 9, en cambic en el dendograma
de |a etapa 1 (Figura 3.5) no se tiene una clara distincion del nimero de conglomerados

que el historial de conglomeracion respectivo ofrece como solucién.

Asi para poder saber si el subconjunto de las #=4 variables predictoras, aumenta el

grado de precision de la regla de clasificacion del andlisis de conglomerados, es
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necesario obtener el mismo numero de conglomerados {(A=6) que en la etapa 1 se

obtuvieron.

En ta tabla 10 se muestran los k=6 conglomerados que se obtienen al considerar como
variables predictoras el subconjunto de variables predictoras que aumentan el grado de

precisién de la regla de clasificacién del analisis de conglomerados.

Historial de con

Etapa en la que of
Conglomerado fonglomerndo aprrecs
B_;:_?m“_cuﬁcientu of primera ve @
1 2 1 1 2

LEtapal 1] 20 26 0.005 ) o___10
1 2] 22 . 28 . _0Q32.. O _ 0 . 16

A3, ...36,.,..0087 . 0 .o B,
P41 30 . 3 5 0 _ o _ 15

| 8] 38_._40  ._0225 .0 _ 0O 25
(6] 18 27 0300 0 0 20,
7). 1 7 Q375 0. .0 29

[ 8! 33 34 |, 0458 3 0 13
1 9§ 13 14 0,544 O .0 .20

101 20, 21 08631 .1, 0 27

I11] 18 __23 . 0724 __0__ .0 14
42|12 15 0.839 Q Q 22
[ 43] 33 . 35 05854 . & _. 0 28 .
18 24 1.076 11 0. . 25
_1.5..__3Q___32_MJ,ZJ§_HW4H D24

[ 16] 2 25 1383 2__... 0. 26

17 37 39 1.552 qa 0 an6
18] _§ 9 1780 i 0 Az

19]_ 2. _.4__. 2026___ 0. 0 30
i 20] 13 16 2298 g 6 _ 22_
11 19 2,601 0 o 31

(22 12___ 43 . 2907 _ 12 . 20 . 27
(23 3 8 32222 0 . 0. 3.
29 30 3582 o 15 .28
| 287 1B_. 3B . _.4065__ __ 2 34
261 17 22 4,561 0 o .31,

12 20 - S207 22 10 33

| 28] 29 _ .33 _ 5879 _ 24 13 34
1 10 6.652 7 0___ 37.

2 5 7.577 19 ... 35_

31, %7 ...8389 21, 26 33

(32| 3 6 11277 . 23__...18. 35

133! 11 12, 13.637 .. 27 39

1 34} _1a___29 _ 16980 2.5 __28_. 3

11 N N 20651, _ 32, 37

136 18 37 _ 21,709 351 . 17 . 38
1 2 36124 29  __35_ . 40
18 41 61,263 a6 0..._.39 .

(39] 11 . 18 __ 90972 33 _ 38 40

(408 1 11 160.000 37 39 0

Tabla 5. Historial de Conglomeracién, de 1a Etapa 3

{considerando el subconjunto de k=4 variables predictoras, de |a etapa 2).
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OBJETO .
Lakbel Num 0 :5 ]:0 1:5 2:0 2:“
u20fl =
woge |
wgye |
wyg# |
w1 |
e 1
S L
13~ H
“14” H
“117 2
“197 g
ngg !
28" H
wage 1
17 H
wype
»3g~ i
w3gr |
“q0” 1
»18" H
n23” H
wage |
w33 .
“3g~ 1
“347 3 p—
“35* H
“30” H—
317 5
w327 H
wyger 1
wqe
NS |
NSO |
w gn
w gr
n g
w g
w g#
w g
w g

Figura 3.7. Dendograma de la etapa 3

(considerando el subconjunto de A=4 variables, resultante de la etapa 2).
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GRUPO 1 | [GRUPO 2| [GRUPD 3 | [GRUPD 4 | [GRUPO & [GRUPO &
1 *2 11" 18 vl | SRCY SO
<7 T3 Zva 2y -39
10" -4 13 24"

5 14 29"
“h- 15 =0
‘B 16" =310
-9 “17° v
19 =
20" i 34
=21 35"
e -36"
=25 3@
|26 Il_"40°
=27
o

Tabla 10. Lista de los miembros clasificados en los conglomerados resultantes de la etapa 3.

l.a tabla 11 muestra la descripcién, mediante los estadisticos descriptivos, de los grupos

que cambiaron en comparacién con los de la etapa 1, los cuales son los grupos 3,4 y 5:

Estadisticos del grupo (Ward Method)

Medlal Desv. I No. de Media | Desv. I No. de
X1: C. Muesiral 26297 21042 15 X1: C. Musstral §235.7 27047 13
X2, Desempedio 17.35 5.65 15 ¥2: Desempefic 4534 1078 13
X3. Fuerza Radisi 23.40 7.60 15 X3: Fuerza Radial 6473 1676 13
3 iX4: Fuerza Lateral| 90.63 7.67 15 4 |X4: Fuerza Lateral] 9549 442 13
X5: 1ra, Arménica | 4391 1338 15 X5: 1ra. Arménica | 65.27 1062 13
X6: Conlcidad 87.0¢ 8.39 15 X6:; Conlcidad 8979 644 13
X7: Pesoc 10.66 175 15 X7: Peso 727 1.22 13

X1: C. Muestral 277305 4345.4 2
X2 Desempefly | 5875  1.48 2
X3: Fuerza Radial | 67.10 651 2
5 |X4:fuerza Lateral| 97.75 262 2
X5: tra, Arménica | 7020 0.42 2
X8: Conicidad 97.70  1.84 2
X7: Peso .29 0.17 2

Tabla 11. Estadisticos descriptivos de los grupos resultantes de la etapa 3.

De acuerdo a los datos descriptivos de la tabla 11, claramente se nota que las llantas del
grupe 5 son productivas, fas del grupo 4 son sencillas en el procedimiento de preduccion
y las del grupo 3 muestran altos y bajos porcentajes en los parametros de uniformidad, y
asi los grupos 3, 4 y 5 quedan identificados ¢on fa misma nomenclatura que se les did
en la etapa 1 {ver seccidn 3.3.1).
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3.4 CONJUNCION DE RESULTADOS

En la tabla 12, se muestra ia clasificacién resultante de los miembros en ¢ada uno de los
6 conglomerados que se obtuvieron al considerar las m=7 variables predictoras iniciales

{etapa 1), y al considerar el subconjunto de =4 variables predictoras (etapa 3).

I GROPOY I CGRUFOT GRUPO X ] GRUPO § GRUPO T
7T var 4 var T vat 4 var T var 4 vai 7 var 4 var T var 4 var Tvar | 4var
et e harsrre—r—
“1° "1t hF -z "1t “n* -1 il 29° ar 417 | 41"
b -t "3 -3" Bra r “14” 2y -0 -39
i nli' i ‘4" “5" “r at i 3"
-5 - i 47 it 2% ar
6" 6" “r s hra o 33
8" -8- -9 16 = i 34
-9 ‘9 2 “ar 24" ar “35"
i "o s 33 “36°
rig 20 34" 3r
hri:s il “a5" -
2r e 39"
2 - ~40°
26 40"
2
28"

Tabla 12. Comparacidn de la clasificacién de los objetos en los conglomerados resultantes al

considerar las m=7 variables (etapa 1) y al considerar el subconjunto de las =4 variables (etapa 3).

Al comparar los conglomerados resultantes de la etapa 1 y de la etapa 3, los
conglomerados 1, 2 y 6 resultan con los mismos objetos en las dos aplicaciones del
analisis de conglomerados, mientras que los conglomerados 3, 4 y 5, tienen diferentes
ohjetos clasificados en las dos etapas (1y 3).

Un caso muy especial es el conglomerade 5, el cual en la etapa 1 contiene 12 objetos, y
en [a etapa 3 resulta con s6lo 2 objetos, estos dos objetos son las lfantas 37" y “39". El
conglomerado 4 de la etapa 3 contiene los 10 objetos restantes que contenia el
conglomerade 5 de la etapa 1. Y el conglomerado 3 de |a etapa 3 contiene 5 objetos que

el conglomerado 4 de la etapa 1 contenia.

Una gran ayuda visual para saber cudl puede ser el motivo por el que en la etapa 3 se
obtiene este cambio en la clasificacion de los objetos, es mediante la gréfica de

dispersién bidimensional de las variables predictoras mas significantes (ver anexos 9-
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CONCLUSIONES

Al examinar los principios tedricos matematicos del andlisis de conglomerados se
constatd que el principio de la distancia, la cual es establecida como la proximidad
{similaridad o disimilaridad} entre dos puntos, es la base para determinar las diferentes
agrupaciones en las que pueden ser clasificados los objetos. En cambic los principios
tedrico matematicos del analisis discriminante predictivo muestran que el principio de la
distancia es el factor fundamental de la funcién de clasificacion, la cual decrela la regla
de clasificacion que predice la poblacion (conglomerado) a la que un objeto podria
perienecer o estar mas apegado. Y de acuerdo a la exactitud de lo predicho se
determina el subconjunto de variables predictoras que mas influyen para alcanzar el

abjetivo de fa regla de clasificacidn del anélisis de conglomerados.

Al detallar cada una de las etapas de los procesos de desarrollo del analisis de
conglomerados y del andlisis discriminante predictive, se obtuvo una sintesis de los
fundamentos tedricos y metodoldgicos de ambos métodos, mediante la cual se
determiné que el concepto de distancia es el factor que se comparte en los dos métodos,
y que explica la razén de obtener una regla de clasificacion con alto grado de precision,

sin descartar el grado de exactitud en la proyeccion de las variables predictoras.

De esta manera, el analisis de conglomerados y el analisis discriminante predictivo,
mantienen a la distancia como el factor clave para la clasificacién de los objetos en los
conglomerados que son logrados a partir de la combinacion de las variables predictoras

que ofrecen el maximo grado de precision de la regla de clasificacién.

Todo lo anterior se confirmo, al haber obtenido la mejor clasificacién y distincion de las
N=41 llantas en los k=6 grupos (conglomerados) resultantes del andlisis de
conglomerados, al considerar el subconjunto de las h=4 variables predictoras

propercionadas por el analisis discriminante predictivo, las cuales mostraron una mejor

definicion de les conglomerados, en comparacion con los que se obtuvieron a partir del
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grupo de las m=7 variables predictoras establecidas al inicio del estudio. Lo cual hace
concluir con ceneza que el andlisis discriminante predictivo enriquece el resultado del
analisis de conglomerados; determinando asi que el analisis discriminante predictivo
puede ser tomado como una etapa mas para el desamrollo de un analisis de
conglomerados de mayor precision.

Cuando una llanta especifica esté en produccion, y se requiera hacer un cambio en su
proceso de desarrollo, que afecte de manera significativa a uno o varios de los
parametros de uniformidad, se puede tener la sequridad de que el cambio afectara de la
misma manera al proceso de desarrollo de todas y cada una de las llantas que
pertenezcan al mismo conglomerado en el que se encuentra clasificada la llanta
seleccionada. De esta manera, los conglomerados pueden ser una gran herramienta,
para tomar decisiones con el fin de aumentar la calidad en forma simultanea, de las
llantas clasificadas en un mismo grupo.

Los objetivos y resultados fueron logrados por medio del software estadistico SPSS, que
come su nombre lo indica (Stafistical Package for Social Sciences) es un programa
estadistico diseiado para el manejo y andlisis de informacién de aspectos sociales, pero
de acuerdo al estudic realizado sobre la calidad de las llantas, se manejd informacion
técnica de 1a rama industrial, con la que se obtuvieron resultados lo suficientemente
apegados a la realidad y logica de la calidad de las llantas, demostrando asi que el
SPSS no es un programa para un uso exclusivo en ciencias sociales, sino que puede ser
muy bien aplicado en |a ingenieria y otras ramas de la ciencia, por poseer un gran

dominio para el control y manejo de todo tipo de datos, asi como un gran namero de
alternativas para analizarios.

E! estudic conjuntive fue realizado de manera que el andlisis de conglomerados es la
base para mostrar la relacion existente entre éste y el analisis discriminante predictivo,
ya que proporciona los resultados por medio de los cuales, se comprueba que el analisis
discriminante predictivo aumenta el grado de precision de la regla de clasificacion del
analisis de conglomerados, pero por el hecho de no haber reglas que indiquen la forma
en que debe ser realizado el estudio conjuntivo, existen varias maneras con las que se

puede demostrar que el analisis discriminante predictivo junto con el andlisis de
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conglomerados forman un método de clasificacion con un alto grado de precision. Por
ejemplo, puede ser tomado como primer paso la aplicacion del analisis discriminante
predictivo al grupo establecido de variables predictoras, y de esa manera asegurarse si
el grupo de variables predictoras es el adecuado para obtener una correcta clasificacion
de los objetos a tratar, y por lo tanto satisfacer el objetivo del estudio.

" Con el resultado del trabajo se puede afimar, hoy en dia, que la estadistica multivariada
es una gran herramienta para coadyuvar a encontrar alternativas de solucion a los
problemas de manufactura, cuya importancia es sustantiva en los procesos de
planeacién y controi de la produccion de un determinado bien.
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ANEXO 1

Regla de clasificacién lineal

L. =Ing, —-}D:; =ing, - %(X" - ,?g)-S'l(X, -,?3)

=g, -4 XS ' X, +1 X STX +1X STX,-LX . STX,
donde .X,$™' X, para un objeto u seria comun entodaslas g y puede ser ignorado
por propésitos de clasificacion, Por ser § simétrica = X, $"'X =X 57X,

= L,=X3'X-1XS5'X, +Ing,

Regla de clasificacién cuadritica

0, =ng, —Jz-lnlSK'-J:-ng =Ing, —%In]SPI—%(X, - :?g)‘S;(Xu - XR)
=lng, ~4inlS |- £ X8 X, +1 X, 87X, + 4 X, 87X, -4 X,8,'X,
donde X,S.'X, eslaforma cuadratica' de X,
Porser S, simética = X,8.'X,=X,8;'X,
=lng, —4inlS, |- X.8; X, + X,8,' X, - L X,5]'X,
Tomando a la forma cuadratica como Xf . entonces (), en términos de X, puede ser

escrita como una ecuacion cuadratica

donde a=-1
h.=X38"
S N YV -1y
¢, =Ing, — L[S |-4 X, 8" X,

O, =aX S X, +b X, +c, =akj+b X, +c,

' MATRICES. Frank Ayres ir. p.131



ANEXO 2

Corte representativo de una Llanta Radial

Cuerdas de la capa, con BREAKERS
la misma direccion del

. (cinturones
radio.

de acero)



ANEXO 3

Dendograma resultante del Método de Ligaje Simple considerando las

m=7 variables predictoras iniciales
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ANEXO 4

Dendograma resultante del Método de Ligaje Completo considerando las

m=7 variables predictoras iniciales.
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ANEXO 5

Dendograma resultante del Método de Conglomeracion con Centroides

considerando las m=7 variables predictoras iniciales.
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ANEXO 6

Dendograma usando el Método de la Mediana considerando las

m=7 vaniables predictoras iniciales.
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ANEXO 7
La variable que lenga la distancia Mahalanobis cuadrada méas grande en cada paso, sera
la que pase al grupo de varables en el analisis (anexo 8). Por ejemplo: en el paso 0, la
variable .Y; F. Radjal tiene la distancia 7 mas grande entre los conglomerados 1y 2.

Variables no incluidas en el andlisis

Tolerancia Tolerancia F que Min. D Entre
Paso min introducis| cuadrado | grupes

2 IX1: C. Muestral 1 1 23.402 0.002 2y 4
X2: Desempefo 1 1 145,368 0.001 5y6

X%3: F. Radial 1 1 92616 0.655 1y2

X4: F. Lateral 1 1 34387 0.023 4y6

X5: 1ra. Armdnica 1 1 32,747 0.000 Syé

X8 Conicidad 1 1 13.159 0.007 Tyd

X7. Peso 1 1 40.899 0.557 3y4

1 |X1:C. Muestral 0.996 0.996 19.834 0.682 1y2
X2: Desempefic 0.463 0.463 6.795 0.977 1y2

X4: F. Lateral 0.998 0.998 22.068 1.274 5y6

X5: 1ra. Armdnica 0.778 o778 3.195 0.874 1y2

X6: Conicidad 0.902 4.902 12107 1.203 5y6

X7: Peso 0.560 0.960 9.734 1.714 S5yB

2 M1 G Muestral 0.972 0.937 19777 2.309 3y4
X2: Desempefio 0.454 0.454 £.902 3.472 S5y6

X4: F. Lateral 0.976 0.539 17.607 1.918 Sy6

X5: tra. Armtnica 0.768 0.737 2.599 1.970 Sy6

X6: Conicidad 0 883 0.852 11.092 1.813 Sy6

3 |X1: C. Muestral 0.809 0.378 19,228 5.735 1y2
X4: F. Lateral 0.904 0.421 14.034 3.481 Sy6

X5; 1ra, Armdnica 0.767 0.398 2.282 A Syg

X8: Conicidad 0.701 0.327 6.911 3.575 S5y6

¢ [X1: C. Muestral 0.935 0.898 18.630 5.138 1y2
X3: F. Radial 0.463 0.454 2.032 3.472 Syé6

X4. F. Latera! 0.965 0.925 16.928 1.203 Sy6

XS: 1ra, Arménica 0.893 0.840 1.393 6.970 Sy6

X6: Conlcidad 0.992 0.939 8.175 1.308 S5y6

§ [X3: F. Radial 0401 0.378 2.368 5735 1y2
X4: F. Lateral 0930 0.888 16.764 7.664 Iy4a

X5: 1ra. Arménica 0.850 0.799 1.327 6.022 1y2

X8: Conicidad 0.903 0.850 9.208 8.615 Iy4d

§ |X3: F. Radial 0.306 0.306 1.079 B.788 Iv4
X4: F. Lateral 0.713 0.877 4.870 8.639 Iy4

X5: 1ra. Armébnica 0.759 0.759 2.374 11.429 3y4

T |x3: F. Radial 0 306 0.306 0.589 8.815 3y4
X5: 1ra. Arménica 0.746 0.623 2.302 11.573 3yd

8 |X3: F. Radial 0.381 0.387 1.151 8.327 3y4
XS5: 1ra. Arménica 0.811 0.767 1.899 9.521 3y4

X6: Conicidad 0,677 0.677 1.259 8639 Iyd




ANEXO 8

Las variables que en cada paso salen de |a tabla anterior (anexo 7) son las que entran en
la siguiente tabla, y de ésta manera se obtiene el subgrupo de las variables predictoras
que mas influyen en la regla de clasificacién del analisis de conglomerados,

aumentando el grado de precision de la regla de clasificacién,

Variables en el andlisis

Tolerancia F que Min. D Entre
Paso eliminar | cuadrado | grupos

1 |X3: F. Radial 1 92.616

2 |X3: F. Radial 0.960 27.586 0.557 3y4

X7: Peso 0.960 8734 0.655 1y2

3 |X3: F. Radial 0.463 24032 0.963 S5y6

X7: Peso 0.940 8.605 Q977 Ty2

X2: Desempeito 0.454 5.602 1.714 S5y6

4 [X7: Peso 0.942 8.857 0.001 5y6

X2: Desempafio 0.942 43.004 0.557 3y4

§ [X7: Peso 0,934 8.185 0.116 1y2

X2: Desempeiic 0.898 37.265 0.558 3y4

X1: C. Muestral 0.935 18.630 0.963 5y8

§ |x7: Peso 0.934 7.875 8260 1y3

X2 Desempefio 0.897 34.388 1.998 3y

X1: C. Muestral 0.856 20.252 1.308 Sy6

X6: Conicidad 0.903 9.208 5.138 1y2

T |X7: Peso 0.927 6.034 8.626 Iy4

X2: Desempefio 0.884 33.848 2.223 Iy4

X$: C. Muestal 0.848 19.259 1.357 S5y6

X6: Coricldad 0.677 1.259 7 664 3y4

X4: F. Lateral 0.713 4.870 8.615 3y4

8 |X7: Pesc 0.927 6.968 7.345 1y3

X2: Desempefio 0.888 5028 1573 3y4

X1: C. Muestral 0.920 18.439 1.203 5y6

X4: F. Lateral 0.950 16.764 5.136 1y2
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ANEXO 9

Graficas de dispersion, de las variables predictoras

Xy: Cantidad Muestral vs. X;: Fuerza Lateral
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ANEXO 10
Graficas de dispersion, de las variables predictoras

X;: Desempenio vs. X Fuerza Latera!
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ANEXO 11
Graficas de dispersion, de las variables predictoras

X Desempefo vs. X7 Peso
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ANEXO 12
Graficas de dispersion, de las variables predictoras

X Fuerza Lateral vs. X5 Peso
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