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RESUMEN 

En la presente tesis se analiza la estadística espectral de cuatro regiones 

bidimensionales que tienen la forma de las cuatro primeras generaciones del fractal 

conocido como tapete de Sierpinski_ 

El objetivo de real izar las estadísticas es estudiar las propiedades de fluctuación del 

espectro de frecuencias de las cuatro regiones, y entonces determinar cuál es la 

tendencia de los espectros, a ser tipo Poisson o tipo GOE, conforme aumenta la 

generación del fractal. La realización del trabajo es como sigue: 

- se generan los billares para las cuatro generaciones del fractal 

- se obtienen los elementos de matriz que representan estas regiones usando el 

método del elemento finito. 

- se realizan las diagonalizaciones correspondíentes y se obtienen los eigenvalores 

del sistema 

Posteriormente se realizaron estadísticas sobre los espectros obtenidos con el 

propósito de caracterizar las fluctuaciones del espectro y con esto inferir si el espectro 

de las regiones es el de un sistema tipo Poisson o el de un sistema tipo GOE, además de 

observar cuál em la tendencia de este comportamiento confonne aumenta la generación 

del fractaL 

Un cálculo previo a las estadisticas fue el cálculo deJ número confiable de niveles de 

energía de los espectros obtenidos. Para ello. compararnos las curvas generadas por la 

fórmula de Weyl y el número de estados N(tJ de los espectros calculados 

numéricamente 

Las estadísticas analizadas son la p(.oi). que nos muestra cuál es la probabilidad de que 

el espaciamiento entre niveles consecutivos de energías se encuentre en el intervalo 

(s, s -, d9, Y la .E ¡ (L) que es la varianza del número estadístico n(L) que cuenta el número 

de niveles contenidos en el intervalo [n,n~ LJ 

v 



Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

En años recientes existe un gran interes en el estudio de sistemas ondulatorios cuyo 

limite de rayos es caótico, La investigación en sistemas con paredes de potencial mfinito 

--conocidos como billares- ha sido de especial interés En esta tesis se estudian las 

fluctuaciones espectrales de un billar acústiCO La característica de este billar es que tiende 

a una estructura fractal 

Si estudiamos el potenciaJ de velocJdades en una región R, la e<;uaclón que describe la 

dinámica ondulatoria correspondiente está dada por la ecuación de Helmholtz con 

condiciones de Neumann a la frontera: 

(v' +k)~O 
ñ·V ¡;~O 

dentro de R 

en aR. 
(11) 

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades estadísticas del espectro de 

frecuencias de las Cuatro primeras generaciones de un binar fractal. Como referencia se 

comparará con las predichas por el ensamble ortogonal gaussiano (GOE) y con las de una 

secuencia aleatoria sin correlacíones tipo POlsson, 

En el capitulo 2 veremos algunas clases de billares, así como las caracteristicas 

principales del fractal denominado carpeta de Sierpinski que será nuestro sistema a 

estudiar. En particular se explica la fonna de desimetrización de la región que usamos para 

estudiar el espectro de energias de) sistema original. 

En el tercer capítulo se revisaran Jos fundamentos de las estadísticas espectrales. Se 

pondrn especial atención en la distribución de espaciamientos de primeros vecinos p(s) y 



en la rigidez espectral E(L) indicando cual es el sIgnificado fisico de los resultados de 

estas estadísticas, 

Posterionnente. en el capitulo 4 se explica brevemente el método de cálculo 

numérico que se utihza --el método de los elementos finitos- y cómo se implementa para 

resolver le problema de las cuatro generaCiOnes del fractal estudiado. Se indica el problema 

de la finura de la malla, los tamaños de los billares fractales y la fonna de resolver el 

sistema de eigenvaJores generalizado: por dJagonalización o por métodos iterativos 

En el capítulo 5 se analizan los resultados de las estadísticas realizadas sobre los 

espectros de las regiones estudiadas. Se muestran las comparaciones de las denSidades 

acumuladas de niveles -numéricas- con los promedios teón'cos dados por la fómula de 

Weyl para las distintas generaciones 

Por último, se dan las conclusiones basadas en los resultados obtenidos de este 

trabajo 



Capítulo 2 

EL BILLAR DE SIERPINSKI 

Un billar clásico es una región bidimensional R acotada por curvas continuas en 

cuyo interior se mueve una partícula. El potencial de este sistema está dado por: 

V(x.y) ~ O dentro de R (21) 

V(x,y) = co de otra manera. 

las trayectorias que la1\ partículas siguen son lineas rectas que al chocar 

elásticamente con las paredes siguen las leyes de la reflexión, dado que la velocidad 

normal a las paredes cambia de signo mientras que la velocidad tangencial es la misma 

antes y después del choque. Con esta dinámica los sistemas se clasifican en caóticos, 

integrables o mixtos. En los segundos es posible encontrar una constante de movimiento 

adicional a la energía. Una trayectona tipica de un billar circular, el cual es integrable, se 

muestra en la Fig. 2. L En ésta se muestra una cáustica. Por otra parte, una trayectoria 

típica de un billar caótico se muestra en la Fig. 2.2. En todos los billares -caóticos o 

integrables- se pueden encontrar algunas órbitas periódicas. Éstas se clasifican en estables 

o inestables y en aisladas y no aisladas. En l. Fig. 2.3 se muestran algunas trayectorias 

periódicas en un rectángulo. 

En la figura 2.4 vemos algunas trayectorias periódicas inestables en el billar de 

SinaL En la figura 2.5 se muestran algunas órbitas periódicas aisladas marginalmente 

inestables en el estadio de Bunimovich. 

Es importante señalar la existencia de este tipo de órbitas debido a que en el caso del 

biJlar fractal -tema de esta tesis- existe una cantidad importante de trayectorias periódicas 

marginal mente inestables que pudieran influir significativamente en nuestros resultados. 



Figura 2.1 Trayectoria típica en un billar circular. 

Figura 2.2 Trayectoria tipica en un estadio de Bunimovich 



,-------~~,-----

~~ 
------~-----

-Figura 2_3 Trayectorias periódicas de un bll1ar rectangular 

al eJ 

o 
b) dJ 

Figura 2A órbItas periódicas aisladas y no aisladas en un billar de Sinai 



e )( ]) 
t><J)0(>9 
~oo 
CMXX)(]IIIII) 

Figura 2.5: órbitas periódicas aisladas y no aisladas del estadio de Bunimovich 

El análogo cuántico de los billares clásIcos son los billares cuánticos. Éstos se rigen por 

la ecuación de Schródinger. Para el potencial V(x,y) dado en la ecuación 2.1, la ecuación de 

Schrodinger independiente del tiempo es la siguiente: 

r¡t. dentro de R (2.2) 

11/, = O r¡t. en iJR. 

donde V' es el operador laplaciano, h es la constante de Planck, m '" la masa de la 

panicula y '" es la función de ondn. 

La condición a la frontera del billar es V = <Xl Y entonces la función de onda debe anularse 
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en aRo Esta ecuación corresponde también a la ecuación de eigenvalores de una 

membrana con condiciones a la frontera de Dinchlet homogéneas. Es decir, es una 

ecuación de Helmholtz con condiciones de Dirichlet a la frontera. 

2.1 BILLARES ACÚSTICOS 

La dinámica de un sistema continuo (fluido) ante la presencia de perturbaciones 

acústicas puede plantearse en términos del desplazamiento del fluido. Sin embargo, el 

estudio de un sistema acústico se vuelve más sencillo si trabajamos en términos del 

potencial de velocidades, el cual está relacionado con el vector desplazamiento x(r,t) 

por 

En acústica, el potencial de velocidade-; para el flujo de un fluido a través del cual 

el sonido se transmite. es una función escalar cuyo gradiente nos da la velocidad del 

fluJo. El potencial de velocidades ~ satisface la ecuacIón de onda bidimensional[3][4]. 

que en coordenadas cartesianas toma la siguiente forma 

(2.3) 

donde ves la velocidad del sonido en el medio. Para una frontera rígida no existe flujo 

a través de las paredes y entonces la condición de frontera ( a~) = O debe 
Oii tR 

satisfacerse. 

La ecuación de la situación estacionaria es 

en R (24) 

V' .p. ñ = O en la frontera ali. 

Esta ecuación es, nuevamente, una ecuación de Helmholtz para el potencial de 

velocidades;, pero ahora con condiciones a la frontera de Neumann. Lo anterior 

significa que el fluido confinado en la región que nos interesa no puede atravesar las 

paredes del recipiente y por lo tanto la velocidad normal a la pared en la frontera iJR es 

cero. Las soluciones de esta ecuación dependen de la forma de la región. 
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Los billares tema de esta tesis son billares acústicos. En particular. nos 

enfocaremos a encontrar los eigenvalores correspondientes a la Ec. 2 4 con las 

condiciones de frontera de Newnann. 

Las fonnas de los billares que nos interesan en este trabajo corresponden a las 

cuatro primeras generaciones del tapete de Sierpinski. una región cuyo límite es fractal. 

En las figuras 2.6 y 2.7 se muestra la fonna que tienen las regiones en estudio, las 4 

primeras generaciones del fractal 

• • 
• 
• • 

GENERACIÓN UNO GENERACIÓN DOS 
Figura 2.6 Generación uno y dos del tapete de Sierpinski. 

• • • • • • • • • ••• ••• ••• • • • • • • • • • 
• • • • • • ••• •• • ••••••• : I!I: :II!I: 

• • • • • ~ 

• • • , • ~ ••• • • • ~" • • • • • • · , 
GENERACIÓN 3 GENERACIÓN 4 

Figura 2.7 Generaciones 3 y 4 del tapete de Sierpinski. 

• 
• 
• 



Estos billares presentan simettias de reflexión respecto de un eje vertical, uno 

horizontal y las dos diagonales, es d~clr. son Invariantes ante reflexiones(C4~'), y además 

presentan también invananzia ante rotacione!-. de 9001
• En la tigura 2 8 se muestran 

dichos ejes de simetría. Con el fin de evitar la mezcla de espectros correspondientes a 

cada una de las simetrias de reflexión, las regiones originales se han desimetrizado. y 

finalmente se han obtenido regiones con las formas que se presentan en la figura 2. 9. 

el 

al 

dI 

Figura 2.8 Desimetrización de la primera generación del tapete de Sierpinski 
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Capítulo 3 

ESTADÍSTICAS ESPECTRALES 

Las propiedades de un espectro de frecuencias las caracterizamos mediante una serie 

de estadísticas sobre dicho espectro. En nuestro caso, el propósito de realizar las 

estadísticas es el de poder comparar las propiedades de los espectros obtenidos 

numéricamente con las propiedades de los espectros tipo Poisson, o con los de tipo 

GOl:: - los cuales están asociados con comportamientos integrables o caóticos de los 

sistemas clásicos correspondientes -. 

Primero, encontraremos la función V(FI del espectro numérico de niveles de 

energía, y posteriormente se comparará este cálculo con el resultado que nos 

proporciona la fórmula de Weyl. Después, calculamos las dos estadísticas que ya hemos 

mencionado en esta tesis, la p(s) - distribución de primeros vecinos - y la l;2(L) -

varianza del numero de niveles en el intervalo [a.a· L]-, las cuales se analizarán en el 

siguiente párrafo 

3.1 NÚMERO CONFIABLE DE NIVELES 

Comenzamos con la función escalera o densidad acwnulada de niveles. Ésta nos 

da el número de niveles de energía del espectro del billar por debajo de la energía 1:· 

(este espectro se obtiene de resolver la ecuación independiente del tiempo o ecuación de 

eigenvalores). Esta función se puede escribir de la fonna siguiente 

.'I(F) = I 9(F - F, l, (31 ) 

donde e es la función de Heaviside. La N(/:') se incrementa en 1 cada vez que f..' E,. 

donde Ejes el/-ésimo nivel de energía del espectro. 



I~ 

La expresión de la N(E) la podemos escribir en la forma siguiente: 

N(E) ~ (N(E) - Nf"J,E), (3.2) 

es decir, podemos obtener la N(E) como la suma de un ténnino promedio más un 

ténnino fluctuante. Una expresión encontrada para el ténnino (N(E) en el caso de 

billares es 

(N(E)) ~ AE,. p,[i + K, 
4Jr 4;r 

(33 ) 

conocida como fórmula de Weyl[5]. Esta expresión toma en cuenta el área A del billar y 

el perímetro P de la región (el signo =+= se usa dependiendo de las condiciones a la 

frontera de Dirich1et o de Neumann respectivamente. En nuestro caso. usamos las de 

Neurnann). El término K = constante contiene infOlmación de la curvatura y la 

topología del billar. Bohigas[5] indica que la K es un ténnino que toma en cuenta la 

curvatura local de la frontera de la región La expresión para K es la siguiente 

K = ~i k(l)dJ, 
12 ,'R 

(3.4) 

donde k(J) es la curvatura local de la región. El valor de K en caso de hoyos de fonna 

cuadrada es K=1/4 [6]. Éste es un resultado interesante, debido a que en las regiones en 

estudio aparecen hoyos de esta fonna en la tercera y cuarta generaciones, y por lo tanto, 

deberá tomarse en cuenta en el momento de hacer el cálculo de la fónnula de Weyl 

correspondiente a estas regiones. 

3,2 REPULSIÓN DE NIVELES (P(s) ) 

Para calcular la estadística espectral se comienza por desdoblar el espectro 

original en una secuencia de números Xi. que se obtienen al realizar un mapeo 

(3.5) 

donde X¡ es 

x, - ( N(EJ), i= 1,2,3 .. (3.6) 

Este mapeo se realiza con el fin de quedamos solamente con la parte de las 

fluctuaciones del espectro. De esta fonna se encuentra que la secuencia de Xi tiene un 

espaciamiento promedio de niveles igual a uno y no depende de la forma de la (N(E) . 
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¡':n este trabajo se desdobló el espectro mediante un polmomlO de cuarto grado. De esta 

manera la expresión para las fluctuaciones es la siguiente: 

o, x,· (x,>., (37) 

donde la < Xi> es , por construcción, 

(x,) 1- 1/2. I !,2,3,. (38) 

La primera estadística que se hace sobre el espectro ya desdoblado es la estadística 

de la sepamción de niveles p(s). Con ella se encuentra la probabilidad de que dos 

niveles X, "xi+\ estén separados entre.~ y.~ . d.<i. Un análisis de los límites de lap(s) nos 

muestra que si 

(3.9) 

dos niveles consecutivos x, ,xi.l tienen muy poca probabilidad de estar juntos o, dicho 

de otra fonna, existe una repulsión de ruveh:s. En 1957, Wigner al modelar espectros de 

núcleos atómicos, encontró repulsión de niveles de energía., y propuso la siguiente 

expresión para la p(s) de los espectros nucleares. 

pis) -(n/2) s exp(-1L<'/4~ (310) 

En la teoría de matrices aleatorias esta distribución se parece mucho a la GOE 

(Oaussian Ortogonal Ensamble) 

Esta característica de repulsión de niveles se encuentra también es sistemas que 

son clásicamente caóticos, como lo es un billar de Sinai o un estadio de Bunlmovich En 

la Fig 3.1 observamos cómo es la distribución para un estadio de Bunimovich con 

condiciones a la frontera de Dirichlet. Se observa claramente corno la p(s) tiene un 

comportamiento muy similar a la de un sistema tipo GOE. 

Por otro lado, al realizar estadísticas sobre sistemas genéricos que son integrables 

se encontró que 

3.11) 
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es decir, que existe una probabilidad grande de encontrar niveles de energía 

consecutivos muy juntos. La expresión que nos modela el comportamiento para el 

espectro de un sistema integrable es una distribución tipo Poisson: 

p(s) e·' (3.12) 

En la gráfica de la figura 3.2 se muestra la p(s) del espectro de un rectángulo que se 

calculó con el método del elemento finito. En este caso, la p(s) del espectro se comporta 

como la de un sistema tipo Poisson. 

plx! '. lO} , , , , 
0.5 

, 

GOE 

.. _- .. 
1 

Figura 3.1: Distribución del espaciamiento de primeros vecinos para el estadio de 

Bunirnovich con condiciones a la frontera de Dirichlet (tomada de [13)). 

En la actualidad hay indicaciones de la existencia de una tercera distribución que 

corresponde a la región de transición entre comportamientos GOE y Poisson[7]. 

Bogomolny presenta resultados numéricos que sugieren que para ciertos sistemas 

dinámicos la estadística espectral muestra repulsión de niveles. pero se desvian 

notablemente por los predichos por la teoría de matrices aleatorias. En este caso, la 

expresión encontrada analíticamente para la p{s) es 

p(s) "4s exp(-2s~ (3. \3) 

En la gráfica 3.3 se muestran las tres distribuciones. 



1,0 

0,8 

0,6 

pIs) 
0,4 

0,2 

I-\-----t~ POISSON 

',----.GOE 

0,0 L--'----1_~::....L-=:~lEi::Wl==i==_'l___.l 

° 2 s 3 4 5 

Figura 3.2 Distribución de espaciamientos de primeros vecinos de un rectángulo. 

1,0 

0,8 

p(S) 
0,6 

0,4 

0,2 

0,0 

n----I~exp(-s) Poisson 

0,0 0,5 

2 '.---- (llI/2)sexp(-llIs /4) 
GOE 

~,-------- 4sexp(-2s) 

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

S 

Figura 3.3: Gráficas de las tres dsitribuciones pamla repulsión de niveles p(s). 

1< 
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3.3 VARIANZA DEL NúMERO DE NIVELES (1:(L)) 

La otra estadística que calculamos para el espectro desdoblado es la varianza del 

número de niveles en el intervalo [a,a· L]. 

¡;'(a, L) =< n'(a, L) > - < n(a,L) >', 3.14 

donde n(a ,L} cuenta el número de niveles contenidos en el intervalo [ a. a -t LJ. 

Nuevamente se encuentra que la forma de la ¡;2(L) depende del sistema que 

estemos estudiando. Así, para una distribución de un sistema tipo GOE se ha encontrado 

que la expresión analítica de la curva ¡;2(L) es 

(315) 

mientras que para un sistema tipo Poisson la expresión es 

¡;l(L) . L (316 ) 

En la figura 3.4 se muestran las gráficas de ambas curvas. 

OISSON 

, 

~ __ --__ ~.O.E. 

L 

Figura 3.4: Curvas de las expresiones analíticas de la varianza para un sistema tipo GOE 
y uno tipo Poisson. 
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Capítulo 4 

MÉTODO DEL ELEMENTO FINITO 

En este capítulo veremos un método para encontrar las soluciones de la ecuación de 

Helmholtz para el potencial de velocidades rfJ 

OenR, (4 1) 

O en la frontera 8R, 

para billares de fonna arbitraria. En los casos en que la fonna de la región es muy 

complicada o en los casos que no existe una solución analítica de la ecuación, la manera de 

solucionar el problema es mediante un método numérico que calcule de manera aproximada 

los espectros de energía de las regiones bajo estudio. Un método que introduce de manera 

natural las condiciones a la frontera de Neumann es el método del elemento fínito[2]. 

4.1 FUNDAMENTO DEL ELEMENTO FINITO 

El fundamento del método de los elementos tirutos está basado en la siguiente 

aseveración, mostmda por Méndez [2][ 11] aplicando el principio de mínima acción y un 

principio vanacional al caso de una membrana 

"Resolver la ecuación de Helmholtz con condiciones a la frontera aR de Neumann o 
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Dirichlet equivale a extremar F sobre una región R. donde F es la funcional 

(4.2) 

Aquí ; es el potencial de velocidades. 

El principio variacional para la ecuación 4.1 nos neva a la siguiente ecuación 

(4.3) 

de donde obtenemos la condición siguiente: 

(44) 

lo que nos indica que los integrandos deben ser cero tanto en la región R como en la 

frontera aR : 
v' + A~ ~ O en El. (4.5) 

ñ·V~~O en aR 

que es precisamente la ecuación de Helmholtz con condición de Neumann a la frontera aR 
Más detalles de la demostración se encuentran en las referencias[2][JO][11]. Aquí 

sólo indicaremos que en el caso de una solución numérica por medio del elemento finito 

sólo se toma un conjunto finito de funciones admisibles sobre las cuales se extremiza, dada 

ia impoSIbilidad de tomar un conjunto continuo de ellas. De esta forma, la función; se 

escribe como una combinación lineal de tales funciones 

¡j(x, y) ~ Ia,<I>, (x, y) , (4.6) ,., 
donde las Oí son constantes por determinar y las ct>, son funciones cuya forma dependerá de 

la manera de discretizar la región. 

4,2 DlSCRETIZACIÓN DE LA &EOJÓN 

La discretización utilizada en el elemento finito consiste en dividir a la región estudiada en 
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celdas basicas de fonna tnangular o rectangular. Méndez[2] propone una malla 

triangular de tamaño fijo 10 que nos genera elementos de matriz idénticos en el interior 

de la región, quedando sólo por ajustar los elementos del contorno, con el fin de que 

ajusten lo mejor posible con la frontera de la región, y asl evitar errores considerables en 

el cálculo (Fig. 4.1) 

En la situación que estudiamos en esta tesis la malla se ajusta exactamente a la 

frontera de las regiones estudiadas y por lo tanto no tenemos el problema de los 

elementos del contorno. Esto lo mostramos en la Fig, 4.2 

Figura 4.1: Gráfica que nos muestra una región sumergida en una malla triangular de 

tamañ.o fijo. Se muestra el problema de los elementos de contorno. 

¡/ / ,/ / V 1/ ./ / 1/ ,/ / 1/ / /I/V 
V V V / V V V / / / V V / V V VV 
V V V / / V V / / / / V / V V V 
1/ 1/ / / / V V / ~/ / ,/ V V V 1/ 

/ L L l( 1/ / 1/ / 
/ / / / 1/ / 1/ / 
/ V / / V V V V 
/ V / / / V V V 

:/ / / V L / / 1/ V 1/ 
V / / 1/ 1/ / / V 1/ 
V / V V 1/ / 1/ 1/ 
V 1/ V V V / V 

FiSlll3 4.2: Gráfica que nos muestra como las regiones estudiadas se ajustan 

peñectamente a la malla. evitando así el problema de los elementos de contorno. 
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La herramienta computacional aquí desarrollada utiliza una malla cuyas celdas 

básicas tienen fonna hexagonal anisotrópica, con separación unitaria entre nodos. Sobre 

esta malla y en cada uno de los nodos se define cada una de las funciones base <l>,{x,y) 

de nuestro cálculo. En la Fig.4.3 mostramos la fonna de estas funciones para esta 

elección de celdas básicas 

Figura 4.3 Gráfica de las funciones base para el caso de una malla bidimensional con 

celdas básicas de fonna hexagonal. 

4.3 SISTEMA DE ECUACIONES GENERALIZADO 

Extremar el funcional F ~ F(;) con ~ dada en la eco 4.2 nos conduce al problema 

de resolver un sistema de ecuaciones lineales de n x n de la foona 

Ax lBx. 

donde los elementos de matriz están dados por 

A, ~ f V<l> ·V<l> da. J/I ' J 

(4.7) 

(48) 

(4.9) 

y x es el eigenvector con componentes a, , I = 1.2 ........ n . La matriz A está asociada 

directamente con el operador Laplaciano V2 y la matriz B aparece como consecuencia 

de no haber tomado las <Pi (x,y) ortogonales, es decir, la base no es ortogonal. 

Un cálculo explicito de los elementos de matriz A,} • Bij se puede consultar en la 
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referencia [2]; el programa de cómputo hecho en este trabajo hace uso de dichos 

resultados y calcula de manera automática todos los elementos de matriz de las matrices 

A .y B. Además empaqueta, de la misma fonna como lo hace el programa de Mondez, 

ambas matrices, guardando sólo los elementos que son distintos de cero en un par de 

matrices correspondientes a A y B. Y guardando los ¡ndices de dichos elementos en otra 

matriz que denominamos matriz de posiciones. 

4.3.1 SOLUCIÓN DEL SISTEMA 

La parte restante de este capítulo se dedicará a indicar el método utilizado para 

resolver el sistema de ecuaciones generalizado implicado en este trabajo. 

Tenemos dos maneras de resolver el sistema de ecuaciones: por diagonalización 

de las matrices o por métodos iterativos. La selección del cualquiera de estos dos 

métodos depende básicamente del tamaño de las matrices., aunque también influyen 

características como la escasez, la positividad, simetría o si son matrices reales o 

complejas. Las características de las matrices que se manejan en este caso son; A es real 

y simétrica, B es positiva definida y también real y simétrica. Ambas matrices son ralas 

- tienen muy pocos elementos distintos de cero- y la dimensión depende del número de 

puntos o nodos con los que se discretice la región. 

Es conveniente discretizar las regiones con el mayor número de puntos o, lo que 

es lo mismo, utilizar la malla más fina posible, con el fin de lograr un cálculo más 

preciso. Las limitaciones de memoria en las computadoras nos indican cuál es el tamaño 

máximo de las matrices a diagonalizar en caso de elegir el método de diagonalización. 

Para realizar esta tesis se trabajó con el método de diagonalización. Esta elección 

se debió a que las diagonalizaciones producen cálculos más precisos que las iteraciones, 

aunque también debido a que los tiempos requeridos de CPU por parte de los métodos 

iterativos son demasiado grandes. 

La región correspondiente a la segunda generación del fractal se discretizó con 

una mana de 10621 puntos, lo que nos hizo diagonalizar matrices de 10621 x 10621, 

que fue la máxima dimensión de matrices con la que se pudo aplicar este método. Las 

diagonalizaciones se llevaron acabo en la maquina BERENlCE32 de la U.N.A.M en la 

cual están instaladas paqueteJias de álgebra lineal. En particular el paquete que nosotros 



22 

usamos fue el EISP ACK. 

Para la primera generación del fractal la discretización produjo matrices de 8281 x 

8281. La elección de la finura de la malla se hizo de acuerdo al máximo tamailo de las 

matrices que se podían diagonalizar. 

Finalmente, sólo nos resta indicar que las matrices correspondientes a las regiones 

de las generaciones tres y cuatro fueron diagonalizadas en la misma máquina. El orden 

de estas matrices fue de 9631 x 9631 para la tercera generación y 9043 x 9043 para la 

cuarta generación. 



Capítulo S 

RESULTADOS 

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos pam las cuatro 

regiones que corresponden a las cuatro primeras generaciones del tapete de Sierpinski 

5.1 COMPARACiÓN DE LA (!';(E» TEÓRICA CON LA 
A'(E) NUMÉRICA 

Aquí se muestra la comparación de las gráficas (N(El) teórica - calculada con la 

fónnula de Weyl- con la N(F¡ de los espectros numéricos. El número de estados 

confiables que se pueden estimar de acuerdo a las gráficas de las figuras 5.1. 5.2, 5.3 Y 

5-4 es por lo menos de 800 para las cuatro regiones - generaciones 1,2,3, y 4 del fractal. 

respectivamente -. Los espectros se obtuvieron - como se indicó en el capítulo anterior­

mediante diagonalizaciones de sistemas que contenían matrices de distintas dimensiones 

de acuerdo a la discreÜza.ción de cada una de las regiones. 

En las gráficas la cUJVa teórica corresponde. en todos los casos, a la fónnula de 

Weyl dada por la siguiente expresión 

. AF Nf: 
< N(f.) >~ - + -- + K + 1:", 

4" 4" 
(5 1) 

donde, como se indico antes, A es el área de las reglones, P su perimetro, K es la 

constante que incluye infonnación de la curvatura de la frontera y de la topología de las 

regiones y Pm es el polinomio que Báez y Méndez[81 han encontrado como corrección 

al error sistemático introducido por el método del elemento finito. En el apéndice 

mostramos los cálculos de la (N(f) para cada una de las regiones_ 



24 

/ \ / 

/ ToO,,,. 
1500 Fórmula de Weyl 

/' 
W /' 
Z 1000 , , 

/ 500 

G1. 

/ 
o 

O 3 4 

E 

Figura 5.1: N(E) de la primera generación. Se observa un buen ajuste entre ambas 

curvas de por lo menos 1000 estados. 
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Figura 5.2: N(El de la segunda generación. Se observa un ajuste por lo menos de 800 
estados confiables. 



En las dos primeras gráficas notamos un ajuste muy bueno de ambas curvas, las 

teóricas y las numéricas Estas gráficas corresponden a la primera y segunda generación 

del fractal 

1000 
. \ /-,-

"'" 
FOnnuIade W.,yl 

'" / 

/ 
600 ./ 

~ 

//,// 
w 
~ 

Z 
400 

200 G3 

O~~7-~~--~--~~~~~~~--~. 
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 10 1,2 1,4 1,6 

E 

Figura 5,3 La N(E) de la tercera generación presenta pequeñas oscilaciones alrededor 
de la curva teórica. 
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Figura 5.4: En la cuarta generación las oscilaciones son aun mayores que en la 
generación anterior. Sin embargo. notamos que ambas curvas no se separan 
considerablemente. 
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En la tercera y en la cuarta gráfica notamos ciertas oscilaciones de las curvas 

numéricas. Estas oscilaciones pensamos que se deben a la introducción de hoyos en las 

regiones. 

El hecho que las curvas ajusten satisfactoriamente nos permite confiar en 

los resultados estadísticos siguientes. 

5.2 REPULSIÓN DE NIVELES 

Aquí se muestran las gráficas de la distribución de primeros vecinos p(s) 

~probabilidad de encontrar dos niveles de energía entre s y ds-. En las figuras 5.5, 5.6. 

5.7 Y 5.8 mostramos las estadísticas de los espectros de las cuatro regiones. Se han 

tomado los primeros 400 eigenvalores de los espectros de los cuales los primeros 50 se 

han eliminado y finalmente se hizo la estadística con los 350 estados siguientes. 

Observamos, en la gráfica de la Fig 5.5, que existe una tendencia a un 

comportamiento tipo GOE en el caso de la primera generación, mientras que en la 

gráfica correspondiente a la segunda generación se puede ver más marcada la tendencia 

a un comportamiento tipo GOE (gráfica de la Fig 5.6). 

1.0 
p(S) 

0.8 

0.6 

O.' 

0.2 

oisson 
Gl 

GOE 

4sexp(·2s) 

0.0 L~.....J...~_~::S~B=~~-:-~ 
o 2 3 4 5 

s 

Figura 5.5:p(s) del espectro de la primera generación. 
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p(S) 1,0 
01S50n G2 

0,8 

GOE 
0,6 

4sexp(-2s) 

0,4 

0,2 

0,0 L~_,----~_c::,::;:;g¡:o:.=====~,--~ 
O 2 3 • 5 

s 

Figura 5.6: Distribución de primeros vecinos del espectro de la segunda generación. 

p(S) 1,0 
Olsson G3 

0,8 

0,8 

4sexp(-2s) 
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Figura 5.7: p(s) correspondiente al espectro de la tercera generación. 
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Figura 5.8: Gráfica de lap(s) de la cuarta generación. 

En la gráfica de la Fig 5.7 se nota una ligera tendencia a separar.e del 

comportamiento GOE pero no Jo suficiente como para considerarse que el 

comportamiento es de un sistema tipo Poisson. Sin embargo se nota un buen ajuste con 

la curva que corresponde a sistemas pseudo-integrables[7]. Por último, en la gráfica 5.8 

observamos que la tendencia a ser un sistema tipo Poisson es mayor que en el caso 

anterior, pero nuevamente se nota un buen ajuste con la curva correspondiente a los 

sistemas pseudo- integrables. 

5.3 RIGIDEZ ESPECTRAL 

Las siguientes cuatro gráficas nos muestran la varianza del número de niveles 

para el intervalo L. Cada una de ellas corresponde a cada una de las generaciones del 
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fractal que estudiamos. En los resultados Slgutentes se han tomado del estado 50 al 400 

para realizar las estadísticas. 

OISSON 

4 

3 

2 

----1)OE 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

L 

Figura 5.9: Varianza del espectro de la generación uno. 

La gráfica 5.9 muestra que la varianza que presenta el espectro de la generación 

uno tiene una ligera tendencia a comportarse como la de un sistema tipo GOE. La 

gráfica 5.10 indica que para la segunda generación la varianza del espectro se acerca 

más que la generación anterior a la de un sistema tipo GOE. Esto concuerda con los 

resultados que obtuvimos al observar las gráficas de la p(s), es decir, se observan las 

mismas tendencias en el aruilisis de ambas clases de estadísticas. En el análisis de las 

gráficas 5.11 y 5.12 observarnos claramente como la varianza de los espe<:tros de la 

tercera y cuarta generación se alejan rápidamente de la curva de un sistema tipo GOE, 

tendiendo a tener un comportamiento tipo Poisson. Esta tendencia se observa mucho 

más acentuada para la cuarta generación. Nuevamente este resultado concuerda con los 

resultados obtenidos del análisis de la estadísticap(,,). En la gráfica 5.13 se muestra una 

comparación de las varianzas en donde se observa claramente como es la evolución de 

estas varianzas confonne cambia la generación del fractal 
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Figura 5.10: Varianza correspondiente al espectro de la segunda generación 
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Figura 5.11: Varianza del espectro de la tercera generación 
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Figura 5.12 Varianza del espectro de la cuarta generación 

L 

Figura 5.13- Comparación de las varianzas de los espectros de las cuatro regiones 

estudiadas 
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Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se obtuvieron la.;; estadistlcas espectrales de cuatro regiones 

correspondientes a las cuatro primeras generaciones del billar fractal denominado tapete 

de Sierpinski. Los resultados nos muestran una tendencia del sistema a ser un sistema 

tipo Poisson conforme la generación del fractal aumenta. Sin embargo, las curvas de la 

p{.~) de la tercera y cuarta generación muestran un claro ajuste con las CUf\i'as 

correspondientes a la de los sistemas pseudo-integrables. 

Los resultados del ajuste de las curvas de la . .I\H:') para las distintas regiones 

analizadas nos muestran que tenemos por lo menos 800 estados confiables, lo que nos 

hace confiar en los resultados estadísticos obtemdos. 

Las estadísticas indican que el sistema hende inIcialmente a ser un sistema tIpo 

GOE. Los resultados para la distribución de primeros \ecinos de la primera generación 

coinciden con los encontrados por Cheon y Cohen [12I. Sin embargo, los resultados 

estadísticos de la tercera y cuarta generaciones nos indican que esta tendencia inicial se 

pierde rápidamente, re\irtiéndose ) observándose una clara tendencia final a ser un 

sistema tipo Poisson 

Las fluctuaciones de la N(f.) numeriea en la tercera y la cuarta generación 

aparecen cuando se introducen los hoyos en las reglones. Los resultados experimentales 

de Sridhar[9J en cavidades de microondas con condiciones de Dirichlet a la frontera y 

en los hoyos, nos indican que la NU) puede tener fluctuaciones. En este trabajo de tesis 

se encontraron también fluctuaciones en la V( 1:") pero ahora con condiciones a la 

frontera y en los hoyos de Neumann. 
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La introducción de hoyos ordenados hace que aparezca un gran número de órbitas 

periódicas, de distintos períodos y cada vez más pequeños confonne aumenta la 

generación del fractal. En la primera generación tenemos sólo una familia de este Ilpo 

de órbitas periódicas. La segunda generación presenta tres familias de órbitas cuyos 

periodos se van reduciendo. En la tercera generación aparecen otras dos familias más, y 

la cuarta generación tiene finalmente siete familias de órbitas periódicas. La siguientes 

figuras nos muestra esta situación. 

• 
• • 
• • • 

GENERACIÓN UNO GENERACIÓN DOS 

Figura 6.1: La primer generación presenta una familia de órbitas periódicas, mientras 

que l. segunda generación presenta tres familias de estas órbitas periódicas. 

El hecho de que en estos grupos de órbitas el valor absoluto del momento lineal 

se conserve, as! como que el periodo de las órbitas sea cada vez más pequefto nos hace 

pensar que i8 tendencia a ser tipo Poisson es correcta. También pensamos que la 

coincidencia de los resultados estadísticos con el comportamiento de sistemas 

pseudo-integrables es correcta. 
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• • • 
• •• • • • 
• • • 
• • • •• • • • • • • • 
• • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 
GENERA.CIÓN 3 

Figura 6.2: Nuevas órbitas de la tercera generación. En esta generación tenemos 5 
familias de órbitas periódicas. 

:~: :~: 
:0.0000 :0.0000 :oilo 000 :iI: :iI: :iI: :.: :.: . " ... . ....... . 

Figura6.3 En la cuarta generación aparecen dos familias más de órbitas periódicas que 
junto con las que aparecen en las generaciones anteriores suman siete familias diferentes 
para esta generación. 
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Capítulo 7 

APÉNDICE 

A continuación mostramos el cálculo de los parámetros que intervienen en la 

fórmula de Weyl dada por la siguiente expresión 

04/:' P ... /¡': 
< N(E».-~:¡:--+K, 

4;r 4;r 
(71 ) 

donde, como se indicó antes, A es el área de la región, P el perímetro y K la constante 

que trae ¡"fonnación sobre la curvatura y topología de la región. 

El cálculo de los valores de K para las distintas regiones se muestra a 

continuación. La contribución que hace cada esquina y cada cuadrado se ha calculado 

de acuerdo a la siguiente expresión dada por Baltes[6] 

(72) 

donde a representa el ángulo interior de la esquina, con 0<0. <21t 

Así, tenemos los siguientes resultados para los ángulos correspondientes a las 

distintas esquinas que nos aparecen en las cuatro regiones que estudiamos 

1f 5 
c(4)~32' 

1f I 
C(2)~16' 

31f 7 
c{-)=---

4 288' 



3.. -5 
e(-- )=-

2 144 

Para un cuadrado completo la curvatura es 

, ,,1 
Le(a,)=4d-)=-. 
,~I 2 4 

36 

(7.3) 

La primera y segunda generación del fractal no tienen hoyos interiores, por lo 

tanto. la contribución al ténnino de cwvatura es sólo debido a la frontera exterior de las 

regiones El cálculo correspondiente nos produce los siguientes resultados 

_ " " 3" 5 1 7 K«(,I) = e( -) + 2e(-) + c(-) = -- + - + - = .30555. 
4 2 4 32 8 288 

(74) 

" " 3" 3" 5 4 21 15 K(G2) = e(-) + 4e(-) + 3d-) +3d-) = -+-+--- = .375 
4 2 4 2 32 16 288 144 ' 

La tercera y cuarta generación tiene hoyos cuadrados interiores que contribuyen 

al término K. El cálculo de la K correspondiente a la tercera región - esta región tiene 

seis hoyos - es 

~ Ji f( 3Jr 31Z'"6 
K(G3) = e(-) + 8c(-) + 7e(-) +ge(-)-- = -0.9861 . 

4 2 4 2 4 

La cuarta generación tiene 66 hoyos cuadrados. Por lo tanto, el valor de la K 

correspondiente es 

, " " 3" 3" 66 K«(J4) = e(-) + 16c( -) + 15e( -) + 21c(-) - - = -15.7028 . 
4 2 4 2 4 

Por otro lado, es necesario indicar que el método numérico utilizado introduce un 

error sistemático en el cálculo de los eigenvalores correspondientes. El cálculo de dicho 

error introducido por el método del elemento finito lo ha hecho Báez y Méndez. La 

expresión encontrada por Báez et 0/[8} para el polinomio P nT que corrige dicho error es 

el siguiente: 

p = ~ A( 4.60055 - 13.75335*E - 10.44418 *E 2 + .456011 *E J )/2500, (7.7) 

donde A es el área de las regiones. 



37 

De esta forma. la expresión corregida de la fónnula de Weyl es 

" /. Ar /,,/f. . n < ,~( :) >~ - + -- + K. + 1 . 
4/Z" 4!r m 

(78) 

Finalmente, sólo nos resta indicar que la elección de las dimensiones de las 

regiones se hizo de acuerdo al tamaño máximo de las matrices que podíamos 

diagonalizar. Así, para la primera generación se utilizó una malla menos fina que en el 

caso de las demás reglones, situación que no altera nuestros resultados. 

Las siguientes gráficas nos muestran como ha sido la elección de la dimensión 1. 

de la" distintas regiones, donde /. corresponde al tamaño de uno de los lados de la 

región cuadrada estudiada 

L-___ ...... ~ 

GENERACIÓN UNO 

figura 7 I Dimensión de la pTlmera generación 

En la siguiente tabla se resumen los valores de los distintos parámetros que 

intervienen en la fórmula de Weyl para el cálculo de la NU:"). 

-0.9861-- , 

- j 
-15.7028 
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• 
• 1=320 

• • • 
GENERACIÓN {2,3 Y 4J 

Figura 7.2: Dimensión de las regiones de las generaciones 2,3 y 4. 

Finalmente, mostramos las gráficas de la N(tl de las cuatro generaciones donde 

comparamos los resultados numéricos. obtenidos por medio de la diagonalización de las 

matrices que representan a cada una de las regiones de acuerdo al método del elemento 

finito, con la curva teórica obtenida con la fórmula de Weyl dada por la ecuación 7.8. 

En todas las gráficas observamos un buen ajuste de ambas curvas de por lo 

menos 800 estados, aunque la tercera y cuarta generación presentan algunas 

oscilaciones que creemos son debidas a la introducción de los hoyos cuadrados. 
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Figura 7.6: Resultado de la comparación de la N(E) teórica y numérica de la cuarta 

generación. 
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