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RESUMEN

En la presente tesis se analiza la estadistica espectral de cuatro regiones
bidimensionales que tienen la forma de las cuatro pnmeras generaciones del fractal
conocido como tapete de Sierpinski.

El objetivo de realizar las estadisticas es estudiar las propiedades de fluctuacion del
espectro de frecuencias de las cuatro regiones, y entonces determinar cudl es la
tendencia de los espectros, a ser tipo Poisson o tipo GOE, conforme aumenta la
generacion del fractal. La realizacion del trabajo es como sigue:

- se generan los billares para las cuatro generaciones dei fractal.

- s¢ obtienen los clementos de matriz que representan estas regiones usando el
método del elemento finito.

- se realizan las diagonalizaciones correspondientes y se obtienen los eigenvalores
del sistemna.

Posteriormente se realizaron estadisticas sobre los espectros obtenidos con el
proposito de caracterizar las fluctuaciones del espectro y con esto inferir si el espectro
de las regiones es €l de un sistema tipo Poisson o el de un sistema tipo GOE, ademas de
observar cuzl er la tendencia de este comportamiento conforme aumenta fa generacion
del fractal.

Un calcule previo a las estadisticas fue el calculo del mimero confiable de niveles de
energia de los espectros obtenidos. Para ello, comparamos las curvas generadas por la
formula de Weyl vy el numero de estados A/E} de los especttos calculados
numéricamente.

Las estadisticas analizadas son la pfs), que nos muestra cudl es la probabilidad de que
el espaciamiento entre niveles consecutivos de energias se encuentre en el intervalo
fs,5~ds), y 1a £ (L) que es la varianza del nimero estadistico n(Z,) que cuenta el nimero

de niveles contenidos en el intervalo [a,n- L]



Capitulo 1

INTRODUCCION

En afios recientes existe un gran interés en el estudio de sistemas ondulatorios cuyo
limite de rayos es caduico. La investigacién en sistemas con paredes de potencial infinito
—conocidos como billares- ha sido de especial interés. En esta tesis se estudian las
fluctuaciones espectrates de un billar actistico. La caracteristica de este billar es gue tiende
a una estructura fractai.

Si estudiamos €! potencial de velocidades en una region R, la ecuacién que describe la
dindmica ondulatoria correspondiente estd dada por la ecuacion de Helmholtz con

condiciones de Neumann a la frontera:

(V’z"'k:)’:{) dentro de R (h
R\ $=0 en oR.

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades estadisticas del espectro de
frecuencias de las cuatro primeras generaciones de un billar fractal. Como referencia se
comparara con las predichas por el ensamble ortogonal gaussianoe (GOE) y con las de una
secuencia aleatoria sin correfaciones tipo Poisson.

En el capitulo 2 veremos algunas clases de biilares, asi como las caracteristicas
pnncipales del fractal denominado carpeta de Sierpinski que Serd nuestro sistema a
estudiar. En particular se explica la forma de Jesimetrizacion de 1a region que usamos para
estudiar el espectro de energias de) sistema original.

En el tercer capitulo se revisaran los fundamentos de las estadisticas espectrales. Se

pondra especial atencién en la distnibucion de espaciamientos de primeros vecinos p(s) y



¥

en la rigidez espectral Z(L) indicando cual es el significado fisico de los resultados de
estas estadisticas.

Posteriormente. en el capitulo 4 se explica brevemente el método de calculo
numeérico que se utiliza —el método de los etementos finitos- y como se implementa para
resolver le probiema de Jas cuatro generaciones del fractal estudiado. S¢ indica el problema
de la finura de la malla, los tamafios de los billares fractales y {a forma de resolver el
sistema de eigenvalores generalizado: por diagonalizacion o por métodos iterativos.

En ¢l capitulo 5 se analizan los resultados de las estadisticas realizadas sobre los
espectros de las regiones estudiadas. Se muestran las comparaciones de las densidades
acumuladas de niveles —numéricas- con fos promedios tednicos dados por fa formula de
Weyl para las distintas generactones,

Por altime, se dan las conclusiones basadas en los resultados obtenidos de cste

trabajo.
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Capitulo 2

EL BILLAR DE SIERPINSKI

Un billar clasico s una region bidimensional R acotada por curvas continuas en

cuyo interior s&é mueve una particula. E| potencial de este sistema esta dado por:

Vixy)=0  dentrode R (2.1

Vix,y) == de otra manera.

Las trayectorias que las particuias siguen son lineas rectas que al chocar
elasticamente con las paredes siguen las leyes de la reflexion, dado que la veiocidad
normal a las paredes cambia de signo mientras que la velocidad tangencial es la misma
antes y después det choque. Con esta dinamica los sistemas se clasifican en cadticos,
mtegrables o mixtos. En los segundos es posible encontrar una constante de movimiento
adicional a |a energia. Una trayectoria tipica de un billar circular, el cual es integrable, se
muestra en la Fig. 2.1. En €sta se muestra una caustica. Por otra parte, una trayectoria
tipica de un billar cadtico se muestra en la Fig. 2.2. En todos los billares —cadticos o
integrables- se pueden encontrar algunas orbitas periGdicas. Estas se clasifican en estables
o inestables y en aisladas y no aisladas. En la Fig. 2.3 se¢ muestran algunas trayectorias
periodicas en un rectingulo.

En la figura 2.4 vemos algunas trayectorias periédicas inestables en el billar de
Sinai. En la figura 2.5 se muestran algunas oérbitas periddicas aisladas marginaimernte
inestables en el estadio de Bunimovich.

Es importante sefialar la existencia de este tipo de ¢rbitas debido a que en el caso del
billar fractal -tema de esta tesis- existe una cantidad importante de trayectorias peridgdicas
marginalmente inestables que pudieran influir significativamente en nuestros resultados,
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Figura 2.1 Trayectoria tipica en un billar circular.

Figura 2.2 Trayectoria tipica en un estadio de Bunimovich
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Figura 2.4 Orbitas periddicas aisiadas y no aisladas en un billar de Sinai
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Figura 2.5: Orbitas peritdicas aisladas y no aisladas del estadio de Bunimovich

El andlogo cufntico de los billares clasicos son los billares cusnticos. Estos se rigen por
la ecuacion de Schradinger. Para el potencial ¥{x,y) dado en la ecuacién 2.1, 1a ecuacion de
Schriddinger independiente del tiempo es la siguiente:

szn _o W demtrodeR @2.2)

‘G

i, endR,

donde V* es el operador laplaciano, A es la constante de Planck, m es 1a masa de la
particula y w es ia funcidn de onda.
La condicidn a la frontera del billares ¥ = y entonces la funcién de onda debe anularse



en JR Esta ecuacion corresponde también a la ecuacion de eigenvalores de una
membrana con condiciones a la frontera de Dinichlet homogéneas. Es decir, es una

ecuacion de Helmholtz con condiciones de Dinichlet a la frontera,

2.1 BILLARES ACUSTICOS

La dindmica de un sistema continuo (fluide) ante la presencia de perturbaciones
acusticas puede plantearse en términos dei desplazamiento del fluido. Sin embargo, el
estudio de un sistema actstico se vuelve mas sencillo si trabajamos en términos del
potencial de velocidades, el cual estd relacionado con el vector desplazamiento yr.1)
por

Flr.n=-Vgira).

En acustica, el potencial de veiocidades para el flujo de un fluido a través del cual
¢l sonido se transmite, es una funcidn escalar cuvo gradiente nos da la velocidad del
flyjo. El potencial de velocidades ¢ satisface la ecuacion de onda bidimensional[3][4],

que en coordenadas cartesianas toma la sigwiente forma

, az¢ az¢ laz¢
¢= 3t F 2 2.3
v dx oy ‘ot

donde v es ta velocidad del sonido en el medio. Para una frontera rigida no existe flujo

a través de las paredes y entonces la condicion de frontera [%) =0 debe
R

satisfacerse.

La ecuacion de la situacion estacionana es
V2¢+A¢=0 en R 2.4)
V #-A=0 enlafrontera 6R.

Esta ecuacion es, nuevamente, una ecuacion de Helmhoitz para el potencial de
velocidades ¢, pero ahora con condiciones a la frontera de Neurnann. Lo antenor
significa que ¢l fluido confinado en la regidén que nos interesa no puede atravesar las
paredes del recipiente y por lo tanto la velocidad normal a la pared en la frontera &R es
cero. Las soluciones de esta ecuacion dependen de 1a forma de la region.



Los billares tema de esta tesis son billares acisticos. En particular, nos
enfocaremos a encontrar los eigenvalores comrespondientes a la Ec. 24 con las
condiciones de frontera de Neumann.

Las formas de los billares que nos interesan en este trabajo corresponden a las
cuatro primeras generaciones del tapete de Sierpinski, una region cuyo limite es fractal.
En las figuras 2.6 v 2.7 se muestra la forma que tienen las regiones en estudio, las 4

primeras generaciones del fractal

GENERACION UNO GENERACION DOS
Figura 2.6 Generacion uno y dos del tapete de Sierpinski.

= 8 | . ] | ]
[ | . | | | ] n
H = a1 | | L u
] [ ] [ ] [ ] [ ] =
] . a | | B
" = B | ’
" = = ‘ L |
. ] q ! 1
E = 3w ® § § »
GENERACION 3 GENERACION 4

Figura 2.7 Generaciones 3 y 4 dei tapete de Sierpinski.



Estos billares presentan simetrias de reflexion respecto de un eje vertical, uno
horizontal v las dos diagonales. es dectr, son invarantes ante reflexiones(Cs.), v ademas
presentan también invananzia ante rotaciones de 90", En la figura 2 8 se muestran
dichos ejes de simetria. Con el fin de evitar la mezcla de especiros cotrespondientes a
cada una de las simetrias de reflexién, las regiones originales se han desimetnizado, v

finalmente se han obtenido regiones con las formas que se presentan en la figura 2.9.

b)

4

Figura 2.8 Desimetrizacion de la pnimera generacion det tapete de Sierpinski.



Capitulo 3

ESTADISTICAS ESPECTRALES

Las propiedades de un espectro de frecuencias las caracterizamos mediante una serie
de estadisticas sobre dicho espectro. En nuestro caso, €l propdsito de realizar las
estadisticas es el de poder comparar las propiedades de los cspectros obtenidos
numericamente con las propiedades de los espectros tipo Poisson, o con les de tipo
GOE - los cuales estan asociados con comportamientos integrables o cadticos de los
sistemas clasicos correspondientes -.

Primero, encontraremos la funcién M£) del espectro numérico de niveles de
energia, y posteriormente ¢ comparara este cdlculo con el resultado que nos
proporciona la formula de Weyl. Después, calculamos las dos estadisticas que ya hemos
mencionado en esta tesis, la A(s) - distribucion de primeros vecinos - y la EXL) -
varianza del mimero de niveles en el intervalo [ a- L], las cuales se analizardn en el

siguiente parrafo.

3.1 NUMERO CONFIABLE DE NIVELES

Comenzamos con la funcién escalera o densidad acumulada de niveles. Esta nos
da el nimero de niveles de energia del espectro del billar por debajo de 1a energia £
(este espectro se obtiene de resolver la ecuacion independiente del tiempo o ecuacion de

eigenvalores), Esta funcion se puede escribir de {a forma siguiente

NEY=Y ®{F-F), 3.0

donde © es la funcion de Heaviside. La MF) se incrementa en 1 cada vez que £ £,

donde F;es el i-¢simo nivel de energia del espectro.



La expresion de la M(E) la podemos escribir en la forma siguiente:

ME) ={MEY) - NudEd (3.2)
es decir, podemos obtener la N(E) como la suma de un término promedio mds un
término fluctuante. Una expresion encontrada para el término {ME)) en el caso de
billares es

JAE L PNE b (33)
4 4

conocida como formula de Weyl(5]. Esta expresion toma en cuenta el rea 4 del billar y

(N(EY)

el periinetro P de la region (el signo ¥ se usa dependiendo de las condiciones a la
frontera de Dirichlet 0 de Neumann respectivamente. En nuestro caso, usamos las de
Neumann). El témino X = constante contiene informacion de la curvatura y la
topologia del billar. Bohigas{5] indica que la X es un témino que toma en cuenta la
curvatura local de la frontera de la region. La expresion para K es la siguiente
-1
]2 cR
donde (1) es la curvatura local de la regién, El valor de X en caso de hoyos de forma
cuadrada es K=1/4 [6]. Este es un resultado interesante, debido a que en las regiones en

K kifydl, (3.4

estudio aparecen hoyos de esta forma en ia tercera y cuarta generaciones, y por lo tanto,
deberd tomarse en cuenta en ¢l momento de hacer el cdlculo de ta formula de Weyl

comrespondiente a estas regiones.

3.2 REPULSION DE NIVELES ( p(s) )
Para calcular la estadistica espectral s¢ comienza por desdoblar el espectro

original en una secuencia de nimeros x;, que se obtienen al realizar un mapeo

E—x, (3.5

donde x;es
xi-{ NME)y, =123 . (3.6)

Este mapeo se realiza con el fin de quedarnos solamente con la parte de las

fluctuaciones del espectro. De esta forma se encuentra que la secuencia de x; tiene un

espaciamiento promedio de niveles igual a uno y fio depende de la forma de la {NE)) .
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£n este trabajo se desdoblo el espectro mediante un polinomio de cuarto grado. De esta

manera la expresion para las fluctuaciones es la siguiente:

é x-( X,)‘ (37)

donde la <x; > es, por construccion,
Y- -2, r 123, (3.8)

La primera estadistica que se hace sobre el espectro ya desdoblado es la estadistica
de la separacion de niveles p(s). Con ella se encuentra la probabilidad de que dos
niveles x, x;.) estén separados entre s y s - oJs. Un analisis de los limites de la p{s) nos

muestra que si

lim pls) >0, (3.9)

dos niveles consecutivos x; x;-; tienen muy poca probabilidad de estar juntos o, dicho
de otra forma, existe una repulsion de niveles. En 1957, Wigner al modelar espectros de
nicleos atomicos, encontrd repulsion de niveles de energia, y propuso la sigwmente

expresion para la p{s) de los espectros nucleares:

Ps) ~(n/2) s expf-ns?/4). 3.10)
En la teoria de matrices aleatorias esta distribucion se parece mucho a la GOE
{Gaussian Ortogonal Ensamble).

Esta caracteristica de repulsion de niveles se encuentra también es sistemas que
son clasicamente cadticos, como lo es un billar de Sinai o un estadio de Bumimovich. En
la Fig 3.1 observamos como es la distribucion para un estadio de Bunimovich con
condiciones a la frontera de Dirichiet. Se observa claramente como la p(s) tiene un
comportamiento muy similar a la de un sistema tipo GOE.

Por otro lado, al realizar estadisticas sobre sistemas genéricos que son integrables
se encontrd que

Imgp(s)kl. i
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es decir, que existe una probabilidad grande de encontrar miveles de energia
consecutivos muy juntos. La expresion que nos modela €l comportamiento para el

especiro de un sistema integrable es una distribucién tipo Poisson:

psy e (3.12)
En la grifica de la figura 3.2 se muestra la p(s) del espectro de un rectingulo que se
calculd con el método del elemento finito. En este caso, la p(s) del espectro se comporta

como la de un sistema tipo Poisson.

it e ——
pix} X [q}
% Estadio 1

Poigson

PP TN |

Figura 3.1: Distribucién del espaciamiento de primeros vecinos para ¢l estadio de
Bunimovich con condiciones a la frontera de Dirichlet (tomada de [13]).

En la actualidad hay indicaciones de la existencia de una tercera distribucioén que
corresponde a la region de transicion entre comportamientos GOE y Poisson{7].
Bogomolny presenta resultados numéricos que sugieren gue pam ciertos sistemas
dinamicos la estadistica espectral muestra repulsion de niveles, pero se desvian
notablemente por los predichos por la teoria de matrices aleatorias. En este caso, la

expresion encontrada apaliticamente para la p(s) es

pls) =45 exp(-25). (3.13)

En la gréfica 3.3 se muestran las tres distribuciones.
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POISSON
0,8
0,6
p(s)
04
0,2
0.0 Ful }
0 1 2 3 4 5

Figura 3.2 Distribucion de espaciamientos de primeros vecinos de un rectanguio,

10
exp(-s) Poisson
0,8 \
p(s) (m/f2)sexp(-ms /4)

0,8 - GOE

04 = 45exp(-2s)

0,2

Y L AU PR B P P
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

S

Figura 3.3: Graficas de las tres dsitribuciones para la repulsion de niveles p(s) .



3.3 VARIANZA DEL NUMERO DE NIVELES (Z(L))

La otra estadistica que calculamos para el espectro desdoblado es 1a varianza del

niamero de niveles en el intervalo (e a- L].

I¥a, L) =<n’(a, L) > - < n(a,L) >% 3.14

donde n(a,L) cuenta el nimere de niveles contenidos en el intervalo [ &, @ +L).
Nuevamente se encuentra que la forma de la L(L) depende del sistema que
estemos estudiando. Asi, para una distribucién de un sistema tipo GOE se ha encontrado

que la expresion analitica de la curva EX(L) es

TXLY (2 mYlnl- 44, L>=1 (3.15)

mi€ntras que para un sistema tipo Poisson la expresion es
Ty - L (3.16)

En la figura 3 4 se muestran las graficas de ambas curvas.

0ISSON

.Q.E.

Figura 3.4: Curvas de las expresiones analiticas de la varianza para un sistema tipo GOE
y uno tipo Poisson.



Capitulo 4

METODO DEL ELEMENTO FINITO

En este capituio veremos un método para encontrar las soluciones de la ecuacion de

Helmholtz para el potencial de velocidades ¢

Vi-ig¢ = OenR, (4.H
o¢/6n = Qenlafrontera dR,

para billares de forma arbitraria. En los casos en que la forma de la regidn es muy
complicada o en los casos que no existe una solucion analitica de la ecuacion, la manera de
solucionar el problema es mediante un método numérico que calcule de manera aproximada
los espectros de energia de las regiones bajo estudio. Un método que introduce de manera

natural las condiciones a la frontera de Neumann es el método del elemento finito[2).

4.1 FUNDAMENTO DEL ELEMENTO FINITO

El fundamento del método de los elementos finitos estd basado en la siguiente
aseveracion, mostrada por Méndez [2][11] aplicando el principio de minima accion y un
principio variacional al caso de una membrana:

"Resolver la ecuacion de Helmholtz con condiciones a la frontera AR de Neumann o



Dirichlet equivale a extremar F sobre una region R, donde F es la funcional

P2 (997 -28) 4.2)

Aqui ¢ es el potencial de velocidades.

El principio variacional para la ecuacién 4.1 nos leva a la siguiente ecuacion

& = [ (V- 8(Vg)da- A[ gogda=0, (4.3)

de donde obtenemos la condicion siguiente:

- L(quﬁ + Ag)Sda + §M(r}-v¢)5¢1s =0, (4.4)
lo que nos indica que los integrandos deben ser cero tanto en la region R como en la
frontera 4R :

Vi+ kg = 0 en R (4.5)
n-V¢=0 en 8R
que es precisamente la ecuacion de Helmholtz con condicién de Neumann a la frontera dR.
Mis detalles de la demostracion se encuentran en las referencias[2][10](11]. Aqui
solo indicaremos que en el caso de una solucién numérica por medio del elemento finito
s6lo se toma un conjunto finito de funciones admisibles sobre las cuales se extremiza, dada
ia imposibilidad de¢ tomar un conjunto continue de ellas. De esta forma, la funcion ¢ se

escribe como una combinacion lineal de tales funciones

x )= a®,x), 456)

i=l
donde las &; son constantes por determinar y las @, son funciones cuya fortna dependera de

la manera de discretizar la region.
4.2 DISCRETIZACION DE LA REGION

La discretizacion utilizada en el elemento finito consiste en dividir a la region estudiada en



celdas basicas de forma triangular o rectangular. Méndez[2] propone una malla
tniangular de tamario fijo lo que nos genera elementos de matriz idénticos en ¢l interior
de la regién, quedando solo por ajustar los elemenios del contorno, con el fin de que
ajusten lo mejor posible con la frontera de la region, y asi evitar errores considerables en
el calculo (Fig. 4.1).

En Ja situacion que estudiamos en esta tesis la malla se ajusta exactamente a la
frontera de las regiones estudiadas y por lo tanto no tenemos el problema de los

elementos del contorno. Esto lo mostramos en la Fig. 4.2

Figura 4.1: Grafica que nos muestra una region sumergida en una malla triangular de

tamailo fijo. Se muestra el problema de los elementos de contorno.

Figura 4.2: Grifica que nos muestra como las regiones estudiadas se ajustan

perfectamente a la malla, evitando asi el problema de los eiementos de contorno.



La herramienta computacional aqui desarroliada utiliza una malla cuyas celdas
basicas tienen forma hexagonal anisotropica, con separacién unitaria entre nodos. Sobre
esta malla y en cada uno de los nodos se define cada una de las funciones base d,(x,3)
de nuestro calculo. En fa Fig4.3 mostramos la forma de estas funciones para esta

eleccion de celdas basicas

e ’ 4

Figura 4.3 Gréfica de las funciones base para el caso de una malla bidimensional con

celdas bisicas de forma hexagonal.

4.3 SISTEMA DE ECUACIONES GENERALIZADO

Extremar el funcional & = F{¢) con ¢ dada en la ec. 4.2 nos conduce al problema

de resolver un sistema de ecuaciones lincales de n x n de la forma

Ax  ABr. 4.7

donde los elementos de matriz estan dados por
4, =[ Vo, Vo da. (4.8)
B, =] ®®da (4.9)

y x €5 el eigenvector ¢con componentes &; , /i = 1.2,....n . La matnz 4 estd asociada
directamente con el operador Laplaciano V* y la matriz B aparece como consecuencia
de no haber tomado las &, (x.y) ortogonales, es decir, la base no es ortogonal.

Un calculo explicito de tos elementos de matriz 4,; , B, se puede consultar en la
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referencia [2]; el programa de computo hecho en este trabajo hace uso de dichos
resuftados y calcula de manera automatica todos los elementos de matriz de las matrices
A.y B. Ademas empaqueta, de la misma forma como lo hace el programa de Méndez,
ambas matrices, guardando solo los elementos que son distintos de cere en un par de
matrices correspondientes a A y B, y guardando los indices de dichos elementos en otra

matriz que denominamos matriz de posiciones.

43.1 SOLUCION DEL SISTEMA

La parte restante de este capitule se dedicard a indicar el método utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones generalizado implicado en este trabajo.

Tenemos dos maneras de resolver el sistema de ecuaciones: por diagonalizacion
de las matrices o por métodos jterativos. La seleccién del cualquicra de estos dos
méiodos depende basicamente del tamafo de las matrices, aunque también influyen
caracteristicas como la escasez, ia positividad, simetria o si son matrices reales o
complejas. Las caracteristicas de las matrices que s¢ manejan en este caso son; 4 es real
y simétrica, B es positiva definida y también real y simétrica. Ambas matrices son ralas
- tienen muy pocos elementos distintos de cero- y la dimension depende del namero de
puntos o nodos con los que se discretice la region.

Es conveniente discretizar las regiones con ¢l mayor nimero de puntos o, lo gue
¢s lo mismo, utilizar la malla mas fina posible, con el fin de lograr un célculo mas
preciso. Las limitaciones de memoria en las computadoras nos indican cul es el tamafio
méximo de las matrices a diagonalizar en caso de elegir ¢i método de diagonalizacion.

Para realizar esta tesis se trabajé con el método de diagonalizacion. Esta eleccion
se debio a que las diagonalizaciones producen calculos mds precisos que las iteraciones,
aunque también debido a que los tiempos requeridos de CPU por parte de los métodos
iterativos son demasiado grandes.

La region correspondiente a la segunda generacion del fractal se discretizé con
una malla de 10621 puntos, lo que nos hizo diagonalizar matrices de 10621 x 10621,
que fue la maxima dimension de matrices con la que se pudo aplicar este método. Las
diagonalizaciones se llevaron acabo en la maquina BERENICE32 de la UN.AMen la
cual estdn instaladas paqueterias de dlgebra lineal. En particular el paquete que nosotros



usamos fue el EISPACK.

Para la primera generacion del fractal la discretizacién produjo matrices de 8281 x
8281. La eleccidn de la finura de la malla se hizo de acuerdo al maximo tamafio de las
matrices que se podian diagonalizar.

Finalmente, soio nos resta indicar que las matrices comrespondientes a 1as regiones
de las generaciones tres y cuatro fucron diagonalizadas en Ia misma maquina. El orden
de estas matrices fue de 9631 x 9631 para la tercera generacion y 9043 x 9043 para la

cuarta generacion,
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Capitulo 5

RESULTADOS

En el presente capitulo se muestran Jos resultados obtenidos para las cuatro

regiones que corresponden a las cuatro primeras generaciones del tapete de Sierpinski.

5.1 COMPARACION DE LA (ME)) TEORICA CON LA
N(E) NUMERICA

Aqui se muestra la comparacion de las graficas {N(E)) tedrica - calculada con la

formula de Weyl- con la MF) de los espectros numéricos. El niumero de estados
confiables que se pueden estimar de acuerdo a las grdficas de las figuras 5.1, 5.2, 53 y
5.4 es por 1o menos de 800 para las cuatro regiones - generaciones 1,2,3, y 4 del fractal,
respectivamente -. Los espectros se obtuvieron - como se indicé en el capitulo anterior-
mediante diagonalizaciones de sistemas que contenian matrices de distintas dimensiones
de acuerdo a la discretizacion de cada una de las regiones.
En las graficas la curva teérica corresponde, en todos los casos, a la formula de
Weyl dada por la siguiente expresion
<N(E)>z£$—!ﬁ+K+ﬂ,, (5.1
Ar 4n
donde, como se indico antes, A4 es el drea de las regiones, P su perimetro, X es la
constante que incluye informacion de la curvatura de 1a frontera y de la topologia de las
regiones y Pe,., ¢s el polinomio que Baez y Méndez[8] han encontrado como comeccion

al error sistemdtico introducido por el métode del elemento fimto. En el apéndice

mostramos los calculos de la (M(E)) para cada una de las regiones.
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Figura 5.1: ME) de la primera generacion. Se observa un buen ajuste entre ambas

curvas de por lo menos 1000 estados.
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Figura 5.2: ME) de la segunda generacién. Se observa un ajuste por lo menos de 800
estados confiables.
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En las dos primeras grificas notamos un ajuste muy bueno de ambas curvas, las
teéricas y las numéricas. Estas graficas correspenden a la primera y segunda generacion
del fractal

- R

Curve Tetrice
00 P Femula de Wayl
//
600 e
_— -
M 4
z
400
200 '
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0 4 L A L A I S Y 1 re L 1
[eX13 0,2 04 0.6 08 1.0 1.2 1.4 16
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Figura 5.3 La M) de 1a tercera generacion presenta pequedias oscilaciones airededor
de la curva teorica.
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Figura 5.4: En la cuarta generacion las oscilaciones son aun mayores que en la
generacion anterior. Sin embarge, notamos que ambas curvas no Ss¢  Separan
considerablemente.
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En la tercera y en la cuarta grafica notamos ciertas oscilaciones de Ias curvas
numeéricas. Estas oscilaciones pensamos que se deben a 1a introduccién de hoyos en las
régiones.

El hecho que las curvas ajusten satisfactoriamente nos permite confiar en

los resultados estadisticos siguientes.

5.2 REPULSION DE NIVELES

Aqui se muestran las graficas de la distnibucién de primeros vecinos p{s)
-probabilidad de encontrar dos niveles de energia entre 5 y ds-. En las figuras 5.5, 5.6,
5.7 y 5.8 mostramos las estadisticas de los espectros de las cuatro regiones. Se han
tomado los primeros 400 eigenvalores de los espectros de los cuales los primeros 50 se
han eliminado y finalmente se hizo la estadistica con los 350 estados siguientes.

Observamos, en la prifica de la Fig 5.5, que existe una tendencia a un
comportamiento tipo GOE en el caso de la primera generacion, mientras que en la
grifica correspondiente a la segunda generacion se puede ver mas marcada la tendencia

a un comportamiento tipo GOE (grafica de la Fig 5.6).
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Figura 5.5: p(s) del espectro de la primera generacion.
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Figura 5.6: Distribucion de primeros vecinos del espectre de la segunda generacion.
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Figura 5.7: p{s) correspondiente al espectro de la tercera generacion.
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Figura 5.8: Grifica de la p(s) de la cuarta generacion,

En la grifica de la Fig 5.7 se nota una ligera tendencia a separarse del
compoitamiento GOE pero no lo suficiente como para considerarse que el
comportamiento es de un sistema tipo Poisson. Sin embargo se nota un buen ajuste con
la curva que corresponde a sistemas pseudo-integrables[7]. Por dltimo, en la grifica 5.8
observamos que la tendencia a ser un sistema tipo Poisson es mayor que en el caso
anterior, pero nucvamente se nota un buen ajuste con la curva correspondiente a los

sistemas pseudo- integrables.

5.3 RIGIDEZ ESPECTRAL

Las siguientes cuatro graficas nos muestran la varianza del nimero de niveles

para el intervalo L. Cada una de ellas corresponde a cada una de las generaciones del
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fractal que estudiamos. En los resultados siguientes se han tomado del estado 50 al 400
para realizar las estadisticas.
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Figura 5.9: Varianza del espectro de la generacién uno.

La grifica 5.9 muestra que la varianza que presenta el espectro de la generacion
uno tiene una ligera tendencia a comportarse como la de un sistema tipo GOE. La
grifica 5.10 indica que para la segunda generacion la vanianza del espectro se acerca
mas que la generacion antenior a la de un sistema tipo GOE. Esto concuerda con los
resultados que obtuvimos al observar las grificas de la p(s), es decir, se observan las
mismas tendencias en el andlisis de ambas clases de estadisticas. En el andlisis de las
graficas 5.t1 y 5.12 observamos claramente como la varianza de los espectros de la
tercera y cuarta generacion se alejan rapidamente de la curva de un sistema tipo GOE,
tendiendo & tener un comportamiente tipo Poisson. Esta tendencia se observa mucho
mas acentuada para la cuarta generacion. Nuevamentie este resultado concuerda con fos
resultados obtenidos del andlisis de la estadistica p(s). En la grafica 5.13 se muestra una
comparactén de las varianzas en donde se observa claramente como es la evolucion de

estas varianzas conforme cambia la generacion del fractal.
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Figura 5.10: Varianza correspondiente al espectro de la segunda generacién
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Figura 5.11: Varianza del espectro de la tercera generacion
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Figura 5.12 Varianza del espectro de la cuarta generacion
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Figura 5.13: Comparacion de las varianzas de los espectros de las cuatro regiones

estuchadas



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se obwwvieron las estadisticas espectrales de cuatro regiones
correspondientes a las cuatro primeras generaciones del biflar fractal denominado tapete
de Sierpinski. Los resultados nos muestran ung tendencia del sistema a ser un sistemna
1ipo Poisson conforme la generacion del fractal aumenta. Sin embargo, las curvas de la
plsy de la tercera y cuarta peneracion muestran un claro ajuste con las curvas
correspondientes a la de los sistemnas pseudo-integrables.

Los resultados del ajuste de las curvas de la A{}) para las distintas regiones
analizadas nos muestran que tenemos por lo menos 800 estados confiables, lo que nos
hace confiar en los resultados estadisticos obterndos.

Las estadisticas indican gue el sistema tiende imcialmente a ser un sistema tipo
GOE. Los resultados para la distribucion de primeros vecinos de la primera generacion
coinciden con los encontrados por Cheon v Cohen [12]. Sin embargo, los resultados
estadisticos de la tercera y cuarta generaciones nos indican que esta tendencia inicial se
pierde rapidamente, revirtiéndose y observandose una clara tendencia final a ser un
sistema tipo Poisson.

Las fluctuaciones de la MF¥) numerica en la tercera y la cuarta generacion
aparecen cuando se introducen los hoyos en las regiones. Los resultados experimentales
de Sridhar[9] en cavidades de microondas con condiciones de Dirichlet a la frontera y
en los hoyos, nos indican que fa M £) puede tener fluctuaciones. En este trabajo de tesis
se enconiraron también fluctuaciones en la N(E) pero ahora con condiciones a la

frontera y en los hovos de Neumann.
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La introduccion de hoyos ordenados hace que aparezca un gran nimero de orbitas
periodicas, de distintos periodos v cada vez mas pequefios conforme aumenta la
generacion dei fractal. Fn la primera generacion tenemos solo una familia de este tipo
de orbitas periddicas. La segunda gencracion presenta tres familias de orbitas cuyos
peniodos se van reduciendo. En la tercera generacion aparecen otras dos familias més, y

la cuarta generacidn tiene finalmente siete familias de orbitas periddicas. La siguientes

I-i‘—'.

figuras nos muestra esta situacion.

n |
E E B
QENERACION UNO GENERACION DOS

Figura 6.1: La primer generacion presenta una familia de orbitas periddicas, mientras
que la segunda generaci6n presenta tres familias de estas drbitas periddicas,

El hecho de que en estos grupos de drbitas €] valor absoluto del momento lineal
se conserve, asi como que el periodo de las érbitas sea cada vez mis pequefio nos hace
pensar que la tendencia a ser tipo Poisson es comecta. También pensamos que la
coincidencia de los resultados estadisticos con el comportamiente de sistemas
pseudo-integrables es correcta.
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GENERACION 3

Figura 6.2: Nuevas oOrbitas de fa tercera generacion. En esta generacion tenemos 5
familias de 6rbitas periodicas,

Figuras 3 En la cuarta generacion aparecen dos familias mas de 6rbitas periddicas que

junto con las que aparecen en las generaciones anteriores suman siete familias diferentes
para esta generacion,
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Capitulo 7

APENDICE

A continuacién mostramos el cdlculo de los pardmetros que intervienen en la

formula de Weyl dada por la siguiente expresion

Al PYE
< N(E) s AL g IVE
Y 4 4T

+K, (7.1}

donde, como s¢ indic6 antes, 4 es el area de la region, P el perimetro y X la constante
que trac informacion sobre la curvatura y topologia de la region.

El céalculo de los valores de K para las distintas regiones se muestra a
continuacién. La contribucién que hace cada esquina y cada cuadrado se ha calculado
de acuerdo a la siguiente expresion dada por Baltes[ 6]

12
day=2"2 1[5—5} (7.2)

2%ma  U\a =«
donde a representa el angulo interior de la esquina , con O<a <2m .
Asi, tenemos los siguientes resultados para los angulos correspondientes a las

distintas esquinas que nos aparecen en las cuatro regiones que estudiamos

4 5
Wea
¥4 1
e
3r 7
AR TS
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3k, -5
AERtvYy

Para un cuadrado completo {a curvatura es
4 T 1
ca,)=4c(=)=—. 7.3
?;( )=4c5) = (7.3)

La primera y segunda generacion del fractal no tienen hoyos interiores, por lo
tanto, fa contribucion al término de curvatura es sblo debido a la frontera exterior de las

regiones. El cilculo correspondiente nos produce los siguientes resultados

4 ¥ 3 i 5 1 7
KD =)+ 25 +c(5)y= = +—+—=.30555...., .
(N C(4) 6(2) 0(4) 32+8 %8 555 (7.4
F 4 ¥ 3 3z 3 5 4 21 15
KGD =Ty + 4Ty + 305y 430y = D A, 2L 15
(G2) = ey del )+ 3eC 43 )= 5 16 * 258 1aa :

La tercera y cuarta generacion tiene hoyos cuadrados interiores que contribuyen
al término K. El cilculo de la X correspondiente a la tercera region - esta regién tiene

seis hoyos - es

KGH = oDy + 8 Zy+ 725y + 9625y - & = _0.9861 .
(G3) C(4)+ (2)+ '?(4)‘r C(z) 2 861

La cuarta gencracion tiene 66 hoyos cuadrados. Por lo tanto, el valor de la X

correspondiente es

K(G4) = a:(%)+160(%)+15(:(%:£)+2h’.‘(37’r)~-§4E = -§15.7028 .

Por otro lado, es necesario indicar que el método numérico utilizado introduce un
error sistematico en el calculo de los eigenvatores correspondientes. El cilculo de dicho
error introducido por el método del elemento finito lo ha hecho Bdez y Méndez. La
expresion encontrada por Baez ef ai[8) para el polinomio P.,, que corrige dicho error es
el siguiente:

P o = A( 4.60055 - 13.75335%E - 10.44418 *£ 7 + 456011 *£* /2500, (7.7

donde A es el 4rea de las regiones.
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De esta forma, la expresion corregida de la formula de Weyl es

AE _PAE

< N(l}>= —
(f} 4

F—"+K+P
4

(7.8)

err

T

Finalmente, solo nos resta indicar que la eleccidn de las dimensiones de las

regiones se hizo de acuerdo al tamafio maximo de las matrices que podiamos

diagonalizar. Asi, para la primera generacion se utilizo una malla menos fina que en ¢l

caso de las demas regiones, situacion que no altera nuestros resultados.

Las siguientes graficas nos muestran como ha sido la eleccion de la dimension /.

de las distintas regiones, donde /. corresponde al tamafio de uno de los lados de la

regién cuadrada estudiada
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Figura 7.1 Dimension de la pnmera generacion

En la siguiente tabla se resumen los valores de los distintos pardmetros que

intervienen en la férmula de Weyl para ¢l calculo de la M £).

1: Regidn 1\ Ara- A | Perimetro=P - K

B — I — e ]

i Gl 1 . 3055555
‘ G I ?)L ! |
B O
I 81 3T e r
G3 Ti_ {;‘i)l} } (i+ !9 . 4J—j Y AI# -0.9861 ;
‘ 729 39 27 l
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96561 39 27 81
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Figura 7.2: Dimensidn de las regiones de las generaciones 2,3y 4.

Finalmente, mostramos las graficas de la ME)} de las cuatro gencraciones donde
comparamos los resultados numéricos, obtenidos por medio de la diagonalizacion de las
mairices que representan a cada una de las regiones de acuerdo al método del elemento
finito, con la curva tedrica obtenida con la formula de Weyl dada por 1a ecuacién 7.8.

En todas las grificas observamos un buen ajuste de ambas curvas de por o
menos 800 estados, aunque la tercera y cuarta generacion presentan algunas

oscilaciones que creemos sen debidas a la introduccion de los hoyos cuadrados.
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Figura 7.3: M(f) de la primera generacion
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——\Weyl= D79577(8192°E +1845.2548"SQRT{E}5. 81927 (4 B0055-13. 75335 E-10.€4418°E *E+ 45601 1°E ‘E"E Y2500
1000—=Curva numerica

:

800 |-

600 r

N(E)

400 |

200 L

0,0 02 04 08 0.8 1.0 12 14 18

:Figura 7.6: Resuitado de la comparacion de la ME) tedrica y numérica de la cuarta

generacion.
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