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INTRODUCCION

Durante finales de este siglo ha sido notable el desarrollo de los ldseres asi
como sus aplicaciones. Debido a la gran energia y baja entropia de una luz
laser, ésta puede concentrarse v producir perturbaciones tan grandes que
saca a nuestro estado de su aproximacién lineal manifestiandose fenémenos
no lineales. Por ejemplo dentro de la evolucidn de las comunicaciones en este
siglo hemos avanzado desde el telégrafo que funcionaba con frecuencias de
unos cuantos Hertz y energias cercanas a los Joules. hasta las comunicaciones
actuales con el uso de la fibra éptica, que funciona con frecuencias de cerca
de 10 y energias del orden de 1072 Joules. En algiin momento de esta
evolucién llegaremos al punto donde las frecuencias a las que se transmite la
informacién correspondan a una energia similar a la que se esté utilizando,
es decir. tendremos comunicaciones a base de unos cuantos fotones. De aqui
la necesidad de desarrollar una teoria cuantica de la luz.

Suelen tratarse los problemas cuanticos relacionados con la luz en la aproxi-
macién de unos cuantos modos. Dentro de estos problemas existen una gran
cantidad de interacciones de tipo no lineal que tienen la propiedad de poder
producir estados no cldsicos, Una de las interacciones no lineales mas simples
corresponde al caso de una no linealidad de Kerr sobre la cual se han publi-
cado una gran cantidad de trabajos (Ref.1-9). En estos trabajos se muestran
la produccién de fendmenos mmiy interesantes para los pulsos que se propa-
gan en este tipo de medios, como por ejemplo la existencia de “revivals”, la
produccién de estados comprimidos (squeezing) e incluso la generacién de
superposicion de estados cuasiclésicos (gato de Schrodinger).

Se ha logrado observar experimentalmente la produccién de estados com-
primidos obtenido mediante una interaccion no lineal de éste tipo {Ref.10),
mientras que no se ha logrado la observacidn de gatos. Se sabe que para la

observacién de gatos en una fibra, se requieren tiempos de interaccidn exce-



sivamente grandes. Se ha demostrado (Ref.11-12) que debido a los efectos de
disipacién en la fibra la observacién de gatos se vuelve bastante improbable.
Dentro de esta tesis se propone una definicién formal de modo efectivo, v
se analiza un mecanismo independiente de cualquier disipacién en la fibra,
que hace improbable la produccién de gatos por este modo. Este mecanismo
consiste en analizar el efecto que tendrian los modos adicionales gque no se
toman en cuenta dentro de la aproximacién por un solo modo sobre nue-
stro modo principal. Debido a la no linealidad de nuestro sistema, nuestro
hamiltoniano permite el intercambio de fotones entre los distintos modos, y
para conservar la validez de nuestra aproximacion con un solo modo necesi-
tamos que la mayor parte de nuestros fotones se encuentren contenidos en
éste modo. Este requisito nos lleva a la necesidad de considerar tan solo
tiempos de interaceidn cortos, tan cortos que no alcanzan para la produccién
de gatos.

Para el estudio de tiempos de interaccidén largos se describe a nuestro sistema
en términos de solitones cudnticos (Ref.13-14). Se ha mostrado (Ref.15) que
los solitones cudnticos son estables, que tienen una forma definida (Ref.16).
y que corresponden correctamente al caso clasico en el limite apropiado. La
expansién de un estado, en un medio con dispersidon cromaética pequena en
comparacion con los efectos no lineales. en términos de solitones cudnticos
requerird de muchos términos, lo que hara demasiado complicado cualquier
tipo de cédlculo. Este es también el caso para la dptica no lineal cldsica. Un
ejemplo de esto est4 contenido en el libro de Newell y Moloney (Ref.17) donde
se presenta la solucién analitica exacta a la ecuacién de Schrédinger no lineal
en términos de solitones cudnticos, mientras que se presenta un algoritmo
para calculos niimericos que no usan esta solucion “exacta”.

La organizacidn de la presente tesis consta de seis capitulos. El primer
capitulo es una introduccién a la teoria cudntica del oscilador arménico y
se introducen a los operadores del campo que tendran una gran utilidad

en los capitulos subsecuentes. La informacién contenida en estos capitulos
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se puede encontrar también en cualquier libro basico de Mecanica Cuantica
{Ref.18-19). En el capitulo dos se presentan los estados cuasiclasicos, que son
los estados cudnticos que corresponden a los cldsicos en el limite apropiado.
Una explicacion introductoria sobre los estados cuasiclasicos se encuentra
en algunos textos elementales (Ref.18-19), mientras que un estudio més pro-
fundo de estos estados se puede encontrar en libros especializados (Ref.20-21).
En el capitulo tres se presenta una manera de cuantizar al campo electro-
magnético, y se obtiene al final una expresién para el hamiltoniano efectivo
para el medio no lineal. Los mecanismos para la cuantizacién del campo
electromagnético se encuentran también en libros especializados (Ref.20-21).
El capitulo cuatro proporciona una definicién formal de modos efectivos,
y establece limites bajo los cuales es posible hacer cada aproximacion. El
capitulo cinco da ejemplos de modos efectivos y muestra los resultados que
se pueden obtener bajo la aproximacion de un solo modo, mismos resultados
que ya habian sido obtenidos por otras personas anteriormente (Ref.1-9). Fi-
nalmente el capitulo seis nos da un método experimental para la observaciéon
de estos estados no clasicos.




Capitulo 1. El oscilador armdnico

1.1 Imntroduccion

Este capitulo est4 dedicado al estudio de un problema de suma importancia
dentro de la Fisica: el oscilador arménico. La irnportancia del problema del
oscilador arménico radica en que una gran cantidad de sistemas son gob-
ernados {al menos de manera aproximada) por las ecuaciones del oscilador
arménico. El oscilador arménico est4 involucrado también en el estudio del
campo electromagnético, como es el caso de la presente tesis. Nosotros sabe-
mos que en una cavidad existen una gran cantidad de posibles ondas esta-
cionarias (modos normales de la cavidad) {18]. El campo electromagnético
puede expanderse en términos de estos modos. Se puede demostrar medi-
ante las ecuaciones de Maxwell que cada uno de los términos en esta ex-
pansién obedece una ecuacidn diferencial que es idéntica a la del oscilador
armdnico cuya frecuencia angular .« es aquella asociada al modo normal [20].
Por lo tanto, el campo electromagnético es formalmente equivalente a un
conjunto de osciladores arménicos independientes. Finalmente el oscilador
armdnico tiene importancia académica. va que es uno de los pocos problemas

-
de Mecadnica Cudntica cuya solucidn se conoce de manera exacta.

1.2 El Oscilador arménico en Mecanica Clasica

La ecuacidn que gobierna el movimiento de una particula en un potencial de
oscilador arménico es 5
T o ke=0 (102)
m—— r=0 . 2
de?

La solucién general a esta ecuacién es de la forma
x = Acos(wt—y) , (103)

donde A v ¢ se determinan a partir de condiciones iniciales. La particula
por lo tanto oscila alrededor del origen con amplitud A y frecuencia w.
El problema del oscilador arménico es un problema de potencial conservativo,
por lo que la energia es una constante en el tiempo, y su expresidn esta dada
por

1 1 5, 1

_ L2 2 _ i 2.2
E—‘)mp + s Omu.::l . (104)




Cormno mencionamos anteriormernte, una de las razones para estudiar el prob-
lema del oscilador arménico, es que sirve como aproximacién para cualquier
potencial alrededor de algiin punto estable. Vamos a suponer que zp es di-
cho punto estable, podemos por lo tanto hacer un desarrollo de Taylor del
potencial alrededor de este punto

Vizg)=a+blz—zo) +e(z—z0)® + ... , (105)
donde
a = V(w), (106)
dv
b = (—a—n-:—)mﬂo s (10/)
1 /d*V

Como el origen de nuestro potencial es arbitrario, nosotros podemos tomar
como el cero de nuestro potencial en V(zg), y debido a que x se trata de un
minimo, entonces b = 0. Podemos por lo tanto aproximar nuestro potencial

en una pequena vecindad alrededor de zy a segundo orden como
Viz) ~cl{zx—xp)* . (109)

Note que es exactamente el potencial para el oscilador armdnico.

1.3 El oscilador armodnico en Mecinica Cuantica

En Mecanica Cudntica, podemos sustituir las cantidades cldsicas = y p por
sus operadores cudnticos analogos = v p, que satisfacen la siguiente relacién
de conrauutacién

[z, p] = iR (110)

Como ejemplo podemos escribir a los operadores x y p en la representacién

de coordenadas de la siguiente manera

r = 2 (111)
h o

= 22 112

P > 5 (112)

Podemos obtener el hamiltoniano de nuestro sistema a partir de la energia
cldsica { 104 ) simplemente sustituyendo « y p por sus contrapartes cuinticas.

De tal manera, el hamiltoniano del oscilador armdnico queda cormo

H= ——l-—pz—l—lm«)z.z'z . (113)
2m 2




Debido a que tenemos un sistema conservativo, la energia del sistema (el
hamiltoniano) es una constante, por lo que la funcién de onda se puede

escribir como el producto de una parte temporal y una parte espacial
T(z,t) = U(z)T(¢), (114)

donde la parte temporal tiene la siguiente forma:

T(t) = T(0) exp(—-i:::t) (115)

Mientras que la parte espacial satisface una ecuacién de eigenvalores (valores
propios)

HY(z) = E¥(z) (116)
En principio podriamos intentar resolver la ecuacidn diferencial que repre-
senta la ecuacién de eigenvalores, de donde eventualmente obtendriamos la
solucién en términos de los polinomios de Hermite. Sin embargo vamos
a tratar de encontrar las eigenfunciones (funciones propias) mediante un
método un poco distinto, donde encontraremos a los operadores del campo

que nos permitirdn cuantizar al campo electromagnético.

1.4 Operadores de creacién y de aniquilacién

Tomando la expresion del hamiltonianoc del oscilador arménico (113), y suponiendo
que r vy p conmutan podemos factorizar al hamiltoniano de la siguiente man-

H= ( m;;wzm—zwr,inp) (\/nzkz:c—i-?.\/;l—;p) (117)

Sin embargo nosotros sabemos que x y p no conmitan, por lo que debemnos

€Ta

agregar a esta expresidén el conmutador de r y p de la siguiente forma

(\/:x_”/—‘)(-MI+Z\CEP)_1.£[IP], (118)

Definimos ahora el siguiente operador

a= -_z—ﬁ-:r-}—zﬁ/gmdhp (119)

Y por lo tanto su hermitiano conjugado estard dade por

N L D 9
VIR T IR Y (120)




Con estas nuevas definiciones podemos reescribir el hamiltoniano para el
oscilador arménico como

1
H = hw (a*a + 5) . (121)

Podemos calcular facilmente el conmutador de a y a' de la manera siguiente

o i : 1 TN } 1 _
[a,a] - Vﬁx-}-z omen Vor T W aman L T

= ;—ﬁ ([p.z] — [z.p]) =1 (122)

La parte importante de nuestro hamiltoniano es la que contiene a estos nuevos
operadores, ya que la solucidn a la parte constante es trivial. Vamos por lo
tanto a estudiar las propiedades de este producto particular de operadores al
que llamaremos N = a'a. Algunas de éstas son las siguientes:

(i) Los eigenvalores de N son todos positivos o cero

Considere un eigenvector (vector propio) \\Ili;> de .V, donde n representa su
eigenvalor y & distingue entre distintas eigenfunciones con el mismo eigenvalor
en el caso en que exista degeneracién. La norma al cuadrado de cualguier
funcion es siempre positiva o igual a cero, entonces

la |2 = (% lata] ¥5) = n (¥4 | 25) 2 0 (123)
Como la norma de cualquier funcidén es no negativa, entonces 2 > 0 .

(i1) a es un operador de descenso

Primero probaremos que ¢ llllé'> =0. Tomando la misma deduccién de arriba
observamos que cuando n = 0 la norma al cuadrado de a|\I’§> es igual
a cero. Esto sélo puede ocwrir si el vector mismo es igual a cero. Ahora
probamos que a i\lli;) tiene un eigenvalor igual a n—1 . Calculamos primero
el conmutador de a con NV.

[N.a] =o' [a.a] + [af. a:r a=-—a. (124)
Calculamos ahora el eigenvalor de a l‘I’ﬁ> :
Na|¥) = (aN —a) [Uh) = (n—1)a|Th) . (125)

Por lo tanto «a ‘@ﬁ) es un operador de descenso.

-~I




(iii) o' es un operador de ascenso

Calculamos primero el conmutador de at con V.
[N,af] = af [a.af] + [af,af]a =af . (126)
Calculamos ahora el eigenvalor de af \Ifﬁ)
Naf |#5) = (a'N + o) [25) = (n+1)al |E) . (127)
Por lo tanto af | %) es un operador de ascenso.

(iv) El espectro del operador N estd compuesto por enteros no
negativos.

Nosotros va demostramos anteriormente que los eigenvalores de NV deben
ser positivos. Supongamos que tenemos un cierto eigenvalor (m) de N no
entero. Mediante aplicaciones sucesivas de operadores de descenso, nosotros
podemos continuar obteniendo eigenfunciones con eigenvalores m—1, m—2,
m—3,... Lo que se observa es que esta secuencia no pasaria por el cero, ya que
m no es entero, v por lo tanto entraria a eigenvalores negativos, lo cual no

puede ser. Por lo tanto todos los eigenvalores de v son enteros no negativos.

(v) Todos los estados son no degenerados El problema que estamos
tratando corresponde a un problema unidimensional, por lo que no existe
degeneracién. Por lo tanto ningiin estado es degenerado y podemos omitir el

superindice k.

1.5 Estados foténicos

A continuacién vamos a introducir una nueva notacién para estos estados.
De la relacién de Planck nosotros sabemos que la energia de un fotén de
frecuencia w estd dada por E=hw.. Vamos a calcular el hamiltonjano sobre

la funcién |¥,), lo que obtenemos es
1
H W) = nfiw + hw [T . (128)

El segundo término de la energia corresponde a la energia de vacio que es una
consecuencia de la no conmutatividad de las variables z y p. mientras que el
primer término corresponde a la energia que tendrian n fotones de frecuencia
. Se puede entender por lo tanto al estado |0} como el estado con n fotones

8



(osciladores) en el campo, v por lo tanto lo denotaremos simplemente |n) (de-
nominados estados foténicos). Con esta nueva notacidn se puede comprender
un poco el nombre de operador de aniquilacién al operador de descenso, ya
que si el operador de aniquilacién actiia sobre un estado con n fotones, éste
aniquila un fotén y nos produce un estado con n—1 fotones; e igualmente si
hacemos actuamos con el operador de ascenso sobre un estado de n fotones,
éste nos crea un fotén y nos produce un estado con n+1 fotones. Con estas
ideas en la cabeza podemos generar el eigenestado del oscilador armdnico
con n fotones en el campo simplemente mediante aplicaciones sucesivas del
operador de creacién sobre el estado de vacio (estado con cero fotones), lo
unico que habria que cuidar es que cada uno de los estados que produzcamos
esté debidamente normalizado.

Ortonormalizacién y completez. Supongamos que tenemos el estado
base normalizado, entonces el primer estado estara dado por

1) =¢1a [0) . (129)

donde ¢; es simplemente una constante de normalizacién. Calculamos esta

constante del modo siguiente
1= (1]1) =(0|acjera’|0) = |es? {O(alal+1)[ 0} = ] . (130)

Entonces ¢; = 1 por alguna fase que tomaremos igual a cero.

Podemos hacer lo mismo para el estado con n fotones de la siguiente manera
[n) = caa’ jn—1) . (131)

Calculando la constante de modo andlogo a como lo hicimos para el primer

caso obtenemos

iy = lﬁat n—1Y . (132)
Repitiendo este cdlulo con n—1. n—2. ... . 1 obtenemos
1
n) = —=(af)™0) . 133
) = 7= (ah)" 0) (133)

Podemos reescribir la relacién (137) de la siguiente manera
al|n) = vVn+1lin+1) . (134)
Aplicando @ en ambos lados obtenemos
aat|ny = (ata+1) |n) = (n+1) |n) = Vn+lain+1) . (135)

9



Reescribiendo esta iiltima igualdad tenemos que
aln) = vnn-1) . (136)

Esta relacion, junto con la relacidn (139} seran muy importantes en los
calculos que se realizaran mas adelante, y nos dicen cémo actian nuestros
operadores del campo sobre estados foténicos. La ortonormalizacién de nue-
stros estados estd asegurada desde el momento en que observamos que cada
eigenfuncién corresponde a un eigenvalor distinto, es decir, desde que vimos
que no existia degeneracién. Podemos expresar esta relacién de ortonormal-
izacidén como

(n| m) =y - (137)

Hemos encontrado todas las eigenfunciones de la observable H, por lo tanto
este copjunto de soluciones debe formar una base, es decir, debe ser un
conjunto completo. La relacién de completez se escribe como

i\n) (n|=1. {138)

Vale la pena mencionar a esta altura algunos puntos. Primero, se puede
demostrar que la solucién encontrada para la funcién con n fotones (138),
coincide con la que se obtiene en términos de los polinomios de Hermite
verificando de esta manera la validez del método. Segundo, los estados |n)
no tienen un andlogo cldsico, su energfa es distinta de cero. ain cuando sus
valores esperados de posicién y momento son iguales a cero. Se puede cal-
cular también la incertidumbre en la posicién y en el momento, y se observa
que ésta crece linealmente con n. La analogia con el caso cldsico unicamente
se puede establecer mediante combinaciones lineales de estados fctdnicos,
estas combinaciones nos llevaran a la definicién de estados coherentes. Ter-
cero, nosotros mencionamos en la introduccidén gue podiamos tratar al campo
electromagnético como una coleccidn de osciladores independientes unos de
otros. Por lo que si despreciamos por un momento la energia de vacio, pode-
mos proponer que el hamiltoniano para el campo electromagnético en el caso

de una sola dimensién estara dado por
H= f_ dk a}: ay - (139}

en donde incluimos el hecho de que los osciladores sean independientes bajo

la condicién siguiente

[ak,a;,é = §(k—p) . (140)

10



Una de las condiciones que debe cumplir una nueva teoria que pretenda rep-
resentar la realidad mejor que cualquier otra, €s que debe al menos reproducir
los éxitos que haya tenido alguna teoria anterior. En el capitulo siguiente
estudiaremos los estados cudnticos que se reducen a sus andlogos clasicos en
los limites apropiados.
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Capitulo 2. Estados coherentes

2.1 Introduccién

En esta seccidén nos haremos la pregunta de si es posible construir un estado
cuantico que nos lleve a predicciones fisicas similares a las que esperariamos
en la teoria clasica, al menos para un oscilador macroscdpico. Dentro de este
estudio encontraremos unos estados mievos que entre otras cosas cuentan,
como veremos mas adelante, con una importancia particular ya que forman
parte de una familia mas grande de estados de minima incertidumbre,

2.2 Estados cuasiclasicos

Las ecuacidnes clasicas de movimiento para €l oscilador armdnico en una sola
dimensién son [18-12]

Sat) = o), (201)
El% p(t) = —mw®x(t). (202)

Para simplificar todos los cdlculos definimos un nuevo par de variables que

son simplemente proporcionales a las anteriores de la siguiente manera:

X(t) = %“—“ () . (203)

P(t) = [z plt) - (204)

De manera que las ecuaciones de movimiento se transforrman en

ad—tX(t) =w P(t). (205)
L p) = — x( (206)
dt L Fs -

Podemos encontrar cldsicamente la solucién de estas ecuaciones como

X(t) = —}-—(a exp{—iwt) + a” exp{iwt)} . (207)

V2

P(t) = ——(a exp(—iwt) — a” exp(iwt)) , (208)

S
| (]



donde

a= 7— (X (0} +iP(0)) . (209)

Con esta misma solucién podemos calcular la energia de nuestro sistema.
Dado qgue nuestro sistema es conservativo, podemos calcular la energia en
el instante inicial, que sera la misma que la energia para cualquier otro mo-

mento. De esta manera obtenemos que la energia es igual a
E =hwial® . (210)

Vamos a considerar ahora un estado |¥ (%)) y vamos ahora a calcular sobre
este estado la evolucidn temporal del operador de aniquilacién. Podemos
calcular esta evolucidn de la siguiente manera:

in s (@) = () = o o) (211)
Podemos resolver esta ecuacidn de manera trivial obteniendo
(a) (t) = (CL)i exp(—iwt) . (212)
t=20
Repitiendo este mismo procedimiento para el operador af obtenemos
(a") () = <af>\ exp(iwt) . (213)

Los operadores de creacién y aniquilacidén son combinaciones lineales de los
operadores de posicién v momento, por lo que podemos invertir las relaciones
(119-120) y poner a los operadores de posicién y momento en términos de
los operadores de creacién y aniquilacién

X = ——l\/_a(a +af) . (214)
P=—i-\}—§—(a——af). (215)

Calculando la evolucidn temporal del valor esperado de estos operadores en
términos de lo ya calculado para los operadores de creacién y aniquilacidén
obtenemos [o siguiente

(X) (t) = ((a)' xp(—iwt) + {al). exp(iwt)) (216)

L=

ﬁl

(Pr©) =~ (o)) epliat) = ()] solir) ()
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Esta relacion seria la misma que la calculada cldsicamente si el valor esperado
de a en el tiempo inicial cumple la condicidén

(a>lt=0 =a. (218)

Ahora calculamos el valor esperado del hamiltoniano de nuestro sistema y
obtenemos
1
(H) = ﬁw<a*a>i + shw . (219)
t=0 =

Si nuestro oscilador es un oscilador macroscépico, entonces podemos des-
preciar la energia de vacio, y por lo tanto la segunda condicidén que debe
cumplirse es

<afa>it=0 =laf® . (220)

Con estas dos condiciones podremos obtener el estado cudntico |¥(0)) corre-

spondiente a un oscilador clésico.

2.3 Eigenestados del operador de aniquilacién

Vamos a demostrar que los estados cuasicldsicos, cuyos valores esperados
definimos anteriormente, son eigenestados del operador de aniquilacién. Para

ésto definiremos un nuevo operador definido de la manera siguiente
=a—q. (221)

Calculemos la norma cuadrada del vector formado por este nuevo operador

actuando sobre un estado cuasicldsico

1612 (01> = (L(0) |a'a| T(0))—a (T(0) |af| ¥(0))—a* (¥ (0} |a| L(0))+a"a .

Aplicando las reaciones (218,220) de la seccién anterior obtenemos
151 O = jai* — laf* —ja* +1al* =0 . (223)

Como la norma del vector es cero la tinica opcidn es que el vector mismo sea
cero. Reescribiendo ésto v recordando la definicidn del operador b obtenemos

que

a|¥(0)) = a|¥(0)) . (224)
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Por lo tanto el estado cuasicldsico es eigenestado del operador de aniquilacidn,
v tiene un eigenvalor igual a a. Vamos a proponer una nueva notacién para
este tipo de estados y los vamos a denotar como |a) donde a representa al
eigenvalor correspondiente a este eigenvector.

2.4 Expansion de estados coherentes en estados foténicos

Debido a la propiedad de completez de los estados fotdnicos podemos ex-
pandir cualquier otro estado en términos de ellos. En particular es posible
hacer ésto para un estado cuasiclasico. Vamos a representar a un estado
coherente arbitrario como combinacidon lineal de estados en fotdnico de la
siguiente manera

la) =3 cnln) (225)

Aplicaremos a ambos lados el operador de aniquilacidn. Por lo visto ante-
riormente el estado cuasicldsico es eigenestado del operador de aniquilacién,
por lo que tendremos

ala) =ala) = Zn:cnaln) = cav/nin-1) . (226)

Podemos cambiar el indice de la suma del lado izquierdo por m=n—-1y
expander el lado izquierdo

S emalm) = 3 cmin Vi1 m) (227)

Igualando los coeficientes obtenemos una relacion de recurrencia para nue-

stros coeficientes
(8]

c =
n+1 ;—-n+ 1

Iterando esta relacién de recurrencia podemos expresar a todos los coefi-

Cn - (228)

cientes en términos de co de la siguiente manera

(229)

Lo tinico que falta para poder determinar todos los coeficientes es determinar
el coeficiente inicial. Este coeficiente nos proporciona la normalizacién de
nuestro estado cuasicldsico, v lo calcularemos de la siguiente manera

2n
= (ala) = Tl = P 3 2 = P exp(a) . (230)
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Por lo tanto la expansion completa de nuestros estados cuasiclasicos en
términos de estados fotdénicos queda como

lay = exp(—laf*/2) 3 (231)

aﬂ

\72)
vn!
Debido a la presencia de o misma en la expansién en términos de estados
fotdnicos, podemos estar seguros que cualquier estado cuasicldsico estard

univocamente definido mediante su eigenvalor.

2.5 Estados cuasiclisicos como estados de minima incertidumbre

Vamos a calcular a continuacién los valores esperados de los operadores de
posicidn y momento as{ como sus incertidumbres en un estado cuasicldasico.
Como hicimos anteriormente podemos poner estos operadores en términos

de los operadores de creacidon y aniquilacién cuya accidn ya conocemos sobre

2R
(a|za) = 1[m Re{a) , (232)

un estado cuasiclasico

(alpla) = V2mhw Im(a) , (233)
{a ‘3;2‘ Q) = in [(a+a*)2 + 1] : (234)
(al]a) = T2 (1~ (a—a")?] | (235)

Con estos nimeros, nosotros podemos calcular la incertidumbre en la posicién
y el momento. Como estamos tratando de operadores hermitianos la incer-

tidumbre esti dada por

(82)° = (2%) = (@) = 5, (236)
mhw
N

El producto de estas dos incertidumbres es independiente de a, y por lo tanto

(Ap)* = (237)
es el mismo para cualquier estado cuasiclasico de que se trate, y estd dado
por
)
Ar Ap = 3 {238}
Este es el valor minimo que permite el principio de incertidumbre, es por ésto

que los estados cuasiclasicos son estados de minima incertidumbre. Estos es-
tados ademads conservan su forma al estar en un potencial arménico simple, es
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por esto que también se les denomina estados coherentes. De las relaciones de
incertidumbre en la posicién y momento podemos observar que tienen valores
fijos ambas. Si nosotros en vez de calcular 1a incertidumbre para estos oper-
adores, la hubieramos calculado para los operadores transformados (203,204)
lo que hubieramos encontrado es que la incertidumbre de los dos operadores
transformados seria la misma y serfa igual a % Podriamos pensar que por lo
tanto los estados coherentes no son los tinicos estados de minima incertidum-
bre. Este es en realidad el caso, los estados coherentes son un caso particular
de un grupo mas general de estados de minima incertidumbre llamados es-
tados comprimidos (squeezed states en ingles), con la propiedad de teper la
misma incertidurmbre en ambas componentes. Se les llama componentes a las
partes hermitianas — componente en fase — y antihermitianas — compo-
nente en cuadratura — del operador de aniquilacién, que para nuestro caso
corresponden simplemente a nuestros operadores transformados de posicidn
v momento (203,204).

2.6 Operador de desplazamiento

Definiremos a continuacién un nuevo operador que llamaremos de desplaza-
rmiento. v comprobaremos gue la aceidn del operador de desplazamiento sobre
un estado vacio (sin ningin fotén) nos puede producir un estado coherente.

La definicién del operador de desplazamiento es la siguiente
D{a) = explaa’ — a"a) . (239)
Este es un operador unitario ya que
D(a)D'(a) = D'(a) D(a) =1 . (240)

Haremos actuar ahora el operador de desplazamiento sobre un estado vacio,
pero antes estableceremos una importante relacién entre los conmutadores.
Esta relacién es la llamada relacidn de Baker-Hausdorff y lo que dice es lo
siguiente

exp(A) exp(B) = exp(A + B + L B) , (241)

donde A v B representan dos operadores que cumplen con la condicién de
que el conmutador de A con B conmuta tanto con A como con B. Para
nuestro caso del operador de desplazamiento nuestros operadores A y B

son proporcionales a los operadores de creacién y aniquilacién, y como su
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conmutador es igual a uno, esto conmuta con cualquier cosa. Por lo tanto
podemos reescribir a nuestro operador de desplazamiento de una manera un
tanto distinta como

D (a) = exp(~|af’/2) exp(aal) exp(—aa) . (242)
Calculamos ahora si su accién sobre un estado de vacio. El primer operador
que actia sobre el vacio es una exponencial de un operador de aniquilacién.
Podemos expandir esta exponencial como suma de potencias del operador de
aniquilacién. Debido a que la accién de un operador de aniquilacién sobre
un estado de vacio nos da cero, el 1inico término de esta suma que va a
sobrevivir es el primero que no contiene ningin operador de aniquilacién.
Este término es igual a uno, por esto, la accién de la primera exponencial
sobre un estado de vacio nos deja al estado totalmente igual. Escribiendo lo
que queda tenemos

o (aat)”
D(a)[0) = exp (—\aﬁ/z)exp(aa’f)ao>=exp(—|al2/2)go( n!) 0) =

= exp(—laf’/2) ZO —;—% In) (243)

donde para la tdltima expresién se utilizé la relacién (138). Podemos ver
que esta ltima relacidn corresponde totalmente a la expansién de un estado
coherente en términos de estados en fotdnico (231), por lo tanto la accién del
operador de desplazamiento sobre un estado de vacfo nos genera un estado
coherente.

Para poder explicar el nombre de operador de desplazamiento. es necesario
hacer algunos cuantos calculos més. Primero, se puede demostrar por in-

duccién la siguiente relacién de conmutacion

la, ()" =n(aly" . (244)

1

Es decir el conmutador funciona como una especie de derivada. Calcularemos

ahora otro nuevo operador

e {aat)"
Di(a)aD(a) = D'(a)a Z -(__r-;'l— exp(-—]a|2/2) exp{—a“a) . (245)

n={
Utilizando la relacién de conmutacién (244) podemos pasar al operador de

aniquilacién del lado derecho
Di(a)aD(a) = D' (a) ;: %? ((a*)n a+n (a“)n_l) exp(—|al¥/2) exp(—a*a)
= Do) D(a) (a+a)=a+ . (246)
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Por lo tanto el operador D{a) desplaza al operador de aniquilacién en o, es
por ésto que se llama de desplazamiento. Se puede demostrar una relacién

andaloga para el operador de creacién y se obtiene

D' (a) af D(a) =af + o (247)

Este conjunto de ecuaciones nos dan las herramientas para conmutar a los

operadores del campo con el operador de desplazamiento.

2.7 Relaciones de ortonormalidad y completez

Para finalizar el estudio de los estados coherentes vamos a calcular el producto

punto de dos estados coherentes con parametros a y 3.
= —= (la* + |3 248
(@18 =exp(~3 (ol "))Léf\/’”‘@ (248)

Por la ortogonalidad de los estados fotdnicos esta doble suma se convierte en
una sola suma:

(| By = exp(__% (ia|2+ 1}312)) i;o (Qﬁ*)m _

ml

1
- exp(—§ (jaff - 203" + |ﬁ]2)) . (249)
La norma al cuadrado de este producto punto esta dado por
(e | B = exp(—ja—3P") . (250)

Este resultado muestra que aunque los estados coherentes no son ortogonales
entre si, dos estados coherentes |a) y |3) se vuelven aproximadamente ortog-
onales en el limite |@— 3| > 1. Los estados coherentes forman un continuo
de estados bidimensional (parte real y compleja}. por lo que esperamos que
sean de hecho sobrecompletos. Vamos a considerar la siguiente integral:

> [ajay(ol = Z'”’“””' [T arep(=r) it [Tep(itm~n)g)as

(251)
La integral angular vale 2:4,., . por lo que nuestra integral queda
1 = |ny{n| ;= n
L [ @tajayal = 35 [ dpprep(—p) (259)
" n___o .
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Esta udltima integral vale n!, y nuestra integral inicial queda como
1
;/d2a|a)<a|=2|n){nl=l. (253)

Por lo que nuestra relacion de (sobre)completez queda demostrada.
Para concluir ynicamente escribiremos las definiciones equivalentes que se
pueden dar de los estados coherentes. Los estados coherentes son:

a) Los estados cudnticos correspondientes a los estados cldsicos en el limite
de los grandes niimeros.

b) Estados propios del operador de aniquilacién.

c) Estados de minima incertidumbre con igual incertidumbre en ambas com-
ponentes.

d) Estados generados por la accidn del operador de desplazamiento sobre el
estado de vacio.

Los estados coherentes son los estados mds cldsicos posibles dentro de los es-
tados cuanticos. Debido a su propiedad de alta coherencia, son estos estados

los utilizados para representar la luz producida por una fuente laser,



Capitulo 3.
Cuantizacién para el medio no lineal

3.1 Introduccién

El objetivo de esta parte es encontrar una expresién para el hamiltoniano
para un medio con nolinearidad de Kerr, en términos de los operadores del
campo. La cuantizacidén de cualquier campo siguiendo las ideas que vamos a
desarrollar a continuacién recibe el nombre de segunda cuantizacién.

3.2 DMedio lineal

Vamos a buscar inicialmente la cuantizacidn para el caso mds sencillo que
podamos encontrar, esto es, para el medio lineal. De la electrodindmica
clasica, nosotros sabemos que el campo eléctrico debe satisfacer una ecuacién

de onda de la siguiente manera

1 & 1
gét—ZE-—Esz——-O, (302)
donde p corresponde a la permeabilidad magnética del medio y € a la permi-
tividad eléctrica. Nuestro interés va a estar centrado en el estudio de un haz
de luz {cuasimonocromético) que se propaga a lo largo de un medio no lineal
(por ejemplo de una fibra éptica). por lo que podemos considerar a nuestro
campo eléctrico como una superposicién de ondas planas con cierta estruc-
tura transversal. Si suponernos que nuestro haz se propaga en la direccién z,
el campo eléctrico para una sola frecuencia estaria dado por

E, = j‘/fk(l’.y) exp(zk:) Ck(t) s (303)

donde W cuenta por la estructura transversal. es decir, es funcién de r y de

Y. ¥ ¢, cuenta por la dependencia temporal, de tal manera que estara dado
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por
ce(t) = ci(0) exp(—iwst) (304)

El campo eléctrico completo (al menos su magnitud}, estara formado por la
integral de expresiones de la forma (303) para todas las frecuencias, esto es

E= f dk M exp(ikz) cx + c.c. | (305)

donde c.c. quiere decir complejo conjugado. De las ecuaciones de Maxwell
podemos obtener ficilmente el campo de intensidad magnética (H) tomando
la relacién

VxH= E%E. (306)
Tenemos que el campo de intensidad magnética esta dado por
H= f dk Ny exp(ikz) cx + c.c. | (307)
donde
N, = '%M" (308)

Como estamos en el medic lineal, las siguientes dos relaciones se cumplen
D=¢E, B=upH . (309)

Por lo tanto, podemos expresar a D y a B de manera similar que con E y
H. Vamos ahora a calcular la energia de nuestro campo electromagnético.
La energia del campo electromagnético estd dado por

_ Ll
H = Sﬂfd z(ED + BH) . (310)

Calculamos el primer término de nuestra integral



/d”x (ED) = fd% dkdpe M M, x
x (exp(ikz) ¢ + exp(—ikz) ci) (€™ cp + € P ¢ ) =
f 4% dk dpe M, M, x
X (e“"*“’)“"'ckcp + e el + e PR er e“"(p““")‘c;c}';) )

(311)

Como las exponenciales son los tinicos términos en nuestro integrando que
dependen de z podemos realizar estas integrales inmediatamente observando
primero que los términos que contengan un exponente de la forma k+p
oscilaran demasiado rapido como para dar alguna contribucién importante a
nuestro hamiltoniano, ya que estos términos promediardn aproximadamente
cero. Para calcular estas integrales sélo debemos recordar la expresidn de
la delta de Dirac en la representacién de la transformada de Fourier, esta
expresion es

[ dx explikz) = 276(k) . (312)

Sustituyendo esta integral, y considerando la aproximacién mencionada ar-
riba obtenemos lo siguiente

f 43z (ED) = dme / dedy dk M ¢ ¢y . (313)

Los coeficientes temporales no dependen de las coordenadas transversales,
y podemos suponer también que los coeficientes transversales no dependen
fuertemente de la frecuencia, lo que nos va a simplificar un poco mas la
expresidn para nuestra energia. La integral de la energia magnética es muy
similar, solamente cambian nuestros coeficientes. por lo que la expresién com-

pleta para la energia es

H= f Ak i ey (314)
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donde

_ _L 2 Ewin
mk—(sﬂfda:dyMk (E-i-W ) . (315)

Esta expresién para la energia, la compararemos con la expresién para la
energia en el caso cudntico. Por lo tanto tomaremos como postulado que esta
energia obtenida clasicamente sera igual a la energia calculada cudnticamente

que es

H = { dkhAwialax , (316
k

de donde se obtiene directamente la siguiente identificacién

e = /% g (317)
my

Esta es la identificacion que buscdbamos, ya que con ayuda de esta identifi-
cacion podremos expresar a nuestro campo eléctrico, y por lo tanto también
todos los demds, en términos de nuestros operadores del campo. Sustituyendo
esta nueva identificacién en la expresidn para nuestro campo eléctrico (305)
obtenemos lo siguiente

E= f dk Ly, (exp(ikz) ax + exp(—ikz)al) (318)
donde /__
my

De la expresion del campo eléctrico observamos que ésto se parece a una
transformada de Fourier. En la aproximacién cuasimonocromatica nuestros
coeficientes L, no dependen fuertemente de k. por lo que pueden salir de
nuestra integral. Si definimos un nuevo tipo de operadores como la transfor-

mada de Fourier de nuestros operadores del campo de la siguiente manera

1 :
a(z) = er /dk exp(tkz) ay. (320)
Tenemos que nuestro campeo eléctrico adquiere la forma siguiente
E=V27 L (a(:) + af(z)) (321)
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Esta expresién nos permitira proponer de manera simple una expresién para
nuestro hamiltoniano en el caso de un medio no lineal. Podemos entender
al operador a (z) como un operador de aniquilacién de fotones en el punto z
de nuestro medio, a diferencia del operador anterior que nos aniquilaba un
fotdn pero de cierta frecuencia. E serd por lo tanto el operador del campo
en el punto (z,y, z).

3.3 Medio no lineal

Vamos ahora a considerar el caso de un medio no lineal homogéneo e isotrépico.
El caso mas sencillo de un medio que cumpla con estas caracteristicas es un

medio con no linealidad cibica. En este caso la polarizacién estard dada por
P=xVE4+x®EPE (322)

Con esta polarizacién podemos calcular el producto del campo eléctrico por
el campo de desplazamiento que aparece en la energia electromagnética del

modo siguiente

ED=E(oE+P)=E ((co+x")E+x?|EPE) =€E* + x¥ |[E E? .

(323)
El primer término cuenta por la energia lineal que nosotros ya calculamos,
mientras que la segunda parte incluye la contribucidn no lineal de nuestro
medio, vy podemos observar que es proporcional a la cuarta povencia de
nuestro campo eléctrico. Utilizaremos ahora esta nuestra expresion para
el campo eléctrico que recién obtuvimos (321). para calcular cudnto vale esta
contribucién no lineal a la energia de nuestro medio
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fd:":rl:'}"l = dr? (]d:cdyLz) /dz (a(z) +af(z))4 =

= 4n° (]dmdyLz) x
x fdz (a(z)4 + 4a'(2)a(z)® + 6al(2)%a(z)? +
+4af(2)%a(z) + aT(Z)4) . (324)

De los cinco términos anteriores que estdn incluidos en la integral, sélo el
tercero da una contribucién importante, ya que es el término resonante, los
demas términos debido a que contienen en grados desiguales a los operadores
de creacién y aniquilacién, serin términos que oscilarén demasiado répido,
por lo que no dardn ninguna contribucién importante a nuestra energia. Con
esta aproximacién resonante, nuestro hamiltoniano para el medio no lineal

puede quedar expresado de la siguiente manera
M =Ho + Ha = fdk B al ax + Sfdz o (=)2a(z)?,  (325)
donde
S = 24n? ( / dedy Lz) . (326)
En esta 1ltima ecuacién tenemos tanto operadores de creacién de una de-
terminada frecuencia como operadores de creacién en un punto determinado

de la fibra. En la siguiente seccién vamos a transformar este hamiltoniano a

una representacion mas adecuada.

3.4 Transformacién a la representacion de interaccién

Vamos a suponer por un momento que estamos trabajando con una luz cuasi-
monocromética. Podemos aproximar nuestra frecuencia en el hamiltoniano
mediante un desarrollo de Tavlor hasta segundo orden alrededor de nuestra

frecuencia central. De esta manera nuestro hamiltoniano lineal queda como

Ho = Wo + Wi, (327)
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donde
We = h f dk (wp + why(k — ko)) abax , (328)
W = h j dk 2 (k — ko)ala - (329)

Procedemos ahora a ponernos en la representacidn de interaccién, esto es,
suponemos que la solucién es de la forma

T = exp(—%Wot) o (330)
Con esta sustitucion la ecuacién de Schrédinger queda de la forma
iﬁ—qcp =Vy, (331)
ot
donde . _
T = exp(%Wot) W; exp(—%Wgt) =W;. (332)

Ya que W; y Wp conmutan. Para lograr ponernos en la representacién de
interaccién debemos estudiar primero c¢émo se transforman nuestros oper-
adores en nuestro nuevo sistema de referencia. Si a representa a nuestros

operadores en la representacién de interaccion, entonces éstos son iguales a
- 1o, 1
Bppy = exp(gwot) o exp(—-gW'ot) . (333)

Para efectuar este calculo primero debemos saber cudl es el conmutador de

a con .
o, Wo = aph [ Ak (w + o' (k — ko)) alax =
) f dk (w (k- kg)) (aLaP + 8k - p)) oy =
= (Worhlwro/lp—ro) e (334)
Podemos repetir este mismo cédlculo n veces para obtener

a, Wy = (Wo +h (w (- po)))n a (335)
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Con esto podemos calcular nuestro operador transformado

By = exp(—:;T«VUt) s (;2” (Wo +h(w w'(p—po)))n@p =

"

exp(—it (w + w'(p—p0o))) ap (336)

Hacemos finalmente un cambio de variable v = k — kp, con lo que nuestra

transformaciéon queda como
Gy, = exp(—it (w + W'V)) aryps (337)

Ahora nuestro hamiltoniano lineal de interaccién queda como
wh
ve=n[a 2 2d 3, (338)

Si cambiamos a la representacion para la parte lineal, entonces debemos
hacerlo también para la parte no lineal. El problema es que en la parte no
lineal tenemos un tipo de operadores distintos a los operadores de la parte
lineal. Debemos encontrar cudl es la transformada de Fourier de nuestros
muevos operadores, y traducirlo a la transformada de Fourier de los viejos
operadores.

1
a(zy = % [dv exp(ivz)a, = ﬁ fdvexp (tvz — it{w + W'v)) Grouw =
1

Var oF
= exp(tko(W't — 2) —iwt) a(z — &'t) (339)

(iko(w't — 2) — dust) fdk: explik(z — o)) af =

Entonces la relacién de las transformadas difiere simplemente por una fase
a(z) = a(z + 't} explikoz — iwt) (340)

Por lo que su combinacidén en el hamiltoniano no lineal queda igual que en

la representacién anterior (325) tan solo cambiando la notacién de nuestros
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operadores. Nuestro hamiltoniano ain no estd como quisieramos, ya que
la parte lineal del hamiltoniano tiene un tipo de operadores y la no lineal
otro. Vamos a modificar la parte lineal para colocarlo todo en términos del
mismo tipo de operadores. La expresién de nuestros operadores en términos
de sus transformadas de Fourier esta dado simplemente por la transformada
de Fourier inversa

& = 51; [ dz expl—ivzyatz) (341)

Sustituyendo ésto en la expresion para la parte lineal de nuestro hamiltoniano

de interaccién obtenemos lo siguiente
woh . Sty =
V = - fdy dsdz1” exp(iv(s — z))al(s) d(z) =
h (5]
= %ﬂ_— fdydsdz ' (s)a(z) (,%-5; exp(iv{s—z)) (342}
Integramos por partes esta ltima ecuacién, de donde obtenemos lo siguiente

¥
woh

V= o /dudsdz (—6%&7(5)) (%&(z)) exp(iv(s—z)) (343)

De esta Ultima expresion podemos integrar directamente con respecto de v
recordando la expresidn (312) y obtenemos

V = wgﬁ /d: (%EM:)) (%EL(Z)) (344)

El resultado final de todo este proceso es el resultado buscado que corre-

sponde a la expresién para el hamiltoniano para el medio no lineal que queda
expresado de la siguiente manera

H= hgfdz (—s—z&f(z)) (g;&(z)) + ﬁn[ds al (z)2 a(z)?, (345)

donde
(=uph/2 , n=5/h. (346)
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Como éste es el hamiltoniano con el que estaremos trabajando de ahora en
adelante, con objeto de simplificar la notacidn, eliminaremos en lo sucesivo
el circunflejo de operador transformado y denotaremos a nuestros operadores
del campo simplemente como a. Se puede calcular la evolucién de nuestro
operador de aniquilacién mediante la ecuacién de Heisenberg y €l hamilto-
niano que recién acabamos de calcular. Este cdlculo nos genera la siguiente
ecuacién 5 J

i aa(z) = ?Ez_za(z) +2n&'(z)alz)?, (347)

esta ecuacidn tiene la forma usual de la ecuacién de Schrodinger no lineal,
por lo que los resultados que obtengamos con nuestro hamiltoniano del medio
no lineal {345) reflejardn de manera adecuada las propiedades de un medio
con no linealidad cubica.
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Capitulo 4. Modos efectivos

4.1 Introduccion

El objetivo de esta seccidn es dar una definicién formal de osciladores efectivos
para poder escribir el hamiltoniano para el medio no lineal {345) mediante la
aproximacién de un solo modo, y poder dar los limites en los cuales es valida
esta aproximacion.

4.2 Operadores efectivos

Para empezar daremos una definicidn de operadores efectivos de aniquilacidn

de la siguiente manera

O = / dz fl2) af2) (401)

donde las funciones {fn} forman un conjunto ortonormal completo de fun-

clones, esto es

/ Az =) ful2) = ban (102)
i Fuls)® Falz) = 8(5—2) (403)
n=_0

De tal manera que la relacién inversa a (401) queda como
a(z) = an(z) Qn - (404)

Esta expresién de nuestros operadores en términos de operadores efectivos la
podemos sustituir en nuestro hamiltoniano para €l medio no lineal (3.15) de

donde obtenemos lo siguiente

H = FLZLmn ain a, + i Z Nj.l.m.n CL; G.I Am Qn (405)

glm.n
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donde

Lon = 5 [as (Zintr) (2h0) . (09

Njtmn = 1 f dz f;(2)" fi(2)* fm(2) ful2) s (407)

Esta expresién de nuestro hamiltoniano como una suma de modos efectivos
nos saca del continuo, y nos permite realizar aproximaciones a la misma uti-
lizando un nimero finito de modos. Podemos por ejemplo utilizar la aprox-
imacién mediante un solo modo, que corresponderia al modo principal de
nuestra fibra, es decir, este modo debe describir la forma inicial de nuestro
pulso. Si por ejemplo nuestro pulso inicialmente se encuentra en un estado
coherente, podemos expresar al estado inicial en términos de nuestro modo
principal de la siguiente manera

T(0) = exp(aa) ~ a”ap) |0) (408)

Si queremos que nuestra aproximacién mediante un solo modo sea valida, re-
querimos entonces estimar el mimero de fotones que abandonan nuestro modo
principal y se escapan a otros modos, va que si esta cantidad es grande, en-
tonces necesitaremos de una mayor cantidad de modos para poder representar
correctarnente el estado de nuestro sisterna. Para estos fines reescribiremos
todos los términos de nuestro hamiltoniano en orden de importancia de la
siguiente manera

H=Hg+ Hy+Hz+ Hz+ H; (409)

Donde en Hyp colocaremos todos los términos del hamiltoniane que no inter-
carbian fotones entre los modos, en H; a todos los términos que contengan
operadores de modos distintos al modo principal pero sélo en grado uno, en
Ha los que contengan operadores de otros medos en grado dos, etc. Estos

hamiltonianos quedan de la siguiente manera

K
Ho = h Z (Lmaian + .\f'mmaftafzanan) + 44 Z 1"«’,13;“_151ir aTanaj (410)
n=0

n=y
n<j
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K
> ( n0al,a0 + 2Nngoaf,abaoao + H.c.) (411)

n=

=
Il
ot
LN

K
He = A Z ( ﬂJa: a; + Nn:,goa aoao +N00n_,-a;§aganaj + -anD;,—oaLa%ajag) +

3
&

+h Z (Nanpoofafeono + He.) (412)

n==1

donde H.c. significa hermitiano conjugado. En lo que sigue vamos a despre-
ciar H3 y Hy ya que debido a que la mayor parte de los fotones se encuentran
en el modo principal, hay una muy pequena cantidad de fotones en otros mo-
dos, ésto provoca que estos dos hamiltonianos tengan una contribucién muy
pequena para nuestro hamiltoniano total.

Vamos a resolver primero la parte de Hp que por no intercambiar fotones
entre los modos tiene una solucién exacta. Si tomamos la generalizacién de
los estados fotdnicos para el caso de muchos modos, podemos representar un
estado del sistema como }D donde [ = {lo,ly. ..., Ix} es el vector de nilmero
de fotones en cada uno de los osciladores efectivos, de este modo podemos
calcular la accién de nuestro hamiltoniano Hy sobre nuestro estado de la

siguiente manera

Ho IE) = h i (L,maflan 'l_> + Nnnnnalaianan 'f)) + dh Z .\fnjnjaila;aﬂaj lf>
n<j

I

(h Z Nasnl(In=1)) + 45 3" Noguslals) |1} - (413)

n<j

Por lo tanto ‘f} es un eigenestado de Hy y entonces podemos escribir la
solucion de la siguiente manera

B)(t) = ®(0) exp (—it (f (Lo + Npmnnla(ln—1)) + 1 S Nojnslal, ) )
n=_0 n<j
(114)
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Conociendo esta solucién podemos proponer una solucién para el hamiltoni-
ano total como

T(t) = Z CHt)D{t) )z‘} . (415)
[}

Esto equivale a montarnos en la representacion de interaccion, y la expresion
para nuestros coeficientes Ci{t) estd dada por la ecuacién de Schrodinger de
la siguiente manera

Y (%C’,—(t)) Syt [ = 3 CHE)BHE) (Hy + Ha) |1} (416)
i r

Conviene a estas alturas utilizar la teoria de perturbaciones para darnos una
idea de cuél seria el comportamiento de nuestro estado {415) bajo la accién
de nuestro hamiltoniano.

4.3 Solucién perturbativa

En esta seccidén vamos a aplicar la teorfa de perturbaciones para poder dar
una estimacion de la validez de la aproximacidn de nuestro hamiltoniano para
el medio no lineal mediante un solo modo. Expandimos nuestros coeficientes
de la manera siguiente

C(t) =C® + CV@E) + B () + ... (417)

Aplicando teoria de perturbaciones y utilizando la expresién para nuestros
coeficientes C{t) obtenemos la expresién para C1(t) de la siguiente manera

ihy (%cg.”(f)) by(t) 1) = Zc}“’q:l{t) (Hy + H2) ) (118)

Para calcular la accién de nuestro hamiltoniano sobre nuestro estado, simple-
mente debemos recordar la accién de nuestros operadores del campo sobre
los estados en fotdnico (139,141} y observar que como nuestro estado sélo
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contiene inicialmente fotones en el modo principal, cualquier operador de
aniquilacién de algin otro modo que aparezca actuando sobre nuestro es-
tado nos dara un cero por resultado. Este célculo queda por lo tanto de la
siguiente manera

K
(H1 + Ha) ’5-> = hy, (LnO\/E;-f- 2Nnmo(lu—1)\/g> ilb—1,1.) +
n=1
K
+1>" Najooy/lollo—1) [lo—2,1n,15) +

nwkj
K

+7S" Nango/2h(lo—1) 1lo—2,24) , (419)
n=1

donde [y se refiere al estado fotdnico en el modo principal y |lp—1, 1,,) repre-
senta un estado con lp—1 fotones en el estado fotdnico del modo principal y
un fotdn en el modo mimero n. Todos los demas modos tienen cero fotones.
Efectuamos un cambio de variable en la suma sobre ly de la ecuacidn de
Schrodinger para poder comparar los coeficientes de ambos lados (los limites
de la suma quedan iguales ya que los términos extras son iguales a cero),
de tal manera que nos queda la expresién para nuestros coeficientes de la

siguiente forma
. d
th (acy)(t)) (I’t'{t) \f> =
I

K
=S¢ (BB (an fla+1 + 2N 000l0v/lo+ 1) o, 1) +
r

n=}

K
+ 3O 5 Ruuas (D Najooy/(lo+2)(lo+1) llo: L. 1) +
i

nFEf
K
-+ Z q(c)oiz.ﬁ(l)lo+2_5‘(t)ﬁ ZI NnnDDﬂ 2(£0+2) (lo+ 1) “Q, 2,1,> . (—120)
l n=

donde 0 es una secuencia de ceros repetidos X veces; e] subindice 1; significa

que un fotén aparece en el modo j, 2, significa que dos fotones aparecen
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en el modo j, etc., todos los demds modos (excepto en el modo principal)
no contienen ningin fotén. Igualando coeficientes sobre estados fotdnicos

iguales, obtenemos las siguientes tres ecuaciones:

8 P
5 Clota(t) = zg‘;*f"—(i)w) (an/zoﬂ + 2Nnooola\/lo+1 )cg’;”, :
0 . ®i2(t) (©)
550%,1,,,1‘,. (t) = —%mNnjno\/lo(lo—l) Cy i
a 5(t)
l(ul)z,,(t) = —'—*@lﬁ;: O(t) Nonooy/200(lo—1) 01(3_20 (421)

Todos los coeficientes que no sean los aqui mencionados son constantes que
son iguales a su valor inicial, que es cero. De estas ecuaciones lo 1inico que
depende del tiempo son las (). Vamos a calcular los cocientes de estas

funciones que se encuentran involucrados en estas ecuaciones, y son

__CI)IO"'____._LG(t) = p—tt{Zoo—Lnn+2sNoao0 —HoNonon) 9
e , {422)
‘pio.ln (t)
(pln-i-?_-ﬁ(t) _ e-—it(zLOD—‘Lnn—LJ’j +{dlo+2) Noopo —Ho (Nonan+Nojo;)—4Nnsn; )} (423)
Diy.10.15(t)
¢’10+2.5(t) — e—it(zLoo—2Lnn+(4lo+2)a\'cooo-—2x\'nmn-—810.\’0nun) ( 192 —L)
D2, (t)

De tal manera que integrando las ecuaciones con respecto al tiempo desde

cero hasta t, obtenemos las expresiones siguientes para nuestros coeficientes
e~ it(Loo—Lnn +2lg Nopoo —dlaNoron) _. 1

C“} £ = _ x
o1, () Loo = Lnn + 20 Nooog — 4o Nonor
X (Lng + 2Naonolo) \/lo+1 CE) (125)

e~ t(2LZo0Lnn —L;; +{3Ho +2) Noooo ~lo (Nonon +Nojo;) ~4Nnjn;) _ 1
T 2Lgo— Lon— Lj; + (#o+2)Nagoo — Ho(Nonon +Nojoy) — 1 Npjn;

X Npjooy/lo{lo—1) Cﬁzﬁ (426)

e-—iﬁ(?z.oo—2Lﬂn+(410+2}1\"0000—2;’\",1"“,; —8!()4\‘0n0n) —_ l

(1)
t) = - - b
CEO.Z,"( ) 2LOO - 2Lnn + (430+2)‘\/0000 - QA\‘}nnnn - SJONOnOn

X Nunooy/2la(lo—1) €, (427)
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Con la ayuda de estas soluciones podemos estimar el niimero de fotones que se
nos escapan a otros modos. Supongamos por ejemplo que nos encontramos
en un modo n, y queremos estimar el mimero de fotones que hay en este
modo. Si |¥) representa a nuestro estado en este modo, entonces el niimero
de fotones en este modo estard dado por <\IJ za,‘;anl \IJ> = |, (¥ | ¥). Haclendo
esto mismo con los coeficientes que acabamos de encontrar y considerando el
nimero de fotones que corresponden a cada coeficiente, tenemos que podemos
estimar el ntimero de fotones (para la aproximacién con K+1 modos) que se
escapan hacia otros modos como

(& e, & * &
N=3 Z]Cmn +2 Z‘Cto,znl +23 Y |Cirs,
n=]

lo=0 \n=1 n=l g=l.j#n

2) (428)

No se cuenta ain con una demostracién de que esta cantidad sea grande
para una eleccion arbitraria de funciones f,, sin embargo en las secciones
siguientes haremos algunas estimaciones para una eleccidn especifica de fun-
ciones, y verificaremos la validez de la aproximacion con un solo modo para

esta eleccidn.

4.4 Ejemplos de modos efectivos

Para esta seccidn proporcionaremos un ejemplo de funciones f, en términos
de las cuales desarrollaremos nuestros osciladores efectivos. Supondremos que
nuestro pulso inicial corresponde a un pulso rectangular, por lo que nuestro
modo principal debe ser de la forma

1/4/2L +2M/3 . s lz] <L
fo={ (L+M—|z))/2L+2M/3 , si L<|g| <L+M (429
0 , si |z} > L+ M

La razdn de la forma de los bordes es debido a la presencia de derivadas

en nuestro hamiltoniano, por 1o que nuestra funcién debe ser continua. Para
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tener un conjunto completo de funciones propondremos como siguientes términos
los términos convencionales de la serie de Fourier, es decir senos y cosenos
de distintas frecuencias de la siguiente manera

£ = ﬁzsin(%‘x) , 8 |z] <L (430)
" 0 , st lz| > L

Igual con los cosenos. Para estas funciones podemos dar la expresién de los
coeficientes Ly, ¥ Njmn que aparecen en nuestras expresiones. El cdlculo de

algunos de estos coeficientes que tienen particular importancia nos da

Lo = 2M(ML;)/,3+L) (431)
2 ]

Nonon = z_ﬂ%ﬁ: = (434)

Nogn = 31 (435)

Npjnj = % (138)

De las expresiones calculadas la primera cosa que se puede observar es que
la mayor parte coeficientes no lineales tienen el mismo orden de magnitud.
La primera consecuencia de ésto es que no tenemos parametros pequeros
en nuestro hamiltoniano. vy por lo tanto lo Uinico que podemos tomar como
aproximacién son tiempos muy pequenios de interaccidn. La segunda con-
secuencia es que las contribuciones de los coeficientes no lineales para la
evolucidn temporal de nuestros coeficientes para nuestro estado (C{t)) se
eliminen unos a otros, ya que existen tanto positivos como negativas ambos
con el mismo orden de magnitud, por lo que la parte dominante en estas
exponenciales serdn los términos lineales (L,,).

38



Los tiempos de intefaccidn estdn también limitados por el ensanchamiento
del pulso inicial. Dicho ensanchamiento se produce a un tiempo /'t = L? por
lo que debemos considerar tiempos mucho menores a esta condicién, o con-
siderar ésto como un limite inferior para el ancho de nuestro pulso. Nosotros
queremos también conservar la coherencia de nuestro sistema. Podemos de-
terminar el mimero de modos que se encuentran en resonancia a un tiempo ¢
si nos fijamos en el modo que se sale de resonancia mds rapido. El estado de
resonancia estd determinado por los factores lineales en las expresiones (425-
427). De los términos lineales, el que mas rapidamente se sale de resonancia
es el que tenga la frecuencia mds alta de ellos, por lo que podemos expresar

esta condicién de resonancia pidiendo que la fase del modo mas rapido sea a

WK N\?
T () t=n (337)

Esta expresidn se puede tomar como una consideracién del orden de magnitud

lo més m, esto es

de K? de la siguiente manera

2 2
K%~ L (138)

Tt

Dentro de la expresién para estimar el mimero de fotones que se escapan
hacia otros modos (428) el dltimo término es el mds “peligroso” de todos ya
que es del orden de K. Podemos dar una estimacién del orden de magnitud
de los fotones que se escapan utilizando la expresién que recién acabamos de
proponer, y estimando la raiz cuadrada en la expresién (426) por el niimero de
fotones iniciales de nuestro estado coherente ng. Tomando en consideracién
que los modos con coseno nos daran el mismo nimero de fotones escapados
que los modos con seno, obtenemos una estimacion del orden de magnitud
de fotones escapados como

Np = EE(Nnot)z (439)

~ w't
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La cantidad Nrpt = @ corresponde a la fase nolineal clasica. Para dar una
idea de los tiempos que se pueden alcanzar con esta aproximacién consid-
eremos un ejemplo particular. Si tomamos L?/w"t = 100, ng = 107, y pro-
ponemos que para que sea valida la aproximacién el nimero de fotones que
se escapen del modo principal no sea mayor que el 1%, entonces el cambio
de fase nolineal méximo que podriamos alcanzar manteniendo la coherencia

de nuestro sistema seria del orden de

kis
Conae & \/(572-) x 0.01 x 105 ~ 10 . (140)

Mas adelante mostraremos que esta fase es suficiente para la produccién de

“squeezing”, pero no lo es para la generacién de gatos de Schrédinger.
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Capitulo 5. Aproximacién por algunos modos

5.1 Introduccién

En esta seccidén aproximaremos nuestro hamiltoniano para el medio no lineal
{405) mediante un solo modo. La aproximacién por un solo modo promete
principalmente dos fenémenos de gran importancia. El primero es la pro-
duccién de “squeezing” en nuestro estado inicial [4-6,8], y el segundo es la
produccién de superposicién de estados cldsicos (gato de Schrédinger) [1-
3,7]. Se estudiard si estos procesos pueden ser levados a cabo en la realidad
mediante la verificacién de la validez de la aproximacién hecha. Debido a
que cualquier concepto se puede entender més facilmente de manera visual,
trabajaremos en esta seccidn con la cuasiprobabilidad &, por lo que comen-

zaremos este capitulo con una breve introduccién a dicha cuasiprobabilidad.

5.2 Cuasiprobabilidad @

Dentro de las combinaciones de operadores de creacién y aniguijlacién que
se puedan efectuar, existe una combinacion que es de particular importancia
dentro de la Optica Cudntica que es el siguiente generador

(exp(ua’) exp(—v"a)) , (501)

donde v es un nimero coraplejo. Este generador se llarna “the characteristic
function” [20}. El valor esperado de esta combinacién es conocido como la
funcién caracteristica en orden normal (C'v{u)) — ya que todos los oper-
 adores se encuentran colocados en orden normal, es decir. todos los oper-
adores de creacidén estan a la izquierda y los de aniquilacién a la derecha —.
En particular las derivadas de esta funcién caracteristica con respecto a u y

a u* generan valores esperados de combinaciones de operadores de creacién
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vy aniquilacién en orden normal, esto es

[ag—i—z—?{ <exp(qu exp(—u” a))} = <aT”' m> (502)

Se pueden definir otras dos funciones caracteristicas. La primera es la funcién
caracteristica simple (C(u)) y la otra es la funcién caracteristica antinormal
(C4(u)) definidas de la siguiente forma

Clu) = <exp(uaf—-u"'a)> \ (503)
Calu) <exp(——u*a) exp(ua")) , (504)

Il

Es posible establecer una conexidén entre estas tres funciones caracteristicas
mediante la relacién de Baker-Hausdorff (241). Se define a la funcién Q
como la doble transformada de Fourier de la funcidn caracteristica en orden
antinormal

Qv) = }1—2 fdzu explru™ —v"u) Cufu) {505)

Vamos a desarrollar un poquito esta expresion. Para empezar vamos a uti-
lizar la relacién de completez para los estados coherentes (253) para desar-
rollar nuestra expresién

1 2 .
Ca(w) = (exp(—u'a) expluat)) = = [ d%a (exp(—u*a) |a) (o] exp(ual))
(5086)
Recordamos que los estados coherentes se pueden generar a partir de un

operador de desplazamiento actuando sobre el vacio (243)

Ca(u) = ng—fdza <exp(—u*a) (a)j0)(0] D(a)! exp(ua’ )> . (507)

Poniendo las exponenciales como sumas podemos intercambiar a nuestros
operadores de desplazamiento con las respectivas exponenciales obteniendo
como resultado un desplazamiento de las exponenciales en una cantidad o
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de la siguiente manera

1
Calw) = = [ &a(D(a) exp(—u(a-+)) [0)(0] exp(u(a’a”)) D(@)) .
(508)
Las exponenciales que quedan estan actuando sobre un estado de vacio, por

lo que el resultado de esta operacién es simplemente el estado de vacio
1 -
Caw) = = j Paexp(~ua + ua*) (D(a) [0)(0] D(a)T) =
1 ,., -
= ;fdzaexp(—-u a+ua”) {la}{af) =
1
= / d?a exp(—uta + ua*) |(a | T2 (509)

Una relacién que nos serd 1itil un poco mds adelante es la expresién para
la delta de Dirac en dos dimensiones. Consideremos dos mimeros complejos
a = r+1y, b = u+iv. Calculamos ahora la siguiente integral

1 £ * ]' . .
- d%bexp(ab® — a*b) = — /dud@ exp(i2yu — i2zv} = §{(z)é{y) = {a)
(510)
Ahora si tenemos todos los elementos para el cdleulo de la funcién Q:

Q) = ;rlgfdzu exp(vu” — v™u) Calu) =
1
= ;-rgfdza d?u exp({v — a)u* — (v — o)) [{a | V) . (511)
Integrando con respecto a u obtenemos la expresion para nuestra delta

Q@) == [dab—a)l@ (W =20 | WF  (12)

Lo que nos dice esta ultima expresidn, es que la funcidén @ es simplemente
el médude cuadrado de la proyeccién de nuestro estado ¥ sobre un estado
coherente. y es por lo tanto una cantidad real y positiva. Podemos representar
graficamente a la funcidén @ en una grifica tridimensional, donde el eje x
estarfa dado por la parte real de v. el eje y por la parte imaginaria de v, v el

eje = por Q(v).
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A estas alturas es muy ilustrativo calcular la cuasiprobabilidad @ para al-
gunos estados representativos de los cuales ya hemos hablado antes. Varmos
a calcular cual seria la funcién @ para el caso de un estado fotdnico [n).
Nosotros conocemos cudl es la expansién de un estado coherente en esta-
dos en foténico (231), usando esta expresién podemos calcular facilmente la
proyeccién de un estado coherente sobre un foténico

=] ,v,m ,L)ﬂ. g
(| v) = (nl exp(—[v[¥/2) 3 T = sp(-kl/2) Z=.  (513)
Con ésto calculamos la funcidn @ que queda
v 2n
QW) = Ll | mP = exp(— ) M (G14)

Esta funcién sélo depende de \fu|2, por lo que su grafica corresponderd a una
especie de dona como se muestra en la figura la.

Podemos realizar el mismo célculo para un estado coherente |a). Al calcular
la no ortonormalidad de los estados coherentes, lo que nosotros calculamos
fue la proyeccidn de un estado coherente sobre otro estado coherente (249).
Utilizando este resultado nosotros podemos calcular la funcién @ de manera

directa para este caso

1 2

o

Q) == I{v | ) =

i

1 2
= ~exp{—|a—2|*) .
7 oxp(lo—v?)
(515)
Esta expresion corresponde a una gaussiana centrada en o como se muestra

exp(—é(|t'|2 + ]a|2) -

en la figura 1b. El ancho que tenga nuestra figura en el eje x estara rela-
cionado con la incertidumbre de la parte hermitiana de nuestro operador, es
decir, estard relacionado con la incertidumbre en la posicién: mientras que
el ancho que tenga nuestra figura en el eje y estara relacionado con la in-
certidumbre de la parte antihermitiana de nuestro operador, es decir, con la
incertidumbre en la posicién. Se puede observar a partir de la figura 1b que

el ancho en el eje x es igual al ancho en el eje y, esto es debido a que se
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trata de un estado coherente que tiene igual incertidumbre en ambas com-
ponentes v es a la vez la minima incertidumbre permitida por el principio
de incertidumbre. Si calcularamos la funcién @ para un estado “squeeze”, lo
que esperariamos es obtener una componente mds ancha que la de un estado
coherente, y la otra componente mds angosta que la de un estado coherente.
Este es de hecho €l caso, y las curvas de nivel que se observan para un estado
“squeezed” son aproximadamente elipses como se muestra en la figura 1c, en
contraparte de los circulos que se obtienen para un estado coherente, y por

ser ambos estados de minima incertidumbre tienen la misma drea.

5.3 Un solo modo

Vamos ahora a aproximar nuestro hamiltoniano para el medio no lineal (405)
por un solo modo. Si suponemos que la nolinealidad del medio es superior
a la dispersién cromética. podemos escribir a nuestro hamiltoniano de la

siguiente manera

H =1 (af)*a? = g ((a*af - (afa)) (516)

Tomando la expresién para el hamiltoniano en términos de modos efectivos
(405) podemos relacionar la constante no lineal con los coeficientes involu-
crados, de tal modo que la constante de interaccidn & = Nyggp depende de la
forma inicial del pulso, es decir, de la forma del modo principal f,.
Debido a que los estados foténicos son eigenestados de este hamiltoniano, es
muy sencillo expresar la evolucién de un estado fotdnico bajo este hamilto-
niano

n) () = exp(—it&(n® —n)) |n) (517)
Supongamos ahora que inicialmente tenemos un estado coherente con parametro

a. entonces podemas representar al estado de nuestro sistema al tiempo ¢ de



la siguiente manera
o aﬂ

T(t)) = exp(—|af* /2
() = ep(=laf /2 3 =

Este estado presenta una gran cantidad de peculiaridades. Primero vemos

(—iten(n—1))|n)  (518)

que la cantidad n(n—1) que aparece en la exponencial es siempre un ntimero
par ya que n es un entero, de tal manera que cuando £ = 7 vamos a tener
que el argumento de nuestra exponencial sera 2mi, por lo que todas las ex-
ponenciales se van a anular y regresaremos al estado inicial, es decir es un
sistema que va a presentar “revivals”. Vamos a tomar ahora el tiempo £t = £
para averiguar lo que pasa. En este caso el argumento de nuestra exponen-
cial va a ser m o 27 o mltiplos de ellos dependiendo si es par ¢ impar,
pero exp(wi) = —1. Podemos separar a la suma de nuestro estado en dos
sumas donde en la primera suma se encuentren todos los términos pares y
otra donde estén los impares

| o i ( gz & 2n+1(_1)n

I | — = [eef” /2 n [l /2 - "/ |9n -

(%)) - \/ﬁ RSP Yo e s
lal? 2n 1,,a,)2n+l.

— et Z (o)™ |2n)-z'e“|°1"’/zz ( 12n+1) .(510)

n=0 1/ (2n)! n=0 /{2n+1)!
Podemos calcular la proveccién de nuestro estado sobre un estado coherente,
de donde obtendriamos lo siguiente

F T > B* o
(3] T) = %exp(__w Qzai )exp(i(a 5:12-a, _1))
ial? a™/f * oo
() (222 5)

Si nosotros tuviéramos un estado coherente |ia) y otro estado coherente |—ic)

v los proyectdramos sobre otro estado coherente obtendriamos lo siguiente

Blioy = apl-lg-ioPRen (ZEFE) e

3 inl2 . «
(3| —ia) = exp (—'—é—;ﬂ) exp (_i&ﬁ-;—_aﬁ) (522)
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Podemos observar que la primera de estas relaciones se asemeja mucho al
primer término de la proyeccién de nuestro estado sobre el estado coherente,
mientras que el segundo se asemeja mucho al segundo término. Por lo tanto
podemos decir que

N/ (%)> ~ —\/l—iexp(zi-) l2a) + %exp(—z’g) |—ia) {523)

Es decir, nuestro estado a este tiempo es una superposicion de dos estados

coherentes (cuasiclasicos), es decir, tenemos un gato de Schridinger. Esta
ks

misma situacién ocurre al tiempo b sdlo que para este tiempo en lugar de
tener dos estados coherentes tendremos j estados coherentes. Esta super-
posicién de estados coherentes se puede visualizar més facilmente mediante
la graficacidn de la funcién @ para la evolucidn de este estado 2a. Debido
a los tiempos tan grandes de interaccién que se requieren para poder ob-
servar superposicién de estados coherentes, se tenia la idea que los efectos
de disipacién en la fibra harian imposible la observacién de dicho fendmeno.
En este trabajo se mostrard un fendmeno independiente de la absorcidn del
medio que impedira la observacién de tal superposicién. Dicho fendmeno
corresponde al escape de fotones del modo principal hacia otros modos.
Podemos calcular también el valor esperado de nuestro operador de aniquilacién
como funcién del tiempo. Realizando este cdlculo el resultado que obtenemaos

es el siguiente

(@) (t) = aexp(jal® (—1 + exp(—i2t€))) (524)

Si nos fijamos en nuestra expresion para tiempos lo suficientemente pequerfios

nuestra expresion queda corno

(@) (t) = acexp(—ial® tg — (la| t€)?/2) (525)

Este resultado muestra dos efectos. El primero es una rotacién de la amplitud

media por un factor |a|? £ = ¢ que es el cambio de fase nolineal clésica. El
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segundo es un decaimiento en la amplitud que cambia cuadréaticamente con
el tiempo. El efecto total de ambos es que la curva de nivel circular inicial
del estado coherente sufre alargamientos mientras estd rotando manteniendo
su area constante. Esto nos sugiere que nuestro sistema, al menos para
tiempos muy pequerios, es propenso a producir un estado “squeezed”. Esta
produccidn de estado comprimido se puede apreciar también en la graficacién
de la funcién @ para nuestro estado (figura 2a. ¢ = 0.035).

5.4 Dos modos

A manera de comparacién con el caso de un solo modo calcularemos nuestra
funcidén para el siguiente caso més sencillo que corresponde al caso de solo dos
modos. Los dos modos que tomaremos serdn el modo principal v el primer
modo de los modos que habjamos definido anteriormente (430). Debido a
que el seno es una funcién impar y el pulso rectangular es una funcién par,
todos los coeficientes del hamiltoniano H; (411) son iguales a cero. El calculo
de los coeficientes restantes nos dan la siguiente expresion aproximada para
nuestro hamiltoniano

RSTLO1 w2
H =~ ( a;r)% + ha‘;al) +

2 \\\WL L?

=

i3 3
+;—E (agagagaﬂ + ;)-a';a;[alal + a,}‘,a:galal + agaoa{a{ + —Lagaga[al) ;

(526}

Vamos a montarnos en un sistema que gira a la velocidad de la parte lineal
del modo principal. Se observa que este hamiltoniano (526) es muy parecido
al hamiltoniano de {22], que fue usado para describir el estado cuantico de la
polarizacién de la luz en la fibra dptica, por lo que los resultados obtenidos
en ambos casos deben ser muy similares.

De acuerdo a la jerarquizacién de nuestro hamiltoniano propuesta anterior-
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mente (409) tenemos lo siguiente

H >~ Ho +Hs (527}
donde
3
Ho = h (agagaoao + §a){aia1a1 + 4af3a0aia1) (528)
Hy = h{abaaar + aoaoalal) (529)
Como estamos trabajando en dos modos, proponemos una solucién de la
forma
1) =D D Cimlt) Gumlt) 11, m) (530)
=0 m=0
donde 3
By (£) = exp(—it (5(1—1) + Sm(m—1) + -llm)) . (531)

Introduciendo esta expresion en la ecuacion de Schrédinger llegamos a la
siguiente férmula para caleular nuestros coeficientes

Qg’_tz_@ = —i\/l(1—1)(m+2)(m+1) exp(—it(4~2m—T)) Ci_g.ms2 —

—iy/(1+2)(I+1)m(m—1) exp(—it(— 4l +2m—5)) Crezm_2 - (532)

Podemos simular por computadora la evolucidn de nuestro sistema para com-
pararla con €l caso de un solo modo (figura 2b). De esta sirnulacién se puede
observar que para ambos casos se produce un “squeezing” inicial. sin em-
bargo para el caso de dos modos la superposicion de estados asi como la
aparicidn de “revivals” se ve disminuida por la presencia del modo adicional.
La adicién de mavor nmimero de modos hard mds realista nuestro modelo e
imposible tanto la produccidn de gatos como de “revivals”.

La razon de esta imposibilidad radica en el hecho de que se requieren grandes
tiempos de interaccién para la aparicidn de gatos. mientras que para estos
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tiempos tan grandes el nmimero de fotones que abandonan nuestro modo
principal es demasiado grande, por lo que nuestra aproximacién con un solo
modo pierde validez.

De nuestro hamiltoniano para dos modos (526) podemos observar que la
frecuencia angular del modo principal es en general distinta a la frecuencia
angular del primer modo. Podemos tomar en cuenta esta diferencia con-
siderando un parametro r que sea igual a la diferencia de frecuencia angular

del modo principal con la frecuencia angular del primer modo, esto es:

po (A 2\ (533)
S\ ML) 2

En la figura 2 se esquematiza la evolucién de nuestro estado para distintos
valores de r. En estas graficas se observa que la supresién de la superposicién
de estados cuasicldsicos es ain mas marcada tanto mayor sea la incompati-
bilidad en las frecuencias angulares de ambos modos.

De cualquier manera debido a que el “squeezing” es producido a tiempos muy
cortos, este no se ve tan afectado por la presencia de los modos adicionales

como podriamos preveer.
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Capitulo 6. Deteccién de Squeezing

6.1 Introduccién

Esta seccion podria considerarse como un apéndice, ya que el objetivo de
esta tesis es analizar los limites en los cuales se puede realizar una aproxi-
macidén por un solo modo, y no analizar los resultados en si de un hamilto-
niano de un solo modo. Sin embargo, ahora vamos a considerar un poco el
dispositivo experimental mediante el cual se podria observar el “squeezing”
gue se produce en la fibra no lineal.

6.2 DMedicién de componente del operador de campo

Nosotros ya mencionamos anteriormente que cuando se produce el “squeez-
ing”, alguna de nuestras cornponentes reduce su incertidumbre mientras que
la otra la aumenta. Podemos expresar de manera general cualquier compo-
nente de nuestro operador de creacién en el modo principal de la siguiente
manera

U=~*a+~al (601)
Con
v = exp(10) (602)

Entonces por ejemplo si © = 0, lo que estariamos midiendo seria dos veces la
componente hermitiana mientras que si ¢ = § entonces estarfamos midiendo
menos dos veces la componente antihermitiana, y cuando tiene otro valor
podemos medir la componente a cualquier angulo. Como estamos diciendo
que a corresponde a nuestro operador en el modo principal, entonces podemos

expresar a a de la siguiente manera.

a= [ dx f3(2) afz) (603)

Vamos ahora a tratar de medir experimentalmente la componente definida
por el operador L. Para ésto vamos a proponer un experimento con un divisor
de haz (fig.3). El segundo divisor va a ser un divisor 50-50, por lo que refleja
tanto como lo que deja pasar. El haz a corresponde a nuestro estado que
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queremos analizar; el haz b corresponde a un estado coherente con parametro
8(z) = M~f(z) que simule a nuestro haz que queremos analizar, y que es
igual a nuestro estado inicial, de aqui la existencia del primer divisor para
que ambos haces sean muy similares al menos inicialmente. A la salida de
nuestro divisor de haz, tendremos dos haces A y B dados por

A(z) = %(a(mb(a)) (604)
B(z) = m\}—i(—a(z)—%b(z)) (605)

El signo menos en la expresién de B corresponde a un cambio de fase de
7 debido a la reflexidn interna. Como los detectores con los que se cuenta
actualmente no hacen mds que contar fotones, vamos a contar el niimero de
fotones que legan por el haz A y restarle a esto el nimero de fotones que
llegan por el haz B. Para cualquier operador en cualquier modo que se trate,
el operador de niimero de fotones estd dado por combinaciones de la forma
a'a. De esta manera podemos expresar la diferencia de fotones que llegan a
muestros detectores de la siguiente manera

V = [dz(A1(2)A() - B'(:)B(2)) (606)

Escribiendo estos operadores en términos de a v & (eq. (604)-(605)) legamos
a la siguiente expresion para V'

V= f dz (a"(2)(2) + a(2)b'()) (607)

Podemos calcular el valor esperado de este operador tomando en cuenta que
nuestro haz b se encuentra en un estado coherente, por lo que obtenemos lo
siguiente

]

(V) < f dzal(z) 8(z) + j dza(z)8(z) =
= A <7 f dzal(2) F(2) + 7 f dzalz) F7(=) (608)

Las integrales dentro del valor esperado corresponden a nuestra expresién
para el operador efectivo Eq. (603). de tal manera que podemos reescribir el
valor esperado como

() = M (ya' +v"a) = M (U) (609)
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Entonees salvo una constante, el valor esperado de la diferencia de fotones
que llegan a uno de nuestros detectores menos los que llegan al otro es igual
al valor esperado de la componente de nuestro operador que estemos midi-
endo. Para estar seguros que el operador V" nos sirve para la medicién de la
componente de nuestro operador de campo, podemos calcular cudl seria la
incertidumbre en esta medicidn. Por ser una cantidad hermitiana la variancia
estard dada por

(AV)E = (V) ~ (v)? (610)

Realizando el calculo de nuestra varianza llegamos al siguiente resultado
(AV)? = M? (((’yaT + ‘Y'a)z - <‘7af +’Y*a>2) + fdz <a*(z)a(z)> =
= MPAUY + f dz (o (2)a(2)) . (611)

Por lo tanto. si nuestro haz de referencia (b) es mucho més intenso que
muestro haz que queremos estudiar, entonces podemos despreciar la integral
en esta tltima expresidn en comparacién con el otro término. Esto se logra
manejando la propoereidén de reflectancia-transmitancia del primer divisor.
Entonces la medicién de la diferencia de fotones que llegan a nuestros detec-
tores corresponderd, salvo una constante. a la medicién de la componente de
nuestro operador de campo.

6.3 Dispersion minima

Para poder detectar el “squeezing” debemos fijarnos en la componente de
nuestro operador que se encuentra comprimida, y no en la que esta extendida.
Esto se logra con la adecuada eleccidén de el dngulo ¢. Para saber cudl debe
de ser este dngulo vamos a minimizar la expresion para la incertidumbre de
la componente de nuestro operador. Como mencionamos anteriormente, la
incertidumbre de nuestro operador esta relacionada con la variancia (D) que

ésta dada del siguiente modo
D= (UH-)Y=
= () - @) exp(2io) + ({a™) = (&) ) exp(~2i0) +
+2({afa) = (e (a)) + 1. (612)
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Para obtener un extremo de esta expresion, sacamos su derivada y la igualamos

a Cero
O 1 o (/2 2 : /12 t\2 ;
5D =2 () = (%) exp(2i¢) — 2i (<a )~ (a') ) exp(—2id) =0 .
(613)
Entonces el extremo de nuestra funcién se dara con
12y — (g2
exp(2i¢) = + {at?) — {ah)” (614)

(@) — (a)°
Sustituyendo este dngulo extremo en la expresion para la incertidumbre
obtenemos

Dy = iZ\/ ((a» — (@) ({a") — (ah)?) +2((a'a) — (") (@) +1. (615)

Si observamos que <af> = {a)” entonces podemos reescribir nuestra ex-
presion como

D,=1+2 (<afa> - <af> {a) £ Ka?) - (a)gl) (616)

Debido a que la norma de cualquier cosa es algo real y positivo, entonces
sabemos que el signo positivo corresponderd a un méximo, mientras que el
negativo a un minimo, y por lo tanto la minima incertidumbre estard dada
por

D, =1+2({a'a) - (a) (@) — [{a?) ~ (&)%) (617)
Donde el dngulo ¢ al que ésto ocurre estarda dado por la expresidn (614}
tomando el signo negativo. Con esta expresidn recién calculada podemos
graficar la incertidumbre minima de nuestro pulso a medida que atraviesa
la fibra para los casos calculados de uno v dos modos en el campo. La
dispersién minima al igual que el niimero de fotones en el modo principal
se encuentran graficados para tiempos cortos en la figura 4, ¥ para tiempos
mds largos en la figura 5. En estas graficas se observa que la incertidumbre
minima inicial es igual a uno, ya que estamos partiendo inicialmente de un
estado coherente que tiene igual incertidumbre en cualquier componente y
es igual a uno. Para tiempos lo suficienteruente pequenos observamos que
la incertidurmbre minima disminuye 2 un valor inferior a uno, ésto significa

57




que estamos comprimiento alguna de las componentes de nuestro operador,
es decir, estamos obteniendo “squeezing” tanto para la simulacién con un
modo como con dos. Parece ser que el grado de “squeezing” que se obtiene
mediante este método no es muy grande, sin embargo hay que recordar que
esta simmilacidn esta hecha por computadeora. que debido a sus limitaciones no
puede soportar un gran numero de fotones, y como el grado de “squeezing”
depende de la cantidad de fotones de nuestro estado inicial, podemos esperar
que esta simulacidén no represente del todo el caso real. Para mayor cantidad
de fotones, un “squeezing” mayor del 90 porciento puede ser obtenido [5].

Para tiempos mds grandes observamos la aparicion de revivals en el caso
de un solo modo ¥ una reduccién en los mismos para el caso de dos modos. La
cantidad de fotones en el modo principal sufre una disminucidn muy grande
a tiempos rouy pequenos para continuar con oscilaciones alrededor de un
valor promedio que disminuye lentamente debido al tamano finito dei paso
de iteracidn. Estas variaciones en la cantidad de fotones en el modo principal
se ven refiejadas en la disminucidén gradual de las cimas en las graficas de la
dispersién minima para el caso de dos modos.
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Condidiones: estado inidal coherente con o =3, Hamiltoniano {(5268), X/2L=1.
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Conclusiones

Se presenta la descripcidn del estado cudntico de un sistema con nolineal-
idad cibica. Esta nolinealidad corresponde a un medio de Kerr. Este caso
se realiza en las fibras Spticas.

Se propuso una definicién formal de modos efectivos y se desarrollo el
Hamiltoniano no lineal en estos términos.

Como va habia sido mencionado por otros autores, la interaccién con un
solo modo produce estados no clisicos como lo son los estados comprimidos,
la superposicidon de estados cuasicldsicos, o la aparicién de “revivals”.

Se mostré de manera griafica mediante una simulacién por computadora
que la presencia de modos adicionales al modo principal destruyen la creacién
de gatos de Schrddinger, asi como la aparicién de “revivals’, pero conservan
la aparicién de estados comprimidos.

Este comportamiento es debido a que la presencia de modos adicionales
producen. a partir de la no linealidad, el escape de fotones del modo principal
hacia otros modos.

Se propone por primera vez una estimacién del mimero de fotones que
abandonan el modo principal excitando otros modos. Con esta estimacién
se da validez a la aproximacidn utilizando algunos modos efectivos para un
intervalo de tiempo dado.

Se puede observar también que dentro de esta estimacidn, todos los
parametros del sistema aparecen en combinaciones adimensionales, por lo
que es de esperar que esta estimacion tiene un caracter general, independi-
entemente de la eleccidn de modos efectivos particulares.

La idea de modos efectivos es aplicable a una gran cantidad de sistemas
(como por ejemplo la interaccién dipolar), y mediante esta idea se puede
lograr un mejor entendimiento y una mas facil manipulacion de dichos sis-
temas.
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