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INTRODUCCION

Entre los fendmenos mas simples e interesantes en la teoria de estabili-
dad hidrodinamica encontramos €l caso de una capa de fluido en un campo
gravitacional calentada no uniformemente. Al principio se puede observar un
equilibrio mecanico si las propiedades del fluido lo permiten. Si el gradiente
de temperatura es cada vez mas grande el equilibrio se vuelve inestable y
las perturbaciones producen un movimiento convectivo. Por otra parte, si
las propiedades del fluido son tales que imposibilitan el equilibrio, la con-
veccion se presentard aun para un gradiente de temperatura pequernio. Esto
se aclarard cuando se discuta una cantidad adimensional muy importante
llamada nimero de Rayleigh.

La investigacién de la inestabilidad debida a la conveccién comienza con
las primeras descripciones del fenémeno hechas por James Thompson en
1882 /1/. Después Bénard en 1900 /2/, realiza los primeros experimentos
cuantitativos sobre la conveccion en una capa de fluido calentada por abajo.
Rayleigh en 1916 /3/, resuelve el problema tedrico de la estabilidad de una
capa de fluido calentada por abajo con las dos superficies libres sin incluir el
efecto de la tension superficial, esto con la intencidn de intentar explicar los
resultados obtenidos por Bénard. Posteriormente algunos otros autores re-
alizaron estudios tedricos y experimentales acerca de la inestabilidad de una
capa de fluido calentada por abajo. Se cambiaron las condicicnes de frontera
en las superficies y se incluyeron efectos de la tension superficial. A partir
de los anos cincuenta la investigacidn de la estabilidad hidrodinamica y de
la conveccién natural, en particular, resurgidé debido a sus miltiples aplica-
ciones en fenémenos relacionados con la transferencia de calor, la geofisica y
la astrofisica. Después se hicieron estudios tedricos y experimentales sobre
el modo en que la estabilidad de una capa de fluido calentada por abajo
es afectada al incluir los efectos de rotacién y de campo magnetico. Chan-
drasekhar en 1953 /4/ fue el primero en hacer estudios tedricos de los efectos
de la rotacidn para los casos de dos superficies libres (sin friccién), dos rigidas
{con friccidn) y de una rigida y la otra libre, manteniéndolas a temperatura
constante. Posteriormente, también incluyé el efecto del campo magnético
que fue ademds combinado con el de la rotacién /5/. Tomando estos tra-
_ bajos como base se introducen nuevas variaciones al problema al considerar



que los fluidos son viscoeldsticos, que pueden exhibir distintas propiedades
en su estabilidad debido a su elasticidad. Los primeros estudios en la esta-
bilidad lineal de una capa de fluido no newtoniana viscoeldstica son, entre
otros, los de Vest y Arpaci /6/ y los de Sokolov y Tanner /7/. Poco después,
Takashima /8/ estudia la estabilidad de un fluido viscoeldstico utilizando el
modelo de Oldroyd. En adelante, para el mismo modelo, considera los efec-
tos de rotacién /9/ y campo magnético /10/. Mds recientemente, Kolkka
y lerley /11/, dan resultados de la estabilidad lineal para una capa de flu-
ido viscoeldstico con diversas condiciones térmicas y de superficie. Kolkka y
lerley resuelven la discrepancias encontradas entre los resultados publicados
previamente en la literatura /6,7/.

Por otro lado, el tratamiento de la condicién mecanicd de superficie de-
formable es tratado por Izakson y Yudovich para el caso de fluidos newto-
nianos /12/ més recientemente, el problema con rotacién y la condicién de
superficie deformable es tratado por Davalos y Lépez /13/.

El presente trabajo de tesis se inspir6é precisamente en estos ultimos es-
tudios tedricos, asi como en un articulo publicado por Benguria y Depassier
/14/, en el que se estudian las inestabilidades de un fluido newtoniano calen-
tado por abajo con la superficie de arriba libre pero deformable, a diferencia
de los casos estudiados por Rayleigh y Chandrasekhar. En la investigacién de
esta tesis se incluye esta condicién en la frontera libre superior para estudiar
la estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelastico calentada por abajo.

Con este objetivo se plantearon las ecuaciones de movimiento de un flu-
ido viscoelastico (utilizando el modelo de Oldroyd) y las condiciones de fron-
tera del problema, derivando las ecuaciones lineales. En seguida, se hizo
un analisis en términos de modos normales. La inestabilidad se presenta
cuando el gradiente adverso de temperatura es lo suficientemente grande para
que el pardmetro adimensional R (lamado nimero de Rayleigh) exceda un
cierto valor critico. R representa el cociente de la fuerza desestabilizadora de
flotacién con respecto a las fuerzas viscosas. Como el fluido es viscoelastico
apareceran nuevos parametros adimensionales: I'; y F, donde el primero rep-
resenta el tiempo de relajamiento y el segundo el cociente de los tiempos de
retardo y de relajamiento. Al considerar el efecto de la deformacidn espacio
- temporal de la superficie aparecen otros nimeros adimensionales carac-
teristicos del problema. Ellos son el nimero de Prandtl Pr y el nimero de
Galileo G. El nimero de Prandtl aparece como un pardmetro extra en todo
problema de conveccién natural donde hay dependencia temporal. Al discu-



tir las ecuaciones correspondientes a nuestro problema se verd que aparece
frente a la derivada temporal del la ecuacién de balance de momento. Esto se
debe a que Pr representa un cociente de tiempos de difusién. El mimero de
Galileo representa la fuerza restauradora de gravedad sobre la deformacion
superficial. En el presente trabajo precisamente, se estudiard el problema
de la sobreestabilidad, es decir, la inestabilidad convectiva oscilatoria. En-
tonces, el objetivo es encontrar los valores propios del nimero de Rayleigh
y el niimero de onda de la perturbacidn a la cual estd sujeto el sistema en
funcion de los demads parametros que satisfagan una condicién de solubilidad
impuesta por las condiciones de frontera. Esto se realizé numéricamente,
buscando el valor del nimero de Rayleigh critico R, ( a apartir del cual
comienza la conveccién) y su numero de onda critico correspondiente, var-
iando los pardmetros viscoeldsticos y de deformacion superficial.

Ademads, con el objeto de comparar los resultados con los de deformacién
superficial se hicieron calculos de estabilidad termoconvectiva de una capa de
fluido viscoelastico con superficie libre indeformable. Ellos seran presentados
simultdneamente junto con los de superficie deformable.

Todos los célculos, tanto para superficie deformable, como indeformable
se hicieron con condiciones de frontera mecanicas en las que las superficies de
abajo y de arriba no tiene friccidn, y con condiciones de frontera térmicas en
las que en la superficie inferior el flujo de calor es constante y en la superior
la temperatura es constante. La meta es comparar los resultado con los
publicados por Benguria y Depassier /14/ en las mismas condiciones para el
caso newtoniano. Ellos encontraron que, para el fluido newtoniano, sélo en
estas condiciones térmicas la sobreestabilidad se presenta con un gradiente
de temperatura menor al necesario para conveccion estacionaria. En otras
palabras, la sobreestabilidad puede "aparecer antes”.

En el primer capitulo se presenta un resumen de los conceptos basicos de
la mecdnica de fluidos y de la descripcidn y comportamiento de los fluidos vis-
coelasticos. El objetivo es simplemente mostrar algunos conceptos generales
y presentar las ecuaciones bdsicas que permitan realizar nuestro analisis pos-
terior dentro de un marco formal. Se incluye ademds una descripcién de las
ideas mads importantes de la estabilidad hidrodindmica.

En el segundo capitulo se obtienen las ecuaciones de movimiento y se
establecen las condiciones de frontera del problema. Las ecuaciones se per-
turban y se hace un andlisis lineal en términos de modos normales.

En el tercer capitulo se muestran los resultados numéricos obtenidos a
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partir de dos métodos que ahi se describen para distintos parametros vis-
coelasticos y varios valores del nimero de Galileo.
En el dltimo capitulo se dan las conclisiones de la presente investigacion.



CAPITULO I

INTRODUCCION A LA MECANICA DE FLUIDOS,
FLUIDOS VISCOELASTICOS
Y
ESTABILIDAD HIDRODINAMICA

Sistemas de referencia

Existen dos sistemas de coordenadas basicos que pueden ser empleados
para describir el movimiento de un fluido. En el sistema euleriano se toma
un pequeno volumen por donde pasa el fluido y se ve el cambio de todas
las variables de flujo. Las variables independientes son ¢ (el tiempo) y las
coordenadas espaciales z, y, z.

En el sistema de referencia lagrangiano se sigue a una particula que fluye
por una cierta trayectoria. Esta trayectoria se identifica por las coordenadas
Zo, Yo, ¥ Z, de la particula a un tiempo dado ¢, y se sigue el movimiento
de esta en el tiempo (t). En este sistema las coordenadas z, y, z no son
independientes ya que al dar un intervalo de tiempo (t — t,) las componentes
de la velocidad de la particula determinan los cambios en las coordenadas
(z—2%,), (W —v) ¥y (2 — 2). Asi, z, y, z y t no son independientes, las
variables independientes son z,, y,, z, y ¢.

La velocidad # y la aceleracion @ en la descripcién lagrangiana son sim-
plemente las derivadas temporales del vector de posicion:

o 3.'12,'
T ot

au,- 621‘{

a"i I e— T —

ot ot?

En la descripcién euleriana, sin embargo, la derivada parcial 8 / 8t nos
da tan solo la razén de cambio local en el punto Z, y no la razén total de



cambio, vista por una particula de fluido. La manera en que se relacionan los
dos sistemas, considerando o come cualquier variable de campo, es a través
de la derivada material definida como:

%=%%+(E-V)a (1)
Donde @ es la velocidad de la particula del fluido. El lado izquierdo de la ex-
presién representa el cambio de « en el sistema lagrangiano y el lado derecho
de la expresidn representa el cambio total de a expresado en coordenadas
eulerianas.

Teorema de Reynolds y Conservacion de la Masa

El método elegido para derivar las leyes de conservacién es usar el con-
cepto de continuidad y seguir un elemento de volimen en el sistema la-
grangiano. Estos dos ingredientes, en particular, nos permiten encontrar la
derivada material de una integral de volumen en términos eulerianos:

d _ da(t)

en donde o(Z, t) es una variable de flujo y % es el campo de velocidades. Este
es cominmente llamado el teorema de transporte de Reynolds.

Consideremos una masa arbitraria de fluido con volumen V. Si esta masa
se sigue conforme el fluido se desplaza, el tamario y la forma del volumen
cambian pero su masa permanece constante. Esto se conoce como el principio
de conservacién de masa. La equivalencia matematica de esta afirmacién se
expresa como:

D
ELpdV:O (3)

Usando el Teorema de transporte de Reynolds esta ecuacién puede ser conver-
tida en una integral de volumen en la cual el integrando solo tiene derivadas
eulerianas, la variable de flujo es la densidad de masa p.

j:, [g—? + %(puk)] dV =0 (4)
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Como el volumen es elegido arbitrariamente, la 1inica manera de satisfacer
la ecuacién anterior es haciendo que el integrando sea cero. Asi la ecuacién
que expresa la conservacion de masa se escribe:

dp 0 B
ot + Oz puk) =0 (3)
o
Dp 3
Dt e =0 (6)

Esta ecuacidn no sdlo expresa en forma diferencial la conservacion de la masa
sino también nos dice que la velocidad y la densidad son continuas, por lo
que a la Eq. {5) o a su forma (6) se le llama ecuacién de continuidad.

Un fiuido es incompresible cuando su volumen no cambia. Esto se expresa
como:

Dp

B =0 (7}
y como:

du;

3z 0 (8)

Ambas son importantes en fenémenos de fluidos estratificados. Si la den-
sidad es constante en el tiempo y en el espacio, solo se utiliza la segunda.

Conservacion de momento

El principio de conservacién de momento o ecuacién de movimiento para
un fluide es, en su forma mas fundamental, una relacién entre la razoén de
cambio del momento de una porcidn seleccionada del fluido y la suma de
todas las fuerzas actuando en esa porcién de fluido. Las fuerzas externas que
actiian sobre la masa de fluido pueden ser clasificadas como :

(1) Fuerzas de Cuerpo: Son aquellas que aparecen por "accién a distan-
cia”. Estas resultan de sumergir al fluido en algiin campo de fuerzas, cuyo
origen puede ser gravitacional, magnético, electrosttico o electromagnetico.



Estas son capaces de penetrar en el interior del fluido, actuar en todos los
elementos del mismo y son proporcionales a la masa.

(2) Fuerzas de Superficie: Son aquellas que se aplican sobre un elemento
de area, debido a la accién de los alrededores mediante contacto directo. Son
proporcionales al area sobre la cual actian, tienen origen molecular y son
convenientemente expresadas por unidad de drea.

(3) Fuerzas de linea: Las fuerzas de tension superficial son llamadas
fuerzas de linea ya que actian en una linea y tienen una magnitud propor-
cional a la extensién de la linea. Aparecen en la interface entre dos fluidos.

Como veremos las tres fuerzas son consideradas al obtener la ecuacidén de
movimiento, aunque la tercera aparece solamente como condicion de frontera
afectando a la presién. Sea f una fuerza de cuerpo resultante por unidad
de masa, entonces la fuerza total sobre una masa de fluido con volumen V' y
densidad p sera:

| pfav 9)

Sea ahora P, un vector de superficie representando la fuerza de superficie
por unidad de drea. Entonces la fuerza total que actia en la superficie S que
contiene el volumen V estd dada por:

[S Pds (10)

Para el volumen de fluido V' encerrado por la superficie material S, el cambio
de momento en el sistema lagrangiano esta dado por:

D
— udV 11
= [ o (11)
de aqui que la conservacion de momento sera:
D [ 4V = / Pds +f Fav (12)
Dt Vpu s vp
La fuerza de superficie P puede relacionarse con el tensor de esfuerzos por

P; = 0,;n; donde 7 es un vector normal a la superficie. De esta forma la Eq.
(12) en notacién de indices se reescribe como:

D
—ELWJdV— -/;Utjntds'*'/vpf]dv (13)
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Aplicando al lado izquierdo de esta tiltima ecuacion el teorema de Reynolds y
al mismo tiempo aplicando del lado derecho el teorema de Gauss obtenemos:

fv[gt( u,) + 5 G (mjuk)]de-/l/?(%dV+/l/pfjdV (14)

Como antes, ésto es valido para cualquier volumen por lo que se obtiene la
ecuacion:

2 () + = (ue) = 92 4 (15)
Desarrollando el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién y con-
siderando la ecuacion de continuidad (5) se obtiene la ecuacién de conser-
vacion de momento:

—5;]'-!-9“1:—*;“‘ + pf; (16)

Cuando el fluido est4 en reposo los emfuerzos son hidrostaticos y la presién p
del fluido es la presion termodindmica. Esta condicién requiere que el tensor
oi;j sea de la forma:

Giy = _p61] + T'IJ('T!J) (17)
El tensor o;; es simétrico y se descompone de manera natural en una parte
—pb;; relacionada con los esfuerzos de presién y de otra 7;; relacionada con los
cambios de forma y de volumen, esto es, el tensor de esfuerzos viscosos que
depende, en muchos casos, de manera compleja del tensor rapidez de corte
¥:; que se discutird mas adelante. El tensor §;; es la delta de Kronecker. El
término de la presion se supone negativo por convencién. Introduciendo esta
ultima ecuacién en la Eq. (16) obtenemos :
Ou; Ou,; 13p 107
—L et = —— 18
ot + %oz ,f)(’:?;-:_',‘-i-pa..'r:‘-*-fJ (18)
La Eq. (16 o 18) es la ecuacién de movimiento que relaciona la aceleracién
con la fuerza neta en un punto.
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Conservacién de la energia

Fl principio de conservacion de la energia se introduce agui como una
aplicacion de la primera ley de la termodindmica a un elemento de fluido
en movimiento. Con esta ley en mente, consideramos de nuevo un elemento
arbitrario de masa de fluido con volumen V y lo seguimos en un sistema
de referencia lagrangiano. La energia total ¢ de esta masa por unidad de
volumen es:

1
e=pe+-2—pu-u (19)

donde e es la energia interna que depende de la temperatura y del calor
especifico de la sustancia . La primera ley de la termodindmica nos dice que
el cambio en la energia interna es igual a la suma del trabajo hecho mds el
aumento de calor al volumen material. Esto es:

%]‘;edv=[Su-PdS+./vu-pde—/sq~ndS (20)

siendo ¢*7 el flujo de calor que sale del volumen de control. Ahora al miembro
izquierdo de esta ultima ecuacién se le aplica el teorema del transporte de
Reynolds. En el miembro derecho se sustituye la definicién P; = oy;ni, dada
anteriormente y se usa el teorema de Gauss para obtener:

¥ 1 4 1
/, {at(”e T3P g [(pe o juj) u"] } W
A | 0g;
-/ 5 (wsou)dV + [ wiesiav - | a5, (21)

como el elemento de volumen es arbitrario, se obtiene que:

d s - 1 0 1 _ 0 0g;
ot (Pe + @Wj%‘) * o [(Pe + 59“:‘"‘;) Uk] = 5z, (ujos;) +uipfi — Bz,
(22)
Desarrollando las derivadas y usando las ecuaciones de balance de masa y
momento se tiene finalmente:

11



e 0e  Ou; OJg;
7ot T o~ 7oz, B,
Ahora se incluyen ecuaciones constitutivas para e y para el vector flujo de
calor ¢.
Se establece la ley de Fourier donde el flujo de calor por conduccién es
proporcional al gradiente de temperatura:

(23)

ar
Y Sl 24
9; axj ( )
y por otro lado se tiene:
e=c,T (25)

siendo & la conductividad del fluido y ¢, el calor especifico a volumen con-
stante. Obtenemos asi, una nueva expresion:

ou,  Ou 6[k6T} 26)

8 0
P (¢, T) + ﬂuk'é'm—k (e, T) = —Pa—zj + 7ij B, + 8z; | oz,
donde se usé la Ec. (17). Estailtima ecuacidn constituye una forma analitica
para describir la conducién del calor en un sistema hidrodinamico. Al anadir
las ecuaciones de continuidad, de movimiento y constitutivas para 7;; tenemos
un sistema cerrado de ecuaciones. Las desarrollos de las ecuaciones aqui
presentadas se encuentran con detalle en /15/ y de manera condensada en

/5]

Conceptos basicos de fluidos viscoelasticos

Hasta el momento hemos visto las distintas leyes de conservacion y las
ecuaciones a las que nos han lievado, sin mencionar en ningin momento
la forma del tensor de segundo orden 7;; que aparece en las ecuaciones de
movimiento (17,18) y de energia (26). La forma de este tensor se establece
en esta seccién para describir a los fluidos viscoélasticos.

Las propiedades mecanicas o reoldgicas son las que determinan como se
deforma un material cuando se le aplica algin esfuerzo, o bien, reciprocarnente,

12



determinan los esfuerzos internos cuando éste es deformado. Un estado de
esfuerzo y deformacién es descrito por los componentes de los tensores de
esfuerzos y rapidez de corte, respectivamente. Las propiedades de los mate-
riales determinan una relacién especifica entre el esfuerzo y el corte, la cual
es una caracteristica solamente del material. Esta relacion es tinica para un
material dado, y es llamada la ecuacién reoldgica de estado o la ecuacién
constitutiva para el material.

Las propiedades obtenidas al considerar esfuerzos cortantes sobre un ma-
terial definen la ecuacion que relaciona el tensor de esfuerzos viscoso con el
de rapidez de corte asociado con cambios de forma.

La rapidez de corte esta definida como:

- 1 3UJ‘ au,-
=3 (52 o) e

Las ecuaciones constitutivas pueden reflejar la dependencia temporal carac-
teristica del material al incluir derivadas o funciones integrales del esfuerzo
viscoso y/o de la rapidez de corte con respecto al tiempo. De hecho, la man-
era en la cual la dependencia temporal debera ser introducida en la ecuacién
constitutiva describe las propiedades que sirven como base para clasificar a
los materiales. Asi, un material que puede ser descrito por una ecuacién que
relaciona las componentes del tensor de esfuerzos con las del tensor de corte
75 solamente se define como puramente eldstico. Un material para el cual
todos las componentes de los esfuerzos son tinicamente determinados por €l
cambio en las componentes del tensor de rapidez de corte esta definido como
puramente viscoso.

Si ninguna de estas dependencias discutidas arriba es adecuada para de-
scribir el comportamiento observado en un material dado, entonces en general
se necesitard una dependencia temporal més compleja para describir los lla-
mados materiales viscoeldsticos. Dichos materiales tienen la caracteristica
de responder como eldsticos y viscosos de modo que su ecuacién constitutiva
incluye derivadas de los esfuerzos de corte y de la rapidez de corte.

Como primer ejemplo de ecuacién constitutiva tomaremos el modelo del
fluido newtoniano incompresible donde los esfuerzos son proporcionales a la
rapidez de corte:

Tij = WYij (28)
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Aqui u es la viscosidad de corte y 1 # p(¥:;). El modelo es generalmente ade-
cuado para fluidos con un sola fase con estructura molecular relativamente
simple, pero es inadecuada para suspensiones, polimeros u otros fluidos com-
plejos.

Un modelo no lineal bastante idealizado para los fluidos viscoeldsticos
considera como base a la ley de Hooke que supone a los esfuerzos de corte
como las fuerzas que son proporcionales al corte considerado como los de-
splazamientos. El modelo considera ademds que los esfuerzos de corte se
desvanecen de manera proporcional a si mismos debido a la viscosidad. Este
es conocido como el modelo de Maxwell /16/ que es suficiente para revelar
los efectos bdsicos de la viscoelasticidad:

DDT = 2p0Y; (29)
siendo A el tiempo de relajacion, g es la viscosidad a cero rapidez de corte
y % puede ser cualquiera de las siguientes derivadas:

La derivada convectiva inferior:

T,'J'+.r\

Dr Dr . .
—'D?—E+ (VU)-T-%-T'(V‘!T)} (30)
La derivada convectiva superior:
Dr Dr ¢
55 = o~ (V) T+ 7 (V)] (31)
La derivada corrotacional:
Dr Dr
ﬁ—=ﬁ+Q-T—T-Q (32)

Donde aqui T es un tensor, ¥ es el campo de velocidades, % es la derivada

material y ;; = % (%l;-:} - g—-;‘:) es ¢l tensor rapidez de rotacidn.
El modelo tiene tiene la ventaja de ser relativamene simple y es usado en
movimientos rapidos dependientes del tiempo, no obstante, sus predicciones
no son totalmente realistas.
Una extensién del modelo de Maxwell, que involucra dos pardmetros A; y
Az (los tiempos de relajacion y de retardo, respectivamente), es una ecuacién

mas general debida a Oldroyd /16/ y /17/:
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. _ D,
Ty + A== = 2ug(¥;; + A2 ‘h) (33)

donde % es cualquiera de las derivadas mencionadas arriba.

Los modelos aquf seleccionados sirven simplemente como ejemplos repre-
sentativos que han sido empleados para estudiar la estabilidad de los fluidos
viscoelasticos. La validez de cualquier modelo serd verificada segiin el grado
con el que represente las observaciones experimentales. Para mayores detalles
de los modelos con que se trabajé en la presente tesis tenemos las referencias

16/ y /17/.

Conceptos basicos de Estabilidad Hidrodinamica

Supongamos que tenemos un sistema hidrodinidmico, en un estado esta-
cionario, es decir, en un estado en el cual ninguna de las variables que de-
scriben al sistema es funcién del tiempo. Sean X, X3,...,X; un conjunto
de parametros que definen al sistema. Para estudiar la estabilidad de dicho
sistema, lo que esencialmente se busca es determinar la reaccién del sistema a
pequenas perturbaciones. Mas especificamente, lo que uno se pregunta es qué
ocurrird en el sistema perturbado: ;La perturbacién desaparecera gradual-
mente de tal forma que el sistema regresara al estado inicial o la perturbacién
crecerd en amplitud, en cuyo caso nunca volvera al estado original? En el
primer caso decimos que el sistema es estable con respecto a esa perturbacion
en particular y en el segundo decimos que es inestable. Un sistema es con-
siderado como inestable si hay un sélo modo de perturbacién con respecto
al cual es inestable. De la misma manera, un sistema es considerado como
estable cuando lo es con respecto a cualquier perturbacion a la que pueda
ser sometido.

Si todos los estados iniciales son clasificados como estables o inestables
con el criterio establecido anteriormente, entonces en el espacio de parametros
X1, Xz..., X; hay un lugar geométrico que separa a las dos clases de estados,
que define la estabilidad marginal. De acuerdo a ésto, un estado marginal es
aquel de estabilidad neutral.

El lugar geométrico de los estados marginales en el espacio (X, .., X;)
esta definido por una ecuacién de la forma:

F(Xy,..,X;)=0 (34)
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La determinacién de esta ecuacién es uno de los principales objetivos en
estabilidad hidrodindmica. Para obtener estos estados marginales es conve-
niente suponer que todos los parametros del sistema, salvo uno, son con-
stantes mientras el elegido es continuamente variado. De esta forma, el paso
de un estado estable a uno inestable sucede cuando el pardmetro que se varia
toma un cierto valor que hace cero la funcién (34). Asi, se dice que la in-
estabilidad comienza apartir de este valor marginal del pardmetro mientras
los demas tienen valores fijos.

La inestabilidad puede ser de dos tipos que corresponden al modo en el
cual la amplitud de una pequeiia perturbacién puede evolucionar: pueden
crecer (0 amortiguarse) monotdnicamente 6 pueden crecer (o amortiguarse)
mientras oscila. Si suponemos el primer caso, en el estado marginal, la per-
turbacién exhibe un patrén de movimiento estacionario. En el segundo caso,
en el estado marginal, la perturbacion exhibe movimientos oscilatorios con
una frecuencia definida. Cuando esta perturbacidon crece se conoce como
sobreestable.

Para el tratamiento de un problema de estabilidad, uno comienza con
un flujo inicial el cual representa un estado estacionario del sistema, luego
se supone que las variables fisicas que describen al flujo sufren incrementos
infinitesimales. Al obtener las ecuaciones que gobiernan estos incrementos a
partir de las ecuaciones de movimiento, se desprecian todos los términos que
no sean lineales. La teoria derivada en base a esas ecuaciones linealizadas se
llama teoria de estabilidad lineal.

De acuerdo a lo anterior, al hablar de estabilidad ésta sera con respecto a
toda perturbacion infinitesimal posible. De aqui que para investigarla com-
pletamente sea necesario estudiar la reaccion del sistema a toda perturbacidn
posible. Para ello, en la practica, expresamos una perturbacion como una
superposicion de posibles modos basicos y examinamos la estabilidad del sis-
tema con respecto 2 cada uno de ellos. Como ejemplo, consideremos por
un momento un sistema confinado entre dos planos paralelos en el cual las
variables fisicas en el estado estacionario son funciones solamente de la coor-
denada espacial 2 normal a los planos.

En este caso, podemos analizar una perturbacién particular en términos
de ondas periddicas en dos dimensiones. Entonces si A(z,y, z,t) representa
una amplitud tipica que describe a la perturbacién, podemos expresarla
como:
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+00 400
Awyzty= [ [ dedk Azt explithea + k)l (39)

donde & = ,/kI+ k2, es el nimero de onda asociado a la perturbacién

A(z,y,z,t). Como las ecuaciones para las perturbaciones son lineales, la
reaccion del sistema a una perturbacién general puede ser determinada si
conocemos la reaccidon del sistema a perturbaciones de todos los niimeros
de onda. En particular, la estabilidad dependerd de su estabilidad a per-
turbaciones de todos los nimeros de onda y la inestabilidad se obtiene de
la inestabilidad a perturbaciones de un sdlo nimero de onda. Entonces, de
lo anterior se sigue que el estado marginal serd de estabilidad neutral para
perturbaciones a un nimero de onda particular k.. Asi, al principio de la in-
estabilidad se manifiestan movimientos que pueden presentarse con un patrén
celular o movimiento oscilatorio en donde las dimensiones horizontales estan
dadas por la longitud de onda critica A, =

En problemas con otros sistemas que 1mphquen otras geometrias, la per-
turbacion tendra que ser analizada de manera distinta, pero el punto esen-
cial es que para todos los casos, la perturbacion debera ser desarrollada en
términos de un conjunto apropiado de modos normales.
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CAPITULO II

CONVECCI’(')N NATURAL DE UNA CAPA DE FLUIDO
VISCOELASTICO CON SUPERFICIE DEFORMABLE

Con la informacidn del capitulo anterior estamos en posicién de hacer una
descripcién matematica del problema que ahora se plantea. Consideremos
una capa infinita bidimensional de fluido viscoeldstico de Oldroyd, que en
reposo ocupa el espacio confinado entre los planos z = 0 y z = —d (ver Fig.
2.1). Sobre ella actiia un campo gravitacional constante —gl?: (siendo i, j
y k los vectores unitarios en las direcciones z,y y z, respectivamente) y es
calentada por un gradiente vertical y adverso de temperatura que hace que
la densidad del fluido varie como p = py {1 — v (T — Tp)}, siendo més densa
arriba que abajo.

Aproximacién de Boussinesq

Las ecuaciones que gobiernan a un fluido viscoeldstico mostradas en el
capitulo anterior son muy complejas y para poder entender su contenido
fisico es necesario realizar simplificaciones y aproximaciones. Una muy im-
portante es la llamada aproximacion de Boussinesq que lleva el nombre de
quien la propuso en 1903 /5/. Esta aproximacién se basa en que, como
ya mencionamos, la diferencia de temperaturas entre las dos fronteras es
pequena y, por tanto, la variacion de la densidad también lo serd. El origen
de esta aproximacién proviene de que el coeficiente de expansién volumétrica
% es pequenio: para gases, liquidos y fluidos complejos no newtonianos esta
en el intervalo de 10~% a 10~%. De aqui que variaciones de temperatura de or-
den uno provocan variaciones de densidad a lo sumo del uno por ciento. Por
tanto, las variaciones en los demas coeficientes deben ser del mismo orden, a
excepcion del término de flotacién g{p — po) en la ecuacién de movimiento,
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el cual es del mismo orden de magnitud que el término de inercia uyOu;/0zy.
Para la mayoria de los fluidos duo/ (podT), dk/ (kdT) y ¢, son de érdenes
menores a -, de tal manera que yy, k, y ¢,, se toman como constantes dentro
de esta aproximacion.

Asi, mediante la aproximacién de Boussinesq las ecuaciones del capitulo
anterior se simplifican como sigue:

El fluido es incompresible:

9
612]'

En la ecuacién de movimiento la densidad solo varia en el término de la

gravedad:

=0 (36)

?}f—i 6u,- _1_67;,- 1 E)p g( 6p) ks (37)

fuypel = —=H L _g(14-E
ot k&rk Po Bxl- Po a:lfj Po 7

donde & = (0,0, 1) siendo

bp=p—po=—po{7(T -To)} (38)

La ecuacion de balance de enegia también se simplifica ya que por incom-
presibilidad —pV - u es cero y el término 7;;0u;/9z; se ignora porque, ademds
de suponer gradientes de velocidad pequefios, es proporcional a pgygd/k que
para materiales ordinarios resulta un cociente del orden de 10~7 o 10~3. Por
tanto, ésta se reduce a la ecuacién de difusién del calor:

- + ukT = xVT (39)
donde k = k/ppe, es el coeficiente de difusividad térmica.
Las Ecs. (36), {37), (38) y (39) son las ecuaciones de balance dentro de

la aproximacién de Boussinesq. Su soluciones de la hidrostatica son:
De la Ec. (39) es:

T.= Az +d) + Tp (40)

por lo que:
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ps = po {1 — v(Ts — To)} = po[l — 7A(z + d)] (41)
y de la Ec. (37):

Ps = Poo — gpal{1l — YAd)z — vAZ*/2] (42)

Siendo p, la presion en z = 0y A > 0 una constante térmica determinada
por las condiciones de frontera.

Condiciones de Frontera

En la superficie de abajo las condiciones de frontera mecanicas pueden ser
de dos tipos: podemos tener una superficie rigida (donde aparecen esfuerzos
viscosos) o una libre {donde los esfuerzos tangenciales son cero) pero plana ,
es decir una superficie inderfomable. En el presente trabajo sélo se considera
la frontera libre. La condicidn de frontera mecénica en la superficie de arriba
es, por supuesto, la condicién de una superficie auténticamente libre, es decir
con deformacién. Las condiciones de frontera térmicas en ambas superficies
también pueden ser de dos tipos: las de una superficie conductora a tem-
peratura constante o bien, las de una superficie donde el flujo de calor es
constante.

Las condicidnes de frontera mecdnicas para la superficie libre sin defor-
macién en z = —d son:
la condicion de tapadera

w=0 (43)

y la condicién de ausencia de esfuerzos tangenciales:

Tez = Tzy = 01 (44)

Como la Ec. (43) es vilida para toda z y ¥, entonces por la Ecs. (44) y (36)
se tiene:

ou Ov
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y con la ecuacién de continuidad se convierte en:

0w
5 =0 (46)

La condicién de frontera térmica en z = —d es:
la temperatura se supone constante (superficie buena conductora):

T=T, (47)

Ahora se discutiran las condiciones de frontera en la superficie deformable
de arriba /18/. Si suponemos flujo bidimensional (o sea, se elimina la
variacion en la direccién "y”) la superficie de arriba deformable se encuentra
en z = n(x,t).

Para dar las condiciones mecdnicas y térmicas en z = n(z, t) se requiere
definir un vector unitario normal a la superficie:

a= Tl o (), (48)

N

donde el subindice z indica derivada parcial y
N =+ 1)1

Entonces, tenemos las siguientes condiciones de frontera en z = n(z,t):
Condicion cinemdtica:
o on  On

w=-é?+u5£+v53; (49)

La diferencia de esfuerzos es cero:

(P — Poo) i = —TikTi (50)
Se ignora la tensién superficial y se considera que el fluido o atmdsfera que
esta arriba en contacto con la capa de fluido con presion po,, juega un papel
pasivo.
La condicidn de esfuerzos normales se encuentra al multiplicar esta ecuacién
por n;. Se supone que indices repetidos se suman. Por tanto, después de
stmplificar, se tiene:

(P = Poo)ntin; = —Tupngn, (51)
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que simplificando y sustituyendo tenemos:

1
P = Poo = 555 (27ame — Tun; — 722) (52)

La condicion de frontera térmica en la superficie deformable de arriba es
la de flujo de calor constante:

ﬁ-VT=—% (53)

donde F es el flujo de calor normal a la superficie.
Ecuaciones lineales para las perturbaciones

Aqui consideramos una pequefia perturbacién alrededor de la solucidn
hidrostatica del fluido. Las perturbaciones se representan con letras pri-
madas. Entonces las variables de flujo ahora son:

u =u(Z,1)
r=r1
p=p;+p
T=T,+6
p=ps+p

Estas se sustituyen en las ecuaciones de movimiento dentro de la aprox-
imacién de Boussinesq. Se ignoran términos de segundo orden o mayor.
Primero se tiene que la velocidad se mantiene solenoidal:

Ou;
—t (54)
63:,'
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Las ecuaciones de movimiento y de transferencia de calor para las per-
turbaciones son, respectivamente:

& 10rm, 180 p

B wdn podn (59)
60' ' 2t
'gt- = Aw' + kV*8 (56)

siendo p' = —vypef’ la perturbacion de la densidad.

Las Ecs. (54) - (56) son las ecuaciones bdsicas de las perturbaciones
dentro de la aproximacién de Boussinesq.

Por otra parte, al linealizar la ecuacién constitutiva para el modelo de
Oldroyd para cualquiera de las derivadas se reduce a:

’

or}. 0%,
71 + Al—at— = 2o (’Y., + A atj) (57)

Esta ecuacién se usa para cambiar el tensor de rapidez de corte por el
tensor de esfuerzos viscosos en la ecuacién de movimiento y en las condiciones
de frontera. Para ello primero se aplica (1 + A,0/3t) a ambos miembros de
la Ec. (55) y después se usa la Ec. (57) (en adelante se quitaran las primas
a las perturbaciones):

(1 + X8/0t) (a’i ) = (1+ \0/0t) (g'yﬂfc - i-‘:’Q) +u(L + X8/8t) Vi

Po 63-:_7
(58)
Aqui se usé la definicién de 4;; Ec. (29) y v = uo/po es la viscosidad
cinematica.
Al tomar el rotacional de la Ec. (58) dos veces se obtiene que la ter-
cera componente de la velocidad satisface una ecuacion independiente de las
demads componentes:

2 2
(1+X0/0t) (%v%) = (1+,9/0t) (@ + g—g) gr+v (1 + /\25 ) Viw
(59)
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Esta ecuacidn, junto con la de difusién del calor, forman un sistema cer-
rado de ecuaciones acopladas. Ellas serdn suficientes para resolver el prob-
lema de estabilidad. Las soluciones para las componentes z y y se obtienen
de las otras dos componentes usando la solucién de w.

Para hacer esta ecuacién adimensional se toma como longitud representa-
tiva a " d” el espesor de la capa de fluido sin perturbar, a d*/x como la unidad
de tiempo, pgd® como la unidad de masa, k/d como unidad de velocidad y
—Ad como unidad de temperatura. Las ecuaciones lineales adimensionales
para las perturbaciones son:

(1 + F_f?_) (Pr 2V'Qw - RV?G) = (1 + EI‘—a—) Viw (60)

ot ot ot
a6
— —w=V?* 61
5 Y (61)
donde,
a° a?
2 _ 24
Vi= 0z? * Oy?

Se definen los siguientes pardmetros adimensionales :
El mimero de Rayleigh:

_ gydiA
- UK

R

El nimero de Prandtl:

Tenemos entonces dos ecuaciones lineales adimensionales acopladas (60),
(61). Falta encontrar las condiciones de frontera lineales de la perturbacién.
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En la superficie de abajo las condiciones de frontera para una superficie
libre indeformable toman la forma:

w=u,(—1)=w,(-1)=0 (62)

Y,
6(—1) = 0 (temperatura constante) (63)

En la superficie de arriba deformable:

ne = w(n) (64)

(14 X 2)pn) = 20(1 + Xy (o) (65)

uel) + wy{n) = 0 (66)

’ 8.(n) = 0 (Aujo de calor constante) (67)

en donde los subindices denotan derivadas parciales. Esta condicidén es real-
mente una aproximacion que se usa debido a que el medio del otro lado de
la frontera, en nuestro caso el aire, es muy mal conductor en relacién con
el liquido en conveccidn. Es aplicable cuando el nimero de Biot es muy

pequeno.
Modos Normales
Supongamos ahora, que las perturbaciones se desarrollan de la siguiente
manera:
Y = ¥(z)exp {i(k.z + k,y) + ot}

0 = O(z) exp {i(k;z + kyy) + ot}

n = X(z) exp {i(k.z + kyy) + ot}
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p = II(2) exp {i(kzz + kyy) + ot}

Aqui ¥(z) representa la amplitud de la funcién de corriente ¥, la cual se
define en términos de la velocidad como:

. _(Oy Y
“= (Bz O""é;)

De esta manera las ecuaciones que gobiernan las perturbaciones de un

fluido viscoeldstico de Oldroyd son, de las Ecs. (60) y(61):

(D2 -k - ];") (D2 K*) ¥ = ikNRO (68)
(D* -k -0)0 =ikl (69)
siendo D=4, K=Ky
_ 14 FIU
N = 1+ FEo (70)

Ahora al combinar (68} y (69) se obtiene una tinica ecuacién para ¥ :

Ne
2 _ 12 2 2 1.2 2 -
(D K2 — Pr)(o ?_o)(D?- k) U+ KNRE=0 (7))
De esta manera hemos obtenido la ecuacién que satisface la funcién de
corriente, que estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera:
Para la superficie de abajo libre indeformable:

T(-1)=0 (72}
D (-1)=0 (73)

con la condicién térmica:
G(—1) = 0 (temperatura constante) (74)
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Para la superficie de arriba deformable las variables se desarrollan en
series de Taylor alrededor de z = 0 y se dejan sdlo términos lineales. Asi, de
las Ecs. (64) y (66)

o(0) + k¥ (0) = 0 (75)
(D*+ a?)¥(0) =0 (76)
y de la condicién de esfuerzos normales (65):
Gk
11(0) +iP"UG T (0) +i2';f -D¥ (0) =0 (77)
donde se consideré que dp,{0)/dz = —gp,. Con ésto se obtiene un nuevo

mimero adimensional definido por:

gd®
G = ?2' (78)

conocido como nimero de Galileo. Si por otra parte se deriva con respecto
a z la componente = de la Ec. (58) y se usan modos normales, se puede
despejar la presion:

L LNT T d
II= _zW(D — k°)D¥ + zED\II (79)
Si esta expresion se evalla en z = 0 y se sustituye en la Ec. (77) se tiene:
o D3¥ (0) 322 o 9
———I-V———U(T-FE)D‘IJ(O)—GGPI\I"(O)«—O (80)

que corresponden a la condicién de esfuerzos normales. Para la condicion
térmica:
D@(0) = 0 (flujo de calor constante) (81)
Como las ecuaciones son lineales la solucién para ¥ en la ecuacién (71)
es de la forma:

¥ = i (A;sinh{e; (2 + 1)] + B; cosh [ay(z + 1)]) (82)

i=1

siendo las a; las raices de la ecuacién algebraica:
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2 _2\° 22N No? o 2 2
(e® - k%) = (o* - &?) (Pr+1)a+ (0" — k) + K*NR=0 (83)

De esta manera se tienen seis condiciones de frontera que deben ser tra-
ducidas todas para ¥, que satisface una ecuacién de sexto orden.

Las condiciones de frontera llevan a un sistema de ecuaciones lineales
simultineas para las A; y las B;. El sistema es homogéneo y, por tanto para
que haya solucion el determinante del sistema debe ser cero. El determinante
del sistema serd cero sélo para valores caracteristicos de los parametros del
sistema que son o, Pr, T, E, G, ky R. Sin embargo, se ha supuesto que los
seis ultimos deben ser reales. Es comiin buscar el valor caracteristico de R
en funcién de los otros pardmetros y generalmente en funcién de k. Al tratar
el caso marginal se supone que ¢ es imaginario puro.

En general, para una k dada, habrad una serie de valores de ¢ que hacen
a R real positivo (con los otros parametros fijos). Al variar k se encuentran
nuevos valores de o que hacen R real positivo. Dentro de éstos, sélo es de
interés el valor de o que corresponde a un minimo de R positivo. Estos son
ilamados los valores criticos R, y o, correspondientes a k..

El significado de estos pardmetros es que, conforme aumentamos la tem-
peratura, e} valor del mimero de Rayleigh crece, y cuando adquiere el valor
R,, en la curva marginal hay una perturbacién caracterizada por el nimero
de onda k., que se hace inestable en forma oscilatoria adquiriendo una fre-
cuencia Im(c) = A, (Re(o) = 0).

El problema de determinar R, es dificil de realizar de forma analitica ya
que a diferencia de los casos que son posibles de resolver analiticamente, se
tiene una ecuacién de sexto grado con coeficientes complejos cuyas raices son
no triviales. Por otro lado, como veremos, €] cilculo de un determinante
nos llevard a resolver una funcién compleja complicada. Sin embargo, hay
subrutinas que ayudan a la solucién numeérica y simplifican el trabajo.

El caso del fluido newtoniano, ya investigado por Benguria y Depassier
/14/, se obtiene de nuestras ecuaciones haciendo I' = 0.
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CAPITULO 111

RESULTADOS NUMERICOS

De acuerdo a las condiciones de frontera planteadas en el capitulo anterior,
el caso que estudiaremos es el de una capa de fluido con la superficie inferior
libre plana a temperatura constante y la superficie superior libre deformable
con fiujo de calor constante.

Al considerar una solucién para ¥ de la forma dada por la Ec. (82) las
condiciones de frontera, Ecs. (72) y (73), quedan como:

3

2. B:i=0 (84)

i=]
3
S a2B; =0 (85)

i=l1

Para las condiciones de la superficie deformable Ecs. (76) y (80) tenemos:

i {Ai(o? + K¥*) sinh(e) + Bi(of + &?) cosh(a;)} =0 (86)
=}

1.—-

i { [%a? —0 (%’53 + T;‘;)l (A; cosh(a;) + B; sinh(a.-))}

f==]

3
— > {¥* PrG (A;sinh(a;) + B; cosh(ey)) } = 0 (87)
i=1
Finalmente, las condiciones térmicas Ecs. (74) y (81) son:
3 No No
4 2, INo 4 12 -
;‘{(a (2k+P )+k +E Pr)B.} 0 (88)

i=1

(89)
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El problema lo hemos convertido en uno numérico, que en notacién ma-
tricial tiene la forma:

AC=0 (90)

siendo A una matriz de 6 x 6 que se forma al sustituir las soluciones a la Ec.
(83) en las diferentes funciones que aparecen arriba, y C es la matriz de 6 x 1
formada por los coeficientes A,, Az, A;, By, B2, Bs. Para poder tener una
solucién distinta de cero debemos pedir que el determinante de A se haga
cero. Para cada uno de los valores de I', E, G y Pr fijos, se obtienen valores
propios de R con respecto a k que hacen cero el determinante.

A continuacién describiremos brevemente los dos métodos que se uti-
lizaron para. resolver el problema:

El primero es un método aproximado basado en el que Chandrasekhar
utilizé en su monografia /5/ para distintos casos de estabilidad hidrodinam-
ica. El método que presentamos aqui es novedoso porque por primera vez se
aplica a un sistema convectivo con superficie deformable.

Primero, se supone una solucién para la perturbacion de la temperatura
que satisfaga las condiciones de frontera superior e inferior de la forma:

= 1
0= A, cos [(m + —) ﬂ-z]
% 2
Por otro lado, se supone también que la perturbacién de la funcién de corri-
ente satisface: :

¥ =3 A.Pn

Estas soluciones se sustituyen en las ecuaciones para las perturbaciones con
lo que es posible obtener una ecuacién caracteristica /5/ que nos proporciona
distintas aproximaciones para R, dependiendo del nimero de términos que
se tomen en el desarrollo de Fourier.

El segundo método se realizé con la finalidad de corroborar los resultados
obtenidos por el método anterior. Este consiste en obtener directamente del
determinante de la matriz A el valor propio de R por medio de un algo-
ritmo en FORTRAN. Para ello se usé una subrutina que utiliza el método
de Miiller /19/ para obtener las raices complejas de una funcién compleja.
Esta subrutina se utilizé simultineamente tanto para calcular las raices de
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la ecuacion de sexto grado con coeficientes complejos, como para resolver la
funcién compleja que resulta del determinante de A. Antes de obtener las
raices del determinante, a la matriz A se le hizo una descomposicién LU que
consiste en escribir a la matriz A como el producto de dos matrices, donde L
es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior /20/.

Se tienen 5 parametros adimensionales, sin incluir el niimero de onda y la
frecuencia, lo que ya es un nimero bastante grande. Esto nos obliga a fijar
el nimero de Prandtl en el valor que usaron Benguria y Depassier /14/, esto
es, Pr = 1. De este modo también podremos hacer una comparacién con el
caso del fluido newtoniano.

En la Fig. 3.1, para G = 1000 y Pr = 1, se dan ejemplos representativos
de dos comportamientos tipicos de las curvas marginales que se encontraron
al graficar el nimero de Rayleigh R contra el nimero de onda k para difer-
entes valores de I' con F fijo. Se pueden comparar con la grifica del caso
Newtoniano, I’ = 0, que obtuvieron Benguria y Depassier /14/. Esto sucede
para cualesquiera E y G, es decir, este comportamiento solo depende de I
También se encontrd que en el caso limite k& — 0 siempre se tiene que R — 30
para todo tipo de comportamiento. Hay un tipo mds de comportamiento.
En este caso, la curva es muy plana pero tiene una forma de letra griega w
en la cual hay dos minimos, uno mayor que el otro con el trazo de enmedio
muy corto. No se muestran grdficas de este comportamiento debido a las
pequenas diferencias existentes entre los dos minimos. Al disminuir el valor
de I se observa que el minimo mayor pasa a ser el menor, lo que representa
un salto tanto en k. como en la frecuencia correspondiente.

En la Fig. 3.2 se dan otros ejemplos de comportamiento pero ahora con
respecto a G. En las grificas antes mencionadas se observa que a partir de
un cierto mimero de onda las grificas tienen un comportamiento general muy
parecido al del caso newtoniano /14/ excepto por el valor del mfnimo, que
es el que nos interesa.

Aqui cabe mencionar, que el pardmetro adimencional G incluye efectos de
gravedad y como tal representa una fuerza "restauradora” sobre la superficie
de la capa de fluido. Mientras mds grande sea G més plana seré la superfice.

En la Figs. 3.3, 3.4 y 3.5 se muestran curvas del Rayleigh critico R, con
respecto a I' para diferentes valores de E y G. Con el objeto de poder com-
parar también se calcularon las curvas correspondientes al caso de una capa
de fluido viscoeldstico con ambas superfices libres planas con las condiciones
térmicas iguales a las del caso que estamos estudiando. Este problema tam-
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Fig. 3.1 Ejemplos de dos tipos de comportamientos observados respecto del
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Fig 3.2 Ejemplos de tres tipos de comportamientos observados respecto del
pardmetro G.
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poco ha sido investigado antes. En las graficas se observa cémo la presencia
de un tiempo de relajacién da un efecto desestabilizador al fluido mientras
que un tiempo de retardo resulta ser un factor estabilizador. Esto también
fue sefialado anteriormente para fluidos viscoeldsticos con superficies planas
por Vest y Arpaci /6/, cuando el Auido satisface el modelo de Maxwell;
por Takashima /8/, para el caso libre-libre y sélido-sélido cuando el fluido
satisface el modelo de Oldroyd y lo mismo por Kolkka y Ierley /11/. El hecho
de que difieran los dos conjuntos de graficas de R, correspondientes al caso
plano (lineas punteadas) y al caso deformable (lineas continuas) se debe en
gran medida a la nueva inestabilidad sobreestable que se encuentra cuando
la superficie se deforma. Cabe mencionar que todos los mimeros de Rayleigh
criticos H. obtenidos aquf cumplen con la aproximacién de Boussinesq que
en términos de nimeros adimensionales se escribe como:

R.<PrG

En las figuras también se grafican dos lineas horizontales correspondi-
entes a otros dos numeros de Rayleigh criticos: una corresponde al caso
de intercambio de inestabilidades o caso estacionaric (Rsc = 384.7) y otra
que corresponde al valor critico para el caso sobreestable de una capa de
fluido newtoniano con superficie deformable /14/ (Ron = 30). Esta iltima,
ademds de dar un punto de referencia, limita los dos tipos de comportamiento
senalados arriba, ya que para valores de I' mds pequenos que el de la inter-
seccién de la linea Ron con las curvas de criticalidad (I" =~ 0.45) se tiene que,
para cualquier valor de £ y G, R, = 30, igual que para el caso newtoniano
con superficie deformable. Cuando [’ > 0.45 se tiene otro tipo de compor-
tamiento en el que R, < 30, valor critico que depende fuertemente de E' y
r.

Al tratar de determinar los valores criticos con los distintos valores de
los pardmetros, se tienen grandes dificultades cuando £ = 0.001 y £ = 0
ya que las curvas marginales oscilan muy cerca del minimo. Otra dificultad
es que, para estos valores, las curvas marginales son muy planas cerca del
minimo extendiéndose en un amplio rango del nimero de onda. Ademas,
ésto se agrava cuando el nimero de Galileo es pequeno. Por este motivo, no
se muestra la curva critica para el caso de un fiuido de Maxwell con G = 100.
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Fig. 3.3 Curvas de criticalidad. R, vs [ para G = 100 con diferentes valores
de E. Las lineas punteadas corresponden al caso plano (No se incluye el
caso deformable para el fluido de Maxwell).
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Fig. 3.4 Curvas de criticalidad. R, vs I' para G = 1000 con diferentes
valores de E. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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Fig. 3.5 Curvas de criticalidad. R, vs [ para G = 4000 con diferentes
valores de E. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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Al preguntarnos por la dependencia de las curvas criticas con respecto al
parametro de deformacién G, se observa un comportarmiento sorprendente ya
que la capa de fluido se vuelve mas inestable con G, aunque esta variacion
entre los valores de R. es muy pequena. Al parecer, el grado de libertad
extra que ofrece la superficie deformable, aqui actiia de una forma totalmente
contraria a lo que uno pensaria cuando el fluido es newtoniano de acuerdo a
Izakson y Yudovich /12/ .

A continuacién se muestran curvas del mimero de onda critico K, con
respecto a I y curvas de la frecuencia critica ;. con respecto a I' para el
mismo conjunto de pardmetros. También se incluyen las curvas del caso
plano indeformable.

Se puede observar de las graficas que aparecen en las Figs. 3.6, 3.7 y
3.8, que si tenemos un fluido de Oldroyd dado, con el pardmetro I’ aproxi-
madamente mayor a (.45 (punto de interseccion entre la linea Ron y la curva
marginal), el minimo estd dado para una k diferente de cero, es decir, la
longitud de onda es finita. En caso contrario, para I' < (.45, encontramos
que el valor del minimo se encuentra en K, = 0, es decir, la longitud de onda
es infinita. Este caso es importante porque permite hacer un desarrollo a
nimero de onda pequeiio alrededor de k& = 0.

Las Figs. 3.9, 3.10 y 3.11 muestran graficas de o,, contra [" para los
correspondientes parametros de las figuras anteriores. Aqui, se observa algo
muy parecido a lo que sucede con los numeros de onda criticos, ya que para
I' € 0.45 la frecuencia correspondiente al limite k — 0 es ¢ — 0 y para
[ > 0.45 las frecuencias son finitas.

En las distintas graficas, tanto de K, como de oy, hay un mdximo para
los distintos valores de F, esto significa que existe un fluido de Oldroyd
(determinado por sus pardmetros viscoeldsticos) que tendra, con respecto al
parametro I' en el estado critico, las celdas mas pequeiias posibles y, por
tanto, una frequencia muy grande (no exactamente la maxima debido a que
no se pudo encontrar coincidencia exacta con respecto a I').

En las graficas de las Figs. 3.6-3.11 donde encontramos maximos es posi-
ble observar tambien discontinuidades o "saltos”. Este fendmeno resulta de
que, para valores fijos de Pr, E, I' y G, la funcién R(k) encontrada con los
dos distintos algoritmos de solucién del problema tiene en general, mas de
un minimo. En la vecindad de una discontinuidad, la funcién R(k) tiene
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Fig. 3.6 Curvas de criticalidad. K, vs I' para G = 100 con diferentes valores
de E. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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Fig. 3.7 Curvas de criticalidad. K, vs I' para G = 1000 con diferentes

valores de F. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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un minimo de casi igual magnitud para dos diferentes valores de £ , y su
disposicidén relativa se inverte para pequenos cambios en . Esta misma
situacion fue observada por Takashima /9/ y /10/ en dos trabajos donde
estudia la inestabilidad termoconvectiva de una capa de fluido viscoeldstico
de Oldroyd con el efecto de la rotacién /9/ y del campo magnetico /10/.
Sin embargo, este comportamiento de la solucidon no ha sido observado en
el caso de ausencia de fuerzas de cuerpo externas distintas de la gravedad.
Esto nos lleva a concluir que la fuerza de gravedad actia aqui también como
una fuerza de cuerpo "extra”, ademds de su funcién en la flotacion, a través
de su efecto restaurador de la deformacion superficial de la capa de fluido
viscoelastico.

Sobre la dependencia de k. y o, con respecto al parametro de deformacién,
se encontré que a medida que se incrementa G la longitud de onda disminuye
para valores de Pr, £ y T' fijos. A diferencia de lo que sucede con R,
aqui se presentan diferencias significativas que justifican la variacién de G.
Incrementando este pardmetro se obtienen diferencias tales que el mimero de
onda puede diferir hasta mas de 5 veces en magnitud al pasar de G = 100 a
G = 4000. _

Para las frecuencias criticas se tiene un comportamiento muy similar al
del mimero de onda. Se observa que a medida que G crece la frecuencias
también aumentan, aunque sin tener las diferencias tan significativas como
en el caso del mimero de onda.

En las figs.3.6-3.8 se observa la gran diferencia que hay entre los nimeros
de onda del caso plano (lineas punteadas), con el deformable. En las gréficas
se tiene como referencia el mimero de onda del caso estacionario Kcs = 1.76.
Respecto al parametro G se tiene que este afecta gravemente la suavidad
de las graficas, teniéndose "saltos” mas pronunciados en el caso G = 100
disminuyéndose hacia G = 4000. La tltima caracteristica general de estas tres
figuras es la discontinuidad que ocurre entre I' = 0.4 y I’ = 0.5 (representado
por eje K.) para todo valor de £ y G en donde K¢ — 0.

En las figs. 3.9-3.11 se observa cémo los valores para las frecuencias
criticas en caso plano (lineas punteadas) se encuentran entre las graficas
para el caso deformable £ =01y F =0.01.
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Fig. 3.9 Curvas de criticalidad. o, vs [’ para G = 100 con diferentes valores
de E. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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Fig. 3.10 Curvas de criticalidad. o, vs T para G = 1000 con diferentes
valores de £. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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Fig. 3.11 Curvas de criticalidad. o;. vs I" para G = 4000 con diferentes
valores de £. Las lineas punteadas corresponden al caso plano
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos resuelto la estabilidad lineal termocon-
vectiva de una capa de fluido viscoeldstico con superficie libre deformable.
Examinamos con detalle la sobreestabilidad lineal para distintos fluidos vis-
coelasticos y sus ecuaciones lineales fueron resueltas por dos distintos métodos.

El incremento de los grados de libertad que ofrece la viscoelasticidad hace
que el fluido sea mas inestable que el fluido newtoniano. Esto contribuye a
que los resultados obtenidos para el mimero Rayleigh critico sigan dentro
de la aproximacion de Boussinesq, ésto es, R, < PrG. Ademds conduce
a que los minimos de las curvas marginales se encuentren a un nimerc de
onda finito con la propiedad R, < 30 apartir de una I (= 0.4) dada, donde
las curvas de criticalidad se intersectan con la recta R = 30 en las grificas
R contra I'. Para valores mas pequenos de esta I' el comportamiento de
R. es similar al mostrado por un fluido newtoniano para cualquier G. Sin
embargo, la inestabilidad difiere fuertemente en el comportamiento de los
valores criticos del nimero de onda y de frecuencia. Hemos encontrado que
debido a la presencia de dos minimos de aproximadamente igual magnitud
en las curvas marginales, se tiene un ”salto” en las curvas criticas del mimero
de onda y frecuencia cuando se aumenta I'. Este "salto” es cada vez mas
suave convirtiéndose en un méaximo a medida que se aumenta el valor de £
y desaparece para grandes valores de G.

También Takashima, en sus articulos /9/ y /10/, observé “saltos” en
las graficas para frecuencias y nimeros de onda criticos. En ellos se es-
tudia la conveccién de una capa de fluido viscoeldstico para dos distintas
condiciones de frontera, considerando también los efectos de rotacién /9/ y
campo magnético /10/. Los resultados de estos dos trabajos muestran que
las fuerzas externas actian de tal modo que, para un cierto valor de I' se
tienen "saltos” en las curvas criticas . También se tienen resultados similares
en el trabajo de Chandrasekhar /5/ cuando se estudian la estabilidad de ca-
pas de fluido newtoniano con interaccién de rotacién y de campo magnético,

47



asi como en el articulo de Davalos-Orozco y Lépez-Mariscal /13/ donde se es-
tudia la estabilidad de una capa de fluido newtoniano rotando con superficie
deformabie.

En contraste con estos resultados no han sido reportados "saltos” en las
curvas criticas, para casos en que no hay fuerzas de cuerpo distintas a la
gravedad. Esto nos lleva a concluir que los efectos de fuerza de cuerpo extra
observados para nuestra capa de fluido se deben a una doble funcién de la
fuerza de gravedad, una en la fuerza de flotacion y otra como fuerza de cuerpo
externa que restaura la forma original de la superficie deformada. Cuando
este efecto es predominante en la conveccién natural del fluido viscoelastico
se observan "saltos” en el nimero de onda y frecuencia criticos del presente
trabajo.

Junto con estos nuevos resultados, otras conclusiones generales han sido
obtenidas. Un incremento en el nimero adimensional I" es siempre desestabi-
lizador, en cambio un incremento en el pardmetro viscoeldstico adimensional
E es estabilizador. El efecto de la deformacién superficial para las condi-
ciones de frontera estudiadas se presenta mediante una modificacién de la
condicién térmica en la superficie de arriba. Con esta condicién aparece una
nueva inestabilidad de la capa de fluido, debida tinicamente a la condicién de
deformabilidad de la superficie superior. Esto se concluye por comparacién
de los resultados para el caso con deformacién y sin ella (curvas punteadas)
en las graficas R. vs I'. Se encontrd que la deformacién superficial se car-
acteriza por el nimero adimensional G y cuyo incremento en magnitud es
estabilizador.

A futuro, queda por investigar la inestabilidad no lineal de estos fenémenos
convectivos tomdndose como punto de partida las referncias /21/-/23/. El
problema es complejo para el fluido newtoniano y lo es mucho mds para el
caso viscoelastico.
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