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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Motivación 

El agua, alguna vez considerada un recurso renovable, es cada vez más es
casa. El desmedido crecimiento poblacional y diversas actividades humanas 
han obligado a procurar ya no desperdiciarla y cuidar los cuerpos de agua 
naturales de donde se obtiene. Las aguas desechadas en algunos procesos 
industriales pueden contener sustancias tóxicas que si fueran descargadas di
rectamente a la naturaleza dañarían o alterarían significativamente los eco
sistemas. Ante esta problemática, la industria se ha visto obligada a tratar 
las aguas residuales para eliminar sustancias contaminantes. Así, el agua 
puede ser descargada sin ocasionar problemas ecológicos, o bien ser sometida 
a un tratamiento posterior que permita reutilizarla. 

Para tratar aguas residuales con sustancias tóxicas se pueden usar mé
todos biológicos, donde la degradadación es llevada a cabo por microorga
nismos especializados. Otros métodos de tratamiento incluyen algunos de 
índole física o fisicoquímica, tales como la filtración o la adsorción en carbón 
activado. La ventaja de los métodos biológicos con respecto a los otros radi
ca en que la sustancia no es simplemente trasladada a otro medio, sino que 
efectivamente es mineralizada por los microorganismos en sustancias inocuas 
y transformada en materia celular. 

Una manera de llevar a cabo un tratamiento biológico de aguas residuales 
es mediante el uso de biorreactores. Si además esta degradación es llevada 
a cabo por microorganismos que requieren oxígeno para realizar los procesos 
metabólicos, se trata entonces de biorreactores aerobios. Una forma de operar 

1 
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reactores de este tipo es haciéndolo un reactor secuencial en lotes (SBR, por 
sus siglas en ingles). Este tipo de operación ha demostrado su efectividad en 
la degradación de sustancias tóxicas xenobióticas l [5J. 

Un biorreactor de tipo SBR usualmente opera en fases bien definidas en el 
tiempo, cuya duración generalmente es decidida por un experto (operador) 
con base en su experiencia, a partir de las características particulares del 
reactor (tamaño, capacidad, tipo y distribución del aireador, tamaño de los 
Bóculos, características del sustrato, concentraciones en el inBuente, etc.). Sin 
embargo, para cierto tipo de sustancias tóxicas, la dinámica de la degradación 
puede acelerarse u optimizarse con una operación adecuada del reactor. Una 
forma de lograrlo es diseñando un controlador de tiempo óptimo que minimice 
el tiempo de degradación. Esto consituye el objetivo general en el que está 
enmarcado este trabajo. 

1.2 Planteamiento del problema 

Existen diversos problemas asociados con la implantación de una ley de con
trol de tiempo óptimo en un biorreactor de tipo SBR. En primer lugar, se 
requiere un modelo matemático del sistema que estructuralmente describa el 
proceso adecuadamente; es decir, la dinámica de las variables que se deciden 
como estados del sistema debe concordar con lo que sucede en realidad. En 
segundo lugar, las leyes de control óptimo requieren en general de la medición 
del vector de estados completo para poder ser implantadas. Finalmente, los 
parámetros del modelo matemático empleado deben ser conocidos. 

La situación real es distinta. Por una parte, los sistemas biológicos son 
muy difíciles de modelar, ya que las variables involucradas pueden ser dema
siadas y las relaciones entre ellas pueden ser muy complejas. Por ejemplo, en 
el biorreactor aerobio estudiado, para realizar la degradación de las sustancias 
tóxicas se emplea un consorcio de microorganismos, el cual está compuesto, 
no sólo por diferentes géneros y especies, sino también por individuos que rea
lizan, cada uno, reacciones bioquímicas diñciles de modelar. Por otro lado, 
aún simplificando el modelo matemático, en la práctica los estados resultan
tes no son medibles en línea, ya sea porque los instrumentos de medición son 
demasiado costosos o porque las únicas técnicas de medición, si existen, son 
demasiado tardadas o imposibles de implantar en un proceso automatiza-

1 Se dice xenobiótica 8 aquella sustancia que por no estar presente naturalmente en el 
medio ambiente, es de difícil degradación por métodos biológicos. 
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1.3. OBJETNOS 3 

do (e.g. pruebas de laboratorio que necesariamente involucran un operador). 
Aún con un modelo simplificado y manejable, los parámetros involucrados 
además resultan difíciles de identificar y, dada la naturaleza biológica del 
reactor, variantes en el tiempo. 

Una posible solución a la problemática anterior consiste primeramente 
en usar un modelo matemático lo suficientemente sencillo para ser manejable 
(e.g. un número limitado de estados y descrito por ecuaciones diferenciales or
dinarias), pero lo suficientemente completo para describir adecuadamente el 
proceso. Se considera que este modelo sólo tiene incertidumbre paramétrica, 
y no incertidumbre en cuanto a la estructura. Después se diseña una ley de 
control.de tiempo óptimo usando este modelo y se busca robustificarla ante la 
incertidumbre paramétrica. Para solucionar el problema de la difícil o impo
sible medición del vector de estados completo se diseña un observador de esta
dos, el cual además debe ser robusto ante la incertidumbre en los parámetros. 
Evidentemente entonces ya no puede garantizarse la optimalidad de la ley 
de control, pero si los estados estimados convergen suficientemente rápido a 
los reales, entonces el conjunto observador-controlador puede resultar acep
table para disminuir el tiempo de reacción. Posteriormente, para identificar 
los parámetros nominales del modelo empleado y compensar su variabilidad 
temporal se diseña un identificador de parámetros. En cada uno de los pasos 
anteriores se deben buscar y demostrar propiedades que garanticen el adecua
do funcionamiento del conjunto planta-controlador-observador-estimador de 
parámetros. Finalmente se debe probar esta estrategia experimentalmente. 

1.3 Objetivos 

En este trabajo no se pretende realizar completamente todo el proceclimiento 
de solución expuesto, dada la complejidad de ello. Un modelo matemático 
sencillo ya ha sido propuesto [23J y con base en él ya se ha propuesto un 
controlador de tiempo óptimo [19J. Para los propósitos de este trabajo, 
únicamente se busca cumplir los siguientes objetivos: 

Objetivo 1. Validar experimentalmente el modelo matemático. 

Objetivo 2. Hacer un análisis de observabilidad del sistema. 

Objetivo 3. Diseñar un observador de estados para estimar los estados no 
medibles e introducirlo al lazo de control. 
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Objetivo 4. Probar la estrategia de control óptimo con observador, tanto 
en simulación, como experimentalmente. 

1.4 Materiales y métodos 

El caso particular estudiado es un biorreactor piloto de 7 litros que se em
plea para el tratamiento de aguas sintéticas con altas concentraciones de 
compuestos fenólicos, intercambiando un volumen de 4 litros por ciclo. El 
modelo empleado usa cuatro estados, es no lineal, de parámetros concentra
dos y se considera invariante en el tiempo. Los cuatro estados corresponden 
al volumen de agua y las concentraciones de microorganismos, sustrato y 
oxígeno disuelto en el reactor. El flujo de entrada de agua residual es la 
única entrada y se considera la variable de control para el controlador. De 
los estados, se consideran medibles el oxígeno disuelto y el volumen. La si
mulación y el diseño del observador se hace usando MATLAB con SIMULINK. 
La implantación del controlador se hace mediante una tarjeta de adquisición 
de datos dSPACE y los programas de visualización y control de datos COCK
PIT y TRACE. Para validar experimentalmente, tanto el modelo matemático, 
como la operación de la estrategia propuesta, se comparan los resultados de 
simulación con datos obtenidos mediante otras técnicas de medición fuera de 
línea 

La metodología que se pretende seguir para alcanzar los objetivos presen
tados es la siguiente: 

1. Validar la estructura del modelo matemático comparando los resultados 
teóricos de simulación con aquellos obtenidos experimentalmente. Con 
estos últimos ajustar los parámetros del modelo para que las respuestas 
sean similares. 

2. Analizar el modelo matemático del sistema para buscar propiedades de 
estabilidad, controlabilidad y observabilidad. 

3. Revisar la literatura referente al tema de observadores para sistemas 
no lineales y escoger algunas técnicas de diseño que le sean aplicables. 

4. Evaluar las técnicas de diseño de observadores escogidas mediante si
mulaciones en computadora, tanto con el observador en lazo abierto 
(el controlador óptimo usa los estados "reales"), como en lazo cerrado 
(usa los estados estimados). 
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1.5. ANTECEDENTES 5 

5. Escoger uno de los observadores evaluados e implantar el controlador 
para ser usado con el biorreactor piloto de laboratorio. 

6. Operar el biorreactor como SBR usando el observador en lazo abierto 
para estimar los estados no medibles en línea. Comparar los resultados 
con los valores obtenidos mediante pruebas de laboratorio y ajustar el 
observador hasta obtener resultados similares. 

7. Usar la estrategia propuesta de control óptimo con observador de esta
dos para realizar las fases de llenado y reacción. Comparar los tiempos 
obtenidos con los que se usan normalmente en la operación de tipo SBR 
para el mismo biorreactor. Evaluar si efectivamente se reduce el tiempo 
de degradación de sustrato mediante pruebas de laboratorio conjuntas. 

1.5 Antecedentes 

El problema de control de biorreactores aerobios continuos o de lecho fijo en 
el tratamiento de aguas residuales ya ha sido ampliamente estudiado [2, 23J. 
En cambio, el uso de SBRs para este mismo propósito no es tan común en 
la práctica y son pocos los trabajos que tratan acerca de su automatización. 
Muchos de los controladores para bioprocesos reportados en la literatura o 
usados en la práctica son en realidad reguladores para ciertas variables del 
proceso, tales como las concentraciones de sustrato, biomasa u oxígeno, la 
temperatura o el pH [2J. El controlador de tiempo óptimo que se usa en 
este trabajo es el propuesto por Moreno y Buitrón [20J para un biorreactor 
aerobio de tipo SBR. 

El tema de observadores para sistemas no lineales ha sido tratado por 
diversos autores. A diferencia de los sistemas lineales, no existe una meto
dología unificante para el diseño de observadores (véase [16, 26, 22J para una 
comparación entre distintas técnicas de diseño). El observador más sencillo 
para sistemas no lineales se basa en una linealización de Taylor alrededor de 
un punto de operación [15J. Si se tienen varios puntos de operación se puede 
emplear un observador basado en técnicas de linealización extendida [3, 16J. 
Si la linealización se hace alrededor de una trayectoria, se puede extender el 
diseño de obsevadores lineales usuales a sistemas no lineales, como en el ob
servador de Luenberger extendido y/o el flitro de Kalman extendido [n, 28J. 
Otra estrategia consiste en hacer una transformación de coordenadas para 
llevar el sistema original a una forma normal o canónica en la cual se diseña 
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el observador; posteriormente se regresa a las coordenadas originales [22, 10]. 
Para sistemas con una parte lineal, se pueden aprovechar ciertas propiedades 
de la no linealidad para diseñar observadores robustos cuya convergencia se 
garantiza a pesar de la no linealidad. Algunos observadores de este tipo son: 
el observador basado en técnicas para sistemas de estructura variable (modos 
deslizantes) propuesto por Walcott y Zak [27], el observador independiente 
de las entradas propuesto por Besan<;on y Hammouri [4] y el observador pro
puesto por Thau [25]. Existen además observadores de tipo dead-beat para 
sistemas no lineales discretos [17] e incluso propuestas de observadores es
pecíficos para biorreactores [2]. Como se puede ver, no todos los observadores 
son aplicables a todos los sistemas no lineales; su aplicabilidad depende de 
cada caso en particular. 

1.6 Aportes del trabajo 

Este trabajo contribuye al conocimiento con los siguientes aportes: 

1. Se valida el modelo matemático para un biorreactor aerobio empleado 
en el tratamiento de aguas residuales. 

2. Se analiza la observabilidad del sistema y se muestra que ninguno de 
los observadores revisados en la literatura hasta el momento es estric
tamente aplicable al biorreactor estudiado. 

3. Se implanta experimentalmente, en un biorreactor piloto, la estrate
gia de control de tiempo óptimo propuesta por Moreno y Buitrón [20] 
usando un observador no lineal para estimar los estados no medibles. 

4. Se comprueba experimentalmente que el controlador de tiempo óptimo 
efectivamente reduce el tiempo de reacción en un biorreactor de tipo 
SBR. 

1.7 Organización del trabajo 

En este primer capítulo se describió el problema que se pretende resolver, se 
presentaron los objetivos de este trabajo y se expuso la metodología a se
guir para cumplirlos. En el siguiente capítulo se plantea y explica el modelo 
matemático del proceso bajo ciertas suposiciones y se hace un análisis de 
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estabilidad de la planta. En el tercer capítulo se hace un análisis de contra
labilidad, se expone el controlador de tiempo óptimo empleado y se analizan 
las propiedades del sistema en lazo cerrado con esta ley de control. El cuarto 
capítulo, referente a la búsqueda de observadores no lineales para el proceso, 
primero presenta algunas definiciones útiles para después hacer un análisis 
de observabilidad del sistema. Posteriormente se analizan cuatro estrategias 
de diseño de observadores no lineales y su aplicabilidad al sistema estudiado. 
En el quinto capítulo se presentan y discuten algunos resultados de simu
lación usando MATLAB y SIMULINK para tres observadores y el controlador 
de tiempo óptimo, tanto en lazo abierto como cerrado, así como los resul
tados experimentales obtenidos hasta el momento. Finalmente, en el último 
capítulo se presentan las conclusiones de este trabajo. 
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Capítulo 2 

Modelo matemático del proceso 

Para poder automatizar al reactor secuencia! por lotes, se debe contar con 
una descripción matemática del mismo. Es decir, se requiere un modelo 
matemático a! cual se le puedan hallar propiedades y con base en ellas diseñar 
un controlador para el proceso. En este capítulo se describe la operación 
de un biorreactor como SBR y se expone el modelo matemático empleado 
para describir el proceso. Posteriormente se hace un análisis de estabilidad 
entrada-salida y de los puntos de equilibrio. 

2.1 Reactor secuencial en lotes (SBR) 

Los biorreactores que operan bajo un esquema de reactor secuencial en lotes 
(SBR por sus siglas en inglés: Sequencing Batch Reactor) son biorreactores 
aerobios donde un consorcio de microorganismos suspendidos en el agua a 
tratar, también llamados lodos activados, llevan a cabo la degradación del 
sustrato. Operan normalmente en fases bien definidas en el tiempo y de 
manera cíclica [23]. 

Las fases que definen un proceso de tipo SBR son las siguientes (véase la 
figura 2.1): 

Fase de llenado El reactor inicialmente se encuentra con un volumen mí
nimo de agua y biomasa altamente concentrada; un aireador debe estar 
funcionando para asegurar que los microorganismos obtengan oxígeno 
necesario para su supervivencia. Durante esta fase se alimenta el reac
tor con agua residual no tratada o pretratada hasta que el reactor se 
llene a su capacidad máxima. También se pone en funcionamiento un 

9 
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mezclador que hace la mezcla uniforme y permite que los lodos con
tinúen en suspensión durante la siguiente fase. 

Fase de reacción Una vez lleno el reactor se continua mezclando y aireando 
la suspensión de lodos activados hasta que la biomasa haya degradado 
todo el contaminante o sustrato. El tiempo que dura esta fase depende 
de cada caso en particular y por lo general es determinado por un 
experto con base en su experiencia previa y/o mediciones fuera ,de línea, 
que involucran pruebas de laboratorio. 

Fase de decantado Cuando el agua ya ha sido tratada, se apagan el airea
dor y el mezclador para permitir que los lodos se decanten. El tiempo 
de decantado también depende de las condiciones específicas del reac
tor (e.g. la altura) y del tipo de lodos que se empleen (e.g. el tamaño 
de los flóculos). 

Fase de vaciado Estando los lodos decantados, el agua tratada que queda 
en la parte superior (sobrenadante) puede ser removida sin dificultad. 
Ésta puede ser posteriormente descargada a un cuerpo de agua o en
viada a otra planta para un tratamiento posterior. 

Tiempo muerto Debido a que un reactor puede ser parte de un banco de 
reactores que operan en paralelo o bien, que la carga de agua a tratar 
sea tan pequeña que no amerite iniciar otro ciclo, se debe también con
siderar un tiempo muerto antes de repetir la operación. Durante este 
tiempo generalmente los lodos deben ser aireados para permitir a los 
microorganismos respirar, aunque se mantengan en ayuno. También en 
esta fase puede ocurrir que por la muerte natural de los microorganis
mos, deba considerarse una purga de la biomasa vieja para sutituirla 
por biomasa nueva, 

2.2 Modelo matemático empleado 

Por ser este proceso de tipo biológico, con reacciones bioquímicas complejas, 
encontrar un modelo matemático que lo describa perfectamente es una labor 
casi imposible. Sin embargo, bajo algunas simplificaciones y suposiciones, sí 
es posible proponer un modelo que describa aproximadamente esta dinámica 
tan compleja. 
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2.2. MODELO MATEMÁTICO EMPLEADO 

7'{'lenado 

Tiempo /_~ 
muerto / ~ Reacción 

SBR 

Vaciado 

:::: :::: :::::: .............. 
:::: :::: :::::: .............. .... .... ..... . .............. .... .... ..... . 
:::: :::: :::::: 

Figura 2.1: Fases de operación de un SBR 

11 
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2.2.1 Consideraciones previas 

Las suposiciones y simplificaciones que se emplean para hallar un modelo 
matemático del biorreactor son las siguientes: 

i. A pesar de que los lodos activados son en realidad un consorcio de 
microorganismos con comportamientos específicos e individuales dis
tintos, se consideran como una biomasa homogénea, con mismas tasas 
de crecimiento y mortalidad. 

11. Se considera que el reactor está perfectamente mezclado durante las 
etapas en que el agitador y el aireador están encendidos. 

lll. Aún cuando en una planta real, ya sea industrial o municipal, tanto el 
número de sustancias a degradar como sus concentraciones son varia
bles, en este modelo se considera que el sustrato se comporta como una 
única sustancia. También se considera que la concentración de sustrato 
en el infiuente es constante y conocida. 

IV. Se supone que el oxígeno disuelto en el reactor siempre es suficiente 
para que los microorganismos puedan respirar adecuadamente, de tal 
manera que la tasa de crecimiento de microorganismos no dependa de 
esta variable. 

Con base en estas suposiciones y otras adicionales que se detallarán en 
su momento, se pueden proponer modelos matemáticos para cada etapa de 
operación del SBR. En todos los casos se consideran cuatro estados V, X, S 
y O que corresponden al volumen y las concentraciones de biomasa, sustrato 
y oxígeno disuelto en el agua, respectivamente. Cabe notar que el modelo 
correspondiente a las fases de llenado y reacción se usa para diseñar la ley de 
control y se busca que describa adecuadamente la situación física real. Los 
otros modelos sólo se emplean para simulación y sólo describen burdamente 
la realidad ñsica. 

2.2.2 Fases de llenado y reacción 

Las fases de llenado y reacción se pueden describir con las siguientes ecua
ciones diferenciales, considerando las suposiciones anteriores y haciendo un 
balance de masas en el reactor 113, 24]: 
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x 
S 

O 

V 

donde, 
X 
S 
O 
V 

J.I.(S) 
y 

Yxo 
K¡a 

b 
Kd 

Qen 
S.n 
O.n 
Os 

-

= 

-

-

J.I.(S)X - KdX - X
Q

•n 

V 

- ~ J.I.(S)X + (S.n - S) C;;n 

- Y~oJ.l.(S)X + (O.n - O) C;;n + K¡a(Os - O) - bX 

Q.n 

Concentración de biomasa en el reactor, 
Concentración de sustrato en el reactor, 
Concentración de oxígeno disuelto en el agua, 
Volumen de agua en el reactor, 
Tasa de crecimiento de biomasa específica, 
Coeficiente de conversión biomasa/ sustrato, 
Coeficiente de conversión biomasa/ oxígeno, 
Coeficiente de tranferencia de masa de oxígeno, 
Tasa específica de respiración endógena del sustrato, 
Tasa de mortalidad de biomasa, 
Flujo de entrada de agua, 
Concentración de sustrato en el flujo de entrada, 
Concentración de oxígeno disuelto en el flujo de entrada, 
Concentración de saturación de oxígeno. 

13 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

Naturalmente se satisfacen las siguientes restricciones: X 2: O, S 2: O, 
O 2: O, V 2: O Y Qen 2: O. Además los parámetros son todos no negativos. 

Debido a la suposición de que siempre hay suficiente oxígeno disuelto 
en el reactor, la tasa de crecimiento de biomasa J.I. se considera dependien
te únicamente de la concentración de sustrato. Evidentemente, si no hay 
sustrato, la cantidad biomasa no puede aumentar, pues no hay "alimento" 
que consumir. Además, debido a que el sustrato considerado en este trabajo 
es una sustancia xenobiótica, éste resulta tóxico cuando su concentración es 
suficientemente alta. 10 anterior implica que la curva que describe la tasa 
de crecimiento de biomasa en función de la concentración de sustrato debe 
poseer las siguientes características: 

i. J.I.(S) = O cuando S = O: no hay crecimiento si no hay sustrato; 



14 CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL PROCESO 

ll. ¡.t(S) > O; '1S ~ O: la tasa de crecimiento es no negativa; 

lll. lim ¡.t(S) = O: a concentraciones altas inhibe el crecimiento de biomasa; 
s~oo 

IV. S' es la concentración de sustrato tal que la tasa de crecimiento es 
máxima: ¡.t( S') = ¡.t'. 

Un modelo que cumple con las características anteriores es la ley de Hal
dane (ver figura 2.2), la cual es frecuentemente usada para este tip¿ de sus
tancias [2, 5, 23]. La ecuación que la describe es la siguiente: 

donde, 

Constante de afinidad, 
Constante de inhibición, 

¡.toS 

Tasa específica máxima de crecimiento. 

~(S) 

p- ._------

00 S' 

Figura 2.2: Ley de Haldane 

(2.5) 

s 

Es fácil verificar que el punto donde ¡.t(S) es máxima queda descrito por: 

¡.t' = ¡.to 
1 + 2 1&' VKi 

(2.6) 
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2.2.3 Fase de decantado 

Durante la fase de decantado el aireador y el agitador se apagan, por lo cual 
no puede considerarse que el reactor esté perfectamente mezclado. Un modelo 
realista del proceso requeriría el uso de ecuaciones en derivadas parciales 
para describir las concentraciones en cada punto del reactor. Dado que este 
modelo sólo se usa en las simulaciones, puede usarse una aproximación en 
parámetros concentrados que describe la dinámica de los estados anteriores 
considerando al reactor globalmente; es decir, definiendo las concentraciones 
de sustancia como la masa total dividida entre el volumen total. Se hacen 
las siguientes suposiciones: 

1. El flujo de entrada es cero: Qen = O; 

11. El decantado no inicia sino hasta que el sustrato ha sido degradado: 
S ~ O ===> ¡t(S) ~ O; 

lll. Cuando el aireador está apagado no hay transporte de masa de oxígeno: 
K¡a=u; 

iv. No hay mortalidad de microorganismos: Kd = O. 

Bajo estas suposiciones el modelo matemático (2.1-2.4) queda descrito 
por: 

X=O; S=O; V=O; Ó=-bX (2.7) 

La única concentración que cambia es la del oxígeno disuelto, debido a 
la tasa de respiración endógena. La tasa de respiración b se ha considerado 
constante, pero esto sólo es válido cuando la concentración de oxígeno es 
alta. Si es baja, la ecuación (2.7) derecha podría producir concentraciones 
negativas de oxígeno, lo cual no concuerda con la realidad. Para evitar este 
problema se puede suponer que b depende de la concentración de oxígeno 
disuelto, de tal manera que b -t O cuando O --> O. Esto último es lógico si se 
piensa que si no hay oxígeno, los microorganismos no pueden respirar y por 
la tanto la tasa de respiración debe ser cero. En el modelo empleado en esta 
fase la dependencia está dada por: 

bO 
b(O) = Ka + O' (2.8) 

donde Ka es la concentración de oxígeno tal que b(Ka) = b/2, siendo b la 
tasa máxima de respiración endógena. Nótese que si Ka es suficientemente 
pequeña, para O » Ka, se tiene que b(O) ~ b. 
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2.2.4 Fase de vaciado 

Durante el vaciado también el aireador y el agitador se encuentran apagados, 
no hay flujo de entrada (Q •• = O) Y se supone que el sustrato ya ha sido 
degradado. Por lo tanto se puede suponer que K¡a = O y JL(S) = o. El 
reactor se puede ver como separado en dos partes: en el fondo se concentra 
toda la biomasa y en la parte superior sólo hay agua sin sustrato y sin 
biomasa (el sobrenadante). De la misma manera que para la fase anterior, 
se puede considerar al reactor globalmente y entonces conforme se ·retira el 
sobrenadante con un flujo de salida Qeal, el volumen disminuye hasta llegar 
al volumen mínimo. Sólo la concentración global de biomasa aumenta, ya 
que no se retira masa de microorganismos. Si además se supone que la 
concentración de oxígeno es baja y no cambia, el modelo resultante es el 
siguiente: 

·0=0· , , v = -Qsal. (2.9) 

2.2.5 Tiempo muerto 

Durante el tiempo muerto se vuelve a encender el aireador (K¡a > O) y posi
blemente también el agitador. Nuevamente se puede suponer que el reactor 
está perfectamente mezclado y que las concentraciones en cualquier punto 
son iguales. También es válido suponer que S = O. El modelo matemático 
que describe esta fase es entonces: 

2.3 

X - -KdX 

S - O 

O - K¡a(O.-O)-bX 

V - O 

Análisis de estabilidad 

(2.10) 

En esta sección se analiza la estabilidad del sistema durante las fases de lle
nado y reacción, que es cuando interesa controlar al sistema. Primero se 
verifica que con una fuerte suposición con respecto a la variable de control 
Qe. y estando ésta acotada, los estados del sistema permanecen acotados. 
Posteriormente se analizan los puntos de equilibrio del sistema y su estabili
dad en el sentido de Lyapunov. 
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2.3.1 Estabilidad entrada-estados 

La estabilidad entrada-estados asegura que bajo cualquier entrada acotada 
los estados de un sistema permanecen acotados. En este sentido el biorreac
tor estudiado no la posee, ya que el volumen puede no estar acotado para 
cualquier QCD acotada (véase que la ecuación (2.4) define un integrador). Sin 
embargo, la función de entrada se puede limitar para no sobrepasar la ca
pacidad volumétrica máxima del reactor y ser acorde con la realidad. Esto 
es: 

[Tr 

Jo Q.n(r)dr = VI - Va ~ O, (2.11) 

donde VI es el volumen de agua al final de la reacción, Vo > O es el volumen 
de agua al inicio de la fase de llenado y Tr es el tiempo que duran las fases 
de llenado y reacción. El volumen final debe ser positivo y menor al máximo 
permisible en el biorreactor: O < VI :s Vmax . Evidentemente entonces, si 
f¿r Q.n(r)dr está acotado, V(t) está acotado. 

Para demostrar el acotamiento de los demás estados dada la restricción 
(2.11), primero se demostrará que X y S son no negativos y luego que tienen 
cotas superiores, las cuales se hallarán. Con base en estos resultados y una 
suposición adicional se demostrará que O es no negativo y que tiene una cota 
superior. 

No negatividad de las concentraciones de biomasa y sustrato 

Considérese primero que en algún momento X = O. Entonces, sustituyendo 
en la ecuación (2.1) se obtiene que X = O para cualquier Q.n' Por lo tanto, 
X(t) = O a partir de entonces. Si el valor inicial X(O) = Xo es positivo, X(t) 
nunca será negativo; es decir, 

X(t) ~ O (2.12) 

donde Tr es el tiempo al final de la fase de reacción. 
Esto mismo sucede si se considera S = O. Sustituyendo en la ecuación 

(2.2) se tiene que S = S.DQ.n/V, Como todos los términos del lado derecho 
son no negativos (recuérdese que S.n > O), se ve que S ~ O. Nuevamente, si 
S(O) = So ~ O, entonces 

S(t) ~ O Vt E [O, Tr ], (2.13) 

con Tr definido como antes. 



18 CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁ TICO DEL PROCESO 

Acotamiento superior de la concentración de sustrato 

Dado que ¡.t(S) ~ O, Y > O y, como ya se demostró, X ~ O, se tiene que 

s = -L.(S)X + (5 - S)Qen < (5 _ S)Qen y"" en V - en V 

Defínase la variable a tal que a(O) = S(O) = So ~ O Y 

. (5 )Qen a= en -a v· (2.14) 

Nótese además que si V(O) = Vo > O, entonces 

(t Qen(T) dT = (t dV(T) ~ = (V(t) dV = In (V(t)) . 
Jo V(T) Jo dT V(T) Jvo V Vo 

(2.15) 

Resolviendo la ecuación diferencial (2.14) se tiene que 

L(t) da l' Qen(T)dT = 
u(O)=So Sen - a o V(T) 

In ( Sen - So ) - In (VJ:)) 
Sen - a(t) 

Por lo tanto 
Vo 

a(t) = Sen - V(t) [Sen - So}. (2.16) 

Como V(t) ~ Vo, 'Vt E [O, Tr }, entonces ~~) ::; 1. 

depende de su valor incial a(O) = So: 
La cota superior de a 

1. Si So > Sen entonces 

Vo ] a(t) = Sen + V(t) [So - Sen} ::; Sen + [So - Sen = So; 

2. Si So = Sen entonces a( t) = Sen; 

3. Si So < Sen (lo común), entonces el menor valor de ~~) se da cuando 

V(t) = VI Y por lo tanto 

Vo 
a(t) ::; Sen - VI [Sen - So]. 
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Finalmente, como S ~ a y S(O) = a(O) = So, entonces S(t) ~ a(t) y las 
cotas anteriores se aplican también a S(t). Esto implica que el sustrato está 
acotado por: 

o ~ S(t) ~ max (So, Sen - ~ [Sen - So]) , Vt E [O, Tr ]. (2.17) 

Acotamiento superior de la concentración de biomasa 

Considérese que Kd = O. Esta suposición no afecta el acotamiento superior 
de X, ya que como Kd 2: O y X(t) 2: O, el término -KdX en (2.1) siempre 
contribuye a no aumentar el valor de X. La ecuación (2.1) queda 

x = p.(S)X - X~n. 

La cota superior de X en este caso se encuentra mediante una variable 
auxiliar. Sea z(t) == Y S(t) + X(t). Entonces 

.. Qen 
.i = YS+X = (YSen - z)V. 

Resolviendo la ecuación diferencial usando (2.15), se tiene que 

1z(t) dz f Qen(T) dT 
%(0) YSen - z -

o V(T) 

In (Y Sen - z(O)) In (VJ:)) Y Sen - z(t) 
-

Vo [Y Sen - z(O)] = V(t) [YSen - z(t)]. 

Sustituyendo z(t) = Y S(t) + X(t) Y z(O) = Y So + Xo se llega a la siguiente 
expresión: 

V(t) [X(t) - Y(Sen - S(t))] = Vo [Xo - Y(Sen - So)] =: Po, (2.18) 

que define una superficie donde se mueven los estados del sistema y que de
pende de la condición inicial. Esto es consecuencia del hecho de que cuando 
no hay mortalidad de microorganismos, existe conservación de la masa y 
todo el sustrato consumido por la biomasa es transformado en materia ce
lular. También implica que, dado que S y V son no negativos y acotados 
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superiormente y además el término de la derecha es una constante positiva, 
necesariamente X también debe ser acotado superiormente por un valor no 
negativo. De la ecuación (2.18), 

po 
X(t) = V(t) + Y(Sen - S(t)) (2.19) 

y se observa que la cota superior de X(t) depende del signo de Po: 

1. Si Po > O, lo cual sucede si Xo > Y(Sen - So), entonces X(t) alcanza 
su valor máximo cuando V = Vo y S = O: 

X(t) < Xo+YSo; (2.20) 

2. Si Po ~ O, entonces, como V(t) > O, de la ecuación (2.18) se ve que 
I 

X(t) - Y(Sen - S(t)) ~ O y dado que S(t) ?:: O: 

X(t) ~ YSen ; (2.21) 

o bien, si se busca una cota menos conservadora, de la ecuación (2.19), 
X(t) alcanza su valor máximo cuando V = Vmax ?:: Vo y S = O; esto es: 

Vo (Vo ) X(t) ~ V
max 

(Xo + YSo) + 1 - V
max 

YSen. 

Las cotas para la biomasa se resumen entonces en las siguientes desigual
dades: 

0< X(t) < { YSen s~ X o ~ Y(Sen - So) 
- - Xo+YSo SI XO>Y(Sen-SO) 

(2.22) 

Obsérvese que generalmente en t = O, al inicio de la fase de llenado, el 
volumen es pequeño y la concentración de sustrato es cercana a cero: So "" O. 
Dado que durante la fase de vaciado del ciclo anterior no se retiró biomasa, 
la concentración Xo es grande y por lo general mayor que YSen . Por lo tanto 
la cota superior es prácticamente Xo misma. 

Se observa también que la ecuación (2.19) implica que el incremento 
máximo de biomasa en cada ciclo no depende de la función de entrada I/en(t), 
sino sólo de la relación 

(2.23) 
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donde se ha considerado que So = S¡ = O (estas son condiciones normales 
de operación de un biorreactor empleado como SBR), V¡X¡ - VoXo es el 
incremento de biomasa al final de la etapa de reacción y V¡ es el volumen 
en ese momento. Evidentemente este incremento es menor si se considera 
Kd > O. 

Acotamiento superior de la concentración de oxígeno disuelto 

Supóngase que para 0(0) = 0 0 se tiene que O ::; 0 0 ::; O. y además O < 
Oen ::; O.. Esta suposición es razonable, ya que ñsicamente es imposible 
lograr concentraciones de oxígeno disuelto mayores que la de saturación. 

Considerando el cambio de variable C == O - O., Cen == Oen - O., la 
dinámica de C queda descrita por: 

e = - (Y~oJ.!(S) +b) X + (Cen - C) ~n - K¡aC 

Cuando C = O, lo cual implica que O = O., esta ecuación queda 

. (1 ()) Qen C = - YxoJ.! S +b X +Cenv. 
Como el término Y:oJ.!(S) +b siempre es no negativo y Cen ::; O, entonces 

e::; O , V't E [O, Tr ]. Por lo tanto, si C(O) = 0 0 - O. ::; O, entonces C(t) ::; O 
durante las fases de llenado y reacción, lo cual implica que 

O(t) ::; O. (2.24) 

Este resultado es coherente con la situación física real, tal como se espe
raba. 

No negatividad de la concentración de oxígeno disuelto 

Considérese la ecuación (2.3) y el caso de que O = O: 

. (1 ) Qen 0=- YJ.!(S) + b X + OenV + K¡aO •. 
xo 

(2.25) 

Evidentemente en este caso no puede asegurarse que 6 ~ O y que por lo 
tanto O( t) sea no negativa. Esto muestra que para bajas concentraciones de 
oxígeno el modelo no refleja la realidad física, lo cual proviene del hecho de 
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que el modelo de las ecuaciones (2.1) a (2.4) fue obtenido bajo la suposición 
de que el oxígeno disuelto no es un elemento limitante de la reacción y siempre 
se encuentra en concentración suficiente (véase la suposición iv de la sección 
2.2.1). Esto se logra haciendo K¡a suficientemente grande, que equivale a 
proporcionar suficiente oxígeno por medie le los aireadores. El valor mínimo 
de K¡a se obtiene de la ecuación (2.25), procurando que 6:::: O para cualquier 
valor de X y S: 

K ::, [bYxo + ",(S*)]Xmax 
¡a_ y O ' 

XO 8 

(2.26) 

lo cual se obtuvo considerando que", es máximo en S = S*, que el valor 
mínimo de Qen(t) es cero y que Xmax está dado por cualquiera de las cotas 
superiores de X encontradas anteriormente. 

La concentración de oxígeno disuelto queda entonces acotada por: 

O ~ O(t) ~ O. 'lit E [O, Tr ]. (2.27) 

2.3.2 Puntos de equilibrio 

Los puntos de equilibrio para un sistema dinámico se definen como aquéllos 
donde los estados del sistema no cambian. 

Definición 1 Sea el sistema autónomo 

:i: = f(x) (2.28) 

donde f : D >-+ ~n es un mapa Lipschitz de un dominio D e ~n al espacio 
~n. Un punto z E D se dice de equilibrio si: 

fez) = O (2.29) 

En el biorreactor estudiado, interesan los puntos de equilibrio durante la 
etapa de reacción cuando la entrada es cero: Qen = o. Se considerará además 
que Kd = O Y b = O, lo cual es coherente con la realidad física, puesto que 
ambos valores son relativamente cercanos a cero. Las ecuaciones resultantes 
son: 

X=O - ",(S)X (2.30) 

8=0 1 --
(2.31) - --",(S)X y 

0=0 1 - - -
(2.32) -y-",(S)X + K¡a(O. - O) 

xo 

V=O = O (2.33) 
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La ecuación (2.33) es evidente ya que el volumen es el resultado de inte
grar la entrada. Existen, por lo tanto una infinidad de puntos de equilibrio 
con V = V, donde V es una constante tal que Vmln ~ V ~ Vmax . Considérese 
además el dominio de definición dado por las cotas encontradas anteriormen
te: 

D - {[X,S,O, vfl O ~ X ~ Xmax, O ~ S ~ Smax, 

O ~ ° ~ O,,vmin ~ V ~ Vmax }, 

donde X max y Smax están dadas por las cotas superiores respectivas. 

(2.34) 

De las ecuaciones (2.30) y (2.31), la definición de D y el hecho de que 
¡.t(S) ::::: O, se obtienen dos puntos de equilibrio para cada V: 

1. Cuando ¡.t(S) = O, en el dominio D esto corresponde a S = O. En este 
caso X es una constante comprendida entre los valores dados por las 
desigualdades (2.22) y O = O •. Este punto de equilibrio es precisamen
te el que se busca alcanzar durante la reacción, ya que corresponde a 
la total degradación del sustrato. 

2. Cuando X = O, entonces S es una constante comprendida entre las 
cotas dadas por (2.17) y O = O •. Este punto de equilibrio corresponde 
a la condición de que no haya lodos en el reactor, la cual es una situación 
que se desea evitar a toda costa. 

2.3.3 Estabilidad de los puntos de equilibrio 

Para hacer el análisis de estabilidad de los puntos de equilibrio primero hay 
que definir qué se entiende por estabilidad. A continuación se define la esta
bilidad en el sentido de Lyapunov. 

Definición 2 Sea x = O un punto de equilibrio paro (2.28). 

• x es estable si, paro cada E > O, existe un Ó = Ó(E) tal que 

IIz(O)1I < Ó =} Ilz(t)11 < E, Vt::::: O. 

• x es asintóticamente estable si además Ó se puede escoger tal que 

IIz(O)1I < Ó =} lim z(t) = O. '-00 
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• X es inestable si no es estable. 

La definición anterior se aplica al punto de equilibrio x = o. Para incluir 
otros puntos de equilibrio x i' O, basta con hacer un cambio de variable 
z = :z: - x. Entonces z = :i: = f(z + x) = g(z). La nueva variable tiene un 
punto de equilibrio en el origen, ya que g(O) = o. 

Para determinar si los puntos de equilibrio son o no estables, se puede 
recurrir al teorema de Lyapunov, el cual se enuncia a continuación: . 

Teorema 1 Sea x = O un punto de equilibrio pam (2.28) y D e ~n un 
dominio que contenga a x. Sea V : D t-+ Rn una función continuamente 
diferenciable, tal que 

V(O) = O y V(:z:) > O, '</:z: E D - {O}, 

V(z) ~ O, '</ z E D. 

Entonces, x = O es estable. Además, si 

V(:z:) < O, '</:z: E D - {O}, 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

entonces x = O es asintóticamente estable. A la función V : D t-+ ~n se le 
conoce como función de Lyapunov. 

Para aplicar este teorema al primer conjunto de puntos de equilibrio dado 
por x = [X, O, O., V( se debe hacer un cambio de variable. 

- - T 
Sea z = [X-X,S,O-O.,V-V] . Entonces z = O es un punto de 

equili brío para el sistema Z = g( z), el cual queda descrito por: 

Z¡ - Il(Z2)(Z¡ + X) 
1 -

Z2 - - y ll(Z2)(Z¡ + X) 

1 -
i3 = -yll(Z2)(Z¡ + X) - K¡az3 

xo 
i4 - O 

Una función de Lyapunov para el sistema es: 

V(z) = (z¡ + X) + 3Y Z2 - YXO z3 + z¡ 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 
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Nótese que cumple con la condición (2.35), ya que el dominio D donde se 
mueven las trayectorias del sistema está definido por (de las cotas encontradas 
para los estados): 

D = {[z¡,z2,z3,z4fl -X::;z¡::;Xm",,-X, 
O ::; Z2 ::; Smox, -O, ::; Z3 ::; O, Vmax - V ::; Z4 ::; Vmin - V}. 

La derivada temporal de esta función de Lyapunov es: 

V(z) = i¡ + 3Yi2 - YXO i 3 + 2Z4i4 

- -JL(Z2)(Z¡ + X) + YXO K¡az3 

(2.43) 

(2.44) 

Dado que ZI + X 2: O, JL(Z2) 2: O y Z3 ::; O en el dominio de definición, se 
cumple efectivamente la condición (2.36): V(z) ::; O. Por lo tanto este punto 
de equilibrio es estable. 

Es fácil ver que no es asintóticamente estable, puesto que para cualquier 
óS> O se tiene que JL(óS) > O. Por lo tanto, de la ecuación (2.1) se observa 
que dado que X > O, entonces aún cuando S vuelva a ser cero, la concentra
ción de biomasa ya habrá aumentado. Es decir, no se regresa al mismo punto 
de equilibrio, sino a [X', 0,0" V], con X' f X. Lo que es asintóticamente 
estable es la superfice definida por S = O, ° = O,. 

El segundo conjunto de puntos de equilibrio (aquellos donde X = O y 
S f O) es inestable en el sentido de Lyapunov. Considérese un punto tan 
cercano al de equilibrio como se desee: [ÓX, S, OS, Vf E D. Entonces X > O 
Y S < O; es fácil ver que la trayectoria correspondiente a esta condición inicial 
tiende a un punto del otro conjunto de puntos de equilibrio, ya que X tiende 
a aumentar y S tiende a cero. Esto sucede para cualquier ÓX > O. 
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Capítulo 3 

Controlador de tiempo óptimo 

Este capítulo describe el controlador de tiempo óptimo propuesto por Moreno 
y Buitrón [20, 19J, pero sin ahondar en el desarrollo del mismo. Únicamente se 
presenta el resultado final y su interpretación. Primero se plantea el problema 
de hallar una ley control de tiempo óptimo para el sistema. Posteriormente 
se hace un análisis de controlabilidad bajo estas suposiciones, para después 
presentar el controlador y su interpretación física. Finalmente se hace un 
análisis de las propiedades del sistema en lazo cerrado con esta ley de control 

3.1 Problema de control de tiempo óptimo 

Para el sistema descrito por las ecuaciones (2.1) a (2.4) se busca obtener una 
ley de control retroalimentado, usando Qen como entrada, que lo lleve de un 
estado incial a un estado final que pertenezca a un conjunto de estados finales 
deseados, siguiendo una trayectoria admisible y usando una función de entra
da admisible. Por otro lado, se busca que esta ley de control retroalimentado 
también minimice el tiempo que tarda en lograrlo. 

Para hallar la ley de control primero se deben hacer algunas considera
ciones, algunas de las cuales ya han sido tomadas en cuenta: 

1. No se considera la mortalidad de microorganismos (Kd = O) y por lo 
tanto existe conservación de la masa entre el sustrato y la biomasaj 
todo el sustrato degradado por los microorganismos es transformado 
en masa celular. 

27 
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11. El oxígeno se considera únicamente como un medio para que los lodos 
sobrevivan y su consumo no influye en el crecimiento de biomasa. 

lll. La concentración de sustrato en el influente es constante para todo t 2: O 
(Sen(t) = Sen)' Aunque es una suposición fuerte para una planta de 
tratamiento a nivel industrial o municipal, es fácilmente reproducible 
en laboratorio usando aguas sintéticas. La suposición podría también 
ser eliminada, pero el análisis se hace más complicado [18]. 

IV. Los parámetros de la planta son constantes y conocidos. 

v. Se tiene acceso al vector de estados completo. 

El problema de control de tiempo óptimo también puede plantearse como 
buscar la función de entrada admisible que genere una trayectoria admisible 
y minimice la funcional de costo 

(3.1) 

donde Tr es el tiempo de reacción. 
La función de entrada Qen(t) se considera admisible si está acotada por 

(3.2) 

y además 

(3.3) 

donde VI es el volumen final y \lo es el volumen inicial, con O < VI :<::: Vmax ' 

Por otro lado, una trayectoria se considera admisible para todo t 2: O si 
se encuentra en la región 

La región donde se desea que se encuentre el estado final debe ser un 
subconjunto de DA Y es: 

=-1 = {[X,S,O, vfl X 2: 0,0:<::: S:<::: Smin,O 2: O, V = VI,}' (3.5) 

Nótese que esta región no tiene restricciones en cuanto a los valores finales 
de X y O, excepto el hecho de que sean no negativos. 
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Se observa también que en el sistema estudiado, el comportamiento de 
las concentraciones de sustrato y biomasa no depende de la concentración 
de oxígeno. Por lo tanto el sistema se puede desacoplar y hacer el análisis 
de controlabilidad y diseño de la ley de control para el subsistema dinámico 
formado por las ecuaciones (2.1), (2.2) Y (2.4). Esta consideración no afec
ta la admisibilidad de las trayectorias ni la pertenencia del estado final al 
subconjunto =-" ya que se ha garantizado que O(t) ;::.: O (véase la sección 
2.3.1). El comportamiento del oxígeno disuelto estará entonces determinado 
por la solución de la ecuación diferencial (2.3) para 0 0 y las trayectorias 
X(t, Qen, X o), S(t, Qen, So) Y V(t, Qen, Vo). 

3.2 Análisis de controlabilidad 

Para determinar si el subsistema estudiado es controlable primero hay que 
definir qué se entiende por la propiedad de controlabilidad. Considérese el 
sistema dinámico invariante en el tiempo afín en las entradas 

m 

:i: = I(x) + L gj(X)Uj 
j=1 

j = 1,2, ... ,m, (3.6) 

donde 1 : D >-t lRn y las gj : D >-t lRn son mapas de un dominio D e lRn 

donde se define el vector de estados x = [Xl, X2, ••• ,xn]T al espacio lRn. El 
vector de entradas u = [u¡, U2,"" umf se define en el dominio U e lRm. 
La trayectoria del vector de estado x para todo tiempo t E lR+ cuando se 
ha aplicado una función de entrada u(o.t) : [O, t] ...... U con la condición inicial 
x(O) = Xo se denota por x(t, u, xo). 

Definición 3 {21} El sistema dinámico (3.6) se dice controlable si paro cua
lesquiero dos estados Xl, X2 E D existe un tiempo finito T y una función de 
entroda admisible U(O,T) tal que x(T, u, x¡) = X2. De otro manero el sistema 
dinámico es incontrolable. 

El subsistema estudiado bajo las suposiciones (i) a (iii) puede escribirse 
en forma compacta como: 

z = 1 (z) + g(z)Qen, (3.7) 

donde z = [X, S, V]T Y 1 (z) y g(z) están definidas por las ecuaciones (2.1), 
(2.2) y (2.4). La región donde las trayectorias se consideran admisibles está 
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dada por 

nA = {¡X, S, VJT¡ X ~ O,S ~ o, Vm;n ~ V ~ Vmax }. 

La región que define al estado final es un subconjunto de nA: 

z, = {[X,S, Vr¡X ~ 0,0 ~ s ~ Sollo, V = V,}. 

(3.8) 

(3.9) 

La solución de (3.7) para una condición inicial Zo E nA es única y se 
denota por z(t, Q.o, zo) para una función Q.n admisible y un estado incial 
Zo cuando t = O. Esta solución describe la trayectoria del estado para una 
condición inicial y una función de entrada dadas. 

Como ya se demostró (ver la ecuación (2.18) de la sección 2.3.1), cuando 
Kd = 0, la superficie 

a(zo): V[X - Y(S.n - S)J = Po, (3.10) 

con Po = Vo[Xo - Y(S.n - So)J es invariante para toda función de entrada 
Q.n admisible; esto es, todas las trayectorias z(t, Q.o, zo) se mueven en esta 
superifice bidimensional del conjunto tridimensional nA' 

Una consecuencia directa de este resultado es que el sistema estrictamente 
no es controlable, ya que no cualquier par de puntos Zo, z) E nA puede ser 
conectado por una trayectoria z(t, Q.o, zo). Todos los puntos alcanzables 
desde Zo se sitúan en la superficie a(zo). Por lo tanto, el problema de control 
de tiempo óptimo no está bien planteado por la falta de controlabilidad. Sin 
embargo, pueden replantearse las ecuaciones del sistema para que lo esté. 

La representación del sistema (3.7) cuando Kd = ° no es mínima, ya que 
puede ser descrita únicamente por dos ecuaciones diferenciales ordinarias y 
una ecuación algebráica: 

x - ~ + Y (S.n - S) (3.11) 

S - - (:~ + S.n - S) I1(S) + (S.n - S)~D (3.12) 

V - Q.n' (3.13) 

Este sistema no es controlable según la definición 3 ya que si V, < Vo, no 
existe ninguna función de entrada admisible (i.e. no negativa) que conecte los 
estados inicial y final. Sin embargo, para los propósitos perseguidos en este 
trabajo, esto tampoco es necesario, ya que en realidad no interesa alcanzar 
cualquier estado, ni siquiera del sistema minimo, sino sólo aquellos que se 
encuentran en la región Z,. 
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3.3 Ley de control 

De la definición de la región Z I se observa que no importa cómo sea el 
valor final de X; sólo se requiere que sea no negativo. Por propiedades de 
invarianza de la región {[X, S, Vfl X ~ O, S ~ O, V ~ O} con la entrada Qen 
admisible, esto siempre se satisface, lo cual resulta útil en la búsqueda de la 
ley de control de tiempo óptimo, ya que entonces la trayectoria óptima se 
puede buscar tal que su proyección sobre el plano (S, V) sea óptima para las 
restricciones y condiciones impuestas. 

Para hallar la ley de control óptimo se recurre a un método de solución 
basado en el teorema de Creen (para un análisis más detallado, véase [19, 
18]). El método consiste en determinar la región del plano (S, V) donde se 
puede encontrar la trayectoria de una posible solución (conjunto alcanzable). 
Después, usando el teorema de Creen se evalúa la optimalidad relativa de 
cualesquiera dos posibles soluciones sin necesidad de resolver las ecuaciones 
diferenciales que describen al sistema. Con esto se determina la trayectoria 
óptima. Finalmente se busca una función de entrada Qen admisible con la 
cual se logre la trayectoria óptima encontrada. 

Sean Xo = [S, V]T Y XI = {[SI,v/]TI O ~ SI ~ Smin} las proyecciones 

de Zo y ZI sobre el plano (S, V) y sea xI = [O,Vlf E XI. Moreno [19] 
demuestra que el conjunto donde se encuentra toda trayectoria posible es la 
región acotada por el segmento A = {(S, V)IS = O, O ~ V ~ VI} sin incluirlo 
y las trayectorias x(t,O,xo), x(t,Qmax,xo) y x(-t,O,xI) (véase la figura 
3.1). Este conjunto es no vacío y por lo tanto se garantiza la existencia de 
una solución al problema de control de tiempo óptimo. 

Para ¡.t(S) dada por la ley de Haldane o cualquier otra función mo
notónica, positiva, acotada superiormente y con un sólo máximo, al usar 
el teorema de Creen se encuentra que cuando So ~ Sen Y O ~ S' ~ Sen, la 
trayectoria óptima está dada por un máximo de tres arcos, dependiendo de 
la posición inicial de (So, Vo): 

1. Si Vo = VI entonces hay que seguir la trayectoria x( -t, O, XI) en sen
tido contrario (ver X&I) en la figura 3.2). 

2. Si Vo < VI Y So ~ S', entonces la trayectoria óptima consiste de tres 
arcos (ver X&2) en la figura 3.2): 

(a) Seguir la trayectoria x(t, O, xo) hasta que S = S'; 
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X(-t,O,X,) 

'i: .............................................. . 

:',',' '.:".: .::.-::. . .................. . . '.' ..... ::;; ......... :: .... .;.;.......... .. 

",' .............. . ........... . . . 

,':':': ..... ' ............ :.:.:.:.: ......... . 
......... . ............. ' ..................................... . 

x(t,O,X) 

s." S 

Figura 3.1: Conjunto alcanzable para el problema de control óptimo 

(b) Seguir la trayectoria z(t, Q.;>1&' [S', Vo]T) hasta que V = V,; 

(c) Si aún S > Smin, entonces seguir la trayectoria z( -t, O, [S', V,]T) 
hasta que S::::: Smin. 

3. Si Vo < V, y So < S' entonces seguir la trayectoria z(t, Qmax, zo) hasta 
que S = S' para luego continuar con el paso 2b o 2c según sea el caso 
(ver Z~3) en la figura 3.2). 

La ley de control retroalimentado que produce la trayectoria óptima para 
cualquier Zo es la siguiente: 

{

O, 
Qen = QsingJ 

Qmax, 

SI 

SI 

SI 

(V ~ V,) ó (S > S') 
(V < V,) y (S = S') 
(V < V,) y (S < S') 

donde Q.mg es el flujo de entrada tal que S = S' y está dado por: 

Jl'VX 

(3.14) 

(3.15) 

La reacción termina cuando se llega a Z 1; esto es, cuando (V = V,) Y 
(8 ::::: Smm)' Cabe aclarar que por lo pronto se requiere que Q.;ng ::::: Qmax 
para garantizar la optimalidad del control. 
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v 
s MIlI Qin = O 

Ve 1-----....... -..,.--+----.. x(1) 

x, o 

Qin =QllUj 

r!)/L----4---- XC') 
o o 

... 
s 

Figura 3.2: Trayectoria óptima para tres condiciones inciales. 

Para hallar la expresión de la ecuación (3.15) basta con hacer S = O 
estando en S = S', y despejar Qen de la ecuación (3.12). 

Físicamente lo que busca la ley de control es mantener, mientras sea posi
ble, la concentración de sustrato en un valor con el cual la tasa de crecimiento 
de microorganismos sea máxima, incrementando así la eficiencia de degra
dación; este valor es precisamente S' (ver figura 2.2). Si S > S', no debe 
entrar más sustrato al biorreactor para esperar que éste sea degradado hasta 
llegar a esa concentración crítica. Si S < S' entonces hay que proporcionar 
sustrato tan rápido como sea posible para que la concentración se incremente 
hasta ese valor. Si el biorreactor ya ha llegado a su volumen final, no se debe 
llenar más y sólo hay que esperar que degrade el sustrato hasta que S S SmJn' 

Cabe recalcar que la ley de control encontrada es tal que no importa cuáles 
sean los valores finales de X y O. En el primer caso, X/está determinado 
por la ecuación (3.11) y es independiente de cuál haya sido la función de 
entrada Qen(t). En el segundo caso, O/ y la trayectoria que sigue O(t) se 
determinan por la ecuación diferencial que la describe. 

La estabilidad entrada-estados de la planta en lazo cerrado está garanti
zada, ya que la ley de control es tal que f[r Qen(r)dr = V/ - Va es finito y 
Qen(t) está acotada (veáse la sección 2.3.1). 

Esta ley de control requiere la medición de X, S Y V para poder ser 
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implantada; no requiere la medición de O, ya que este estado se encuen
tra desacoplado del susbsistema estudiado. Como se verá más adelante, se 
incluye en el modelo únicamente para poder diseñar el observador. 
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Capítulo 4 

Observadores de estados 

En este capítulo se describe el uso de observadores para estimar los esta
dos no medibles del sistema. Inicialmente se presentan algunas definiciones 
útiles para después hacer un análisis de observabilidad. Posteriormente se 
presentan diferentes estrategias de diseño de observadores y se analiza su 
aplicabilidad al sistema. 

4.1 Justificación 

Para poder implantar la ley de control óptimo expuesta en el capítulo anterior 
se requieren medir en línea el volumen y las concentraciones de sustrato y 
biomasa presentes en el biorreactor. Sin embargo esto es impracticable, ya 
que los sensores son excesivamente costosos o las técnicas de medición son 
demasiado tardadas. 

Una manera de resolver este problema consiste en estimar, a partir de 
las entradas y salidas de la planta, los estados que no se pueden medir, 
para después usarlos en el controlador óptimo como si fueran los reales. Es
pecíficamente en este caso, se busca diseñar un observador suficientemente 
rápido que estime los estados del biorreactor sólo durante las fases de llenado 
y reacción, ya que durante las otras etapas no se emplea el controlador de 
tiempo óptimo que requiere el conocimiento del vector de estados completo. 

En este trabajo se considera que los únicos estados medibles en línea 
son el volumen y la concentración de oxígeno disuelto. La medición de este 
último no se requiere para implantar la ley de control óptimo. Además, 
la dinámica de la degradación de sustrato y del crecimiento de biomasa no 
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depende de ella (siempre y cuando exista suficiente oxígeno en el medio). 
¿Entonces por qué se incluye en el modelo? En primer lugar, la sola medición 
del volumen no aporta ninguna información referente a la dinámica de las 
otras dos concentraciones no medibles (biomasa y sustrato). En segundo 
lugar, la concentración de oxígeno disuelto guarda una relación estrecha con 
la tasa de respiración de la biomasa. La medición e interpretación de ésta 
última ha sido utilizada con éxito para el control de bioprocesos aerobios en 
una técnica conocida como respirometría [24], la cual hasta ahora sólo ha 
sido utilizada para reactores en batch; es decir, bajo la suposición de que el 
volumen no cambia durante la reacción. Finalmente, la medición en línea de 
la concentración de oxígeno disuelto es relativamente económica, confiable 
y sencilla. La relación matemática entre esta variable y las demás queda 
descrita por la ecuación (2.3). 

Como el volumen se considera medible, para las fases de llenado y reacción 
se puede definir una nueva variable de entrada que también es medible: la 
tasa de dilución de entrada Den == Qen/V, El modelo con el cual se busca 
diseñar un observador de estados queda descrito por el sistema SISO: 

x - ¡.¡,(S)X - KdX - XDen ( 4.1) 

S 1 
(4.2) - - y¡.¡,(S)X + (Sen - S)Den 

6 - - (Y~o¡.¡,(S) +b) X + (Oen - O)Den + K¡a(O. - O). (4.3) 

4.2 Análisis de observabilidad 

Antes de intentar diseñar un observador de estados para un sistema no lineal 
se debe verificar si éste es observable. Sin embargo, a diferencia de los siste
mas lineales, la observabilidad no siempre implica que se pueda construir un 
observador para el sistema. Existen también diferentes tipos de observabi
lidad. A continuación se presentan algunas definiciones y posteriormente se 
analiza el sistema de las ecuaciones (4.1) a (4.3) para ver cuáles satisface. 
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4.2.1 Definiciones 

Considérese el sistema afín en las entradas descrito por la ecuación (3.6) con 
una única salida y E !R. Esto es: 

m 

:i: - I(x) + 2:gj(X)Uj j = 1,2, ... ,m 
j=l 

y - h(x) ( 4.4) 

donde 1 : D ...... !R", gj : D ...... !R" y h: D ...... !R. Nuevamente el vector de 
estados x para todo tiempo t E !R+ cuando se ha aplicado una función de 
entrada u(O,t) : [O, t] ...... U con la condición inicial x(O) = Xo se denota por 
x(t, u, xo). Adicionalmente, sea y(t, u, xo) = h(x(t, u, xo)). 

La noción de observabilidad parte de la noción de indistiguibilidad para 
dos estados. 

Definición 4 [21} Dos estados Xl, X2 E D se dicen indistinguibles para el 
sistema (4.4) si para toda función de entrada u[O,t) admisible, las funciones 
de salida y(t, u, x¡) e y(t, u, X2) son idénticas para todo t E !R+ en su do
minio de definición. El sistema se dice observable si la indistinguibilidad de 
cualquier pareja Xl, X2 E D implica que Xl = X2. 

La definición anterior implica que un sistema es observable si existe al 
menos una función de entrada u[O,t[ para cada pareja de estados inciales en 
el dominio D que permita distinguirlos mediante la observación de la salida 
correspondiente. La propiedad de observabilidad es genérica en el sentido de 
que casi todo sistema dinámico es observable [IJ. 

Definición 5 [9} El sistema (4.4) se dice completamente observable si cual
quier función de entrada u[O,t) E C"" admisible cumple con lo siguiente: 

A las funciones de entrada que cumplen con esta condición se les llama en
tradas universales. 

Las entradas universales permiten distinguir cualquier pareja de condicio
nes iniciales mediante sus salidas correspondientes. Cuando existe alguna 
función que no distinga dos estados iniciales diferentes, el sistema no es com
pletamente observable. A este tipo de entradas se les conoce como entradas 
malas. 
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Para las siguientes definiciones considérese el sistema (4.4) sin entradas 

x - ¡(x) 
y - h(x). (4.5) 

Si el sistema (4.5) es observable en el dominio D entonces esta condición 
es equivalente al requerimiento de que un conjunto de funciones, llamado el 
espacio de observación, 6 = {h, L,h, ... , L}h, .. . Ii :::: O} separe tudas los 
puntos en Dj es decir, que para toda pareja Xl, X2 E D exista i :::: O tal que 
Ljh(XI) f. L}h(X2)' El operador L denota la derivada de Lie, que se define 
para una función h E Coo : D H !R como L,h = \1hT . ¡. La notación que se 
usa es tal que L1h = h, L}h = L,h Y L}h = L,(L¡-lh). 

Cuando un sistema es observable el mapa T: !Rn 
...... !Rn definido por 

z = T(x) = [h(x), L,h(x), ... , LTlh(x)( (4.6) 

es regular en casi todas partes [lOJ. Nótese que este mapa es equivalente a 

[n-II. ." (n-I) 

[ ]

T 

z= y = Y,Y,Y, ... , y . (4.7) 

Si el mapa es un difeomorfismo, el sistema (4.5) en las coordenadas del 
codominio de la transformación queda descrito por: 

i¡ Z2 

i 2 Z3 

Z = - (4.8) 

Zn-l Zn 

in cp(z) 
y - Z¡, 

donde z = [z¡, Z2, ... , znf y cp : !Rn 
...... !R es una función no lineal. 

Con esta notación puede plantearse la siguiente definición: 

Definición 6 (la! El sistema sin entmdas (4.5) es uniformemente observa
ble si T: D ...... T(D) es un difeomorfismo y la función cp puede extenderse 
de D a todo !Rn mediante una función COO globalmente Lipschitz en Rn. 
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Nótese que la observabilidad uniforme implica que cualquier pareja de 
estados iniciales puede distinguirse en cualquier instante mediante la obser
vación de la salida y n - 1 de sus derivadas temporales, ya que entonces el 
mapa dado por (4.7) es invertible. 

Para sistemas con entradas se tiene la siguiente definición: 

Definición 7 (10J El sistema con entradas (4.4) es uniformemente observa
ble para toda entrada si el sistema autónomo (4.5) es unifonnemente obser
vable y todas las funciones de entrada 11.lO,tl admisibles son universales. 

Otra definición útil es la de observabilidad linealizada: 

Definición 8 El sistema con entradas (4.4) es linealizablemente observable 
alrededor de una trayectoria si su linealización alrededor de una trayectoria 
x(t, u, xo) (inclusive un punto de operación) es observable en to. 

La linealización del sistema (4.4) alrededor de la trayectoria x(t, u, xo) 
está dada por 

x F(x, t)i + G(x, t)11., i(O) = io 
y - H(z,t)i, (4.9) 

donde i == x - x(t, u, zo) y Y == y - y(t, u, xo), con 

F(z, t) - [8/] m [89j
] 8x + f; 8z Uj; 

G(x, t) - [gl(X), g2(X), ... , g~(x)l; (4.10) 

H(x, t) - [:~] . 
Nótese que aunque las matrices F, G y H aparecen dependientes de x(t), 

esto último se refiere a la trayectoria conocida a priori alrededor de la cual se 
linealiza, por lo que en realidad únicamente dependen del tiempo. El sistema 
es entonces lineal variante en el tiempo; su observabilidad se define para un 
tiempo to y puede verificarse con ayuda del siguiente teorema: 

Teorema 2 (6J El sistema lineal variante en el tiempo 

:i; - A(t)z(t) + B(t)11.(t), 
y C(t)x(t) + D(t)11.(t), 

x(O) = Xo 

(4.11) 
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donde :c E Rn, u E Rm y y E RP, es observable en to si existe un tI> to 
finito tal que g[O(t¡)] = n, donde g[.] denota el mngo de la matriz y 

No(t) - C(t) 

con d 
Nk+l (t) = Nk(t)A(t) + dt Nk(t), 

k=0,1,2, ... 

Una propiedad importante de sistemas lineales variantes en tiempo es la 
observabilidad completa y uniforme (UCO por sus siglas en inglés), la cual 
es usualmente empleada corno condición para el diseño de observadores o de 
controladores adaptables: 

Definición 9 {12} El sistema lineal variante en el tiempo (4.11) se dice com
pleta y uniformemente observable (UCO) si existen constantes /31, /32, V > O, 
tales que pam toda to ::::: O: 

fh1 ::::: N(to, to + v) ::::: /311, (4.12) 

donde 

es el llamado grammiano de observabilidad, con <I>(t, to) la matriz de tmnsi
ción de estados asociada con A( t). 

Con base en esta definición puede plantearse la siguiente definición para 
sistemas no lineales: 

Definición 10 El sistema no lineal (4.4) se dice linealizablemente completa 
y uniformemente observable (LUCO) si su linealización alrededor de cual
quier tmyectoria es UCO. 

Cabe aclarar que puede ocurrir que un sistema no lineal sea linealizable
mente observable para alguna trayectoria, pero no para otras. En cambio, 
si la linealización del sistema no lineal alrededor de alguna trayectoria no es 
UCO, entonces el sistema no es LUCO. El hecho de que un sistema no sea 
linealizablemente observable para toda trayectoria o que no sea LUCO no 
implica que no sea completamente observable. 
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4.2.2 Análisis de observabilidad del sistema 

Observabilidad 

El biorreactor aerobio estudiado, representado por las ecuaciones (4.1), (4.2) 
Y (4.3), es afín en la entrada Den' 

Proposición 1 El sistema de las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3) es obser
vable en el sentido de la definición 4. 

Demostración: Considérense dos estados iniciales diferentes 

Si 0 1 t O2 , entonces las trayectorias de salida son diferentes por defini
ción y los estados iniciales son distinguibles para cualquier entrada. 

Si 0 1 = O2 y XI(¡.t(S¡J/Yxo + b) t X2(¡.t(S2)/YXO + b), la entrada cero 
Den(t) = O provoca que 01 t O2 y que por lo tanto las trayectorias O(t, O, O¡) 
Y O( t, O, O2 ) sean diferentes, distinguiendo así los dos estados iniciales. 

Si ahora 0 1 = O2 y XI(¡.t(S¡J/YXO + b) = X2(¡.t(S2)/YXO + b), enton
ces, aunque 01 = O2 , siempre se puede escoger una función de entrada 
Den(t) tal que XI t X2 ó SI t S2 y con la cual, en el siguiente instante 
0(0+, Den, 0 1) t 0(0+, Den, O2), provocando así que las trayectorias inician
do en 0 1 y O2 sean diferentes. 

Como existe al menos una entrada con la cual se pueden distinguir cua-
lesquiera dos estados estados iniciales, el sistema es observable. 00 

Observabilidad completa 

Proposición 2 El sistema (4.1-4-3) no es completamente observable. Es 
decir, existen entradas malas que no permiten distinguir dos estados iniciales 
particulares a partir de la medición de la salida. 

Demostración: Considérense dos estados iniciales Xl y X2 tales que XI = 

X2, 0 1 = O2 Y SI t S2, pero ¡.t(SI) = ¡.t(S2)' 
La siguiente función de entrada no permite distinguir estos dos estados 

iniciales: 

Den(t) = [ _ (SI(t)S2(t) )]' 
y Sen 2 SI(t)+S2(t) 

¡.t(S)X(t) 
(4.13) 
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donde S¡ (t) y S2(t) representan las trayectorias S(t, De., S¡) y S(t, Den, S2) 
respectivamente y Jl(S) = Jl(S¡ (t» = Jl(S2(t». Esta función de entrada 
provoca que para las dos trayectorias iniciando en X¡ Y X2 se tenga que 
Jl(SI(t» = Jl(S2(t)) 'tt ~ o. La consecuencia de esto es que las trayectorias 
O¡(t) y 02(t) sean idénticas para todo t ~ O, aunque S¡(t) -=1 S2(t). Cabe 
hacer notar que S(t, Den, Si) tiende a S' para i = 1,2. 

La expresión (4.13) se encuentra buscando la función de entrada que 
provoque que Jl(S¡(t» = Jl(S2(t». Esto es, dJl(S¡) = dJl(S2) para una misma 
dt. Se sabe que 

dJl dJl dS , . 
dt = dSdt = Jl (S)S, 

dJl . dJl(S¡) dJl(S2) 
donde Jl'(S) = -S. Por lo tanto, haCIendo = se tiene que 

d & & 

de donde 
Den = Jl(S)X[¡/(S¡) - Jl'(S2)] 

Y[(Sen - SI)Jl'(SI) - (Sen - S2)Jl'(S2)]· 

Obsérvese que cuando SI -=1 S2 Y Jl(S¡) = Jl(S2), entonces Jl'(S¡) y Jl'(S2) 
son de signo contrario. Si además Si < Sen, i = 1,2 (una suposición razo
nable), entonces tanto el numerador como el denominador de la expresión 
anterior tienen el mismo signo, y por lo tanto Den siempre es positiva. 

Sustituyendo las expresiones para Jl(S) y Jl'(S) y notando que S1S2 = 
KsK¡ se llega a la expresión (4.13). 00 

Observabilidad uniforme 

Proposición 3 El sistema estudiado sin entrodas no es uniformemente ob
servable, ya que existen parejas de estados que no se pueden distinguir a 
partir de la salida y n - 1 = 2 derivadas temporo/es. 

Demostración: Considérese que Den(t) = O, 'tt ~ O, lo cual implica que 
Qen = O y por lo tanto el volumen permanece constante en un valor positivo 
acotado por Vmin Y Vma><. Por simplicidad, hágase la suposición de que Kd = o. 
Todas las tra) "etorias se mueven en una superficie y la representación mínima 
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del sistema queda dada por dos ecuaciones diferenciales y una algebráica, que 
en este caso son (compárense las ecuaciones (3.11) a (3.13)): 

x -

S -

6 -

Y((o - S) 

-((o - S)¡.t(S) 

(
¡.t( S) ) -y Y

xo 
+b ((o-S)+K¡a(O.-O) 

( 4.14) 

(4.15) 

( 4.16) 

donde (o == Xo/Y + So es un parámetro que depende de la condición iniciaP. 
Para demostrar que el conocimiento de la salida y su primera y segunda 

derivada no bastan para distinguir cualquier pareja de estados inciales, se 
considerarán conjuntos cada vez más pequeños de parejas de estados iniciales 
diferentes que son indistinguibles hasta alguna derivada de la salida. Esto 
se hará hasta la segunda derivada y se verá que el conjunto no es vacío. 
Considérese primero el dominio de definición D y el conjunto de parejas de 
estados iniciales tales que 0 1 = O2 ; es decir: 

Evidentemente este conjunto no es vacío, ya que cualquier pareja de puntos 
en una superficie definida por O = 0 0 , con 0 0 una constante, pertenece al 
conjunto Po. 

Ahora considérese el conjunto ?¡ e Po de parejas de estados iniciales 
tales que 6 1 = 62 : 

En x(O) = Xi, se tiene que (o - S; = X;jY, i = 1,2. Por lo tanto, de (4.16), 

. (¡.t(S;)) Oi = - Y
xo 

+ b X; + K¡u(O. - O;), i = 1,2. 

Haciendo 6 1 = 62 y considerando que 0 1 = O2 , de la ecuación anterior se 
obtiene la condición que define a los elementos de PI: 

(4.17) 

Es claro que el conjunto PI no es vacío. Escójanse por ejemplo XI, SI Y 
S2 dentro del dominio de definición D; entonces X 2 puede despejarse de la 

'(0 = vv + Sen cuando V = Vo· 
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ecuación (4.17) Y existirá al menos algún valor tal que X2 E D para algunos 
XI y SI '1 S2' 

Como PI no es vacío se necesita ver si P2 e PI lo es: 

La segunda derivada de O evaluada en Xi, i = 1,2, está dada por 

6 = [,1.'(S,) X _ Y (¡.¡.(S,) + b)] ¡.¡.(S,) X - K¡aQ. 
• Y' y Y' " i = 1,2, 

xo xo 

donde ¡.¡.' (S,) = d~¡'¡'( S) 18=s,' Al igualar DI con 62 y notar que 01 = O2 

se llega a la siguiente relación que deben satisfacer las parejas de estados 
iniciales que pertenezcan a P2 : 

[¡/(SI)XI - Y(¡.¡.(Stl + bYxo)] XI¡,¡,(SI) ~ 
[Jt'(S2)X2 - Y(¡,¡,(S2) + bYxo)] X2¡,¡,(S2). (4.18) 

Como los elementos de P2 deben estar contenidos en PI la condición dada 
por la ecuación (4.17) también debe satisfacerse. Al sustituir la expresión 
resultante para X 2 en la ecuación (4.18) y reacomodar términos se obtiene 
un polinomio en XI igualado a cero, cuyas raíces son Xl = O Y 

(4.19) 

X I debe ser positivo y se puede ver que existen parejas (SI, S2) para las 
cuales esto se cumple. Supóngase por ejemplo que SI < S', S2 > S· y que 
/1(SI) > ¡,¡,(S2); entonces tanto el numerador como el denominador de (4.19) 
son positivos, ya que /1(S) > O para cualquier S en el dominio de definición 
y ¡.¡.'(S¡) > O Y ¡.¡.'(S2) < O (véase la curva de Haldane en la figura 2.2). Esto 
mismo se puede hacer para hallar un numerador y denominador negativos 
que resultan en Xl positivo. Sustituyendo en la ecuación (4.17) se observa 
que X 2 también es positivo. Se concluye que P2 no es vacío y por lo tanto el 
sistema sin entradas no es uniformemente observable. ÓÓ 

Proposición 4 El sistema estudiado no es uniformemente observable pam 
toda entmda. 
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Demostración: Como el sistema sin entradas no es uniformemente obser
vable, tampoco lo es para toda entrada. 00 

Observabilidad linealizada completa y uniforme 

La linealización alrededor de una trayectoria está dada por la expresión (4.9) 
y las matrices F,G y H expuestas anteriormente. Para el sistema estudiado, 
H = [O, O, 1] Y F está dada por (usando la notación anterior): 

¡.t(S) - Den - Kd X¡.t'(S) O 

1 
- (~¡.t'(S) + Den) F= --¡.t(S) O ( 4.20) Y 

-(Y~o¡.t(S)+b) -~¡.t'(S) 
Yw 

-(K¡a + Den) 

Proposición 5 El sistema de las ecuaciones (4.1) a (4.3) no es linealizable
mente completa y uniformemente observable (LUCO). 

Demostración: Considérense las trayectorias que inicien con So = S' y 
que sigan el arco singular dado por el controlador óptimo. En este caso 
S(t) = S' y por lo tanto ¡.t(S') = ¡.t' permanece constante y ¡.t'(S') = O. 
Entonces 

¡.t' - Den(t) - Kd O O 

F(t) = 
¡.t' 

-D.n(t) O y 

_(L+b) 
Yxo 

O - (K¡a + Den(t)) 

Nótese que la matriz F(t) puede escribirse como F(t) = Fo - DenI, donde 
Fo es una matriz constante: 

¡.t' - Kd O O 

Fo = 
¡.t' 

O O 
Y 

_(L+b) 
Yxo 

O -K¡a 
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Dado que 

entonces 

{F(r)dr = Fo' (t - to) - ({ Den(r)dr) J 

- Fo' (t - to) + In (~~;n J. . (4.21) 

Es fácil verificar que se cumple 

F(t) . U: F(r)dr) = ({ F(r)dr) . F(t), 

y por lo tanto, la matriz de transición q,(t, to) puede hallarse de la siguiente 
manera [6]: 

q,(t, to) = exp ({ F(r)dr) . 

Sustituyendo la ecuación (4.21) en (4.22), 

q,(t, to) = exp (Fo' (t - to) + In (~~;n J) 
V(to) 
V(t) exp (Fo . (t - to». 

El gramrniano de observabilidad se calcula entonces con 

N(to, to + v) = f+v [~~;? r [HeFO.(T-t0>t [HeFO.(r-to)] dr. 

(4.22) 

(4.23) 

En este sistema, ~~l ::; 1 para todo t :::: to Y la matriz N(to, to+v) es positiva 
definida (los valores propios de una matriz simétrica son todos no negativos); 
por lo tanto se cumplen las siguientes desigualdades matriciales: 

rtO+lI T O::; N(to, to + v) ::; ita eFo .(r-to) HT HeFo·(r-ta)dr == W(to, to + v), (4.24) 

El término de la izquierda es el grarnmiano de observabilidad para la pareja 
(Fo, H) y su valor resulta igual para cualquier too El siguiente teorema para 
sistemas lineales invariantes en el tiempo resulta útil en este caso: 
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Teorema 3 [6J La pareja (A, e) resulta observable (completa y uniforme
mente) si y sólo si cualquiero de las siguientes condiciones se satisfacen: 

1. Las columnas de CeA' son linealmente independientes en [0,00) sobre 
e, el campo de los números complejos; 

2. El grommiano de observabilidad 

es no singular paro cualquier t > O; 

3. La matriz de observabilidad O == [e, e A, CA 2 , ••• , CA n-I f es de rongo 
n, donde n es el orden de la matriz A. 

Para la pareja (Fo, H), la matriz de observabilidad es: 

O O 1 

0= _(L+b) O -K¡a (4.25) Yxo 
(;¿'o + b) [K¡a + Kd - ¡L'] O (K¡a)2 

la cual es de rango 2 < n = 3 para todo tER. Por lo tanto, usando el 
teorema anterior, la pareja (Fo, H) no es UCO para cualquier t, lo cual a su 
vez implica que W(to, to + v) :::: O para cualquier to Y todo v > O. Usando 
la desigualdad (4.24) se concluye que no se puede hallar un fil estrictamente 
mayor que cero en la desigualdad (4.12) de la definición 9 y por lo tanto la 
linealización alrededor de esta trayectoria singular no es UCO. 00 

4,3 Diseño de observadores 

Sea el sistema dinámico 

:i; I(x,u), x(O) = Xo, 

y = h(x), ( 4.26) 

cuyo estado es x E D e Rn, su entrada de control es u E U e Rm y cuya 
salida es y E RP. El estado inicial Xo es deconocido. 

Considérese la siguiente definición de observador de estados: 
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Definición 11 (14J Un observador pam (4.26) es un sistema dinámico 

tal que 

m = F(m, u, y), 

x = G(m), 
m(O) = mo, 

lim Ix - xl = O 
t~oo 

para todo Xo E I, donde I e D e lRn
. 

( 4.27) 

Un observador estima los estados del sistema (4.26) con información de 
la salida y posiblemente de la entrada. El error de observación e == x - x 
tiende a cero asintóticamente, lo cual implica que el estado estimado converge 
al estado real. Generalmente se busca que la región I sea tan grande como 
sea posible e idelamente que I = D, siendo D el dominio de definición. 

En esta sección se analizarán algunos observadores para sistemas no li
neales y su aplicabilidad al biorreactor aerobio estudiado. Es importante 
recalcar que la satisfacción de algún tipo de observabilidad no implica que se 
pueda construir un observador para el sistema, aunque sí puede ser una con
dición necesaria para la construcción de ciertos observadores. Para presentar 
algunos de ellos, primero se hará un bosquejo de la solución al Foblema de 
observación cuando el sistema es lineal e invariante en el tiempo. 

4.3.1 Observadores para sistemas lineales invariantes 
en el tiempo 

El problema de observación para sistemas lineales invariantes en el tiempo 
(LTI) ya ha sido resuelto si el sistema es (completa y uniformemente) obser
vable y además se pueden medir las entradas. Considérese el sistema lineal 

Ax + Bu ,x(O) = Xo; 

y - Cx. ( 4.28) 

Un observador para el sistema consiste en "copiar" la dinámica del sistema 
y adicionar un término corrector que dependa del error entre la salida real y 
la estimada. Es decir: 

x - Ax + Bu + K(y - ji) , x(O) = xo; 
ji Cx, (4.29) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

4.3. DISENO DE OBSERVADORES 49 

donde la matriz K se diseña de tal manera que los valores propios de la matriz 
A - KG tengan parte real negativa (que sea Hurwitz). A este observador se 
le conoce como de observador de Luenberger. 

La dinámica del error de observación está dada por 

e= (A- KG)e, ea = x(O) - x(O). (4.30) 

Se puede ver que si A - KG es Hurwitz, e -t O exponencialmente conforme 
t -t oo. Por lo tanto cualquiera que sea el error de observación inicial, 
los estados estimados convergen a los reales, aún si el sistema es inestable. 
La rapidez de convergencia está dada por los valores propios de la matriz 
A - KG. Si el sistema es observable, éstos se pueden asignar arbitrariamente 
mediante una selección adecuada de la matriz K. 

4.3.2 Observadores para sistemas no lineales 

Un gran número de observadores para sistemas no lineales se basa en una idea 
similar a la empleada por el observador de Luenbergerj esto es, un sistema 
dinámico que copia la dinámica del sistema o una parte de ella y un término 
corrector que es cero cuando el error de observación también es cero. Otra 
estrategia de diseño se basa en emplear un sistema dinámico de menor orden 
que el sistema original aprovechando que parte del estado puede ser medido. 

Filtro de Kalman extendido 

Para sistemas lineales el filtro de Kalman es ampliamente usado como obser
vador [ll J. Considérese el sistema dinámico lineal de dimensión finita 

:i: = Ax + Bu + Gw 

y = Gx+v 

donde w y V son ruidos blancos, independientes entre sí, con media cero y 
matrices de covarianza Q y Rj es decir 

E{wwT } = R , 
E{vvT

} = Q , 
E{vwT

} = O. 

E{w} - O, 
E{v} - O, 

El filtro de Kalman realiza un filtrado del proceso estocástico de la salida 
para obtener un estimado óptimo del estado real. Su estructura es: 

:i: = Ax + Bu + K(y - Gx), 
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donde la matriz K, si el sistema es invariante en el tiempo, se encuentra 
resolviendo la siguiente ecuación algebráica de Riccatti para P: 

Usando este resultado se calcula 

La matriz P es la matriz de covarianza del error de estimación e = x - x; es 
decir P = E { ee""}. Nótese que si los ruidos w y v están bien caracterizados y 
las matrices de covarianza Q y R son conocidas, el problema ya está resuelto. 
Sin embargo, lo que se busca es un observador que estime los estados reales del 
sistema determinÍstico (4.28) a partir de mediciones de la salida. Se observa 
que la única diferencia entre la estructura de este filtro y la del observador de 
Luenberger es cómo se calcula la matriz K. El filtro de Kalman, por lo tanto, 
puede usarse como observador, usando las matrices R y Q como parámetros 
de diseño para darle más o menos peso a la estimación de ciertos estados o 
a la influencia de ciertas salidas. 

Este mismo filtro puede usarse como un observador local alrededor de una 
trayectoria si la linealización del sistema alrededor de ésta es observable en 
to y constituye lo que se conoce como filtro de Kalman extendido (EKF por 
sus siglas en inglés) [11]. Si además las linealizaciones alrededor de cualquier 
trayectoria son completa y uniformemente observables (observabilidad LU
COl, entonces la tasa de convergencia del error de observación a cero puede 
ser asignada arbitrariamente [8]. Dado el sistema (4.26) y su linealización 
alrededor de una trayectoria, la estructura de este observador es la siguiente: 

con 

~ = /(z, u) + K(t)[y - h(x)] 

K(t) _ P(t)HT(x)W I 

p(t) - F(z, u)P(t) + P(t)FT(z, u) + Q 

- P(t)HT(x)W I H(x)P(t) 

donde las matrices F(z, u) y H(x) están dadas por 

F(z,u) = [a/~~u)L=z y H(z) = [a~~)L=z. 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 
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Nuevamente las matrices Q y R pueden usarse como parámetros de diseño. 
Nótese que en este caso la linealización se hace alrededor de la trayectoria 
de los estados estimados y las matrices P(t) y K(t) resultan variantes en el 
tiempo. 

Este observador puede usarse para el sistema del biorreactor aerobio es
tudiado. La matriz F está dada por la ecuación (4.20) evaluada en x = x(t) 
y H = [0,0,1]. Las matrices Q y R se escogen de tal manera que la estima
ción sea tan rápida como sea posible sin que las trayectorias de los estados 
estimados se alejen demasiado de los estados reales. 

Se ha demostrado que la linealización alrededor de la trayectoria singular 
generada por Q.;ng, cuando So = S', no es VCO y por lo tanto el sistema no 
lineal no es LVCO. Pero físicamente esta trayectoria no puede seguirse para 
siempre. Cuando el reactor llega al volumen final (cuando V(t) = VI), el flujo 
de entrada debe ser cero, haciendo que la linealización alrededor de cualquier 
trayectoria admisible sí pueda llegar a ser VCO. Considérese, sin embargo, el 
momento en que se sigue la trayectoria singular; como la linealización no es 
VCO, entonces por lo menos mientras los estados permanenzcan en este arco 
singular, la tasa de convergencia del error de observación a cero no puede ser 
asignada arbirariamente. 

Otra desventaja de este observador es que tan sólo resulta local; es decir, 
la convergencia se asegura sólo si el estado incial estimado es suficientemente 
cercano al real. 

Observador de alta ganancia 

Considérese el sistema MISO afín en la entrada dado por la ecuación (4.4). Si 
es uniformemente observable para toda entrada, entonces la transformación 
(4.6) es un difeomorfismo global y las ecuaciones diferenciales que lo describen 
en las nuevas coordenadas están dadas por [10]: 

z -
Zn 

<p(z) 
[ 

b¡(z¡) 1 
b2(z¡, Z2) 

+ u, 

bn(z¡,Z2:,'" ,zn) 

y - Z¡, 
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lo cual puede escribirse en forma compacta como 

.i: = Az + rp(z) + B(z)u, 

y - Cz, 

Zo = T(x(O)) 
(4.34) 

donde rp(z) == [O, O,",, cp(z)jT, C = [1, O,, .. ,O] Y A,j = Ói,j_l; es decir 

A= 

O 1 O 
O O 1 

O O O 
O O O 

O 
O 

1 
O 

El diseño del observador se hace en las nuevas coordenadas. El par (A, C) 
siempre es observable y se puede diseñar una matriz K tal que A - KC sea 
Hurwitz y los valores propios sean el conjunto arbitrario {Al, A2,"" An}. Sea 
K = [kl ,k2, ... ,kn]T. Defínase K*(O) = [Ok¡,02k2, ... ,onkn]T; entonces los 
valores propios de A - K*(O)C son el conjunto {OAI, OA2,"" OAn}. 

Para O suficientemente grande, si u es uniformemente acotada, entonces 

.i = Az + rp(z) + B(z)u + K*(O)[y - Cz], Zo = T(x(O)) (4.35) 

es un observador exponencial del sistema (4.34) [7]. 
Dado que z = T(x), se tiene que .i: = [8T(x)/8x]x y por lo tanto el 

observador en las coordenadas originales es: 

x(O) = xo. 

(4.36) 
El sistema del biorreactor aerobio estudiado no es ni completa ni unifor

memente observable. La transformación definida por la ecuación (4.6) no 
es difeomórfica, ya que una condición necesaria para que una transforma
ción sea un difeomorfismo es que su jacobiano sea no singular en todo punto 
x E D [15], Y efectivamente esto no se cumple para el sistema estudiado 
porque existe una superficie en el espacio de estados donde 

(4.37) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

4.3. DISEÑO DE OBSERVADORES 

La transformación en este caso es: 

O 
p.(S) 

--X - bX + K¡a(O. - O) 
Yxo 

p.( S) ( p.' (S) ) --X p.(S) - --X - K¡a -Yxo y 
K¡a2(0. - O) - bX (p.(S) - K¡a) 

53 

(4.38) 

Al calcular el determinante del jacobiano e igualarlo a cero se obtiene 
la siguiente expresión que define una superficie en ~ donde el mapa no es 
invertib"le: 

(p. + bYxo ) [Y(p. + bYxo)p.' - Xp.p."] + X(p. - bYxO)p.,2 = O, (4.39) 

d d2 

donde p. := p.(S), p.' := dSP.(S) y p." := dS2P.(S). 

Observador asintótico 

Un observador específico para biorreactores es el propuesto por Bastin y 
Dochain [2]. Considérese un modelo dinámico general para biorreactores que 
involucra n componentes y m reacciones: 

e = K 1>(~) - Dene + F - Q, (4.40) 

donde ~ E ~~ es el vector de componentes involucarados en la reacción 
(estados); 1>( e) E ~:;' es un vector de tasas de crecimiento; K es una matriz de 
n x m de coeficientes de conversión; Den E ~ es la tasa de dilución de entrada; 
F E ~~ es el vector de flujos másicos de entrada de cada componente; y 
Q E ~~ es el vector de flujo másico de salida de cada componente en forma 
gaseosa. 

Este modelo posee una propiedad estructural útil en el diseño de un obser
vador asintótico. Sean p = (!(K) el rango de la matriz K, Ka una submatriz 
arbitraria de K de p x m de rango completo, Kb la submatriz restante de K, 
y [ea, eb]T, [Qa' Qb]T y [Fa, Fb]T las particiones de e, Q y F correspondien
temente. El sistema puede reescribirse como: 

~a - Ka<p(ea, eb) - Denea + Fa - Qa' 
eb = Kb<P(ea, ~b) - Deneb + Fb - Qb· 
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Existe entonces la transformación de estados 

z = Ao~a +~b' (4.41 ) 

donde Ao ( de (n - p) x p) es la solución única de la ecuación matricial 

tal que el modelo anterior es equivalente a 

~a - KaljJ(~a, ~b) - Den~a + Fa - Qa, 

Z - -DenZ+Ao(Fa-Qa)+(Fb-Qb)' 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

La utilidad de hacer esta transformación radica en que el estado Z no 
depende de las tasas de crecimiento ljJ(~). También puede buscarse seleccio
nar Ka tal que Fa - Qa = O Y entonces también resulte independiente de los 
coeficientes de conversión. 

Sean ~l y ~2 los vectores de componentes medidos y no medidos, respec
tivamente. El vector Z también puede escribirse como una combinación de 
ellos: 

(4.45) 

Considérese que la matriz A2 tiene al menos una inversa izquierda At 
(si es no singular At = A21) Y que F y Q son medibles. Un observador 
asintótico para el sistema (4.40) es: 

Z - -DenZ+Ao(Fa-Qa)+(Fb-Qb)' 

t2 At(Z - Al~l)' 
(4.46) 

(4.47) 

Este observador es de orden reducido, ya que no se estiman todos los 
estados, sino sólo aquellos que no se pueden medir. Para hallar la dinámica 
del error de observación e == ~2 - t2, nótese que ~2 = At(Z - Al~l)' y de 
(4.44), (4.46) y (4.47) se obtiene que: 
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Es claro que la rapidez de convergencia del observador depende de la tasa 
de dilución. Si ésta es de excitación persistente se garantiza la convergencia 
del estado estimado al real. Si es cero, el error de observación permanece 
constante. 

Las ecuaciones (4.1) a (4.3) del biorreactor aerobio se pueden 
como en la ecuación (4.40) haciendo 

C/>(f.) = ¡.i(S)X , K = [ -l/Y ], y 
-l/Yxo 

F - Q = [ ~e~b~ ] . 
OenDen + K¡a(O. - O) - bX 

escribir 

La partición se puede hacer tal que Ka = 1 Y Kb = [-l/Y, -l/YxoV. 
Entonces Aa = [l/Y,l/Yxo]T. El estado medido es f.¡ = O y por lo tanto 
f.2 = [X, S]T. Sin embargo no se cumple con la condición de que F - Q sea 
medible, ya que gracias a by Kd , depende de los estados a estimar. 

A pesar de ello, una propuesta de observador es: 

(4.49) 

[ 1 ] (4.50) 

El error de observación e = f. 2 - t2 en este caso está dado por: 

. [ - Kd - bYxo O] 
e = -Dene + bYxo/Y O e, ( 4.51) 

lo cual indica que la dinámica del error de observación es inestable cuando 
b > O y Den = o. Incluso si b = O Y Kd = O, entonces F - Q es medible y el 
error de observación se comporta como en la ecuación (4.48). En las fases de 
llenado y reacción, como ya se ha visto (véase la ecuación (2.15) de la sección 
2.3.1), 

LTr D dt = LTr Qendt = ln (VI) 
en V ve ' O O O 



56 CAPÍTULO 4. OBSERVADORES DE ESTADOS 

donde Tr es el tiempo que duran las fases de llenado y reacción, Vo es el 
volumen al inicio y V, el volumen al final de la fase. Por lo tanto el error al 
final de la reacción sería: 

e, = eoexp (-t r 
Dendt) = eoexp (-In (~)) = ~ eo, (4.52) 

lo cual no resulta adecuado si el error inicial es grande y la relación entre los 
volúmenes inicial y final es pequeña. 

Observador por modos deslizantes 

Los observadores mencionados anteriormente tienen la desventaja de que 
dependen del conocimiento exacto de los parámetros de la planta. Para ro
bustificar el comportamiento asintótico del observador se plantean técnicas 
basadas en sistemas de estructura variable o de modos deslizantes. Un ob
servador de este tipo se explica a continuación [27J: 

Sea la clase de sistemas no lineales del tipo 

:i:(t) = A:I:(t) + 1(:1:, u, t) + Bu(t) 

y(t) - C:I:(t) 

:1:(0) =:1:0 
(4.53) 

donde :1: E 1Rn, u E 1Rm y y E !Rp. La función 1 (" " .) se puede interpretar 
como las no linealidades y/o las incertidumbres en el sistema. 

Supóngase que para (4.53) se cumple lo siguiente: 

1. El par (A, C) es detectable; es decir, existe K tal que A - KC es 
Hurwitz. 

2. Existen una matriz Q E 1R"xn positiva definida y una función 7)(',',') : 
1Rn x 1Rm x 1R+ ...... 1RP tal que: 

1(:1:, u, t) = p-1CT 7)(:1:, u, t), (4.54) 

donde P es la única solución positiva definida de la ecuación de Lya-
punov 

(A - Kcf P + P(A - KC) = -Q. (4.55) 

3. Existe una función escalar p(., -) : 1Rm x !R+ ...... 1R1 tal que: 

Ilh(x,u,t)11 ::; p(u,t) (4.56) 
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La condición dada por (4.54) restringe la estructura de las no linealidades. 
Dado que las demás matrices son constantes, la solución de la ecuación de 
Lyapunov también lo es. Definiendo W == p-ICT , las condiciones anteriores 
se reducen a que la función de transferencia G(s) = C(s1 - A + KC)-IW 
sea estrictamente positiva real (SPR) [15) y que exista una cota para las no 
linealidades. 

El observador propuesto es exponencial y el error de observación es final
mente acotado. Su estructura considerando una capa límite (boundary [ayer) 
es la siguiente [27): 

~ = Ax + K(y - x) + S(x, y,p) (4.57) 

donde si se define e(t) = x(t) - x(t), 

( 

-p-lcTCep 

S( • ) = IICepl1 p x,y,p 
-p-lcTCep 

f p 

si IICep11 > f 

(4.58) 

si IICepll ::; f 

Para el biorreactor estudiado la pareja (A, C) no es observable, pero se 
puede modificar para que lo sea. Defínanse 

[
Xl] [ VX ] x = X2 == VS 
X3 V(O - O.) 

y 

Escójase un vector a = [al, a2, a3)T diferente de cero. Entonces: 

al a2 a2 
A= y Y Y 

al a2 a3 
-b-- -K,a- --

1":"(0 1":\'0 Yxo 

y B=[ S~n ~]. 
Oen - O. O 
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El vector a puede escogerse tal que la nueva pareja (A, C) sea observable. 
En este caso 

y por lo tanto 

W ~ p-1CT = [1 _~ __ 1_]T 
, Y' Y xo 

Sin embargo la función de transferencia G(s) = C(s1 - A + KC)-IW nunca 
puede ser SPR, ya que independientemente de los valores de a o de K, sus 
ceros están dados por las raíces del polinomio 

z(s) = s(s + Kd + bYxo ), 

una de las cuales es cero y la otra es cercana a cerO para los valores de los 
parámetros empleados. Esto implica que el sistema G(s) puede ser cuando 
mucho, sólo positivo real, y un polo debe estar situado entre s = O Y s = 
-(Kd+bYxo), forzando a la dinámica del sistema a ser demasiado lenta para 
los propósitos perseguidos y no garantizando la convergencia asintótica del 
error de observación a cerO. 

4.4 Sumario 

Se estudió la observabilidad del biorreactor aerobio para las fases de llenado 
y reacción(véanse las ecuaciones (4.1) a (4.3». El sistema es observable, pero 
no es completa ni uniformemente observable. 

Se revisaron diferentes técnicas de diseño de observadores y se evaluó su 
aplicabilidad al sistema. Es posible emplear el filtro de Kalman extendido 
como observador, pero su dinámica no puede ser asignada arbitrariamente 
durante una parte de algunas trayectorias admisibles. El observador de alta 
ganancia no es estrictamente aplicable al biorreactor, ya que requiere que 
el sistema sea uniformemente observable para toda entrada. El observador 
asintótico puede usarse mientras la entrada sea mayor que cero y Kd y b sean 
nulas, pero el errOr de observación para entradas admisibles nunca puede ser 
cero; si Kd > O ó b > O, los estados estimados incluso pueden diverger de 
los reales al final de la fase de reacción. El observador por modos deslizantes 
probado no puede ser empleado como observador de este sistema, ya que no 
se puede asegurar la convergnecia asintótica de los estados estimados a los 
reales. 
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Capítulo 5 

Resultados y discusión 

En este capítulo se presentan y discuten los resultados obtenidos con la es
trategia de control de tiempo óptimo con observador. Primero se presenta 
una validación del modelo matemático para ciertos parámetros del modelo 
matemático empleado, comparando las respuestas simulada y real. Poste
riormente se presentan los resultados obtenidos mediante simulaciones para 
verificar que la ley de control es efectivamente de tiempo óptimo. Después 
se hace una comparación de los observadores, tanto en lazo abierto como ce
rrado, para evaluar su comportamiento y verificar lo afirmado en el capítulo 
anterior. Finalmente se presentan los resultados experimentales obtenidos 
usando uno de los observadores y la estrategia de control de tiempo óptimo. 

5.1 Validación del modelo matemático 

La planta experimental correspondió a un biorreactor piloto de laboratorio 
de 7 litros. Se intercambiaron 4 litros y el flujo de entrada correspondió a 
agua residual sintética con una alta concentración de 4-clorofenol. Se usa
ron lodos aclimatados para este propósito. Los flujos de entrada y salida 
de agua podían ser controlados mediante bombas peristálticas directamen
te desde una computadora. Se contaba con un oxímetro digital, cuya lec
tura podía también hacerse mediante la computadora en forma continua. 
Mediante técnicas de laboratorio fuera de línea podían calcularse indirecta
mente las concentraciones de biomasa total (microorganismos) y de sustrato 
(4-clorofenol) en el seno del reactor. Los parámetros se hallaron empleando 
distintas técnicas y se muestran en la tabla 5.1. 
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Tabla 5.1: Parámetros del biorreactor 

Vmax 7.0 [l] Vmin - 3.0 [l] Qmax - 100 [l/h] 
¡.Lo - 0.02 [l/h] Ks - 20 [mg/lJ K¡ - 31 [ mg/l] 
K¡a - 18 [l/h] b - 0.004 [l/h] Kd 0.01 [1/h] 
Sntin - 0.5 [mg/l] Y - 0.3 Yxo - 0.85 
Sen 175 [mg/l] O"" = 7.0 [mg/l] Oen - O [mg/l] 

Para validar el modelo matemático se operó al reactor como SBR y se 
compararon las respuestas obtenidas mediante simulación con aquéllas ob
tenidas experimentalmente. Esta comparación también sirvió para ajustar 
algunos parámetros y se muestra en la figura 5.1 para las concentraciones de 
sustrato y oxígeno. 

Concentració n de sustrato Concentració n de oxí geno disuelto 
8 

100 

80 
7 

_6 
~ 60 'ij, 
oS oS 
C/) 

40 O S 

20 4 

O 3 
O 2 3 O 1 2 3 

t[h] t[h] 

Figura 5.1: Comparación entre las respuestas de simulación (-) y experi
mental (*,-*-) para las concentraciones de sustrato S y oxígeno disuelto O 
(los datos experimentales de O(t) son continuosilos de S(t) no lo son). 

Como se aprecia, aunque las respuestas no son idénticas, sí son similares, 
lo cual implica que el modelo matemático empleado es adecuado y representa, 
al menos estructuralmente, la dinámica de la planta. 
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5.2. OPTIMALIDAD DEL CONTROLADOR 61 

5.2 Optimalidad del controlador 

Para ilustrar la optimalidad del controlador, considérese una medición com
pleta del vector de estado y compárense los resultados que se obtienen usando 
el controlador óptimo y usando una estrategia usual de tipo SBR; esto es, 
llenando el reactor con el flujo máximo y esperando que se degrade el sus
trato. 

Se simuló al sistema en una computadora personal usando MATLAB con 
SIMULINK. Esto se observa en la figura 5.2 con las siguientes condiciones 
iniciales: 

~ 

Xo = 6300 [mg/l] So = 0.5 [mg/l] 0 0 = 7.0 [mg/l] Vo = 3.0 [l] 
(5.1 ) 

Concentració n de Domasa Concentració n de sustrato 
100~--~--~----~--~--, 

6000 

SOOO 80 

4000 

oS 3000 ~ 1); 60 

oS 
>< 

2000 

1000 

O~--~--~--~~~-J 
O 0.5 1 1.5 2 2.5 

t[h] 

'" 40 

20 

0.5 1 1.5 2 2.5 
t[h] 

Figura 5.2: Evolución de las concentraciones de sustrato S y biomasa X 
cuando se usan el controlador óptimo (o) y la estrategia usual (L',.) y Sen = 
175 [mg/l]. 

El controlador óptimo, como puede observarse, reduce el tiempo de la 
reacción. La estrategia usual tarda 2.128 Eh] en degradar el sustrato a una 
concentración menor que Smin = 0.5 [mg/l], mientras que con el control 
óptimo sólo tarda 1.774 [h]: una reducción del 16.64%. Esto incluso es más 
evidente con una mayor concentración de sustrato de entrada y se muestra 
en la figura 5.3 para Sen = 350 [mg/l]. Las duraciones de la reacción son de 
5.718 Eh] y 3.280 Eh] respectivamente, lo que equivale a una reducción del 
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42.64%. Con la estrategia de tipo SBR existe mayor inhibición y menor cre
cimiento de microorganismos al inicio de la fase de reacción; la concentración 
de sustrato es prácticamente S = Sen ({t). En cambio, con la estrategia de 
control óptimo, la concentración de sustrato se mantiene en S = S', inde
pendientemente de la concentración en el influente; el llenado, sin embargo, 
es más lento (véase la ecuación (3.15». 

Concentració n de biomasa Concentraci6 n de sustrato 

6000 200 

5000 
150 

'" 
4000 

'" '" '" .s 3000 .s 100 
X VJ 

2000 
50 

1000 

O O 
O 2 4 6 O 6 

t [h] t [h] 

Figura 5.3: Evolución de las concentraciones de sustrato S y biomasa X 
cuando se usan el controlador óptimo (o) y la estrategia usual (6) y Sen = 
'150 [mg/l] . 

La evolución en el tiempo del volumen en el biorreactor se muestra com
parativamente en la figura 5.4. El flujo de entrada demandado por el contro
lador óptimo se muestra en la figura 5.51 . Estas dos figuras corresponden a 
las simulaciones cuando Sen = 175 [mg/l] . 

5.3 Comparación de observadores no lineales 
en simulación 

En esta sección se analizan los resultados de simulación para algunos de los 
observadores no lineales presentados en la sección 4.3.2. Se probaron el filtro 

1 La figura está recortada para apreciarse mejor: los picos no visibles corresponden al 
flujo máximo Qm~ = lOO [l/hl. 
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-> 

Volumen en el reactor 

7 

6 

5 

4 

3 

O 0.5 1 1.5 2 2.5 
t[hJ 

Figura 5.4: Evolución del volu
men con el controlador óptimo (O) 
y la estrategia usual (.6.). 

Flujo de entrada 
8 

7 

6 

~ 
5 

="1: 4 
o· 

3 

2 

1 

O 
O 0.5 1 1.5 2 2.5 

t[hJ 

Figura 5.5: Evolución del flujo de 
entrada cuando se usa el contro
lador óptimo. 

de Kalman extendido (EKF), el observador de alta ganancia y el observador 
asintóntico. 

5.3.1 Observadores en lazo abierto 

Los observadores primero se ajustaron utilizándolos en lazo abierto; es decir, 
estimando los estados, pero sin usarlos en el controlador. Se requiere que esta 
estimación sea suficientemente rápida, para que el controlador óptimo pueda 
usarlos sin perder demasiada optimalidad en la degradación. Es importante 
estimar adecuadamente tanto la concentración de biomasa X como la de 
sustrato S, ya que de la primera depende el valor del flujo singular Qsing Y de 
la correcta estimación de la segunda depende la decisión de qué trayectoria 
de control seguir (veáse la ley de control (3.14)). 

El ajuste de los parámetros de diseño en cada caso se hizo heurísticamente 
a partir de varias simulaciones. Para el EKF se ajustaron las matrices Po = 
Pl > O, Q = QT > O y R > O. 

En el observador de alta ganancia, los parámetros a ajustar fueron () y 
los valores propios de A- KC mediante una selección adecuada de la matriz 
K. En este caso los tres valores propios se escogieron tales que: 

A[A - K*C] = {-O, -O(cosa + Jsin a), -O(cos a - Jsina)} , 
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quedando sólo dos parámetros a ajustar: e y Q. Para poder llevar a cabo 
la implantación de este observador, debió considerarse la superficie (4.39) 
donde el jacobiano de la transformación (4.38) es no invertible, para evitarla 
cuando los estados estimados se encontraran cercana a ella. 

En el observador asintótico no hay necesidad de ajustar parámetros una 
vez hecha la selección de las matrices Ka y K b , puesto que no se tiene control 
sobre la rapidez de la convergencia del error de observación a cero. 

En la figura 5.6 se muestra el desempeño de los tres observadores en lazo 
abierto para estimar S y X con tres condiciones iniciales distintas, las cuales 
aparecen en la tabla 5.2. Los parámetros de diseño empleados se muestran en 
la tabla 5.3. La planta "real" (en simulación) inicia en las mismas condiciones 
que las mostradas en (5.1). 

Tabla 5.2: Condiciones iniciales de los observadores: 

, , , T 
:1:0 = [Xo, So, 0 01 

Condición inicial #1: 

Condición inicial #2: 

Condición inicial #3: 

Xo = [6400,1.5, 6.s]T 
Xo = [6150,7.0, 6.5jT 

Xo = [7000,15.0, 6.ü]T 

Tabla 5.3: Parámetros de diseño de los observadores 

Observador Parámetros 

Filtro de Kalrnan extendido: Po = diag(O.Ol, 0.01, 0.01), 
Q = diag(50,400,200), 
R=O.5; 

Observador de alta ganancia: e = 5, 
Q = 15° 

Observador asintótico: ninguno 
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Filtro de Kalman Extendido 
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Obsen.edor de alta ganancia 
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I Obsen.ador asintó tiao 
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I Figura 5.6: Estimación de S y X con observadores en lazo abierto para tres 
condiciones iniciales: #1 (6), #2 (o) y #3 (*); valor real (-). 
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Como puede observarse, en los tres observadores el error de observación 
converge rápidamente a cero cuando las condiciones iniciales del observador 
son suficientemente cercanas al valor real y los parámetros del observador 
son idénticos a los nominales. Sin embargo, para condiciones iniciales más 
alejadas de las reales, la convergencia del error a cero puede tomar gran 
parte del ciclo. Los estados estimados del filtro de Kalman extendido y del 
observador de alta ganancia pueden incluso diverger si no son suficientemente 
cercanos, lo cual implica localidad de la propiedad de observabilidad (esto 
no se muestra en las gráficas). 

En el caso del EKF, la estimación de la concentración de sustrato resulta 
relativamente rápida, aunque al inicio invariablemente diverge, áun estando 
los estados estimados iniciales cercanos a los reales. En cambio, la estimación 
de la concentración de microorganismos generalmente es mala, aunque al final 
del ciclo converge. 

Para el observador de alta ganancia sucede lo contrario: la estimación 
de la biomasa es relativamente buena, pero la del sustrato siempre es mala 
y no converge sino hasta casi el final del ciclo. También se observó que el 
tamaño de la región de convergencia es inversamente proporcional al valor de 
la ganancia O, lo cual implica un compromiso entre velocidad de convergencia 
y tamaño de esta región. 

A diferencia de los otros observadores, los estados del observador asin
tótico convergen siempre a los estados reales mientras exista una entrada 
diferente de cero, aunque claramente, debido a su característica no exponen
cial, si el error de observación al inicio del ciclo es grande, al final también 
lo será, tal como se esperaba (véase la expresión (4.52)). Además, después 
de que se ha llenado el reactor y Q.n = 0, este observador diverge, ya que la 
dinámica del error es inestable. Por lo tanto, este observador no puede usarse 
para implantar la estrategia de control propuesta, ya que la concentración 
de sustrato estimado podría no alcanzar un valor inferior al mínimo y nunca 
terminar la etapa de reacción. En cambio, en los otros dos observadores, 
aunque los estados estimados estén alejados de los reales durante gran parte 
del ciclo, al final convergen. 

En la figura 5.7 se muestra el resultado de aplicar una entrada mala como 
la de la expresión (4.13) con las condiciones iniciales :1:0 = [20,6300, 6]T y 
Xo = [31,6300, 6]T; es decir: 
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¡O, 
¡.t(S)V(t)X(t) 

Q en ( t) = ---r[ ------'_--'--'(,----';:;S'-;-1 ( t7) S::::-2 7:';( t )~) ] 
y Sen 2 SI(t) + S2(t) 

si 

SI 

V(t) = VI < Vmax 

V(t) < VI' 

67 

Se observa que el error de observación cuando la entrada es mala es el mismo 
para los tres observadores debido a la indistinguibilidad de los estados. Esto 
es consecuencia de que el error entre la salida real y estimada es cero a pesar 
de que S(t) y S(t) sean diferentes. Cuando el estado es nuevamente obser
vable, el error converge rápidamente a cero para el EKF y el observador de 
alta ganancia, mientras que diverge para el asintótico, tal como se esperaba. 

Error de salida Concentraci6 n de sustrato 
0.1 35 

O 30 

-0.1 25 

'" -0.2 el 

oS i 20 

O -0.3 (/) 15 

-0.4 10 

-0.5 5 

O 
O 0.5 1 1.5 2 O 0.5 1 1.5 

t [h] t [h] 

Figura 5.7: Estimación de S y X al aplicar una entrada mala: EKF (6), 
Alta ganancia (o), Observador asintótico (*); valor real (-). 

5.3.2 Observadores en lazo cerrado 

Para probar si efectivamente los dos observadores seleccionados podrían fun
cionar con la estrategia de control propuesta, se hicieron simulaciones em
pleando los estados estimados X y S para operar el controlador. En las figu
ras 5.8 y 5.9 se muestran los resultados obtenidos para tres ciclos empleando 
el EKF y el observador de alta ganancia, respectivamente. Las condiciones 
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iniciales son las mismas, tanto de la planta real, como de ambos observa
dores. Para la planta son aquellas dadas por (5.1), mientras que para los 
observadores fueron: 

X o = 6400 [mg/l] So = 1.5 [mg/l] 0 0 = 6.5 [mg/l]. (5.2) 

Además se adicionó ruido blanco a la medición de la salida (oxígeno disuelto), 
para estudiar la robustez de la estrategia ante esta situación. 

= -'" 
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~ 4000 

Filtro de Kalman Extendido 

2000~----~------~----~------~----~------~----~ 

40 
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O 1 2 

1 2 

3 4 
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3 4 
t[h) 

5 6 7 

5 6 7 

Figura 5.8: Concentraciones de biomasa X y sustrato S (-) y su estimación 
(t:,) usando el EKF en lazo cerrado. 

Se observa que el filtro de Kalman extendido en este caso resulta más 
adecuado como observador. El error de observación converge rápidamente 
a cero en todos los casos y el ruido en )a medición parece ser efectivamente 
filtrado. En cambio, el observador de alta ganancia puede en algunos casos 
diverger, la estimación no es suficientemente rápida y es muy sensible al ruido. 
La estimación mejora en cada ciclo porque el error inicial es cada vez menor. 
En ambos observadores el error de observación converge rápidamente a cero 
cuando Qen(t) = O, ya que tanto S como S tienden a cero naturalmente. Por 
ello, el tiempo de reacción sí resulta menor que cuando se opera el reactor 
como SBR; compárense las 2.128 Eh] de ésta última con las 1.781 Eh] que 
resulta al usar la estrategia propuesta. 
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Figura 5.9: Concentraciones de biomasa X y sustrato S (-) y su estimación 
( o) usando el observador de alta ganancia en lazo cerrado. 

También se observa (en menor grado con el EKF) que el controlador 
mantiene a la concentración de sustrato estimada en el valor óptimo S', y 
no a la "real", lo cual le resta optimalidad a la estrategia. Obsérvese, por 
ejemplo, que al usar el observador de alta ganancia en este caso, el controlador 
termina la reacción antes de que el valor de sustrato "real" sea menor que el 
mínimo requerido. 

5.3.3 Robustez paramétrica de la estrategia 

En la práctica es difícil determinar los parámetros reales de la planta. En 
primer lugar, no hay que perder de vista que el modelo con el que se trabaja 
es una aproximación y simplificación de lo que sucede en la realidad. En 
segundo lugar, estos parámetros no son constantes; el consorcio de microor
ganismos no se comporta siempre igual, existen variaciones en el flujo másico 
de entrada de oxígeno, la mortalidad de microorganismos es influida por fac
tores externos, etc. Por ello, vale la pena evaluar qué tan robusta resulta 
esta estrategia de control ante variaciones o diferencias entre los parámetros 
reales y los usados por el estimador. En la figura 5.10 se muestra, para un 
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ciclo, el resultado de no usar los parámetros nominales en el observador con 
éste en lazo abierto. Los parámetros empleados se muestran en la tabla 5.4. 

Aunque el observador de alta ganancia aparenta ser el más robusto ante 
variación paramétrica, también es el menos robusto ante ruido en la medi
ción. El observador asintótico es el menos robusto ante incertidumbre pa
ramétrica; aunque su estrctura es independiente del valor real de J1(S)X, es 
muy sensible a variaciones en los demás parámetros. El filtro de Kalman 
extendido tampoco es muy robusto, pero la estimación de los estados es su
ficientemente buena como para ser usado en el lazo de control. Tomando en 
cuanta que además es robusto ante ruido en la medición, se seleccionó para 
ser implantado experimentalmente. 

Tabla 5.4: Parámetros del observador diferentes a los de la planta 

Po - 0.022 [l/h] Ks - 15 [mg/l] XI - 35 [ mg/l] 

K¡a - 20 [l/h] b - 0.0045 [1/h] Kd - O [l/h] 

y - 0.33 Yxo = 0.78 Osat - 7.1 [mg/l] 
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Figura 5.10: Estimación de S y X con parámetros diferentes a los nominales: 
EKF (6), Alta ganancia (o), Observador asintótico (*); valor real (-). 
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5.4 Implantación experimental 

Se ha supuesto que el volumen de agua en el biorreactor es medible. Aun
que esto es posible en la práctica con sensores relativamente económicos y 

confiables, en este trabajo no se empleó un medidor de volumen. En cambio, 
dado que se tenía acceso al conocimiento de los flujos de entrada y salida y se 
conocía el volumen inicial, se empleó un integrador numérico para estimarlo: 

V(t) = Vo + 10' (Qen(T) - Q",,¡(T)) dT. (5.3) 

Este estimador no es ni robusto ante ruido en la medición, ni converge 
al volumen real, pero si las mediciones de los flujos de entrada y salida son 
suficientemente buenas y se conoce con suficiente exactitud el volumen inicial, 
puede resultar adecuado en este proceso. 

El controlador de tiempo óptimo, junto con el filtro de Kalman extendido, 
se implantaron en una computadora personal acondicionada con una trajeta 
de adquisición de datos dsPACE. Tanto el controlador como el observador 
se diseñaron usando SIMULlNK y MATLAB. La plantilla resultante posterior
mente fue complida en C y usada por los programas COCKPIT y TRACE, los 
cuales se emplearon como interfaz con el usuario y visualizador de datos, 
respecti vamente. 

Se emplearon dos bombas peristálticas para llenar y vaciar el reactor, las 
cuales podían ser controladas y leídas desde la computadora. La concentra
ción de oxígeno disuelto se midió en línea con un oxÍmetro digital permanen
temente sumergido en el agua del reactor. Una válvula solenoide permitía 
controlar el flujo de aire y además se contaba con un agitador controlado por 
una tarjeta hecha para este propósito. 

5.4.1 Desempeño de la estrategia de control 

Para poder comparar el desempeño de la estrategia propuesta con una es
trategia usual tipo SBR, el reactor se puso a funcionar alternando estas 
dos estrategias cada ciclo. De esta manera, los parámetros del reactor bajo 
cualquiera de las dos estrategias serían similares. Si no se operara así, los 
microorganismos se aclimatarían a cada estrategia y los parámetros serían 
diferentes. La fase de reacción además se implantó de tal manera que no ter
minara sino hasta pasado un tiempo después de detectada la concentración 
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de sustrato mínima; esto se hizo para tener un margen de seguridad en el 
caso de que se detectara prematuramente. 

Los parámetros de la planta empleados son los mostrados en la tabla 
5.1 y los del observador son los de la tabla 5.3. En la figura 5.11 izquierda 
se muestran los datos obtenidos para la concentración de sustrato en un 
ciclo representativo usando la estrategia SBR. Para el siguiente ciclo (usando 
la estrategia de control óptimo con EKF) se muestran los resultados de la 
estimación y los valores reales en la figura 5.11 derecha. Los datos reales se 
obtuvieron mediante pruebas de laboratorio. 

Estrategia usual Control 6 ptimo 
100 100 

60 80 

... 
"" 60 'a; 60 -DI 

~ ~ 
Ul 40 Ul 40 ... 

\ 20 20 
... 

O O 
O 0.5 1 1.5 2 O 0.5 1 1.5 2 

t(h] t(h] 

Figura 5.11: Concentraciones de sustrato real (*) y estimada (-) en tiempo 
real: comparación de la estrategia usual tipo SBR y la de tiempo óptimo con 
observador 

Se observa que la estimación es relativamente buena y que la concen
tración de sustrato real se mantiene alrededor de la concentración S' = 
24.9 [mg/l] mientras se llena el reactor. Posteriormente la concentración 
real baja casi a cero, aunque su estimado todavía tarda aproximadamente 
0.2 eh] más en lograrlo y terminar la fase de reacción. Esto es benéfico en 
el sentido de que la reacción termina cuando efectivamente se ha degrada
do todo el sustrato. El tiempo de llenado y reacción para este ciclo fue de 
1.25 [h], el cual es menor a las aproximadamente 1.75 eh] que duró en el 
ciclo anterior bajo un esquema de tipo SBR. La disminución fue del 28.75%, 
mayor que lo obtenido en simulaciones (16.64%). Normalmente se esperaría 
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que fuera menor, pero no se debe olvidar que el modelo con el que se trabaja 
es una burda aproximación de la compleja realidad y que no toma en cuenta 
otro tipo de fenómenos bioquímicos presentes durante la reacción. 

5.4.2 Formación de metabolito 

Un fenómeno que se observó al automatizar equívocamente la operación del 
reactor fue la producción de un metabolito como un subproducto de la de
gradación del 4-clorofenol. Cuando los parámetros del modelo matemático 
usado en el observador y el controlador no correspondían con aquellos que 
describen adecuadamete el comportamiento dinámico real de la planta, en 
algunas ocasiones el flujo de entrada demandado por el controlador resultaba 
demasiado pequeño. En estos casos la concentración de sustrato se mantuvo 
baja durante casi toda la reacción. Sin embargo, esto no implicó que, al 
terminar de llenarse el biorreactor, casi todo el sustrato del influente hubiera 
sido transformado a materia celular y desechos inocuos. 

En el caso específico del 4-clorofenol, la degradación puede seguir dos ru
tas metabólicas distintas. Por un lado se puede transformar directamente en 
materia celular (más microorganismos), pero por otro lado, puede transfor
marse en un metabolito que posteriormente es degradado en materia celular. 
Cuando la concentración de sustrato se mantuvo baja durante casi toda la 
reacción, la degradación aparentemente siguió la segunda ruta metabólica. 
Esto se observó mediante un cambio en la coloración del agua dentro del reac
tor: al tomar muestras y filtrar los lodos, el color observado era un amarillo 
verdoso, lo cual fue comprobado posteriormente mediante espectrografía. 

En la figura 5.12 se muestran los resultados obtenidos para un ciclo en 
el que se observó este fenómeno. Obsérvese que una vez que se forma el 
metabolito, tarda mucho en eliminarse por completo (existe una relación 
directa entre la absorbancia a 380 [nm] y su concentración), lo cual no 
es deseable y debe evitarse a toda costa. El experimento mostrado en la 
figura fue monitoreado durante toda la reacción. Nótese como, en cuanto se 
observó el cambio de coloración -aproximadamente a los 20 minutos-, se 
intentaron cambiar los parámetros del observador para evitar este fenómeno 
y llenar más rápidamente, pero no fue suficiente y se requirió esperar 3 horas 
más para poder iniciar la decantación. 
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Figura 5.12: Concentraciones de sustrato real (*) y estimada (-) (arriba), 
y absorbancia del agua a 380 [nm] cuando la estrategia óptima llena muy 
lentamente (abajo). 
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5.4.3 Operación continua 

Para probar la operación de la estrategia de control óptimo con observa
dor en forma continua, se implantó esta estrategia en el mismo biorreactor. 
Se intercambiaron también 4 litros de agua y se ajustaron manualmente los 
parámetros del observador según se observara su desempeño en la degrada
ción de sustrato, cuidando no provocar el fenómeno descrito anteriormente. 
Para evaluar la operación continua, cada día, durante las fases de llenado y 
reacción de algún ciclo, se tomaron muestras del agua en el biorreactor y se 
analizaron en laboratorio para obtener las concentraciones reales de sustrato 
y biomasa. En la figura 5.13 se muestran, para la concentración de sustrato, 
cuatro ciclos representativos diferentes, correspondientes a días distintos2
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Figura 5.13: Concentraciones de sustrato real (*) y estimada (-) usando la 
estrategia propuesta en forma continua. 

Aunque la concentración de sustrato estimada no siempre corresponde a 
la real, se observa que en todos los casos la concentración al final de la reac
ción siempre fue menor que la mínima requerida y los tiempos de reacción 
son menores que los obtenidos usando la estrategia usual. Evidentemente 
este último resultado no es estrictamente comparable, pues intervienen otros 
fenómenos que no se toman en cuenta en este estudio, tales como la aclima
tación [5]. Sin embargo, muestran que efectivamente es posible automatizar 
eficientemente un biorreactor aerobio secuencial discontinuo usado en el tra
tamiento de aguas residuales con compuestos xenobióticos. 

2La escala de tiempo sólo se muestra como referencia; los valores no corresponden a la 
realidad. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Este trabajo presenta resultados alentadores en cuanto a la automatización 
y eficientización de procesos de tratamiento de aguas residuales. Por un lado 
se valida un modelo matemático relativamente simple y se comprueba que 
efectivamente un controlador de tiempo óptimo puede reducir el tiempo de 
reacción. Por otro lado, se hace un análisis de observabilidad del sistema y 
se intenta diseñar un observador de estados para el proceso. 

El modelo matemático empleado es sencillo y no involucra demasiados 
estados. Agrupar el complejo comportamiento de un consorcio de microor
ganismos en una sola variable permite trabajar con un modelo matemático 
que, aunque no refleja fielmente la dinámica real del proceso, sí es suficien
temente bueno como para diseñar un controlador para el proceso y buscarle 
propiedades de observabilidad. Éstas a su vez fueron comprobadas en simu
lación. 

El controlador de tiempo óptimo reduce el tiempo de reacción, lo cual 
permite tratar mayores volúmenes de agua residual en un mismo día sin mo
dificar las dimensiones del reactor, o bien, disminuir esta últimas para tratar 
la misma cantidad de agua. Para el biorreactor estudiado en este trabajo, 
en simulación la disminución fue del 16.64%, mientras que al implantarse en 
tiempo real fue del 28.75%. 

El modelo del biorreactor es observable, pero no completa ni uniforme
mente. Ninguno de los métodos de diseño de observadores revisados permite 
diseñar un observador global para este sistema en particular. A pesar de 
ello, se diseñaron tres observadores y se vio que sólo dos de ellos podrían ser 
usados en el lazo de control. De estos dos, se seleccionó el filtro de Kalman 
extendido para ser implantado junto con la estrategia de control de tiempo 
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óptimo en tiempo real, en un biorreactor piloto de laboratorio. 
Cuando los parámetros del sistema son conocidos, la estrategia de con

trol óptimo con observador resulta adecuada para automatizar el proceso. 
Los resultados obtenidos al respecto son alentadores en el sentido de que, 
aunque aún no se logra una estimación totalmente confiable de los estados 
no medibles, ésta es suficiente para lograr un adecuado control del proceso 
que efectivamente reduce el tiempo de reacción. Se observaron además otros 
fenómenos no considerados en el modelo matemático, que por lo pronto deben 
evitarse para que la estrategia funcione adecuadamente. 

10 presentado en este trabajo aún dista mucho de estar completo y ser 
definitivo. Por lo pronto, hacen falta hacer más pruebas experimentales y en 
trabajos futuros tratar de realizar lo siguiente: 

1. Verificar experimentalmente si con mayores concentraciones de sustrato 
en el influente existe una mayor disIIÚnución del tiempo de reacción; 

2. Investigar el efecto de no considerar que la concentración de sustra
to en el influente es constante y evaluar cómo afectan los choques de 
concentración el desempeño del reactor; 

3. Analizar el sistema planta-controlador-observador y demostrar propie
dades; 

4. Hacer más robusta la estrategia de control de tiempo óptimo ante in
certidumbre paramétrica; 

5. Proponer alguna otra estrategia para compensar la incertidumbre pa
ramétrica en el observador; por ejemplo, con el diseño de un identifica
dor de parámetros o un observador adaptable; 

6. Ampliar el modelo matemático para que refleje otros fenómenos aún 
no considerados, tales como la producción de metabolito con bajas 
concentraciones de sustrato o la aclimatación y des aclimatación de los 
IIÚcroorganismos; 

7. Dado que ninguno de los observadores revisados permite diseñar uno 
global para el sistema estudiado, proponer otra estrategia de diseño de 
observadores para sistemas observables, pero no completa ni uniforme
mente observables. 
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