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CAPITULO 1 

Teoría clásica de relajamiento. 

1.1 Introducción. 

El objetivo de este trabajo consiste en presentar una recopilación de los principales resulta
dos que se han obtenido recientemente en la teoría de relajamiento en control óptimo, así 
como ilustrar posibles aplicaciones de esa teoría. 
En [13) Warga desarrolla con detalle la teoría clásica de relajamiento para sistemas de COD

trol que no ¡ilVolucran retardos en las dinámicas. El caso de sistemas con retardos ha sido 
estudiado principalmente por Rosenblueth, Vioter, Warga y Zhu y en este trabajo incluimos 
por primera vez un resumen global de la teoría que han desarrollado. En particular. expli
camos detalladamente un modelo propio para problemas con dos retardos en las variables 
de control y comparamos distintos procedimientos de relajamiento que se han propuesto. 
La importancia de relajar sistemas de control óptimo está explicada de manera precisa y 
clara en [13) donde se ha.ce referencia a los orígenes de la teoría (en particular en los trabajos 
de Young y McShane) y se presentan distintos ejemplos prácticos. Clarke (ver [5]) resume 
dicha importancia con la siguiente frase: "Un problema relajado es) en general, el único 
para el cual teoremas de existencia pueden probarse y) por esta razón) hay muchos que lo 
consideran el único problema razonable que puede considerarse en la práctica". 
En el capítulo 1 resumimos los principales aspectos de la teoría clásica basados principal
mente en [13]. Incluimos los conceptos básicos, así como un ejemplo concreto que ayuda 
a entender la técnica clásica para aproximar un minimizador relajado a través de controles 
ordinarios. 
En el capítulo 2 presentarnos un resumen de los resultados que se han obtenido recientemente 
al tratar de definir un modelo que resulte propio para sistemas con retardos. Dicho resumen 
reúne por primera vez los distintos modelos que se han propuesto e incluye explicaciones de 
las principales dificultades que se presentan al tratar de caracterizar la cerradura del espacio 
de controles ordinarios con retardos. Asimismo damos una demostración sencilla del resul
tado que afirma que uno de dichos modelos es en efecto propio. Por último, en el capítulo 
3, incluimos posibles aplica.ciones de dicha teoría. 
Con la idea de situar las ideas básicas de la teoría de relajamiento consideremos brevemente 
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el siguiente problema de control óptimo: Supongamos que tenemos dados e E !Rn,!l e ~m 
compacto y funciones g: lRn -+ !R, f: [O, 1J x lRn x lRm -+ lRn, Sea T = [0,1] Y consideremos 
el problema de minimizar g(y( 1)) sujeto a 
y(t) = f(t,y(t),u(t)) c.s. en T 
y(O) = ( 
u(t) E n c.s. en T. 
Denotemos por U(T,!l) el conjunto de funciones medibles u: T -+ lRm que satisfacen u(t) E n 
C.s. en T. Los elementos de U(T, n) son llamados controles ordinarios. 
Un par (y, u) formado por un control ordinario u y una función absolutamente continua 
y: T -+ lRn la cual satisface la ecuación diferencial es llamado un proceso ordinario. 
Si y(O) = e, el proceso ordinario es llamado admisible. El problema de optimización sobre 
todos los procesos ordinarios admisibles es llamado el problema original (Porjginal)' 
Dos preguntas surgen ahora: ¿Cuándo el problema original tiene un minimizador? y, en el 
caso de que no exista un minimizador, ¿Cómo podemos complementar a la clase de procesos 
ordinarios admisibles para asegurar la existencia de un minimizador? 
Ambas tienen respuesta satisfactoria. Para la primera pregunta, una simple condición 
geométrica 

f(t,y,n) es convexa \I(t,y) E T x !R", 

asegura la existencia de minimizadores para el problema 'original, o sea, la existencia de 
un proceso ordinario admisible óptimo. Para la segunda pregunta, una teoría de existencia 
aplicable a conjuntos de velocidad no convexos f(t, y, n) considera la noción de proceso 
relajado. 
lJ n control relajado es una función medible esencialmente acotada JJ definida en T, cuya 
imagen está contenida en el espacio de las medidas de probabilidad de Ración (medidas de 
Borel regular finitas) en n, donde medible significa que t --t f c(r)p(t)(dr) es medible para 
todo e E C(n}, el espacio de Banare de las funciones de valor real continuas en !l con la 
norma del supremo. 
Denotemos por M(T,!l) el conjunto de controles relajados, el cual puede ser considerado 
como un subespacio del espacio dual topológico de Li(T,C(!l)) actuando en elementos i.p en 
el espacio primal de acuerdo con 

<p --t ! <p(t,p(t))dt = ! dt! <p(t,r)p(t)(dr), 

ya M(T, n) le asignarnos la topología débil estrella de Ll(T,C(n))". 
Un proceso relajado es UD par (y,JJ) compuesto por un control relajado JJ y una función 
absolutamente continua y la cual es solución de la ecuación diferencial 

y(t) = ! f(t,y(t),r)p(t)(dr). 

Tal proceso es admisible si y(O) = e, y el problema sobre todos los procesos relajados 
admisibles es llamado el problema relajado (P .. elojodo). 
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En [13] se muestra que si consideramos al conjunto U(T,!l) como un subespacio de Af(T, fl), 
identificando cada u E U{T, n) con la función t --+ J,,(t), donde Óo es la medida de Dirac en 
a (medida unitaria concentrada en el punto a). entonces M(T,n) es un conjunto compacto 
el cual coincide con la cerradura de U(T, {l). 
Con las hipótesis usuales impuestas en las funciones que delimitan el problema, tal resultado 
implica la. existencia de un minimizador relajado y el hecho de que este pueda ser aproximado 
con controles ordinarios. En el caso de tener estas condiciones decimos que: "El conjunto 
de controles relajados es una. extensión propia del conjunto de controles originales". 
Para este tipo de problemas se-tiene otra caracterización equivalente para que la técnica de 
relajamiento sea propia, esta es, que "el mínimo costo para el problema relajado coincida 
con el ínfimo costo del problema original": 

in! {P origino.l} = min{ PrelojadD} 

aunque, como observaremos con un ejemplo concreto, para problemas con restricciones en el 
punto final las dos caracterizaciones pueden no ser equivalentes. 
Como se menciona en (9), tener una extensión propia del conjunto de controles originales 
es deseable por varias razones. Significa que existe una relación estrecha entre el problema 
"original" y ei problema "relajado". Además, sugiere una metodología para encontrar pro
cesos ordinarios admisibles cuyo costo (valor de la función a minimizar) se acerca al costo 
ínfimo en situaciones donde la existencia de procesos ordinarios admisibles minimizantes no 
está asegurada, esto es, podría resolverse el problema relajado y aproximar el minimizador 
relajado a través de controles ordinarios. 
En general para problemas como el que tratamos al inicio, el conjunto de controles tt para 
los cuales existe y tal que (y, u) es un proceso ordinario admisible, coincide con el conjunto 
de controles ordinarios, lo cual implica que el relajamiento propio cumplirá el objetivo de 
encontrar procesos ordinarios admisibles cuyo costo converge al costo Ínfimo. 
La noción de relajamiento propio toma en cuenta que ciertas restricciones pueden ser satis
fechas de manera aproximada por pares (y, u), los cuales producen un valor de la función de 
costo menor que las correspondientes soluciones ordinarias minimizantes (las cuales poste
riormente definiremos), por lo cual el objetivo de encontrar procesos ordinarios admisibles 
los cuales logren el ínfimo costo del problema, es reemplazado por el de encontrar procesos 
ordinarios no necesariamente admisibles, los cuales logren el mínimo costo para el problema 
relajado. 
La situación anterior se tiene en un número considerable de problemas de control óptimo 
por medio de la técnica de relajamiento estándar, lo cual ejemplificaremos en el presente 
trabajo. Tales ideas son ampliamente discutidas en [5, 13j. 

1.2 Problema básico y conceptos. 

Una función g: S -+ 8l tiene un mínimo m en SI, SI e S y s) minimiza 9 en SI, si 9(S)) = 
min{g(s) I s E SI} = m. Denominamos a s) como un punto minimizante de 9 en SI. 
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Un problema básico en control óptimo consiste en la investigación de un mínimo y un punto 
minimizante de una función dada sujeta a restricciones. 
Un problema de optimización es uno en el cual se tienen dados conjuntos 

W, Xl, el e Xl y funciones 90: W -+ Jl, 91: W -+ Xl 

y se desea minimizar 90 en el conjunto 

9¡-'(e.) = {w E W I 91(W) E e,}. 

La función 90 es llamada función objetivo. En algunos problemas se considera que W y 
Xl tienen alguna estructura topológica o algebraica, en tanto que 90 y 91 se consideran 
continuas, diferenciables, etc. 
Usualmente en control óptimo W e Y x U x B donde: 
y ={funciones de estado definidas en algún espacio vectorial}, 
U ={funciones de control definidas en algún espacio de medida T } y 
B ={parámetros de control con alguna estructura topológica o algebraica}. 
Veamos la formulación del siguiente problema lo cual nos permitirá entender la naturaleza 
de los conjuntos Y, U, B. 
Ejemplo: 
Supóngase que una nave espacial está en órbita alrededor de la tierra, y decidimos transferir 
nuestra nave a la vecindad de la luna en un período de tiempo previamente asignado, de 
manera que se queme la menor cantidad de combustible posible. 
Nosotros elegimos el tiempo inicial. Designemos por y(t) = (Y1(t), ... ,y.(t)) el estado del 
vehículo al tiempo t (observando que el vector y(t) considera, además, la velocidad, la masa 
del combustible sobrante, inclinación del vehículo, duración del vuelo, etc.). 
Definamos: 

- tI como el tiempo de duración del vuelo (preasignado). 

Bo como la colección conocida de estados al orbitar en la tierra. 

Bl como los estados permitidos al tiempo tI (localización y componentes de velocidad 
en su llegada a la órbita lunar). 

u(t) como la configuración de control al tiempo t (orientación de la máquina, magnitud 
de la energía). 

En este caso la función de control u es una. función medible arbitraria en [O, td con valores 
en R (u: [O, t , l .... R). 
De las leyes básicas de la mecánica 

y(t) = f(t,y(t),u(t» (i.i) 

donde la ecuación se satisface c.s. en T = [O, td. 
Si se activan las máquinas en el tiempo del estado bo E Bo Y se elige la configuración u(t) 
con t E (O, td, se tiene que y(O) = bo, la condición inicial de (i.i), y si y es absolutamente 
continua 
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y(t} = bo + J¿ ¡(s, y(s), u(s}}ds con t E T, 

la cual tiene solución única para cada ha E Bo y cada control u. 
Consideremos ahora las tripletas (y, u, bo), donde y: T -+ !Rn

, u: T --+ !R y be, E Bo. La tripleta 
será admisible si y(t.} E Bl' Considerando go(y(t}} como el gasto de combustible en [O, t], 
entonces (ti, ti, bol es óptima si 

!io(j¡(t.)} :5go(y(t l )),V(y,u,bo} E y x U x B. 

Expresamos el problema descrito como uno de control óptimo: 
Sean y;;;: C(T,Rn) la clase de las funciones continuas y acotadas de T a lRn, U la clase de 
las funciones medibles de T a lR, B = Bo, Y W ;;;: y x U x B. Entonces 

Xl = !Rn x e(T, !Rn
}, el = Bl x {O} e Xl 

90(y, U, b} = gO(y(t l }}, 91 (y, u, b) = y(t.} 

9,(Y, u, b}(t} = y( t} - b - /.' ¡(s, y( s), u(s ))ds. 

El problema consiste en miniJIÚzar 90 en el conjunto: 

{(y,u,b) E Y x U x B [91(y,u,b} E B" 9,(y,u,b}(t) = O (t E T)} 

= {(y,u,b) E Y x U x B I (9"9,}(y,u,b) E e¡}. 

Siguiendo el ejemplo del problema anterior, podemos establecer la definición del problema 
de control óptimo siguiente. 
Dados conjuntos T, R, B, Y, XI' el e XI y U donde T es un conjunto medible y Y, B, U son 
definidos como en el problema de la nave espacial, y dadas las funciones 

F: Y x U x B --+ Y, 90: Y x U x B --+ !R y 91: Y x U x B --+ Xl 

definamos los conjuntos 

H(U} = {(y,u,b) E Y x U x B I y = F(y,u,b)} 

A(U} = {(y,u,b) E H(U} I 91(y,u,b} E el}' 

El problema original consiste en encontrar un punto (y, ti, b) E A(U) que minimize 90 en 
A(U) y al cual llamaremos una U-solución minimizante. 
Definición 1: Una sucesión (Yn, Un, bn ) E H(U) es una U-solución aproximada si VG vecin
dad de O E Xl, 3K E N tal que si n ~ K=> 91(Yn, u.,bn } E el + G. 

Definición 2: Una U-solución aproximada (jin, fin, bn) es una U-solución aproximada mini-
mizante si 
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1.3 Soluciones original, aproximada y relajada. 

En la presente sección analizaremos algunos problemas de control óptimo que nos permitirán 
diferenciar el tipo de solución involucrada. Asimismo estudiaremos UD problema para el 
cual podemos construir una extensión del espacio de controles originales y tal extensión 
solo satisface la primera de las dos caracterizaciones con respecto a ser propia que fueron 
mencionadas, y justificaremos de forma heurística la teoría de relajamiento en control óptimo 
para su posterior formalización. 

1.3.1 Problema sin U-solución minimizante. 

Sean U la clase de todas las funciones medibles de T = [0,1) a R = [-1,1), Y = C(T) la 
clase de las funciones continuas en T! Y definamos: 

F(y,u)(t) = J,' u(s)ds, 'tyE Y,u E U,t E T Y 

90(y, u) = l.' (y(t)' - u(t)')dt, 'ty E Y, u E U. 

Consideremos el problema de minimizar 90 en H(U) = ((y,u) E Y x U I y = F(y,u)}. Si 
'Vn E N, definimos 

{
l sitE[' ll±!) 

ün(t) = -1 si t E [~nlli) 
2n ' n 

donde k = 0, ... ,n - 1 

y Yn(t) = ¡~ün(s)ds, 'tt E T, entonces (Yn,ün) E H(U) y O ~ ¡~ün(s)ds ~ (2n)-'. 
Como u(t) E [-1,1), u(t)' ~ 1 Y por lo tanto 90(y, u) ~ -1, 't(y, u) E Y x U. 
Luego tenemos que -1 ~ 90(¡¡n, ün ) ~ (2nt' - 1. 
Por lo tanto 

lim90(¡¡n, ün ) = -1 = inJ{90(H(U))}. 
n 

Supongamos abora que existe (ji, ü) E H(U), tal que 90(¡¡, ü) = -1. Entonces lü(t)1 = 1 c.s. 
en [0,1) y y(t) = ¡~ ü(s)ds = O con t E [0,11,10 cual implica que ü(t) = O c.s. en T. 
De la contradicción se sigue que 90(H(U» no contiene su ínfimo. 

1.3.2 Problema con U-solución aproximada minimizante. 

Sean T, R, Y, U, F Y 90 definidos como en el problema 1.3.1 y sea 9'(y, u) = ¡¿(y(t))'dt, 
V(y, u) E Y x U. Consideremos el problema de minimizar 90 en A(U) definido como 

A(U) = ((y,u) E Y x Uly = F(y,u),9'(y,U) = O}. 

Si (y, u) E A(U) entonces y(t) = ¡~ u(s)ds = O, 'tt E T Y por lo tanto u(t) = O c.s. en T. Se 
tiene entonces que (y, u) = (O, O) produce el mínimo 9o(y, u) = O en A(U). 
Por otro lado, considerando Un y ün como en el problema 1.3.1, 
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9o(Y" ti.) =:; (2n)-2 - 1, 'In E N Y 

O=:; J¿ ü.(s)ds = y.(t) =:; (2n)-1, 'In E N Y t E T. 

Nótese que 91(!7n,un ) ~ (2n)-2. Así, mientras el mínimo restringido de 90 existe y es igual 
a O, podemos disminuir el valor de 90 cercano a -1 eligiendo y = fin y ti :;;: Un para n 
suficientemente grande, aunque violamos la restricción de que 91 (y, ti) ::;; O por una cantidad 
arbitrariamente pequeña (acotada por (2n)-2), con lo cual hemos encontrado un proceso 
ordinario el cual mejora el costo ínfimo del problema, y no es admisible en sentido estricto. 

1.3.3 Problema con solución relajada. 

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria 

y(t) = F(y, u)(t) = J¿ J(s, y(s), u(s))ds, Vt E T con T = [0,1) 

donde f: T x ~n X R --+ lRn es continua y acotada, R :;; [-1,1] Y la ecuación tiene una 
solución única y( u)(·) para cada u E U conjunto de funciones medibles de T a R. 
Si se define Un \:In E N como en 1.3.1, la función fin = Y(u n) satisface la ecuación 

y(t) = F(y,u.)(t) = 1,' f(s,y(s),u.(s»),Vt E T. 

Sean los intervalos TI = [t~,t~') Y T:' = [t~',t~+1)' donde t~1 es el punto medio del intervalo 
Ti = (ti, ti+1] de longitud ~ (estos son tomados sucesivamente), y definamos 

u.(t) = {~I si t E TI 
sitET:'. 

Para n grande, Ti es de longitud pequeña y fin es aproximadamente constante en cada T,. 

Por lo tanto, si f;(r) = f(ti,Y.(tD,r) 'Ir E R, entonces 

para i = O, ... , n-l. 
Se sigue que Yn aproximadamente satisface la ecuación diferencial 

y(t) = /.' {f(s,y~S),I) + J(s,y~),-I)}dS, Vt E T. (i.ii) 

En situaciones más complicadas donde Un puede tomar un número infinito de valores en 
cualquier subintervalo de T, dividimos T en subintervalos iguales Tn,i (i = O" .. , m(n)) 
donde m( n) -+ oo. 
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En cada subintervalo Tn,i estudiamos la distribución de los valores de Un determinando para 
cada i y cada A E L.B(R) (conjuntos de Borel de R), la fracción un.,(A) del tiempo Tn., que 
un(,) toma de A. 
Entonces definimos: 

Tn,,(A) 

un.,(A) = 

u~I(A) n Tn,i, 

fTn.,(A) dt 
fr . dt . n., 

Cada Un,': L.B(R) -; [O,IJ es una medida de probabilidad (un.,(R) = 1). Cuando m(n) = 
n - 1 Y Un = Un, tenemos Vs E Tn,i 

f(s,y(s), I) f(s,y(s),-I) J 
2 + 2 f(s,y(s),r)un.,(dr) 

y por lo tanto las medidas de probabilidad O"n,O, Un,l, ••• ,Un,n-l son todas iguales a ~ + ~ 
donde ór es la medida de Dirac en r. 
En el caso en que Un toma un número infinito de valores obtenemos de forma similar a (i.ii) 

m(n) 

y(t) = L /, ds J f(s,y(s),r)un.,(dr) 
1=0 T .. ,¡n/o,t] 

'Vt E T, lo cual podemos escribir como 

y(t) = f.' ds J f(s,y(s),r)un(s)(dr) (i.iii) 

Vt E T, donde Unes) = Un,i 'Vs E Tn,i. 

De esta manera reemplazamos una sucesión {fin} de funciones de T a R en (i.i) con una 
sucesión {un} de funciones constantes por partes en T, cuyos valores son medidas de proba
bilidad en L.B(R) en (i.iii). 
También hemos redefinido la función 

(y,u) -; F(y,u):C(T,!f/n) x U -; C(T,!f/n) 

donde C(T, !Rn) es el espacio de funciones acotadas y continuas de T a !Rn, la cual satisface 

F(y,u)(t) = J.' f(s, y(s), u(s))ds Vt E T 

como una función (y,u) ~ F(y,u), que satisface 

F(y,u)(t) = J.' ds J f(s,y(s),r)u(s)(dr) VI E T 
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donde y E C(T, lR"') y u es una función constante por partes en T y sus valores medidas de 
probabilidad. 
En particular si ti E U y Ju(t) = Ju(t) es la medida de Dirac en u(t), entonces 

F(y,".)(t) = 1,' dsj f(s,y(s),r)".(s)(dr) 

1,' f(s,y(s),u(s))ds, Vt E T. 

De lo último observamos que podemos identificar la función u: T -+ R con la función t -+ Ju(t) 
en T. 
En el caso del problema 1.3.2, el procedimiento ya descrito nos genera un límite para la 
sucesión Un' 
Si denotamos por y2 la función previamente designada como y en el problema 1.3.2 entonces 
este queda definido como 

yl(t) = f~([y'(s)]' - [u(s)]'))ds, y'(t) = f~ u(s)ds, y'(t) = f~[y'(s)]'ds 
donde y = (yl, y', y'), 9.(y, u) = yl(l) Y 91(y, u) = y'(I). Para 

_ "1 "-1 
(1", = (1 = "2 + 2' 

obtenemos 

yl(t) = 1,' ([y'(s))' - I)ds, y'(t) = O, y'(t) = 1,'[y'(s))'ds 

lo cual implica que yl(t) = -t, y'(t) = O Y y'(t) = O Vt E T; 9.(y,i7) = -1 Y 91(y,i7) = o. 
Resumiendo el resultado de los problemas 1.3.2 y 1.3.3 observamos que 

min{Poriginal} = O > -1 = min{Prelajado}, 

lo cual muestra que para este problema las dos caracterizaciones de relajamiento propio 
mencionadas no son equivalentes. Esto es consecuencia del hecho que el conjunto de controles 
u cuyos procesos asociados son admisibles está estrictamente contenido en el conjunto de 
controles originales. 
Observamos que ij corresponde a una función (que llamaremos de control relajada), tal que 

lit:nUj = ij 
J 

y jj una solución de la ecuación y(t) = f:(ds) f f(s, y(s), r)i7(s)dr que satisface 

limYj(t) = jj, 
J 

donde (Yit Uj) es la U-solución aproximada minimizante del problema original. 
Al tener estas condiciones, hemos encontrado un relajamiento propio del espacio de controles 
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originales, de acuerdo con la primera de las caracterizaciones definidas en la introducción. 
La convergencia de UJ es en el sentido de que para valores grandes de j, Uj y lT tienen el 
mismo efecto en la ecuación diferencial. 
Así consideramos a las funciones de control original u j como una covergencia a una función 
de control relajada ¡j, si la solución de la ecuación diferencial correspondiente a Uj converge 
a la solución para q en la topología de C(T, Rn), es decir 

lim Irf(s,y(s),un(s»){ds) = Ir ds / f(s,y(s),r)i1(s)(dr) 

Vy E C(T, !Rn
). 

1.3.4 Técnica de relajamiento clásica para problemas sin retardos 
en los controles. 

Ahora enunciaremos la técnica de relajamiento clásica para problemas sin retardos en los 
controles, la cual es desarrollada en [13]. 

l. Primero sumergimos U (espacio de funciones de control original) en un espacio topológico 
( del cual U es un subconjunto denso. 
Así extendemos la definición de F,90 Y 91 a y x ( x B de tal manera que 

H(í) = {(y,O',b) E Y x (x B I y = F(y,O',b)} 

es secuencialmente compacto, con F,9o Y 91 secuencialmente continuas, al restringirse 
a H(í). 
Entonces bajo condiciones compatibles existe un punto (ti, ¡j, b) en H«() que minimiza 
.9t> en 

A(U) = ((y,u,b) E H(U) I 9¡(y,u,b) E C¡}. 

Determinamos relaciones que deben ser satisfechas por una U-solución rninimizante 
(y, i1, Ii). 

2. El siguiente paso es determinar una sucesión {Un} en U que corresponde a u y una 
sucesión {Yn} en Y que corresponde a {un} y b tal que 
{(Yn, Un, b)} es una U-solución aproximada minimizante y 

lim 9;(Y., Un, Ii) -> 9;(ii, ¡¡, Ii), i = O, 1. 
n~= 

El conjunto ( es el conjunto de controles relajados y su topología es métrica y compacta. 

12 



1.4 Conceptos básicos para la teoría de relajamiento 
en control óptimo. 

En la presente sección formalizaremos la técnica de relajamiento ya enunciada en la sección 
1.3.4 para 10 cual daremos algunos conceptos y resultados necesarios que pueden ser encon
trados en la literatura (ver, por ejemplo, [13]). 
Sean un conjunto S =1 0, L una familia de subconjuntos de S, y Ji. una función p: L -t !R, 
donde ~ == !R U { ""':oo,oo} es el conjunto de los reales extendidos. 

Definición 3: L es álgebra en S si i) 0 E L, ii) A EL=? A' E L, iii) Si A, B E L 
entonces A U B E L. 

Definición 4: L es u-álgebra en S si i) L es un álgebra en S, ii) {Ai}1" eL=? u?,;, Ai E L. 

Definición 5: Si L es álgebra en S, entonces" es aditiva si i) ,,(0) = 0, ii) ,,(A U Bl = 
,,(A) + ,,(B), If A, BE L siempre que A n B = 0. 

Definición 6: J1. es numerablemente aditiva en L si i) l' es aditiva, ii) J1.(U~IA.) = 
E~l p(A¡) donde {Ai}~l es cualquier colección numerable de elementos disjuntos de L 
tal que U:1 A¡ E E. 

Definición 7: p es una medida si i) E es u-álgebra, ii) J1. es numerablemente aditiva. 

Definición 8: Si L es una a-álgebra de S con una medida P, definimos i) (S, L) es un 
espacio medible, ii) (S, L,J.l) es un espacio de medida. 

Definición 9: Una. medida positiva p. es medida de probabilidad si J.l(S) = 1. 

Definición 10: Sea (S, T) espacio topológico. Entonces i) El álgebra de conjuntos de Borel 
LB. es la mínima a-álgebra que contiene a T. Los elementos de LB son llamados conjuntos 
de BoreL Una medida definida en LB se llama una medida de Borel. 

Definición 11: Una medida de Borel J.l es la medida de Dirac en s E S si i) Ji es me
dida de probabilidad, ii) ,,( {s}) = 1. 

Definición 12: Sea L un álgebra y J.l: L: ~ Jl aditiva. La variación de J.l es la función 
no negativa 1,,1: L -+ R definida, If E E L:. por , 

I"I(E) = sup{L 1,,(Ei)11 k E N, Ei n Ej = 0, i f j, Ei E L, Ei e E}. 
i=l 

Definición 13: Sea. (S, T) un espacio topológico, L: un álgebra en S y J.l: L -+ ~ aditiva. 
Entonces jJ es regular si 

13 



VE E E y, > O, 3A, B E E tal que i) A e E e BO y ii) I,..I(B - A) ~ <. 

Definición 14: Una medida de Radón en S es una medida de Borel regular finita. Ahora 
definamos los siguientes conjuntos, los cuales utilizaremos en la siguiente sección. 

frm(S) como el espacio de las medidas de Radón en S. 
rpm(S) como el conjunto de las medidas de probabilidad de Radón en S. 

Definición 15: Si (S,L,ji) es un espacio de medida, Z es un conjunto Ji-nulo si 3A EL 
tal que Z e A y I,..I(A) = O. La medida,.. es completa si todo conjunto ,..-nulo pertenece a E. 

Definición 16: Una relación que involucra a s E S es válida p-c.s. (casi siempre) si 
existe un conjunto Z Jl-nulo tal que la relación se satisface \o/s r¡. Z. Si E e S y la relación 
se satisface Vs E E - Z, decimos que se satisface P-c.s. en E. 

Definición 17: Un espacio de medida (S,¿:,jj) es positivo, finito, de probabilidad, regu
lar, etc., si la medida J.' tiene la propiedad correspondiente. 

Definición 18: Sea (S, E, Jl) un espacio de medida finito, 

EO = {E U Z 1 E E Z y Z es un conjunto ,..-nulo}. 

Sea ,..O(E U Z) = ,..(E) VE E Z y Z conjunto ,..-nulo. Entonces (S,Eo,,..O) es un espacio de 
medida finito (llamado la extensión de Lebesgue de (S,2:,p», p- es completa (llamada la 
extensión de Lebesgue de,..) y,.. = ,..°IE' 
Un conjunto A E E· se llama Jl-medible. Nótese que un conjunto es Jl-medible {:} es Jl- medible. 

Definición 19: Sea (S, E) un espacio medible, (X, T) un espacio topológico y f: S ~ X 
una función. Entonces i) f es E-medible si f-l(A) E E VA E T. 

ii) f es E-medible en B si B E E y f-l(A) n B E E VA E T. 

Si (S,E,,..) es un espacio de medida finito y (S,Eo,,..O) su extensión de Lebesgue, decimos 
que f es ,..-medible si es EO -medible. Así, f es ,..-medible si y sólo si es ,..0 -medible. 

Definición 20: Sea (S, E, Jl) un espacio de medida positivo finito y X un espacio de Banach 
separable. 
i) f: S -+ X es Jl-simple si 3k E N, Xi E X Y conjuntos Jl-medibles Si disjuntos en S para 
i ;;:::.1,2, ... ,k tales que 

f(8)= E1=1 X5,(8)X; '18 E S, donde 

{
l sisES¡ 

X5,(8) = O si 8 E S - S;. 
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ji) La integral de I con respecto a Jl es 

, f l(s)Jl(ds) = ~:>(S,)x,. 
i=l 

iii) Si E es un conjunto Jl-medible1 se define 

Teorema 1: Si f: S -+ R1 es una función Jl-medible no negativa, entonces existe {In} una 
sucesión de funciones p-simples no negativas, tales que {fn( s)} es no decreciente y converge 
a I(s) 'ts E S. Más aún, limJ In(s)Jl(ds) existe en:R y es el mismo para todas las sucesiones 
{Jn} con dicha propiedad. Definimos 

I l(s)Jl(ds): = limI In(s)Jl(ds) en :R. 

Decimos que I es Jl-integrable si les Jl-medible y II(s)Jl(ds) < oc. 

Definición 21: Sean X un espacio de Banach separable, 1 :S p < 00 y (SlL,p) un es
pacio de medida positivo finito. Dos funciones p-medibles f19: S -+ X son equivalentes si 
I(s) = g(s) Jl-C.s. Si I es Jl-medible, 

s -+ I/(s)l' es Jl-medible 

1- 9 => J I/(s)I'Jl(ds) = Ilg(s)I'Jl(ds). 

Definición 22: Denotamos por V'(S,L,Jl,X) el conjunto de todas las (clases de equiva
lencia de) funciones p-medibles 1: S -+ X tales que 

J lf(s)I'Jl(ds) < oc, y escribimos 1/1, = {f I/(s)I'Jl(ds)}~. 

Decimos que {Jn} converge a I en LP(S, "2:,Jl, X) si 

lim If - fnl, = o. 

Teorema 2: Sean X un espacio de Banach separable y (S, L1Jl) un espacio de medida 
positivo finito. Dados E un conjunto p-medible y f E U(S,L,J.'lX)l existe una sucesión 
{Jn} de funciones Jl-simples en S tales que limll - Inh = O Y limJE fn(s)Jl(ds) existe en X 
y es el mismo para cualquier sucesión {fn} con dicha propiedad. Definimos la integral de f 
en E con respecto a Jl como 

IEf(s)Jl(ds) = limIEfn(s)Jl(ds). 
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Decirnos que f E LI(S, E, jl, X) es una función jl-integrable. 

Si X es un espacio vectorial y r una colec~ión de funcionales lineales en X, definirnos la 
topología débil estrella generada por r como la mínima topología tal que cada f en r es 
continua. Una sucesión {Xn} converge a x en esta topología si y sólo si f(x n) ~ ¡(x) para 
cada f E r. 
Si X es un espacio normado, el dual de X I denotado por X·, es el espacio de todas las 
funcionales lineales acotadas en X. Si consideramos el dual X·· de X· entonces a cada 
x E X le corresponde un elemento "'X en X·· definido por (",x)(f) = f(x). La función", es 
un isomorfismo isométrico de X en un subespacio lineal ",(X) de X··. 
La topología débil de X· generada por ",(X) es llamada la topología débil estrella de X·. 

Definición 23: Si (X, I . 1) es un espacio vectorial normado separable y X· su dual en
tonces: 
i) Definimos la norma fuerte en X· por 

111. = sup{ll(x)11 x E X, Ixl ::; 1}. 

ii) Definimos la norma débil en X· por 

donde {XI, X2, ••. } es un subconjunto denso numerable de X. 
Esta última norma está bien definida en virtud del siguiente resultado: 

Teorema 3 (Bishop): Si X es un espacio vectorial normado separa.ble y consideramos 
/3(X·) = {I E X· 1111.::; 1} entonces 
i) 1·lw es una norma en X". 
ii) limll-I;lw = O con 1,1; E /3(X·) <=> liml,(x) = I(x) Vx E X. 
iii) La topología relativa de /3(X·) en (X·, I . Iw) es la misma para cualquier elección de 
{XII X2""} y coincide con la topología débil estrella relativa. 

1.4.1 Isomorfismo entre B(T,R) y L1(T,C(R». 

Sean TeR compacto y R un espacio métrico compacto. Definimos el espacio B: = B(T, R) 
como el espacio vectorial de (clases de equivalencia de) funciones r.p: T x R ~ R tal que If'(', r) 
es medible Vr E R, ",(t,·) E C(R) Vt E T el espacio de funciones continuas en R, 
y para cada cp E B(T, R) 3"''1'' integrable con 

1'P(t,·)I~,::; "'.(t) Vt E T. 

Decimos que I.{>I, 1.{>2 E B(T, R) son equivalentes y escribimos 
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c.s. en T. Entonces l'f'IB: = J I'f'(s,· )I •• pl'(ds) es una norma en By (B, I·IB) es isométricamente 
isomorfo a L'(T,C(R)), asignando a cada 'f' E B la función t --+ 'f'(t,·):T --+ C(R), de tal 
forma que (B, l· lB) es de Banach, separable y el conjunto 

, 
B, = C(T) 0 C(R) = {(t, r) --+ L /;(t)e;(r)lk E N,J; E C(T), e; E C(R)} , 

es denso en B(T, R). 

1.4.2 Isomorfismo entre frm(R) y C(R)'. 

Teorema 4 (Riesz): Sea R un espacio métrico compacto. Entonces existe un isomorfismo 
1: frm(R) --+ C(R)" dado por 

I(s)(e) = I e(r)s(d~), 
donde s E frm(R) y e E C(R) y satisface II(s)l. = Isl(R). 
Como C( R) es un espacio vectorial norrnado separable estos pueden ser tomados como es
pacios normados con una norma débil, lo cual se sigue del teorema de Bishop. 

Teorema 5: El espacio vectorial normado (frm(R),l . Iw) es separable y sus subconjun
tos rpm(R) y f3(frm(R)) = {s E frm(R) Ilsl(R) :5 l} son compactos. 

1.4.3 Sumergimiento de R en frm(R). Extensión de funciones con
tinuas de R a frm(R). 

El espacio métrico compacto R se sumerge en frm(R) identificando cada r E R con la 
medida de Dirac ór en r (o, de manera equivalente, identificando r E R con 1,. E C(R)* tal 
que l,(f) = f(r) Vf E C(R)). 
Cualquier función continua real J: R -t ~ puede ser extendida a frm(R) si definimos 

f(s) = J f(r)s(dr), Vs E frm(R). 

En particular se tiene f(6,) = f(r) Vr E R. Como limf(sj) = f(s) si S,Sj E f3(!rm(R)) 
y limlsj - slw = O Y dado que (frm(R),1 . Iw) es métrico entonces f és continua en 
(frm(R),I'lw)' 

Teorema 6: Sea v: T --+ (frm(R), l· Iw) tal que 

sup - eslv(t)I(R): = inf{c > O: Iv(s)I(R) :o; e c.s. en T} < oo. 

Entonces son equivalentes 
i) v es medible. 
ii) t --+ f(v(t)) = J f(r)v(t)(dr) es medible Vf E C(R). 
Estas afirmaciones implican que la función t -+ 'f'(t, (v(t)) es integrable V'f' E L'(T, C(R)). 
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1.4.4 Definición de los espacios N(T,R),M(T,R) y U(T,R). 
Sumergimiento de U(T,R) en ((= M(T,R)). 

Denotemos por N(T, R) al conjunto de (clases de equivalencia de) funciones medibles v: T-+ 
(frm(R), 1·lw) tales que Slip - eslv(I)I(R) < 00, y de igual manera los siguientes conjuntos 

M(T,R) = {v E N(T,R)lv(t) E rpm(R) c.s. en T}. 
U(T, R) = {po T -+ Rlp es medible }. 
Mu(T, R) = {v E M(T, R)lv(t) = Óp(,) c.s. en T para alguna p: T -+ R}. 

Por el teorema 6, si v E Mu(T,R) Y v(t) = Óp(,) c.s. en T entonces I -+ f(v(t» = f(p(t» es 
medible Vf E C(R), y así t -+ p(t) es medible. 
Por otro lado si p E U(T, R) entonces t -+ f(p(I») = f(óp(,» es medible y sup-eslóp(,)I(R) = 
l. Por consiguiente, t -t c5p(t) pertenece a Mu(T, R). 
Lo anterior prueba que existe una correspondencia. uno a uno entre Mu(T, R) Y U(T, R). 
Identificamos cada p E U(T, R) con la función t -t óp(t) en Mu(T, RL y de esta manera 
sumergimos U(T, R) como un subconjunto de M(T, R). 
El siguente teorema afirma que B(T, R)'(~ LI(;r, C(R»') es a1gebraicarnente isomorfo a 
N(T, R). 

Teorema 7 (Dunford-Pettis): Existe un isomomsmo 1: N(T, R) -+ B(T, R)' definido 
por 

y, además, 

l(v)('I') = J 'I'(t,v(t))dt = ¡di / 'I'(t,r)v(t)(dr) 

'Iv E N(T,R) Y '1' E B(T,R) 

I/(v)l = sUPII_IB9}II(v)('I')1 = sup - eslv(t)I(R). 

1.4.5 Los espacios isomorfos B(T, R)', N(T, R) Y sus subconjuntos 
M(T, R), U(T, R) con la topología de la norma débil. 

Como hicimos con C(R)' y frm(R), identificarnos Mora los espacios isomorfos BfT, R)' 
(~ LI(T, C(R»') y N(T, R) por el isomorfismo definido en el teorema 7, identificando 
v E N(T, R) con la funcional lineal continua l(v) en B(T, R). 

Teorema 8: El espacio (N(T, R), 1 . Iw) es separable y su subconjunto f3(N) = {v E 
N(T, R) Ilvl. ::; I} es compacto. Más aún, lim Vn = v para v,vn E f3(N) ... lim l(v .. 'I') = 
l(v,'I') '1'1' E B(T,R) donde 1 es el isomomsmo del teorema 7. Por último, M(T,R) es 
convexo, compacto, y la cerradura de U(T, R) en N(T, R). 
Por razones de comparación con sistemas que involucran retardos y que estudiaremos en el 
siguiente capítulo, incluimos ahora la demostración de la última afirmación del teorema 8. 
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Teorema 9: (= M(T, R)) coincide con la cerradura débil estrella de U(T, R). 
Demostración: 
Debemos mostrar que dado p E M(T, R), existe una sucesión {u¡} e U(T, R) la cual con
verge a p. 
Sea p E M(T, R). Como R es un conjunto compacto, 'Vi E N podemos cubrir R por una 
colección finita de conjuntos abiertos Hk (k = 1, ... 1 k(i» de diámetro a lo más !, Haciendo • 

'-1 
Rj,:= R~ - U Ri (k = l, ... ,k(i)) 

;=1 

y eliminando los conjuntos vacÍOS.m, partimos R en conjuntos Rile (k = 1, ... ,k(i)) que son 
diferencias de conjuntos abiertos. 
Similarmente partimos T = {O, 1) en subconjuntos no vacíos disjuntos de BOfel T; (j 
1, ... ,j(i» de diámetro a lo más t. Sea 

a¡ ,: = 1, p(t)(R~)dt. , T; 

Como 
k(i) 

2: "i" = m(T]) 
k=l 

donde m denota la medida de Lebesgue en lR, podemos partir cada Tj en subconjuntos T;,k 
tales que m(Tj,k) = O~,k' Ahora, para cada k E {l, ... , k(i)} elegimos un punto ri E Ri. y 

definimos 
j(i) 

U¡(t):=r[ VtE UT;,. (k=l, ... ,k(i)). 
j=l 

Probaremos que esta sucesión de controles converge a p. 
Como se mencionó en 1.4.1, el conjunto C(T) 0 C(R) es denso en U(T. C(R). por lo cual 
es suficiente demostrar que 

li¡n I j(t)c(u¡(t))dt = I f(t)c(p(t))dt, 

para f E C(T) y c E C(R) arbitrarios, Sean MI y M, módulos de continuidad de f E C(T) 
y c E C(R) respectivamente, y sea t; un punto arbitrario de Tj (i E N,j = 1, ... ,j(i)). 
Tenemos 

1I f(t)dt I c(r)p(t)(dr) -1 f(t)c(u¡(t))dtl 

k(i) k(i) j(i) 1 
::; 1I j(t) 2: c(r~)p(t)(R~)dt - 2: c(r[) 2: h, f(t)dtl + M,( ¡) Ilf(t)ldt 

k=l k=1 J=1 J •• 

~M 1 
= 12: 2: c(r[){h.!(t)p(t)(R',)dt - h. f(t)dt}! + Mc( ¡) Ilf(t)ldt 

.1:=1 J=1 J J,. 
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k(i) )(·1 1 1 
~ I L L c(rk)f(t;H r p(t)(R,)dt - m(T] ,ni + 2Mk- )m(T)lcl •• , +.'\1k-)lf¡' 

k=l j=l lT; '1 1 

= 2M¡( ~ )m(T)lcl .. p + Mo{ ~ )1/1. ---; o, i ---; oo. , , 
Q.E.D 
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CAPITULO 2 

Teoría de relajamiento para 
problemas con retardos en las 
funciones de control. 

2.1 Introducción. 

En este capítulo estudiaremos problemas de control óptimo con retardos en las funciones 
de control. El siguiente problema generaliza el que consideramos en 1.1 (las definiciones 
de control ordinario, proceso ordinario, proceso admisible, etc., son extendidas de manera 
obvia) y presenta las principales dificultades que existen al tratar de generalizar el concepto 
de relajamiento clásico. 
Sea T ;::: [O, 11 Y supongamos que tenemos dados números reales O < (}l < ... < (h < 1, un 
punto e E !Rn

, un conjunto compacto n e ;Rm. y funciones 

g:!Rn -+ lR, J: T x lRn x lRm(A:+I) -t lRn . 

Sea r; [-O., lJ Y consideremos el problema (P) de minimizar g(y(I)) sujeto a 
y(t) ; J(t, y(t), u(t), u(t - O,), ... , u(t - O.)) c.s. en T 
y(O) ; ~ 

u(t) E n C.8. en r. 
A pesar de la atención que problemas de control óptimo que involucran retardos han recibido 
en las últimas décadas1 para problemas de control óptimo con retardos en los controles pocos 
intentos se habían realizado para encontrar técnicas de relaj amiento propias. 
Warga [13] fue el primero en buscar un relajamiento propio, para el caso en el que a) los 
retardos apare~n en las funciones de control , con la condición de que las funciones de control 
fuesen separables (aditivamente acopladas), es decir, que f del problema anterior tuviese la 
forma • 

¿J,(t, y(t), u(t - 0,)) 
i=O 
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con 00 :;;: 0, b) para el caso en el que los retardos aparecen en las funciones de estado y c) 
cuando los retardos en los controles son constantes y conmensurados (el cociente de cua
lesquiera dos retardos es racional). 
En los casos a) y b), un relajamiento propio se obtuvo por una adaptación directa de la 
técnica clásica de relajamiento para problemas sin retardos, donde las hipótesis impuestas 
en el problema anterior fueron 

(i) f(·,y,r) es medible y f(t,·,·) continua V(t,y,r) E T x iR" x 0'+1. 
(ii) 9 es continua. 
(iii) O es compacto. 
(iv) Existe una constante e tal que, 'v'(t,y,r) E T x Rn x {lk+l, 

If(l,y,r)l::; c(1 + Iyl)· 

(v) Existe una función integrable r,¡;:T -4!R tal que, 'v'(t,r) E T x {lk+1 y x,y E Rn, 

If(l, y, r) - f(t, x, r)1 ::; <p(I)ly - xl-
Para el caso c) Warga [13] utiliza una técnica frecuente para problemas con retardos conmen
surados que llamaremos "'relajamiento vía el problema reducido" , la cual redQce un problema 
de control óptimo con retardos de tiempo conmensurados en las funciones de control, a un 
problema libre de retardos en las dinámicas. 
Los retardos para este problema reducido aparecen en las restricciones inicial y final de las 
trayectorias. Por varias razones que explicaremos posteriormente dicha técnica. tuvo que ser 
reemplazada. 
En [14],Warga propuso una técnica de relajamiento llamada "'relajamiento débil" demostrando 
la existencia de minimizadores débilmente relajados, aunque varios ejemplos encontrados en 
[4, 9] mostraron que tal relajamiento no es propio para el caso de retardos conmensurados. 
El caso conmensurado fue resuelto por la introducción de un "modelo fuerte" en [9] propues
to por Rosenblueth y Vinter, el cual da un relajamiento propio para el espacio de controles 
ordinarios retardados conmensurados. Por cierto, tal técnica coincide con la de relajamiento 
débil para sistemas con un retardo en los controles. 
También se introdujo un modelo abstracto aplicable a retardos conmensurados y no con
mensurados. En {l5] fue demostrado que tal extensión del espacio de controles ordinarios 
retardados es propia aunque, como se menciona en [10], determinar los controles relajados 
de dicho modelo para problemas específicos es una tarea en general imposible de llevar a 
cabo, por lo cual existe la necesidad de encontrar una caracterización más concreta de la 
cerradura del espacio de controles ordinarios retardados. 
Para tratar de resolver el problema anterior, Rosenblueth {n] introduce una nueva técnica 
de relajamiento, aplicable a problemas de control óptimo con dos retardos conmensurados o 
no conmensurados en las funcioLles de control, demostrando que tal relajamiento es propio. 
En este capítulo explicaremos con detalle estos resultados y unificaremos los intentos re
cientemente publicados para encontrar un relajamiento propio de sistemas de controles con 
retardos. 
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2.2 Relajamiento vía el problema reducido. 

Como se mencionó en 2.1, en [13] se utilizó una técnica la cual reduce un problema de con
trol óptimo con retardos conmensurados a un problema sin retardos en las dinámicas. Por 
conmensurado se entiende que ...:::L..,8 es racional 'Vi :;;:: 1, ... ,k - 1 0, equivalentemente, que Oí ·t. 
es UD múltiplo entero de un retardo simple (J, esto es, Di :;;:: ifJ Vi = 1, ... , k. 
La idea básica de esta técnica de relajamiento consiste en seccionar los controles ordinarios y 
las trayectorias correspondientes en segmentos de longitud (J, apilando estos segmentos para 
formar funciones de valor vectorial de dimensión mayor en el intervalo [0,8]. 
Las funciones resultantes satisfacen una ecuación diferencial sin retardos, y están sujetas a 
restricciones de frontera donde se involucra. la igualdad de una. componente de las funciones 
de estado, extendidas en los extremos con el valor inicial de la siguiente componente para 
obtener la continuidad de la trayectoria original. 

Veamos la.. formulación de la técnica: 
Sean N ;max{i E N I iO < l},p; N +l,q;p+k Y 

).,(t);t+iO\/tE [0,0], i; -k, ... ,O, ... ,N. 

Extendemos 1 a [O, pO] x !Rn x !Rm(k+1) haciendo 

I(t, y, r) ; O \/t E (l,pO] Y (y, r) E !Rn x !Rm(k+l), 

y definimos la función j: [0,8) x !Rnp x !Rmq -t !Rr.p como sigue: 

j,(I, y, u) ; I().,(I), y" u" U'_l"'" U,_k) 
VIE [O,O],i;O,I, ... ,N, 

f¡ = (Yo, fh, ... ,fiN) E !Rnp , 11 = (U_lo U-k+I, ... , ÜN) E !Rmp , 

donde 

j; (jo'¡,,···,M 

Sean 

ñ = nq, g: !Rnp -t !R y C: lRnp -t lRnp 

tales que 

[¡(y) ; g(YN) y C(y) ; (~, Yo, y" ...• YN-d· 
Dada.9 las definiciones anteriores, reformulamos el problema (P) en un problema reducido 
que llamamos (PR) el cual consiste en minimizar [¡(y(9)) sujeto a 
y'(I); j(t,y(t),ü(t)) c.s. en [0,9J 
y(O) ; C(y(O)) 
,;(t) E ñ c.s. en [O, O]. 
Se demuestra en [8] que (PR) y (P) son equivalentes, dando una función inyectiva de los 
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procesos ordinarios admisibles para (P) a los procesos ordinarios admisibles para (PR), tal 
que el proceso ordinario para (PR) satisfaga condiciones mixtas de frontera y(o) = C(y(O)) 
y el valor del costo sea preservado en ambos problemas. 
A este problema reducido se le puede aplicar la teorÍa estándar de relajamiento aunque, 
como se aprecia al reducir el problema, la dimensión de los dominios de definición así como 
de los espacios involucrados aumenta considerablemente, lo cual es un inconveniente para el 
uso de esta técnica. 
Además, esta técnica está definida solo para problemas con retardos conmensurados y no 
presenta un relajamiento del problema original sino del reducido. 

2.3 Relajamiento débil y reformulación de problemas. 

Con el fin de encontrar un relajamiento propio aplicable a problemas con retardos en los 
controles, Warga propuso en [14] una nueva técnica de relajamiento la cual se llamó "rela· 
jamiento débil" 1 aplicable a retardos en los controles no necesariamente separables o con
mensurados. 
Esta técnica, como las siguientes desarrolladas hasta hoy, se basa en el hecho de tratar a las 
funciones de control como variables independientes que satisfagan condiciones de compati
bilidad en términos de los retardos. 
Para esta técnica se consideró el espacio de controles ordinarios como 

W(O ..... ,O,) = {(uo, UI, ••• , u,) E U(T,n''') I u;(t) = uo(t - O;) c.s. en T (i = 1, ... ,k)}. 

Consideremos el problema (W) de minimizar g(y(I» sujeto a 
li(t) = J(t, y(t), u(t)) c.s. en T 
y(o) = ~ 
u E W(O ..... ,O,). 
Probemos que (P) y (W) son equivalentes. 
Proposición 1: (P) y (W) son equivalentes. 
Demostración: 
Sea (y, u) un proceso ordinario para (P), tal que u E U(T, n) y 

y(t) = J(t, y(t), u(t), u(t - O.), ... , u(t - O,)) c.s. en T. 

Para w E n fija, sea uo(t) = u(t) Vt E T y definamos 

{ 
w si t E [-0,,0) 

u;(t)= u(t-O;) siIE[O,I) 

parai=1, ... ,k. 
Entonces u = (uo, u ..... , u,) E W(O ..... ,O,) Y g(t) = J(t,y(t), u(t» c.s. en T. 
Conversamente sea (y, ti) un proceso ordinario para (W) de manera que 

ti = (uo,u ..... ,u,) E W(O ..... ,O,) y g(t) = J(t,y(t),"(t» c.s. en T. 
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Sea u(t) = "o(t) Vt E T. Tenemos Vi = 1, ... , k, 

u(t - O;) = uo(t - O;) VI E [-O. + O;, 1 + O;J 
uo(t - O;) = u;(t) e.s. en [O,IJ. 

Así tenemos u(t - O;) = u;(t) e.s. en [O,IJ. Por lo tanto u E U(T,n) con 

!i(t) = ¡(t, y(t), u(t), u(t - O.), ... , u(t - O.)) e.s. en T. 

La extensión de W(8¡, ... , fh) dada por Warga [14] a la cual se ha llamado 
"procedimiento de relajamiento débil" se define por 

Q.E.D 

~ k+l . 
Sw(O" ... ,O.) = {I' E M(T,n ) I P;I'(t) = POI'(t -O;) e.5. en T (. = 1, ... ,k)). 

Recordemos que M(T,nk+l) es el espacio de las funciones medibles de T a rpm(Ok+I). Si 
l' E M(T, nn) para alguna n E N Y S e {O, ... , n - 1} denotemos por PSI'(t) la proyección 
de I'(t) sobre el conjunto de coordenadas S de I'(t). 
Así decimos que p(t) es un control débilmente relajado si y sólo si PiP(t) ::::;: PO}J(t - O,) c.s. 
eo T. Equivalentemente, J.' E M(T, OH1) es un control débilmente relajado si y sólo si 

ir dt j <p(t, r;)I'(t)(dr) = ir dt j <p(t,ro)l'(t - O;)(dr) 

para toda i = 1, ... ,k y <p E L'(T,C(n)), donde r = (ro, ... ,r.). 

Tal como se ha mencionado, para el caso de retardos conmensurados sabemos por varios 
ejemplos dados en [4, 9] que Sw(S,! ... ,0.1:) puede no coincidir con la cerradura débil estrella 
de W(Oll"" Ole) Y así el modelo de ralajamiento débil no es propio en el caso conmensurado. 
Otra caracterización del espacio de controles ordinarios fue introducida en [9], con el fin de 
buscar mejores condiciones de compatibilidad. 
Haciendo 90 = O, tl.¡ ;;; (J¡ - (J¡-l Y T¡ = [.6.¡, 1] co~ i ;;; 1, ... , k, el conjunto de controles 
ordinarios retardados es 

U(O" ... , O.) = {(uo, u" ... , u.) E U(T, n'+I) I u;(t) = u,_, (t-t.;) c.s. en T; (i = 1, ... , k)}. 

Consideremos ahora el problema que llamamos (RV) en el cual se busca minimizar g(y( 1)) 
sujeto a 
!i(t) = j(t,y(t), "(t)) e.s. en T 
y(O) = ( 
.. E U(9" ... ,0.). 
En esta reformulación los controles ordinarios son funciones medibles definidas en el intervalo 
T = {O,l] el cual contiene toda la informa.ción de la dinámica. 
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Proposición 2: (P) y (RV) son equivalentes. 
Demostración: 
Sea (y, u) un proceso ordinario para (P) de manera que u E U(r, f'I) y 

y(t) = f(t, y(t), u(t), u(t - O¡), ... , u(t - O,» c.s. en T. 

Sea (Jo = O Y definamos ul(t) = u(t - (Ji) Vt E T, i = 0,1, ... ,k. Notemos que 

u;(t) = u(t - O;) Vt E [O,IJ, 
u(t - O;) = u;_,(t - (O; - O;_¡) C.s. en [O; - 0;_" I + O; - O;-,J 

Vi = l, ... ,k Y por lo tanto u;(t) = u;_,(t - 6;) c.s. en [6;,IJ. 
Luego tenemos 

ú = (uo, ... , u,) E U(O" ... , O,) Y!i(t) = f(t, y(t), ú(t)) c.s. en T. 

Conversamente sea (y, ti) un proceso ordinario para (RV), de manera que 

ú = (uo, ... ,u,) E U(O" ... ,O,) y y(t) =f(l,y(t),ú(t» c.,. en T. 

Sea 
U(t)={UO(I) sitE[O,IJ ._ 

Ui(t + (J¡) 51 t E [-(Ji, -(Ji-tI, t - 1,2, ... , k 

de manera que u E U(r, O). 
El resultado se tiene si probamos que u(t - 8¡) = u,(t) c.s. en T 'Vi = O, ... ,k ya que, en 
este caso, 

y(t) = f(l, y(t), u(I), u(t - O,), ... , u(t - O,» c.s. en T. 

Notemos primero que u(t) = uo(t) Vt E [0,1). Supongamos que u(t -O;) = u;(t) c .•. en [O, IJ. 
Por construcción, u(t - 0;+1) = UH,(t) VI E [0,0;+1 - O;). 
Además, como (uo, ... , ti,,) E U«(Jl,"" (J,,) entonces 

U;+I(t) = u;(t - (0,+, - O;» c.s. en [0;+1 - O;, lJ. 

Por suposición u;(t - (0;+, - O;)) = u(t - 0;+1) c.s. en [0,+1 - O;, 1 + 0;+1 - O;J. 
Por lo tanto u(t - O;+¡) = U;+I(t) c.s. en [O,IJ. 

Q.E.D 

2.4 Modelos de relajamiento para el espacio de con
troles ordinarios retardados. 

Para problemas de control óptimo con retardos en los controles, ahora resumimos los modelos 
que se han propuesto para encontrar procedimientos de relajamiento propios. El objetivo 
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que se tiene es encontrar un subconjunto de M(T, 1)k+I) que coincida con la cerradura del 
espacio de controles ordinarios. 
Procedimiento de relajamiento débil 
-Espacio de controles ordinarios retardados 

U(O" ... ,O,) = {(uo, ... ,u,) E U(T,O'+I) I Ui(t) = U,_I(t - ~i) c.s. en T; (i = 1, ... , k)} 

donde 00 = O, ~i = Oi - 0;_1 Y Ti = [~i, IJ. 
-Espacio de controles relajados retardados 

Mw(O" ... ,O,) = {I' E M(T,Ok+' ) I P;1'(t) = Pi-U,(t - ~i) c.s. en T, (i = I, ... ,k)}. 

Así JJ E M(T,1)k+ I) es un control débilmente relajado si y sólo si 

ir. dt f 'I'(t, ri)l'(t)(dr) = ir. dt f 'I'(t,ri_.)I'(t - ~i)(dr) 

Vi = I, .... ,k Y '1' E LI(T,C(O)), donde r = (ro, ... ,r,). 
Para el caso conmensurado un proceso de relajamiento fuerte fue introducido en [9]. 
Procedimiento de relajamiento fuerte 
-Espacio de controles ordinarios retardados 

U,(O, 20, ... ,kO) = {(uo, ... , u,) E U(T, OHI) I (u" ... , u,)(t) = (uo, ... , u,_.)(t - O) c.s. 
en [0,1j}. 

-Espacio de controles relajados retardados 

M,(O, 20, ... , kO) = {I' E M(T, OHI) I Pl .... '!'(t) = PO ..... '_I!'(t - O) c.s. en [O,IJ). 

Así Jl E M(T,1)I.:+I) es un control fuertemente relajado si y sólo si 

1.1 

dt f 'I'(t,r" ... ,r')I'(t)(dr) = 1.1 

dt f 'I'(t,ro, ... ,r'_I)I'(t-O)(dr) 

'1'1' E LI(T, C(O')), donde r = (ro, ... , r,). 
La característica de ser propio para tal relajamiento fue probada en [9] mostrando que 
mín{ P.-,.dajado} = in! {P originol} y en [3] tal propiedad fue demostrada dando una metodología 
explícita como en el teorema 9. 
Un modelo abstracto aplicable a retardos no conmensurados fue también introducido en [9]. 
Modelo MD 
-Espacio de controles relajados retardados 

Mv(OI'''''O,) = {I' E M(T,OHI) I f¿dtf'l'(t,ro, ... ,r')I'(t)(dr):::; O 

'1'1' E LI(T, C(Ok+I)) tal que 

f¿ 'I'(t, u(t), u(t - 0.), ... , u(t - O,))dt :::; O 
'1u E U([-O" 1], OJ}. 

Los tres tipos de extensión mencionados contienen al conjunto de los controles ordinarios 
considerándolos como subespacios de M(T, 1)k+I) y, con la topología débil estrella, todos 
ellos son compactos [9J. 
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2.5 Relaciones entre los procedimientos de relajamiento 
para problemas con retardos en los controles. 

En los tres modelos mencionados anteriormente, para el caso de retardos conmensurados se 
tiene la siguiente relación 

MD(O, 20, ... , kO) e M,(O, 20, ... , kO) e Mw(O, 20, ... , kO). 

En [9] fue demostrada la siguiente 
Proposición 3: El conjunto de los Mv-controles relajados retardados coincide con c1 conv 
U(011'" ,Ok), la cerradura débil estrella de la cubierta convexa de U(ih, ... , 61)' 
Lo cual hace posible tener el siguiente resultado: 
Proposici6n 4: el U(811 ••• , Ok) está totalmente caracterizada para el caso conmensurado. 
Demostración: 
Por las relaciones mencionadas así como por la proposición 3 tenemos 

el U(O, 20, ... , kO) Cel eónv U(O, 20, ... , kO) = MD(O, 20, ... , kO) 
e M,(0,20, ... ,kO) =cl U(0,20, ... ,kO). 

Por lo tanto en el caso conmensurado el espacio de controles fuertemente relajados y el de 
los MD-controles dan una caracterización de la cerradura del espacio de controles ordinarios 
retardados. 

Q.E.D 

También es probado en (15) el siguiente resultado: 
Proposición 5: el U(Oll'" ,O,,) es un subconjunto convexo de M(T,{lk+1

). 

Este último resultado es crucial y con él podemos establecer la siguiente proposición en el 
caso del MD-modelo. 
Proposición 6: El MD-mooelo es un procedimiento de relajamiento propio para U(8I , ... , O,,). 
Demostración: 
Como 

el conv U(O" ... ,O.) = mU. convexos cerrados I U(O" ... ,o.) e U.}, 

se sigue de la proposición 3 que MD(O¡, ... ,O,,) =cl U(OI,""O,,). 

Q.E.D 

Así se demuestra que el MD-modelo es un procedimiento de relajamiento propio para el 
espacio de controles ordinarios con retardos. 
Como se menciona en [101, determinar los MD-controles relajados para problemas específicos 
es muy difícil y tal vez una tarea no realizable en la práctica. 
Lo anterior mostró la necesidad de encontrar cara.cteriza.ciones más concretas de la cerradura 
del espacio de controles retardados ordinarios. 
Como mencionamos, el caso conmensurado está resuelto a través del modelo fuerte. Un 
candidato para el caso no conmensurado puede ser precisamente el modelo débil. 
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2.6 Solución de la conjetura de Warga. 

Tal como hemos mencionado Warga propuso el modelo débil buscando una extensión propia 
del espacio de controles retardados ordinarios. Su afirmación aparece por vez primera en 
[I4J la cual en forma simplificada es: 

Para cualquier ¡¡ e iRm compacto y O < el < e, < 1, Mw(e" e,) =cl u(e" e,). 

Esta conjetura. fue resuelta en [9], para el caso conmensurado, mostrando un elemento de 
Mw(e, 29), con ¡¡ = [O, IJ, el cual no pertenece a el U(0,2e). 
Se consideró el siguiente problema: 
Supongamos que son dados O < (J :5 t y una f~nción continua h: !:Jl3 --+ R tal que h(l, l! O) = 
h(O, 0,1) = O Y h(u, v, w) > O en otro caso. 
Sea T = [O, IJ Y consideremos el problema de minimizar Yl(l) sujeto a 
!h(t) = (y.(t) - ¡)' + h(u(t), u(t - O), u(t - 2e» c.s. en T 
Y.(I) = u(t) 
y.(O) = Yl(O) = O 
u(l) E [O,IJ c.s. en [-20,1]. 
Sea 1'(1) = ~.5(I, 1,0) + ~.5(0,0, 1). Como Pil'(t) = Pi-ll'(t - e) = ~.5d ~óo para i = 1,2 con 
t E [0,1 J l' es débilmente relajado. 
La trayectoria de estado asociada está dada por (yo(t), Yl(t)) = (~, O) VI E T y el correspon
diente costo es cero. Como el costo no puede ser negativo, tenemos min{ Pw_rdajado} = O. 
Supongamos que (Yo. VI, u) es cualquier proceso admi!'Oible fuertemente relajado con costo 
cero. 
Esto se tiene si Yo(t) = ~ con I E T, y el soporte de ,,(t) está contenido en {I, 1, O} U {O, O, l} 
c.s. en T. Lo último significa que existe una función medible n: T --7 T tal que 

,,(t) = <>(t).5(I, 1,0) + (1- <>(t)).5(O,O, 1) c.s. en T. 

De la dinámica tenemos, como yo(t) :::;: ~, que 

~ = <>(1)·1 + (1- <>(1»· O ... <>(t) = ~ ... ,,(1) = I'(t) c.s. en T 

pero I'(t) no satisface las condiciones fuertes de compatibilidad 

1 1 1 1 
P12I'(t) = 2.5(1,0) + 2.5(0,1) '" 2.5(1,1) + 2.5(0,0) = POll'(1 - e). 

Por lo tanto, como {P.-relajado} tiene una solución y un proceso admisible relajado fuerte
mente define un proceso admisible relajado débilmente se tiene 

min{ P.-relajado} > min{ Pw-relajado}. 

pero el problema {P.-relajado} es una extensión del problema original y por lo tanto 

in! {P original}~min{ Ps-rela1ado} > min{ PUl-relajado}. 
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Por lo tanto Jl no puede ser aproximado por controles originales. 

Considerando el ejemplo anterior, en [21 se intentó probar que la conjetura era verdadera para 
retardos conmensurados, excepto para el caso ~ = t, utilizando argumentos geométricos. 
En [41 se probó que este resultado es falso, al extender la relación Mw(8lt82) #cl U(8¡,82) a 
pares diferentes de (0,20) cuyo cociente es un número racional. 
Por ejemplo si se consideran problemas similares al problema desarrollado, como minimizar 
y,(I) sujeto a 
¡i.{I) = (Yo(l) - i)' + h(u(I), u(1 - 20), u(l - 30)) c.,. en T 
!Ío(l) = u(l) 
yo(O) = y, (O) = O 
u(l) E {O, I} c.s. en [-30,1) 
donde O = j¡¡ y h(u, v, w) =min{l(u - 1, v, w - 1)1, I(u, v - 1, w)I}. 
De la misma forma se verifica que min{Pw-relajado} ;:: O aunque in!{Pari,inal} > O. 
Consideremos ahora el caso no conmensurado. Supongamos que n = {O,!} Y tenemos dados 
O < O, < O, < 1 no conmesurado •. Sea l' E Mw(O" O,). 
La pregunta es: ¿Podemos aproximar a JJ con elementos de U(0},82 )? 
Como l' E M(T, 113

) Y 11 = {0,1}, 
, 

1'(1) = L ¡.«I)(R. X R, X R".).5(r.,r"rm ) 

k,I,m=l 

donde R, = {O}, R, = {1}, r, = O Y r, = 1. Por lo tanto, .i definimos 

c,(I) = ¡.«I)(R, x R, x R.), c,(I) = ¡.«I)(R, x R, x R,) 
c3(1) = ¡.«I)(R, x R, x R.), c.,(I) = ¡.«I)(R, x R, x R,) 
C5(1) = ¡.«I)(R, x R, x R.), c,(I) = ¡.«I)(R, x R, x R,) 
c,(I) = ¡.«I)(R, x R, x R,), c.(I) = I'(I)(R, x R, x R,) 

JJ puede expresarse como 

1'(1) = c, (1).5(0, O, O) + c,(1 )6(0, 0,1) + c3(1)6(O, 1, O) + c.,(1)6(0, 1, 1) 
+c,(1)6(1, O, O) + c,(1)6(1, O, 1) + c,(1)6(1, 1, O) + c,(1)6(1, 1, 1). 

Las condiciones de compatibilidad 

son equivalentes a 

P,¡.«I) = POI'(t - O.) c.s. en [O" 1) 
P,¡.«I) = P,¡.«I - (O, - O,)) c.,. en [O, - O" 1) 

(1) {C,(I) + c,(I) + c,(I) + c,(I) = c,(1 - O.) + c,(1 - O.) + c3(I - O.) + c.,(1 - 9,) 
c3(1) + c.(I) + c,(I) + c,(I) = c,(1 - 9,) + c,(1 - O,) + ",(1 - O.) + c,(1 - 9,) 

c.s. en [Ol! 1], 

(2) {C,(t) + c3(1) + c5(1) + c,(I) = c,(t --' o) + c,(1 - o) + c5(I - o) + c,(1 - o) 
c,(I) + c,(t) + c,(I) + c,(I) = c3(1 - o) + c.,(1 - o) + c,(l - o) + c,(1 - o) 
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c.s. en [0,1), donde o = 9, - 9" <;(t) :2: O c.s. en T, c,(t) + ... + e8(t) = 1. 

El caso constante. 

En [7, 8] se consideró el conjunto de controles ordinarios retardados como 

U'(O" ... ,O,) = ((uo, ... ,u,) E U(T,n'+') I u;(t) = uo(t-O;) c.s. en [0;,1) (i = I, ... ,k)}, 

definiéndose el conjunto de controles débilmente retardados como 

M~(O" ... ,O,) = {I' E M(T,n'+I) I I';I'(t) = POI'(t -O;) c.s. en [9;,1) (i = I, ... ,k)}. 

La. introducción de este modelo (el cual corresponde a un problema similar pero no equiva
lente a (P», dio ideas fundamentales ya que fue demostrado que l' E M:"(O"O,) puede ser 
aproximado por {(U¡, Vi, W¡)} E lj'(8},92) en el caso en que J.l es constante, es decir, c.¡(t) es 
constante ·para toda i. 
Para nuestro problema este resultado también resultó válido. Veamos la manera en que se 
pro~dió con M~( 01, O2) Y cómo se extiende el resultado para nuestro problema. 
Al estudiar en [7, 8) el problema simil.r, dado l' E M:"(O,,O,), es decir, l' E M(T,n') 
satisfaciendo 

P'I'(t) = POI'(t - O.) c.s. en [O" 1) 
P,!,(t) = Po!'(t - 9,) c.s. en [9,,1], 

se buscó ver si existe una sucesión {(Ui, Vi, W¡)} E U(T, SV) que converge a p y satisface 

v;(t) = u;(t - O,) c.s. en [9" 1) 
w;(t) = u;(t - O,) c.s. en [0,,1). 

Para. este C&SO se siguió una. metodología análoga a la del teorema 9, para aproximar cualquier 
l' E M(T, n3 ) con elementos de U(T, n3 ), eligiendo conjuntos Tj los cuales son intervalos 
sucesivos de longitud a lo más t, y tal que, con algún orden de sus subconjuntos T;.k./.m' la 
condición de compatibilidad v;(t) = u;(t - O,) c.s. en [O" lJ se s.tisfaga. Al definir 

E; = {t E [O" IJ I w;(t) f w;(t)} 

donde 
"(t) _ {W;(t) si t E [0,0,) 

w, - u;(t _ 0,) si t E [0,,1), 

se prueba que en el caso en que ~ sea irracional, uno puede asegurar la existencia de 
una sucesión creciente 1] de enteros positivos tal que mEi --t O, i E 1]. Esto implica que 
{(Ui, Vi, Wi)}¡e'll la cual pertenece a U'((}t.(}2), converge a p.. 

En [8], se considera primero el caso particular Cl = Cs = O, donde se observa que la caracte
rística en la construcción de los conjuntos Tj y Tj,ko/.m' que hace posible aproximar un control 
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relajado por controles ordinarios, es que los conjuntos Tj.k.l.m sean definidos de tal manera 
que, para cada i EN, U II V, y w, sean traslaciones de cada una. 
En el caso de cualquier control relajado constante, en [8] se procedió de la siguiente manera: 
Supongamos primero que los coeficientes C'l,"" C7 son racionales. Sean 

donde d es el máximo común divisor de C2, ... , C7. Vi E N sea 

T¡ = (j - I)(Od jO, 
J I¡ _ (x + '" + c,,)' j - (x + c,+ c,,)) 

y definamos Tj,k.l,m tal que, para cada i EN, tengan el mismo orden que en el caso 
Cl ::;: C8 ::;: O, pero insertando p intervalos equidistantes de longitud ~ en cada inter-

. p 

valo T]. 
Por construcción v,(t) ::;: ui(i - 9¡) c.s. en [91, 1]' Y w¡ es una traslación de U¡ en un intervalo 
de longitud (C2 + C4 + y)O¡/(i - (x + Cs + es», por lo cual se sigue que, para alguna sucesión 
creciente,., de enteros positivos, mE, --+ O, i E ,.,. 

El caso de posibles coeficientes irracionales, puede ser resuelto de manera similar, al consi
derar {c~ I i E N} una sucesión de racionales que converge a en (n ::;: 2, ... ,7), Y satisfa
ciendo las condiciones de convexidad y compatibilidad. 
La sucesión correspondiente de controles {(Ui, Vi. t.Vi)} con coeficientes racionales satisface las 
condiciones requerid .. V¡(t) = U¡(t - Od C.5. en lO" 1] Y W¡(t) = U¡(t - O,) c.,. en 10,,1] y, 
para alguna subsucesión, converge a 11. 

Para nuestro problema original, en vez de la condición W¡(t) ::;: u¡(i - O2) c.s. en [02,1] re
querimos que W¡(t) ::;: Vi(t - a) c.s. en [0,1]. Argumentos similares pueden ser aplicados 
si las tr.es funciones son, en cada iteración, traslaciones de cada una, de tal manera que si 
definimos 

F¡ = {t E [0,1]1 W¡(t) # w¡(t),a = O, - O,} 

donde 
w(t) _ {W¡(t) si t E 10,0) 

• - v¡(t-a) sitEla,l], 

entonces existe una sucesión creciente 11 de enteros positivos tal que mF¡ -+ 0, ¡E 1], lo cual 
implica que {(Ui. Vi, W,)}iE'" la cual pertenece a U(O" O2 ), converge a 1-'. 
Tales ideas son resumidas en el siguiente resultado: 

Teorema 10: Sean O < 61 < 62 < 1 retardos no conmensurados y n = {O,I}. Si 
f.l E Mw (OI,82) es constante entonces 11 E el U(6¡,02). 
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Este resultado podría hacer pensar que, para el caso no conmensurado, el procedimiento 
débil es en efecto propio, o sea, 

Mw(O"O,) = el U(O"O,) si 0¡f0, es irracional. 

Aunque esta conjetura, como veremos después, fue resuelta en [11], resulta ilustrativo com
parar primero con cierto detalle los conjuntos Mw(9¡,92 } y M~(91,92) así como sus corres
pondientes espacios de controles ordinarios. 
Claramente 

U(O" 0" ... ,0,) e U'(O" O" ... , O,) 

ya que, como se puede fácilmente verificar 1 

U'(O"0,, ... ,9,) = ((uo, ... ,u,) E U(T,n'+') 1 u;(t) = u;_,(t-t.;) c.s. en [0;,11 (i = I, ... ,k)). 

En [11] se prueba, a través del control relajado 

1 1 
Jl(t) = 2ó(I,0, 1) + 2Ó(0, 1,0) (t E T) 

Y suponiendo que n = {0,1}, 0, = 3/5 Y 9, = 9/10, que existe un elemento tanto de 
Mw(0,,9,) como de M~(O"O,) el cual pertenece a el U'(O"O,) pero no a el U(O"O,). 
Más aún, para ciertos retardos, el modelo débil para U'(01,02} sí puede ser propio. 

Esta última afirmación pudo probarse llevando a cabo algunas extensiones del ejemplo, al 
utilizar en vez del control relajado constante anterior, cualquier control J-l que pertenece a 
M~(8t,82), y suponiendo primero que 81 2: 1/2 Y 1- 82 < 82 - 81, 

Siguiendo la misma construcción de los conjuntos Tj para el ejemplo en {U], pudo mostrarse 
que J-l pertenece a el U'(l}¡, 82), En efecto, definiendo los conjuntos Tj,k,l,m (para j = 1, ... i, 
Y k, l, m E {l, 2}) como intervalos disjuntos (en cualquier orden) de TJ y cuya longitud es 

m(Tj".I.m) = l. Jl(t)(R, X El, X Rm)dt, , 
se puede encontrar una partición de TJ + Dl! TJ + 92 Y Tj + 82 - 81 tal que las condiciones 
de compatibilidad con respecto a U'(8¡,D2 ) se tengan. Es decir, se consideró la posibilidad 
de partir T en intervalos que sean traslaciones de cada uno en términos de ±O¡ y ±92 • 

En el caso en que 81 y O2 sean conmensurados o no conmensurados, se muestra que cualquier 
Jl E M~(e¡,(}'l) pertenece a el U'(8¡,82 ). Así, la pregunta acerca de si M~(81,02) es una 
extensión propia de U'(81!02L fue resuelta para cualquier O < 81 < D2 < 1 satisfaciendo 
01 ?: ! y 1 - O2 < O2 - 81, Tal resultado pudo extenderse de dos maneras. 
Primero, se removió la condición 1 - e2 < ()2 - 8¡, al suponerse que 01 ?: ~ y DI < O2 < 1. Se 
consideró una división del intervalo T = [O, 1] con el conjunto de puntos P = {tOI ti, ... , t p }, 

donde O = to < ti < ... < t" = 1, Y P = Po U Pl1 

Po = {O,O¡} U {nO, - (n - 1)0" nO, - nO, 1 n = 1, ... , N} 
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PI = 1 - Po = {l - pi p E Po} 

y N = min{n E N I n(O, -O¡) > l-O,}. 
La segunda restricción que se removió fue que f! tuvÍera solo dos puntos, y el resultado pudo 
ser extendido a cualquier n subconjunto compacto de ~m. Procediendo con argumentos 
.imilares a los usados en [6] para el caso conmensurado, esto es, partiendo n en conjuntos 
m (k = 1, ... , k(i» de diámetro a lo más ~,los cuales son diferencias de conjuntos abiertos, 
de manera que 

k{i) 

n3 = U Jl1xE¡xIfml 

k,l,mJ=l 

definimos T; (j = 1, ... j(i» como antes, elegimos para cada k E {l, ... ,k(i)} un punto 
rk E R'.I:' y definimos 

j(i) 

(Ui( t), vil t), Wi( t »: = (r~, ri, r:") l¡It E U T;"".m (k, 1, m E {l, ... , k( i)}) 
j=l 

donde {Tj,.I:,l,mh,l,m es una partición de Tj, que satisface 

m(1]",I,m) = "~."l,m:= f"l'(t)(H, x Rj x Hm)dt (k,l,m E {l, ... ,k(i)}). , 

Una prueba similar al teorema 9 muestra que (Ui, Vi, W¡) --+ 1', i --+ oo. 
Sí ahora se construyen los conjuntos Tj,k,l,m de tal manera que las condiciones de compati
bilidad con respecto a ()l y (}'J se satisfagan, se sigue que (U¡, ViJ W¡) pertenece a U'( O), O2), 

Para el caso 91 < ~, se muestra en [11) que, suponiendo que O2 = qD1 para alguna q E 
{2,3, ... ,}, el control relajado 

1 1 
I'(t) = 2J(0,0, 1) + 2J(1, 1,0) (t E T). 

es tal que no existe una sucesión {(U¡, Vi, w¡)} en U(T, {l3) que satisfaga las condiciones de 
compatibilidad 

Vi(t) = Ui(t - 9¡) c.s. en [O" 1] 
Wi(t) = Ui(t - 0,) c.s. en [0,,1], 

y tal que (Ui, tJ¡, w¡) -+ p, i -+ oo. 
En resumen, de los resultados anteriores tenemos: 

Teorema 11: Sean O < 01 < O2 < 1 Y n e Rm compacto. Si O} ~ tentonces M!,(01,02) =c1 
U'(Ol, O2 ), Si 81 < ~ y 61 Y O2 son conmensurados entonces el U'(IJ¡, O2) puede estar estricta
mente contenida en M!,(0¡,02). 

34 



El caso no constante. 

Al estudiar controles relajados en M~(OI,02), se pudieron obtener algunos resultados, como 
los enunciados en el teorema anterior. La pregunta ahora es: ¿Podemos decir algo similar 
para nuestro problema, es decir, en términos de Mw(O¡,02) y U(01,02)? 
Ya sabemos que incluso si 01 ~ ~, en el caso de retardos conmensurados, los conjuntos 
Mw (01,02) yel U(01,02) pueden no coincidir. Pero, ¿podemos encontrar al menos dos re
tardos no conmensurados 0< 01 < O2 < 1 para los cuales M",(8¡,82) Y la cerradura débil 
estrella de U( Ol! O2 ) coincidan? 
Con el fin de contestar tales preguntas, consideremos el caso en que ¡J E A-fw(Ol, ( 2) sea no 
constante, con O < 01 < O2 < 1 no conmensurados, recordando que ¡J puede expresarse como 

¡¡( 1) = e, (1)5(0, O, O) + e,( I )5(0, O, 1) + e3( 1)5(0, 1, O) + c.( 1)5(0, 1, 1) 
+c,(1)5(1,0,0) + <0(1)5(1,0, 1) + c,(1)5(1,1,0) + c,(1)5(1,1,1) (1 E T). 

En [11] se'estudió el comportamiento de dos controles relajados particulares: 

(1) ¡¡(I) = c, (1)5(0, O, O) + <0(1 )5( 1,1,1) (1 E T) donde c, (1) + c,(I) = 1. 

(2) 1'(1) = c3(1)5(0,1,0) + ",(1)5(0,1,1) + c5(1)5(1,0,0) + <0(1)5(1,0,1) (1 E T) donde 
c3(1) + ",(1) + ",,(1) + <0(1) = 1. 

En ambos controles, se intentó usar las ideas del caso constante, es decir, definir conjuntos 
Tj de tal manera que la relación V¡(t) = U¡(t - Ot) se satisfaga c.s. en [O¡, 1}, Y w¡ sea una 
traslación de Vi, pero como se muestra tal construcción no es posible. 
Sin embargo1 en [11J se prueba que, dados dos números a,b E (0,1) con a + b ::; 1 Y ¡ 
irracional, y una función medible f: [O, 1} --+ !R que satisface 

f(x) = f(x - a) c.s. en [a,I) y f(x) = f(x - b) c.s. en [b,I), 

entonces necesariamente f es constante c.s. en [O,IJ. 
Si usamos este resultado y suponemos que, para el control (1), 1-' E Mw«(Jl, ( 2), tenemos que, 
como 81 + o :;:;: (J2 < 1 Y ~ es irracional, entonces el y Cs son constantes c.s. en T. 
Por lo tanto, aplicando ahora la técnica usada en el caso constante, podemos concluir que 1-' 
pertenece a el U(OI,02). De lo cual se sigue que, si fl¡/(J2 es irracional y 1-' E M(T,f!3) está 
dado por 

p(l) = c, (1)5(0, O, O) + ea( 1)5(1,1, 1) (1 E T), 

entonces p E Mw(O"O,) <* c, y ea son constantes c.s. en T <* ¡¡ E el U(O"O,). 
Este resultado es válido para estos coeficientes específicos. En general, J.l podría no ser con
stante y, de hecho, la técnica usada en el caso constante puede no ser aplicada. Esto mostró 
la necesidad de buscar otras ideas en el caso de controles no constantes. 
La "técnica de subsucesiones", aplicada al caso constante, tiene su origen al considerar el 
caso CI = Cs:;:;: 1/2, Y pensar en el hecho de que, si {(U¡,V¡,W¡)} e U«(JI,82) converge a ¡J, 

entonces tal sucesión no puede tener solamente los valores (0,0,0) y (1,1,1). Esto se obtuvo 
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con base en el siguiente resultado, cuya demostración se encuentra en [IJ. 

Teorema 12: Sean n; {0,1}, T; [0,11, a,b E (0,1) con alb irracional, y supóngase 
que {(Ui, VI, Wi)} es una sucesión de funciones medibles de R a na tal que, restringida a T, 
converge a 

1 1 
I'(t) ; 2.5(0,0,0) + 2.5(1,1,1) (t E T), 

Y las condiciones Vi(t) ; Ui(t - a) y w,(t) ; Vi(t - b) se tienen para toda t E~. Si 
Ai ; (ui,vi,wi)-I({l,l,I}) y Bi ; (Ui,Vi,Wir1({0,0,0}), entonces no puede tenerse que 
Ai U B¡ ::; R para toda i E N. 

Ahora, para el caso no constante, esta técnica puede no ser aplicable. Un ejemplo es el 
control descrito en (2). Terminaremos esta sección resumiendo brevemente la dificultad 
principal que presenta el relajamiento débil al tratar de aproximar un control débilmente 
relajado a través de controles ordinarios. 
Análogamente al caso de M:U( (JI, (J2) descrito, construyamos un conjunto P, el cual divide al 
intervalo T ; [0,11. Si a, b E (0,1), sea Po; {O} Y definamos recursivamente 

Pi+! ;P;U{p±a,p±blpEP;}n[O,l), iE NU{O}. 

Si Pi tiene j( i) elementos, sea 

ti:; min(Pi - {ti, ... , ti_l}) (j ; 1,,,. ,j(i)), 

y nótese que ti = ° y t;(i) ::; max{P¡}. Definamos tj(i)+i ::; 1, con lo cual tenemos la partición 

Ti; [ti, t;+,) (j; 1, ... ,j(i)). 

Para cada i E N, {Tj} es una familia de intervalos disjuntos por pares cuya unión es T. Se 
afirma que, si a + b $; 1 y aJb es irracional, entonces m(Tj) -t 0, i -t oo. 
Esto es consecuencia del siguiente resultado demostrado en [11]. 
Proposición 7: Sean a, b E (O, 1) con a + b ~ 1 y i irracional. Entonces 

es denso en [0,1). 
Esta proposición se puede aplicar a la partición {1]} haciendo a = a y (Ji = b, ya que 
a + (Ji ::; (J2 < 1 Y 1; es irracional. 
Contrario a las particiones previas de T (por ejemplo intervalos sucesivos de longitud (Jlfi) 
esta nueva partición (al menos para ciertos controles), permite tener las condiciones de 
compatibilidad con respecto a ambos Q y (Jl en [0',1] y [(J¡,I] respectivamente, excepto 
posiblemente en intervalos cuya longitud tiende a cero, cuando i tiende a infinito. 
Para construir los conjuntos {T; . .I:,I,m}, recordemos antes que tenemos dadas funciones me
dibles ei: T -t T (i; 1, ... ,8) tal que l:1=1 <;(t) ; 1 c.s. en T y 
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c, (1) + c,(I) + ",,(1) + ",,(t) = c,(1 - 9.) + ",(1 - 9.) + c3(1 - 9.) + «(t - 9.) c.s. en [9" 1], 

c,(I) + c3(1) + c,(I) + c7(1) = c,(1 - o) + c,(1 - o) + c,(t - o) + <6(1 - o) c.s. en [0,1], 

y queremos ver si estas condiciones nos permiten definir {Tj,k,l,m}' una partición de T;, de 
tal manera que haciendo r}: = O Y r2: = 1, entonces 

v,(I) = u,(1 - 9,) c.s. en [9" IJ Y w,(I) = v,(1 - o) c.s. en [o,IJ 

donde m(Tj,I:.I,m) = O:~.k,l,ml 

y 

0},1,2,2 = IT; e2(t) 
a},1,2,2 = fT; c.¡(t) 

oj""" = fT; <6(1) 

oj""" = fT; c,,(I) 

;(i) 

(u,(I),v,(I),w,(I)) = (rk,r"rm), VI E U Tik,l,m (k,l,m E {1,2}). (ii.i) 
;=1 

La idea de la. construcción es la siguiente. Primero se observa que si ~i es tal que 

TJ + Q = r; y TJ + 61 = r; para algunos enteros p y q 

entonces las condiciones en el, ... I Cs implican que 

" o'. = " o' y "o'· = " o' L.J ),Ie,/,m ~ p,k,m,1 L- ),Ie./,m L- q,l,k.m' 
Ie,m k,m 1,m I,m 

Para i E N, elegimos conjuntos medibles disjuntos Tf.",I,m que satisfagan 
requeridas (en este caso ejemplificaremos la construcción para j = 1) 

m(T' ) = o'. y U T' = T' ),k,f,m J,Ie,/,m J,k,I,m J' 
k,l ,m 

Supongamos que (ji.ii) se tiene para j = 1. Definamos 

Al,,: = U T;,k,l,m y Bp,,: = AI,I + o. 
k,m 

Entonces 
m(Bp,I) = m(At,l) = EO~,k",m = EO~,k,m,1 

k,m k,m 

y podemos partir Bp" en subconjuntos {~,k,m,lh,m tal que 

m(T' ) _ o' p,k,m,I - p,k,m,l' 
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Además, 
U B", = U(A", + a) = T; + a = T; , , 

y así las condiciones de (iLiii) se tienen para. j :;;; p, Ahora, sea t E T;, por lo cual t E 8 pJ = 
U T; k ... 1 para alguna 1, Como t - o E AII :;;; U T; kJ ... por (ii.i) tenemos w.(t) = r¡ = 
k,m'" 'k,m" 
v,(t - a). 
Para el caso de (JI se procede de manera similar. Definiendo 

Cl,k: = U T;,k,l,m y Dq,k::;;; el,k + (JI 
',m 

entonces 
m(Dq,k):;;; m(CI,k):;;; ¿oi,k,l,m:;;; ¿O~,I,k,m 

I,m I,m 

y podemos partir Dq,k en subconjuntos {T;,I,k,m}¡,m tal que 

m(T;,I,k,m) ::;:: 0q,l,k,m 

Además, 
UD", = U(C", + 9,) = T; + 9, = T; , , 

y así las condiciones de (iLiii) se tienen para j = q. Ahora, sea t E T;, por lo cual 
t E Dq,k = ,U T;,l,k,m para alguna k. Como t - (}I E el,k :::;;: ,U Ti,k,l,m por (ii.i) tenemos 

~ ~ 

v;(t) = r, = u;(t - 9,), 

En el primer paso de la construcción de Tj,k,l,m, se consideraron aquellos intervalos cuyos 
puntos iniciales pertenecen a QI :;;; {O,(JI}' En el segundo paso se consideran elementos de 
Q, = {p ± a,p ± 9, I p E {a, 9,}} n ([O, 1) - {O}) Y así sucesivamente. 

Como Pi = U Qn, de esta manera cubrimos todo el intervalo 
n=l 

j(i) 

[O, tj(;) = U T}. 
j=1 

Como P es denso en [O, 1), tenemos t}(i) -+ 1 cuando i -+ oo. 
Basados en la manera de elegir T; klm' Y suponiendo (jjji) para j = 1, se pudieron definir 
T;,k,I,m y r;,k,I,m en los intervalos T; ~ T; + o y T; = T; + (JI respectivamente, de tal manera 
que v;(t) = u;(t - 9,) (t E T;) Y w;(t) = v;(t - a) (1 E T;). . 
De manera similar, basados en la manera en que T;,k,I,m y ~,k,l,m fueron definidos, determi
namos en el segundo paso la. correspondiente partición de Tj, para aquellas j E {1, ... ,j{i)} 
tal que t; E Q2' . . . 
Se observa que, por definición, si t~ E Q2 entonces tj ± o E Q1 o tj ± (JI E Ql' 
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Para aquellos puntos iguales a o, Tj,k,l,m está determinado por T;,k,l,m y, para aquellos iguales 
a 811 la definición de Tj,Ic,I,m está basada en T;,k,l,m' 
Como tratamos con dos retardos, una dificultad aparece en esta construcción: 
¿Qué pasa con un punto t} E Q2 si, digamos, ambos t; - O" Y t} - (JI pertenecen a Ql? 
Al considerar, po: ejemplo! el punto t~ = O' + 81 = (J2 E Q21 procedamos como antes 
suponiendo que T; + a = T: para alguna r. 
Definiendo Aq): = .U T;.k,l,m Y Br ,,: = Aq,I+O, los argumentos anteriores implican que w,(t) = 

.m 

r¡ = Vi(t - o), si t E Tj. 
Ahora, también se tiene T; + 91(= Tt + o + 81) = T; + o: = Tj. Definiendo Cp,k: = 
U T;,k,l.m Y D~,/r;: = Cp,k + ()¡, nuevamente usando las ideas anteriores tendremos V¡(t) = 
I.m 

Ui(t - 8d con t E T;, en caso de que las particiones de T; coincidan. 
Pero, ¿las condiciones en CI, •.. , Cs son suficientes para que estas dos particiones coincidan? 
Las ideas anteriores fueron aplicadas a varios problemas en [l1j. En particular las aplicare
mos al siguiente problema, a partir del cual finalmente resolvemos la conjetura de "Varga. 
Con esto se descarta que el espacio de controles débilmente relajados pueda ser una extensión 
propia en el caso no conmensurado. 

Sean 

{ 
! si I E [O, O,) ) _ () _ { O 

",(1) = es(l) = Ó si 1 E [O"IJ ,c,(1 - C7 I - ! 
Claramente c,(I) + c.(I) + es(t) + c,(I) = 1 VI E T Y 

si I E [0,0,) 
si I E [O,.IJ. 

c,(I) + c,(I) = c,(1 - Otl + ",(1 - Otl VI E [O" lJ 

es(l) + c,(I) = c,(1 - a) + c,(1 - a) VI E [a,IJ. 

Así el control relajado 

1'( 1) = c,(1 ).1(0, O. 1) + ",( 1).1(0, l. 1) + c,(I)ó(l, O, O) + c,( 1).1(1. 1, O) (1 E T) 

es un control débilmente relajado. 
Si elegimos cualesquiera conjuntos medibles disjuntos T;,k,l,m que satisfacen (ii.iii) para j = 1, 
Y siguiendo la construcción descrita antes, tenemos 

y así 

Ti - Ti + a Ti - Ti + 01 ~,2,1,1 - !,2,1,1 ''1,2,1,1 - ~,1,2,2 

T;,1,2,2 = Ti,I,2,2 + a, T;,1,2,2 = Ti,2,I,l + 9¡, 

Vi(t) = ui(1 - Otl (1 E T; = Ti + O¡) 
Wi(t) = vi(1 - a) (1 E T; = T; + a). 

Para tener la relación v¡( t) = u¡( t - 91 ) en T; = T; + 92 se requiere 
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T;,I,l,'l = T;,I,2,'l + 81 = T{,1,2,2 + 82 

T~,2,2,1 = T;,2,1,1 + 81 = Ti,2,1,1 + 82, 

Y para la relación w,(t) = Vi(t - o) en T; = T; + 82 se requiere 

T' -Ti +o-Ti +8 r,I,1,2 - 'l,1,2,2 - ~,2,1,1 2 

T~,2,2,1 = T;,2,1,1 + o = 1';,1,2,2 + 82• 

Aunque es posible encontrar una partición de T;, T; + o, T; + 81 Y T; + 82, que satisfaga 

Vi(t) = u,(t - O.) (t E Ti + 01 U Ti + O,)) Y Wi(t) = Vi(t - ,,) (t E Ti + "), 

se tiene que Wi( t) '" Vi( t - ,,) (Vt E Ti + O,). 
Y al invertir la partición de T; + 82 = T; se tiene 

T - [ti ¡i + "i ) Ti - [ti + "i ti) r,2,2,l - r' r r,2,2,1 Y r,1,l,2 - r r,2,2,1' r+1 , 

de manera que 

v,(t) = u,(t - 01 ) (t E Ti + 01) Y Wi(t) = vi(1 - ,,) (t E Ti +" U Ti + O,). 

pero v,(t) '" u¡(t - O.) (VI E Ti + O,). 
Así, basados en este último ejemplo, podemos enunciar el siguiente resultado cuya de
mostración formal puede verse en [11]. 

Teorema 13: Para cualquier O < 01 < O2 < 1 existe l' E M",(0¡,82) tal que JJ '1. el 
[1(0,,0,). 

2.7 Un nuevo modelo de relajamiento para problemas 
con retardos en los controles. 

En [11), Rosenblueth propone un nuevo modelo de relajamiento el cual citamos ahora. 
Sea n un espacio métrico compacto y, para cualquier O < 81 < O2 < 1, definamos 

MNc(O" O,) = {I' E Mw(OI.O,)1 para alguna <1 E M(T,!l'), 
POII'(t) = P12<1(t) c.s. en [0,1]. 

PO'I'(t) = P02 <1(1 - ,,) c.s. en [",1), 
P12p(t) = POI <1(1 - O,) c.s. en [0,,11} 

donde o = (J2 - DI' Si~, = e con p, q E N, sean (J = fL = !a., Y 
2 q " q 

Mc(O" O,) = {p E M(T,n') I para alguna <1 E M,(O), 1'(1) = po .•. ,<1(I) c.s. en [0,11} 
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donde M,(B) = M.(B,2B, ... ,qB). 
Definamos 

si ~ es irracional 
en otro caso. 

Las letras e, Ne, P tienen el significado de conmensurado, no conmensurado y propio res~ 
pectivamente. 

Teorema 14: Para cualquier O < BI < B, < 1, el U(BI,B,) = Mp(B"B,). 

Ahora daremos las ideas principales para probar este resultado. 
Observemos primero que un elemento J..t E Mw(OlJlh) pertenece a MN c(O¡,02) si y sólo si 
existe C1 E M(T, !l3) tal que 

lo' dt f <p(t, ro, rd¡t(t)(dr) = lo' dt f <p(t, rl, r,)C1(t)(dr), 

lo' dt f <p(t, ro,r,)¡t(t)(dr) = lo' dt f <p(t, ro,r,)C1(t - o)(dr), 

f~ dt f <p(t,r"r,)¡t(t)(dr) = f~ dt f <p(t, ro, rdC1(t - B,)(dr) 

'V<p E LI(T, C(!l')), donde r = (ro, rl, r,). 
Utilizando argumentos similares a los que utiliza Warga en [14) para probar que Al,AO¡,02) 
es compacto, no es difícil ver, a través de esta caracterización, que también MNdO., ( 2 ) lo 
es. 
Proposición 8: Supongamos que J.l E M(T,03 ) es tal que, para alguna a E n3 , 

c.s. en [0,1], 
c.s en [0,11, 
c.s en [B" IJ. 

Entonces O'l $;1 - Q;} J.l E Mw (Ol,02) y, si 1- Q < 821 son equivalentes 
1) ¡t E Mw( B" B,). 
2) PI¡t(t) = Po¡t(t - Bd c.s. en [1- o,B,I. 
3) PI¡t(t) = PIC1(t - Bd c.s. en [1- o,B,J. 

Proposición 9: Para cualquier O < BI < B, < 1, U(B" B,) e MNc(B" B,). 

Proposición 10: Si p < q son enteros positivos y O < O < ¡, entonces el U(pO, qO) :; 
Mc(pI!, qB). 

El resultado crucial para probar el Teorema 14 es el siguiente. 
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Proposición 11: Sean O < 01 < O2 < 1,0:= O2 - Ol! 1" E M(T,{l3), Y supongamos 
que TI es un intervalo en [0,1) tal que 

son disjuntos y pertenecen a [0,1). Haciendo R, := {O}, R,:= {I}, r,:= O, r,:= 1, 

a,.k.l.m:= Ir l'(t)(Rk x I/; x Rm)dt (k,l,m E {1,2}, j E {I,p,q,r}) , 
y supongamos que existe u E M(T¡, f}3) tal que, c.s. en TI, 

P12,,(t) = P01 1'(t) 

Po,,,(t) = PO'I'(t + a) 

P01 ,,(t) = P12I'(t + 8,). 

Entonces existen conjuntos medibles disjuntos {Tj,k,l,m} para j = 1,p,r tal que 

m(Tj,k,l,m) = 0j.k,l,m y U Tj,k,l,m = Tj 
k,l,m 

y, si definimos 

(u(t),v(t),w(t)) = (rk,rl,rm), lit E U T;,k,l.m (k,l,m E {1,2}) 
.1""'1,1','-

entonces 

(ii.iv) 

(ii. v) 

(ii.vi) 

(ii.vii) 

(ii.viii) 

v(t) = u(t - 8,), w(t) = u(t - 8,) (t E T.) Y w(t) = v(t - a) (t E T.). (ii.ix) 

Si además 
P, ,,(t) = P

'
I'(t + 8,) c.s. en T, (ii.x) 

entonces existen conjuntos medibles disjuntos {Tq,k,l,m} que satisfacen (ii.vii) para j = q y 
tales que, si definimos (u, v, w) como en (ii.viii) para j = q, entonces 

v(t) = u(t - 8,), (t E T, U T,) Y w(t) = v(t - a) (t E T. U T.). (ii.xi) 

Nota 1: Si suponemos que, en el enunciado de la proposición 11: a) Tenemos dados de 
antemanO conjuntos medibles disjuntos {Tj,k,l,m} para j = 1, taJes que (¡¡.vii) se tiene para 
j = 1, entonces existen conjuntos medibles disjuntos {Tj,k,l,m} para j = P, r, tales que (ii.vii) 
se tiene para j = P, r y, definiendo (u, v, w) como en (ii.vili) para j = p, r, (ii.ix) se satisface. 
b) Similarmente, si tenemos dados de antemano conjuntos medibles disjuntos {T"k,l,m} para 
j = p, tales que (ii.vii) se tiene para j = p, entonces existen conjuntos medibles disjuntos 
{Tj,k,l.m} para j = 1 Ir, tales que (ji. vii) se tiene para j = 1, r y, definiendo (u, V, w) como en 
(ii.viii) para j = 1, r, (ii.ix) se satisface. 
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e) Y de igual forma, si tenemos dados de antemano conjuntos medibles disjuntos {T).k,l,m} 
para j = r, tales que (ii.vii) se tiene para j = r, entonces existen conjuntos medibles dis
juntos {Tj,k,l,m} para j = 1,p, tales que (iLvii) se tiene para j = l,p y, definiendo (u, v, w) 
como en (jLviii) para j = 1,p, (iLix) se satisface. 
Se observa finalmente que, en los tres casos anteriores, si (ii.x) se tiene, entonces existen con
juntos medibles disjuntos {Tj,k,l,m} que satisfacen (ii.vii) para j = q y tales que, si definimos 
(u, v, w) como en (jLviii) para j = q, entonces (ii.xi) se satisface. 
Más aún, si se supone que en los casos a) y e) tenemos dados de antemano conjuntos medibles 
disjuntos {Tj,k,l,m} para j = q tales que (ii.vii) se tiene para j :;;; q y, definiendo (u, v, w) como 
en (ii.viü) para j = 1, q (respectivamente, paraj = q, r), entonces v(t) :;:: u(t-Dd para t E Tq 

(respectivamente, para w(t) = v(t - a) para t E Tr ). Yen este caso también puede probarse 
la existencia de {Tj,k,I,m} para j = p,r (respectivamente, para j = l,p) tales que, (ii.xi) E'S 

satisfecha. 
Ahora veamos la idea de la demostración en el caso no conmensurado: 

Sean O < (JI < (J2 < 1 con DI/8, irracional. Debemos mostrar que cualquier elemento 
de MNc(9,,9,) pertenece a el U(9,,9,). 
Sean Po = {O}, y definamos recursivamente 

P;+I: = P; U {p ± Ct,p ± 9, I p E P;} n [O, 1) (i E N U {O}) 

donde Q = 9, - 9,. 
Si Pi tiene i(i) elementos hacemos 

t~: = min(Pi - {tL ... ,t~_I})' j:;;; 1, ... ,i(i). 

Sea t}(i)+I = 1 y definamos 

1]:= [t;,tj+l)' (j = 1, ... ,j(i)). 

Para cada i E N, {TJ} es una familia de intervalos disjuntos cuya unión es T. Como a+(JI ;;::: 

62 < 1 Y a/(JI es irracional, la proposición 7 implica que P: = U:op¡ es denso en [0,1) Y así 
m(Tj) -+ 0, cuando i -+ oo. 
Como hemos mencionado antes, esta partición permite obtener las condiciones de compati
bilidad con respecto a a y 81 en [a,lj y [(JI, lj respectivamente, excepto posiblemente en in
tervalos cuya longitud tiende a cero al hacer tender i a infinito. 
Ahora, sea p E MNc(D¡,(J2)' Dado i E N, supongamos que 

T; = Tj + a, r:;;::: Tj + 81 Y r; = Ti + 82 

para alguna p, q, r E N Y j = l. 
Por la proposición 11 existen particiones {T,i,k,l,mh,l,m de Tj para i :;;; 1, p, q, r tales que 

m(T;.k.l.m) = fr,l'(t)(R, x R, x R.,.)dt (k,/,m E {1,2}), , 
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y, definiendo 

(U,(t),Vi(t), Wi(t)): = (r" r" rm), Vt E U Ti",I,m' (k,l,m E {1,2}) (ii,xii) 
;=l,p,q,r 

entonces 
Vi(t) = Ui(t - O¡) (t E T; U T;) Y Wi(t) = Vi(t - a) (t E T; U T;). 

Para toda otra j E {1, 2, ... ,j(i)}, aplicamos el correspondiente caso descrito en la Nota 1, 
para construir particiones {T;,k,l,m}k,I,m de Tj de tal manera que, si definirnos (ul • VI. WI) 

com? en (ii.xii) pa.:a j E {1,2, ... ,j(i)} ~ntonces, para todos aquellos intervalos T; e 
[o,tj(i) tales que T; - a es de la forma TIc tendremos W¡(t) ;;: Vi(t - a) y, similarmente, 
Vi(t);;: Ui(t - O¡) en aquellos intervalos Tj e [01!t~(i» tales que Tj - 01 es de la forma Ti. 
Como el conjunto de puntos donde esto no ocurre tiende a cero, la sucesión ((ul(t), vl(t), tOl(t»)} e 
U(O,.O,) donde 

v,(t) = {V,(t) 
Ui(t-O,) 

converge a ~, 

SI t E [O, O,) 
si t E [O" 1), 

Wi(t) = {Wi(t) 
Vi(t - al 

si tE [O,a) 
SI tE[a,I), 

El resultado anterior puede ser generalizado a un espacio métrico compacto arbitrario n, 
Primero partimos el conjunto n en conjuntos no vacios m (k ;;: 1, ... , k(i)) de diámetro a 
lo más l/i, los cuales son diferencias de conjuntos abiertos de manera que 

k(i) 

{l' = U R' x Ri x km' 
k,I,m=l 

Como antes {T;} (j ;;: 1, ... ,j(i» es cualquier partición de T de conjuntos de Borel disjuntos 
y no vacíos de diámetro a lo más l/i, 
Dado l' E M(T, (l3), elegimos para cada k E {I, 2, ... , k(i)} un punto r( E m, y hacemos 

J(i) 

(Ui(t),Vi(t),Wi(t»:;;: (rk,ri,r~), Vt E U Tj,k,l,m 
;=1 

donde {Tj,k,l,mh,l,m es una partición de Tj tal que 

m(Ti",I,m) = a;",1,m: = fr, 1'(t)(R, x R, x Rm)dt (k, 1, m E {I, 2, ... , k(i)}). , 

l'na prueba similar a la que se da para el teorema 9, muestra que (Ui. Vi, W¡) -i' 1', i -i' oo. 
Supongamos ahora que J' E MNc(01!02) con 0'¡()2 irracional. Al elegir una,familia de 
conjuntos {Tj} como en el teorema 14, esencialmente los mismos argumentos usados antes, 
reemplazando el conjunto {1, 2} por {1, 2, ... , k( in, muestran que ¡J puede ser aproximado 
por elementos de U(O"O,). 
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CAPITULO 3 

Aplicación de la teoría de 
relajamiento 

Existe un gran r:túmero de problemas de control óptimo del tipo tratado en los cuales no 
se tiene la condicion de convexidad que se mencionó en la sección 1.1. Las técnicas de 
relajamiento para problemas con retardos o sin retardos que se explicaron anteriormente 
pueden ayudar a estudiar tales problemas. 

3.1 Un problema en economía. 

Describiremos ahora UD modelo de crecimiento económico propuesto en [3], el cual es conocido 
como el "Modelo de Ramsay" . 
Consideremos una economía en la cual un bien es producido con la ayuda de un capital f:( t) 
yen la cllalla ganada total Y-(t) es parcialmente consumida y parcialmente invertida. 
Si C(t) denota el consumo total e I(t) la inversión, la relación básica entre estos está dada 
por 

Y(t) = C(t) + I(t), K(t) = I(t) 

suponiendo que no hay ningún deterioro o depreciación del capital. Se supone que la pro
ducción Y(t) es una. función conocida del capital, digamos 

Y(t) = ,p(K(t)). 

Además, una función de utilidad U es conocida, la cual mide el bienestar instantáneo de 
la economía bajo la presencia. de C(t), y supongamos que, con cualquier tipo de plancación 
buscamos maximizar la utilidad global 

r' J = J. U(C(t))dt 
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en un intervalo de tiempo [to, ti} finito. Es decir, tenemos el problema concerniente al máximo 
de 

J ; J." U(.p(K(t)) - K(t))dt. 
'o 

Quizá, parecería más razonable suponer que la producción total puede depender no solo del 
capital en un tiempo presente, sino de un periodo de tiempo anterior e, por lo cual nuestro 
problema consiste en maximizar 

J ; J." U(.p(K(t - O)) - K(t))dt 
'o 

sujeto a K(O) = M en el periodo de tiempo [to - 9, td, donde M es una constante positiva. 
Ahora, consideremos un caso particular del modelo descrito. 
Sean T; [0,1), O ; 1/4, Y definamos 

.p(K(t - 1/4)) ; K(t)K(t - 1/4) Y U(.p(K(t - O)) - K(t)) ; ¡1{K(t)K(t - O) -I(t)'} 

donde, {3 es una constante positiva, con lo cual consideramos el problema. de maximizar 
J ; f¿ P{K(t)K(t - 1/4) -I(t)'}dt sujeto a 
I(t); f~ M{K(r))dr con t E [0,1) 
K(t) E [-1,1) c.s. en [-1/4,1), 
donde M es una. constante positiva que afecta a la inversión de capital. 

Tal problema es equivalente al de minimizar 
J; f¿ P{l(t)' - K(t)K(t - 1/4)}dt sujeto a 
I(t); f~ M{K(r)}dr con t E [0,1) 
K(t) E [-1,1) c.s. en [-1/4,1). 
Como K(t) E [-1,11, entonces J ~ -(3, y más aún, esta cota puede ser aproximada 
definiendo 

donde k ; O, ... , n - 1. 

Kn(t) ; {I 
-1 

Al reemplazar K(t) por Kn(t), tenemos 

si t E [.!.. ll±l) 
si t E [llh Sk) 

8 ... ' 4 ... ' 

In(t); f.' MKn(r)dr:S M(8n¡-1 y por lo tanto In(t)':s M'(8n)-'. 

Considerando lo anterior, y sustituyendo K ... (t) en J, tenemos 

J ; f.l P{ln(t)' - kn(t)kn(t -1/4))dt :S pM-'(8n¡-' - P 

y por lo tanto 
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Así, min{J} ::; -f3 haciendo tender n a infinito. 
Si utilizamos las ideas de la técnica clásica de relajamiento para problemas sin retardos en 
los controles, podemos observar a la sucesión Kn(t) como convergente al control relajado 

1 1 
v(l) = 20(1) + 2"0( -1) c.s. en [1/4,1]. 

Aunque el uso de este control podría reemplazar K(r)K(r - 1/4) c.s. en [0,1] por 

f r,r,v(r)(dr,) x v(r - 1/4)(dr,) = f r,v(r)(dr,) f r,v(t - 1/4)(dr,) = O 

y producir para J el valor de O en vez del esperado de -(J. 
Este ejemplo muestra que, en problemas de este tipo, no es suficiente con restringir por sí 
misma la versión relajada de la función K(t). 
Podemos proceder a una reformulación del problema en la cual 

K: [-1/4, 1] -> [-1,1] sea reemplazada por (K., K,): [-1/4, 1]-> [-1,1]' 

y ahora, consideremos el problema. de minimizar 
J = f¿ ¡1{I(t)' - K.(I)K,(I)}dl sujeto a 
1(1) = f~ M{K.(r)}dr con lE [0,1] 
(K.(t), K,(I» E [-1,1]' c.s. en [-1/4,1]' 
Y sujeto a la restricción adicional 

K, (1) = K.(t - 1/4) c.s. en [0,1]. 

Entonces, un control óptimo relajado está dado por la función (1, donde a( t) es una medida 
de probabilidad en [-1,1]', definida por 

1 1 
a(t) = 2"0(1,1) + 2"0( -1, -1) c.s. en [1/4,1], 

y este control relajado produce el valor de -(J para la función de costo J. 
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