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CAPITULO 1

Teoria clasica de relajamiento.

1.1 Introduccidn.

El objetivo de este trabajo consiste en presentar una recopilacién de los principales resulta-
dos que se han obtenido recientemente en la teoria de relajamiento en control éptimo, asi
como ilustrar posibles aplicaciones de esa teorfa.

En [13] Warga desarrolla con detalle la teorfa cldsica de relajamiento para sistemas de con-
trol que no involucran retardos en las dindmicas. El caso de sistemas con retardos ha sido
estudiado principalmente por Rosenblueth, Vinter, Warga y Zhu y en este trabajo incluimos
por primera vez un resumen global de la teoria que han desarrollado. En particular. expli-
camos detalladamente un modelo propio para problemas con dos retardos en las variables
de control y comparamos distintos procedimientos de relajamiente que se han propuesto.
La importancia de relajar sistemas de control éptimo estd explicada de manera precisa y
clara en [13] donde se hace referencia a los origenes de la teoria {en particular en los trabajos
de Young y McShane) y se presentan distintos ejemplos practicos. Clarke (ver [5]) resume
dicha importancia con la siguiente frase: “Un problema relajado es, en general, el nico
para el cual teoremas de existencia pueden probarse y, por esta razdn, hay muchos que lo
consideran el tnico problema razonable que puede considerarse en la prictica”.

En el capitulo 1 resumimos los principales aspectos de la teoria cldsica basados principal-
mente en [13]. Incluimos los conceptos basicos, asi como un ejemplo concreto que ayuda
a entender la técnica cldsica para aproximar un minimizador relajado a traves de controles
ordinarios.

En el capitulo 2 presentamos un resumen de los resultados que se han obtenido recientemente
al tratar de definir un modelo que resulte propio para sistemas con retardos. Dicho resumen
reiine por primera vez los distintos modelos que se han propuesto € incluye explicaciones de
las principales dificultades que se presentan al tratar de caracterizar la cerradura del espacio
de controles ordinarios con retardos. Asimismo damos una demnostracién sencilla del resul-
tado que afirma que uno de dichos modelos es en efecto propio. Por dltimo, en el capitulo
3, incluimos posibles aplicaciones de dicha teoria.

Con la idea de situar las ideas basicas de la teoria de relajamiento consideremos brevemente



el siguiente problema de control 6ptimo: Supongamos que tenemos dados £ € R", 0} C R™
compacto y funciones g:R" = R, f:[0,1] x " x R™ — R°. Sea T = [0,1] y consideremos
el problema de minimizar g(y(1)} sujeto a

y(t) = f(ty(t)u(t)) cs. en T

y(0y=¢

u{t)eNcs. enT.

Denotemos por U(T, Q) el conjunto de funciones medibles u: T — ™ que satisfacen u(t) € N
c.s. en T. Los elementos de U/{T, (1) son lHamados controles ordinarios.

Un par (y,u) formado por un control ordinario u y una funcién absolutamente continua
y: T = R" la cual satisface la ecuacién diferencial es lamado un proceso ordinario.

Si y(0) = £, el proceso ordinario es llamado admisible. El problema de optimizacién sobre
todos los procesos ordinarios admisibles es llamado el problema original {Poriginat)-

Dos preguntas surgen ahora: jCuando el problema original tiene un minimizador? y, en el
caso de que no exista un minimizador, ; Cémo podemos complementar a la clase de procesos
ordinarios admisibles para asegurar la existencia de un minimizador?

Ambas tienen respuesta satisfactoria. Para la primera pregunta, una simple condicidn
geométrica

f(t,y,81) es convexa ¥(f,y) € T x R*,

asegura la existencia de minimizadores para el problema ‘original, o sea, la existencia de
un proceso ordinario admisible 6ptimo. Para la segunda pregunta, una teoria de existencia
aplicable a conjuntos de velocidad no convexos f(t,y, 1) considera la nocién de proceso
relajado.

Un control relajado es una funcién medible esencialmente acotada y definida en T, cuya
imagen estd contenida en el espacio de las medidas de probabilidad de Radén (medidas de
Borel regular finitas) en €, donde medible significa que ¢ — [ ¢(r)p(t){dr) es medible para
todo ¢ € C{f1), el espacio de Banach de las funciones de valor real continuvas en 2 con la
norma del supremo.

Denotemos por M(T,() el conjunto de controles relajados, el cual puede ser considerado
como un subespacio del espacio dual topoldgico de L}(T', C(Q1)) actuando en elementos @ en
el espacio primal de acuerdo con

o [oltue)de = [ dt [ ot,Du(t)ian),
y a M(T, Q) le asignamos la topologia débil estrella de L}{T,C(2))".

Un proceso relajado es un par (y,x) compuesto por un control relajado 4 y una funcidn
absclutamente continua y la cual es solucién de la ecuacién diferencial

9(0) = [ £yt ru(e)ar).

Tal proceso es admisible si y{0) = &, y el problema sobre todos los procesos relajados
admisibles es llamado el problema relajado (Pretajado)-
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En [13] se muestra que si consideramos al conjunto U(T, §?) como un subespacio de M(T, (1),
identificando cada u € U(T, Q) con la funcién t < d,(), donde 4, es la medida de Dirac en
@ (medida unitaria concentrada en el punto a), entonces M(T,{1) es un conjunto compacto
el cual coincide con la cerradura de U/(T,Q2).

Con las hipétesis usuales impuestas en las funciones que delimitan el problema, tal resultado
implica la existencia de un minimizador relajado y el hecho de que este pueda ser aproximado
con controles ordinarios. En el caso de tener estas condiciones decimos que: “El conjunto
de controles relajados es una extension propia del conjunto de controles originales™.

Para este iipo de problemas se tiene otra caracterizacion equivalente para que la técnica de
relajamiento sea propia, esta es, que “el minimo costo para el problema relajado coincida
con €] infimo costo del problema original®:

inf{Poﬂ'yirml} = min{Prefajado}

aunque, como observaremos con un ejemplo concreto, para problemas con resiricciones en el
punto final las dos caracterizaciones pueden no ser equivalentes.

Como se menciona en [9], tener una extensién propia del conjunto de controles originales
es deseable por varias razones, Significa que existe una relacion estrecha entre el problema
“original” y el problema “relajade”. Ademis, sugiere una metodologia para encontrar pro-
cesos ordinarios admisibles cuyo costo (valor de la funcién a minimizar) se acerca al costo
infimo en situaciones donde [a existencia de procesos ordinarios admisibles minimizantes no
estd asegurada, esto es, podria resolverse el problema relajado y aproximar el minimizador
relajado a través de controles ordinarios.

En general para problemas como €l que tratamos al inicio, el conjunto de controles u para
los cuales existe y tal que (y,u) es un proceso ordinario admisible, coincide con el conjunto
de controles ordinarios, lo cual implica que el relajamiento propio cumpliri el objetivo de
encontrar procesos ordinarios admisibles cuyo costo converge al costo infimo.

La nocién de relajamiento propio toma en cuenta que ciertas restricciones pueden ser satis-
fechas de manera aproximada por pares {y, u}, los cuales producen un valor de la funcién de
costo menor que las correspondientes soluciones ordinarias minimizantes (las cuales poste-
riormente definiremos), por lo cual el objetivo de encontrar procesos ordinarios admisibles
los cuales logren el infimo costo del problema, es reemplazado por el de encontrar procesos
ordinarios no necesariamente admisibles, los cuales logren el minimo costo para el problema
relajado.

La situacién anterior se tiene en un mimero considerable de problemas de control éptimo
por medio de la técnica de relajamiento estindar, lo cual ejemplificaremos en el presente
trabajo. Tales ideas son ampliamente discutidas en {5, 13].

1.2 Problema bdsico y conceptos.

Una funcién g: § —+ R tiene un minimo m en 51, 51 € § y s; minimiza g en 5, si g{s;) =
min{g(s) | s € §1} = m. Denominamos a s, como un punto minimizante de g en 5.



Un problema basico en control dptimo consiste en la investigacién de un minimo y un punto
minimizante de una funcién dada sujeta a restricciones.
Un problema de optimizacién es uno en el cual se tienen dados conjuntos

W, X,, Cy C X, y funciones go: W - R, gi: W = X,
y se desea minimizar g en el conjunto
grC)={weW|a(w)eCi}.

La funcién g¢ es llamada funcién objetivo. En algunos problemas se considera que W y
X; tiepen alguna estructura topoldgica o algebraica, en tanto que gy y gy se consideran
continuas, diferenciables, etc.

Usualmente en control éptimo W C Y x U/ x B donde:

Y ={funciones de estado definidas en algin espacio vectorial},

U ={funciones de control definidas en algiin espacio de medida T } y

B ={pardmetros de control con alguna estructura topoldgica o algebraica}.

Veamos la formulacidn del siguiente problema lo cual nos permitird entender la naturaleza
de los conjuntoes Y, U, B.

Ejemplo:

Supdngase que una nave espacial estd en 6rbita alrededor de la tierra, y decidimos transferir
nuestra nave a la vecindad de la luna en un periodo de tiempo previamente asignado, de
manera que se queme [z menor cantidad de combustible posible.

Nosotros elegimos el tiempo inicial. Designemos por y(t) = (yi(2),...,ya{t)) el estado del
vehiculo al tiempo ? {observando que el vector y(t) considera, ademas, la velocidad, la masa
del combustible sobrante, inclinacion del vehiculo, duracién del vuelo, ete.).

Definamos:

- 1; como el tiempo de duracién del vuelo (preasignado).

- By como la coleccion conocida de estados al orbitar en la tierra.

B, como los estados permitidos al tiempo ¢, (localizacién y componentes de velocidad
en su llegada a la drbita lunar).

- u(t) como la configuracién de control al tiempo ¢ (orientacién de la miquina, magnitud
de la energia).

En este caso la funcién de control u es una funcién medible arbitraria en {0,,] con valores
en R (u:[0,1,] = R).

De las leyes basicas de la mecanica

u(t) = f(ty(1),u(t)) (i)
donde la ecuacidn se satisface c.s. en T = [0,¢].
Si se activan las maquinas en el tiempo del estado by € Hy y se elige la configuracién u(?)
con t € [0,4,], se tiene que y(0) = by, la condicidén inicial de (i.i), y si y es absolutamente
continua



y(t) =bo + f3 f(s,y(s),u(s))ds con t € T,

la cual tiene solucién tinica para cada by € By y cada control u.

Consideremos ahora las tripletas (y, u,bo), donde y: T = R*, w: T — Ry by € Bo. La tripleta
serd admisible si y(t,) € B;. Considerando gof{y(t)) como el gasto de combustible en [0, t],
entonces (¥, %, bp) es Sptima si

FolH(t1}) < Foly(t)) V(y,u.bo) e ¥ x U x B.

Expresamos el problema descrito como uno de control éptimo:
Sean Y = C(T,R") la clase de las funciones continuas y acotadas de T' a R®", U la clase de
las funciones mediblesde T a R, B =By, y W = Y x U x B. Entonces

X, =R x C(T, 8", C; = B, x {0} ¢ X,
go(y: 4, 8) = Go(y(tr)), o(y,u,8) = y(ts)
92y, 0(8) = (1) = b= [ 5(s,y(s) u(s))ds.

El problema consiste en minimizar go en el conjunto:
{(r,u,b) € Y xUxB|g(y,ub)€ By, gly.u,b)(t}=0(t € T)}
{{y,u,D) €Y x U x B (1, 9:)(y, u,0) € C1 }.

Siguiendo el ejemplo del problema anterior, podemos establecer la definicién del problema
de control éptimo siguiente.

Dados conjuntos T, B, B,Y, X,,C1 C X, y U donde T es un conjunto medible y ¥, B, U son
definidos como en el problema de la nave espacial, y dadas las funciones

FYxUxBaY, ggYxUxBaRyg:YxUxB— X,
definamos los conjuntos

H(U)
A(V)

{(y,u,b)e Y xUxB | y= F(y1uab)}
{(y,u,0) € H{U) | ¢i{v,u,B) € Cu}.

El problema original consiste en encontrar un punto {(y,u,b) € A(U/) que minimize gy en
A(U) y al cual lamaremos una {/-solucién minimizante.

Definicién 1: Una sucesidn (yn,un, ) € H(U) es una U-solucién aproximada si VG vecin-
dad de 0 € X,, 3K € Ntal que si n > K = gi{yn, ttn,bn) € C1 + G.

Definicién 2: Una U-solucién aproximada (_ﬁ,.,ﬁ“,Bn) es una {/-solucion aproximada mini-
mizante si
llmgo(ymum ) < hm:nf{go(yﬂs U-n,b )}

para toda U-solucién aproximada {(ys,tn. bs)}-
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1.3 Soluciones original, aproximada y relajada.

En la presente seccion analizaremos algunos problemas de control éptimo que nos permitiran
diferenciar el tipo de solucién involucrada. Asimismo estudiaremos un problema para el
cual podemos construir una extension del espacio de controles criginales y tal extensién
solo satisface la primera de las dos caracterizaciones con respecto a ser propia que fueron
mencionadas, y justificaremnos de forma heuristica la teorfa de relajamiento en control éptimo
para su posterior formalizacién.

1.3.1 Problema sin U-solucién minimizante.

Sean U/ la clase de todas las funciones medibles de T = [0,1]]a R = [-1,1), Y = C(T) la
clase de las funciones continuas er T, y definamos:

Fy,u)(t)

t
j‘; u(s)ds, Vye YuecUteTy

It

wlvw) = [ (W0F - u(ti)er, Vv e Yiue U,

Consideremos €] problema de minimizar go en H{U/} = {(y, ) € ¥ x U | y = F(y,u)}. Si

¥n € N, definimos
sy [T site[E B
un(i) - { 1 sit € [E:il ktl]

donde k=0,...,n—1

¥ §a(t) = Jg ia(s)ds, Yt € T, entonces (Fn, 8n) € H(U) y 0 < f3tin(s)ds < (2n)7".
Como uft) € [~1,1], uf{t)> < 1 y por lo tanto go(y,u) > —1, ¥(y,u) € ¥ x U.
Luego tenemos que —1 < go(§n, n) € (2n) 7 — 1.
Por lo tanto

lim go(Fn, n) = —1 = inf{go(H(V))}.
Supongamos ahora que existe (§, u) € H(U}, tal que go(F, %) = —1. Entonces |&(t)[ =1 c.s.
en {0,1] y §{t) = f; &(s)ds = 0 con ¢ € [0,1], lo cual implica que &(¢) =0 c.5. en T
De la contradiccién se sigue que go{H(U)) no contiene su infimo.

1.3.2 Problema con U/-solucién aproximada minimizante.

Sean T,R,Y,U,F y go definidos como en el problema 1.3.1 y sea gy(y,u) = [ (y(t))%dt,
¥(y,u) € Y x U, Consideremos el problema de minimizar gy en A{I/} definido como

AU ={{y,w) €Y x Uly = F(y,u),q(y,u) = 0}.

Si (y,u) € A(U) entonces y(t) = J; u(s)ds = 0,¥t € T y por lo tanto u(t) = 0 c.s. en T. Se
tiene entonces que (y,u) = {0,0) produce el minimo go(y, ) = 0 en A(U).
Por otre lade, considerando j, ¥y i, como en el problema 1.3.1,

8



Qo(ﬁn,tin) <{n)?-1,¥ne Ny
0< foiia(s)ds = gu(t) < (2n) ', VneNyteT.

Nétese que g1(fa,%a) < (2n)~%. Asi, mientras e! minimo restringido de go existe y es igual
a 0, podemos disminuir el valor de gy cercano a -1 eligiendo y = §, y u = i, para n
suficientemente grande, aunque violamos la restriccién de que g;(y, u) = 0 por una cantidad
arbitrariamente pequeiia (acotada por (2n)~2), con lo cual hemos encontrado un proceso
ordinario el cual mejora el costo infimo del problema, y no es admisible en sentido estricto.

1.3.3 Problema con solucidn relajada.
Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria
y(8) = Fy, ul(t) = Js f(s,y(s), u(s))ds, ¥t € T con T = [0,1]

donde f:T x R" x B — R es continua y acotada, £ = [—1,1] y la ecuacién tiene una
solucidn inica §i(u)(-) para cada u € U/ conjunto de funciones medibles de T a R.
Si se define i1, ¥n € N como en 1.3.1, la funcién g, = §(&.,) satisface la ecuacion

ym=FWﬂM0=fﬂ&M$mu»WeT

Sean los intervalos T = [t:,t:’) y T = [t!,t,,), donde ¢! es el punto medio det intervalo
T; = [t},¢,,,] de longitud 1 (estos son tomados suceswamente) y definamos

= 1 sit €T}
“4”={—1 siteT”.

Para n grande, T; es de longitud pequefia y §, es aproximadamente constante en cada T,.
Por lo tanto, st fi(r) = f{t,§a(t}),r) ¥r € R, entonces

nltn) = 9alt) ~ [ Fanlelds = [[* ity + [ 5~

- ) [ B £C)

parat=0,...,n—1.
Se sigue que §j, aproximadamente satisface la ecuacién diferencial
1 —
y(t) = f {f(s";(s)’ Dy f(s’y(;)’ ”}ds, vieT. (i.ii)
0

En situaciones mas complicadas donde u, puede tomar un nimero infinito de valores en
cualquier subintervalo de T, dividimos T en subintervalos iguales Ty,; (i = 0,...,m(n))
donde m(n) — oo.



En cada subintervalo T,,; estudiamos la distribucién de los valores de u,, determinando para
cada { y cada A € ¥ p(R) (conjuntos de Borel de R), la fraccién ¢,,:(A) del tiempo T, ; que
t,(-) toma de A.

Entonces definimos:

Toi(4) = w'(A)NTus,
JA
oni(A) = —}?“;t :

Cada 0,,i: T p(R) = [0,1] es una medida de probabilidad (s, (R} = 1). Cuando m(n) =

n—1y %, = iy, tenemos ¥s € T}, ;

f(‘s!yz(s)il) + f(s,y(;),—l) =[f(s,y(s),r)ar,,.;(dr)

y por lo tanto las medidas de probabilidad ¢ng,ou4,...,0nn—1 5on todas iguales a %l + 5—;*
donde 4, es la medida de Dirac en r.
En el caso en que u, toma un mimero infinito de valores obtenemos de forma similar a (i.ii)

m(n)

v =3 [ on® [ £5,5(5hm)onildr)
¥t € T, lo cual podemos escribir como
t
u(ty= [ ds [ fs,y(s),r)on(s)dr) (i)
Vi € T, donde o,{s) = 0,; Vs € Ty,

De esta manera reemplazamos una sucesién {#,} de funciones de T' a R en (i.i) con una

sucesién {o,} de funciones constantes por partes en T, cuyos valores son medidas de proba-
bilidad en Tp(R) en (i.iii).
También hemos redefinido la funcién

{y,u) = Fly,u):C(T\R") x U = C(T,R")
donde C(T, R") es el espacio de funciones acotadas y continuas de T a R", la cual satisface
"
Fly,u)(t) = [ f(s,(s),u(s))ds Ve e T

como una funcién (y, o) - F(y,o), que satisface

Fly,0)() = [ ds [ fs,(s),r)ols)(dr) Ve €T
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donde y € C{T,R"} ¥ o es una funcidn constante por partes en T y sus valores medidas de

probabilidad.

En particular si u € U y 8,(t) = 6,5 es la medida de Dirac en u(t), entonces

F(y,6.)(t)

il

j: ds[f(S,y(s),r)Ju(s)(d,.)
j: f(s,y(s),u(s))ds, Vi€ T.

De lo dltimo observamos que podemos identificar la funcién u: T — R con la funcién ¢ — 4,(t)
enT.

En el caso del problema 1.3.2, el procedimiento ya descrito nos genera un limite para la
sucesion ii,.

Si denotamos por y* la funcién previamente designada como y en el problema 1.3.2 entonces
este queda definido como

'y'(i) = ffIP ()P = [u(s)]))ds, ¥2(2) = [ u(s)ds, y*(t) = f3ly*(s)]*ds
donde y = (y',¥%,4°), go(y,u) = ¥ (1) y ai(y,u} = 4*(1). Para

obtenemos . .
) = [P - Dds, (1) =0, 9°(0) = [[y*(s))ds

lo cual implica que y'(t) = ¢, Y¥* () =0y ¥t} =0Vt T; go(y,5) = =1 y qu(y,5) = 0.
Resumiendo el resultado de los problemas 1.3.2 y 1.3.3 observamos que

min{Porl'girwf} =0>-1= min{PreIrzjada}a

lo cual muestra que para este problema las dos caracterizaciones de relajamiento propio
mencionadas no son equivalentes. Esto es consecuencia del hecho que el conjunto de controles
u cuyos procesos asociados son admisibles estd estrictamente contenido en el conjunto de
controles originales.

Observamos que & correspende a una funcién (que llamaremos de control relajada), tal que

limu; =&
imu; =7
y § una solucién de la ecuacién y(t) = f}(ds) f f(s,y(s),r)3(s)dr que satisface
limy;(t) = 9,

donde (y;,u;) es la U-solucién aproximada minimizante del problema original.
Al tener estas condiciones, hemos encontrado un relajamiento propio del espacio de controles
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originales, de acuerdo con la primera de las caracterizaciones definidas en la introduccién.
La convergencia de u, es en el sentido de que para valores grandes de j, u; y & tienen el
mismo efecto en la ecuacién diferencial.

Asi consideramos a las funciones de control original u; como una covergencia a una funcién
de control relajada &, si la solucidén de la ecuacién diferencial correspondiente a u; converge
a la solucién para & en la topologia de C(T, R"), es decir

tim [ £(s,5(s) un(s))(ds) = [ ds [ 1(s,5(s),r)a(s)dr)
Yy € C(T,R").

1.3.4 Técnica de relajamiento clisica para problemas sin retardos
en los controles.

Ahora enunciaremos la técnica de relajamiento cldsica para problemas sin retardos en los
controles, la cual es desarrollada en [13].

1. Primero sumergimos U/ (espacio de funciones de contro] original) en un espacio topoldgico
¢ del cual I/ es un subconjunto dense,
Asi extendemos la definicién de F,go ¥ g1 a ¥ X { x B de tal manera que

H{{)={{y,0.0) €Y x{ x B[y = F(y,0,b}}

es secuencialmente compacto, con F, gy y ¢1 secuencialmente continuas, al restringirse
a H((). )
Entonces bajo condiciones compatibles existe un punto (#, ,b) en H(({) que minimiza
go en

AU) = {(y,u,b) € HU) | ;1(y,u,0) € C1}.
Determinamos relaciones que deben ser satisfechas por una U-solucién minimizante

{,3,5).

2. El siguiente paso es determinar una sucesién {u,} en U que corresponde a & y una
sucesién {yn} en ¥ que corresponde a {u,} y b tal que
{{yn, tin,b)} s una U-solucion aproximada minimizante y

nlig_lo gl'(yﬂ! uﬂig) —+ gi(gva',z)v i= 0! L.

El conjunto ¢ es ¢l conjunto de controles relajados y su topologia es métrica y compacta.
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1.4 Conceptos basicos para la teoria de relajamiento
en control optimo.

En la presente seccion formalizaremos la técnica de relajamiento ya enunciada en la seccidn
1.3.4 para lo cual daremos algunos conceptos y resultados necesarios que pueden ser encon-
trados en la literatura {ver, por gjemplo, [13]).

Sean un conjunto S # @, ¥ una familia de subconjuntos de S, y ¢ una funcién u: 3" = R,
donde & = R U {—00, 00} es el conjunto de los reales extendidos.

Definicién 3: F esdlgebraen Ssii)@ e 3, i) Ae Xy = A Vi) Si A, Be X
entonces AUB € ¥

Definicién 4: ¥ es o-dlgebraen Ssii) D esun dlgebraen 5, i) {4} C ¥ = UR A € ¥

Definicién 5: Si 7. es algebra en 5, entonces g es aditiva si i) p(@) = 0, i) p(AU B) =
#(A) + u(B), YA, B € T siempre que AN B ={.

Definicién 6: 4 es numerablemente aditiva en 3 si i) g es aditiva, ii) u{UR,A,) =

txl
T2, #{A;) donde {A;}%2, es cualquier coleccién numerable de elementos disjuntos de 37
tal que U2 A; € 3.

Definicién 7: g es una medida si i} ¥ es o-dlgebra, ii) g es numerablemente aditiva.

Definicién 8: Si ¥ es una o-dlgebra de 5 con una medida y, definimos i) (5,3) es un
espacio medible, i) (5, 32, #) es un espacio de medida.

Definicién 9: Una medida positiva i es medida de probabilidad si p(85) = 1.

Definicién 10: Sea (5, 1) espacio topolégico. Entonces i) El dlgebra de conjuntos de Borel
Y g, €3 la minima o-dlgebra que contiene a 7. Los elementos de 3" g son llamados conjuntos
de Borel. Una medida definida en }_g se llama una medida de Borel.

Definicién 11: Una medida de Borel p es la medida de Dirac en 5 € S si i) g es me-
dida de probabilidad, ii) p({s}) = 1.

Definicién 12: Sea ¥ un dlgebra y i1 1 — R aditiva. La variacién de y es la funcién
no negativa |u|: T = R definida, YE € ¥, por

k
|I(E) = sup{3_|W(E)| k€ N,EiNE; =0,i # 7, £, €Y,k CE}.

i=1

Definicién 13: Sea (8,7) un espacio topoldgico , ¥ un dlgebraen 5y p: 3, —+ R aditiva.
Entonces g es regular si
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VE€Lye>0,3A,Betalquei) ACEC B%yii) |u|(B— A) <e.

Definicién 14: Una medida de Raddn en S es una medida de Borel regular finita. Ahora
definamos los siguientes conjuntos, los cuales utilizaremos en la siguiente seccién.

frm(5) como el espacio de las medidas de Radén en S.
rpm(S) como el conjunto de las medidas de probabilidad de Radén en S.

Definicidn 15: Si (5,7, ) es un espacio de medida, Z es un conjunto g-nulo si JA € ¥
tal que Z C Ay |pf(A) = 0. La medida i es completa. si todo conjunto u-nulo pertenecea ¥.

Definicién 16: Una relacion que involucra a s € 5 es vilida p-c.s. (casi siempre) si
existe un conjunto Z u-nulo tal que la relacion se satisface Vs ¢ Z. Si E C S y la relacién
se satisface Vs € E — Z, decimos que se satisface p-cs. en E.

Definicion 17: Un espacio de medida (S,%, i) es positivo, finito, de probabilidad, regu-
lar, etc., si la medida u tiene la propiedad correspondiente.

Definicién 18: Sea (5,%, 4} un espacio de medida finito,
Y ={FEUZ|E€Zy Z es un conjunto g-nulo}.

Sea p*(EUZ)=pu(EYVYE € Z y Z conjunto p-nulo. Entonces (5,3, z") es un espacio de
medida finito (llamado la extensién de Lebesgue de (5,%,4)), u4* es completa (llamada fa
extension de Lebesgue de p) y 1= p']z.

Un conjunto A € 3" se llama p-medible. Nétese que un conjunto es g-medible < es u” medible .

Definicién 19: Sea {5,3) un espacio medible, {X,7) un espacio topolégico y f: 5 = X
una funcién. Entonces i) f es 3"-mediblesi f~}(A) € L. VA€ 7.

ii) f es Y -medibleen Bsi Be Ty fY{A)INBey . VAer.

Si (5,1, ) es un espacio de medida finito y (5,1, ¢*) su extensién de Lebesgue, decimos
que f es p-medible si es 3"-medible. Asi, f es g-medible si y sélo si es y*-medible.

Definicién 20: Sea (5,Y, ¢) un espacio de medida positivo finito y X un espacio de Banach
separable.

i) f15 — X es p-simple si Ik € N, z; € X y conjuntos p-medibles S; disjuntos en § para
i=1,2,...,k tales que

f(s) = T, xs.(s)z: Vs € S, donde

_ 1 SiSGS;
xs'(s)"{o sis€ 5~ 5;.
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i1) La integral de f con respecto a u es

[ 1ou(ds) = > u(Si)ac
ii1) Si £ es un conjunto y-medible, se define

[ fmlds) = [ xe(s)f(s)ulds).

Teorema 1: Si f:5 -+ R, es una funcién g-medible no negativa, entonces existe {f,} una
sucesién de funciones p-simples no negativas, tales que {fu(s)} es no decreciente y converge
a f(s) Vs € 5. Mas aiin, lim{ f,(s)u(ds) existe en R y es el mismo para todas las sucesiones

{fn} con dicha propiedad. Definimos
[ f(s)u(ds): =lim [ f(s)u(ds) en R.
Decimos que f es p-integrable si f es y-medible y f f(s)u(ds) < oo.

Definicién 21: Sean X un espacio de Banach separable, 1 < p < oo y (5,3, 4) un es-
pacio de medida positivo finito. Dos funciones p-medibles f,g: 5 — X son equivalentes si
J(s) = g{s) p-c.s. Si f es p-medible,

s = |f(s)|P es y-medible
f~g= [If(s)Pplds) = [lg(s)Pu(ds).

Definicién 22: Denotamos por LP{5,%, 4, X) el conjunto de todas las (clases de equiva-
lencia de) funciones p-medibles f: § — X tales que

S1f(s)fPuds) < oo, y escribimos |, = {f | (s)Pu(ds)}s.
Decimos que {f,} converge a f en L?(5,%, u, X) si

im{f - ful, = 0.

Teorema 2: Sean X un espacio de Banach separable y (5,3, 1) un espacio de medida
positivo finito. Dados E un conjunto p-medible y f € L'(S, T, 4, X), existe una sucesién
{f.} de funciones y-simples en S tales que lim|f — fuhy = 0 y lim g fa(s)u(ds) existe en X
y es el mismo para cualquier sucesién {f.} con dicha propiedad. Definimos Ia integral de f
en E con respecto a i como

Je f(s)p(ds) = lim fg fu(s)u(ds).
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Decimos que f € L*(8, ¥, 1, X) es una funcién g-integrable.

Si X es un espacio vectorial y ' una coleccién de funcionales lineales en X, definimos la
topologia débil estrella generada por I' como la minima topologia tal que cada f en T es
continua. Una sucesién {z,} converge a r en esta topologia si y solo si f(z,) = f(z) para
cada f € T.

Si X es un espacio normado, €l dual de X, denotado por X", es ¢l espacio de todas las
funcionales lineales acotadas en X. $i consideramos el dual X** de X* entonces a cada
z € X le corresponde un elemento wz en X** definido por (pz)(f) = f(z). La funcién ¢ es
un isomorfismo isométrico de X en un subespacio lineal (X)) de X**.

La topologia débil de X~ generada por p(X) es llamada la topologia débil estrella de X~.

Definicién 23: Si (X,|:|) es un espacio vectorial normado separable y X* su dual en-
tonces:
i) Definimos la norma fuerte en X* por

[tls = sup{li{)! | z € X, |z] £ 1}.

ii} Definimos la norma débil en X™ por

_ e gmi )
e = & T

donde {z;,z3,...} es un subconjunto denso numerable de X.
Esta dltima norma estd bien definida en virtud del siguiente resultado:

Teorema 3 (Bishop): Si X es un espacio vectorial normado separable y considerameos
HX)={le X" |||, €1} entonces

i) | |« es una norma en X*.

i) im|{ — 4]e = 0 con L,; € B(X") <= liml;(z) = I(z) Vz € X.

ili) La topologia relativa de ${X") en (X~,|- J.) es la misma para cualquier eleccion de
{z,3,.-.} y coincide con la topologia débil estrella relativa.

1.4.1 Isomorfismo entre B(T,R) y L'(T,C(R))-

Sean T C R compacto y R un espacio métrico compacto. Definimos el espacio B: = B(T, R)
como el espacio vectorial de (clases de equivalencia de} funciones p: T x R — R tal que (-, 7)
es medible ¥r € R, ¢(t,-) € C{R) ¥t € T el espacio de funciones continuas en R,

y para cada ¢ € B{T, R) 3y, integrable con

![P(t!')tm? S 'ibw(t) YteT.
Decimos que 1,2 € B(T, R) son equivalentes y escribimos

w1~ P2 == ity ") = palt, )
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c.s. en T. Entonces |p|g: = [ [p(3, -} spi(ds) esuna normaen By (B, |-|p) es isométricamente
isomorfo a L'(T,C(R)), asignando a cada ¢ € B la funcién t —+ w(¢,-): T — C(R), de tal
forma que (B, |- |g) es de Banach, separable y el conjunto

k
B, =C(T)@C(R) ={(t,r) = }_ flt)er)lk € N, fi € C(T), s € C(R)}
es denso en B(T, R).

1.4.2 Isomorfismo entre frm{R) y C{R)*.
TFeorema 4 (Riesz): Sea R un espacio métrico compacto. Entonces existe un isomorfismo
I: frm(R) = C(R)* dado por
Is)(e) = [ e(r)star),
donde s € frm(R) y ¢ € C(R) y satisface |I(s), = |s|(R).

Como C(R) es un espacio vectorial normado separable estos pueden ser tomados como es-
pacios normados con una naerma débil, lo cual se sigue del teorema de Bishop.

Teorema 5: El espacio vectorial normado (frm(R),| - |u) es separable y sus subconjun-
tos rom(R) y B(frm(R)} = {s € frm(R) | |s|(R) < 1} son compactos.

1.4.3 Sumergimiento de R en frm(R). Extension de funciones con-
tinuas de R a frm(R).

El espacio métrico compacto R se sumerge en frm({R} identificando cada r € R con la

medida de Dirac é, en r (o, de manera equivalente, identificando r € R con {, € C(R)" tal

que L(f) = f(r) Vf € C(R)).

Cualquier funcién continua real f: R — R puede ser extendida a frm(R) si definimos
f(s) = [ f(r)s(dr), Vs € frm(R).

En particular se tiene f(§.) = f(r) ¥r € R. Como lim f(s;) = f(s} si s,s; € B(frm(R))
y limls; — s|, = 0 y dado que (frm(R),| - |») es métrico entonces f es continua en

(frm(R)! l ' ]w)
Teorema 6: Sea v:T ~+ (frm(R),| - |u) tal que
sup — es{p(t)|(R):=inf{c > 0:jv(s)](R) < ccs. en T} < o0.

Entonces son equivalentes

1) v es medible.

it} t =+ f(v(t)) = f F(r)v(t)(dr) es medible Vf € C(R).

Estas afirmaciones implican que la funcién t — (4, (v{t}) es integrable Vi € LYT,C(R)).
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1.4.4 Definicién de los espacios N{T,R), M(T,R) y U(T, R).
Sumergimiento de U(T, R) en ({(= M(T, R)).

Denotemos por N(T, R} al conjunto de (clases de equivalencia de) funciones medibles v: T —
(frm(R),| - ) tales que sup — es|v{t)|{ R) < 00, y de igual manera los siguientes conjuntos

M(T,R)={ve N(T\R)lv(t) € rpm(R) cs. en T }.
U(T,R) = {p: T = Rl|p es medible }.
My(T, R) = {v € M(T, R)|v(t) = 8, c.5. en T para alguna p: T —+ R}.

Por el teorema 6, st v € My(T,R) y v(t) = §, c.s. en T entonces t = f(v(t)) = f(p(t)) es
medible ¥ f € C(R), y asi t = p(t} es medible.

Por otro lado si p € U(T, R) entonces t = f(p(t)) = f(8,()) es medible y sup— es|d,,|(R) =
1. Por consiguiente, t — §,,, pertenece a My(T, R).

Lo anterior prueba que existe una correspondencia uno a uno entre My(T, R) y U(T, R).
Identificamos cada p € U(T, R) con la funcién t — &,y en My(T, R), y de esta manera
sumetgimos U(T, R) como un subconjunto de M(T, R).

El siguente teorema afirma que B(T, R)*(= LY{T,C(R)})*) es algebraicamente isomorfo a
N(T,R).

Teorema 7 (Dunford-Pettis): Existe un isomorfisme I: N(T,R) — B(T, R)" definido
por

1)) = [ elt.o(e)dt = [ dt [ ot ryv(t)(ar)
Yo e N(T\R)y ¢ € B(T, R)

y, ademas,
[{(v) = supguteci3l{v)(#)]l = sup — es|u(2)|(R).

1.4.5 Los espacios isomorfos B(T, R)*, N(T, R) y sus subconjuntos
M(T,R), U(T, R) con la topologia de la norma débil.

Como hicimos con C{R)* y frm{R), identificamos ahora los espacios isomorfos B(T, R)*
(=2 LYT,C(R))") y N(T,R) por el isomorfismo definido en el teorema 7, identificando
v € N(T, R) con la funcional lineal continua /(v) en B(T, R).

Teorema 8: El espacio (N(T, R),| - |») es separable y su subconjunto B(N) = {v €
N(T,R) | |v|, € 1} es compacto. Mds ain, lim v, = v para v,v, € S(N) & lim J{v,, ) =
I{v,p) Y@ € B(T,R) donde I es el isomorfismo del teorema 7. Por dltimo, M(T, R) es
convexo, compacto, y la cerradura de U(T, R) en N(T, R).

Por razones de comparacién con sistemas que involucran retardos y que estudiaremos en el
siguiente capitulo, incluimos ahora la demostracion de la dltima afirmacién del teorema 8.
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Teorema 9: ((= M(T, R)) coincide con la cerradura débil estrella de U(T, R).
Demostracion:

Debemos mostrar que dado p € M(T, R), existe una sucesién {u;} C U(T, R) la cual con-
verge a p.

Sea p € M(T,R). Como R es un conjunto compacto, Vi € N podemos cubrir R por una
colecci6n finita de conjuntos abiertos KL (k = 1,...,k{)) de didmetro a lo m4s L. Haciendo

k-1
Rie=R, - R (k=1,...,k(i))
J=1
y eliminando los conjuntos vacios R}, partimos R en conjuntos R} (k= 1,...,k({)) que son
diferencias de conjuntos abiertos.

Similarmente partimos T = {0 l] en subconjuntos no vacios disjuntos de Borel T} (j =
1,. ,J(l)) de didmetro a lo mds L. Sea

ofp= [ PRt

Come
(i)

Z Q’;.k = m(T;)

donde m denota la medida de Lebesgue en R, podemos partir cada T‘ en subconjuntos T},
tales que m(7T},) = of,. Ahora, para cada k € {1,...,k(i)} e]eg]mos un punto r} € R}

definimos
HU]

uth=r, Vi€ | T}, (k=1,...,k(})).

=1
Probaremos que esta sucesion de controles converge a p.
Como se mencion en 1.4.1, el conjunto C(T) ® C(R) es denso en L}(T, C(R), por lo cual
es suficiente demostrar que

tim [ f(O)e(ust)dt = [ F)elp(t))et

para f € C(T) y c € C(R) arbitrarios. Sean M; y M. médulos de continuidad de f € C(T)
y ¢ € C(R) respectivamente, y sca tj un punto arbitrario de T} (i € N,j = 1,...,j(i)}.

e | [ sttt [ etr)oeriar) = [ F@ctustt))a

k(D) k(i) HU]
SYROIMCVIOILALED LI oY M/ Foydel + M(3) [ 17)1ae

=1
k(i) 3(3)

=123 D, SR~ [ s0an+ me() [ 7o

k=1j=1
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(i} 3o}
SIS elr S H [, AN R = T} + 2My (Il Telms + Mol
k H

=1 j=1
1 1 )
= 2Mf('!7)m(T)|c|lup + Mc{;)lfll ~+ 0,1 = oo.

QED
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CAPITULO 2

Teoria de relajamiento para
problemas con retardos en las
funciones de control.

2.1 Introduccidn.

En este capitule estudiaremos problemas de control dptimo con retardos en las funciones
de control. El siguiente problema generaliza el que consideramos en 1.1 (las definiciones
de control ordinario, proceso ordinario, proceso admisible, etc., son extendidas de manera
obvia) y presenta las principales dificultades que existen al tratar de generalizar el concepto
de relajamiento clasico.

Sea T = [0,1] y supongamos que tenemos dados mimeros reales 0 < 8, < --- < 8, < I, un
punto £ € R™, un conjunto compacto 2 C ™ y funciones

GRS R, [T x B x Rrlk+l) , pn,

Sea T' = [0, 1} y consideremos el problema (P} de minimizar g(y(1)) sujeto a

()= flt,y(t),u(t),u{t —01),...,u(t—0)) cs. en T

y(0)=¢ .

u(t)€ Nes. enT.

A pesar de la atencién que problemas de control 6ptime que involucran retardos han recibido
en las iltimas décadas, para problemas de contro! éptime con retardos en los controles pocos
intentos se hablan realizado para encontrar técnicas de relajamiento propias.

Warga [13] fue el primero en buscar un relajamiento propio, para €l caso en el que a) los
retardos aparecen en las funciones de control, con la condicién de que las funciones de control
fuesen separables (aditivamente acopladas), es decir, que f del problema anterior tuviese la

forma
k

2 filty(t), ult - 6:))

=0

21



con fy = 0, b) para el caso en el que los retardos aparecen en las funciones de estado y ¢)
cuando los retardos en los controles son constantes y conmensurados (el cociente de cua-
lesquiera dos retardos es racional).

En los casos a) y b), un relajamiento propio se obtuvo por una adaptacién directa de la
técnica clasica de relajamiento para problemas sin retardos, donde las hipdtesis impuestas
en e} problema anterior fueron

(i) f(-,y,7) es medible y f(t,-,-) continua ¥(t,y,r) € T x ®" x QF+,
(ii) g es continua.

{iii} 0 es compacto.

(iv) Existe una constante ¢ tal que, ¥(t,y,r) € T x R* x Q++1,

|F(ty ) < el + |y]).
{v) Existe una funcién integrable ¢: T — R tal que, V(t,r} € T x ¥+ y r y € 8",

Lf(ty,r) — f(E,z,7)] < (t)ly — 2|

Para €] caso ¢) Warga [13] utiliza una técnica frecuente para problemas con retardos conmen-
surados que llamaremos “relajamiento via e] problema reducido®, la cual reduce un problema
de control 6ptimo con retardos de tiempo conmensurados en las funciones de control, a un
problema libre de retardos en las dindmicas.

Los retardos para este problema reducido aparecen en las restricciones inicial y final de las
trayectorias. Por varias razones que explicaremos posteriormente dicha técnica tuvo que ser
reemplazada.

En [14], Warga propuso una técnica de relajamiento llamada “relajamiento débil” demostrando
la existencia de minimizadores débilmente relajados, aunque varios ejemplos encontrados en
{4, 9] mostraron que tal relajamiento no es propio para el caso de retardos conmensurados.
El caso conmensurado fue resuelto por la introduceién de un “modelo fuerte” en (9] propues-
to por Rosenblueth y Vinter, el cual da un relajamiento propio para el espacio de controles
ordinarios retardados conmensurados. Por cierto, tal técnica coincide con la de relajamientd
débil para sistemas con un retardo en los controles.

También se introdujo un modelo abstracto aplicable a retardos conmensurados y no con-
mensurados. En {15] fue demostrado que tal extensién del espacio de controles ordinarios
retardados es propia aunque, como se menciona en [10], determinar los controles relajados
de dicho modelo para problemas especificos es una tarea en general imposible de llevar a
cabo, por lo cual existe la necesidad de encontrar una caracterizacion mds concreta de Ja
cerradura del espacio de controles ordinarios retardados.

Para tratar de resolver el problema anterior, Rosenblueth [11] introduce una nueva técnica
de relajamiento, aplicable a problemas de control dptimo con dos retardos conmensurados o
no conmensurados en las funciones de control, demostrando que tal relajamiento es propio.
En este capitulo explicaremos con detalle estos resultados y unificaremos los intentos re-
cientemente publicados para encontrar un relajamiento propio de sistemas de controles con
retardos.
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2.2 Relajamiento via el problema reducido.

Como se mencioné en 2.1, en [13] se utilizé una técnica la cual reduce un problema de con-
trol 6ptimo con retardos conmensurados a un problema sin retardos en las dindmicas. Por

conmensurado se entiende que _a:_ es racional ¥i = 1,...,k — 1 o, equivalentemente, que ;
es un multiplo entero de un retardo simple 8, esto es, 9 =iVi=1,...,k

La idea bésica de esta técnica de reia]a.mmnto consiste en seccionar los controles ordinarios y
las trayectorias correspondientes en segmentos de longitud 8, apilando estos segmentos para
formar funciones de valor vectorial de dimensién mayor en el intervalo [0, 6).

Las funciones resultantes satisfacen una ecuacidn diferencial sin retardos, y estdn sujetas a
restricciones de frontera donde se involucra la igualdad de una componente de las funciones
de estado, extendidas en los extremos con el valor inicial de la siguiente componente para
obtener la continuidad de la trayectoria original.

Veamos la formulacién de la técnica:
Sean N =mez{ie N|il<1},p=N+1l,q=p+ky
MN{y=t+i0 vt e [0,0], 1= —Fk,...,0,...,N
Extendemos f a [0, pf] x R* x R™*+1) haciendo
flt,y,r}=0Vte (1,p8] y (y,r) € B x R+

y definimos la funcién f: [0,6] x R x ™ - R"® como sigue:

Filt §,8) = FN(L), B By Bicn, o i)
Vte [079]1'= 0711"'7}\’?1
g’ = (3}0,1}1,---,!}1\:) € %np! = (ﬁ-h&-k‘{-h'-"'&N) € Rmp’

donde
f=Uohryoois f).
Sean
Q=01 587> Ry C:R? - R
tales que

§(3) = g(in) y Cl§) = (&, 90, 1y - - G -1)-

Dadas las definictones anteriores, reformulamas el problema (P) en un problema reducido
que llamamos (PR} el cual consiste en minimizar §(§(f)) sujeto a

#(t) = f(t,y(0), 1)) cs. en [0,6]

§(0) = C(3(0))

4(t) €  c.s. en [0,8).

Se demuestra en [R] que (PR) y (P) son equivalentes, dando una funcién inyectiva de los
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procesos ordinarios admisibles para (P) a los procesos ordinarios admisibles para (PR), tal
que el proceso ordinario para (PR) satisfaga condiciones mixtas de frontera j(0) = C'(5{8))
y el valor del costo sea preservado en ambos problemas.

A este problema reducido se le puede aplicar la teoria estdndar de relajamiento aunque,
como se aprecta al reducir el problema, 1a dimensién de los dominios de definicién asi como
de los espacios involucrados aumenta considerablemente, lo cual es un inconveniente para el
uso de esta técnica.

Ademds, esta técnica estd definida solo para problemas con retardos conmensurados y no
presenta un relajamiento del problema original sino del reducido.

2.3 Relajamiento débil y reformulacién de problemas.

Con el fin de encontrar un relajamiento propio aplicable a problemas con retardos en los
controles, Warga propuso en [14} una nueva técnica de relajamiento la cual se llamé “refa-
jamiento débil”, aplicable a retardos en los controles no necesariamente separables o con-
mensurados.

Esta técnica, como las siguientes desarrolladas hasta hoy, se basa en el hecho de tratar a las
funciones de control como variables independientes que satisfagan condiciones de cornpati-
bilidad en términos de los retardos.

Para esta técnica se considerd el espacio de controles ordinarios como

Wby, ...00 = {(zo,u1, ..., ux) € U(T, ") | ui(t) = wo{t — 8:) cs. en T (i = 1,...,K)}-

Consideremos el problema (W) de minimizar g(y(1)) sujeto a
§(t) = f(t,y(t)i(t)) cs. en T

y(0) =¢

i€ W(b,... 6).

Probemos que (P) y (W) son equivalentes.

Proposicién 1: (P) y (W) son equivalentes.

Demostracion: X

Sea (y,u) un proceso ordinario para (P), tal que u € U(T,{1) ¥

gty = Ft,y(t),ult)u(t —61),...,u(t ~6)) cs. en T.
Para w € Q fija, sea ug(t) = u(t) ¥t € T y definamos

_ it € [—0,0]
u{t) = {:‘U(t -8) :: telo, 13

parat=1,...,k.
Entonces i = (up, ¥1,-..,ux) € W{f1,...,0:) y y(t) = f(t,y(t),&{t)) cs. en T.
Conversamente sea (y, ) un proceso ordinario para (W) de manera que

t = (ug, Uy . ux) € W(by,....0) y plt) = f(t,y(2),6(t)) cs. en T
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Sea u(t) = uo(t) Vt € 7. Tenemos Yi=1,...,k,

u(t -6 = uo(t ~-8)vte [—Hk +8;,1+ 9,]
up(t — 6;) = u;{t) c.s. en [0,1].

Asi tenemos u(t — 6;) = u;(t) c.s- en [0,1]. Por lo tanto u € U(T, Q) con
§() = F(t,y(th (), u{t - 61),...,u(t —0)} cs.en T.

Q.ED

La extensién de W(4,,...,8;) dada por Warga [14] a la cual se ha llamado
“procedimiento de relajamiento débil” se define por

SulB,---,00) = s € M(E, Q)| Pialt) = Popt =0 e5. en T (i = 1,... K}

Recordemos que M{T,Q+1) es el espacio de las funciones medibles de T° a rpm(Q*+!). Si
# € M(T,Q") para algunane Ny § € {0,...,n — 1} denotemos por Psu(t) la proyeccién
de p(t) sobre el conjunto de coordenadas S de ().

Asi decimos que g(t) es un control débilmente relajado si y sélo si Piu(t) = Pop{t — 6.) c.s.
en T. Equivalentemente, g € M(T,2**) es un contrel débilmente relajado si y sélo si

fdt/aptr. (t)(dr) = fdt/ga(tro),u(t—ﬂ)dr
paratodai=1,...,ky ¢ € L'Y{T,C(f)), donde r = (rg,...,r¢).

Tal como se ha mencionado, para el caso de retardos conmensurados sabemos por varios
ejemplos dados en [4, 9] que Su(f1, ..., 0;) puede no coincidir con la cerradura débil estrella
de W(8,,...,0:) y asi el modelo de ralajamiento débil no es propio en el caso conmensurade.
Otra caracterizacién del espacio de controles ordinarios fue introducida en [9], con el fin de
buscar mejores condiciones de compatibilidad.

Haciendo 8 = 0, &; = 8; — i1 y T: = [A;,1] con £ = 1,...,k, el conjunto de controles
ordinarios retardados es

U(al,. . ,Ok) = {(UQ,Ul,. . ,Uk) € U(T,Qk+l) I u,-(t) = u.-_l(i-A ) €.8. en T (l = ] k)}

Consideremos ahora el problema que llamamos (RV) en el cual se busca minimizar g{y(1)}

sujeto a ]

§(t) = flt,y(t),4(t)) cs. en T

y(0) =

i€ U(d,...,0:).

En esta reformulacién los controles ordinarios son funciones medibles definidas en el intervalo
= [0,1] el cual contiene toda la informacién de la dindmica.
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Proposicidn 2: (P) y (RV) son equivalentes.
Demostracién: R
Sea (y,u) un proceso ordinario para (P) de manera que u € U{T, Q) y

y(t) = f(ty(t),ul{t),u(t = 6,),...,u(t —8:)) cs. en T.
Sea 0y = 0 y definamos u,(t) = u{t — ;) vt € T,i=0,1,...,k. Notemos que

u,'(t) = u(t - 9.) Yt ¢ [0, 1],
w(t =0y =ui(t — (6; — 0iy)) e en {8 — 8y, 1 + 8; — ;4]

VYi=1,...,k y por lo tanto u;(¢) = w;_1 (2 = A;) c.s. en [Ay 1]
Luego tenemos

= (uo,...,ux) € U(by,....8) y 4(t) = f{t,y(t),0(t)) cs. en T.
Conversamente sea {y, ) un proceso ordinario para {(RV), de manera que

6= (ugy...,ux) € U(O1,.... 0}y y(t) = f(£,y(t),&(t)) cs. en T.
Sea )
ult) = {ug(t) sitel0,1]
u,'(i + 9;) Si te [-9.',—9,'_11, 1= 1,2,. .. ,k

de manera que u € U(T, ).
El resultado se tiene si probamos que u(t — 8;) = ui{t) cs. en T Vi =0,... .k ya que, en
este caso,

y(t) = flt,y(t). u(t)u(t - 6),...,u(t —0)) cs. en T.

Notemos primero que u{?) = ug(t) ¥t € [0,1). Supongamos que u(t ~ ;) = u;(t) c.e. en [0, 1].
Por construecién, u{t — Biy1) = uip1(£) VE € [0, 841 — 6;).
Ademas, como (uy,...,ux) € U(8,...,0:) entonces

u,-+|(t) = u.-(t - (9|+1 —9;)) C.5. en [0.'+1 - 9.‘,1].

Por suposicion u;(t — (8i41 — &:)) = u(t — 8i41) c.5. en [fipy ~ 8,1 + 0ipy — 6.
Por lo tanto u(t — fit1) = ui4a(t) c.s. en [0,1].

QED

2.4 Modelos de relajamiento para el espacio de con-
troles ordinarios retardados.

Para problemas de control éptime con retardos en los controles, ahora resumimeos los modelos
que se han propuesto para encontrar procedimientos de relajamiento propios. El objetivo
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que se tiene es encontrar un subconjunto de M(T,1**!) que coincida con la cerradura del
espacio de controles ordinarios.

Procedimiento de relajamiento débil

-Espacio de controles ordinarios retardados

Ulr,. .., 0) = {(uo,-..,ur) e VT, ) | ws(t) = uama(t = A) cs.en T3 (i = 1,...,k)}
donde 8y =0, &, =8, - 6;., vy T; = [A;, 1]
-Espacio de controles relajados retardados
My(0y,...,0¢) = {p € M(T, Q)| Pu(t) = Poyp(t —~ A cs.en T, (i=1,...,k)}.
Asi p € M(T, 0" es un control débilmente relajado si y sélo si

[ dt f(pir, (t)(dr) = /.dt f o(t, i )plt — Ad)(dr)

Yi=1,....ky ¢ € LYT,C(Q)), donde r = (rg,...,1:).

Para el caso conmensurado un proceso de relajamiento fuerte fue introducido en [9].
Procedimiento de relajamiento fuerte

-Espacic de controles ordinarios retardados

Ui(8,20,...,k8) = {(uq,...,ux) € U(T, ") | (ur, ..., u)(t) = (0, .- up-}{t — 0) cs.
en {8,1]}.
-Espacio de controles relajados retardados
M,(6.20,...,k0) = {u € M(T, Q") | A__xu(t) = Po..xap(t ~ 8) c.s. en [6,1]}.

Asi g € M(T,0%") es un control fuertemente relajado si y sélo si

f:dt [ettyr,..oroutt)iar) = f d [ plt,ro,. o )t — O)cr)
Vip € LT, C(%)), donde r = (ro, .., s).

La caracteristica de ser propio para tal relajamiento fue probada en [9] mostrando que
min{Py_retajade} = i1 f{ Poriginat } ¥ €0 [3] tal propiedad fue demostrada dando una metodologia
explicita como en el teorema 9.

Un modelo abstracto aplicable a retardos no conmensurados fue también introducido en [9].
Modelo Mp

-Espacio de controles relajados retardados

Mp(8y,...,0:) = {u € M(T, Q") | [ dt fo(t,ro,...,ra)us(t)(dr} <0
Vo € LNT, C{**1)) tal que

I3 ot u{t),u(t — 81),...,u{t ~ 8))dt <0
Yu € U([-0, 1}, )}

Los tres tipos de extensién mencionados contienen al conjunto de los controles ordinarios
considerandolos como subespacios de M(T,1%*!) y, con la topologia débil estrella, todos
ellos son compactos [9].
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2.5 Relaciones entre los procedimientos de relajamiento
para problemas con retardos en los controles.

En los tres modelos mencionados anteriormente, para el caso de retardos conmensurados se
tiene la siguiente relacién

Mp(8,26,...,k8) C M,(6,26,...,k0) C M.{(0,20,... k®).

En {9 fue demostrada la signiente

Proposicién 3: El conjunto de los Mp-controles relajados retardados coincide con ¢l conv
U(b,...,8:), la cerradura débil estrella de 1a cubierta convexa de U(8y,...,8;).

Lo cual hace posible tener el siguiente resultado:

Proposicién 4: ¢l U(#,...,0;) esta totalmente caracterizada para el caso conmensurado.
Demostracion:

Por las relaciones mencionadas asi como por la proposicién 3 tenemos

ol U(8,26,...,kB) Cel conv U(8,2,...,k8) = Mp(6,26,...,k8)
C M.(8,20,. .. k) =cl U(0,20,...,kf).

Por lo tanto en ¢l caso conmensurado el espacio de controles fuertemente relajados y el de
los Mp-controles dan una caracterizacion de la cerradura del espacio de controles ordinarios
retardados.

Q.ED

También es probado en [15] el siguiente resultado:

Proposicién 5: cl U(#y,...,8:) es un subconjunto convexo de M(T, ¥F+1).

Este 1iltimo resultado es crucial y con él podemos establecer la siguiente proposicién en el
caso del Mp-modelo.

Proposicidn 8: E]l Mp-modelo es un procedimiento de relajamiento propio para U(8y,. .., 6.).
Demostracion:

Como

cl conv U(#,...,8:) = N{U; convexos cerrados | L/(t,...,8) c U:},
se sigue de la proposicion 3 que Mp(6,,...,8:) =cl U(fy,...,0k).
QED

Asi se demuestra que el Mp-modelo es un procedimiento de relajamiento propio para el
espacio de controles ordinarios con retardos.

Como se menciona en [10], determinar los Mp-controles relajados para problemas especificos
es muy dificil y tal vez una tarea no realizable en la prictica.

Lo anterior mostré la necesidad de encontrar caracterizaciones mds concretas de la cerradura
del espacio de controles retardados ordinarios.

Como mencionamos, el caso conmensurado estd resuelto a través del modelo fuerte. Un
candidato para el caso no conmensurado puede ser precisamente el modelo débil.
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2.6 Solucién de la conjetura de Warga.

Tal como hemos mencionado Warga propuso el modelo débil buscando una extensién propia
del espacio de coniroles retardados ordinarios. Su afirmacién aparece por vez primera en
[14] la cual en forma simplificada es:

Para cualquier $# C R™ compacto y 0 < 8, < 8; < 1, M,(6;,02) =cl U(8;,0,).

Esta conjetura fue resuelta en [9], para el caso conmensurado, mostrando un elemento de
M. (6,28), con £ = [0,1], el cual no pertenece a ¢l U/(4,28).

Se considerd el sigulente problema: _

Supongamos que son dados 0 < # < 1 y una funcién continua A: R — R tal que h(1,1,0) =
£(0,0,1) = 0 y h{u,v,w) > 0 en otro caso.

Sea T = (0,1} y consideremos el problema de minimizar y;(1) sujeto a

ya(t) = (wo(t) — £)* + h(u(t),u(t — 8),u(t —20)) cs. en T

Yo(t) = u()

w(0) =m{0) =0

u{t} € [0,1] c.s. en [-28,1].

Sea u(t) = 34(1,1,0)+ 36(0,0,1). Como Piu(t) = Pi_yu(t — 8) = 18, -+ 38 para i = 1,2 con
t € [0,1] u es débilmente relajado.

La trayectoria de estado asociada estd dada por (yo{t),n(t)} = (3,0) Vi € T y el correspon-
diente costo es cero, Como el costo no puede ser negativo, tenemos min{ Py_ etajodo} = 0.

Supongamos que (Yo, ¥1,7) es cualquier proceso admisible fuertemente relajado con costo
cero.

Esto se tiene si yo(t) = £ con t € T, y el soporte de o(¢) estd contenido en {1,1,03U {0,0,1}
c.s. en T. Lo iltimo significa que existe una funcién medible a: T — T tal que

o(t) = a(t)é(1,1,00 + (1 — a(?))5(0,0,1) c.s. en T
De Ia dindmica tenemos, como o(t) = §, que
1=alt) 1+(1-a(t)) 0= a(t)=L=0o(t)=p()cs.en T

pero u(t) no satisface las condiciones fuertes de compatibilidad

Piau(f) = —12-6(1,0) + %5(0,1) 4 %5(1, 1)+ %5(0, 0) = Poype(t — ).

Por lo tanto, como {P,_ uqjeds} tiene una solucién y un proceso admisible relajado fuerte-
mente define un proceso admisible relajado débilmente se tiene

mm{P -relaju.do}> mi"{Pw—rehjndo},
pero el problema {P,_ .iqjad0 } €5 una extension del problema original y por lo tanto

inf{Porig{nnf}zmin{P —rclu;ndo}> miﬂ{Pw—refajada}‘
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Por lo tanto ¢ no puede ser aproximado por controles originales.

Considerando e} ejemplo anteriot, en [2] se intenté probar que la conjetura era verdadera para
retardos conmensurados, excepto para el caso :—: = %, utilizando argumentos geométricos.
En [4] se probd que este resultado es falso, al extender la relacién M, (8,,8;) #cl U(8,,8;) a
pares diferentes de (0,28) cuyo cociente es un nimero racional.

Por ejemplo si se consideran problemas similares al problema desarrollado, como minimizar
(1) sujeto a

Yi(t) = {wo(t) — £)° + A(u(t), u(t — 28),u(t — 36)) cs. en T

Yolt) = u(t)

50{0) = 2(0) = 0

u(t) € {0,1} c.s. en [~38,1]

donde 8 = & y A{u,v,w) =min{}{u — },v,w — 1)}, |(u,v - 1, w){}.

De la tisma forma se verifica que min{Py_retajade} = 0 aunque inf{ Poriginat} > 0.
Consideremos ahora el caso no conmensurado. Supongamos que §2 = {0,1} y tenemos dados
0 < 8, < 92 < 1 no conmesurados. Sea u € M, (8,062).

La pregunta es: jPodemos aproximar a y con elementos de U(8,,8;)?

Como u € M(T,0%) y 0 = {0,1},

p(t) = zz: p(t)(Ri x Rt X R }o(re, r1,7m)

k.t m=1
donde R, = {0}, Rz = {1}, r; =0 y r; = 1. Por lo tanto, si definimos
a(t) = u(t)(Ry x By x Ri), et} = p(t)( Ry x By x Ry)
ca(t) = p(t)(B1 x Rz x 1), et} = p(t)(R1 x Ry x By)

cs(t) = u(t)(Rz x By x R1), cs(t) = p(t)(Ra x By x Ry)
er(t) = p(t)(Ra x By x 1), ca(t) = p(t)(Ra x Ra x Ry)

i puede expresarse como
u(t) = a1(2)6(0,0,0) + c2(8)8(0,0,1) + c3(2)8(0, 1,0) + c4(£)4(0,1,1)
+e5(2)8(1,0,0) + c6(2)5(1,0,1) + cr(t)6(1,1,0) + ea{t)d(1,1,1).
Las condiciones de compatibilidad

Pip(t) = Pop{i — 8,) cs. en {6,,1]
Pap(t) = Pyp(t — (6; — 8,)) c.s. en [0, — 8,,1]

gon equivalentes a

({06l + st +eolt) =1 — 00+t 0) = ) + e =0
ca(t) + ca(t) + cr(t) + calt) = st — 61) +calt — 81) + e7(t — 81} + st — 64)
c.s. en [f1,1],

@) { aft) + ea(t) + es(f) + er(t) = er{t = @) + et — @) + c5{t — a) + co{t — a)
ea(t) + cu(1) + co(t) + calt) = es(t — a) + &4t — @) + er(t — a) + ca{t — a)
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cs. enfo,1],donde a =8 — ), ci(t) > 0cs. en T, es(8) +... + ca(t) = 1.
El caso constante.

Ern [7, 8] se consideré el conjunto de controles ordinarios retardados como
U'(8y,...,6:) = {(vo,.- -, us) € U(T, ") | ;(t) = up(t — 8} cs. en [8:,1] (i = 1,.... &)},
definiéndose el conjunto de controles débilmente retardados como

ML (8s,...,04) = {s € M(T, 0"} | Pu(t) = Pou(t — &) c.s. en [0, 1} (i = 1,..., k)}.

La introduccién de este modelo (el cual corresponde a un problema similar pero no equiva-
lente a (P)}), dio ideas fundamentales ya que fue demostrado que € M/ (#,,8;) puede ser
aproximado por {{u;, v, w;)} € U'(6,,8;) en el caso en que i es constante, es decir, ¢;{t) es
constante para toda i.

Para nuestro problema este resultado también resulté vilido. Veamos la manera en que se
procedié con M/ (8,,8:) y cdmo se extiende el resultado para nuestro problema.

Al estudiar en [7, 8] el problema similar, dado u € M.{8,8), es decir, u & M(T, (%)
satisfaciendo

Pu(t) = Pou(t — 61) c.s. en [8,,1]
Byu(t) = Pou(t - 8,) c.s. en [6,,1],

se buscé ver si existe una sucesién {{u;, v;,w;)} € U(T, 23) que converge a 1 y satisface

vi(t) = wi(t — &) c.s. en [0),]]
wi(t) = u;(t — f3) c.s. en [f,1].

Para este caso se siguié una metodologia andloga a la del teorema 9, para aproximar cualquier
s € M(T,°) con elementos de U(T,®), eligiendo conjuntos T} los cuales son intervalos
sucesivos de longitud a lo mas :—., y tal que, con algin orden de sus subconjuntos T}, ., la
condicién de compatibilidad v;(t) = ui{t — 61) c.s. en [, 1] se satisfaga. Al definir

E; = {t € [02,1] | wd(?) # wi(2)}

donde .

. wi(t) sif€{0,0;)

wilt) = { u(t—0) sit€ [6,1],
se prueba que en el caso en que %21 sea irracional, uno puede asegurar la existencia de
una sucesién creciente 1 de enteros positivos tal que mE; = 0,: € 1. Esto implica que
{(w, vi, ;) }ign, |a cual pertenece a I/'(8;,8;), converge a p.

En [8), se considera primero el caso particular ¢; = ¢z = 0, donde se observa que la caracte-
ristica en la construccidn de los conjuntos T} y T}, | ., que hace posible aproximar un control
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relajado por controles ordinarios, es que los conjuntos T}, ., sean definidos de tal manera
que, para cada ¢ € N, u;,v, y w; sean traslaciones de cada una.
En el caso de cualquier control relajado constante, en [§] se procedié de la siguiente manera:

Supongamos primero que los coeficientes ¢;, . .., &7 son racionales. Sean
o A . (e - = X 2+ ¢y, €1+ Cs
= y yE= (=N ’ h y=(T)(T)
donde d es el mdximo comin divisor de ¢;,...,¢c7. ¥Yi € N sea
{j — 1)(6) 76

T=| )

i—(z+es+ecs) i—(z+e+¢cs)

y definamos TJ'; kim tal que, para cada ¢+ € N, tengan el mismo orden que en el caso
¢, = cg = 0, pero insertando p intervalos equidistantes de longitud 51-'1{'—"‘ en cada inter-
valo TJ‘

Por construccién v, (t) = u,(t — 8,) c.s. en [#;,1], ¥y w; es una traslacidn de u; en un intervalo

de longitud (2 + ¢4 + y)8, /(i — (z + cs+ ¢g)}, por lo cual se sigue que, para alguna sucesién
creciente n de enteros positivos, mE;, = 0, i € 1.

El caso de posibles coeficientes irracionales, puede ser resuelto de manera similar, al consi-
derar {c, | i € N} una sucesién de racionales que converge a ¢, (n = 2,...,7), y satisfa-
ciendo las condiciones de convexidad y compatibilidad.

La sucesion correspondiente de controles {(u;, vi, ty}} con coeficientes racionales satisface las
condiciones requeridas v;(t) = ui(t — &) c.s. en [8;,1] y Wi(t) = wi(t — 83) c.5. en [62,1] y,
para alguna subsucesién, converge a p.

Para nuestro problema original, en vez de la condicién wi(t) = u;(t — 8;) c.a. en [6y,1] re-
querimos que w{t) = v;{t — a} c.s. en [o,1]. Argumentos similares pueden ser aplicados
si las tres funciones son, en cada iteracidn, traslaciones de cada una, de tal manera que si
definimos
Fi={te[a1] |wilt) # wi(t),a =0 - 61}

donde ) iteoa)

oo L Wi site (0,

wilt) = {v.-(t —a) site€la,l]
entonces existe una sucesion creciente 5 de enteros positivos tal que mF; — 0, { € n, lo cual
implica que {(w:, v, ;) }ieq, la cual pertenece a U(6,,8,), converge a u.
Tales ideas son resumidas en el siguiente resultado:

Teorema 10: Sean 0 < 8, < 8 < 1 retardos no conmensurados y £ = {0,1}. Si
i € M, (6,,0;) es constante entonces u € cf U{8;,6,).
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Este resultado podria hacer pensar que, para el caso no conmensurado, el procedimiento
débil es en efecto propio, o sea,

M., (81,8;) = cl U{#,,6,) si 8,/8; es irracional .

Aunque esta conjetura, como veremos después, fue resuelta en [11], resulta ilustrativo com-
parar primero con cierto detalle los conjuntos M, (8,,8;) y M, (6, 62) asi como sus corres-
pordientes espacios de controles ordinarios.
Claramente

U(dy,02,...,8:) CU(01,8,...,0k)

ya que, como se puede ficilmente verificar,
U'(01,0a,....00) = {(uo,...,ux) € U{T, V) | w;(t) = wima (t—Ai) c.s. en [6,,1) (= 1,...,k)}.

En [11] se prueba, a través del control relajado
blt) = 55(1,0,1) + 36(0,1,0) (¢t € T)

y suponiendo que & = {0,1}, 8; = 3/5 y 6, = 9/10, que existe un eclemento tanto de
M., (6,,82) como de M (8,,8:) el cual pertenece a cl U'(8;,0;) pero no a cl U(#,8,;).
Mads ain, para cierios retardos, el modelo débil para U'(8,,8;) si puede ser propio.

Esta dltima afirmacion pudo probarse llevando a cabo algunas extensiones del ejemplo, al
utilizar en vez del control relajado constarnte anterior, cualquier control g que pertenece a
M. (8,,8,), y suponiendo primeroque §;, > 1/2y 1 —8; < 8, — 8,.

Siguiendo la misma construccién de los conjuntos T; para el ejemplo en {11], pudo mostrarse
que p pertenece a cl U'(6;,8;). En efecto, definiendo los conjuntos T}, (para j=1,...4,

i

y k.I,m € {1,2}) como intervalos disjuntos (en cualquier orden) de T} y cuya longitud es

m(Tiggm) = [ OB X B x R )it

F

se puede encontrar una particion de Tj + 8, TJ-" + 8,y Tj + 8, — 8, tal que las condiciones
de compatibilidad con respecto a U'(#,,8,) se tengan. Es decir, se considerd la posibilidad
de partir T en intervalos que sean traslaciones de cada uno en términos de £8, y +6,.

En el caso en que #; y #; sean conmensurados o no conmensurados, se muestra que cualquier
@ € M.(8,,8;) pertenece a cl U'(8,,6;). Asi, la pregunta acerca de si M| (8,,8;) es una
extension propia de U'{f,,8;), fue resuelta para cualquier 0 < 8, < §; < 1 satisfaciendo
o > -12- y1—8&; < 8; —8,. Tal resultado pudo extenderse de dos maneras.

Primero, se removié la condicién 1 —8; < 82 — 0, al suponerse que 6; > L y 6, < 9, < 1. Se
considerd una divisién del intervalo T = [0, 1] con el conjunto de puntos P = {tg, #),...,1,},
donde 0=to<t) <---<t,=1l,y P=FRUDPR,

Po={0,01}U{ﬂ92—(n—1)81,!‘192—!131 |n=l,...,N}
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P=1-FR={l-p|pe R}

y N=min{ne N |n(f;—8;)>1—8}.
La segunda restriccién que se removié fue que {2 tuviera solo dos puntos, y el resultado pudo
ser extendido a cualquier {) subconjunto compacto de ®™. Procediendo con argumentos
similares a los usados en [6] para el caso conmensurado, esto es, partiendo I en conjuntos
R (k=1,...,k(1)} de didmetro a lo mas 1, los cuales son diferencias de conjuntos abiertos,
de manera que
i) _ )
0= |J H xR xR,
k1 m =1
definimos Ti(j = 1,...j(i}) como antes, elegimos para cada k € {1,...,k(i)} un punto
ri € R}, y definimos
5)
(uilt), (), wilt)): = (ko rh ) YE € U Ty (Ruym € {1, R(E)D)

j=1

donde {T}; ;. }esm €9 una particién de T, que satisface
m(T;'-.k,I.m) = a:;'.k,l.m:= j;,. nu(t)(R‘k X R; x R.m)dt (k,l,m € {19 e ’k(l)})
E

Una prueba similar al teorema 9 muestra que (u;, v;, ;) = g, i = co.
Si ahora se construyen los conjuntos T}, , . de tal manera que las condiciones de compati-
bilidad con respecto a 8, y ¢; se satlsfa,ga.n se sigue que (u;, v;, w;) pertenece a U'(8;,8;).

Para el caso 8; < j, se muestra en [11] que, suponiendo que §; = g¢f; para alguna g €
{2,3,...,}, el control relajado

u(t) = %6(0, 0,1) + %5(1, L,0)(teT).

es tal que no existe una sucesion {(u;, v;,w;)} en U(T, %)} que satisfaga las condiciones de
compatibilidad

vi(t) = ui(t — #) cs. en [0, 1]
wit) = u;(t = 82) c.s. en [y, 1},

y tal que (ui,v;,w;} =+ p, 1 = co.
En resumen, de los resultados anteriores tenemos:

Teorema 11: Sean 0 <6 <6, <1y CR™compacto. Si ¢ > ] entonces M_,(8,,8;) = cl
U'(8,,6;). 516, < % 3y #, y 8, son conmensurados entonces cl U'(8,,8;) puede estar estricta-
mente contenida en M.(6,8;).
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El caso no constante.

Al estudiar controles relajados en M, (8;,8:), se pudieron obtener algunos resultados, como
los enunciados en el teorema anterior. La pregunta ahora es: ;Podemos decir algo similar
para nuestro problema, es decir, en términos de M, (6,,60z) y U{(6,,82)?

Ya sabemos que incluso si §, > %, en el caso de retardos conmensurados, los conjuntos
M, (9,,62) y cl U(8,,8,) pueden no coincidir. Pero, ;podemos encontrar al menos dos re-
tardos no conmensurados 0 < #; < 8; < 1 para los cuales M, (8;,8:) y la cetradura débil
estrella de U{#,,8;) coincidan?

Con el fin de contestar tales preguntas, consideremos el case en que u € M,{0;,0;) sea no
constante, con 0 < #; < f; < 1 no conmensurados, recordando que g puede expresarse como

2#(8) = ex(£)6(0,0,0) + e2(t)8(0, 0,1} + ¢5(£)8(0, 1,0} + ea(t)5(0, 1, 1)
+es(£)8(1,0,0) + c6(£)8(1,0,1) + er(£)8(1,1,0) + ca(2)8(1,1,1) (£ € T).

En [11] se'estudié el comportamiento de dos controles relajados particulares:
(1) p(t) = e(t)(0,0,0) + cg(t)d{1,1,1) (¢t € T) donde ¢;(t) + cg(t) = 1.

(2) p(t) = es()8(0,1,0) + caft)6(0,1,1) + es(£)5(1,0,0) + cs(8)8(2,0,1) (¢ € T} donde
ca(t) + ca(t) + cs(t) + co(t) = 1.

En ambos controles, se intentd usar las ideas del caso constante, es decir, definir conjuntos
T} de tal manera que la relacion v;(2) = ui(? — 8;) se satisfaga c.s. en [6),1], y w; sea una
traslacién de v;, pero como se muestra tal construccién no es posible.

Sin embargo, en [11] se prueba que, dados dos nimeros a,b € (0,1) con e +b < 1y %
irracional, y una funcién medible f:[0,1] & R que satisface

f(z) = f(z ~a) cs. en [a,1} y f(z) = f(z — b) c5. en [b, 1],

entonces necesariamente f es constante c.s. en {0, 1].
Si usamos este resuitado y suponemos que, para el control (1), u € M.(8,,6,), tenemos que,
comoy +a=60; <1y %L es irracional, entonces ¢, y cg son constantes c.s. en 7.
Por lo tanto, aplicando ahora la técnica usada en el caso constante, podemos concluir que y
pertenece a cl U/(6,,8:). De lo cual se sigue que, si 8,/8; es irracional y p € M(T, Q%) estd
dade por

B(t) = <1(1)5(0,0,0) + a(t)5(1,1,1) (¢ € T),

entonces g € M, (01,82) € c; ¥ ca son constantes c.s. en T & p € ol U(8y,6,).

Este resultado es valido para estos coeficientes especificos. En general, i podria no ser con-
stante y, de hecho, la técnica usada en el caso constante puede no ser aplicada. Esto mostré
la necesidad de buscar otras ideas en el caso de controles no constantes.

La “técnica de subsucesiones”, aplicada al caso constante, tiene su origen al considerar el
caso ¢; = cg = 1/2, y pensar en el hecho de que, si {(us, vi,t)} C U(8,,8;) converge a g,
entonces tal sucesi6n no puede tener solamente los valores (0,0,0) ¥ (1,1,1}. Esto se obtuve
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con base en el siguiente resultado, cuya demostracién se encuentra en {1].

Teorema 12: Sean Q! = {0,1}, T = [0,1], 4,b € (0,1) con a/b irracional, y supéngase
que {(u,vi,w;)} es una sucesién de funciones medibles de R a ° tal que, restringida a T,
converge a

(t) = 56(0,0,0) + 38(1,1,1) (¢ € T),

y las condiciones v;(f) = ui(t — a) y wi(t) = w{t — b) se tienen para toda t € R. §i
Ai = (uivnw)  ({1,1,1}) ¥y By = (wi, v, w)"*({0,0,0}), entonces no puede tenerse que
AiUB; = R para toda i € N.

Ahora, para el caso no constante, esta técnica puede no ser aplicable. Un ejemplo es el
control descrito en (2). Terminaremos esta seccién resumiendo brevemente la dificultad
principal que presenta el relajamiento débil al tratar de aproximar un control débilmente
relajado a través de controles ordinarios.

Andlogamente al caso de M, (6;,8,) descrito, construyamos un conjunte P, el cual divide al
intervalo T = {0,1]. Si a,b € (0,1), sea Py = {0} y definamos recursivamente

Pipn=PU{ptaptt|pe FR}nN[01), i€ Nu{0}.
Si P; tiene j(i) elementos, sea

b= min(P; = {th,..., 1)) (G = 1.0 3,

y nétese que 1§ = 0y ¢!, = maz{P;}. Definamos £}, ., = 1, con lo cual tenemos la particidn

Ti = [t ti4) (G = L,....3(0).

Para cada { € N, {T}} es una familia de intervalos disjuntos por pares cuya unién es T. Se
afirma que, si a + b < 1 y a/b es irracional, entonces m(T;) —+0,i— o0,

Esto es consecuencia del siguiente resultado demostrado en [11].

Proposicién 7: Sean a,b € {0,1) con a 4+ 5 < 1y } irracional. Entonces

es denso en [0, 1).

Esta proposicién se puede aplicar a la particidn {TJ‘} haciendo a = a y 8, = b, ya que
a+d=6<ly ﬁ es irracional.

Contrario a las particiones previas de T (por ejemplo intervalos sucesivos de longitud 8, /i)
esta nueva particién (al menos para clertos controles), permite tener las condiciones de
compatibilidad con respecto a ambos o y # en [e,1] ¥ [f1,1] respectivamente, excepto
posiblemente en intervalos cuya longitud tiende a cero, cuando f tiende a infinito.

Para construir los conjuntos {T},, .}, recordemos antes que tenemos dadas funciones me-
diblesc; T =T (i=1,....8)tal que =%, i(t)=1cs. en Ty
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c(t) +ea(t) +es(t) teglt) =e{t— )+t — 1)+ ca(t — 1)+ et —0;) 5. en [, 1],
ci(t) + ca(t) + es(t) + e2(t) = a1t — @) + ot — @) + c5{t — @) + cs(t ~ a) c.s. en [a, 1],

¥ queremos ver sj estas condiciones nos permiten definir {77 him)> UNa particién de T‘ de
tal manera que haciendo ry:= 0 y rq: = 1, entonces

vi(t) = wi(t — ;) ¢.5. en [B;, 1] ¥ wift) = vi(t — o) c.5. en [, 1]

i i
donde m(Tj.k,l,m) = Ok tme

0’},1.1,1 = far:; alt), ; 1,22 = f'r- aft)
0‘:‘.1,2,1 = fr; es(t), °-'J,1 22 = fT' cs(t)
C’j‘,z.l,l = fT;’ es(t), 1.2 125 f:r" cs{t)
jS.z.:.l = fT; cr(t), 03‘2‘2,2 = f:r‘; cs(t)

(i)
(ui(t)!vl'(th!( )) (Tk,rl,rm), Vt e U kf,m (k![}m E {1,2}) (ll.l)

i=1

La idea de la construccion es la siguiente. Primero se observa que si T} es tal que

T;+a=T,yT;+0: =T, para algunos enteros p y ¢ (iri)
entonces las condiciones en ¢y, ...,cg implican que
i — i i _ i
Do ®kim = 2 Gkt ¥ D Catin = D ke
km k,m im im

Para i € N, elegimos conjuntos medibles disjuntos 7%, , que satisfagan las condiciones
requeridas (en este caso ejemplificaremos la construccidn para j = 1)

m(Thesm) =2aim ¥ U Thatm =T {ii.iii)
kJdm

Supongamos que (ii.ii) se tiene para j = 1. Definamos

Al,l: = U Tl‘.,k.f‘m y B, £ = A+ a.

km

Entonces

m(Bp.l) =m(A) = Zai,k.l,m = Ea;,k,m,l

k. ke
y podemos partir B,; en subconjuntos {7} s }e.m tal que
m(T;:..k\m.f) = a;,k‘m,f‘
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Ademas, . ‘
UBu=U(A+a)=Ti+ta=T
I 1

y asi 1as condiciones de (ii.iii) se tienen para 7 = p. Ahora, sea t € T‘ porlocualt € B,; =
U T} 4 para alguna [. Comot —a € Ay = U Ti 4 1.m POT (111) tenemos w;(t) = r; =
km

vt — a).

Para el caso de 8, se procede de manera similar. Definiendo

Cip= UT;,k.f.m Y Dq_k: = Cl';, + 0,

im

entonces

m(Dqx) = m(Cri) 2 ol im =0 a;.l,k,m
I,m
y podemos partir Dq s en subconjuntos {T};, . }im tal que

m(T;.f.k.m) = OglLkm

Ademas, _
UDes =UJ(Cra+0) =T} + 6, =T,
% ¥

y asi las condiciones de (ii.iii) se tienen para j = ¢. Ahbora, sea t € T;, por lo cual
te Dy, = IU T, 14m para alguna k. Como ¢t — 8, € C4 = ‘U T} p1m por (ii.i) tenemos
m ,m

vilt) = 7 = ui(t - 8,).

En el primer paso de la construccién de T}, ., se consideraron aquellos intervalos cuyos
puntos iniciales pertenecen a ¢ = {@, 8 }. En el segundo paso se consideran elementos de
Q2= {pxto,ptt|pe€{ad}}n([0,1)-{0})y asi sucesivamente.

Como P, = U @, de esta manera cubrimos todo el intervalo
n=l

HO)
0, J() U T'

Comeo P es denso en [0, 1), tenemos ¢ iy — 1 cuando i —+ co.

Basados en la manera de elegir T}, ; ., ¥ suponiendo (ii.ii) para j = 1, se pudieron definir
Titim ¥ Tixim en los intervalos T' Ti+ay T} = T{ + 6, respectivamente, de tal manera
que vi(t) =wi{t—6) (teT))y w.( )=vilt—e) (t€T}).

De manera similar, basados en la manera en que T;"k',‘m ¥ T} ;1. fueron definidos, determi-
namos en ¢l segundo paso la correspondiente particién de T' para aquellas j € {1,...,7(1)}
tal que t € Q.

Se observa. que, por definicién, si t‘ € {2 entonces t' +ace@ o t‘ + 8 € Q.
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Para aquellos puntos iguales a a, T;"k‘,'m estd determinado por T} 4 ; ,, ¥, para aquellos iguales
a 8, la definicién de T}, estd basada en T}, ;.-

Como tratamos con dos retardos, una dificultad aparece en esta construccidn:

:Qué pasa con un punto & € Q si, digamos, ambos t} — a y t; — ) pertenecen a Q,?

Al considerar, por ejemplo, el punto t;- = a+8 = 0; € @y, procedamos come antes

suponiendo que T; 4 « = T} para alguna r.

Definiendo Ag:= U T} 4 1m ¥ Beyi= Ay1+a, los argumentos anteriores implican que w,{t} =
km v

rn=uvit—a),siteT. . )
Ahora, también se tiene T} + 8i(= T{ + a + &) = T; + « = T;. Definiendo Cpy:

U T gim ¥ Drii= Cpp + 61, nuevamente usando las ideas anteriores tendremos w;(t)
o

u;(t — 6;) con t € T, en caso de que las particiones de T} coincidan.

Pero, ;las condiciones en ¢, ..., cs son suficientes para que estas dos particiones coincidan?
Las ideas anteriores fueron aplicadas a varios problemas en [11]. En particular las aplicare-
mos al siguiente problema, a partir del cual finalmente resolvemos la conjetura de Warga.
Con esto se descarta que el espacio de controles débilmente relajados pueda ser una extensién
propia en el caso no conmensurado.

It

Sean , .
cr=a)={3 4iEh% )= e = {

Claramente c;(t) + cs(t) + es(i) + er(t) =1Vie Ty

¢ site {0,62)
% sit € [82, 1].

Cg(f) + Cs(t) = Cg(t - 91) + C4(t - 91) Yie [61, 1]
cs(t) + cr{t) = ex{t — @) + cs(t — @) ¥t € [a,1].
Asi el control relajado
#(t) = c2(t)8(0,0,1) + ca(8)8(0,1,1) + e5(t)5(1,0,0) + c2(1)é(1,1,0) {(t € T)

es un control débilmente relajado.

y siguiendo la construccidén descrita antes, tenemos

i — i i _ i
Tp.z.m = Tg,z,l,l +a, Tq,'z,l,l = Tl_.l.z.z + 6,

" — 1 1] —_ t
a2z =Ti22+ o Ti22=Ti21: + 61,

v(®) =ui(t— &) (t e T; =T} +0)
wit) =v{t—a) t €Ty =T+ a).

Para tener la relacién v;(t) = u,{t — &) en T! = T} + 8 se requiere
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Tr‘.l.l,‘z = T;.l.z.z +0 = T;.I,Z.Z + 8,
Tr',z,z,l = T£,2,1,1 +6 = Tf.z.l.l +8s,

y para la relacion w,(t) = vi{f — o) en TY = T} + #, se requiere

T,:,l,l,z = T:,1,2,2 +a= T}i,‘l,l,l + 8,
Taan = Tq',2,l,l ta=T1],,,+t.

Aunque es posible encontrar una particién de T}, T} + o, T{ + 6, y T} + 85, que satisfaga
v =u (-8 (teTI+0UT +68;)) y wilt) = vt —a) (t € T} + 2),
se tiene que wy(f) # vi(t — a) (Vt eTi +'92).
Y al invertir la particién de T} + 8; = T} se tiene
T:.?.Z,l = [tf—, £+ ﬂf—,z.z.:) ¥ T:-i.l.lﬂ = It.'- + “f—,z.z.lv t:+| ),
de manera gue
v(t)=u(t-0)(eTi+0)ywl)=v{t —a) € Ti+aU T} +8,),

pero v,(t) # ui(t — 6,) (V¢ € Ty +65).
Asi, basados en este iltimo ejemplo, podemos enunciar el siguiente resultado cuya de-
mostracién formal puede verse en [11].

Teorema 13: Para cualquier § < 6 < 83 < 1 existe p € M,(6,,0;) tal que u ¢ cf
U7(6,,6;).

2.7 Un nuevo modelo de relajamiento para problemas
con retardos en los controles.

En [11], Rosenblueth propone un nuevo modelo de relajamiento el cual citamos ahora.
Sea {) un espacio métrico compacto y, para cualquier 0 < 8; < #; < 1, definamos

Myc(81,8;) = {u € M,(8,,6;)] para alguna 0 € M{T", (1%},
Porp(t) = Piaolt) c.s. en [0, 1],
Pyap(t) = Ppo(t — a) c.s. en [a, 1],
Plgﬂ.(t) = Pmo'(t - 0;) C.5. en [63,1]}

donde a = 8, — 8,. Si %;-:sconp,qu,sean0=%l=9:,y

Mc(61,8) = {1 € M(T, %) | para alguna o € My(8), u(t) = Popaa(t) c.s. en [0,1]}
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donde M (68) = M,(6,29,...,48).
Definamos .
] Muo(8y,8;) si & es irracional
Mp(61,8:) = {MC(BI,HQ) en otro caso.

Las letras C, NC, P tienen el significado de conmensurado, no conmensurado y propio res-
pectivamente.

Teorema 14: Para cualquier 0 < 8, < 8; < 1, |l U(8y,8;) = Mp(8,,6;).

Ahora daremos las ideas principales para probar este resultado.
Observemos primere que un elemento 4 € M, (#,,8;} pertenece a2 Myc(8;,82) si y sélo si
existe o € M{T,(1%) tal que

jo' dt [ plt,ro,r)u(t)(dr) = [01 dt [ p(t, 1, ra)o(t)(dr),

[a Lt [ olt, ro, r)p(t)(dr) = fu Lt f (2, ro,ra)o(t — a)(dr),

[‘:dtj(p(t,rl,rg)p(t)(dr) = .[':dtf(p(tar(h rl)a(t_ 92)(dl")

Vo € LYT,C(0?)), donde r = {rq,r1,ma).

Utilizando argumentos similares a los que utiliza Warga en [14] para probar que M,,(4,.0;)
es compacto, no es dificil ver, a través de esta caracterizacién, que también Myc(8),8;) lo
es

Proposicién 8: Supongamos que u € M(T,§?) es tal que, para alguna o € 013,
P()”J(t) = P,ga(t) €.5. en [O, l],
Pozpe(t) = Pmol{i —a) csenfo,l],
Plgp(t) = Pgld(i - 82) c.5 en {02, 1]

Entonces 82 <1 —a = pu € M,(01,02) v, 81 1 — o < 0y, son equivalentes
l) TS Mw(f?.,ﬁg).

2) Pip(t) = Pop(t — &) cs. en [1 — 0, 8;].

3) Piu(t) = Pio(t — 8} c.s. en |1 — e, 8.

Proposicidn 8: Para cualquier 0 < & < 8, < 1, U(61,8;) C Mnc (61, 82).

Proposicién 10: Si p < g son enteros positivos ¥ 0 < § < i, entonces cl U(pd,q0) =
AIC(W: qe)‘

El resultado crucial para probar el Teorema 14 es el siguiente.
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Proposicién 11: Sean 0 < 6) < 8; < 1, o= 8; — 6, p € M(T,N°), y supongamos
que T} es un intervalo en [0,1} tal que

Tp:= Tl + o, Tqiz T] +01, T,.:=T1 +9;
son disjuntos y pertenecen a [0,1). Haciendo Ry:= {0}, Ro:= {1}, ri: =0, raz=1,

Cuami= [ w(t)(Ra x Rix Rm)dt (kLm € {1,2}, j € {L,pq,7])

y supongamos que existe ¢ € M(T1, %) tal que, c.s. en T,

Pna(t) = Pmp(t) (ii.iV)
Fozo(t) = Pop(t + a) (ii.v)
Foro(t) = Pap(t +63). (ii.vi)
Entonces existen conjuntos medibles disjuntos {Tjx1m} para j = 1,p,r tal que
m(Tieim) = Ciptm ¥ | Tikim =T; (ii.vii)
klm
¥, si definimos
(u(t), v(t), w(t)) = (re.ri,rm), VtE U Tiktm (k,1,m e {1,2}) (ii.viii)
J=hps
entonces
vity=u(t— &), w(t)=uvt-) teT)yuwt)=v(t~0a) (teT,). (ii.ix)
Si ademas
Pio(t)=Pp(t+6,)cs. en Ty (ii.x)

entonces existen conjuntos medibles disjuntos {74 :m} que satisfacen (ii.vil) para j =qy
tales que, si definimos (u, v, w) como en (ii.viii) para j = g, entonces

v(t)=u(t—8), e, UT)yw(t)=v(t—a) t e T,UT,). (ii.xi)

Nota 1: Si suponemos que, en el enunciado de la praposicion il: a) Tenemos dados de
antemano conjuntos medibles disjuntos {T;4~} para j = 1, tales que (ii.vii) se tiene para
j = 1, entonces existen conjuntos medibles digjuntes {T;t1m} para j = p,r, tales que (ii.vii)
se tiene para j = p,r ¥, definiendo (u, v, w) como en (ii.viii) para j = p, r, (iLix) se satisface.
b) Similarmente, si tenemos dados de antemano conjuntos medibles disjuntos {7, 4m} para
j = p, tales que (ii.vii) se tiene para j = p, entonces existen conjuntos medibles disjuntos
{T;k1m} para j = 1,r, tales que (ii.vii) se tiene para j = 1,r y, definiendo (u, v, w) como en
{(ii.viil) para j = 1,r, {ii.ix) se satisface.
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c) Y de igual forma, si tenemos dados de antemano conjuntos medibles disjuntos {7} ;m}
para j = r, tales que (ii.vii) se tiene para j = r, entonces existen conjuntos medibles dis-
juntos {T;em} para j = 1,p, tales que (ii.vii) se tiene para j = 1,p y, definiendo (u,v, w)
como en (ii.viii) para j = 1,p, (ii.ix) se satisface.

Se observa finalmente que, en los tres casos anteriores, si {ii.x) se tiene, entonces existen con-
juntos medibles disjuntos {T}.m} que satisfacen (ii.vii) para j = q y tales que, si definimos
(u, v, w) como en (ii.viil) para j = g, entonces (ii.xi) se satisface.

Mis aiin, si se supone que en los casos a) y ¢) tenemos dados de antemano conjuntos medibles
disjuntos {T; k1 } para j = g tales que (ii.vii) se tiene para j = gy, definiendo (v, v, w) come
en (ii.viii) para j = 1, ¢ (respectivamente, para j = ¢, r), entonces v(¢) = u{t—4,) parat € T,
(respectivamente, para w(t) = v(t —a) para t € T.). Y en este caso también puede probarse
la existencia de {Tjxim} para j = p,r {respectivamente, para j = 1,p) tales que, {ii.xi) es
satisfecha.

Ahora veamos la idea de la demostracidn en el caso no conmensurado:

Sean 0 < 6, < 8; < 1 con &1/8, irracional. Debemos mostrar que cualquier elemento
de Myc(0,,6;) pertenece a cl U{#,,6,).
Sean P, = {0}, y definamos recursivamente

Piii=PRU{ptaptb |pe A}n[0,1)(ie Nu{0})

donde a = 8, — 8.
Si P; tiene j(i) elementos hacemos

th=min(P; — {t,..., 1), 5= 1,...,5(3).

Sea t_';-(‘-)H =] y definamos

'I_';i:= [t;vt;HL (3=1,...,3()).

Paracadai € N, {T}} es una familia de intervalos disjuntos cuya unién es T. Como a4, =
02 < 1 y a/6, es irracional, la proposicién 7 implica que P: = UZ, P, es denso en [0,1) y asi
m(T}) = 0, cuando i — co.
Como hemos mencionado antes, esta particién permite obtener las condiciones de compati-
bilidad con respecto a o y 6, en a,1] y {8y, 1] respectivamente, excepto posiblemente en in-
tervalos cuya longitud tiende a cero al hacer tender ¢ a infinito.
Ahora, sea p € Mnc(61,8;). Dado ¢ € N, supongamos que

i Tito, Ti=Ti+0 y T~ T} +0
para alguna p,q,r E Nyj=1.
Por la proposicién 11 existen particiones {T},, .}k im de T} para j = 1,p,q,r tales que

MTjppm) = fT.Ju(t)(R:= % R x Rt (k,{,m e {1,2}),

)
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y, definiendo

(w(t),vil), wi()): = {resrisrm), VEE | Thppms (Rlm € {1,2}) (i1.xi1)

J=lpq.r

entonces
() =uwlt—0) (€ T,UT) y wi(t) = vt —a) (te TUT).

Para toda otra j € {1,2,...,7{:)}, aplicamos el correspondiente caso descrito en la Nota 1,
para construir particiones {T;,k.,‘m}k;.,, de T‘ de tal manera que, si definimos (uy,v;, w,}
como en (iixii) para j € {1,2,...,5(1)} entonces para todos aquellos intervalos T} C

[, £ Si)) tales que T{ — a es dela forma Ti tendremos wi(t) = vt — o) y, 51m11armente
vi(£) = u;(t — 8,) en aquellos intervalos T} C [6y, ,(')) tales que TJ' —~ 8, es de la forma T}.
Como el conjunto de puntos donde esto no ocurre tiende a cero, la sucesién {(w,(£), &(t), ©,(1))} C
U(8,,92) donde

. ve(t) st te(0,6] . {w,-(t) si t€[0a]
(1) = . i{t) = . i
(1) {u.'(t —8) si telfy,1], ilt) v{t—a) sit€lal],
converge a ji.
El resultado anterior puede ser generalizado a un espacio métrico compacto arbitrario .
Primero partimos et conjunto § en conjuntos no vacios Ry (k = 1,...,k(i)) de didmetro a
lo mas 1/i, los cuales son diferencias de conjuntos abiertos de manera que

k(i) o
U R.x R} xR,

kdm=1

Como antes {T}} (f = 1,...,j(i)) es cualquier particién de T de conjuntos de Borel disjuntos
y no vacios de didmetro a lo mds 1/3.
Dado g € M{T, %), elegimos para cada k € {1,2,...,k(i)} un punto r{ € R}, y hacemos

1(3)
(u,—(t),v.-(t),w,-(t)) (rkarh m Vt € U Sk lm

i=1

donde {7}, | m}im €s una particion de T} tal que
(T ) = @ _f WRy x Ry x R )dt (k,Lm € {1,2,...,k(i)})-

Una prueba similar a la que se da para el teorema 9, muestra que (u;, v;,w;) = g, § - 00.
Supongamos ahora que g € Myc(81,8:) con 6,/8; irracional. Al elegir una familia de
conjuntos {T;} como en el teorema 14, esencialmente los mismos argumentos usados antes,
reemplazando el conjunto {1,2} por {1,2,..., (i)}, muestran que y puede ser aproximado
por elementos de U(6,,8;).
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CAPITULO 3

Aplicaciéon de la teoria de
relajamiento

Existe un gran nimero de problemas de control éptimo del tipo tratado en los cuales no
se tiene la condicion de convexidad que se mencioné en la seccién 1.1, Las técnicas de
relajamiento para problemas con retardos o sin retardos que se explicaron anteriormente
pueden ayudar a estudiar tales problemas.

3.1 Un problema en economia.

Describiremos ahora un modele de crecimiento econémico propuesto en {3], el cual es conocido
como el “Modelo de Ramsay”.

Consideremos una economia en la cual un bien es producido con la ayuda de un capital A (t)
y en la cual la ganacia total Y'() es parcialmente consumida y parcialmente invertida.

Si C(t) denota el consumo total e /{t) la inversién, la relacién basica entre estos estd dada
por

Y(t) = C4)+ 1(2), K(1) = I(t)

supontendo que no hay ningin deterioro o depreciacién del capital. Se supone que la pro-
duccién Y(t) es una funcién conocida del capital, digamos

Y(t) = $(K(1)).
Ademas, una funcién de utilidad U es conocida, la cual mide el bienestar instantineo de

la economia bajo la presencia de C'(t), y supongamos que, con cualquier tipo de plancacién
buscamos maximizar la utilidad global

J= j‘: U(C(t))dt
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en un intervalo de tiempo [tg, ¢,] finito. Es decir, tenemos el problema concerniente al maxime
de

J= j U (K() - K())dt.

Quiza, pareceria mas razonable suponer que la produccién total puede depender no solo del
capital en un tiempo presente, sino de un periodo de tiempo anterior 8, por lo cual nuestro
problema consiste en maximizar

s = [ vk - 0) - K@)

sujeto a K(0) = M en el periodo de tiempo [t; — #,1,], donde M es una constante positiva.
Ahora, consideremos un caso particular del modelo descrito.
Sean T = (0,1], 8 = 1/4, y definamos

Y(K(t—1/9)) = K(OK(t—1/4) y U(B(K(t - 8)) — K()) = B{K (K (t - 6) - 1(2)"}

donde, B es una constante positiva, con lo cual consideramos el problema de maximizar
J =3 B{K(t)K(t = 1/4) ~ I(t)*}dt sujeto a

1(t) = [ M{K(r)}dr con t € [0,1]

K{f) e [-1,1] cs. en [-1/4,1],

donde M es una constante positiva que afecta a la inversién de capital.

Tal problema es equivalente al de minimizar

J = f3 B{I(t)* — K(t}K(t — 1/4)}df sujeto a

I(t) = fy M{K(7)}dr con t € [0,1]

K(t)e[-1,1] cs. en [-1/4,1].

Cemo K(t) € {~1,1], entonces J > —f, y mds ain, esta cota puede ser aproximada

definiendo [y, 2552
) _ 1 siteg qn) &
Kty = {_1 sit g [ Rer)

donde k =0,...,.n—=1.
Al reemplazar K(t) por K,(t), tenemos

H
L) = j; MK, (r)dr < M(8n)~' y por lo tanto I,(t)* < M*(8n)2%.
Considerando lo anterior, y sustituyendo K,.{¢) en J, tenemos

J = [)1 ,G{Irra(l‘-)2 — kn(t)k,‘(t — 1/4)}dt S ﬁM_g(Sn)_z _ ﬁ

y por lo tanto

-B<J S BMH8n)? - B
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Asi, min{J} = — 7 haciendo tender n a infinito.
St utilizamos las ideas de la técnica cldsica de relajamiento para problemas sin retardos en
los controles, podemos observar a la sucesién K,(t) como convergente al control relajado

v(t) = %6(1) + %6(—1) cs. en [1/4,1].

Aunque e} uso de este control podria reemplazar K (1)K (r — 1/4) c.s. en [0, 1] por

/r.rgv(‘r)(drl) x v{r — 1/4){dry) = frlu('r)(drl)[ rov(t — 1f4)(drs) = 0

y producir para J el valor de 0 en vez del esperado de —f.

Este ejemplo muestra que, en problemas de este tipo, no es suficiente con restringir por si
misma la version relajada de la funcion K{t).

Podemos proceder 2 una reformulacién del problema en la cual

K:[-1f4,1] = [-1,1] sea reemplazada por (Ko, K;): [—1/4,1] = [-1,1]*

y ahora, consideremos el problema de minimizar
J = fy B{I(1)* — Ko(t) K1 (t)}di sujeto a

I(t) = Js M{Ko{r)}dr con t € [0,1]

(Kolt), Ka{t)) € [-1,1] c.5. en {~1/4,1],

y sujeto a la restriccién adicional
Ki(t) = Ko(t — 1/4) cs. en [(,1].

Entonces, un control éptimo relajade estd dado por la funcién o, donde o(t) es una medida
de probabilidad en [—1,1]%, definida por

a(t) = =8(1,1) + %6(—1, -1} c.s. en [1/4,1],

1
2

y este control relajado produce el valor de —5 para la funcidén de costo J.
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