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Capitulo 1

Introducciéon

En anos recientes. la fisica y 1a tecnologia de los pulsos ultracortos’ han experimen-
tado grandes avances. En la actualidad, es usual trabajar con pulsos opticos de 10
fs en los laboratorios de investigacion, incluso se tienen reportes de la produceidn de
pulsos épticos de 6 {5, algo que esta muy cerea del [imite fundamental en la region
visible del espectro elecsromagnético [1]. 2] ¥ [3].

El exito alcanzado en la generacion de pulsos extremadamente cortos ha cou-
ducido al desarrollo de técnicas ¥ dispositivos nuevos para detectar v medir a estos
pulsos: los transistores de efecto de campo heteroestructurales han demostrado al-
canzar velocidades de conmutacion de 6 ps [4]. Sin embargo. para medir los pulsos
de femtosegundos. hasta ¢l momento, sdlo se dispone de téenicas indirectas. E] de-
sarrollo de las téenicas para caracterizar a los pulsos ultracortos ha sido un drea de

“investigacion muy activa desde su aparicion.

1.1 Fuentes de pulsos ultracortos épticos

Con el descubrittento de) amarre de modos, es decir que la fase relativa de los
modos longitndinales de oscilacion dentro de la cavidad laser permanece fija. v en
particular ¢l amarre de modos pasivo con absorbedores saturables en la década de
los 60. fue posibie la produceién de pulsos con duracién de | nanosegnndo {1 ns
= 107%) con un laser de 1ubi de “pulso gigante” de 50 MW {53]. Un ano miés tarde,
se consiguiv ia produccidn de pulsus en el mtervalo de Jos subpirosegundos con un
laser de Nd:vidrio también con amarre de modos pasivo [6] v [7]. Debido al gran
ancho de banda intrinseco de los pulsos uliracortos, los laseres de colorante (dye)
fueron la herramienta principal para estudiar los procesos fisicos que intervienen en

' Por pulsos ultracortos se entiende aquellos pulsos con ancho tempaoral del orden de provsequndos
(10=) i de jemtoscgundos (10~ %),
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la formacién de los pulsos ultvacortos prues estos laseres tienen anchos de handa gue
abarcan del cercano ultravioleia al visible v cercano infrarrojo. Por ejemplo. el laser
que de rodamina 6G es sintonizable desde 560 hasta 635 nm, y por esta razon. al
menos en principio, puede generar pulsos de hasta 16 {s; no obstante. con fos laseres
de colorante se alcanzd puisos de 30 fs [8).

El advenimiento de los laseres de estado solido. tales como el de zakive dupado con
titanio (T1:Al205 o Ti:Zaf) v las téenicas de amarre de modos con antomodulacion
de fase (v. gr. amarre de modos con lente Kerr-IWLM) permitieron la generacion de
pulsos de alpunos cnantos femtosegundos en forma confiable, estable v reproducible
[9], ademds, estos Jaseres son sintonizables desde el visible {T19 nm) hasta e} infrar-
rojo (920 am), alcanzan energia pico del orden de los 13 nd, ¥ son capaces de emitir
trenes continios de pulsos de 76 MHz de repeticidn.

Estos avances han revivido el interés en los procesos Opticos no lineales, Otro
acontecimiento muy importante ha sido la aparicion de cristales no hneales sintéticos
de alto wnbral de dao. Estos descubrimientos bhan disparado ¢l desarrollo de ge-
neradores y osciladores paramétricos opticos muy eficienies, asi como de generadaores
de armonicos. extendiendo ¢l intervalo hacia el infrarrojo v al ultravioleta. doude
ann no existen Mentes de radiacion coherente. Por 1ilthno, pere ne por eso menos
importante, el advenimiento de amplificadores de estado 80lido o de eximero con
alta potencia pico a escala de laboratovio ha abierto la puerta hacia la generacion
eficiente de radiacion de longitud de onda corta [9)-[2].

1.2 Aplicaciones de los pulsos ultracortos

Los pulsos ultracortos han heneliciado en forma muy importante a otras areas de la
ciencia v de la teenologia. A continuacion se deseriben algnines de ellos.

En tafisica del estado sdlido es mnvaimportatte conorer de noa forma mis directa
lus procesos qie acurren en los semiconductores. Uin ejemplo de ello es el esindio
de la vida media de los fonones Gpiicos en los eristales. Con Tos pulses nltracortos
es posible observar directamenie los tiempos de relajacion extremadamente cortos
v distinguir entre fonones coherentes v fonones incoherentes.

Otro cjempio de la importancia de los pulsos uliracortos ko muestran sns
propiedades de coherencia. que ban sido de eran ntilidad para el estudio de procesos
dindmicos eu los dominios del tiempo ¥ de la brecnencia tales comoe las Lransiciones
de tipo Raman y las transiciones dipolares eléctricas.

En el disetio de dispositives electronicos y sistemnas de medicion mas rapidos,
los pulsos witracortos han permitido generar y medir transitorios electrdnicos entre
microundas v el infrarrojo lejano. Con hase en pulsos de snbpicosegundos se han de-
sarrolladoe téenicas uo invasivas gue permiten analizar fotodetectores v transistores
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de alta velocidad y cirenitos integrados.

Varias téenicas de excitacién y sondeo han sido desarrolladas para estudiar
los procesos moleculares que orurren con mucha rapidez y que basta abora, eran
desconocidos.  Como efemplo de este tipo de fenomenos se puede mencionar la
transferencia de energia vibracional intramolecular e intermolecular que ocurre en
meléculas poliatdmicas de los liguides. En las moléculas mas grandes. la redis-
tribueidn intramolecular vibracional oenrre en un tiempo aproximado de 1 ps.

Los pulsos épticos ultracortos son una herramientia ideal como monitor de una
secueticia de procesos quimices. Investigaciones recientes de espectroscopia de pi-
cusegnudos con pulsos infrarrojos han mostrado en forma directa la rapidez del
moviniento ¥ la localizacion de protones en fase condensada.

Es sorprendente saber que los procesos hiologicos primarivs son excesivamente
rapidos. en algunos casos por debajo de 1 ps. Por ejemiplo, el primer evento en e
transporte de oxigeno por la hemoglobina. la disociacion de los enlaces 0p o OO,
ocurre en aproximadamente en 351 [s [3].

Finalmente, los pulses ultracortos son fundamentales para el estudio de los efec-
tos nolineales en las fibras opsicas. lo eual tracra grandes heneficios para las comnni-
cariones en el futuro [10]; gracias su ancho de handa. estos pulses preden transportar
una gran cantidad de informacion,

1.3 Técnicas de Mediciéon de los Pulsos Ultracor-
tos

La ronstruceion de fuentes de pulsos ultracortos mas controlados requiere de un
mejor conocimiemo de los procesus que participan en la formacion de estos pulsos.
Asi mismo, la interpretacion correcta de los resultados obtenidos en las téenieas
hasadas en pidsos nltracortos, Para esto se necesita determinar con la mavor pre-
cision posible la iniensidad v ia fase de los pulsos altracortos como finciones del
tiempo [t1]-[12]. Abora, existen instrumentos elecironicos para registrar en tiempo
real Ja intensidad y fase de tales pulses en el intervaio de alpunos cientos de pi-
cosegiindos.  La resolucion de los fotodindos mas rapidos es del orden cde 100 ps:
v la cdmara rapida (streal:) puede caracterizar pulsos con ancho temporal de 1 ps
o mayor, sin embargo, en ol intervalo de Jos femtosegundos. la caracterizacion es
posible sélamente con téenicas indirectas [L3]. el desarrollo de las enales ha sido un
campo de investigacion muy activo en los ilsimos anos.

La mayoria de estas técnicas son una variacién de ia (autojcorrelacidn en la que
s¢ recurre a fendmenos opticos no lineales, tales como la generacion del segundo
armonico, la fluorescencia de dos fotenes, ete. [14], [15]. El uso de los fenomenos
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no lineales puede parecer una restriecion fuerte a la aplicacion de estas técnicas a
pulsos muy energéticos, no ohstante. se ha reportado la caracterizacion de pulsos
con energia del orden de zeptojonles (10-21]) [16)

1.4 Objetivo y organizacién de esta tesis

En esta tesis se propoue un modelo para caracterizar Jos pulsos ultracortos

Eu el capitule 2 se revisan la transformada de Fourier v de Hilbert con las gque
nsualmente se construye la representacion analitica de las senales Gpticas. Tambien
se deserihen, brevemente, las técnicas de antocorrelacion con generacion de segundo
armonico v de florescencia de dos fotones, gnue han sido las mas nsadas en la ca-
racterizacion de los pulsos ultracortos. En el Capitulo 3, se desarrolia nn método
para caracterizar los pulsos ultracortos a segundo orden basandose en un desarrollo
de la senal en términos de las funciones de Hermite-Gauss normalizadas. Esto ex el
tema principal de esta tesis, En el Capitulo 4 se dan las conclusiones obtenidas en
este trabajo. Eu el apéndice A se da nn demostracion de la importante propiedad de
antotransformacion de las funciones de Hermite-Ganss ron base inicamente en sus
propiedades analiticas sin recurrir a analogias cudnticas. En el Apéndice B es nua
revision de las propiedades o mtegrales relacionadas con las funciones de Hermite
v Hermite-Ganss que se usaron en el desarrollo del Capitulo 3. Finalmente, s
presentan las referencias a que se recurria duranle fa preparacion de esta tosis,



Capitulo 2

Pulsos Ultracortos

La natnraleza electromagnéiica de la Inz, ¥ comportamiento ondulatoriv en mu-
chos experimentos estan establecidos desde hace mucho tiempo, Por esta razon. su
propagacion puede deseribirse con la ecuacion de onda, la cual es consecuencia de las
ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético. La solucion de la ccuacion de
obda. comunmente Hamada fancidn de onda, depende de Yas coordenadas espaciales
v odel tiempo, fiene la forma general

f’."l(r‘f) = f(kr—u.)l +C")}

donde k, es el vector de propagacion v w es la frecuencia anguiar v estdn relaciondas
a través de la velocidad de propagacion de ta onda. ¥ ¢ es fa constante de fase ini-
cial. Ciertamoente, fa funeidn de onda asociada con el campo eleciromagnético es de
caracter vectorial, pery generalimente. basta hacer un tratamionio esealat, porgie
los detectores no distingnen entre las componentes del campo promediando la den-
sidad de Hujo de éste v, epiltima instancia. e campuo vectorial puede reconstrirse
a partir de sus componentes escalares,

Lax soluciones de fa ecuacidn de onda mas faciles de interpretar son las ondes
Armonics

i f) = g con(k v —wl + o). (2. 1)

Gracias al Prewpro de soperposieidn, enalquier otra solucion pnede sintetizarse
como una combinacion lineal de ondas armionicas {series de Fourier para binciones
periudicas o integral de Fousler para funciones no perfodicas).

2.1 Descripcion matematica

En Tos experimentos de Optica v en las aplicaciones es de interes mediv el campo
elertromagndtivo asuciado con la luz, v es un hecho experimental que lox detectores

-1
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responden al promedio del ruadrado del campo E. Algunos detectores aleanzan un
estado estacionario cuandu, sobre ellos, incide un haz de potencia constante. en
rambio otros. como las peliculas fotograficas, integran la potencia incidente durante
un intervalo de tiempo.

En cualquier casu. los detectores hacen un promedio en el tiempo de la cantidad
de lnz que incide sobre un drea hoita, por lo que solo biene seotido bablar de la
putencia promedio por nnidad de area. es decir de la irradiancin. Cada compuonente
del campo E contribnyve a la irradiancia total, la cual es proporcional al promedio
temporal del cnadrado del campo eléctrico. En lo gqne signe, se supone que el campo
eléctrico estd polarizado Hoealmente. v por lo tanto, basta representario con una
funcidn escalar. Su promedio temporal se designa como la micnstdad v se representa
por f ={E-E}.

Antes de disentir fos detalies e la generacion ¥ medicion de pulsos laser nl-
vracortos. ed necesario establecer nna deseripeidn matemdtica de estos v odefinir la
terminologia ntilizada. El perfil semporal de los pulsus ultracoiios es so propiedad
esencial.

Cualquier cantidad {i5ica como ja Inz puede desceribirse completamente pot nna
funcion real. no obstante, algunas veces el tratamiento matematico se facthta con-
siderablemente tomando funciones complejas. 1'n ejemplo de esty se cnenentra en

el nso de los fasores asvciados con las onda armdnicas Ee. (2.1).

2.1.1 Transformada de Hilbert

La transformada do Hilbort perimite extender of coneepto de fasores a funciones que
no son menocromiakicas, definir s envolvente v sn frecuencia instantdanea, como e
hace en esta seceion [17]

Dada la funeion real E(f) sn translormada de Hilbert se define por

. _I_ AT -
mEpn =— [ S (2.2)

en la que se toma el valor principal de Canchy de la integral en el punto de discon-
tinuidad = ¥.
La trauslormada de Hilbert pnede expresarse come la convolucion de L7} con

—/xi. esto os

1
H{E}(-’):—i:E*?, (24)

ralenlando la transformada de Fourier de la transformada de Hillieri de E(1) anterior
se pbtiene
\;_'F’F{E}(U-’P para w4

"
“7};:'?{5}@) Lpara w0, (2.1

FHIEN =
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La Ee. (2.4) indica gque la transformada de Hilberl produee wa cambio de fase de
—7/2 radianes en el espectro de la funcidn £(f) para las frecnencias positivas v de
/2 radianes en las componentes de frecuencias negativas. En Optica v en andlisis de
sefales la transformada de Hilbert de una senal real recilie el nomhbre de cvadiatura

de E(71).

2.1.2 La senal analitica

Para una hncion veal £(1) se define la seidal analitica compleja por

EN = L)+ H{E). {2.3)
En particular. la transformada de Hilhert de E{#) = cos{w!) es
H{E} w!) = —sigluw)sen{w!}. (2.0}
entontces, la tuncion analitica asociada a cos(wi) e
= eos{wf) = wenfwdt ). {2.7)

tue es la conucida expresion de Enler de la exponencial compleja, Tste caso pat-
tienlar muestra gque Ja funeion analitica se redice a la representacion compleja de
las ondas armonicas,

La fancion analitica puede escribirse en lorma polar coma

E(y = A0 [12.%)

Hu‘ madulo se conove como amplitud instanidnee o envolocnto, es decir
AN =€mi. 2.9
Vs frecnencia instantanea se deline como la derbvada respecto al tiempao de s lase

e 1) )
Wit = . \.2“”

ot

Los coneeptos revisados en esta seeeion junto con fa transtormada de Fowner «de
la seccidn siguiente, sun muy dtiles para coustrir nna representacion apropada de
los pulsus ultracortos, ¥ son la base del analisis de los meétodos para caracterizar a
esios pulsos.
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2.1.3 ‘Transformada de Fourier

Supéngase que la funcidn £(4) tiene transformada de Fourier definida por

" E()e™ di . (211

}
w)E o=

El Teoreta de Fourier afirma que la funcion E(t) puede expresarse por la trans-
formada de Fourier inversa dada por

B

]

En general, la transformada de Fourier E{w) es una funcién compleja, que prede

represenbase como

Ell) = /_'\' Blas)e = du (2.12)

Elw) = Afwie' @) (2.13}
2
se conoce como tspectre de

donde su mddulo y fase son tunciones veales. lA(“’)

poiencia y dlw) es la fasc espeeiral
Una propiedad de la transformada de Fourter de gran importancia en Oprica v
en andlisis de setiabes, donde las £04) es una Tuneidn real. es gie su transformada de

Fourier es stmétriea conjugada. es deciv
Ev{—w) = E{w) (2.14)
por lo tanto, su amplitud es una fancién par v sn fase es limpar, esto es
Mw) = Aw) v ol-w) = —alw). (2.15)

respectivament e,
Con estas condiciones, fa haneion f2{1) puede llevarse a la forma

Eit)y= -1)11- ]“ Ef:l(w)rtjh[wl‘ - r}J(u..‘)} thos {2,160
De ta Be(2.16) se ve que nna funcidn real no contiene componentes de frecuen-
cla negativas v la amplitud de tas componentes de frecuencia positiva se duplica:
entouces toda la infurmacion de la senal esta contenida en la parte positiva de sn
espectro de frecuencias.
Calculando la transformada de Hithert de la Ec. (216} se tiene

H{EY () = -w—f; [ 2Atw)senjwl — ${w)] dw . (2.17)
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Substituvendo las Ees. (2.16) v (2.17) en la definicién de la senal analitica, Ec.
(2.5) se obtiene la senal analitica

| s
E(t) = ~== 2E(w)e™ dw . w =0 (2.18)

Vir Ju

asociada a la sefal real E(1). Su transformada de Fourier esta dada por la Er. (2.11)
en

5 2E(w) .para w > @ .
Sl = 2.0t
&l { 0 para w < 0, (2.19)

2.1.4 Los dominios del tiempo y de la frecuencia

Clon las funciones analiticas complejas (1) y E(w) puede definitse el pulso optico
en lus dominios del tiempo v de la frecuencia, respectivamente, Escribiendo

.

~

() = Al ) (2.20)

se define la amplitud espeetral A{w) v la fase cspeetral o).
S5i el ancho de banda del pnlso Aw es pequeiio comparade con la {recneneia
promediv wy. la setal compleja puede eseribirse como

E(1) = A(f)etttmeal (2,21}

En el caso de pulsos cuasi-monoevomaticos. la amplitud A(?) v fa fase é(f}, en el
dominio del tiempo, son funciones que varian lentamente con el tiempo. Entonces
la iniensidad instanidnea esta dada por

Analogamente, la infensidad cspeetral se define comu

[
5]
-

Jtw) = Ew)E(w) = A*w). (:
v de la indentidad de Parseval se tiene que

By =
= | A de (2.21)

e —
es decir que la cnergla fotal del pulsa s proporcional al drea encervada por ol perfi
de la intensidad tanto on of dowinio del tiempo como en le domvinio di la frecuencia
Lo anterior mnestra que las descripciones del pulso en Jos dominjos del tiempo
v de la frecuencia son simétricas. En ambos casos, la estrmetura del pulso queda
definida completamente por la intensidad y la fase, existiendo una correspondencia
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biunivoca entre los perfiles de la intensidad. f{2) e f{w). La relacion general entre
ambos perfiles la da el Principio do Indetermmaeidn

AtAw = N (2.25)

donde I es una constante del orden de la unidad, v cavo valor depende la torma
de 1(1) e J{w). El pulsu més corto que puede obtenerse con un ancho de banda
especifico se denomina como pulso de transformada imitada o de banda limitada.
En este caso su duracion es .
Al = 31\: ) (2.26)
El valor Al Aw/27 recibe el nombre de producto ticmpo-ancha di bandn v es ¢l
pardmetro mas importante en el estudio de los pulsos Iaser nhiracortos: se usa camo
una medida de gue tan cerca esta el sistema del amarre de modos 1deal. Tin pitlso de
banda limitada también puede definirse fisicamente como un pulso complciamente
fibre do modulacion de amplitud o freenciea.

2.2 Técnicas de autocorrelacion

Comw se vid en la seceion anterior, es convenlente representar a una seunal oplica
con una funeion compleja deserita por sn amplitud ¥ por su lase, Sin embargo. sélo
el promedio temporal de su intensidad se puede detectar ¥ no su valor instantaneo.
pues el campu electromagnético de la onda vseila muay rvapido {w = 0THz) El
prollema se complica ain mas en el caso de los puisos ultracortos. pues debido a
su duracion extremadamente corta, Jus detectores no tienen tiempo e responder a
estimlo de la radiacion. Como los pulsos wltiacorios son los eventos mas cortos
que pueden manejarse, son loinico con lo que pueden compararse, de aqui que la
mayoria de las téenicas para sumedicion estén basadas en ef uso de fueas de retardo
optico donde ¢l pulso laser se divide con un divisor de haz v fas dos réplicas viajan
por travectorias de Jongitud distinta antes de ser recombinadas. La medicion de un
intervalo de tiempo A se convierte en la medicion de fa difereneia de fa loneimdd de
las travectorias Ar = ¢ Af, donde ¢ es fa velocidad de la luz.

U atreglo usual recurre al nso de la generacion de segnndo armonico en un
cristal con propiedades no lineales (por ejemplo un eristal KDP, BBO. ete) [18]. Los
dos pulsos del laser, cuyas imtensidades son, vespectivamente. Fy{w. ) v folw. f 4 81)
v una separacion variable en el tiempo A7L viajan colinealmente denire del cristal
nolineal KDP. Como la intensidad del segundo arménico es proporeional al enadrado
de la intensidad tosal del fundamental, se obtiene

120 0 A = A{[Er{w. 1) + Exlw )] [Ey{w. 1) + E5{w. D]} (2.27)



CAPITULO 2. PULSOS ULTRACORTOS 13

El detector promedia las oscilaciones rapidas del campo de luz {w =~ 16"*Hz.
Por lo tanto, la selal detectada se describe mejor cont la funcién de correlacién. La
funcidn de autocorrelacion de segundo orden normalizada de la intensidad dependi-
ente del tiempo J(#) = E({)E£*(1) estd definida por

SO AW +rydt QI+ 7))
oot (F{1)?)
La intensidad promedio medida (f{2w, 7}} de la onda del segundo arménico des-

plegada como una funciéu del retardo At = 7 entre los dos pulsos puede expresarse
por la funcion de correfacidn G3}r1). Cuando las intensidades son iguales, 1y = f,,

G = (2.28)

se obtiene

J2w.7) = AJGB0) +269(5)] = A1+ 2680(m)] . (2.29)
donde se ha usado *#(0) = 1. Los otros términos cruzacos en la Fe. (2.27) se

promedian a cero. La intensidad del segundo armoénico es maximo cnando 7 = 0,
dounde J(2w. () = 3.4 y se acerca a un valor constante de fondo F{2w. 20) = A cuando
T — 20, La razgon sedal/fondo es, por lo tantu.

2w 0) 3G0) 3

R = = — _
H2w. 7)) () 4+ 2607 1+ (7))

(2.30)

En ingar del segundo armoénico. a menude se utiliza ia fluorencia inducida por
dos fotones para monitorear y visualizar el perfil de los pulsos de picosegundos. La
solucién de colorante (dye) no absorbe en la frecuencia fundamental w pero muestra
finorescencia a intensidades altas debidas a la ahsorcion de dos fotones,



Capitulo 3

Caracterizacion de Pulsos
Ultracortos

3.1 Caracterizacion de Pulsos Ultracortos

En este Capitule se propone na método para caracterizar pulse nltracortos basado
en las funciones de Hermiie-Ganss [19).

Supogase gue el campo eléctrico del pulso estd polarizado linealmente. La am-
plitud dei pulso en ¢l dominio del tiempo se mide con nn antocorrelador. |E(1)]* v
con un espectrometro en el dominio de la frecuencia, IE(w)l"". Ademas, supingase
que ambos conjuntos de datos forman estdn relacionados por la transformadas de
Fourier, entonces es pusible recontruir la fase del pulso {20, {21}

Se sabe que los pulsos ultracortos tienen un perfil del tipo gaussiano o de secante
hiperholica: ambas funciones tienen la propiedad de ser ellas mismas su transformada.
de Fourier, es decir son antotransformadas de Fourier, Por otra parte, las himeiones

de Hermite-CGauss definidas como
1 I

(1) = e My, (1) T F
\/2"11!\/5

son. también antotransformadas de Fourter, comuo estas fnnciones forman nun con-
junto ortonormal completo [22]; esto sugiere que la envolvente del palso nltracorto
e exprese como una superpusicion de funciones de Hermite-Gauss, es decir

E(l) = [1 + > aJh(f)] 0", (3.1)
n=1
y su transformada de Fourier de £(1} estara dada por
E(w) = [1 +3 ;"c,,Hn(w)] T (3.2
n=1
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La intensidad dei pulso es

(Y [n N

IEWOF = |1+ 3 (e + () + 3 3 e HulthHu(t) | 7 (3.3)
n=1 n=1m=1
v su espectro de potencia
o = [+ E e+ et

n=1

FOX S0, ) | )

n=1 =]

Observese que los coeficientes complejos ¢, del desarrollo de E(w) son los mismos
gie los del desarrolio de E(f), multiplicados por la unidad imaginariaz v que. sin
perder generalidad, el coehciente de primer orden se ha tomado igual a la unidad,
esto es o) = 1.

Los coeficientes del desarrollo se calenlan con nn algoritmo iterativo aleatorios v
se comparan con la funeedn de barra do crror V. definida por

V= QE)mqg m+] (1Bl = Efw)l?) de. (351
en donde £ es el campo medido 3 £y es una aproximacion al misiio. Bl pro-
cedimiento termina cuando el valor de ¥V oes menor gue un valor predeterminado
C.

La funcién barra de error proporciona alguna informacién interesante acerea de
las distorsiones (le los pulsos gaussianos. Para ver esto. la aproximacion al campo
del pulso medido se expresa como la serie de funciones de Hermite-Glanss

Md=l+ZnMﬂ'% (3.6

n=0

¥ s5n espectro estd dado por

&

Eolw) = {1+ 3 sud" Holw)| €77 (3.7)

n=1

El enadracdo de la amplitud de la aproximacion al pulso ¥ su espectro de potencia
estin dados por expresiones similares a las Eos, {33} v (3.4). respectivamente,

| o)} +Z” ”mw+zzn () Hl 1) ¢ (33.5)

n=1 r=ian=l
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o[ = [14 30 s+ (=155 Bl (3.9)
=t
i i(—1)mim*—n‘q?!'q:zﬂn(W)}}m(w)] «
n=1 m=1

Para calcular el término relacionado con el dominio del tiempo de la funcion
barra de error. se restada Ec. {3.8) de la Er. (3.3), ¥ para simplificar la aotacion se

define

Cp = €5 — oy, (3.10)
entonces
lE(t) - | r)’ [ 3. 2Re{a, M A1)+ 3 Zc,,c;f?n(t)ﬁr,(f}j‘ B
n=1 n=1 p=1

en donde se ha usado ia indentidad ZHe{n,;} =a, +a;.
Elevando al cuadrado la Ec. (3.11)

(IE(f)I? - lEo(f)l")

il

[4 i He{ﬂ"!}Re{o’?!}ﬂin(f)]:ln[f')

mnel

-+ 4 i: R("‘{ﬂ‘,,,} (("?t(‘;"" Sa ,.) JL[m( )H?.“)Hr'“]

mn,pe=l
Z (Cm(-',: - ""n“'q-,: )(C;,(q — Sps, )‘”m(f}h’n“)

. pap=1

+

xfi,.(t)fl-,m]r““'. (3.12)

Despreciando los términos de orden superior al segundo en los coeficientes de la
expansion. ¥ tomando la Ee. (B.32) para integrar desde —oo hasta o

f"\' (|E(r.}|~’ Bl 2) =13 Refon}Ref n,,}f WD

man=1
i i Re{an}Re{m, H{—1)"3 me?_Ar(m +n+ l)
Vit Ity 2

=1
> Re{ay, jRe{a, }(—1 Y= m +n — I

4 Z v [P )
il 2rutntlonin!

(3.13)

I
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en donde m v n son ambas pares o ambas impares, pues de otro modo la integral se

anula.
El término de la funcion barra de error correspondiente al dominio de la frecuen-

cia se calcula en forma similar, por lo tanto, basta substituir oo, por a,, ¥ o, por
iay, en la Ee, {3.13), esto es

f_i (*E(“’W - 1&(@12)2(@:4 i Re{i™an, JRe{i"a,}

m.a=!

x [ ) Bufw)e™ de

n—mt

- i Re{i™ ey, JRe{i%ev, H (m+n+ l)
a ViomtntlyInle 2 ’

mn=3

4 i He{;"‘am}RP{?"nn}(-—I)%(m + 0 — )l
Viimtntigin! ‘

aLn=1

(3.14)

en donde. otra vez, m v n son ambas pares o ambas Jmpares.
Ahora, supdngase que la aproximacion £y v el pulso medido £ difieren sélamente
en el términe de orden & en una cantidad muy pequetia ¢ € 1, es decir.

Qyy = 56,“,!; Y Gy, = fdr.k (-31:—]}

entonces la Ec. (3.13) toma la forma
UV Pk 4 1/2). (3.16)

La Er. (3.16) implica que si ¢ #s un mumero imaginario puro la amplitud do
pulse en el dominio del tiempo uo se allera, v en forma equivalente, una perturbacion
imaginaria pura no es detectable con un antocorrelador; esto se ihistra en las Hguras
la, Za, 3a y da,

Ahora. substituvendo (3.15) en la la Ec. (3.14) se tiene

(H(‘{i c})

\rk
: (Refe})® .para & pa .
\/Z;A e/ { (lm{e})* .para & impar, (3.1¥)

De la Ee. (3.18) se ve que las perturbaciones imaginarias puras de orden par no
alteran el modulo del pulsos en ¢l dominio de la frecuencia, (ver figuras 2b v 4hb).

Ve Dik + 1/2). (3.17)
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mientras que las perturbaciones reales de orden impar no lo alteran en el dominio
de la frecuencia {ver figuras 5b y 7h).
Finalmente, la tuncidn barra de error toma la forma

2
V= S\P;%r{;:!}l"(k +1/2) . para k par, (3.19)
3’ 5
A1) . : .
V= (F4+1/2), para k impar. {3.20}

V2 k!
Las figuras da. b y Sa. h mnestran la funcidn de Hermite-Gauss de orden 4. la
cual s, ademas, antotransformable-Fourier.

1 1
/4 \\
X 1
H / |
yARREAN TN
0 [ ] | 0 \:-‘“— L
4320 o2 o3 TR B NS N T A S S
Fig. 1a. |1 + 0.3/ 4, (HFe" Fig. 1b. |1 + 0.3:Hy(w)]éc
} i |
JAAN
4"1‘ F T
/ \ | I \
VAREENAN VARESEAN
0 1 {} | J——r w
32 b0 28 4 A3 20 23 d

Fig. 2a. || + 0.3 Hy(1) 2" Fig. 2b. |1 + 03¢ Hy(w)|?e™
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3.2 Conclusiones

Generalmente. el perfil de un pulso ultracorto libre de distorsiones se modela con
las funciones gaussiana. secante hiperbélica o exponencial unilateral (23], Las dos
primeras funciones son qufotransformadas de Fourier, es decir que su transformada
de Fourier ¢s la misma funcién; propiedad que también poseen las funciones de
Hermite-Ganss de orden multiplo de cuatro. Lo anterior sugiere que los puisos ulira-
rortos con pequelias perturhaciones se modeien con una superposicion de funcioties
de Hermite-Gauss con coeficientes complejos. cada una de las cuales representa al-
guna perturbacidn, Por definicidn, el orden de la perturbacion es o mismo de la
funcién de Hermite-(iauss correspondiente.

Con este modelo las perturbaciones se clasificaron en weales o imagenarias de
aruerdo con la naturaleza de su coeficiente, v en pares e tmpares por la paridad de
la funcion de Hermite-Gauss correspondiente,

Las perturbaciones se clasificaon en reales de orden par, reales de orden impar,
imaginarias de orden pare imaginarias de orden impar. de acuerdo con la naturaleza
del coeficiente (real o imaginario) de la funcidn de Hermite-Ganss v del orden de
ésta

A segundo orden en los coeficientes del desarrollo de Hermite-Ganss. las perting-
bhaciones imaginarias puras de ningiin ordetr o alteran o} moédulo ded pnlse en el
dominiv del tiempo. independientemente del orden de la perturbacion. Las pertus-
baciones imaginarias de orden par tampoco alteran €] moduly del palso en el domimo
de la frecuencia. pero éste si se ve alterado por las perturbaciones imaginarias de
orden impar,

Las perturbaciones rveales de orden impar no alteran ol madulo del pulso en ol
dominio de la frecuencia. pero las de orden par si lo alteran. Las perturbaciones
reales de cuaiquier orden alteran ¢! madulo del pulso en el dominio del tiempo.

Las perturbacines dan informacion de componentes de frecuencia del chirp del
pulso,

Este modelo pruede ser usado para pulsos cuyo perfil de intensidad tenga la forma
de la secante hiperbdlica cnadrada o de una exponencial unilateval,

La caracterizacion a segundo orden de lus pulsos wltracortos es mas precisa gue
la iécnica bien establecida de compuerta optica resuelta en frecnencia,

La funcion de distribueion de Wigner sera considerada en el fruura.

La determinacion de la amplitud v de la fase de un pulso ldser ultracorto servira
para caracterizar experimentalmente los pulos de laseres con anchos Lemporales de
ns. ps oy fs,



Apéndice A

Teorema de las Funciones de
Hermite-(Gauss
Autotransformables

Teorema La transformada de Fourier de la funcidn de  Hermite-Gauss
H. () exp (-—'_—') es tambhién fa funcidn de Hermite-Gauss

X

o

f{H,,(l‘)f“"r?z.f.:w}=r'"H,,(w')c_é_~ (A1)

Prueba, La Demostracidn se hace por induccion matematica sobre n. Paran =0
se toma la expresion explicitata Ha(?) = 1, de donde el teorema es valido paran = (.
Hipotesis de induccicn: Supdngase que el teorema se satisface para v = L, esto

w

e, f{HkU)f‘Lli.f.u;} = i (wh T

Despejando Hyq de la Ee. (B9
Hiwa (0y = 2000 — 2k Hi—y (1) de donde se obtienc

Zf{tﬁk(t)f“%‘. r‘;w} - ZA'f{f]Lm](f}(_%.f,:u)}

= —2;--{]'".7-_{Hk(f)e_§.t:g}
e

—zﬁ-}‘{ﬂk_.(f,)e-%,f;w} (A.2)

.7:{!1“1(4'.%_%.:5::.0}

Usando la hipotesis de induccion y derivando el primer térimno

f{Hkﬂ(i)f‘”%,iW} = —gith [HL(W‘)—MHL.(LU}]C_“TE
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v
w

=2V H e (w)eT T

= M 0H) 4 2w Hlw) + 28Iy (w)] T (A3

Usando la Ee. (22.13.16) pag. 786 de [18:. se tiene Hi{w} = 2kH; 1 (w). Por lo
ranvo,

!

f{f1k+1(i)€‘?.t:w} = M [Hiw) - ZRH (W (A

Usando nuevamente la Ec. (B.18)

2 z

f{ﬁkﬂ(z}f-%,z;w} = e (w)e (A.5)

{(fin de la pruebal

Corelario 1 La transformade de Fourier de las funciones de Hernibo-Gauss do
orden multiplo de cualre son funciones de Hermitc-Glanss del msmao orden, o8 deerr

son funciones autotransformables-Fourrer. esto s
2 —
f{H.,,lu)f : .t,-d,-} = Hy(w)e ™

Prueba. La prueba es inmediata haciendo n — 4n en e enunciado del teorema,



Apéndice B

Polinomios de Hermite

Los polinomnos de Hermite v algunas de sus propiedades se derivan en forma sencilla
a partir de la funcidn gencratriz [22)

pled) = U = S ML)
7t

n=it

(B.1)

Completando el cuadrado perfecto en el argumenio de la expunencial en la

funcion generatriz, derivando n veces ia Ec.

x = 0 se tiene la representacion de Rodrigues

2
2 dre™!

Ho{ty=(—1)"¢

en donde se ha ntihzado la identidad

dr
(-}n(,—ll—ac)z (<1 )" am(.-l'-’
o =l - i

Los primeros nneve polinomios de Hermite son

— et e e e v e e

1.

2.
NYL N
St =197,

1617 —481% + 12,

2% — 160° 4 1207,

641" — 4807 + 7208 — 120,
12807 — 134417 + 33601° — 16807 .

2561% — 35841% 4+ 134404 — 134401 + 1680 .

24

{B.1} respecto a r v evalnando en

(B.2)
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Derivando la Ec. {B.1} respecto a ¢

—;r +2:rl Z

rt n‘
u+1 o] .If"
Z 2H,.(1)- =y H,’l(t)m

n=1

> 2Hn (1) (?_1 Z

n=| n= ”]
Z S, (1) 3~T
S [2ndl, (1) ~ H,’i(f)]% =0 (B.12)
n=1 "

y como los polinomios t* son linealmente independientes, todos los coeficientes deben
anularse idénticammente, por los tanto

H(ty=2H,_. {B.13)
Derivando k veces la E(Z\ (B.13). con & < n,

A H, (1) 2k
P Y Ho_i (1), (B.14)

y tomando & = n
d"H.,.(f)
dt
De las Ecs. (B.3) a (B.11) se ve que los polinomios de Hermite de orden par son
funciones pares, y los de orden impar son funciones impares: mas ain. la Ee. (1B.15)
implica que esto se cumple para todos log polinomios de Hermite, pues ia derivada
de una funcion par es una funcién impar v viceversa.
Derivando la funcion generatriz, Fe. (B.1). respecto a =

= 2"nl. (B.15)

Pt 1
[P 4 2T o Z Ho(t
n=1
[s2] n+1 l.n w ‘,E'nfl
S (=2 H (1) —+ Z 2o M, (t)— = > nH,(t) ~
n=0 ' n=0 “r n=1 -

oo 11 n X

S (=2)nH, f)T+ szn = 2w Ho(t) = ZraH,L+1(1)%+ Hi(2)(B.16)

n=1 N =] ' n=1
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de donde al igualar los coeficientes de las potencias iguales de x se tienen

20 Ho(t) = Hy() (B.17)

Houp1 () = 20H, (1) + 2n My () = 0 para n=t2,. .. (B.18)

(lon ayuda de las Ees. (B.15) v (B.18) se obtienc la Feuwacion de Hermite de
orden n

2
! g;;(” — (IH(;;(’) + 2l (1) = 0. (B.19)
La Ecuacién de Hermite es lineal, homogénea. de segundo orden con cocherentes
gue son funciones continuas de 1. ¥ por el teorema de existencia v unicidad [2]
tiene dos soluciones linelamente independientes. una de las cuales es ¢l polinomio de

Hermite de orden u.

/_1 Ho( ™" dt = /méo,. (Ba20)

[ e di = Ve (621

/_O:\ EH (" dt = r (,lzﬁu,n + Zhgm) : (B.22)

[ rHwet = (3610 + 650 ) - 123,

]_0; FHL (10 di = sqri G&”'” + 66,, + 2454,_“) _ (B.24)

Para integrar [, H () Hy (B)e™ dt se despeja 2nH, (1) de la Eenacion de Her-
mite, (B.19), multiplicando por H’,,;(?‘)f"2 ¢ integrando pala —oc << 1 < 20 re tiene
o [ Hy (O H (e dt = f’x Ho () H (f)-d—(—f"f")

o m k) e @7”, N (i?(
b 2
Hy (OYHL(#) ™8 di

—e

Integrando por partes el primer términos del fado derecho. usando la Ec. (B.13) 3
dividiendo por 2n se tiene

L (D H (e~ dt = 2m f\ Hoy (D H (£

—00 —_Cn




APENDIGE B POLINOMIOS DE HERMITE 27

Suponiendo que m < n, ¥ repitiendo el mismo procedimiento m veces para la integral
del lado derecho se tiene

] 2 (e ¢]
/ Ho () H, (e ™" dt = 2’“1?1!/ Hy (e

—0d

=2

di .

De la Ec. (B.20), se tiene que la ultima integral es cero excepto cuando n = m.

f Hy (0" dt = 2"mly/r. (B.25)

La dltima integral, que es ja condicion de ortogonalidad de las funciones de Hermite-
Gauss definidas por

entonces

12
wn(t) = Hy(t)e™ 7, (B.26)
puede expresatse como
/ Ho (0 H. (1) - = Viommnled,, (B.27)

Para realizar la integral [°° t*H,, (#)H,(i )=t dt para k > 0 ¢l integrando se
escribe en la forma

Iy
[ttt b di = [ s, 00 5 (<5 Y @

Integrando por partes, v recordando que la exponencial ¢ tiende a cero mas répido
que cualguier patencia de 1 se tiene

/ tH (O Ho ()~ dt = m/w Ho (O Ha ()5 ™
+ n m H,,‘[f)h'n_l(f)f;‘“]f_{z fli

b1 po
+ 5 f_Hm(t)Hn(f)f‘“—zf” k> 0. (B.28)

Los casos particulares para & = 1.2 v 3, que son de especial interés en esta tesis,
se escriben explicitamente a continuacién

f T (1 H (e dE = L bt - 2 mIn T - (B.29)

j‘*" 5 g L. minl
me(t)Hn(t)f di = 2 E—‘—f\/;(sm—'z.u

] m—12)
+ (z”‘ Fieln 4 2" Tmn! ) VL -
mn!
€ ym H———\/'J_T"ém.mfl - (B‘BO)

(nn —2)!
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min!

(e
]_ ~ PHA(0) Hy(Be @ dt = 2" Ty 3)5\/7?613'»—3,1:
!
+ (‘?’” Tmin 4+ 2¢ 1:1 n))l) Vb

1
+ (2” Tf”?* + Zm( nl i ) ) \/_(Sn( 1,n—2

min!
0y Ll
+ )J f67ll n=713

(n -3
+ 2mlin T
+ 2mndlTmn (B.31)

Primero se realiza la integral [5, H, ()72 dt.
Supdngase que n es par, de otro modo la integral es nula. Usando Ta repre-
sentacién de Rodrigues

fm Ho(t)e 28 dt = (= 1) /OU iy (i P
o nll]e il = .H_(x,;H (Hh-l { al .

Integrando por partes el lado derecho y nsando otra vez la Ec. (B2}

i —24 - — 242
Ho (e~ dt = —zf Ho (Ot
—_— —_—

Nétese que la integral es nula cuando los indices tienen paridad distinta. va que
entonces el integrando es vna funcidn impar, por lo tanto se supone que las funciones
de Hermite son de la misma paridad. esto es m + n es par.

Con ayuda de la representacién de Rodrigues, Ec. (B.2), la integral puede ex-
presarse ¢omo

—2¢2 = T1+n+1 >~ _(l— d‘mﬁl(_._fz (]7L(—(2
/ Hm .(']n( ) dt = ( ) /;?(' dt ( dim—1 di dl .

Integrando por partes el Jado derecho y usando nuevamente la Ee, (B.2} se tiene

/ h'm n ) -2t hl_ _1 f H,,_ J( }I-[vH—l( ) - dt .
Repitiendo el procedimiento anterior m veres

o — 22 m o~ — 24
/ H?N(i)H“(;’)f (ﬁ = l—i) ] 1L[1n—m(t)Hn+:'n( ) H
—x -
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Substituyendo la expresién para Ho(t) dada en la Ec. (B.3) y la Ec. (B.20) se
tiene finahmente

[ B H @) d = (<) 2T (———”’ Al l) (B.32)

&

AL el |
%N‘“

8 ek
e

G
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