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INTRODUCCIÓN 

Todos los días tomamos decisiones por ejemplo ¿Qué ropa vestir? o ¿Qué ruta tomar para 

llegar a la escuela o al trabajo?, en estos casos la experíencia nos da la solución pero para 

decídir ¿Cuál es el mejor plan de dístribución de cierto producto de un número de fábricas a 

un número de almacenes?, determinar el mejor diseño de una red de telecomunicaciones o 

¿Cuál es la mejor ubicación de una fábrica?, además de la experiencia es necesario realizar 

un análisis más profundo, porque un error puede afectar la vida de muchas personas. 

Un enfoque científico que ha ayudado para la fundamentación en la toma de 

decisiones es la Investigación de Operaciones. Esta ciencia aparece formalmente en la 

segunda guerra mundial, creada por grupos interdisciplinarios de científicos para resolver 

problemas de estrategia y táctica del manejo militar. Después de la guerra estos 

conocimi~ntos se han utilizado en la ingenieria, la industria, el comercio, transporte, 

comUI1ICaCIOnes, servicios públicos, etc .. Por lo tanto, la Investigación de Operaciones se 

encarga del desarrollo y aplicación de métodos matemáticos para r,esolver problemas de 

decisión. 



La Investigación de Operaciones trata con una gran diversidad de problemas , por 

ello , se divide en las siguientes ramas: Teoria de decisiones, Simulación de sistemas 

Teoria de juegos, Optimización, Teoria de inventarios, Teoria de la esp.:ra, 

El trabajo que se presenta pertenece al área de la Optimización, la cual se defi:1e 

como el conjunto de métodos que. se encargan de determinar las "mejores" soluciones 

de ciertos problemas (frecuentementé reales) matemáticamente definidos. Se ha logrado el 

diseño de métodos de solución para problemas específicos como por ejemplo, para modelos 

de programación discreta se utilizan los métodos de planos de corte ,ramificación y 

acotamiento, programación dinámica, etc. ; para modelos de Programación Lineal se usa el 

método simplex, el dual simplex, algoritmos de flujos en redes, etc. ; para modelos de 

Programación no Lineal se emplean técnicas de multiplicadores de Lagrange, programación 

no separable, direcciones factibles, etc .. Lo anterior, en un principio nos lleva a pensar que 

si se trata de resolver un problema de programación no lineal se utilizarán o desarrollarán 

técnicas o métodos referentes a este tipo de programación. 

Por lo anterior , el objetivo de este trabajo es mostrar la utilidad de técnicas 

pertenecientes a la Programación Lineal como son: el modelo de transporte, la 

programación lineal paramétrica, modelos de redes y el análisis convexo en la resolución de 

problemas no lineales, lo cual se realizará al resolver un problema NP-duro utilizando un 

algoritmo polinomial que se gene~a con la combinación de las técnicas antes mencionadas. 

También se espera que los lectores de este trabajo, aún los menos informados sobre 

estos temas, conozcan las bases, de las técnicas de programación lineal y análisis convexo 

que aqui se exponen y constaten su aplicación en la resolución del problema que se muestra. 
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El probl~ma que se analiza en este trabajo consiste,en producir una cierta cantidad 

de productos en un número de fábricas y la distribución de éstos a un cierto número de 

almacenes, entonces se desea conocer el nivel de producción de cada fábrica y el plan de 

distribución de los productos, de tal manera que el costo total de producción-

tranportación sea el mínimo. La característica no lineal de este problema se encuentra en 

los costos de producciém porque en ellos se incluyen costos de construcción, mantenimiento 

y operación de las instalaciones, los cuales prese.ntan un comportamiento similar a las 

economías de escala' representadas por funcíones cóncavas. La función cóncava del 

problema que aquí se analiza se considera no separable, porque en condiciones reales si las 

fábricas requieren materia prima ésta se debe adquirir de uno o más proveedores, entonces 

el costo de suministrar materia prima puede ser no separable. , 

El problema anterior se conoce como el Problema de Producción-Transporte con 

Costos Cóncavos y se denota como [PPT] . 

[ PPT ] tiene la característica especial de que se debe obtener el minimo de una 

, 
función cóncava lo cual es interesante porque por ejemplo, para el caso del mínimo de una 

función convexa si se encuentra una. solución óptima local esto lleva a que se trata de una 

solución óptima global, y no asi en· el caso cóncavo debido a que pueden existir muchos 

mini mas locales para los cuales los criterios locales no dan información acerca del minimo 

global. 

Aunque algoritmos de programación no lineal han tratado de resolver este tipo de 

problemas no han tenido éxito debido a que sólo obtienen solucioncs locales, no reconocen 

condiciones de optimidad global y, se desarrollan en un tiempo de ejecución exponcncial. 
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Considerando lo anterior~ se ha desarrollado la Optimización Global la cual busca al menos 

un mínimo global de una función qbjetivo que posee diferentes mínimos globales, los 

problemas que analiza esta área son NP-duro.\· y por ello en varios problemas prácticos se 

maneja un número pequeño de variables. 

[ PPT 1 es un problema NP-dllro debido principalmente al número de variables no 

lineales que representan el nivel de producción de las fábricas, por ello, se considerará un 

número fijo k de fábricas lo cual lleva a denotar al problema como [ PPT(k) ]. En este 

trabajo se resuelve el caso para k=3 'porque que en él se muestra claramente el uso de las 

técnicas antes mencionadas, además de que para valores de k >S el problema se vuelve más 

teórico que práctico y el algoritmo ya muestra un comportamiento exponencial. 

Este trabajo se desarrolla e~ la forma siguiente: En el capitulo se expone el 

Problema de Transporte y el método que le da solución ,además se describe el 

Problema de Producción -Transporte con Costos Cóncavos [ PPT(k) J. En el capitulo 

2 se establecen conceptos de análisis convexo, el problema lineal paramétrico y la 
, 

aplicación de todo esto al problema ¡ PPT(k) j. En el capitulo 3 se presentan conceptos 

de la teoria de redes y su aplicación al problema paramétrico de [PPT(3) j. En el 

capitulo 4 se establece el algoritmo que da solución a [ I'I'T(3) ], su complejidad 

computacional y ejemplos de su funcionamiento y aplicación .. Se presenta un apéndice en 

el que se incluyen conceptos importantes para el desarrollo del trabajo, así como el 

algoritmo del método símplcx dualrcvisado y un resumen de los problemas [ l' (1,2) 1 y 

[ 1'(2,1) j. Finalmente, aparecen las conclusiones y la bibliografia. 
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CAPÍTULO 1 

EL MODELO· DE TRANSPORTE Y [PPT] 

, 
La necesidad e importancia de distribuir productos de fábricas a almacenes, o a otros 

lugares donde se requieren, a costo mínimo ha provocado que se busque la forma de dar 

soluciÓn eficiente a este problema. El modelo matemático que representa la situación 

anterior se conoce como el Modelo de Transporte La Investigación de Operaciones a 

través de la Optimización Ha desarrollado un método de solución para éste problema 

conocido como la Técnica de Transporte, basada en el método simplex . 

En este capítulo se detine y analiza el modelo de transporte, también se presenta la 

técnica de transporte, un ejemplo y la descripción del Problema Producción-Transporte 

con Costos Cóncavos [ PPT 1 
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1.1 EL MODELO DE TRANSPORTE 

1.1.1 Definición y estructura 

El modelo de transporte es un problema de programación lineal que modela 

matemáticamente la situación de distribución de productos entre fábricas y almacenes , 

buscando que esto se realice a ~osto mínimo. La solución del próblema anterior consiste en 

determinar la cantidad de productos que será enviada de cada fábrica a cada uno de los 

almacenes. 

El modelo de transpone puede representarse a través de una red en la cual las 

fuentes y los destinos son los nodos. los arcos que los unen son las rutas de transporte de la 

mercancía. 

Los datos del problema son: 

a, capacidad de oferta de la fuente ¡ (i=I ..... m). 

bj demanda en el destino j C'j= 1 •...• /1). 

Cy costo de transporte unitario entre la fuente ¡ y el destino j • 

Xy cantidad transportada desde la fuente i al destino j . 
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Fu.:ntes Destinos 

(el/,XI/) 

a, 

a, b¡ 

bn 

Figura 1.1 Representación del modelo de transporte como una red. 

De acuerdo a lo anterior y utilizando programación lineal el modelo general de 

transporte queda representado como a continuación se muestra: 

Minimizar 

sujeto a 

m " . 

:: = L LCij~U 
i= 1 )=1 

" 
LX,) S a" 
/=1 

i = 1,2, ... ,11/ (restricciones de suministro), 

.i = 1,2" .. ," (restricci0nes de demanda), 

i = 1.2, .... 111 .i = l,2, .. ,11 
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El modelo de tra.1sporte es factible si cumple con el teorema siguiente: 

Teorema 1.1 

Una condición necesaria y suficiente para que el modelo de transporte tenga solución 

consiste en que la oferta total sea igual a la demanda total. es decir, 

m " ¿a; = ¿b¡ . 
1=1 )=1 

Demostración. 

Del modelo general de transporte considerando las restricciones de suministro y demanda 

como igualdades se tiene 

" ~ 
¿x;,=a .. ;=1.2 .... ,111 y ¿x,¡=h¡, J=1.2, .... J/, 

1",1 Jod 

si se suma sobre todas las fuentes en la primera igualdad ésta no se altera como se muestra a 

continuación 

nr n ", 

¿¿X;¡ = 2:>; (11) 
1::::1 j=1 ".1 

sumando sobre todos los destinos en la segunda igualdad 

( 1.2) 

de (1.1) Y (1.2) se tiene que 

ni n 

¿a, = 2.A. • 
,.~ ¡ J" I 

\ 

\ 
I 

I 
I 

\ 
I 

• 
\ 
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I 
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El problema que cumple con la condición anterior se conoce como modelo de 

transporte equilibrado y su representación.¡;omo programa lineal es la siguiente: 

Minimizar 

sujeto a 

, m • 

Z =" "ex. L.. L.. JJ IJ 
,,::.1 j= I 

• 
L:x~. = G p i = 1,2, ... ,m (restricciones de suministro) 
j=1 

.,; 

LX" = h" .i = 1,2 ..... /1 (restricciones de demanda) 
1" 

, 
x" ;:: O i = 1.2 ..... /11 .i = 1.2 ..... /1 . 

Cuando el problema no s.e encuentra equilibrado es necesario crear una fuente (la 

demanda total es mayor que la oferta total) o un destino ficticio (la oferta total es mayor que 

la demanda total). que absorberá .Ia diferencia y cuyo costo unitario de transporte asociado 

será nulo. 

El modelo de transporte también se representa en forma matricial. como se muestra a 

continuación 

• Minimizar z = ex 

sujeto a 

Ax = J 

x~o 
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donde: 

A= 

1 O O ... O 

O 1 O O 

o O O 

In In In 

mXlI columnas 

m + 11 renglones 

los vectores que componen la matriz A son: 

1= (1,1.1 ..... 1) 

0= (0.0,0, .... 0) 

In es la matriz identidad de orden: 11 

La matriz A tiene una estructura especial . lo cual permite que el modelo de 

transporte sea más eficiente que el método simplex. Las caracteristicas de la matriz A son 

las siguientes 
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., ...... ~~.-.• " ••••••• - .... ""'~ ..... , ...... _-r •••• _,., .•• ~ . ....... ~. <"'~", .- '.- ." ~ ... : .. ,;.;. 

• El rango de A es de 111+/1-1. E~to quiere decir que la suma de los 111 primeros renglones es 

igual a la suma de los últimos '/1 renglones. y cualquier submatriz cuadrada de A de orden 

m+n-l es no singular. 

• La matriz A es unimodular. ·Lo anterior indica que cualquier submatriz cuadrada de A de 

orden m+n-l tiene un determi(lante que es igual a O ó a ± 1. 

1.1.2 El problema dual 

El modelo de transporte basa su tecnica de solución en el dual del problema lineal. Sean 1/, 

y VJ las variables duales de las restricciones de la i-ésima fuente y el j-ésimo destino 

(i= 1.2 ... .. m ;j= 1.2 ... ,1/) respectivamente, entonces el problema dual es el siguiente: 

n, " 

Maximizar IV =:'\ G1/ + '\ b.1' 
I~ " ~ 1 1 
:,,,,\ 1=1 

sujeto a 

i = 1.2 ..... m j = 1.2 ..... /1 

1/, Y VJ irrestrictas. 

Por consiguiente. la función objetivo se escribe como 

T T 0( u.v) = 1I Il+b v 

II 

\ 

\ 

\ 
I 
\ 

\ 
I 
\ 

\ 



donde 

U=[U¡',: .. ,u"y, 

v=[v¡" .. ,vnY, 

a es el vector de ofertas, 

b es el vector de demandas, 

La función objetivo del problema primal se denotará como, 
I 

no " 

a(i) = ¿ 'L:C'jX'j , 
i=1 j=1 

Un vector x que es factible para el problema de transporte es óptimo si hay un vector , 
dual factible (u',v) para el cual 

a(x) - P( u,v) = O, 

realizando la operación anterior se obtiene, 
I 

no " no " 

a(x) - P( u,v) = ¿ ¿C'IX'I - '" GI/ - '" bv ~ II ¿ J J 
,: 1 J" 1 1=1 J=l 

mn nln nm 

a(x) - P( u,v) = ¿¿e'lx, -¿¿ X,l/, - ¿¿ 
1=:1 1=1 ,,::1 )=1 J":l ,>=1 

x V 
'1 I 

como x es factible para el problema primal se pueden utilizar 

" 
G="'x 

I ~ I} 
y 

¡=1 

entonces, 

no " 

a(x)-p(II,v) = ¿¿(c, -1/, -VI)X'I 
1'01 ,_, 

de lo anterior se obtiene el resultado siguiente, 
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i 
I 
i 
j 

I 
i 

, 

i 
I 

I 
1 

I , , 
i 

................... _ ••• _o, .. _~ 'o', ... 

. Teorema 1.2 

. Si (u,v) es algún vector dual (factible o infactible), entonces 

no " 

u(x)'; ¡3(u,v) = ¿¿(e'j -/1, -v¡)x'j 
1 .. \ ¡_\ 

siempre que x sea una solución factible. 

Por condiciones de dualidad si el vector (u,v) es factible para el problema dual 

entonces x es óptimo para el problema de transporte, es decir, si u(x) = P(u,v) entonces se 

cumple que x es el óptimo. 

Para la obtención de las variables básicas Xy se debe considerar que· a cada una de 

ellas le corresponde una restricción dual ,generándose /71+/1-\ ecuaciones como la 

siguiente: 

y para las variables no básicas denominadas como Xpq se calcula 

II p +Vq -C pq ' 

y por la condición de optimidad entra a la solución aquella variable no básica con c.;I 

mayor valor positivo, puesto que. se trata de un problema de minimización. 

El modelo de transporte :se puede representar a través de una tabla en la que se 

incluye toda la información del pr,oblema, como se muestra a continuación 
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FUENTE I DESTINO Suministro U¡ 

1 2 ... n 

~ ~ ~ 
1 Xli XI2 '" XI, al 

~ L:::.. ~ 
1 X2I X:!2 ... X" a, 

: 

~ ~ ~ 
, 

'" Xm , Xm , ... Xm• Qm 

Demanda b, b, ... b, z 

v} 

Tabla 1.1 

1.1.3 La solución del modelo de transporte 

El modelo de transporte se resuelve a través del siguiente algoritmo llamado Técnica de 

Transporte : 

I 

Paso 1. Buscar una solución básica factible inicial. 

Paso 2. Determinar la variable no básica 'que entra. 
1 

Paso 3. Deter111in¡¡r la variable básica que sale. 

Paso 4. Determinar la nueva solución básica factible. 

Regresar al paso 2. 

14 
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A continuación se explican cada:uno de los pasos. del algoritmo. 

Paso 1. Búsqueda de una solución básica factible inicial 

Para encontrar la solución básica factible inicial se pueden utilizar la regla de la . 
esquina noroeste y el d.létoda de aproximación de Vogel. 

• Regla de la esquina naroes/e. 

Esta regla consiste en asignar a la celda XII de la tabla del modelo de transporte 

la minima cantidad :de unidades de la demanda y suministro correspondientes, 

en caso de que aún la fuente i tenga que satisfacer algún suministro se pasa a la 

posición XiJ'/ , en caso contrario se continua asignando unidades en la posición 

X"/J respetando las restricciones de demanda y suministro. 

• Mé/odo de C/proximC/cir;/1 de V{)~eI. 

El método consiste en obtener la diferencia entre los dos costos menores de 

cada renglón y columna de la tabla del modelo de transporte. Después se elige 

aquel renglón o colum~a con la mayor diferencia, y se asigna la mayor cantidad 

de unidades posible (el ,minimo de la demanda y suministro correspondientes) a 

la variable con menor costo unitario. En caso de satisfacerse totalmente una 
I 

demanda o un suministro se tacha el renglón o columna correspondiente y ya 

no se considera en las siguientes iteraciones del método. Este método 

proporciona una solución básica inicial cercana al óptimo. Al igual que la regla 

de la ~squina noroeste la solución obtenida con esta técnica da como resultado 

/11+/1-1 variables básicas. 
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Paso 2. Determinación de la variable que entra 

Para determinar la variable no básica que entra a la base se calcula el valor de las 

variables duales 11, y vi con ·i=l ..... m y j=I •...• /I; para obtenerlo anterior a cada 

variable básica xij le corresponde una ecuación de la forma 

obteniéndose así m-fn-I ecuaciones con m+n incógnitas. Como el sistema de 

ecuaciones anterior tiene más incógnitas que ecuaciones la solución se obtiene 

fijando el valor de una variable. por ejemplo 1/,=0 y así se obtienen los valores de las 

incógnitas restantes. 

Después para cada una de las variables no básicas xij se calcula la siguiente 

ecuación 

y se elige como la varia~le que entra aquella que tiene el valor C;j positivo mayor 

(condición de optimidad). , 

Paso 3. Determinación de la variable que sale 

Ya elegida la variable que entra se genera un ciclo que inicia y termina con ella y 

cuyas esquinas corresponden a variables básicas. Este ciclo cuenta con m.¡- n-I 

variables y a cada una de ellas le corresponde una casilla dentro de la tabla del 

modelo de transporte; a: cada casilla se le asigna un signo + Ó - siendo positivo el 

de la variable que entra y después los signos se alternan hasta cerrar el ciclo. La 

nueva variable básica se incrementará en un valor igual al menor de las variables 
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básicas actuales, pues, al ir sumando o restando esa cantidad, dependiendo si la 

casilla tiene un signo +:, ó - , se llegará al nivel cero y será la variable que salga 

. (condici6n de fact\bllida#) '. El ciclo, que se forma es único y el sentido en que se 

recorra es indistinto, 

Paso 4. Determinación de la nueva solución básica factible 
i 

De la nueva solución se calculan nuevamente las variables duales utilizando las 

i 
variables básicas y los correspondientes valores CI] de las variables no básicas. Si . , . 

todas las cantidades Ci] : son no positivas (condición de optimidad) entonces la 

solución obtenida es la Óptima, en caso contrario se continua con el paso 2 del 

algoritmo. 

Degeneración. 
i 

En el proceso de la técnica de transporte cuando en una solución básica aparecen dos o más 

variables básicas nulas se dice que hay un caso de degeneración. En el caso anterior se elige 

para salir una de las variables antes mencionadas y las demás se toman como variables 

básicas, esto genera algunas iteraciones adicionales lo cual no es tan grave ,y por lo tanto. se 

puede utilizar el algoritmo sin nin~ún ajuste. 

17 

, 

I 
¡ 



1.1.4 Ejempló 

El problema de transporte a resolver se' muestra en hi tabla siguiente: 

DESTINO OFERTA 
1 2 3 

7 1· 2 
1 20 

1 5 5 
FUENTE 2 20 

4 1 4 
3 25 

DEMANDA 20 15 20 

Tabla 1.2 

SOLUCIÓN 

El problema no se encuentra balanceado porque, 

Demanda total = 55 Oferta total = 65 

1 

entonces es necesario crear un destino ficticio que absorba las 10 unidades sobrantes de la 

oferta total, como se muestra en la tabla de transporte siguiente: 

IX 

l' I 
I 
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1 

\ 
I 

\ . 
1 

1 2 ,"(. 3 \' 
l' \ : 

1 20 
, 
1: 
I 

: " 
2 20 1 

3 25 

20 20 10 

Tabla 1.3 

Paso 1. Búsqueda de una solución. básica factible 

Utilizando la regla de la esquina noroeste se obtiene la siguiente solución básica 

inicial, 

1 2', 3 4 
7 1 2 O 

1 20 O'. 20 

1 5 5 O 
2 15 . 5 20 

4 1 4 O 
3 15 10 25 

20 15 20 10 

Tabla 1.4 

cuyo costo asociado es de 300 unidades monetarias. 
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, ,Paso 2. 'Determinación,de la varia'ble qúe entra 
l' 

Se calculan ¡as variables duales a pahir de las variables básicas, 

1/1=0 ~.... vl=7 

Resolviendo para las variables no básicas se tiene, 

lo anterior también se puede obtener directamente de la tabla de transporte, como 

se muestra a continuación' 
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': 
I 

\ 
I 

': 
.... ! 1 3 4 

,',' .... 
1 : 20 u,=Q 1, 

:\ ... 
2 5 20 u,=4 

1\ 

3 15. 10 25 u,=3 
6 3 

20 15 20 10 
vl=7 V2= 1 v,=l v,=-3 

Tabla 1.5 

De los resultaclos anteriores la variable que entra es X21 porque tiene el mayor 

valor positivo. 

Paso 3_ Determinación de la varia~le que sale 

En la tabla l. S se muestra el ciclo que indica a xn como la variable que sale de la 

base porque tiene signo negativo y la menor cantidad , resultando una nueva 

solución básica factible con costo de 1 SO unidades monetarias . La tabla de 

transporte actualizada es : 
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·.-.. ,- ... ~_ . . , .... -.. ". 

\ 
1 

, 
\ 

1, 2 3 
\ 

," 4 I 
',' . 7 ' 1 2 O ¡ , ' 1 5 15 20 I , ., 

, , , 
\ '" ..... r' •• 
\ 

·1 5 5 O 

\ 
2 15 5' 20 , ' 

4 1 4 O I 
3 15 10 25 

20 15 20 10 

Tabla 1.6 

, 
Paso 4. Determinación de la nueva solución básica factible 

De la solución anterior' se muestran en la tabla 1,7 las variables duales 

correspondientes , y se ob~erva que todavía hay variables no básicas que pueden 

entrar a la base y mejorar la solución, 

4 

1 20 u,= O 

2 20 u,=-6 

3 15 10 25 u)=-7 
-7 

20 15 20 10 
vl=7 \'~= 1 1')= 11 v4=7 

Tabla 1.7 

Se continúa con el algoritmo regresando al paso 2, De la t~,bla anterior la variable que entra 
, I 

es XIl , la variable que sale es X2J y la s~lución es : 
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',. 7:: 1. 2' O , ' .. . ;:.; 1 O 15 5 20 "'.' 
. . .' ~.< • , .. .. 

,1: S' :S O 
2 20 20 

~ 

4 1 4 O 
3 1S 10 25 

20 15 20 10 

Tabla \;8 

Con costo de 105 unidades monetarias. 

Calculando la tabla de transporte siguiente se tiene 

2 3 4 

IT TI: l2. ~ 
1 o . 15 5 20 u,= () 

- + -2 

IT D..:. L2... ~ 
2 20 20 u,=-6 

-10 -9 -8 
..... .''':. .;:.t@ili ~ ~ ~ ; 

":',;!;; .Jffiffi*: 
.. 15 10 

E 2 , -
25 u)= 2 3 

20 15 20 10 
vI=7 v~= 1 

Tabla 1. 9 

De la tabla 1.9 la variable que entra es X.11 • la variable que sale es XII y la solución es: 
I 
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~ ............ - -.. I 

\ 
\ 

1 . 2 3 4 \ 
\ 

:7·\ 1 2 O 

\ 
. ~.' 1 : r 15 5 20 

f; 5. 5 O 

\ 2 20 20 

\ 
{, 1 4 O \ 

3 O 15 10 25 

20 15 20 10 

Tabla 1.10 

Con costo de 105 unidades monetarias. 

Calculando la tabla de transporte siguiente se tiene: 

1 2 3 4 

L2- ~ ~ ~ 
1 15 ~ 5 20 u,= o 

o - "- + ·2 

~ ~ ~ ~ 
2 20 20 u,=·1 

·5 ·4 ·3 
I 4 ',lit!! ~ LE.. 

3 • 15 10 O 
:' .;;;;'1:' . 

25 11,= 2 

20 15 
\/1=2 

Tabla 1.1 I 

De la tabla l. lila variable que entra es xn , la variable que sale es Xl3 y la soludón es 
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, ',;: . 1 2 3 4 
7 1 2 O 

1 O 20 20 

1 5 5 O 
2 20 20 

4 1 4 O 
3 O 15 10 25 

20 15 20 10 

Tabla 1.12 

Con costo de 75 unidades monetarias. Como se observa la solución es cI.egenerada. 

Calculando la tabla de transporte siguiente se tiene: . 

1 2 3 4 
7 1 2 O 

1 O 20 2011,= o 
-3 o 

1 5 5 O 

2 20 20 11,=-3 
-7 -6 -3 

4 1 4 O 
3 O . 15 10 2511)= O 

-2 

20 15 20 10 
v¡=4 \12= 1 \1)=2 \14=0 

Tabla 1.13 

Como todos los valores correspondientes a las variables no básicas son no positivos, 

la solución óptima es : 

XI2= 0, x,,= 20, x2,=20, X31= 0, x,,=15, x,,=lO, 
, 

el costo total es de 75 unidades l110netarias . 
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La representación del problema anterior y dé su solución a través de redes se presenta en las 

fi~ras L2 y 1.3 respectivamente. 

Fuentes Destinos 

20 20 

15 

25 ~r}----'-----------=~C:jf;)' 20 

Figura 1.2 

Fuentes Destinos 

20 20 

20 15 

25 20 

-- --- ......... ------
(0.10) -----_ 

. Figura 1.3 
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',Eri hifigura';¡j'seindicá C¡uefa forma Óptima de distribuir el exceso de oferta consiste en 

que la fuente 3 deje de suministrár 10 unidades: de producto. 

,,. : 
1.1.5 Casos especiales 

Existen otros problemas como: el problema de transbordo y el problema de asignación que se 

pueden resolver utilizando el modelo de transporte. 

El problema de transbordo consiste en enviar un cierta cantidad de unidades de un 

conjunto de nodos origen a otro conjunto de nodos destino pasando a través de nodos 

I 
llamados de transbordo . EJ: objetivo del problema anterior es encontrar el plan de 

asignación y las rutas de transporte a costo minimo. Para lograr que este caso especial se 

resuelva con la técnica oe transporte, se considera a cada nodo de transbordo como un 

origen y destino a la vez; es importante señalar que este tipo de nodos no generan ni 

absorben unidades, 

El problema de asignaci,ón consiste en aSIgnar, por ejemplo un número de 

trabajadores o máquinas (fuentes) a tareas o lugares especificas (destinos) de tal manera 

que se minimicen los costos. En este caso especial se tiene una variable cij que representa el 

costo de asignar al trabajador i a la tareaj, por lo cual, se trata de un problema de base 

uno a uno, pues a cada trabajador le corresponde una tarea en particular, La variación de 

este caso especial con el modelo de transporte consiste en que cada demanda y suministro 

son igual a uno, por ¡'o tanto, la so!ución esta dada por la asignación o la 1'0 asignación y en 

consecuencia las variables son bin~rias, es decir. toman el valor I Ó O respectivamente. 
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1.2' EL PROBLEMA DE PRODUCCIÓN-TRANSPORTE CON , 

COSTOS CÓNCAVOS [PPT] 

En la práctica encontramos problemas tan diversos y complicados que consideramos que la 

forma en que se han resuelto no es tan mala, porque nos da una solución que si no es la 

mejor al menos nos ofrece información sobre ellos. 

Como ya se mencionó el Problema de Transporte es importante pero como se sabe 

existen otros problemas que se derivan de éste, por ejemplo en este trabajo se analiza la 

problemática de producir una cierta cantidad de mercancia y distribuirla. Este problema 

considera que los costos de producción ya no son lineales (costos cóncavos) y por lo tanto 

el método de solución es diferente. 

1.2.1 Descripción 

El Problema de Producción-Transporte con Costos Cóncavos [ PPT ] consiste en que un 

número de fábricas deben producir una cierta cantidad de productos y enviarlos a un 

número preestablecido de almacenes. El objetivo que se persigue al resolver el problema 

anterior es determinar el nivel de producción de cada f';brica y el plan de distribución de la 

mercancia de las fábricas a los almacenes, de tal manera que el costo total de producción-

transportación sea el mínimo. 

El Problema' de Producció,;-Transporte con Costos Cóncavos [ I'I'T ] se modela 

matemáticamente de la forma siguie,nte 
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. ..... . 

[ PPTl 

donde 

"e ...... 0 •• ',.' ~.,. h' ". " ••••• ," .' " •• , ....... ¡;- .... ~ •• -, " , ,,_ ...... , .' - ." . 

, . , , ' ... ", , k ni 

Minimizar g(y¡'".,)'k) + ¿ ¿ c'i x,) 

sujeto a . " 

m 

¿x~ = y, 
¡ .. I-

'=1 ~=1 

i = 1 •...• k (balance en la~ fábricas), 

.i = I ..... m (demanda en almacenes). 

i = I ..... k (capacidad en la fábrica i), 

'iI i, .i (condición de no 

negatividad) , 

k: número de fábricas F, .... .!;;'. 

m: número de almacenes B, ..... Bm • 

g(y' .... ,)'k) : costo de producir)(, unidades en la fábrica F, ( función cóncava) . 

C y 2: O : costo de transportar una unidad de la fábrica Fi al almacén BJ . 

bJ> O : demanda del almacén BJ . 

s, > O : capacidad de produ~ción de la fábrica F, . 

y, 2: O : cantidad de producción (a determinar) en la fábrica Fi • 

Xy 2: O : número de unidades transportadas de la fábrica 17, al almacén BJ. 

La función objctivo de [ 1'1:1' 1 consiste de dos panes: los costos de producción y 

los costos de distribl!ción o transportación. En estc caso los COSl0S de producción se 
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representan por una n.lnción cóncava. Es importante señalar que en éstos se incluyen los 

costos de construcción, mantenimiento y operación de las instalaciones, los cuales se 

comportan como las economias de escala . Las economias de escala representan el 

comportamiento de las cantidades de artículos producidos ,es decir, cuando el número de 

unidades de un producto aumenta el costo por unidad decrece, por lo cual se describen a 

través de funciones cóncavas. Los costos de transportación frecuentemente son lineales. 

Esta composición de costos aparece en otras situaciones prácticas como en la 

planeación de redes de comunidción, transporte, aguas residuales, administración de 

fuentes de agua, control de tráfico aéreo, problemas de localización, planeación de la 

producción e inventarios. etc .. 

. La función g(y): R'~R' es una función cóncava y no separable, porque 

considerando la situación real de que el costo de suministrar materia prima a un conjunto 

de fábricas de una o varias fuentes no siempre puede ser separable, por consiguiente, éste se 

incluye en el costo de producción. 

Las restricciones de [ PPT'.] son lineales y semejantes a las del modelo de 

transporte. Este problema pertenece a I~ clase de problemas de minimización de funciones . 
cóncavas sujetas a restricciones lineales y convexas de la Optimización Global 

("Minimización Cóncava" ), entonces. se trata de un problema Np· duro. La complejidad 

computacional de este problema se debe principalmente al número de fábricas por lo que se 

considerará un número fijo de ellas representado por la letra k , Y el problema se denotara 

como [ PPT(k) J . 
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La estructura de [ P~T(k) ] proporciona aspectos interesantes como el que su 

función objetivo sea no decreCiente. 10 que permite que el dominio factible se pueda dividir 

en partes más pequeñas identificadas a tnivés de la estructura de red del problema ,de tal 

manera que se localiza de U11a forma sencilla el mínimo global. Estas características se 

, 

analizan en los capítulos siguientes. 
, 

1.2.2 Antecedentes 

Los métodos de solución más generales para la Optimización Global se dividen en dos 

clases. estocásticos y determinísticos. Los métodos estocásticos convergen al óptimo global 

con una probabilidad aproximada cuando su tiempo dt: corrida llega a ser infinito (Torn y 

Zilinskas [1989]. Schoen [199,1 D. Los métodos deterministicos toman ventaja de la 

estructura matemática del proble'ma y frecuentemente garantizan la convergencia finita con 

un grado de exactitud preestablec.ido. 

Varios problemas de Optimización Global tienen al menos las siguientes propiedades: 

i) la convexidad se presenta en forma limitada y frecuentemente es inusual; 

ii) un óptimo global ocurre dentro de un subconjunto del limite del conjunto factible ( este 

conjunto de puntos en R" se determina generalmente por un sistema de desigualdades). 

Estas propiedades se utilizan mejor en los métodos determinísticos . "orque combinan las 

herramíentas analíticas y combinatorias en una forma más efectiva. 

En la Optimización Global se encuentran diversas clases de problemas: 
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a) Minimización defunciones cóncavas sujetas a restricciones lineales y convexas 

("Minimización Cóncava" o "Programación Global Cóncava" ). 

b) Minimización convexa sobre la intersección de conjuntos convexos y complementos de 

conjuntos convexos ( "Progra~ación Convexa Invertida" ). 

c) Optimización Global de funciones que se expresan como una diferencia de dos funciones 

convexas ( "d.c.- programación" , d.c. es una abreviación de "diferencia de dos funciones 

convexas" ). 

El problema que se analiza en este trabajo pertenece a la clase de problemas de 

Minimización de funciones cóncavas sujetas a restricciones lineales y convexas. Los 

planteamientos deterministicos para la Programación Global Cóncava usan técnicas 

enumerativas, métodos de planos de corte, ramificación y acotamiento, solución de 

problemas aproximados, métodos de programación bilineal o diferentes combinaciones de 

estas técnicas. Existen algunos métodos especificos para problemas donde la función 

objetivo tiene una estructura especial (cuadrática, separable, factorizable, etc. ) o el cor:junto 

. factible tiene una geometría simplificada ( hipercubo unitario, restricciones de red, etc. ). 

Estos métodos se clasifican de la siguiente manera: 

1.- Métodos enumerativos que ordenan los puntos extremos. 

2.- Métodos de planos de corte y técnicas de partición del dominio factible. 

3.- Métodos de ramificación y acotamiento que usan aproximaciones de la función objetivo. 

4.- Algoritmos de aproximación general. 

5.- Proposiciones de programación bilineal. 

6.- Métodos para programación cóncava global de gran escala. 
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, Para este trabajo los'm'étodos enumenitivos que ordenan 'los puntos extremos son de 

gran importancia. pues una propiedad importante de las funciones cóncavas es que cada 

soluciórilcical y global se 'alcanza en un punto·extremo del dominio factible. Esta propiedad 

hace" al problema más tro.table. considerando que la búsqueda de una solución óptima se 

puede restringir al conjunto de puntos extremos. aún cuando este conjunto en general puede 

ser muy grande para manejarlo. 

Una forma obvia de resolver el problema de programación cóncava en el caso en que 

el dominio factible es un conjunto poliédrico. es la enumeración completa de los puntos 

extremos. Aunque la mayoria de los algoritmos en el peor de los casos degenerarán en una 

inspección completa de todos los vértices del poliedro. lo cual resultaría 

computacional mente infactible para problemas grandes. 

Cabot y Francis [1970] presentan el siguiente procedimiento para resolver el 

problema de programación cuadrática: primero se resuelve un programa donde la función 

objetivo lineal es un estimador inferior de la función objetivo original. Después Mul1y 

[1969] desarrolló un método que consiste en ordenar los puntos extremos. que se aplica 

usando este estimador inferior (función) para obtener una solución óptima al problema 

original. Taha [1973 J también usó' la idea de ordenar los puntos extremos basado en 

funciones de estimación lineal inferior: 

Técnicas generales para la en,umeración total de vértices se presentan en Balinski 

[1961]. Burdct [1974]. Oyer y Proll [1977]. Manas y Ncdol11a [1974] y Rossler [1973]), 

Un estudio y comparación de los métodos para cncontrar todos los vértices de un conjunto 

poliédrico está dado por Matheiss y Rubin [1980] y Oyer [1983] La efectividad 
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computacional. de los algoritmos de ordenamiento de puntos extremos se discuten en 

McKeown [1978] . 

· Trabajos previos sobre :[ PPT (k)] donde los costos de producción se representan 

normalmente por una función cóncava. y separable, incluyen entre otros resultados 

investigaciones locales heurísticas, Khumawala y Kelly [1974] , Feldman, Lehrer y Ray 

[1966] ; ramificación y acotamiento, Soland [1974] ; programación dinámica, Zangwill 

[1969] Y descomposición / aproximación exterior Thieu [1987] , Horst y Tuy [1990] . 

También existen resultados sobre el caso especial cuando la función de los costos de 

producción es cóncava, separable y piezas lineales Efroysom [1966] , Soland [1974] . 
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CAPÍTULO 2 

EL PROBLEMA PARAMÉTRICO DE [PPT] 

Como ya se explicó la parte no lineal del Problema de Producción-Transporte con Costos 

Cóncavos [PPT(k) 1 se encuentra en la función objetivo (en la parte de los costos de 
I 

producción). Esta estructura ofrece una ventaja para obtener la solución, porque permite 

reducirlo a un problema de transporte paramétrico. 

Para establecer la reducción anterior, en este capítulo, pnmero se analizan las 

características de una función cóncava y su comportamiento dentro de un cono convexo así 

como el problema de programación lineal paramétrica en el lado derecho, para después 

aplicar esto a un problema de minimización cóncava y particularmente en [ PPT(k) l. 
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2.1 FUNCIONES CÓNGA V AS 

Cuando se dice que algo es córcavo viene a nuestra mente la idea de curvatura, pero 

cuando se dice que la producción, de una fábrica se encuentra representada por una función 

cóncava, se requieren más elementos de análisis que una sola idea . 

En general, una función cóncava es aquella en la que si se toman dos puntos de ella 

y se unen a través de una línea: ésta se encuentra debajo de la curva que describe la 

función. Ya que se tiene la idea de lo que es una función cóncava a continuación se 

presentan la definición y otros conceptos importantes para su estudio en este trabajo. 

Definición 2.1 

Sean x" x) E R n con x,~X). El segmento de linea que une x, y x) es 

Ax,+(I-I..)x) para 1.. E [ 0,1]. 

Definición 2.2 

Un conjunto e en Rn es convexo si, para cada x" x) EC , el segmento de línea 

Ax,+( I-I..)x) para 1.. E [ 0,1] pertenece a e 
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(a) (b) 

Figura 2.1 (a);Conjunto convexo (b) Conjunto no convexo. 

Definición 2.3 

a) Una función real f (x) definida en un conjunto convexo e c.: R n se dice cóncava si dos 

vectores XI. X], satisfacen la siguiente desigualdad: 

XI. X] E e, AE [0,1] => f (MI+ (I-A)x]) ~ Af (XI) + (1-1.)[ (x]) 

b) se dice que una función es estrict,amente cóncava si 

XI, X] Ec' XI"X], AE [0,1] => f (MI+( l-A)x2) > Af (XI)+ (1-1.)[ (x}) 

c) sif es (estrictamente) cóncava, entonces g;=.-f es (estrictamente) convexa, 

d) se dice que una función es cuasic'óncava si , 

XI. X} EC , AE [O, 1] P f (MI+(1-A)X}) ~ mili {j (x,),f (x})}. 

De lo anterior toda función cóncava es una función cuasicóncava. 
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Por lo tanto, para una función cóncava el valor de ésta en los puntos sobre el 

segmento de la' línea Ax¡+ (l-A)xz es mayor o igual a la altura de la cuerda que une los 

puntos [x¡j(x¡)] y [xzJ(xz)] ver figura 2.2 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

• • 
Figur,a 2.2 Función cóncava. 

Ya establecida la definición de una función cóncava, ahora se determinará como se 

puede identificar una función de este tipo a través de su diferenciabilidad. 

Teorema 2.4 

Seafuna función diferenciable sobre un conjunto convexo abierto no vacio Ce R" y 

f: C-tR Entonces f es cóncava si y:sólo si para todo XEC. se tiene 

/ (x) ~/ ( x) .. (x - x) Vr (_, ) para cada XE e . 
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La demostración del teorema anterior se encuentra en el apéndice y en la referencia [13] . 

Si la función que se anali~a puede diferenciarse dos veces existe otro criterio para 

determinar si es cóncava, como se muestra a continuación. 

Definición 2.5 

Sea e un conjunto no vacio en R" y sea f: e --t R Entonces, f se dice diferenciable dos 

veces en X E illt e si existe un vector V fl. x), y una matriz H( x) de 11m simétrica, llamada , 

matriz Hessiana C ver apéndice), y una función ex. : R" --t R tal que 

f(x)=fl. ~ ) + V fl. x ) TC X - x)+ t ( x- X )T HC x )( x - x) + Ilx - xf ex.( x . x - X ) 

Para cada x EC, donde el lim - ex. (x ; x - x) =0 . 
x~x 

Teorema 2.6 

Sea f una función real continua dob'lemente diferenciable en un conjunto convexo abierto 

Ce R" . Entonces! es cóncava si y sólo si la matriz Hessiana es negativamente semideflllida 

para cada punto en e 

La. demostración del teorema anterior se puede consultar en el apéndice y en la referencia 

[3]. 
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,Otro aspecto importante de una función cóncava consiste en que puede ser 

separable ,es decir, que se expresa como una suma de 11 funciones de una sola variable y su 

definición es la siguiente. 

Definición 2.7 

Una función separable f definida, para x en R" es aquella que puede expresarse como la 

suma de n funcionesj, de una única variable Xi. donde Xi es la i-ésima componente del vector 

x, esto es. 

Como ya se explicó la función cóncava de [ PPT 1 es no separable. 

En general. un problema de minimización en optimización busca el mínimo de una 

función definida en un conjunto gen~rado por desigualdades conocidas como restricciones. 

Si en un subconjunto del conjunto anterior existe un punto que evaluado en la función 

cumple con ser el menor se dice que la función ,tiene un mínimo relativo en ese punto, que 

también se conoce como solución local óptima o extremo relativo. Una caracteristica de los 

puntos extremos relativos consiste en Ique la función es diferenciable en ellos y su derivada 

es igual a cero, es decir. si f es una función de una sola variabie y Xo es el punto extremo 

relativo entonces dfix,,) =0 o sif es de varias variables 17/(1',,)=0 y x" recibe el nombre de 

punto critico, 

Cuando en todo el conjunto no se encuentra algún otro punto que 111cjore la solución 

obtenida, se dice que se trata del plinimo global. 
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Para el caso del máximo l,os resultados anteriores son semejantes sólo que aplicados 

al mayor de los valores del conjunto. 

En problemas lineales y donde se minimiza una función convexa sobre un conjunto 

convexo un mínimo local es también un mínimo global. Para las funciones cóncavas un 

máximo local de dicha función es global y si la función es estrictamente cóncava, entonces 

dicho máximo no se puede alcanzar en más de un punto. 

Para el caso de minimizar 'una función cóncava en un politopo se puede tener un 

mínimo local en cada vértice del politopo , y aquí los criterios locales no dan información 

acerca del mínimo global. Una propiedad interesante con respecto al mínimo global de las 

funciones cóncavas se muestra en e\' siguiente teorema. 
I 

Teorema 2.8 

Sea f: D->R una función cóncava y sea D e R" un conjunto no vacío. compacto y 

convexo. Entonces el mínimo global def sobre D se alcanza en un punto extremo de D. 

Demostración. 

El mínimo global def sobre el conjunto compacto D existe por el teorema de Weiers\rass 

(ver apéndice) . debido a que una función cóncava definida sobre R" es continua en 

cualquier punto. Lo anterior es sufici.ente para mostrar que para cada XEf) hay un punto 

extremo v de LJ tal que la desigualdad f(x) '2f(v) se cumple. 

Por el teorema de Carathéodory o cl teorcma de· representación (ver apéildice). hay un 

número natural k :;; /1+ 1 tal que 
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• • 
x = 2),,¡V'. 2)'" = l. I..,;e: O i = l •...• k (2.1 ) 

i=\ ¡-/ 

donde v' i~ l. . k son puntos extremos de D. Se establece que v satisface 

f (v)=mín(f(v): i= 1, ... , k). Entonces de la concavidad de f y de (2.1) se tiene 

• • 
f(x) 2: 2.: 1.., f(v') 2: f(v). (2.: 1..,) = f(v). • ,., ¡"'¡ 

2.2 FUNCIÓN CÓNCA VA Y CONOS 

Los problemas de optimización global en los cuales la función objetivo incluye una función , 

cóncava presentan una estructura en común. Esta característica consiste en que la función 

objetivo es no decreciente en cie~as direcciones , las cuales forman un cono convexo y 

esto permite dividir su dominio ,factible en subregiones sobre las cuales es más fácil 

identificar la solución óptima. y en consecuencia se puede trabajar con un problema más . 

tratable. con menos variables en la función objetivo y paramétrico en el lado derecho de las 

restriccíones. 

2.2.1 Conceptos 

Considerando que es importante señalar conceptos que ayudan a comprender teoremas que 

formalizan las propiedades antes men~ionadas. éstos se tratarán de manera informal dcbicln a 

4? 
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que no son relevantes en todo, el desarrollo del trabajo, pero si se desea obtener mayor 

información consulte el apéndice y la referencia [19]. 

1: Si se tiene una función cóncava f el conjunto de puntos en la parte inferior de ésta 
;: 

se conoce como epigrafe de la función y se indica como epi f. Si el epígrafe es no vacío y , 

no tiene líneas verticales la función f es propia. Además si el epígrafe es un conjunto 

convexo no vacío en RO
'

I se asocia a éste un cono de recesión denominado 0'( epif) . 

Para entender lo anterior es necesario indicar que un cono convexo K se forma por 

semirrectas que salen de un vértice como se muestra en la figura 2.3 y su definición es la 

siguiente, 

Definición 2.9 

Un conjunto K en R n que cumple,con AxEK 'V XEK Y A~O se conoce como cono. Si K es 

convexo entonces K es un cono convexo. 

Si 11.=0 el cono siempre contiene al origen. 

Origen 

Figu'ra 2.3 Cono convexo. 
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Al considerar el comportamiento infinito de las semirrectas que se generan en un 

I cono convexo, se hace referencia a los conos de recesión. 

Definición 2.10 

Sea K un conjunto convexo en R" no vacío. K se extiende en la dirección de una semirrecta 

y, donde >",,0, sí y sólo sí x+"yeK para todo ,,:<:0 y xeK. El c.onjunto de todos los vectores 

yERO que satisfacen la condición anterior, incluyendo y=0 se conoce como cono de recesión 

de K Y se indica como O'K. 

Las direcciones en las cuales se extiende K se denominan direcciones de recesión de 

K. El cono O'K es el cono más grande que se encuentra en K. 

Regresando al cono 0"( epi f) , se tiene que todos los valores que le pertenecen 

forman un intervalo cerrado de R no acotado en la parte inferior. por lo tanto corresponde 

al epigrafe de una función conocida como la ./illlciá" de recesió" de f indicada por fa' 

es decir 0'( epif)=epi(jO·). 

En este momento ya es posible establecer el siguiente resultado. 

Teorema 2.11 

Sea f una función cóncava propia y sea y un vector. Si se tiene que 

lilll Slip f(x + A.y) > -00 
A _t·'" 
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para una x dada. entonces x tiene la propiedad de que f (x + Ay) es una función no 

decreciente de A, -00 < A < +00. Esta propiedad se cumple para toda x si y sólo si 

(JO' )(y):::O. Cuando f es cerrada la propiedad anterior se mantiene si se cumple para algún 

valor de x que pertenezca al dominio de! 

Demostración. 

Por definición (JO' )(y):::O si y sólo si el cono de recesión de epi ftiene al vector (y,O). esto 

c 

significa que fez + "A.z):::f(z) para toda z y toda A:::O . Así (JO' )(y):::O si y sólo si f(x + Ay) 

es una función no decreciente de A. -00 < A < +00 , para toda x. Si f es cerrada entonces se 

cumple que (fa' )(y)~O .por el teorema 20 que se encuentra en el apéndice. si existe al 

menos una XE domf tal quef(x + Ay) es no decreciente en A 11 

El problema que se analiza en este trabajo cumple con el teorema anterior. y por lo 

tanto. la función objetivo es no decreciente o monótona en un conjunto convexo formado 

por direcciones que determinan un cono. 

Continuando con el análisis. se tiene que el e.\pacio lil/eal de un conjunto convexo 

no vacio K consiste del vector cero y todos los vectores no nulos y tales que. para toda 

XE K la línea a traves de x en la dirección de y se encuentra en K. Las direcciones de los 

vectores y en el espacio lineal se conocen como direcciones en las cuales K es lineal. El 

espacio lineal de K es ell11ayor subespacio que se encuentra en el cono convexo O'K y su 

dimensión se conOCe como la li"calidad dc K . La dimensión Jc K menos la linealidad de K 

se denomina el rango de K y esto Inide la no linealidad de K. 
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Lo anterior puede utilizarse para obtener del problema original otro muy parecido l 
pero que se desarrolla en un espacio de menor dimensión. 

Otro concepto interesante consiste en que el conjunto de todos los vectores y tales 

que (¡O-)(y);:: O se conoce como el cono de recesión de /. el cual es un cono convexo 

que contiene al O y que es cerrado si / es cerrada. Las direcciones del cono anterior se 

conocen como direcciones de recesión de f 

Ahora. en un caso más general el conjunto de vectores y tales que 

(/O-)(y) ;:: O Y (/O-)(-y);:: O forman el mayor subespacio que existe en el cono de 

recesión de / conocido como el espacio invariallle de /. Las direcciones de los vectores en 

este espacio se conocen como direcciones en las que / es constante. 

y como consecuencia se obtiene el siguiente resultado. 

Teorema 2.12 

Sea / una función cóncava propia. I;:ntonces todos los conjuntos de la forma {x 1/ (x);:: al 

aE R tienen el mismo cono de recesión y el mismo espacio lineal. denominados el cono de 

recesión y el espacio invarian/e de/respectivamente. 

Demostración. 

Continuando con el teorema 2.1 1 Y pertenece al cono de recesión de {x 1 / (x) 2: a l. si y 

sólo si {x 1 f(x- Ay) 2: a). cuandof(x);:: a y A;:: O. • 
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Lo anterior i!)dica 'qu'e el: dominio factible de la función f puede dividirse en I 

subregiones y • por lo tanto • es· más fácil identificar sobre cada una de ellas la mejor 

solución. 

2.2.2 Aplicación a un problema de minimización cóncava 

Aplicando los resultados anteriores a un problema de Minimización Cóncava se obtiene que 

éste cumple con la Propiedad de Rango r como se establece a continuación. 

Sea el sigl!;ente problema de optimización global. 

[ p 1 Global mín f (::) 

sujeto a ;:E [) 

;:= (y,x) E R' x R" 

yE S. 

donde 

D: es un politopo en R"" . 

S : es un poli topo en R'. 

f: f: [)-~R es una función cuasi cóncava definida y continua en un conjunto convexo 

cerrado D::::)/). 
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. En este problema· se busca un punto XO El) tal que f (x"'¡ < f (x) ,donde X
O es un 

vértice de D que representa la m~jor solución, es decir, que XO es la solución global óptima. 

Entonces se tiene un conjunto convexo G = {XE n : f (x) ::::f (x"'¡} , que contiene a un cono 

K={XEn : Ax S O}, 

tal que (V XO ED) xO+Kc G. El rango de la matriz A es igual a k. 

"La propiedad de Rango r" que a continuación se define resume las caracteristicas 

de la función objetivo del problema [P 1 . 

Definición 2.13 (Propiedad de Rango r) , 

Sea el problema de optimización global [ P 1 Existe un vector CE R" y k= r- I vectores 

linealmente independientes pi, ¡/ , ... ,p' E R ¡ tal que para z= (y,x) ED y z'= (y '.X '), 

p'(y'-y)=o, i=I,2, ... ,k Y <.'(x'-x)::::o implica f(z'):::: f(z). 

y como resultado se asocia a [ P 1 el problema lineal. 

l Q(u)] Minimizar ex 

sujeto a p'y = /1, i=I, ... k 

z= (y.x) E D, 

en el cual "I,/I}, ... ,/I, son parametros , es decir, variables de las cuales depende la solución. 

Este tipo de problema lineal se conoce como f!/'{)h1~III" !",/'alllL'rric{) el! el le"!,, der~cf¡() y 



~""."'.'" ., ........ . " 

la programación lineal pararnétrica se encarga de su estudio. A continuación se expone en 

que consiste un problema de ~ste tipo y como se resuelve. 

2.3 EL PROBLEMA LINEAL PARAMÉTRICO 

La programación lineal paramétrica investiga las diferencias en la solución óptima de la 

programación lineal debido a cambios continuos predeterminados en los parámetros del 

modelo. como en los costos de la función objetivo o en el lado derecho de las restricciones. 

Por lo importante que' es el rrohfema paramélrico en el lado derecho para 

[ PPT(k) j. a continuación se an.aliza y se da un ejemplo. 

2.3.1 Concelltos 

Sea el siguiente problema: 

Minimizar :(x) = ex 

sujeto a Ax =h·qh* ( 2.2) 

x~O 

donde 

A es una matriz de ül;del) m XII, 
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. -b 
t?~ Vi si E; > O, 

b, 
-b 

t'::; ~ Vi si ¡;; <O, 
b, 

Lo anterior indica que las desigualdades en t que resultan en el lado derecho de la 

tabla del método simplex en cada iteración se resuelven, es decir, se debe encontrar el 

conjunto de valores de t reales que cumplen simultáneamente con las m desigualdades. Lo 

anterior es resultado de la intersección de los conjuntos que describen las m desigualdades o 

también: 

¡ .. {-li, .. _0 } 

¡ B =: m //linIO li,~ o : 1, SI b, < O , 

+ 00 , si h, ? O Vi, . 

(2.4) 

_ ¡máxímo{-_~' : í, si li: > O}, 
(8 -' b, 

-00, si h:,;O Ví, 

(2.5) 

que da como resultado el intervalo cerrado 

[fJ$IS{H, 

conocido como <!I IlIlel'1'olo cal'acleríslíco o el illlel'valo 6plíll/O de la base B ,porque todos 

los valores de 1 en él proporcionan una solucic)n óptima factible 

En ca~a intervalo la solución óptima factible y el valor óptimo de la función objetivo 

varían linealmente en el parámetro 1. Los valores óptimos de la función objetivo se 
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comportan como una pieza lineal, es decir, una función continua en el parámetro 1 como 

se establece a continuación. 

Definición 2.14 

Sea J(I) una función real definida sobre el intervalo 1 $ 1 $ 1 de los reales. Esta función se 

conoce como pieza lineal si el intervalo anterior se divide en subintervalos, de tal manera 

que cada subintervaloJ(l) sea afin esto es, existen valores 1" /} ..... 1, tales que 

.[(1) =0,+ k,/ para 1,.,$ 1 $ lh, h= 1, ... ,r+l 

donde 

IO=~ l,.,=l yo, ..... 0,<,: k, ..... k,,, son constantes. 

La función J(I) es una pieza lineal cOlllinua si iSh + k,l, = o"., + k".,lh 'j h= 1 , '" r. 

k, es la pendiente de la pieza lincal/(t) en el intervalo 1"., a 110, para h= 1, .... r+ l. 

Teorema 2.15 

El valor objetivo óptimo en un problema de programación lineal paramélrico del lado 

derecho, en el cual la función objetivo se m\ll\i11\za es una función convexa de piezas 

lincales elel parámetro. 
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Demostración, 

1(/) es una función de 1 que muestra el valor objetivo óptimo de (2.2) y k 1] es el rango de 

valores de 1 en el cual el mismo problema es factible. Se considera que 1(/) es finita sobre 

[t.l]. Sean 1\ y 12 dos puntos cualesquiera en kl], y x, ,x) soluciones óptimas de (22) 

cuando 1 ~ 1, Y 1 = /] respectivamente. 

Entonces Ax,=b+l,b*, x,~o; Ax]=b+l]b*, Xl~O ,y 1(1,) ~ CX¡,1(I]) ~ ex). 

Se define o·, a', I Y x (a)~ ux,+(I-a)x]. 

Oc lo anterior 

Ax(a)= b+ (al¡ + (1-0.) I)b*, x(a)~O. 

Por lo tanto x(a) es una solución factible para (2.2) si 1 = al,+( 1- 0.)1]. 

Es posible que x(a) no sea una solución óptima de (2.2) para el valor de /. Como (22) es 

un problema de minimización,j(al, + (1-0.) /2), el valor óptimo en éste será menor o igual 

que el valor objetivo de cualquier solución factible para éste valor de 1. Entonces 

Asi,/(r) es una función convexa de piezas lineales de / • 

\ 
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2.3.2 Ejemplo 

Obtener todos los valores reales de I ;:: O que dan solución al siguiente problema, 

Maximizar z = 3x + 2y + 5z 

sujeto a 

x + 2y + z S 430 + 500 I 

3x + 2z S 460 + 100 I 

x + 4y S 420 - 200 I 

x,y, z;:: O 

SOLUCIÓN 

Tomando 1~/o~O i=O, se resuelve el problema 

Maximizar z = 3x + 2y + 5z 

sujeto a 

x + 2y + = S 430 

:'x + 2: S 460 

x -1- 4y S 420 

x,y, = '" O 

.'\4 



La solución óptima se muestra en la tabla siguiente. 

Ejemplo max 

Ba:51c xl x2 x3 

" 4.00 0.00 0.00 

1) x2 y -0.25 1.00 O. 
2) x3 " 1. 50 . 0.00 lo 

3) ~x6 2.00 0.00 O. 

+/--(x+ :5/S·~lack/Surplu:5 R-e.rc,1t 

Tabla 2.1 

o 

"X u =[ ~·l=[~~~l 
SX. 20 

2 4 

S-' = O O o 2 
-2 1 

Para el primer valor crítico /, se obtiene B~'b(t) <! O. 

[
y 1 z = 

SX(. 

1 

2 

O 

-2 

4 

1 

2 

O 

O 
[

430 + 500/] [100 + 225/] 
460 + 100/ = 230 + 50/ 

420 - 200/ 20 -1100/ 

(r1nal)Iter~t1Qn No: 3 

~x4 ~x5 ~x6 Solution 

1.00 2.00 0.00 1350.00 

100.00 
230.00 

20.00 

'·upper bd 6Ji-1nv(B) 

resolviendo las desigualdades anteriores y utilizando las expresiones (2.4) y (2.5) se obtiene, 
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bo h~ 

100 225 

230 SO 

20 -1100 

Tabla 2.2 

- ho/b~ . • 
bo<O bo>O 

-100/225=-0.44 

-230/50=-4.6 

-20/-1100-0.018 

Mínimo =/ = 0.018 Máximo = [ =-0.44 

Tabla 2.3 

entonces el intervalo de / es 

-0.44$/ $ 0.018. 

En / = /, = 0.018 la desigualdad que representa la variable sx. es igual a cero, 

entonces para cualquier valor de / > 0.018 sx. tomará un valor negativo. Es necesario saber 

que sucede cuando / > 0.018, por lo tanto, se utiliza el método simplex dual siendo .IX. la 

variable que sale, para lo cual se utilizan operaciones matriciales y cuyo algoritmo se 

muestra en el apéndice. 
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• Baseparal=l¡ =0.018 

y los costos de estas variables básicas se representan por. 

Cs = ¡ 2 5 O 1 

Cs B~' = ¡ I 2 O 1 y (zrc,) paraj= 1.4.5 están determinadas por 

~sB~'PI-cJ=[1 2 o{~ ~~]-[3 O 0}=[41 2}. 

1 O O 

Sea x, = SXó y se calcula a.~ para .i = 1.4.5 

(a.~. 0.: a.~) = (renglón de B;'asociado con sX ó ) (P, p, PI) 

(a.~. a.~ a.~)=¡ -2 11 l[ ~ O ~ ]=¡ 2 -2 1 l. 
100 

8 = millimo{ -.1- ~ I.-} = ~. por lo tanto entra la variable :.x,. 

Sea i = 1 Y se calcula B,-' • 

, 8- 1 P a:;; () 4= 

1 . 

2 

O 

-2 
(- ~ ) = 
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l 
- O O O 

O 2 4 4 
.4 

l 1 B-' =EB-' = O O O - O = O - O , o 
2 2 

O O - -2 1 
2 1 

2 2 

para obtener el valor crítico 12 se calcula 

B,-' b(l) O! O 

o 

[J O 

o 
1 

2 

2 

l 

4 

o 
1 

2 

430+ 5001] [105 - 501 1 
460+ 1001 = '230+501 

420 - 2001 -10 + 5501 

resolviendo las desigualdades anteriores y utilizando las expresiones (2.4) y (2.5) se obtiene, 

!J, ij; 

105 -50 

230 50 

-10 550 

Tabla 2.4 
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- b,/¡;; 

Ii;<o 1i:>0 

-105/-50=2.1 

-230/50=-4.6 

10/550=0.018 

Mínimo = / = 2.1 Máximo =[ =0.018 

Tabla 2.5 

Entonces el nuevo intervalo de / es 

0.018:5/:52.1. 

• Base para , ~ '2 = 2.1 

y 105 costos de estas variables básicas se representan por, 

CH = [ 2 5 O 1 

CnB,-1 = [ O 
5 

2 ] y ( Z¡-Cj) paraj = 1, S, 6 están determinadas por 
2 

5 ~ , 1 
Sea x, '", y y se calcula a; para)= 1,5,6 
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(a~ a; a~)= (renglón de B~' asociado cony) (PI Ps PI,) 

(.: .: .:)= [ o o 41 ; : : H 4 O 4 ]. 

como todas las a~ 2: O, entonces no hay solución factible para 1 > 2.1 

La solución es, 

1 x y z z 

-0.44 5150.018 O 100+2251 230 + 501 1350 + 7001 

0.018 5 1 5 2.1 O 105 - 501 230 + 501 1360 + 1501 

1> 2.1 No hay solución factible. 

Tabla 2.6 

Comportamienlo de la/unción objetivo 

1800 

1700 

1600 

1500 

1400 
Z 1300 

1200 

1100 

1000 

-0.5 O 0.5 1.5 2 2.5 

t 

Figura 24 
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2.3.3 Aplicación a un problema de minimización cóncava 

Considerando los resultados de la programación lineal paramétrica el valor óptimo de 

[Q(u)] se encuentra representado por una función convexa q>(II) que es afin en ciertas 

piezas. El dominio de q>(II) es el:politopo, 

contenido en : 

donde 

1'1; = lIIín {p'y (y,x)ED, xER",YERk
}, 

1'1: =lIIáx {p'y(y,x)ED,XER",YERk
} . 

• 

La pieza en la cual q>(II) es afin es un politopo n se conoce como pieza lineal de 

q>(II) . Existe una familia P de poli topos n de tal manera que D,= U{ n : n E P } , es decir, 

que el dominio se divide en subregiones lo cual es consecuencia de que la función objetivo 

sea monótona. 

Otro poli topo importante para la solución de [Q(II)] es el generado por la restricción 

yES definido como, 

peS) = {IIERk: 1I,=p'y, i=\,2 .... ,k Y yES} : 

entollces la solución total es la intersección de peS) eOIl los politopos n. 
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El siguiente teorema muestra que los problemas de minimización cóncava que 

cumplen con la propiedad de ra~lgo r pueden representarse a través de una proposición 

paramétrica. 

Teorema 2.16' 

Sea Vel conjunto de todos los vértices de los politopos TI, = TI n peS), TI ER, Y para 

cada 1/ E V, sea z"=(y",x") una solución básica óptima de [Q(u)] . 

Si 

/l' ,E arg nlin (j (z") : 1/ E V) 

entonces:" resuelve [ P J . 

Demostración. 

Si para cualquier l/En se indica el conjunto de todos los puntos z=(y,x) que son soluciones 

óptimas de [Q(u)) por Z", entonce~j{z) = j{: ') para todo:, :' E Z" La propiedad de rango 

r implica lo siguiente: 

p'( y'- y )=0, i= 1,2, .. ,k Y c(x '-x) ~ O implicaj{z ') ~j{:) 

p'( y - y ')=0, i= 1,2, .. ,k Y c(x-x ') ~ O implicaj{z) ~j{z '), 

entonces j{:)=j{z '). 

Se define la función F(I/) sobre n para cada lIEn, F(l/)=.f(z) donde z es cualquier punto en 

Z". 
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Sea n cualquier pieza de <p(l/) y sea 1/= C1.1I' + (1- a)" " para,,', ,," E n y 0$ a $ l. Si 

Z'=(y',X')EZ" y z"=(y", x") E Z .... entonces, z=(y,x) con y=ay '+(I-a)y" y x=ax'+(I-a)x" 

donde x satisface 

cx=acx ' +( l-a )cx "=a<p (" ')+( l-a)<p (" ")=<p (11), 

es decir zeZ .. , y debido a quej(z) ~s una función cuasicóncava , 

F(II)=j{z) ~ mí!! (j(z')flz")}=mín{(F(II'),F(II")} 

Por lo tanto, la función F(II) es cóncava sobre cada pieza n e R . Además como ya se 

explicó , una función cóncava logra su mínimo sobre cualquier poli topo en un vértice de 

éste, en este caso se trata del politopo n n p(S). Como consecuencia el mejor valor de 11 

se define como 

11' e arginín (f(z"): 11 e n np(5)). 

Considerando cualquier solución factible de [P). es decir, cualquier zeD tal que Z=(y,x) 

con yeS, p' y = 11, , i= I ,2, ... ,k, Y la definición de z" = (y" , x" ) como una solución óptima 

de [Q(u)) se tiene 

p'(y- y") = 0, i=I,2 .... ,k Y c(x - x") 2: O. 

Como z"eD, la cOlldicióll de rango r implica 

j(~) ~j(z") 2:j(z"), 

comprobando así la optimidad global de z"·. • 
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2.4 EL PROBLEMA DE . TRANSPORTE PARAMÉTRICO 
I 

ASOCIADO A [PPT (k) ] 
.:'.: '.' 

I 

\ 

El problema [ PPT (k)] es un problema de minimización cóncava que cumple con la \\ 

\ 

I 

propiedad de rango r y por lo tanto se asocia a él un problema lineal paramétrico de 

transporte como se explica a continuación. 

Como ya se definió el Problema de Producción-Transporte con Costos Cóncavos 

[ PPT (k) ] es el siguiente: 

• m 

[ PPT (k) ] Minimizar : z=g(y/ ..... y.) + L Le"x" 
,=1 J:: I 

sujeto a 

i = I ..... k (balance de las fábricas). 

j = l .. .. m (demanda en almacenes). 

i = l. oo. k (capacidad en la fábrica i). 

'd i. j (condición de no 

negatividad) . 

donde 

!,k !' "'m Z = (y.X)E .... x.... • 

y = (Y/.Y' .. . . Yk) E R'. 
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La función objetivo 

• m 

fl.Z) = g(y) + ¿ ¿e¡¡x¡¡ , 
' .. 1 ¡al 

cumple con la propiedad de rango r para los vectores p' = el, i=I,2, ... ,k y e = {el¡} E R"'"' , 

donde e' es el i-ésimo vector unitario de R'. 

Entonces, para z' '" (y', x ') se tiene 

• m . ., 
j(z') = g(y) + ,¿¿e¡jx~ <:: g(y) + ¿¿e¡¡x¡¡ = j(z) 

¡=I 1=1 1=\ }=I 

y, 

e'(y'- y) = y¡'- YI=O, i=1,2" .. ,k Y 

• m 

c(x'-x)=¿¿c¡;Cx;, -x,,) ;::0, 
lel j=l 

Asi . [ PPT (k) I es un problema de minimización cóncava que satisface la 

propiedad de {aligo r 

Un resultado interesante es que p' = e', entonces p' y = y, para toda i=I,2, .. "k lo 

cual indica que para z = (y, x) y z' = (y', x') y=y', es decir. que la parte no lineal no varía 

y por lo tanto sólo se considera la 'parte lineal de la función objetivo dando como resultado 
, 

el siguiente Problema de Transporte Paramétrico [PT (y) I asociado a [ PPT (k) 1, 
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[ PT (y) J Minimizar, 

sujeto a 

• 
LXi) = b¡ ¡-, 

i=l,,,.,k, 

j=I, .. "m, 

'ti i .j. 

El valor óptimo en [PT (y) J se indica por <jl (y), Se cumple que, <p (y) < +00 si y 

sólo si y pertenece al simplex de dimensión (k-I) 

n = {Y = (y,.y" .. "Y.) : ±y, = s, y, :?! 0, i = ¡,2, .. "k} e R: ,., 

La familia P de piezas lineales n de <jl (y) es tal que n= u{ n : n E P }, Además se 

observa que S={ yE R: : y, S s" i=I,2, , .. ,k } Y (p'y, /y ,"" p'y) = y, siendo así el 

politopo de restricciones p(S)=S, 
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CAPÍTULO 3 

REDES Y [PT(y)] 

El problema paramétrico de [PPJ(k)] es un problema de transporte ,es decir, una red para 

la cual cada solución factible ~s un árbol de expansión. Lo anterior permite que el 

problema paramétrico obtenido se analice desde la perspectiva de redes. Esta estructura 

ofrece ciertas ventajas para la obtención de las piezas lineales de la función que representa 

el valor óptimo de [ PT(y) ]. Y de los vértices de éstas con el politopo formado por las 

, 

restricciones de capacidad. Por ello, en este capítulo se presentan conceptos sobre redes. 

árbol de expansión y propiedades que son aplicables a [PPT(3)] para obtener su , 

solución a través del cálculo de piezas lineales y vértices. 

67 

I 

i 
1: 
¡i 
l' 



- . 

3.1 REDES Y ÁRBOL DE EXPANSIÓN 

En .el capítulo uno se mostró que la representación gráfica del problema de transporte 

corresponde a una red como 1.0 muestra la figura 1.1 . Entonces en general, una red es una 

gráfica formada por nodos (pu'ntos ) y arcos (flechas) a través de los cuales circula un flujo. 

A continuación se muestra la definición formal de una red. 

Definición 3.1 

Una red consiste de dos conjuritos A ,N Y una función. El conjunto A está formado por los 

arcos (líneas, ramas, flechas) y d conjunto N por los nodos (vértices o puntos ). La función 

F: A~ NxN asigna a cadajEAuna pareja ( i, i ')ENxN tal que i;ti', se considera que N;t0. 

(Xl>,Cll ) 

Figura 3.1 Una red. 

Como se puede ver en la figura 3.1 una red es una gráfica en la cual los nodos 

(circulas) tienen un número para identificarlos, los arcos (flechas) indican la unión entre 

dos nodos y pueden ser dirigidos si son flechas que indican la dirección y no dirigidos si 
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son sólo líneas, Si una red tiene arcos dirigidos se conoce como gráfica dirigida en caso 

contrario es no didgida, Los arcos es el medio pór el cual se indica que un flujo pasa de un 

nodo a otro y éste se representa como xij para el flujo entre los nodos ¡y j. Otro dato que 

también se puede incluir en cada arco es el costo unitario del flujo que pasa por él y se 

denota como cij para los nodos i ;j. En la figura 3, l se muestran la notación del flujo y su 
" 

costo entre los nodos 2 y 5. Cuando todos los nodos de una red están conectados la red es 

conectada o conexa. 

Analizando un poco más los nodos se tiene que cuando de un nodo sólo salen arcos 

éste se llama nodo fuente y si solamente llegan los arcos se llama nodo sumidero, El 

número de arcos que salen de a un nodo i se denomina grado exterior del nodo y se 

representa como g.(i) , el grado interior es el número de arcos que llegan al nodo i y se 

anota como g,(i), el grado del nodo i es la suma de su grados interior y exterior. Por 

ejemplo en la figura J.I el nodo l es nodo fuente y el nodo 5 es nodo sumidero: 

los grados del nodo J son: g.(J)= l , g,(J)=J Y g(J)= 4. , 

Otro aspecto que también se maneja en las redes es la cardinalidad de un conjunto, 

es decir, el número de elementos que tiene éste representado entre dos barras paralelas, 

por ejemplo en la red de la figura J.I la cardinalidad del conjunto de nodos N es I NI = 6, 

i 
Un tipo especial de red que se maneja en este trabajo es la red bipartita que consiste 

en dividir el conjunto de nodos en dos subconjuntos, de tal manera que un nodo sólo 

pertenece a uno de ellos y los arcos conectan a dos nodos cada uno de diferente 

subconjunto. como lo muestran la siguiente definición y la figura J,2 
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\ 
Definición 3.2 \ 

1 , 
Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N se divide en dos subconjuntos NI y N¡ con 

Nln N¡ =0 de tal manera. que cada arco (i ,j )eA es tal que ieNI ,jeN¡ ojeNI. ieN). 

\\ 
N, 

Figura 3.2 Red bipartita. 

En las redes existen laque se llaman trayectorias que consisten en indicar un 

camino a través de una sucesión. de arcos sin que se repitan los nodos, por la tanto, cada 

arco esta dirigido "hacia" un nodo i y "fuera" de un nodo¡' Si una trayectoria es cerrada se 

denomina circuito. En el caso de. que una red presente una trayectoria en la que no todos 

los arcos están necesariamente dirigidos a un nodo específico recibe el nombre de cadena. 

Y si ésta es cerrada se conoce como ciclo. 
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(a) 

1 
I 
\ 

(b) 

(c) 

(d) 

Figura 3.3 (a) Una trayectoria (b)Una cadena (e) Un circuito (d) Un ciclo. 
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Una función importante de los nodos es la denominada potencial, la cual se define a 

continuación. 

Definición 3.3 

Un potencial/l en una red G es una :función real definida sobre el conjunto de los nodos N, 

u:N-4R. 

El valor !I (i) es llamado el potencial en el nodo i . Con el arco j - ( i , i') ( el arco que une 

los nodos i e i') se asocia la diferencia de potenciales 

v (¡) = /1 (i ) - /1 (i) = tensión a través de j. 

El signo de la diferencia depende de la orientación del arco. Así se define la/unción tensión 

ven A. y se denomina el diferencial del potencialu. 

En la siguiente red. figura 3.4. los valores que se encuentran dentro de los nodos 

indican el potencial y el número que se encuentra sobre cada arco es la tensión que hay en , 

ellos. 

-6 

7 

Figura 3.4 Ejemplo de la función de tensión. 
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En la solución del problema .. de·,transporte se presenta ·un tipo especial de red 

conocida como (Írhol de expai¡sióll ;.para establecer su definición primero se trataran 

conceptos sobre árbol y sus características. 

Definición 3.4 

Una red se dice árbol si es conectada y sin circuitos. Esta red tiene al menos un arco. 

Figura 3.5 Un árbol. 

Las características de un árbol se presentan en el teorema siguiente. 

Teorema 3.5 

Sea G una red ( o gráfica) en la cual N es el conjunto de nodos y A es el conjunto de arcos, 

con IN 1= 11 > 2 . Las siguiente~ propiedades caracterizan a G como un árbol: 

1. G es conectada y no tiene ciclos, 

2. G tiene /1-1 arcos y no tiene ciclos, 

3. C; es concctada y contiene exactamente /1-1 arcos, 

4. C; no tiene ciclos, si se au 'cnta un arco a C; entonces se crea un ciclo, 

5. C; es concctada y si uno de sus arcos se elimina la gráfica resultante es no conectada. 
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. 6. Existe una trayectoria. única 'para cada par' de nodos .. 

.,' 1:',' 

Demostración. 

1 => 2 Si p denota el número de veces que aparece un arco conectando al mismo par de 

nodos, m denota el número de arcos y v(G) es el número de ciclomático de G , que 

indica la dimensión del subespacio de Rm generado por los ciclos que en ella 

forman, entonces (1) implica: 

que la gráfica sea conectada, entonces 

p=1 v(G)= m" n + p = O. 

Así, 

m= 11 • P = 11 - I . 

2=>3 Sea v(G) = O, ni = 11 - 1, por lo que 

p = v( G)- m + 11 = 1, 

por lo tanto G está conectada. 

3=>4 Si p = 1, m = n - 1, entonces 

v(G) = ni - n + p = O. 

De lo anterior se concluye que G no tiene ciclos. Es decir, si un arco se aumenta 

el número ciclomático es igual al, Y hay exactamente un ciclo en la nueva red. 

4=>5 Si G no fuera conectada, entonces dos nodos a y b no est:lrian conectados, y un 

arco ( a . b) se podría aumentar sin crear un ciclo, lo cual contradice (4), 

Así p= l. v(G) = O . Y por lo tanto 1/1 = 11 - l. 
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Si un arco se elimina, se obtiene una gfáficá G' con' 

m'=n'- 2, v(G') = o. 

Así 

p '= ve G ') - ni ' + 11 ' = 2, 

y G' no está conectada. 

5=>6 Para cualesquiera dos nodos a y b hay una trayectoria conectándolos, si G 

es conectada. Esta trayectoria es única. 

6=> 1 Si G tiene un ciclo al menos un par de nodos estarian unidos por dos trayectorias 

distintas, lo cual contrad'ice (6). • 

Otra característica de un árbol consiste en que cuenta con al menos dos nodos con 

grado igual a uno, estos nodos se llaman terminales. 

Teorema 3.6 

Sea G un árbol. Entonces G tiene al menos dos nodos terminales. 

Demostración. 

Suponiendo que G es un árbol con m nodos. G tiene 1/1-1 arcos y la suma de los grados de 

los nodos que conforman esta. red es 2(m-l). Si G no tiene al menos dos nodos 

terminales, es sencillo concluir que la suma de los grados de los nodos seria mayor 

que 2(/11-1 l. • 
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Ahora. corresponde definir a un árbol de expansión. I 

Definición 3.7 

Un árbol de expansión de una red conectada G es un árbol que pasa por cada nodo de G. I 

En la figura siguiente los arcos más gruesos forman un árbol de expansión. 1I 

Ir 

Figura 3.6 Un árbol de expansión. 

3.2 EL MODELO DE TRANSPORTE Y EL ÁRBOI" DE EXPANSIÓN 

La relación que existe entre dmodelo de transporte y el árbol de expansión consiste en que 

cada solución básica del modelo de transporte se encuentra representada por un árbol de 

expansión. 
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En las tablas que muestran una solución básica de un problema resuelto a través de 

. la' técnica de transporte se observa que las celdas básicas no forman ciclos . 
,", ' . ." 

. .La forma matricial del modelo de transporte es. 

Minimizar z = ex 

sujeto a 

Ax=d 

x2:0 

y, se tiene que 

donde ay son las columnas de A las cuales se representan de la siguiente manera 

i= 1.2 ..... m, j= 1, 2 .... , 11 ; 

e, y cm +) son vectores unitarios en R",+n con unos en la i-ésima y la (m+j)-ésima 

posIciones respectivamente. 
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o 

r~ 
O O 

1 (-- posición i 
1 

O 

O O 

a;¡ = el +em .) = O + 1 = O 

O O 1 (-- posición m+j 

O 

O O 

O 

Entonces, si se tiene la tabla siguiente 

s t 

p ---¡-------t-+ ap' 

+ 

n ----===¡--- a~ 

k 

Tabla 3.1 

en la cual las celdas (lI,r), (p,r),' (p,l), (k,l) Y (11,.1') son básicas y si a éstas se les aumenta la 

. ¿~da (k.:s) también búsica se observa que se forma un ciclo y se obtiene, 

" . ~ 
"' . J .. ' ~"" ',.:: 

, /:' .:' .... . . 
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(ek + em+,) - (e. + em+,) = o. ' 
. .- ," 

El resultado· anterior' indica· que· los ·.vectores a.r , apr , apl , akl , ak, , a., son 

linealmente dependientes, por lo tanto, no pueden estar en la base y se concluye que un 

conjunto de celdas básicas no puede formar un ciclo. 

Teorema 3.8 

En el problema de transporte a cada solución básica factible le corresponde un único árbol 

de expansión. 

Demostración. 

Un conjunto de celdas básicas no puede contener un ciclo, entonces, la sol~ción debe ser 

un árbol o varios árboles de expansión ( bosque) . Suponiendo que la gráfica de la solución 

no contiene una celda en algún renglón i ,en consecuencia, el renglón de la matriz asociada 

consiste únicamente de ceros, por lo cual no puede ser una base. Lo anterior indica que una 

base contiene al menos una celda en cada renglón y en cada columna. 

Sean las celdas básicas (e,dJ y (e,f) de la tabla siguiente. 
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Tabla 3,2 

Si la celda (e.d) es básica, entonces las celdas (c.d) y (ej) están conectadas a través de la 

cadena básica {(c.d) • (e.d). (ej)}, Si la celda (e.d) no es básica el vector a,d se puede 

representar como la combinació'n lineal de los vectores básicos siguientes: 

Ged = ard - Grs + alS + ... + avu - avw + a ew. 

Las celdas básicas (c.d) y (ej) están conectadas por la cadena básica {(c.d). (r.d). (r.s). 

(1 • .1') ..... (v.II).(e.w). (ej)}, De lo anterior. se demuestra que cualesquiera dos celdas básicas 

están conectadas por una cadena en la gráfica de la base y • por lo tanto. la gráfica de la 

base es conexa. 

La matriz de vectores asociados con un árbol de expansión tiene una submatriz triangular 

(superior) de orden (m+n-I) x (m+n-I) con unos sobre la diagonal. Como se sabe un árbol 

tiene al menos dos nodos terminales. Considerando un nodo terminal del árbol representado 

en la tabla ),) por la celda (P.q) . el vector apq = ep + en'.'1 es el ú:1ico vector del árbol con 

un elemento distinto de cero en el renglón p. 
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. : .', 
q 

. "" .. " 

.. ' 

p 

-
Tabla 3,3 

Efectuando una permutación de, renglones y columnas en la matriz T de (m + n) x 

(m + /1 - 1) de los vectores del árbol, de tal manera que este elemento distinto de cero esté 

en la última columna y el último renglón 'de la matriz. Entonces T es 

T= [
TI 

O 

en donde T, es la matriz asociad'a con los vectores del árbol cuando se eliminan el renglón 

p y el vector G¡x¡, Entonces se obtiene un nuevo árbol conexo como se muestra a 

continuación, 

Ir 

g - 4 

4 

I 

Tabla J.4 
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Ahora, considérese el nodo terminal representado por la celda (g,h). El único punto en la 
, ..... -.. 

. r';" . ~. . ... : 
columna h es el termil.a!, :entonces agh _ = eg + .. e .. +h es el .. Único . .vector con un elemento 

¡;~ \ . 
.' ',. . . . i, ,- .':'.'., . 

distinto de cero en el renglónm+1. Efectuando permutaciónes de renglones y columnas de 

tal manera que este elemento. distinto de cero quede en el último renglón y la última 

columna de TI, se obtiene 

Este proceso continúa. Eventualmente se obtiene una matriz triangular (superior) de orden 

(m+/I-I) x (m+/I - 1) con unos sobre la diagonal y un renglón con (m + n - 1) componentes, 

Con lo anterior se demuestra que el rango de T es (m+I1-I) yen consecuencia, T junto con 

un vector artificial forman una base de A, • 

3.3 EL PROBLEMA [PT (y) ] 

A continuación se explica la estructura de red de [PT (y) 1 y como se aplica ésta en la 

obtención de las piezas lineales y sus vértices, El análisis que aquí se muestra corresponde 

al caso de tres fábricas ( k=3 ) , 
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3.3.1 Análisis del problema [ PT(y) ] 

Al problema [ PPT (k) ,) se le asoció un' problema de transporte paramétrico denotado 

como [ PT (y) ), este problema se representa con una red bipartita denominada G la cual' 

esta formada por dos conjuntos de nodos: 

F¡; fábrica i-ésima i= 1;2, , .. ,k 

El: almacén j-ésimo j= 1,2, ... , m 

y un conjunto de arcos (i,)) conectando cada fábrica F¡ con cada almacén El' 

B, B, B, B. B. 

. Figura 3.7 La gráfica bipartita asociada a [ PT (y) ) . 

En G se identifica un conjunto de arcos E para el cual se tiene que: 

es una subgráfica generada por un conjunto no vacio de arcos de G 

llamado E. 

es el grado de ni en Ch· (número de arcos incidentes a !3,), 

es el grado de !;~ en Ch:. 
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goCE) = (i: gE(F(¡) = I}. r '~ ... " ,\ 

Estecpnjuntc;> Etiene las ca~acte,risticas siguientes. 

Definición 3.9 

Un conjunto no vacio de arcos E de G se define como una etiqueta.~ si G
E 

es un árbol, 

cubriendo todos los nodos F¡. i= 1.2 ..... k Y existe un conjunto Ne{ 1.2 ..... m} de tal 

manera que 

gE (B})::; 2 V'jeN y' ge(B})=O ( 3.1) 

entonces N se conoce como la base de la etiqueta E. 

F, 

B, B. B. 

Figura 3.8 La etiqueta E de base N={Bt.B4}. 

¿Cuántos nodos forman la base de la etiqueta E? 
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Prop'osidón ' 3.10 

Si E es una etiqueta de base N y gi ="gé(B¡) , j= 1, 2, ... , m , entonces IS I NI S k-I , 

'lgo(E)1~2 y'tg¡=k+b-I, conb=INI. 
1' .. 1 

Demostración. 

m 

GE es un árbol con k+b nodos y con k+m-I arcos, asi 'L,gj = k + b -1, Además, 
j=1 

k+b-I ~ 2b Y por lo tanto I S b s k-I , Debido a que un árbol tiene al menos dos nodos 

terminales I go (E) I <!2 , Por (3..1) Bi no puede ser un nodo terminal y por ello hayal menos 

dos nodos F¡ tales que gE (F,) = 1, • 

Para el caso de tres fábricas las etiquetas que se tienen son las siguientes, 

Definición 3.11 

Un sistema E de la forma E= {h} o E= { (h, e) ; (il. i2, i») }, donde h, e E { 1, 2 ... , • m}, h<e 

y (i l , h, i») es una permutación de {I, 2, 3 }, se le llama una etiqueta de [PT (y) 1, 

Para cualquier etiqueta E. se define 

Q (E) = {(I,h), (2."), (3,h)}, N(E) = {h} SI E= {h} 

Q(E) = {( il. h), (i 2 , h), (i2, e). (iJ. e)}, N(E) = {h , e} si 
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......... 

. La etiqueta E al ser un árbol que 'cubre los nodos F, necesariamente debe pertenecer 

a un árbol.de expansión, deja red G como se establece a,continuación, 
, .".'" . . ,- . 

Proposición 3.12 

Sea T un árbol de expansión de G. 

a) T contiene una única etiqueta E tal que 

k 

(l o2o"'om)\N= UJ, o (3.2) ,., 

donde N= {j : gr ( Bj =2)} es la base de E y los conjuntos 

J,={j'lN: (ioj) E T}o i= lo 2, ... o ko (3.3) 

no pertenecen a la etiqueta. 

k no 

b) Para cualquier y que cumple con LY, = Lb, el sistema 
1:\ )a\ 

i= i, 2, ... ,k, (3.4) 

j= 1,2, ... o m, (3.5) 

X,j= O 'ti (i,j)'lT. (3.6) 

tiene una única solución x =(x,) } tal que para todo ( i,j )EE, x,r 1',,; (y) es ur.a función afin 

de y y x')= b) para todajEJ" i= 1, 2, ... , k. 
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Demostración. 

a) El ¿onjúntode todos los (i,j)E T que cumplen con g¡{Bj)?2 forman una etiqueta en T. 

La etiqueta E no tiene algún (i,j) E T con g¡{Bj)=I. E se forma por todos los 

( i,j) E T con gl(Bj )=2 porque de otra manera GE sería desconectada. 

Para el caso de k=3 se tiene: 

m 

Lgr(B
j
)= número de arcos en T = (número de nodos en 1) - 1 = (3+m) - 1 = m+2. 

Ja' 

Como Isg¡{Bj) S 3, 'd .1, existen sólo dos posibilidades 

En el primer caso , E= {h} es la única etiqueta que satisface las condiciones 

establecidas. En el segundo caso. como T no contiene ciclos, hay una sola i, conocida 

como i2, tal que ambos (i2, h)E T Y (i2, e)E T. Entonces, considerando h < f. e 

indicando la i tal que (i, h) E T por i, y la otra i por i3 • obteniéndose así la etiqueta única 

E= {(h, e) ; (it, i2, i3) } que satisfacen las condiciones establecidas. 

, 
b) Esto se deriva de que los nodos I3J con .lE UJ, son terminales de T y la matriz del 

r:::tI 

sistema (3.4) Y (3.5), donde sc.ol11iten todos los (i,j)e T, es triangular. • 

Como se sabe toda solución básica de [ PT(y) 1 se representa a través de un árbol de 

expansión. en el cual se encuen\ra una etiqueta. Esta solución es factible y óptima si se 

cUl11ple con el sistel11a (3.4)·(3.6) Y xiJ20, i= 1,2, ... ,k. j= 1.2, .... m. 
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Ahora, para los valores de y considérese el conjunto M formado por todos los 

. .. . números de la forma ¿ b¡ . donde J es cualquier subconjunto de {I,2, ... , In}, M es finito .. 
jtiJ 

.' '. ';', :;',. " 

Definición 3.13 

Un vector y = (YI, Y2 ,Y3 lEn es regular SiYi eM. V ie {l. 2,3}. 

Lo anterior lleva a pensar que en una solución básica todos los arcos que forman 

una etiqueta llevan una cierta cantidad de productos. es decir, no pueden estar vacíos 

porque esto indicaría que algunos de los nodos involucrados no están conectados. Entonces, 

la demanda de un almacén de la etiqueta será proveida por dos o más fábricas pero no por 

una sola y por ello Yi eM. 

Proposición 3.14 

Si yen es regular entonces para cualquier árbol de expansión T factible a ( PT (y) J le 

corresponde la solución básiéa factible x = {xv}. que satisface la condición de Xy > O 

V(iJ)e T 

Demostración. 

Si ( i,./ ) e 7\E es el único arco de T conectando a E) con algún Fi , se tiene que x,) = b) para 

todos esos arcos ( i . ./ ). Por lo tanto. si xij = O para algún ( i,./ lEE entonces se tiene que 
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':Y¡EM para al menos un iE (l .. 2, 3},)' parló tanto y no es regular. • 
. ¡.\ ! ' 

Para identificar los arcos que pertenecen, a' una etiqueta y ,los que no son parte de 

ella se utilizarán potenciales. 

Sea una cadena K en G comenzando en uno de los nodos F¡, i= 1, 2, ...• k, los 

arcos de K se pueden dividir en dos grupos K' (impar) y K (par), de tal manera que el 

primer arco ( el incidente en el nodo inicial) pertenece a K' y cada dos arcos adyacentes 

pertenecen a diferentes grupos. Se define 

y (K) = ¿e" - ¿e;,. 
(1,)).;,1:· (l,j}F."· 

Para K= (il .) . ;2 ) y~" = y(K). 

Se interpreta I yj" I como la ganancia (si y)" < O ) o la pérdida (si y)" > O) de 

preferir el arco (;1,) al arco ( il ,). Es útil notar que 

Sea T un árbol de expansión de G y FI un nodo fijo, entonces para cada nodo Fi 

existe una única cadena Ki de FI a F¡ . El número y (K), frecuentemente referido como el 

potencial del nodo dado en T, se definirá como Vi si el nodo es F, o w, si el nodo es Ej , 

Así, para cualquier árbol de expansión se define un conjunto de potenciales 

{v,. ;= 1.2.3 : "'j,j= 1 ,2 ... , . III} de tal manera que 
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'VI= 

\Vr V, = CijO V( i,j)ET. (3.7) 

El'resultado anterior lleva a la siguiente proposición.'. 

Proposición 3.15 .... ', ',',. 

SiyEí1 es regular entonces existe un árbol de expansión Ttal que es el único óptimo para 

[ 'PT (y) ) . Este árbol de expansión se caracteriza por la existencia de un conjunto de 

potenciales {VI, i=I, 2, 3; \V} ,j= 1,2, ... , m} satisfaciendo 

Demostración. 

{

IV, - Vi = ci, V(i,j) E T 

\v, - Vi < C
" 

V(i,.i) 'l T. 

Para cualquier árbol de expansión factible T y cualquier ( i,.i ) e T. y (K,¡) =Cir\V,+ Vi • 

donde K
i
, es el ciclo creado en T por unir ( i,.i) Y puede suceder que nunca sea igual a cero. 

Considerando que y es regular. Para resolver [ PT (y) ] se obtiene un árbol de expansión T 

óptimo con un conjunto de potenciales satisfaciendo 

IV¡- Vi = Ci, V ( i,.i ) E T, (38) 

IV¡- v, ~ ei, V ( i,j ) e T. (3.9) 

tomando en cuenta que y (Ki,) =C'j - \V¡ + Vi ~ O V ( i,.i ) e T, entonces la segunda 

desigualdad implica que 

IV,- V,< ei, V (i.j) e r. (3.10) 

De (3. H) se tiene w, - v, ~ e" clla,~do x" > O. asi 
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."'. 
. • . I ;, . • ~~: 

. ,.'. ex = ¿¿(\V¡ - v,)x" = ¿v,2;Xu'- ¿\V¡¿x" = ¿"'Y' - ¿\V¡h,. 
. ¡ . J . J 

. '.'; 
. Por . otra parte, por la proposición' (3. \4), para cualquier solución factible 

.' '.' •• :, :~ , : '.; ~ .~ , , t ,-',. ,'" 

x '={ x~ } correspondiendo al árbol factible T'~T se debe tener x;¡ ~O V(ij) e T', así x;,¡, > O 

, .~.' " 

para al menos un (i 1, jl)~ T. Lo anterior junto con (3.8) Y (3.\ O) implica que 
, . 

ex' = ¿¿e,¡x~ > ¿¿(\V¡ -v,)x;¡ = ¿v,¿x~ - ¿\V¡¿x~ = ¿V'YI - ¿\V¡b¡ = ex. 
jj I} j j J 

Así ex > ex, por lo que, x es estrictamente mejor que cualquier otra solución básica 

• factible. 

Entonces, si se tiene un árbol de expansión factible se tiene su etiqueta con la cual 

se describe una pieza lineal. 

Teorema 3.16 

a) Todo árbol de expansión factible, con potenciales (v" IV) } Y la etiqueta E, determina 

un poli topo no vacío 

n = {yen : ~ij (y) 2:0 'd (i, /l eE), 

donde (~'i(y)' (i,.I)eE) es la solución del sistema lineal (3.4) - (3.6). 

b) Este politopo n es una pieza lineal de <¡l(y): la solución x = {xij} del sistema (3.4) - (3.6) 

,1 

I¡ 
li 
!I 
" 

" .' . , 
" I¡ 
I 
1 

genera para toda ye II una solución básica óptima de [PT (y) 1 ; mientras el valor 11 , , 
I 

óptimo es una función afin ¡ 
'" l' 

(r(y) ~ "'[.w¡h¡ - "'[.v,y" yell. 
J .. l ,." 

(3.1 1) 
I 
1 

I 
I 
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Demostración, , 

,Sea T un árbol de expansión dual factible, x = {xv} la solución básica asociada 

" !, 
" 

, ... 
.. ,de (PT (y) 1, definida por (3.4) - (3,6) Y la etiqueta E de T, Las funciones x,,=~ij (y) 

" .,. " ". \ , ".,'.' I 

Vei,})E T son afines, el sistema ~fj (y) ~ O V (i,J)EE define un politopo n. Si para cada 

}EN se toma un arco arbitrario (rU),) )EE y sea Xij = h¡ panl i= r(j),'xij = O, V i ~ rU), 

entonces x={xij} ' satisface las ecuaciones (3.4) - (3.6), para yi' = ¿ {h¡ : r(j) = i } 
¡ 

i= 1, 2, ... , k . En consecuencia n es no vacio. Como la solución x es factible ( x G: O ), 

entonces toda yE n será también óptima para (PT (y) ) . El valor óptimo de [PT (y) 1 es 

k nI 

<¡l(Y) = cTx y como xu= O, V (i,.I)r;.7~ de (3.8) y (3.10) se tiene cTx = ¿¿(w¡ -v,)xi)' Y 
lid j=l 

por (3.4) Y (3.5) se da (3.1 1), • 

Hasta este momento se ha considerado que el problema es no degenerado. Aunque 

la degeneración ocurre en muchos problemas, se puede manejar un número pequeño 

positivo S de tal manera que 

- 'S' e" = e,) +.1 . 

Si c={ cij} se reemplaza por e = { e,) } entonces y~'" se convierte en 
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.,.~ .. "''''.~ ~,.'" .. ,,, .... ,., ... ,,-: 

'. ;o', .. 

. " Por lo que cualquier \ y (K) ,es un polinomio en B no igual a cero y con un número 
" ". 1"": , .•.• 

. '.:.:: ': 

'::.::'finito de raíces. Se elige un.Bo que corr;s.¡Í~~da a la menor de las raíces positivas y 
" \ 

Be(O,oo), así y (K);eO para cualquier cadena elemen'ial. 

... 

3.3.2 Cálculo de las piezas lineales 
.- ... 

Para obtener las piezas lineales es necesario calcuhir las etiquetas propias de los árboles de 

expansión que representan las soluciones básicas factibles de [ PT (y) ) . 

Definición 3.17 

Una etiqueta E de base N se define como propia si existe un conjunto de potenciales 

{v, , w, : i= 1,2,3 ,jeN) que cumplen con 

( 3.12) 

w¡- v, < e" ' V (iJ) '" E, jeN. (3.13 ) 

Para el caso de k=3 , 

E={h} V ie{ 1, 2, 3},jeN(E) , (i,.i )eE, o 

(3.14) 
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1 

Por lo que cualquie,(. y (K) es un polil10mio en Ii no igu.al a cero y con un número 
¡ 

I finito de raices. Se eEge' un .lio que corresponda a la me~or ':¡je las raices positivas y 
'. { , 

1 

I 
, , 

IiE(O,lio), asi y (K);tO para cu'alquier ¿adena elemenial. 

, 
JI 

'¡ 3.3.2 Cálculo de las piezas lineales 

Para obtener las piezas lineales es necesario calcular las etiquetas propias de los árboles de 

expansión que representan las soluciones básicas factibles de [ PT (y) 1 ' 

Definición 3.17 

Una etiqueta E de base N se define como propia si existe un conjunto de potenciales 

(V, , IV) : i= 1,2.3 ,jEN} que cumplen con 

IVr Vi = e,) , 'ti (iJ) E E, 
( 3 12) 

(313) 

Para el caso de k=3 , 

E={h} 'ti ¡E{ 1, 2, 3},jEN(E) , (i,j)EE, o 

1I 
l' d 
1, 

H' - \! 
I " 

(3,14) 

i 

I 
I 
I 
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B, 

Figura 3.9 Una etiqueta propia. 

Pero ¿cómo se determina una etiqueta propia ?, 

Proposición 3.18 

Para todo par (h, e) con h<l hay una única permutación (i1, i2,i¡) que determina una etiqueta 

propia E = {(h, e) ; (il, h, iJ)} . Esta permutación es la única que satisface 

(3.15) 

donde 

DClltost ración. 

Por (3.12), 
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. mientras (3.15) es equivalente a 

, ' 

es decir, 

el l - e, h + e¡ h < ell 
1 1 I I 

La primer desigualdad en (3.15) significa 

Y', < y" 
hl hI 

Así, (3.15) c:> (314). 

La permutación 

o 

el h - e,' l + e¡ l < el h 1 1 ) ) 

y 

corresponde al orden 

(3.16) 

• 

del conjunto 

{y~, i = 1,2,3} considerando valores cada vez más grandes, tomando como base los valores 

de i. 

Para toda etiqueta propia E con potenciales {VI, i= 1; 2, 3 ; w¡, j= 1, 2, ... , m} se 

definen los conjuntos Jq(E), q= 1,2,3 tal que 

Jq(E)=ti E (I, 2, ... ,m)\N(E) : vq + cq¡ < V, + ci¡ 'd ¡'~q}. 
(3.17) 

A una etiqueta propia se pueden aumentar los arcos del conjunto Jq Y asi formar un 

árbol de expansión. 

Proposición 3.19 

Sea E una etiqueta propia y T(E) el árbol de expansión obtenido por aumentar a E todos 

los arcos (q,/) tales que jEJq , q= 1. 2, 3. 
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. Demostración. 

Considerando que E es una etiqu,eta propia ~ntonces existen potenciales VI , i=I, 2, 3 ; wj , 

)EN(E) cumpliendo con (3.7) y (3.14). Como ya se definió w¡ satisface para todo 

jE( l. 2 .... . m}\N(E) 

W¡- VI = elj. V (iJ)E T(E), (3.18) 

W¡- VI < elj , V (i,¡)fI. T(E). (3.19) 

SeajE (1.2, .... m} \ N(E) el cual pertenece a algún Jq(E), q=I,2,3, 

es decir. 

J U Jq(E)= { l. 2 •... ,m} \N(E) . .. , 
Considerando lo anterior hay una única q E{ 1.2.3 } tal que) E Jc,(E). De acuerdo a (3.17), 

(3.20) 

se tiene que w
J 

< v,+elj V;'t'q esto demuestra a (3.19). • 

Para E = { (h. e) ; (i,i2iJ)}. se tiene 

(
V + e ) - (v + e ) = (v - v ) + (e - e .) = -y'''' + y"" 

'1 ',1 '} tI) " '] I,J 'l} h } 

(
V +c )-(1' +c )=(v -v )+(c' -c )=-y"" -y"" + y.,., 

'\ ',) '1 '11 " " I,J 'JI h I J 

(
V +c )-(1' +c )=(1' -v )+(c -c .)=-y"" +y"". 

1: ':J ,) ¡JI ,} I} 'lJ ' l } I ) 
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Por lo tanto. paraE= {(h, e); (i¡i2i))} los conjuntos Jq(E) paraq=I,2,3 son, 

(3.21 ) 

Ji, (E) = {i ~ h,e,' yij" < y~" ,yij" < yt,} 
(3.22) 

J., (E) = {I, 2, ... , m}\ (J., (E) U J., (E) U {h, e}). 
(3.23) 

Si C=h y y';" + y~" = y~i,. Entonces, E = {h} Y 

(3.24) 

J (E) { . h' 21 21 2l 2l} .,'=/~ .y¡<y.,Y¡<Y. 
(3.25) 

(326) 

Considerando lo anterior, las piezas lineales se calculan de la forma siguiente. 

Teorellla 3.20 

Para el valor óptimo de la función «l(y) de [ PT(y) 1 ' 

al Toda ~¡iquetc E = {h) determina una pieza lineal 11 (E) , tal que 

I1(E) = J y En,' Yi - :L>¡ ~ O, i = 1,2.3
l , l "J,(e) J 

(3.27) 

con .l,(E), iE{ 1,2,3) definida por (3.24), (3.25) Y (3.26) 

b) Toela etiqueta propia E ={ (h, e) ; (i¡i2;)) ) determina una pieza lineal, I1(E), tal que 
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(3.28) 

con J; (E), qE{ 1, 2, 3} definido por (3.21), (3.22) Y (3.23). 
• 

Demostración. 

Para cualquier etiqueta propia E, T(E) indica el árbol de expansión obtenido de aumentar a 

E todos los arcos (q,j) tal quejEJq(E), q= 1,2,3. 

a) Si E = {h} entonces para cualquier YEf1(E) la solución básica, x = {x;¡}, de [ PT(y) 1 

correspondientes a T(E) se da por 

'<ljEJ,(E), ;= 1,2,3 

;=1,2,3. 

De (3.27) se tiene que xl)~O, i= 1, 2, 3 ,así x= {xu} es una solución factible de [ PT(y) l· 

Toda x'J es una función afin de y y <p(y) = ¿ c;i x ;) es una función lineal de x, de lo 
'.) 

cual se obtiene que <¡l(y) es una función afin dey paraYEf1(E). 

b) Si E ={(h,el: (i';2;3)) entonces para cualquier YEf1(E) la solución básica 

correspondiente a T(E) se da por 
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X· = h ,,,; J 
VjeJ •• (E), q=I,2,3 

X' h = y. - ""b. 
" ' 1 ~ J 

j~¡J '1 (lfl 

x., =y - ""b 
1) tI ~ j 

}JiJ,) tI) 

Xi)1 = b, - Xill , 

De (3.28) se tiene o $ x, h $ b. Y , o $ x,, $ b" así XI h ~ O Y Xi' ~ O, Y como , , J 

resultado X ={Xij} es factible. Además como toda Xlj es una función afin de y, entonces 

<fl(y) es una función afin de yen n(E) .. • 

El número de pIezas lineales a calcular esta determinado por el número de 

almacenes que se tengan, por lo que se trata de un número de combinaciones que 

depende del valor fijo m, Las piezas lineales referidas por n(E) definidas por (3.27) 

son triángulos y por (3.28) son rectángulos, 

Teorema 3.21 

_1I1(m - 1) 
a) Se tiencn m piczas lineales de primera clase y piezas lineales de segunda 

2 

clase. 

b) Cada pieza de primera clase es un triángulo homotético a Q. 

el Cada pieza de segunda clase es un paralelogramo cuyos lados son paralelos a dos lados 

de Q 
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(s, o, O) 

( o, s, o ) (O,O,s) 

Figura 3. 10 Las piezas lineales de primera clase (1) Y segunda clase (2) de f2. 

DeIllost ración. 

a) Como cada pieza de primera clase corresponde a un indice hE { 1, 2,. ., m} , por lo 

tanto, se tienen 111 piezas de esta clase. 

Cada par (h, C) con 11, CE {I, 2, ... ,m} y h < e da como resultado una etiqueta propia 

1:: ={ (h, e) : (i,i2i3) ) o una pieza de segunda clase. Como hay 
m(m -1) 

2 
maneras de 

escoger una parep (h, C) tal que h < f. Y 11, fE{ 1,2, .. , m}, el número de piezas de 

segunda clase· es igual a 
m(m -1) 

2 
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b) Definiendo ~I = ¿h¡ para i= 1,2,3. Entonces la pieza D(l::) con E = {h} se describe 
j~JI(E) 

como el sistema 

".' 
{

YI ~~, 
yen. 

i = 1,2,3; 
(3.29) 

A partir de Que cada desigualdad y, ~~I determina un semi plano acotado por una línea 

recta paralela aliado y,=O de n, entonces el polígono (3.29) es un triángulo homotético 

den. 

c) De (3.28) se tiene que una pieza D(E) con E ={ (h, e); (i 1i2i3) } es el conjunto de todos 

valores de y que cumplen con 

¡
n.:<;Y<Il.+h tJi. '. - tJ" h 

~" S YI, S ~" +h, 

yen. 

(3.30) 

El conjul1lo {y En.' ~" S y" S ~" + h.} es una banda acotada por dos líneas rectas 

paralelas a el lado YI, = O de n, mientras f. En.'~, S YI S~, + b,} es U:1a banda V' J J I 

acotada por dos líneas rectas paralelas al lado YI = O, sus intersecciones determinan un , 

paralelogramo cuyos lados son paralelos a los dos lados y" = O Y YI, = O de n. a 

C0l110 ya se había mencionado la unión de todas las piezas lineales forman el simplex n. 

Teorellla 3.22 

La li\l11ilia P de todas las piezas de primera y segunda clase forma una cubierta de n. 
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Demostr-ación, 

Considerando un valor yEn arbitrario, regular, Por la proposición 3.15 existe un único 

árbol de expansión T óp\imo para [PT(y)]' Como la etiqueta E de T es propia, se define 

un árbol de expansión T(E) (proposición 3.19). De la unicidad del árbol de expansión 

óptimo se tiene que T(E)=T, es decir, la solución básica óptima x={xy} de [PT(y) 1 

correspondiente a T debe satisfacer x" = b¡, vj E J" (E) así 

para E = {h} 

X'h=Y'- ~)j' i=I,2,3 
¡fiJ,eR} 

En el primer caso O :5.X'h:5. bh i= 1,2,3 se nota queyEn(E), con n(E) definida por (3.29) 

En el segundo caso, como O:5.x'h :5.bh y 0:5. x" :::.b" se encuentra queyEn(E) con n(E) , . 
definida por (3.30). Así cualquier yEn regular pertenece a una determinada pieza de 

primera o segunda clase. • 
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•• , •••••••• ~ •••• _; •• _ ................... ,,_ .•• , •• '0 •• ". 

3.3.3 Cálculo de los vértices de las .piezas lineales 

Como ya se mencionó, un problema de minimización cóncava sobre un conjunto convexo 

encuentra su mínimo global en un punto extremo de este conjunto .y por ello, se calcularán 

los vértices de las piezas lineales. 

Las piezas lineales son vecinas unas de otras dentro de n por lo que un vértice de 

éstas pertenece a dos piezas diferentes. Las piezas de primera clase son triángulos 

semejantes a n ,pero los vértices en los que no coinciden se encuentran entre otras 

piezas en las que al menos hay una de segunda clase, porque si fueran todas triángulos no 

serían en su totalidad semejantes a n y tendrían los mismos puntos ínteriores que las 

piezas de segunda clase. Por lo tanto, sólo es necesario calcular los vértices de las piezas 

de segunda clase y los de n. 

Las fórmulas que proporcionan los vértices de las piezas de segunda clase se 

obtienen considerando una etiqueta propia E, su correspondiente pieza lineal n y 

Lf¡= {( i,j )E/'·. i= 1,2, ... , kl, (JJ 1) 

V,= {( i.j )EEjEN l, i= 1,2, ... , k; (J.J2) 

~;= ¿!J, . i= 1, 2, ... , k . (J.33) 
jl:J, 
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Proposición 3.23 .' ~. ;" "" .: ~ o,, .' 

Hay una correspondencia uno a uno entre' los vértices y de TI y los mapas 

r: N--){ 1,.2, ... ,k} tal que (r(j),)) E.E,VjEN. Si y es un vértice de TI y r es el mapa 

correspond iente, entonces 

;= 1,2, ... ,k, (3.34) 

b) La solución básica óptima x(y) de [PT(y)] se define por 

X~) = b¡, si)EN e;= r(j), o si)EJ¡, x<¡) = O en otro caso. 
(3.35) 

Demostración. 

El sistema (3.4) _ (3.6) implica que x,) = b) para todo ( i,)) tal quejEJ" entonces se tiene 

que 

L x,¡ = y, - [}, ' 
(I,¡)"V, 

i= l. 2 . ... . k, 

VjE N 

i= 1, 2, ... , k. 

Si {Xi} = i',,) (y) , ( i,/)EE ) es la solución de este sistema y 

TI = (yEn: i','J (y) ~ O V( i,/ )EE ) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

Si x,) = i',,) (y) y i',,) (Y) ~ O V( i,) )EE entonces necesariamente y, ~ [}i ~ O, i= 1,2, ... ,k. 

Por lo t<1nto, 

n ={YE R' :±>, =s,i',,/y)<!ü.V(i . .i)EE}. ,., 
(3.39) 
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De lo anterior, cualquier vértice y de TI debe satisfacer k-I ecuaciones independientes del 

sistema 

!;/j(Y) = O, V( i,j )EE. 
(3.40) 

Pero, de (3.39) se tiene para todajEN 
(3 Al) 

así todo subsistema 

!;ij (Y) = O, V( i,j)E U) , 
(3.42) 

donde) E N se fija y se tienen \ U) 1-1 = ge ( Bi ) - 1 ecuacion'es lineal mente independientes. 

Dos grupos diferentes U
j 

generarán dos ecuaciones linealmente independientes. Por :.;, 

tanto. un vértice Y de n corresponde a una selección de 1 U) 1-1 miembros de U), para 

toda jEN, a este subconjunto de E se le indicará como C. Asi para toda jEN, 

!;/)(y)=0 , V ( í,j )EC. 
(3043) 

!;¡)(y)= b), V (i,))E E\C, 
(3.44) 

En consecuencia se tiene que 

y así, sí r : N-,{ 1,2, ... ,k} indica el mapa para todajEN, (r(j),j) es el único miembro de 

U
I 
\c, por lo que, (r(;),j) EE Vj Y 

y, = 13, + L. { h J : rU) = i). i = 1, 2 .. " , k. 

De esta manera a cu¡¡lquier vértice le corresponde un mapa r. 

105 

¡, 
1, 

, 

, 
!I 
'¡ 

1 
i 
¡ 
I 

I! 
I 
I 

1 



Finalmente, la.parteb) se deriva de (3.44),(3.45)ydel teorema3.16 . • 

En consecuencia, para una' solución básica óptima de [PT(y») se determina 

un arco (i* (J),J)EE para cadajENtal que 

si j E J, ó j E N e i = i * (j), (3.45) 

en otro caso, 

~ ,,{ } y, = L.,x" = 13, + L., b¡: i = i * (j) ,i = 1,2, .,. ,k. 
(3.46) 

,.1 

Por lo tanto, hay dos posibles elecciones para el arco i*(j) , Y por· ello, cada pieza 

tiene 2'·1 vértices. Para el caso en el que k = 3 las piezas lineales tienen cuatro vértices 

En el problema 
[ PPT (3») se obtienen la correspondiente etiqueta 

(paralelogramos). 

propia E =( (h, e) ; (iti
2i3) } y Ji, (E) Y ()" = I:b, qE (1, 2, 3} , definiéndose asi la 

jfi.JIq (E) 

1: 

li 
1I 

i ~ 
" 

I 

I 

pieza lineal D(L). 1, 1I 
11 I 
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Los cuatro vértices de una pieza lineal de acuerdo a (3.46) son: 

i'i -~ I =s-~ -~ Y: 1 = ~i, 
. l. - ji' 

Y'J 1, I , ' 

i : y~ = ~;, + b •. 
y' =s-~ -~ -b y;) =Pi, 

;1 j. jI h' 
(3.47) 

y3:Y:I=~jl' 
J =s-~ -13 -b Y:. = 1\ + b, 

Yi
t 

1, . 1) ,l' 

'. • ~ b 
l = s -13, -13, - b. - b,. y: =13, +b, 

Y . Yi. = i l + h' I " 

• • 

Las soluciones básicas óptimas de [PT(y) 1 para los valores anteriores de y. considerando 

la expresión (3.45), son respectivamente: 

'if .i E J .<E). t¡ E V, ,i,,i,), X:: h = hh x:
1

/ = b, 
l. I I x. X qJ

=}¡ 

'if .i E J /E), q E tV,.i,). X~h = bh 
x; I = bt , 

x' . x' = b • qJ , 

q E V, ,i"i,), J - b 
, = b, 

Xi h - h Xi,1 , 
'.' b x . XcV = j 

'if .i E J ,(E), 

'if.i E .Jq(E), q E V"i"i,), X~h = bh 
X~t = b, 

• • b x ',Xq¡= , 

Los valoresflz) de cada punto l=(f. x'). ,. = 1.2,3,4 son: 

, 
f(z') = g(y') + 2: 2: c,¡b¡ + c"hhh + C"tbt 

poi J".J, (f';) , 
fez') = g(y') + 2: ¿c"b¡ + c"hh, + C"tbt 

i=\ ¡¡:..J,(é) 

J 

fez') = g(y') + ¿ ¿c"h, + c"hhh + c,}t 
1"'1 },,-J, (in , 

fez') = g(y') + ¿ ¿e/>, + e""hh + e"tbt 
,=1 J,¡J,(h') 
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CAPÍTULO 4 

SOLUCIÓN A [PPT (3)] 

En capítulos anteriores se estableció que el Problema de Producción - Transporte con 

i 
Costos Cóncavos y k=3 [PPT(3) 1 se simplifica a un problema de transporte 

paramétrico l PT(y) 1 cuya solución es un conjunto de piezas lineales, de las cuales sólo es 

necesario calcular los vértices ',porque en uno de ellos se encuentra el óptimo de 

l PI'T(3) 1 
I 

En este capitulo se muestra el algoritmo que resuelve [ PPT(3) 1 . su complejidad 

computacional, ejemplos de su funcionamiento y aplicación, 
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4.1 EL ALGORITMO .' . 

PASO O. INICIO 

Calcular yY' = c"r- c,,), V JEt 1,2, ... , m} , i¡, i2 E {l, 2, 3}, i¡ "" i2 . 

PASO 1. CÁLCULO DEL POLITOPO n 

1.1. Calcular y'Enque es el i··ésimo vértice de n (el punto cuya i-ésima 

coordenada es s). 

1.2. Calcular:J que es la matriz de 3xm cuya i-ésimo renglón es ( b¡, b2 , ... , 

bm ) y todos los demás valores son ceros. 

1. 3. Calcular 

y el conjunto 

y"= y", x'=x" ;:"=Ú'", x"), fez") =gÚ'") + ex". 

PASO 2. CÁLCULO DE LAS PIEZAS LINEALES 

Para todo par (h, e) con h= 1,2, ... , m-I y e = h+l, ... , m calcular lo 

siguiente: 

2.1. Encontrar la permutación ( i, i2 i3) tal que 
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PASO 3. 

2.2. Para toda qE ( 1, 2, 3) calcular .1" (E) Y P" 

J (E) = {l' ~ he· y"" < y"" y"" + y"" < y"" } 1, ,Oj h'j 1 h P" = Lb¡, 
J",J,. 

P,.=Lb¡, 
j6J'l 

J,. (E) = {l, 2, ... , nI}\ (J" (E) UJ,. (E)U {h, e}) 

2.3. Las piezas lineales se expresan como: 

n(E)={YEn:o~y" -. LbJ ~bh'O~y" -. Lb j ~bl}' 
}tF.J,! (El JGJ'1 (E) 

CÁLCULO DE LOS VÉRTICES DE LAS PIEZAS LINEALES 

Para r = 1, 2, 3, 4 calcular lo siguiente: 

3.1. Determinar cada vértice y' de acuerdo a : 

y' :y¡' =p, +bh • , , 

"'-'"'+b Y .y, -1-', h' , , 

'YI: = s - Pi, - ~I) - bh • 

Yr~ = S - ~il - ~IJ - bl , 

y~ = s - P" - P" - bh - b,. 
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PASO 4. 

PASO 5. 

CÁLCULO DE UNA SOLUCiÓN BÁSICA ÓPTIMA 

4.1. Para cada vértice y' se calcula una solución básica óptima r= 

considerando lo siguiente: 

x'· x'. =b • tV j 
V jE Jq(E), q E ~·,,i,,i, 1 I -b 

x'lh - h x;" = b, 

x' . x' = b 
• qJ- ) V.i E J.(E), q E {i"i"i,}, x,'. = b. , x,', = b, , 

x' : x~ = b, V.i E Jq(E), q E {i"i,.i,}, ' - b Xi h - h , 
x· . x 4

. = b V.i E Jq(E). q E {V,.i,}, • -b X, h - h • q¡ , , 

4.2. Se calcula f (z') como se indica a continuación: 

, 
f(zl)=g(y')+ ¿, ¿'C'ih, +c".b. +c",b, 

/"1 i&),(6) , 
fez') = g(y')+ ¿, ¿'C'ib, +c".b. +c",b, 

'<:1 }IiJ¡(E) , 
fez') = g(y') + ¿, ¿'C'ibi + c".b. + c,,tb, 

11::1 i,-,J,(H) , 
f(z')= g(y')+ ¿, ¿'C'ib} +c,.,.h. +C"lbl 

¡el }d/(E) 

' - b XI I - I , 
X~I = bl 

4.3. Determinar y" E arg míl! (f(z') y' E V}. Si f(z,)<f(z') entonces, 

. ... , (' ') z =(y.x )~z = y,x . 

TERMINACIÓN 

z' = Cy", x' ) es la solución óptima global de [ PPT (3) l· 

I I I 

{x;} , 
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO 

Calcular 'f '1': == e - e , 
1 '11 ':1 

V Je {lo 2, ...• m} . 'I .1: e (lo 7. J l. f¡ ~ 1: . 

Calcular >' e n y"! 
i= 1.2,3 

Calcular 

fil) og(/). I e b . , 
, • I 

CalculM ¡'earg min U{z') 

y': y ~ = x' .1''''( .. ". x') 

Pau.h'" 1.2 •...• m-I y {- h+I •...• m r-, r-l 

, , , , 

Encontrar ( i l 1: ;1) ul 

.. ': iJ 
quqhl < 1J,t <}hl 

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , 

C.kvl" J (E) Y P . '1"'1.2.3 
" " 

L _____ _ Caicular J';x' y [(t) 
r- 1,2.3.4 

2 

______ .J 

, , , , 

Determinar 
y·e arg mínrJ(t):/e V} 

No' 
fiz')<f{z') 

$; 

Z'={y' .r')<-z' ~(¡'. x') 



4.2 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 

Para analizar la eficiencia 'del algoritmo anterior a continuación se tratan conceptos sobre 

complejidad computacional. 

4.2.1 Complejidad computacional de un algoritmo , 

Un algoritmo es una secuencia de instrucciones precisas que dan lugar a un resultado 

deseado, Para determinar que tan eficiente es un algoritmo se ha desarrollado la teoría de la 

compl~iidad compulacional, la cual se conforma por un conjunto de herramientas de 

análisis que se utilizan para medir el trabajo desarrollado por un algoritmo, tomando como 

parámetro de medida el número de operaciones elementales (operaciones de adición, 

sustracción, multiplicación, división, asignación. operaciones lógicas) que este realiza, 

La eficiencia de un algoritmo se intenta establecer a traves de la relación entre el 

liempo de ~iecl/ció/l y el lama/jo de dicho algoritmo, expresando el primero en términos del 

número de op<!raciones elementales y el segundo en terminos del número de caracteres 

necesarios para codificar los datos del problema, y que se conoce como complejidad 

computacional del algoritmo, 
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Diferentes casos de com'portamient~ en los algo,ritmos. , .. 

Es posible analizar un algoritmo desde sus diferentes tipos de comportamiento. 

L El caso empírico estima el comport'amiento de los algoritmos en la práctíca • para 10 cual 

se elabora un programa de computadora del algoritmo y se realizan pruebas. 

2. El caso promedio estima el número esperado de los pasos que un algoritmo requiere, 

para esto se utilizan distribuciones de probabilidad y análisis estadístico. 

3. El peor de los casos proporciona .cotas superiores sobre el número de pasos que un 

algoritmo realiza, en este análisis se toma en cuenta el mayor número posible de pasos a 

calcular. 

Notación. 

La medida de complejidad se usa frecuentemente, por lo que, tiene su propia notación 

como a continuación se muestra: 

Definición 4.1 

Un algoritmo corre en un tiempo 0(/(11)) si para algunos números c y 110 el tiempo realizado 

por el algoritmo es al menos cl(lI) para todo 11 ~ 110. 

Decir que un algoritmo corre~ en un tiempo O(/(n)) para alguna función fin) 

significa que si n es suficientemente grande, el tiempo requerido para ejecutar el algoritmo 

no excede a el (1/) donde e es una constante no especificada ( no es significativa para 
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valores grandes de n) . Algunos '.conjuntos de O(f{n)) que aparecen con frecuencia al 

analizar algoritmos son: 

O (1), O (Iog n), O (n), O (nlog n),O (,,2), '''' O (111'),,,,,0 (e"), "., O (n !). 

Si la función tiempo de un algoritmo es de orden 1 se dice que dicho algoritmo tiene 

complejidad constante, si es de orden log n es logarítmica, si es de orden 11 es lineal, si es 

de orden 1'1' donde p es un número natural es polinómica, si es de orden e" con e > l es 

exponencial y si es de orden 11 ! es factorial. 

Clasificación de los algoritmos. 

Los algoritmos se clasifican de acuerdo a su comportamiento en polinomiales y 

exponenciales. 

Definición 4.2 

Un algoritmo es polinomial si el número de operaciones elementales necesanas para 

resolver un problema de tamaño /1, está acotado por una función polinomial en /l. Un 

algoritmo se considera eficiente sí y sólo sí es polinomial. 

Algunos ejemplos de cotas de algoritmos polinomiales son 0(112), O(lIm), 

CJ(III+lllogC) , 0(/1111 log (112
/ 111)), O(/lm +,? log U). 

Un algoritmo es fuertemente polinomial si su tiempo de ejecución ésta acotado por 

una función polinomial sólo en /1 y III~ Y no comprende loge o 10gU, en otro caso se trata de 

un algoritmo polinomialmente débil. Algunos algoritmos fuertemente ~ólinomiales se 

encuentran acolados por las funciones de tiempo O('?III) y O(lIloglI). 
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Un algoritmo exponencial es aquel. en el que su peor tiempo de ejecución crece 

como una función que no ?uede acotarse por una función polinomial. Ejemplos de cotas de 

tiempo exponencial son: O(c"), 0(2"), O(n 1) y 0(n1oS"). 

Dentro ·de las ventajas de los algoritmos polinomiales con respecto a los algoritmos 

exponenciales se encuentran las siguientes: 

• cualquier algoritmo polinomial es asintóticamente superior a cualquier algoritmo 

exponencial, aún en casos extremos. Por ejemplo n4000 es menor que nO. llo
&" si 11 es 

suficientemente grande (n~2 100.000), 

• las funciones de complejidad exponencial tienen un rango de crecimiento explosivo, 

• los algoritmos polinomiales en la mayoria de los casos, tienen un mejor 

comp'ortamicnto en el tiempo de ejecución (tiempo menor) que los algoritmos 

exponenciales. 

• un algoritmo polinomial puede llamar a O¡ro algoritmo polinomial como una subrutina y 

el algoritmo resultante también es polinomial. 

Clases de problemas. 

De acuerdo a la dificultad de los problemas, éstos se clasifican como: 

j'roblemCls i/ldecidibles. 

Son aquellos problemas para los cuales no se puede escribir un algoritmo para encontrar su 

solución. 
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Problemas tratables. 

Son problemas que admiten un algoritmo polinomial para la obtención de su solución. 

Problemas intratables. 

Son aquellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar algoritmos polinomiales, 

es decir, sólo se pueden resolver con algoritmos exponenciales. 

Problemas P. 

La letra P en este caso significa polinomial. Esta clase de problemas agrupa a todos 

aquellos cuyo tiempo de ejecución es polinomial. 

Por definición el conjunto de los problemas de la clase P son un subconjunto de los 

problemas de la clase NI', es decir, Pe NP. 

Problemas NP. 

Las letras NP denotan "polinomial no determinista". "NP es la clase de problemas de 

decisión que se resuelven utilizando algoritmos no deterministas en tiempo polinomial." 

Un algoritmo no determinista es aquel algoritmo que realiza una selección arbitraria entre 

varias opciones de una ramificación. Este tipo de problemas se resuelven por una 

exploración arborescente. tal que la profundidad de la arborescencia esté acotada por un 

polinomio. En general . esta clase incluye todos los problemas que tienen algoritmos 

exponenciales para su solución. pero que no se ha probado que no se puedan resolver con 

algoritmos elc ticmpo polinomial. 
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Problemas NP-complelos. 

Esta clase considera a un conjunto de problemas que cumplen. con 10 siguiente: un 

problema que pertenece a la clase NI' es NP-complelo si todo problema de la clase NP 

puede reducirse en forma polinomial a él. 

, .. 

Figura 4. I a conjunto de la clase NP. 

Problemas NP- duros. 

Este tipo de problemas considera que un problema, sea o no de la clase NP, es NP-duro si 

todos los demás problemas de la clase NP se reducen polinomial mente a él. 

La clase NI'-duro se considera más general que la clase NP-completo. 
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Complejidad computacional del método simplex. 

Debido a la relación que existe entre el problema [ PPT(k) ] Y el modelo de transporte, a 

continuación se explica brevemente la complejidad computacio"nal del método simplex. Es 

importante señalar que el modelo de transporte es un problema de programación lineal y el 

algoritmo que le da solución, la técnica de transporte, se basa en el método simplex. 

Considerando el siguiente problema de prográmación lineal en su forma estándar: 

Minimizar 

sujeto a Ax = b 

x2:0 

donde A es una matriz de m X 11 con m, 11 2: 2 , b E R m
, e, x E R", Y utilizando el método 

simplex se requieren cerca de m(n-m)+n+1 multiplicaciones y m(n-m+l) sumas en cada 

iteración, es decir, que ambas operaciones son del orden O(mll). 

Para determinar el número de iteraciones que se requieren, se sabe que el método 

simplex consiste básicamente en trasladarse de un punto extremo a otro punto extremo 

vecino. El dominio factible del problema lineal anterior contiene C(n,m) puntos extremos 

que el algoritmo tendría que visitar en el peor de los casos. 

1 ()"' ( ' ) 11. 11 2"' .(II,m = ----2: - 2: SI 
m 1(II_m).1 m 

11 2: 2/11 
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por lo cual, se entiende que es necesario un .,número exponencial de iteraciones. Lo 

anterior muestra que el método simplex y sus variantes, tomando el peor de los casos, son 

algoritmos de complejidad exponencial. 

En la práctica el método simplex resuelve los problemas en forma rápida, pues no es 

común resolver problemas tan complicados como los que pertenecen a la clasificación del 

peor de los casos. Los problemas de tamaño medio requieren de 4m a 6m iteraciones para 

terminar las dos fases del método simplex y el número esperado de iteraciones es axm para 

n mayor que m, donde exp(a)<log2(2+nlm) y 1.25<a<2.5, entonces se espera que el caso 

promedio de este método tenga una complejidad computacional de O(m2n). 

Borgwardt [ 1982 1 mostró que el caso promedio del método simplex se comporta 

como un algoritmo polinomial, en un cierto modelo probabilístico y utilizando la regla 

de selección pivotal conocida como la Shatteneckenalgorithmus, es decir, G(1/3m l!(n.I». 

Smale [ 1983 1 mostró que para todo valor fijo de m daba como cota superior del método 

O«logn)m'.m». Hamovich [ 1983 1 combinó la regla de pivoteo de Borgwardt con una 

versión más general del modelo probabilístico de Smale, y mostró que el número promedio 

de pasos de pivoteo es lineal, lo cual concuerda con la experiencia práctica. 

Lo anterior muestra que el caso promedio del método simplex se comporta como un 

algoritmo polinomial. 
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4.2.2 Complejidad computacional del algoritmo· 

A continuación semuestra que el algoritmo preseritado para la solución de [ PPT(3) 1 es un 

algoritmo polinomial. es decir. un algoritmo eficiente. 

Teorema 4.3 

El algoritmo antes expuesto. para la solución de [ PPT(3) l. requiere 0(m3
) operaciones 

elementales y 0(m2
) evaluaciones de la función g(y), 

Demostración. 

Este algoritmo requiere para la etapa de inicio 6m operacIones elementales. el paso 1 

implica O(m) operaciones elementales y 3 evaluaciones de g(y) y los pasos 2. 3 Y 4 

implican O(m) operaciones elementales y 4 evaluaciones de g(y) para cada par (h. f. ) con 

, ,m(m-I) 
h < e y h.te{ 1.2 .... , mI. ConsIderando que se tienen --- pares diferentes (h. e) en 

. 2 

total. el algoritmo requiere O(m) x (1 + m(~ -1») = O(m') operaciones elementales y 

3+2111(111- 1 )=O(m2
) evaluaciones de la función g(y), • 
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4.3 EL EJEMPLO . . . : ¡ '. ' , .,,~. 

Para mostrar el funcionamiento del algoritmo se presenta el siguiente ejemplo numérico, 

En este caso tres fábricas (FI • F2. F3) producen un cierto producto. el cual se envia 

a tres almacenes (B I • B2• B·,), Se considera que las demandas de los almacenes son las 

siguientes: 

y que cada fábrica tiene una capacidad superior a la demanda total. 

Los costos d" transportación entre fábricas y almacenes son: 

[ 
5 3 4] 

e = {c.J= 10 8 4 , 

5 3 7 

Los costos de producir y. unidades de productos en la fábrica F, para i= 1. 2. 3 se encuentran 

representados por la siguiente función cóncava no separable. 

Con los dalaS anteriores se requiere determinar las cantidades de productos a producir en 

cada fábrica. y el plan de distribución de éstos hacia los almacenes a costo mínimo. 

Antes de resolver el problema; primero se verificará que la función g(y) sea una 

función cónca va. 
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El total de la demanda es s = L: h, = 15 por lo que la cantidad máxima de productos que 
,,' 

cada una de las fábricas puede producir es 15 unidades, lo cual genera los sigui elites 

vectores para YI, Y2, Yl res?ectivamente: 

Aplicando la definición 2.3 de una fUnción cóncava, se obtienen los resultados siguier.tes: 

Valor de A. Vectores Resultado 

O XI Y X} 7.7-7.7 

O X} Y X; 16.25-16.25 

O XJ y XI 21.57-21.57 

0.1 XI Y Xl 12.64>9.087 

0.1 X} Y XJ 16.8>15.395 

0.1 XJ y x, 24.3>21.038 

0.2 XI Y X] 14.7>10.474 

0.2 X2 y XJ 16.6>14.54 

0.2 xJY XI 24.84>20.506 

0.3 XI Y X2 16.28>11.861 

0.3 X2 y XJ 16.24>13.685 

0.3 X; Y XI 24.98>19.965 

OA XI Y X} 17.58>13.248 

OA .'(1 Y X; 15.76>12.83 

OA XJ y X, 24.86>19.442 

0.5 XI Y XJ 18.7> 14.63 S 
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Valor de} .. Vectores Resultado 
, " ' . 

0,5 XJ y Xl 15,18>11.975 

0.5 XlY XI ,24.55>18.91 

0,6 XI Y Xl 19.68>16,022 

0.6 Xl Y Xl 14.5>11.12 

0,6 XlY XI 24.03>18,378 

0,7 XI Y Xl 20,53> 19,965 

0,7 x! y Xl 13,68>10,265 

0,7 XlY XI 23.29>17,846 

0,8 XI Y Xl 21.24> 18,796 

0.8 Xl Y Xl 12,656>9.41 

0,8 Xl Y XI 22,25>17,314 

0,9 XI Y XJ 21.78>20,183 

0.9 Xl Y Xl 11.25>8,555 

0,9 Xl Y XI 20,7>16,777 

1 XI Y X! 21.57-21.57 

1 X] Y Xl 7,7-77 

1 XlY XI 16,25-16,25 

Tabla 4,1 

De acuerdo a los resultados obtenidos se determina que g(y) es una función 

cóncava, 

Otra forma de determinar si una función es cóncava consiste en aplicar el teorema 

2,6. para lo cual se obtiene la matriz Hessiana de g(y). 
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_ y'l-, J.A , " • ~A -TI,A 
H(y) = ·~A ., ·1 'A '-y --4 1 111 --t,A 

.~A .lA '7 .1. y'! -.LA 
4 3 11 

. 
A = (y, + + y, + t y,)" . El valor de A es positivo y no nulo. 

Sea el vector zeR3, z T = [z, z, z,] . Como se sabe .i ZTH(y)Z S O la función g(y) es 

cóncava, así 

, 
, 2 2 8 ',.' 4 3 'y" 8' TH( ) _ ,.. 'A z,z, A z)z, A z, " ., A z)z, A z» z) A 

z Y z - -z,y,' -z, 9 --9- -27 -4Y' -18 -27 - 4 -Si· 

Para valores de z,;e,O, z,;e,O, z,;e,O se cumple zTH(y)z S O Y por lo tanto g(y) es una función 

cóncava. 

SOLUCIÓN 

Aplicando el algoritmo se obtiene: 

PASO O. INICIO 

Si 1,= 1 h=2 

j=3 Y ~2 = en·en= 4-4 = ° 
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j=2 Y ~)= C\2-C)2= 3-3 = O 

)=2 y;' = Cn-CI1= 8-3 = 5 

j=3 y;' = cn-e,,= 4-4 = O 

j=2 y~' = Cn-CI1= 3-3 = O 

j=3 y~' = cn-cl.1= 7-4 = 3 

Si i, = 3 i2 = 2 

j=1 y:'= CJ,-C2l= 5-10 =-5 
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PASO 1. CÁLCULO DEL POLlTOPO n 
-' 
l 

1.1. El total de la demanda ess = Lb
J 
= 15, 

1-1 

n es un triángulo_ 

1.2. Las matrices Xl para i= 1, 2, 3 son: 

[ 
4 3 8] 

x' = O O O 

O O O 
x' = [ ~ ~ ~ 1 Xl = [ ~ ~ ~ l-

000 438 

m 

1.3. Calculando f(z')= g(y') + Lc,¡b¡ i= 1,2,3 , para los vérticesy',l, / de n : 
1r.1 

Para (y') T= ( 15, O, O), 

f (Z')= 4( 1 5 )'1'2+( 15)2/3 +(5)( 4)+(3)(3)+( 4)(8)=82.57 

Para (yY = (O, 15, O), 

f (Z2)= (15)'/2+[ + (15)]2/3+( 1 0)(4 )+(8)(3)+(4 )(8)= 1 03.7 

Para (yY = ( O, 0,15), 

f (Z3)= J (15)'12+[ t (15)f/3+(5)( 4)+(3)(3 )+(7)(8)= 1 O 1.26 

El mcnor valor def(z') esf(z'), por lo tanto, 

y" = y' _ x" = x' z" = (y", x") fez") = gcy")+cx". 
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y. = [I~ 1, 
o J 

[ 
4' 3 8] 

x· = O o. O 

. . O O O 
y f(z·)= 82.57 . 

PASO 2. CÁLCULO DE LAS PIEZAS LINEALES 

Calcular las piezas lineales D(l,2), D(I,3) Y D(2,3) ,las cuales son paralelogramos. 

2.1. Para (h,e)=(I,2), 

;=1 ¡~ 

Por(3.15)y(3.16) y:,~y;,~y:" ;,=1, h=2, ;)=3 Y la etiqueta propia es 

E={(I,2) ;(123)}. 

2.2. Para qE { 1,2,3}. 

0<-5 nose cumple, 

y ~J +y;' <y:' -8<-5 se cumple, 

como no se cumplen ambas condiciones. entonces: 

.h«(I.2) ;(123»=0 =:> 0,= O. 

(1=7. /(17.) {' 12 . 3 "<y" y"<y21} - ,2 • - = !'" , ='>./= : Y JI' ) , 

y~\<y21 
J I 

0<5 se cumple. 

-3<5 se cumple. 
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como se cumplen ambas condiciones el arco que se incluye esj=3 entonces: 

q=3 J)(I ,2)={(1 ,2,3)\( 0U3U(I,2)}=0 => ~)= 0, 

2.3. La pieza lineal es el paralelo'gramei, 

, 1°:5 Y, :5 4 
TI«(1,2); (123)) = 0:5 y) :5 3 

ye n. 

PASO 3. CÁLCULO DE LOS VÉRTICES DE LAS PIEZAS LINEALES 

3.1. Determinando y' para r= 1.2,3,4. 

/:Y:=~I=o y; =s-~I-~)=15 y; =~)=O y'=(O,15,O)T 

/: y,' =~I+bl=4 y;=s-~I-~)-bl=11 y; =~)=O y 2=(4,II,O)T 

/: y; =~I=O y ~ =s-~ 1-~)-b2= 12 y: =~)+b2=3 => /=(0,12,3) T 

/: y~ =~,+bl=4 y~ =s-~I-~)-bl-b2=8 y; =~J+b2=3 => /=(4,8,3)T 

PASO 4. CÁLCULO DE LA SOLUCIÓN BÁSICA ÓPTIMA 

4,1. Calculando r= {xt'} para cada y' . 

X' x~ =b)=8 I =h ,=4 x~, =b2=3 _.l Xli 

X2 : x;, =b,=8 
, 

=b ,=4 X;, =b2=3 X
I
•
1 

x.l x;, =/¡.1=8 x~, =h ,=4 X;', =/:,=3 

x' x' =h =8 ~,'\ J x' =h ,=4 
JI x;, =h,=3. 
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· . ~.2. Para Zl =. (vI ,Xl) 
, . . " , ' 

4.3. f(zl) = 103.7>f(z·) 

f(i) = 91.8 > f(z') 

fez") = 93.66> f(z') 

f(z4)= 81.656<f(z·). , 

En este caso la solución óptima es Z4=(v4,X4)-¡.Z·=(v·,x·), entonces: 

PASO 2. Calculando la pieza TI(I, 3). 

2.1. Para (h, f.)=( 1 ,3), 

;= 1 

;=2 
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Entonces Y:l <Y:l <Y;l ' i,=3, i2= 1, i)=2 Y hi etiqueta propia es E={ (1,3) ;(312)}. 

2,2: Para qe { 1,2,3}, 

J (1 3)=U''''1 3=>,'=2' yl' <yll yll+y21 <yl'} 3 • 1.' i 1 I I l 3 I 

0=0 se cumple, .. 

se cumplen ambas condiciones, entonces: 

0=0 se cumple, 

-5<0 se cumple, 

como el conjunto J3 ya incluyó al arcoj=2, entonces: 

J,«(l,3) ;(312))=0 => p,=O. 

2.3, La pieza lineal es el paralelogramo, 

l
O:; Yl :; 7 

n((l,3);(312)) = O:; y, :; 8 

. yen. 
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',.PAS03. Cálcu!o de los vértices de la piez'a lineal. 

. \: 3. L Detenninandoy' para /::: 1,2,3, 4, 

/ :Y:=PJ=3 yl =s-PJ-Pl=12 

l: y; =PJ+b¡=7 y' =s-PJ-Pl-b¡=8 ' , " 

i: Y:=PJ=3 y; =s·PJ-Pl-bJ=4 ' 

l: Y;=PJ+b¡=7 y,' = s-PJ-Pl-b¡-bJ=O 

PASO 4. Cálculo de la solución básica óptima, 

4.1. Calculando x"= {x~} para cada y . 

X
2

. x' = b =3 . 32 2 

X
3 , yl = b =3 . • ... )~ 2 

4. x' - b -3 x. lZ - 2-

4.2. Para z' = (y1.XI) : 

Xl =b,'=4 
11 

x' =b,=4 
31 , 

1 b' X' = ,=4 
11 , 

X' =b¡=4 1 I 

132 

y; =Pl=O 

Y;=Pl =0 

Y~=Pl+bJ=8 

Y;=Pl+bJ=8 

x' = bJ=8 13 

Xl = b3=8 
'1 

y¡=(12,0,3)T 

l=(8,0,7)T 

::::;. i=(4,8,3)T 

::::;. y 4=(0,8, 7) T 
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4.3. f(ZI) = 85.86>f(z·) 

f(i) = 85.68 '>j(:.) 

fe;') = 85.664>f(z·) 

f(Z4)= 75.98 <f(z·). 

, " '" .: '. ; .. ~ .. ,; , , . 

'.: "',' ,; 

" 

En este caso la solución óptima es i=(l.X4)~Z*=(y* ,x*) , entonces: 

PASO 2. Calculando la pieza lineal n(2, 3) . 

2.1. Para (h,i)=(2,3), 

i=1 y~,= CI2-C\3= 3-4=-1 

i=3 y~, = cn-c33=3-7=-4 

Entonces y~, < y ~, < y;, . i 1=3. i2= 1, iJ=2 Y la etiqueta propia es E= {(2.3) ;(3 12)} . 

2.2. Para qe ( 1,2.3), 

1 

0=0 se cUl!'ple, 

Y·ll + y" < y)1 -5<0 se cumple, 
I .1 2 
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se cumplen ambas condiciones pero el conjunto.h incluyó a el arcoj=2 , por 

lo tanto, 

0=0 se cumple, 

-5<0 se cumple, 

se cumplen ambas condiciones, entonces: 

J I«2,3) ;(312))=1 => [31= b l = 4. 

i3=2=> q=2 .h(2,3)={ (1,2,3)\( 0 U (J) U(2,3)}=0 => [32= O 

2.3. La pieza lineal es el paralelogramo 

. lO ~ y, ~ 7 
1l«2.3);(312)) = O ~ y, ~ 12 

Y E n. 

, 
PASO 3. Cálculo de los vértices de la pieza lineal. 

3.1. Determinando y para r= 1, 2, 3, 4. 

/ :y: =[33=0 y; =05-[33-[32= 15 y; =[32=0 /=(15,0.0)T. 

y2: y; =[3,+b2=3 y,' =s-[33-[3rh2= 12 y; =[32 =0 =:> l=( 12,0,3)T 

/ y; =[33=0 y;' =S-[33-[32-b,= 7 y;=[32+h3=8 =:> y'=(7,8,O)T 

.. y; =[33+b2=3 y: = s-[33-[3rb2-b3=4 y; =lh+h,=8 4_ T 
Y => Y -(4,8,3) . 
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PASO 4. Cálculo de la solución básica óptima . 
. ,. 

Ú. Calculando r= ~d para cada JI . 

4.2. Para Zl = (y1,X
I
) : 

Para Z4 = (y4,X4) : 

Xl = b2=3 Il 

X
2 = b2=3 II 

X' = b2=3 . 
Il 

X· = b l =3 II 

4.3. f(ZI) = 82.572>f(z*) 

f(=2) = 85.86 >f(z*) 

f(Z3) = 79.357>f(z*) 

f(l)= 81.66 > f(z*). 

Xl = b3=8 
II 

X· = b3=8 
lJ 

En este caso la solución óptima es la misma z*=(y* ,x*) . 
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. PASO 5. TERMINACIÓN 
. r '.;:.:.', 

La solución óptima global de [ PPT (3) 1 es . '. 

y·=m ,··u : n y W)=7598 

El resultado anterior indica que la fábrica 1 no debe producir, las fábricas 2 y 3 

deben tener un nivel de producción de 8 unidades y 7 unidades respectivamente. 

distribuyendo 8 unidades de la fábrica 2 al almacén 3, 4 unidades de la fábrica 3 al 

almacén I Y 3 unidades de la fábrica 3 al almacén 2 . lo cual da el costo mínimo de 

75.98 unidades monetarias. En la figura 4.2 se representan las piezas lineales y la 

solución óptima del problema. 
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(15,0,0) 

• Candidato para óptimo 

• Óptimo 

(0,15,0) .. F---~t-------<l.-------~ .. (0,0,15) 
y, y, 

Figura 4.2 Las piezas lineales y la solución óptima. 

4.4 [PPT(3)] CON RESTRICCIONES DE CAPACIDAD 

Hasta este momento se ha considerado que las fábricas no tienen restricciones de 

capacidad, si lo anterior no se cumple se deben de tomar las intersecciones de las piezas 

lineales con las restricciones de capacidad, lo cual se establece en el teorema siguiente: 
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. . . :Teorema 4.4 
. '. \ 

.( ........ . 
<("':Elproblema [PPT(3) 1 siempre tiene una solución óptima global z· = (y., x· ), tal que, 
. '. ~ , ! • 

. . ",x~ = xi y y. es un vértice de n n S o u~ vértici?de un polígono n· n S, n· es una pieza 
r~; .. \ 

lineal de segunda.clase de <¡l(y) . 

Demostración. 

Por el teorema 2.16, [ PPT(3) 1 tiene una solución zY" = (y·,xY") donde 

y·Earg '!1in {f(x(Y» " y E V } 

y Ves el conjunto de los vértices de todos los polígonos n n S y n n P. Si un punto yE V 

no es un vértice del polígono n n S entonces éste debe permanecer sobre uno de los bordes 

de alguna pieza n E P la cual no es un borde de n. Por otra parte. se sabe que cualquier 

vértice de una pieza de primera clase que no es un vértice de n debe ser vértice de alguna 

pieza vecina de segunda clase. Por lo tanto, si un punto yE V no es un vértice de n n S 

entonces este debe permanecer sobre un borde de alguna pieza de segunda clase (teorema 

3.22). • 

Para resolver [ PPT(3) 1 con restricciones de capacidad es suficiente calcular los 

vértices de n n S y los de n n S para cada pieza de rr de segunda clase. 
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, . :Todo vértice de n n S:esla i~terse~ci6n'de"al.'nl(:nos dos lineas: y, -s, , i = 1, 2, 3, o la 

intt:rs~c~i6n,;de una de éstas, lineas con, \InoA~ :I~s, lados de n, Para cada valor iD fijo, la 

linea y, = s, corta las lineas y,=s¡, i~io, y, =0, i~io ,en cuatro puntos, De esta manera los 
. '.: (~,'.: ' rO, o '. '. . .' .":."' .. ,' . • . '. 

vértices del triángulo formado por las líneas y, =.1', "i = 1, 2,,3 se cuentan dos veces, por lo 

tanto, hay en total 12-3=9 puntos (no necesariam~nte todos distintos) a ser considerados: 

(SI, S2, S-SI-S2) , (SI, S-SI, O), (S-S2, S2, O) ; 

( SI, S-SI-SJ, sJ), (SI, 0, S-SI) , (s-sj, 0, sJ) ; (4.1) 

Todos los puntos anteriores que cumplen con y, 2: 0, 'el i = 1, 2, 3 ,serán un 

vértice de n n S, El problema es factible si SI+S2+SJ 2: s ,Estos cálculos se incluyen en el 

paso 1 del algoritmo, 

Cálculo de los vértices de n n S, 

Este cálculo sólo se considera cuando la capacidad de producci6n de las fábricas al menos 

puede cubrir la demanda de los almacenes de la etiqueta correspondiente ,es decir, cuando 

s,2:i3, es un polígono en n definido por los grupos de desigualdades siguientes: 

13, $ y, $ mini!" ,13, + b,} 
1 1 ~ I 1 
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" " 

Los dos primeros grupos de desigualdades definen a un' paralelogramo n' con lados 

",: p~ralelos' a :Ios lados de n y ,n n,s ~·,n',n ).'1: y,s' s, }, El paralelogramo n' tiene 
,'. ' V 1 1 

c~at;o vértiC~s, la línea' {:, s" corta las cuáiro Iinéas'que fo~manel paralelogramo n' 

en otr;~' cuatr~' punto's,' Poi lo tanto; los "~éi-ticesd~" n n s se encuentran entre los ocho 

puntos cjuea continuaCión s'e indican, Si il = 1, il = 2, i3 = 3 Y 

a, = mín{s",I3,., +b.} 

a,' = mín{ s" ,P" + b,} 

entonces, 

(4.2) 

Todo punto y en esta lista satisface el grupo de desigualdades anteriores y Yi~O, 

i = 1, 2, 3 es un vértice de n n s. Para cada punto sólo hay que revisar la factibilidad, Estos 

cálculos se incluyen en el paso 3 del algoritmo. 

Las restricciones de capacidad Yi S S" i = 1, 2, 3 sólo generan un número pequeño 

más de operaciones elementales, por consiguiente, la complejidad computacional del 

algoritmo se mantiene. 
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,' .. ,' .. ' 
l' ",. 

.' .;~·/d:~.:-};;·:.<. . '. . . 
_ ... ~'."4S0TROSEJEMPLOS ..... , 

:;~iÉ~H;f. . .. . .. .' ';;'<,.. .....,' 
..... : :·':,El·problema de minimizaciqn ,cón~av~\ic'on:rlf<fuentes y n arcos con costos no lineales 
".~:.:.: .. ;:;~':' .. '., ~'.' . " . ':'; .... ~ ':': •• "t''' . . ' .,.~.:':'''':::~':".,; 1.',,,,) .' 

'. ·' .. (cóncavo·s) denotado como [ P(m;' n) l. se' puede resolver utilizando el algoritmo antes 
. ' '.. '. . .. :,,(" :-.' '",. " "~~.~ 

'expuesto si m+n=3. Los dos problemas que'.cuniplen con lá condición anterior son: 
"" " . " . ' , 

1. [P(1,2) 1 ,este caso tratad~'imafuente y dos arcos con' costos cóncavos. 
r 

.,:~ ':' 

2. [P(2,1)] ,este caso trata de dos fuentes y·un arco con costo cóncavo. 

Para la solución de los problemds anteriores se realiza una transformación de los arcos 
. I 

con costos no lineales a una fuente nueva y dos arcos más, de tal manera que se genera una 

red que es similar al problema [ PPT(3) ], y por ello se pueden resolver utilizando el 

algoritmo mostrado. En el apéndice se da una mayor explicación sobre estos problemas y 

para mayor información consultar la referencia (30]. 

4.5.1 El problema [ P(I,2) ] 

EJEMPLO 

Sea la red mostrada en la figura 4.3 , en la cual 

No=Fo , IJ,' 
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, ,<,;',. ,' .. 
" . "'; 

' .. '-'·.-'.-·,N=F·B ': .. :.'.':' .. :'::.,' .s~: 2, 4· 
, .. 

<"'. ' •. 
", ' 

" " ::. '" ,.:: 1: ,'. 

<iD (j,C,) • 

,<' n.;:" ." (i,4)'" . 
," ." :'1 ., ,.,; 

(3,3) 

(4,3) (6,5) 

..... 

Figura 4.3 

Los costos de los arcos negros (No,N2) y (N3, Ns) están dados por las funciones: 

( ) _ {s + x!í si x > O 
g, x -

O si x =0 

respectivamente. 

y 
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( ) _ {l + x!í si x > O 
g2 X -

O si x = O 



, •• ~,.~ "_ .... >t •• ~ •• -.; •• ,.." ... _.~,\",,,,,,,,,,,_ ...... ~. "",_~,." •• ,.".". " •• " , .. , .. _., ....... ~_ •• _ "''',, • • .'" 

',', ' 

'. ,/:'; ,'" 
'1 " ' ~ 

• ,,1,' ','" 
¡" :.1 ";' 

:<·<·~nso 1. . Se obtienen los valores de las trayectorias más cortas: 
'¡ 

~", ' ,.. 
, .,' .. 
, . ',\ 

; .... ''':Cll =2; 
.. ' 

y la matriz de costos lineales CI}, 

. 7 .12 .\3] 
: ~ 0

6 
. 

Paso 2. Resolviendo el problema equivalente [ PPT(3) l. 

La función g(y) muestra el costo de producción, 

la matriz de costos de transportación y el vector de demandas son, 

y 

4 

2 

5 
b= {b}}= 

2 

3 

PASO l. El total de la demanda es 5= ¿ b 1 = 12, entonces n es el triángulo 
1=' 

Las matrices x, para i= O, 1, 2 son: 
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[2S23] [ 00 00] [ 000'] Xn = O O O O XI = 25 2 3 x, = O O 00 , 

L O O O O O O O O " 25 2 3 

" ' .. ~¡ ::. ." ; 
1 • 

Calculando fez,) = g(y,) + ¿ ¿cilxiI ,para los vértices yo, y¡, Y1 de n : 
. ,..0 ia\ ' 

Para (yO)T = (12, O ,O), 

f (zo) = COIXOI+C02X02+Co3Xol=( 4)(2)+(7)(5)+(12)(2)+( 13)(3)= 1 06, 

Para (YI)T = (O. 12, O), 

f(zl) = 5 + /'2 + CIIXII+ CI2XI2+CIl XI)= 5 + (12)1/2 + (2)(00) + (2)(5) 

+(6)(3) 

f(zl) = 00, 

Para (Y2)T = (O, O, 12), 

+(3)(0) 

f(zü = 00, 

El menor valor de fiz,) es fizo) , por lo tanto, 

y"= yo, x" = Xo, z"= (y" ,x") fiz") = g(y") + cX", 

[

12] '[2523] 
y"= O , x"= Xo ~ O O O O Y f(z")=106, 

O O O O O 
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. PASO 2, dlculando las piezas lineale~.TI (1,2), TI (1,3), TI (1,4) , TI (2,3) , 

.': ::',TI(2;4), TI (3,4), 

Calculando la pieza TI (1 ;2), 

o < 2 <' 'o·' 2 '1 l' . entonces Y" Y" Y'2' /1= ,/2=, /3= Y a etiqueta propia es 

E= {(I,2); (021)}. 

ParaqE{O,2,1}, 

q=0 Jo(I,2) ={i'" 1 ,2 =»=3 ó)=4 ,h=I, e=2}; 

01 12 02 ( )+( )< . y) + Y l < Y 1 ,COl-C\3 CI2-Cll COI-ell 

(12 - 5) + (2- 00) < 4 - 00 :. no cumple. 

)=4 y~2 < y~2 , C04-Cl,<CQI"C11 , 13-0<4-00 :. no cumple. 

01 " Ol ( )+( ) Y 4 + Y, ' < Y, ,C04-CI' CI2-Cll <COI-Cll 

(13 - 6) + (2 - 00) <4 -00 :.no cumple. 

Jo«I,2);(021»= 0 => 130= o. 

q=2 .1,(1,2) ={j"'I,2 =»=3 ój=4, h=I, P'=2}: 

-12 < -4 :. se cumple. 
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", 
" " ' " ~' .. ", ,. . 
. '" 

, -5 <-2 , ,,¡, ' ,. ",':,' se: cumple, 

J'=4 ylO <'yIO .. c" C <c c" O 4 < 4 • ',1'" 24- 04, 21- 01', - OC -

0<00 ,',' se cumple, 

cumple, 

:, El nodo dos une a los nodos almacén 3 y 4, 

N(I,2);(021))={3,4} ::) ~l = b3+ b4 = 2+3=5, 

q=1 J 1(I,2)={ 1,2,3,4}\ (0U (3,4) U (1,2)) = 0::) ~I=O , 

La pieza lineal es, 

lo S Yo S 2 

D«I.2); (021)) = O S y, S 5 

Y E n. 

PASO 3. Determinando f para r = 1,2,3,4, 

/:y~ =130 =0 

por lo tanto, 

/=(0,0,12)'1' 
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l=(2,0,10)T 

y=(0,S,7)T 

l'C(2;S,S)T ... 

.' , ' . \ i .,.',.~' 

' .. , 

I 
PASO 4. Calculando r= k} para cada y. 

\ 
I 

l 
I , 

Xl: x;) =b)=2 x' =b4=3 
2' 

x' =b l=2 
2' 

Xl =b2=5 22 

X2: x;) =b)=2 X2 =b4=3 2. X2 =bl=2 O, X2 =b2=5 22 

;: x; =b)=2 x) =b4=3 
2' x' =b 1=2 2' x) =b2=S 12 

x4
: x;) =b)=2 x;" =b4=3 x' =b 1=2 o, X~=b2=5. 

Para ZI=(y1 ,Xl): 

l
o + (\ + (12)Y. + (7)(\ 2) = 90.24 

g(yl)= mili ~ + (12h + (1 + (\2)K) + (2)(\2) = ru 

f(zl)=38.7+ (00)(2) + (0)(3) + (00)(2) + (00)(5) = 00 

(

O + (1 + (1 O)y. + (7)(10) = 75.64 

g(y2)= mili ~ + (J O)y,) + (1 + (1 O)y.) + (2)(10) = 33.8 

f(:2)=33.8+ (00)(2) + (0)(3) + (4)(2) + (00)(5) = 00 
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. \(5 + (5)>1) + (1 + (7/; + (7)(7) ;'60.88 . 

g(y})= mín~ +(12)>1) + (1 + (7))() + (2)(7) =21. I 

f(z})=27.1+ (00)(2) + (0)(3) + (00)(2) + (2)(5) = ro 

P _(y4 4). ara Z4- ,X. 

J (5 + (5)>1) + (1 + (5»)( + (7)(5) = 46.1 

g(y4)= mín 1 ~ + (10)>1) + (1 + (5»)() + (2)(5) = 2.2 

f(z,)=22+ (ro)(2) + (0)(3) + (4)(2) + (2)(5) = ro 

f(zl)= ro > j(ZO) 

f(Z4)= ro > j(ZO) 

PASO 2. Calculando la pieza n(I,3). 

i=O 

i= 1 

;=2 

" 7 Y" = -

I_~ 
Y" - ~ 

Y, = O 
" 
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o '''1 1 . 
entonces y,,< Yi) <YIl ' h= O; i2=2; i~=ly ,la etiqueta propia es 

E = {(I,3); (02l)}. 

Jo«I,3);(021))= 0 ~ po= O 

J2« 1,3);(021 ))~ '4 ~'~2'';'b4';''3 ' 

J,«1,3);(021))=2 ~ p, =b2=5 

La pieza lineal es, 

, " .'; , 

:':~. , . ':<: . 

1

0::; Yo ::; 2 

n((l,3); (021)) = 5::; y, ::; 7 

Y E n. 

PASO 3. y':y~=O y~=7 y,' =5 ~ /=(0,5,7) T 

i:y; =2 yi=5 y~=5 ~ i=(2,5,5)T 

/:y¿=O y;=5 y~=7 ~ /=(O,7,5)T 

y': y; =2 y:=3 y,4=7 ~ y'=(2,7,3)T 

PASO 4. x': x~, =b2=5 x' =6,=3 ,. x' =6,=2 21 x' =b)=2 2l 

x': x,', =b2=5 x' =b4=3 
" 

x' =b,=2 01 x' =b)=2 ,) 

xJ
: x(, =b,=5 Xl =b,=3 ,. x;, =b,=2 x' =b)=2 13 

x4
: X,~ =b,=5 X;4 =h4=3 4 -6-2 XO¡- 1- x,; =b)=2, 
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<'~:.' i."",,:,',:.\ f(ZI)= ao >f(z') 

f (Z2)= ao > f (z') 

f (z)= ao > f (z*) 

,.. , 

" . 

f (5 + (7)1,) + (1 + (3)K ¿- (7)(3).~ 31,72 

g(y4)=mílll~+(lo)y,)+(I+(3)y,)+(2)(3) = 17.24 

f(z4)=17.24+ (2)(5) + (0)(3) + (4)(2) + (5)(2) =45,24 

f(Z4)= 45.24 <fiz') 

En este caso la solución óptima es Z4=(y4,X4)-tZ*=(y* ,x*), 

[
21 [20001 

y*= 7 x'= O 5 2 O 

3 O O O 3 

g(y.)= 17.24 

f(z*)=45.24 . 

PASO 2. Calculando la pieza lineal TI(I,4): 

;=0 

;=1 

;=2 

entonces 

Y' = ao - O 14 

E= {(1,4); (012») 

, ;,= 0, ;,=1, ;,=2 Y la etiqueta propia es 
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lo(( 1,4);(0 12»= 0 ::) Po = O « ' " " 
ll((l ,4);(0 12»=: 2,3::) PI =62 +bJ ";5+2=7 

l2((I,4);(0 12»=0 ";¡p~ ~Ó"":¡:JI':';P " 

La pieza lineal es, ' .~. " 

;' 10 ~ Yo ~ 2 
IT((l,4);(012» = O ~ Y2 ~ 3 

" yen. 

PASO 3. /:y~=o y:=12 y;=O :::> yl=(O,12,O)T 

/:y; =2 y,2=10 y;=O :::> /=(2,IO,O)T 

J:y~=O y.'=9 y~=3 :::> /=(O,9,3)T 

l:y~=2 y,'=7 y;=3 :::> /=(2,7,3)T 

PASO 4. Para simplificar la notación se eliminará el superindice de las variables 

{xc}, 

x,¡=2 

xo¡=2 

xlI=2 

/(z¡)= 00 > /(z') 

/(:2)= 54, 16 >/(z·) 

/ (z»= 00 > / (z') 
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.: ,.'~~ :.; ·!~C·": \ .. ~. " 
• 1 .' , ~, 

"PASO 2. Calculando la piezaline.al 11(2,3),; '. 

i=O 

i=1 

i=2 

entonces 

o _ 
Y2) - -5 

yl = 
2) -3 

y2 = 
l) O 

" < 1 < 2 Y" 12) 12). 

E = {(2,3); (OI2)}. 

".,' 

Jo«2,3);(O 12))= 1 o Po = b l = 2 

J I «2,3);(0 12))= 0 o PI = O 

J2«2.3);(0 12))= 4 o P2 = h4= 3 

La pieza lineal es. 

l.:; .:" 

y la etiqueta propia es , 

1
2 ~'Yo ~ 7 

TI«2,3);(012)) = 3 ~ y, ~ 5 

ye n. 

PASO 3. y':y~ =2 y:= 7 y;=3 o y'=(2,7,3)T 

/'y'=7 ' n y,'= 2 yi=3 o /=(7,2,3/ 

/:y~=2 y;=5 y~=5 o /=(2,5.5)T 

y.' y' =7 , n y,'=O y;=5 => /=(7,O.5)T 
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XIl=5 

, .: 'j \ 

~: XO,=2x2~=3 • 
••• ' t .,~ t 

f(z,)= 45.24 = f(zO) 

f(z2)= 69.31> f(zO) 

f(z)= <Xl > f(zO) 

",',,'. , 

." 

PASO 2. Calculando la pieza lineal TI(2,4). 

;=0 yO = _ 6 

" 
;= 1 y' = - 4 

" 
;=2 y' = <Xl 

" 
entonces y~) <y~) < y;) , ;,= O, ;2=1, ;)=2 Y la etiqueta propia es 

E= {(2,4); (012)}. 

Jo«2,4);(012))= 1 =:> ~o= b,= 2 

J,«2,4);(012))= 3 =:>~, = h) =2 

.h«2.4);(012))= 0 =:> ~2= O 
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La pieza lineal es,. ". , .. ~ 

PASO 3. i:Y~ =2 y:= lO y;=O 

l:y; =7 y,2= 5 y2=0 
2 . 

y:yg=2 y~=7 y:=3 

/:y~=7 y;=2 y~=3 

xl2=5 

f(z,)= 54.16> f(zO) 

f(z2)= 78.23> f(zO) 

f(z))= 45.24 = f(zO) 

f(z4)= 69.31 > f(zO) 

PASO 2. Calculando la pieza n(3,4). 

i=O 

i= 1 

" 1 YJ.J =:; -

Y, = - 1 
14 
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0'. ',', 

=> i=(2,10.0)T 

=> l=(7.5,0)T 

=> y=(2.7,3)T 

=> /=(7.2.3)T 



i=2 
, 

y. = 00 
;1.0 

entonces y~ <y~ <y;. ,i l = O, h=I, i3=2 Y la etiqueta propia es 

E = {(3,4); (012)}. 

Jo«3,4);(0 12))= I ,2=> ~o = bl+b2 = 2+5=7 

JI «3,4);(012))= 0 => :~I = O 

.h«3,4);(0 12))= 0 => ~2 = O 

La pieza lineal es, 

¡7::; Yo ::; 9 

n«3,4);(012)) = O::; Y2 ::; 3 

Y En. 

PASO 3. /:y~ =7 y,'=5 y~=O :::::> yl=(7,5,0)T 

i:y; =9 y,' =3 y;=O :::::> i=(9,3,0)T 

/: y~ =7 y;=2 y~=3 :::::> /=(7,2,3)T 

y': y~ =9 y~=O y;=3 :::::> l=(9,O,3)T 

PASO 4. Xl: xOI=2X02=5 x13=2 x14=3 

x2
: xOI=2xo2=5 x13=2 x14=3 

X3: XOI =2xo2=5 xl)=2 x14=3 

x4: x()\=2xo2=5 x1J=2 x14=3 

155 



' ... -"-' .~.'~"" -"~ 

f(:I)= 78.23> f(:·) 
., 

f(:2)= 91.73> f(z·) 
.. ' 

f(z)= 69.31> f(z·) . 

f(z4)= 82.81 > f(z*). 

Paso 3. La solución óptima global de [P(1,2)] es 

[

2000] 
x*= O 5 2 O 

O O O 3 

x"'=[ 2 10 O O 8 2 O 3 O ¡T 

f(z*)=45.24 . 

En las figuras siguientes se muestran las piezas lineales obtenidas, el vértice óptimo y la 

red óptima del ejemplo anterior de [ P(1,2)]. 
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"'.~ 

.' . 
. ",,{, , '. 

',-. ,,' 

y. 

(12,0,0) 

• Candidato para óptimo 

• Óptimo 

'" " n12 ....... 

(O, 12,0) .... ~----tl>----4t----<.--------'-''::O' .. (0,0,12) 

yl ~ 

Figura 4.4 Las piezas lineales y el valor óptimo de [ P(l,2) 1 . 
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· No,bo=-12 

M,b,=2 M,b,= o 

(6,5) 

N"b,= 5 N.,b.= 2 

Figura 4.5 La red óptima de [P(1,2) l 

4.5.2 El problema [P(2,1)] 

EJEMPLO 

Sea la red de la figura 4.6, en la cual 

No= lo, F¡, 

N¡=B¡, 

N,=I;U, 1;', 

N,= fh, 
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. ' .. ' 
',-.' . 

" '. 
" 

' ... 
. ... 

No,bo=-7 

\ (3,3) . 
N" b,= -s '> M,b,=2 

¡ 
• I (4,3) (6,5) 

I 
! 
I 

N~b)= S N.,h.= 2 I 
! (7,2) I 
( (8,2) ¡ 

N"h,= 3 

Figura 4.6 

El costo del arco negro (No,N2) esta dado por la función 

() 
{

3 + x>í si x > O 
g x = . 
. O si x = O 
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SOLUCiÓN 

Paso 1. Se obtienen los valores de las trayectorias más cortas: 

C¡o·=o y C20·=ce 

y la matriz de costos lineales,clj ,. 

(,,).[ ce 2 5 

H 4 7 12 

ce 2 5 

Paso 2. Resolviendo el problema equivalente [ PPT(3) ]. 

La función g(y) muestra el costo de producción 

la matriz de costos de transportación y el vector de demandas son. 

, 
PASO 1. El total de la demanda es s= Lb, = 12, entonces.o. es el triángulo 

j=1 

s= (yER
3 

: O :>yo:> 7. O :>y¡:> 7. O :>Y2:> 5 ). 
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~. _. '" "-~~"'''-.......• ''',~ ........ , ........ ,.." ",'" 

Calculando el conjunto de vértices de los polígonos S n n , se tiene 

que YI~O, i= 0,1,2 So= 7 ',' sl='7; s1=5 y utilizando las expresiones 

(4,1)," . ", " . '. 

(so ,SI, S-l'o-SI) =( 7 ,7 ,-2) No es factible, 

(so ,S-So, O) = (7,5,0) 

(S-SI, s\, O) = (7,5,0) 

(so,s-So-S2h) = (7,-2,7) No factible. 

(so,O,s-.\'o) = (7,0,5) 

(.1'-52,0,.1'2) = (7,0,5) 

(S-51-52,5I,52) =(0,7,5) 

(0,.1'1,.1'-51) = (0,7,5) 

(0,.1'-.1'2 ,.1'2) =(0,7,5) 

El conjunto S n n = {(7,5,O),(7,O,5),(O,7,5)}. 

• Para el vértice (7,5,0) 

x02=2 xOJ=2 x04=3 XII =2 x12=3 

g(y) = (g(12-5-0)}= g(7)= 3+(7)"2= 5.645 

fez) = 5.645 + (2)(2)+(5)(2)+(6)(3)+(4)(2)+(7)(3)= 71.645 

f(z»= 71.645 
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:'Ji ; •• '; : - . >,. ,·.",Para e1'vértice (7,0,5),:', 
" ' 

1 ',' " ' 

g(y) = {g(!2-0-5)}= g(7)= 3+(7)112= 5.645 

fez) = 5,645 +(00)(2)+ (2)(5)+ (12)(2)+(6)(3) = 00 

f(z·) < 00 

" 

• Para el vértice (0,7,5) ~ " 

g(y) = {g(12-7-5)}= g(O)= 3+(0)\12= 3 

fez) = 3+ (4)(2)+(7)(5)+(5)(2)+(6)(3)= 72 

fez»~ < 72, 

PASO 2. Calculando las piezas lineales n (1.2), n (1,3), n (1,4) ,n (2,3), . 
n (2,4), n (3,4), 

Calculando la pieza lineal n (1,2), 

1'=0 y" 00 2 12 = -

i=1 y:,=-7 

i=2 y,', = 00 - 2 

162 



E';: {(I,2); (102)}, 

JI«I ,2);(1 02))= (o :::> PI';' O' .. 

Jo«1 ,2);(1 02));" el => P¿=O 
\ ' 

J2«1 ,2);(1 02))= 3,4:::> P~ = b3 + b4 =2+3=5 

La pieza lineal es, 
, 

l
o ~ y, ~ 2 

TI((l,2);(102)) = 5 ~ Y2 ~ lO 

Y E n. 

PASO 3, y':y;=O y¿ =7 y~ =5 :::> y'=(7,O,5)T 

/:y,'= 2 y2 - 5 o - yi=5 :::> /=(5,2,5)T 

J:y;'=O y~= 2 y~ =10 ::::) Y=(2,O,10)T 

l:y,'=2 y;= O y;=IO ::::) l=(0,2, 1 O) T 

Calculando los vértices de S n TI n , 

al= mín {sl,PI+bl}= mÍll ( 7, 0+2}=2 

ePI, .1'0, S-PI-SO) =(0,7,5)::::) el vértice es: (7,0,5) 

ePI, ,\'-PI-P2, P2) =(0,7,5)::::) el vértice es: (7,0,5) 

ePI, s-p,-a2, (2) =(0,7,5):::>, el vértice es: (7,0,5) 
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(a" ,1'0, S~al-,I'o) = (2,7,3)::::> el vértice es : (7,2,3) 

(a.l, s-a,-Pl, Pl) = (2,5,5)::::> el vértice es : (5,2,5) 

(al. s-a,-al, al) = (2,5,5)::::> el vértice es: (5,2,5) 

(s-So-p¡, So, p¡) = (0,7,5) ::::>.el vértice es: (7,0,5) 

(s-so-a¡, So, al) =(0,7,5)::::> el vértice es: (7,0,5) 

PASO 2. Calculando la pieza lineal n (1,3). 

;=0 

;= 1 

;=2 

Yo = 00 - 5 13 

Y' =-7 13 

Y'=oo-5 13 

E = {(l,3); (l02)}. 

),«1,3);(102»= 0 ::::> PI = O 

)0«1,3);(102»= 2 ::::> Po= b¡= 5 

)2« 1,3);( 1 02»= 4 ::::> p¡ = b. =3 

La pieza lineal es, 

l
o S Y, S 2 

n((l.3); (1 02» = 3 S y, S 5 

yE n. 
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... ,'- :, ;::' ·PA:S03. y':y:"" O y~ =9 

/:y,2= 2 y; =7 

y':y~= O y~= 7 

y':y;= 2 y~= 5 

, , 
: ~, "~; 

' -: -
¡}';= 3 

' . ; y;= 3 

y:= 5 

y~= 5 

Calculando los vértices de S n TI,). 

0.,= mili {s,,(3,+b,}= mili { 7. 0+2}=2 

~ y'=(9.0,3f 

~ /=(7.2.3)T 

~ l=c7.0.5f 

~ y'=(5.2.5)T 

<P" So, s-(3,-so) =(0,7,5) ~ el vértice es: (7,0,5) 

«(3" S-(3,-(32, (32) =(0,9.3) ~ el vértice es: (9,0,3) 

<P" .1'-(3,-0.2, 0.2) =(0,7,5) ~ el vértice es: (7,0,5) 

(a" So, s-a,-so) =(2,5,5) ~ el vértice es: (5,2,5) 

(a" s-a,-p2, P2) =(2,7,3) ~ el vértice es: (7,2,3) 

(al. s-a,-a2, 0.2) =(2,5,5) ~ el vértice es: (5,2,5) 

(.1'-.1'0-(32, So, (32) = (2, 7,3) ~ el vértice es : (7,2.3) 

(s-sO-a2, So, 0.2) = (0,7,5) ~ el vértice es : (7,0,5). 

PASO 2. Calculando la pieza lineal TI (1,4). 

i=O 

i= 1 

i=2 

Yo = 00 - 6 
14 

Y:4=-11 
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PASO 3. 

l ,¡ - ~~ j ~; 

entonces y:¡ < y:'. < y~. i I '" 1, ii"'O, il=2 y la etiqueta propia es 

E= {(1,4); (102)}. 

J I «1,4);(102))= 0 :::> PI = O 

Jo«I,4);(102))= 2,3:::> Po= b,+b l =2+5=7 

La pieza lineal es, 

lo ~ YI ~ 2 

n((1,4); (1 02)) = O ~ Yl ~ 3 

yEÍl 

/:y: = O y¿ = 12 y;= O :::> /=( 12,0,0)T 

, ' yl -lO y;= O y:y;"'2 o - :::> /=(10,0,2)T 

/:y¡'= ° yg =9 yi= 3 =:> /=(9,0,3)T 

l:y,'= 2 
, 

Yo =7 y;= 3 =:> /=(7,2,3)T 

Calculando los vértices de S n n14. 

al= min {sl,PI+bJ}= min { 7,0+2}=2 

(PI, So. s-p,-.\·o) =(0.7.5) =:> el vértice es: (7,0,5) 

<p" s-p,-a" a,) =(0,9.3) =:> el vértice es: (9,0,3) 

(a" So. s-a,-so) =(2,7.3) =:> el vértice es: (7,2,3) 
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.~~.~, "r- .. ~" .. , __ ..... ~ .... , . 

(Cl.I, S-Cl.I-~2, ~2) =(2,10,0) => el vértice es: (10,2,0) 

(Cl.I.S-Cl.I-Cl.2, Cl.2) =(2,7,3) => el vértice es: (7,2,3) 

(S-SO-~2, So, ~2) =.(5,7,0) :::>,eLvértice es: (7,5,0) 

(S-SO-Cl.2, So, Cl.2) = (2,7,3) =>. el vértice es : (7,2,3) 

PASO 2. Calculando la pieza lineal n (2,3). 

;=0 1" = - 3 II 

;= 1 yl = - 5 2; 

;=2 y2 = _ 3 
2J 

E= {(2,3); (102)}. 

}¡(2,3);(102))= 1 => ~I = h l = 2 

Jo«2,3);(102))= 0 => ~o= O 

La pieza lineal es, 

1
2 ~ YI ~ 7 

D«2.3); (1 02)) = 3 ~ Y2 ~ S 

Y E n. 

y~ = 7 

Y , -2 
o -
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=> /=(7.2,3)T 

=> /=(2.7.3)T 
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(;ll, s-al-p" P,) =(2,10,0) => el vértice es: (10,2,0) 

(al.s-al-'l2, a,) =(2,7,3) => el vértice es: (7,2,3) 

(S-SO-P2, So, P2) = (5,7,0) => el vértice es: (7,5,0) 

(S-SO-a2, So, (2) = (2,7,3) => el vértice es: (7,2,3) 

PASO 2. Calculando la pieza lineal D (2,3). 

1=0 yO = _ 3 
II 

i= 1 y' = - 5 
" 

i=2 y' = - 3 !l 

E = ((2.3): (102)). 

JI«2,3);(102))= I => PI = hl= 2 

Jo«2,3);(l02))= 0 => po = O 

.h«2,3);( 1 02))= 4 =:> P2 = h4 =3 

La pieza lineal es. 

1
2:5 y, :5 7 

D«2,3); (1 02)) = 3:5 y, :5 5 

Y E n. 

¡'ASO 3 l. '-') , . y . y, - -

/:y,'= 7 

YI = 7 
() 

:.> -} 
Yo --

=:> /=(7.2.3)'1' 

=:> y'=(2, 7, 'l)T 
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/: y,) '" 2 y)= S 
(1 y;= 5 :::;. /=(S,2,5)T 

l:y:= 7 Ji~= O y~= 5 :::;. l=(O, 7,5) T 

Calculando los vértices de S n TIll . 

(~" So, S-~,-SO) =(2,7,3) :::;. el vértice es: (7,2,3) 

(~I, s-~I-a2, a2) =(2,5,5) :::;. el vértice es: (5,2,5) 

(a" So, s-a,-.\·o) =(7,7,-2):::;. No es factible. 

(a" s-al-~', ~2) =(7,2,3) :::;. el vértice es: (2,7,3) 

(al,,I'-a,-a,, a,) =(7,0,5) :::;. el vértice es: (0,7,5) 

(s-so-~" So, ~,) = (2,7,3) :::;. el vértice es : (7,2,3) 

(S-50-a" So, a,) = (0,7,5) :::;. el vértice es: (7,0,5). 

PASO 2. Calculando la pieza lineal TI (2,4) . 

i=O 

i= 1 

i=2 

. y" = - 4 
14 

y~, = - 6 

Y, = - 4 
" 

entonces y~, < y~, < y;, . i, = l. i2=O. i,=2 y la etiqueta prop,a es 

E= {(2,4); (I02)}. 
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.J1«2,4);(102))= 1 ~ PI = bl= 2 

La pieza lineal es, 

1
2 $ y, $ 7 

D«2,4);(102)) = O $ y, $ 3 

Y E!1. 

PASO 3. y':y,'= 2 y~ = lO y~= O ~ yl=(IO,2,O)T 

i: y,'= 7 yg =5 yi= O ~ l=(S,7,O)T 

y': y,J = 2 y~= 7 y~= 3 ~ /=(7,2,3)T 

l:yt=7 y~= 2 y;= 3 ~ /=(2,7,3)T 

Calculando los vértices de S n D'4. 

u,= mili {s"p,+b,}= mili { 7, 2+S}=7 

u,= mili {S"P,+b 4 }= mili { 5,3+3 )=3 

(P" so, s-P,-so) =(2,7,3) ~ el vértice es: (7,2,3) 

(P" S-P,-P" P2) =(2, 10,0) ~ el vértice es: (10,2,0) 

(p" S-P,-Ul, U2) =(2,7,3) ~ el vértice es: (7,2,3) 

(u" '\'0. s-u,-so) =(7.7.-2) ~ No factible. 

(u,. S-U,-P2. P,) =(7.5,0) => el vértice es: (5.7.0) 

(U1.S-Cl.,-Ci2. U2) =(7.2.3) => el vértice es : (2.7)) 
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(S-SO-~2, SO, ~2) '=(5,7,0) => el vértice es : (7,5,0) 

(S-SO-a.2, So, 0.2) =(2,7,3) => .el vértice es: (7,2,3). 

PASO 2. Calculando la pieza lineal D (3,4). 

PASO 3. 

;=0 'Y~ =- I 

;= 1 'Y~, = - 1 

;=2 'Yi4=- 1 

E= {(3,4); (012)}. 

Jo«3,4);(0 12))= 0 => ~o = O 

J,«3,4);(012))= 1,2 => ~,= h,+h2=2+5= 7 

La pieza lineal es, 

l
O:,> Yo :'> 2 

D«3,4); (O 12)) = O:'> y, :'> 3 

Y E n. 

/:y~= O y,'=12 y;=O => y'=(O,12,O) T 

y2: y ,; =2 y,' = 1 O y;=O => /=(2,10,0)" 

y':y,:= O y:=9 yi=J => y'=IO,9,3)T 

4 4 2 Y:Yo= y~=7 y:=3 => y'=(2,7.3)T 
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Calculando los vértic'es de' s n H'4, 

ao= min {so,Po+b3}=m'ín { 7, 0+2}=2 

Cll= mili {S2,P2+b4}= min { S; 0+3}=3 

(Po, s¡, soPO-SI) . =(0,'7,5) ~el vértice es : (0,7,5) 

(Po, S-PO-P2, P2) =(0,\2,0) ~ el vértice es : (0,\2,0) 

(Po, S-Po-Cl2, Cl2) =(0,9,3) ~ el vértice es: (0,9,3) 

(Clo, SI, S-Clo-SI) = (2,7,3) ~ el vértice es: (2,7,3) 

(ao, S-ao-P2, P2) =(2,\ 0,0) ~ el vértice es : (2,\ 0,0) 

(ao,S-Clo-Cl2, Cl2) =(0,9,3) ~ el vértice es: (0,9,3) 

(.I'-sl-P2, SI, P2) = (5,7,0) ~ el vértice es: (5,7,0) 

(s-SI-Cl2, SI, Cl2) = (2,7,3) ~ el vértice es: (2,7,3), 

De lo anterior y de la figura 4,7 se obtiene el conjunto: 

(S n.(1) U (S n TI ht )=( (5,2,5), (7,0,5), (7,2,3), (7,5,0), (0,7,5) (2,7,3), (5,7,O)}. 

PASO 4. Para el vértice (5,2,5) y utilizando la pieza lineal TI«I,3),(\02)), 

X4: x02=5 XII =2 xn=2 X24=3 

g(y) = (g(12-2-5)}= g(5)= 3+(5r= 5,236 

fez) = 5,236 + (2)(5)+(4)(2)+(5)(2)+(6)(3)= 51.236 

fez") >51,236 =>f(z*)= 51,236 
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Para el vértice (7,2,3) y utilizando la pieza lineal n«\,3),(102)), 

g(y) = (g( 12-2-3)}= g(7)= 3+(7)11'2= 5,645 

fez) = 5.236 + (2)(5)+(5)(2)+(4)(2)+(6)(3)= 51.645 

f(z*) < 51.645. 

Para el vértice (2,7,3) y utilizando la pieza lineal n«2,3).(102)). 

g(y) = (g(12-7-3)}= g(2)= 3+(2)1/2= 4.4142 

fez) = 4.4142 + (5)(2)+(4)(2)+(7)(5)+(6)(3)= 75.4142 

fez') < 75.4142 .. 

Para el vértice (5,7,0) y utilizando la pieza lineal n«2.4).(102)). 

g(y) = (g(12-7-0)}= g(5)= 3+(5)11'2= 5.236 

fez) = 5.236 + (5)(2)+(6)(3)+(4)(2)+(7)(5)= 76.236 

f(z') < 76.236 . 
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I 
I Paso 3. La solucióll óptima global del problema [P(2, 1) } es 

[

51 [ O 5 O O 1 yO: 2 xo= 2 O O O 

5 O O 23 

¡(ZO) = 51.236 

x· =[ 2 5 O O 5 5 O O 3}T. 

En las figuras siguientes se muestran las piezas lineales obtenidas. el vértice óptimo y la 

red óptima del problema. 

yo 

(12,0.0) 

• Candidato para óptimo 

• Óptimo 

yo=7 _ 

\ 

I \ 
y,=7 

Figura 4.7 Las piezas lineales 'J el valor óptimo de [P(2,1) j. 
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No,bo=-7 

(1,4) 

(6,5) 

(9,1) 

Figura 4.8 La red óptima de [ P(2,l)]. 
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CONCLUSIONES 

Considerando el trabajo desarrollado puedo concluir que tenemos problemas cotidianos 

que requieren resolverse de forma eficiente, por lo cual, debemos continuar investigando 

sobre métodos de solución y ser más creativos para descubrir otras apliclciones de lo que 

ya conocemos de la Investigación de Operaciones. 

Es interesante observar que un análisis prevIo de un problema a partir de su 

estructura puede ofrecer ventajas para obtener la solución. En este caso, la función objetivo 

al mostrar un comportamiento monótono no decreciente permitió trabajar en u n espacio de 

menor dimensión, y la estructura de red que se presentó ayudó a obtener de una forma 

sencilla la solución de un problema dificil. 

Este trabajo muestra otro enfoque en la aplicación de las técnicas y métodos de la 

Investigación de Operaciones que se han utilizado para la solución de un tipo específico de 

problemas, y en particular se puede concluir que las técnicas de Programación Lineal, en 

especial las q:.Je se utilizaron, y el análisis convexo son útiles y eficientes en la resolución 

de problemas que no pertenecen al área de la Optimización Lineal. 
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El problema de producir y transportar productos, que se analizó, es importante e 

interesante por su aplicación práctica y por tratarse de un problema dificil aún cuando se 

manejan pocas variables no lineales; por lo anterior y por su estructura se le clasificó 

dentro de los problemas de minimización cóncava. Existen problemas de minimización 

cóncava más grandes y con una funció~ separable que se han resuelto utilizando métodos 

heuristicos, de ramificación y acotamiento y programación dinámica, sin embargo, todos 

ellos tienen un tiempo de ejecución exponencial. Con respecto a lo anterior, un resultado 

valioso que se obtuvo consiste en que cualquier problema de minimización cóncava es 

dificil (NP-d/lro) aún cuando se maneje un número pequeño de variables no lineales, 

como lo es [PPT (3) 1 el cual se resolvió utilizando técnicas y métodos de Programación 

Lineal, que combinados dieron lugar a un algoritmo polinomial o eficiente. 

Otro aspecto interesante reside en que se abordó un área de la Optimización que si 

no es nueva [1960] es poco conocida, la Optimización Global, a través de un problema de 

gran aplicación práctica, que involucra desde el punto de vista teérico la búsqueda del 

minimo global de una función cóncava. 

Esta investigación muestra que se puede y es necesarIO seguir trabajando en el 

desarrollo de programas computacionales y en la resolúción de problemas más grandes, 

utilizando la combinación del algoritmo presentado con otros métodos de soluciÓn de la 

Investigación de Operaciones. La gran utilidad práctica y teórica que se expuso de la teoria 

de redes en el análisis del problema, en el algoritmo y en los problemas propuestos 

[1' (1,2) 1 y [1' (2,1) l. que son redes con arcos con costos cóncavos. indican que también 

se puede continuar la linea de investigación en esta área. 
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En general, el campo de la minimización cóncav'a es muy amplio porque se aplica 

en problemas de transporte, inventarios, redes de telecomunicaciones, economia, 

planeación de la producción, control de tráfico aéreo , la planeación de redes de agua, 

problemas de localización, entre otros, por ello, se debe continuar en la investigación de 

posibles aplicaciones de las técnicas y' n1'étodosdé la Investigación de Operaciones, y de 

otras ramas del conocimiento que nos lleven a la obtención de métodos de solución más 

eficientes, Para lograr lo anterior es necesario contar en México con mayor bibliografia 

sobre este tema. 

Considero que este tipo de algoritmos se deberían exponer en la DEPFI, UNAM 

para así difundir las diversas tendencias de investigación , de tal manera que fuesen 

aprovechadas académicamente y en la investigación para así poder aplicarlas al sistema 

productivo de nuestro país, 
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APÉNDICE 

Definición 1 

Una función real f(x) definida en un conjunto convexo e e R" se dice convexa si dos 

vectores XI. X2. satisfacen la siguiente desigualdad: 

Definición 2 

El vector de dimensión 11 de derivadas parciales de f con respecto a X, • .••• x" en X se 

denomina el gradiente de f y se denota por 'ílf(x). esto es 

'ílj(x)= (8f (X) ..... Of(X)). 
éJx, éJx. 

Definición 3 

Sea K un subconjunto de R" y XEK. Entonces X es un punto interior de K si hay un E >0 tal 

que I~/- xii,; E implica queyEK. 
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1 
I>efinición 4 

. El· interior de· un conjunto· Kc· R" - • denotado como 1/1/(10,. es el conjunto . de puntos 

interiores de K. 

Definición 5 

Si f es una función doblemente diferenciable en x .. entonces· .existe una matriz de /lXJI 

! , 
\ simétrica de H( x). llamada la matriz Hessiana def en x. 

a'f(x) a'f(x) a'j(x) 
8x,8x, 8x,8x, 8x,8x. 

a'f(x) a'f(x) a'f(x) 
8x,8x, 8x,8x, 8x,8x. 

H(x) = 

a' f(x) a' f(x) a' f(x) 
8x.ex., 8x.8x, 8x.8x. 

Definición 6 

La norma de un vector de x en R· se define como 

y, 
(

• )1, 
~x~ = (xT x)', = L>~ 

J" 
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Definición 7 

Dado' un punto xe R" y un valor &>0, V. 7.;{y " iY -x! S &} se conoce como vecindad & 

dex. 

Definición 8 

Sea K un subconjunto de R" . El cierre de K denotado como e/K, es el conjunto de todos 

los puntos xeclK si para cada &>0, K n Ve ;t0. 

Definición 9 

K es un conjunto cerrado si K=c/K. 

Definición 10 

Un conjunto K en R" es limitado si existe un número real ex tal que para cada xeK, Ilxll:5 ex. 

Definición 11 

Un conjunto K en R" se dice compacto si éste es cerraJo y limitado. 

Teorema 12 (Teorema de Weierstrass) 

Sea K un conjunto compacto. no vacío y sea j: K-4 R continua sobre K. Entonces. el 

problema mín ti (x): xeK} alcanza su mínimo. esto es, existe una solución mínima a este 

problema. 
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Teorema 13 (Teorema de Carnthéodory) . 

SeaK sea un conjunto arbitrario en R " .. " 'Si:" H(K) es el menor conjunto convexo de K y, 

XEH(K); eiltonces xeH(x, • .. '.' \ xn,,) donde x¡ eK paraj= \ •....• n+ 1. . 

Por 10 tanto x se representa como, 

"" 
x=¿).¡x¡. 

} ., 

A. <! O, para j = \, ' .. ,1/+\. 

x¡eK, para j= \,. ", n+1. 

Definición 14 

Hipógrafe es el conjunto de puntos que se encuentran debajo de una función! 

Definición 15 

Una funciónf cóncava es cerrada si el f= f. es decir (el f)(x)=limy->~1ip f (y). 

Definición 16 

Un conjunto en R" que es la intersección de un número finito de semi espacios se conoce 

corno politopo. Si un politopo esta limitado (esto es. para cada x en el politopo Ilxll,;; a para 

algún aE R" fijo). se llama poliedro. 
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Definición 17 :,' . , ' 

Una combinación convexa de XI. ... ,XI< es un punto X de la .forma x=alxl +. . + akXl< • 

donde al •...• akE R tal que al + .• ,,+Clk=1 'Y ClI~O •.. : .• Clk~ O. El conjunto de todas las 

combinaciones de XI • ..•• Xk se conoce como cubierta convexa de { XI. ...• Xk }. 

Definición 18 

Sea { XI • ... ,Xk } un conjunto dej vectores de R" ,j= I ..... k • que cumple con la propiedad 

de {X2-XI, ...• Xk -XI}. por lo tanto, se trata de un conjunto que es linealmente 

independiente. Entonces la cubierta convexa {y: y=alxl + ... + akXk • al + ... + ak=1 y 

al~ a, ... , ak ~ a} se conoce como simplex de dimensión k-l. 

Definición 19 

Una función afin sobre un subconjunto K de R" es una función la cual es finita, convexa y 

cóncava. 

Definición 20 

Sean X Y Y dos conjuntos. Un mapa S de X en Y es una correspondencia la cual asocia a 

cada elemento X de X a un subconjunto de Y. Para cada XEX, el conjunto S(x) es la imagen 

de x. El dominio X' de S es el subconjunto de puntos de x para los cuales la imagen S(x) 

es no vacía. esto es. 

X*={ xl XEX. S(x) ",0 l. 
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Teorema 21 ~ 
Seaj una función cóncava propia, Si j,es ,;cerrada, JO' ,también lo es y para cualquier \ 

x edom j ,jO+ esta dado por la fórmula ,.';" , 
'! 

(f0+ )(y) = inj ¡(x +).y),~ f(x) = lim f(x + Ay) - j(x)., 
~ A ~- A 

l.',: 

Homotecia : Geometría, Caso de similitud de dos figuras en el cual, dado un centro de 

homotecia O Y una constante k, a todo punto M de la primera figura 

corresponde un punto M'de la otra, tal que OM' sea igual al producto de OM 

por k. 

Demostración del Teorema 2.4 

Como C es abierto existe una esfera abierta BB( x) alrededor de x, la cual se encuentra en 

C, Sea x EC, y x;t x, Entonces para algún Il tal que O < Il < l Y Il < 8 / Ilx - xii. 

x = x + Il ( x-x ) = ( 1 - Il) x + 1lX. x E Bs( x) e C. 

Carnajes cóncava y de la convexidad de Bs(x). se tiene que x EBaCX:) y O < t.. sI 

(1 - t..)j(x) + VU) sj[ (1 - t..)x + t..x] 

ó 

_ ¡[x + I.(x - x)l- ¡(x) A. V¡(x)(x - xl + a.[x, t..(x - x) ]t..llx - xii 
¡ ex ) -¡ (x ) s A. ' = ------t..-=-----'---''-----'' 

y li/ll"."a[x,A.(x - xl] = O, Tomando el límite anterior' 
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fU) - f(x) ~ V'f(x)(t - x). 

fes cóncava en X. t eC y t= ( 1 ~ ~)x + ¡.¡x entonces 

~ [f(x):f(x)) !.f(t) - f(x). 

Pero t - x = ~ (x- x) y ~>O. y de las tres últimas relacion'es 

f(x) ~ f(x) +V'f(x)(x~x). 

Demostración del Teorema 2.6 

• 

Seafuna función cóncava y sea xeC . Se necesita mostrar que xTH(x)x !. O para cada 

xeR". Como e es abierto. entonces para cualquier xeR" x + AxEC para 11..1;t0 y 

suficientemente pequeña. considerando el teorema 2.4 y por la doble diferenciabilidad de 

f se obtienen las siguientes expresiones: 

f(x+t..x) ~f(x) + 1.. V' f(X)TX 

f(x+t..x)=f(x)+I..V'f(x)TX + tI..2(x)TH(x)(x)+l..21Ixr a(x; b) 

Restando (1) de (2), se tiene 

tl..'(x)TH(x)(x)+ 1..'~X~2 a{X ; b)::; O. 

Dividiendo entre 1..' > O Y si I..~O, el resultado es (X)T H(x) (x) ~ O. 
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(:. ! . MÉTODO SIMPLEX:nUAC POR MEDIO DE OPERACIONES 

MATRICIALES 

. Paso 1. Calcular XB=B,lb. Si XB ~ O, la solución es factible y por lo tanto se detiene el 

proceso. En otro caso seleccionar la variable saliente x, como aquella que tenga el 

valor más negati va de los elementos de XB. 

Paso 2. a) Calcular zi - el= CBS,l Pi -ei para todas las variables no básicas Xi. 

b) Para las variables no básicas Xi • calcular los coeficientes de restricción a~ 

asociados con el renglón de la variable saliente x, por medio de la fórmula 

a~ = (renglón de S,I asociado con x,) x PI . 

c) La variable entrante está asociada con 

{
• - e } 9 = min • j I al < O 

j al 'r' , 

si todas las variables cx~ ~O no existe una solución factible. 

Paso 3, Determinar la nueva base por intercambio de los vectores entrante y saliente PI y P, 

usando la fórmula S:~ = EB-' . 

Hacer B;'~ = S-' y volver al paso 1. 
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MÉTODO DksOLUCIÓNPÁRA.LOS P,ROBLEMAS[P(1,2)] y [P(2,1)] 

Sea una red G=(N,A), donde: 
.. 

N={No,N1, ••• ,N~} es el conjúnto de nod'o~, y 

A={a\,al, ... , a.} es el conjunto de arcos. 

Cada arco ai une los nodos (/¡, B, )eNxN con I,;t Bi , Y su capacidad lI,e [O, +00] Y la 

función de costos es una función cóncava g,(t): R+ ~ R +. 

, 
En la red antes descrita cada nodo tiene una demanda b¡ tal que Lb j = O, si b,<O 

j_O 

entonces se trata de un nodo fuente y si b¡ >0 se trata de un nodo sumidero. El flujo xe R : 

es tal que O:;;; x, :;;; /1, : Tomando en cuenta que a cada nodo \lega (a,E A;) y sale (a, E A;) 

flujo, entonces P ¡Cx) = L x, - LX,. 
O,IoiA; o,eAj 

• 
Para un caso factible se espera que P,(x)=b¡ Vj, y el costo sería g(x)= Lgi (x,). 

¡-¡ 

Es decir, se busca la solución del problema 

Minimizar g(x) 

sujeto a )=0,1, ... ,r 

Os Xi S /1, i= 1,2, ... ," . 

Siendo la capacidad del arco a, 0</1,<+00, éste se puede reemplazar por un nodo más 

N" I Y dos arcos más a" ya", que van del nuevo nodo a 1, (inicio del nodo a,) y al nodo 13, 

(nodo terminal de a,) respectivamente como se muestra, 
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Figura 1 Transformación de una'réd con capacidad aUna sin limite de capacidad. 

11/ es la demanda de J/ y la nueva fuente tiene demanda -Ui<O. Los 'arcos nuevos tienen 

\ 
capacidad ilimitada y el arco al tiene un costo de cero unidades y el arco a, tiene un , , 

i 
costo de gi(/). Cualquier flujo factible en la red G genera un flujo factible en la nueva red 

con valor de Xi sobre el arco a, ' U,-Xi sobre el arco a, y el valor de X en cualquier otro arco, , , 

de tal manera que si se tiene un flujo factible en la red nueva éste también lo será para la 

red original y con el mismo costo. 

EL PROBLEMA [ P(1,2) ] 

Este caso trata de un problema de minimización cóncava de capacidad ilimitada con una 

fuente y sólo dos arcos con costos no lineales, los demás arcos tienen costos lineales, para 

lo cual se tiene 

bo<O , es decir, No es el nodo fuente, 

b¡ ;;:O}= 1,2, ... ,r, 

/J, = +00 'di, 

gl CO) y g2CO) son funciones cóncavas, 

g,(t)= e,l e,;;: 0, 'd i;;: J. 
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':):':'::'~./ . ·Se denotará a los arcos con costos lineales como arcos blancos y los arcos con costos no 
>{(':'~;-.: : 
''.::,'.;':. Úneales con arcos negros. Es importante estabi~~er que:' 

"~o .~., " ,\ L'. ",.' ,. • <~(. .' 
,., ,! ,,,,,:,-. 

• Fa es el nodo fuente, 

• F1, F2 son los nodos terminales de l~s arc.o.s negros, 

• /1, h son los nodos iniciales de los arcos negros, 

•. BI •...• Bm son los nodos sumidero. 

Existen tres formas en las que se puede enviar productos de la fuente a los nodos 

sumidero. 

l. Enviarlos directamente de la fuente sin pasar por algún arco negro. 

2. A través del arco negro al y una trayectoria de arcos blancos de FI a los nodos 

sumidero. 

3. A través del arco negro a2 y una trayectoria de arcos blancos de F2 a los nodos 

sumidero. 

El problema consiste en determinar las cantidades yo • YI, Y2 que son los niveles de 

producción de FO.FI, F2 y enviarlos por los tres caminos anteriores a costo minimo. Los 

productos enviados de las fábricas Fo.Fl. F2 a los '11macenes B I , ... ,Bm a través de arcos 

con costos lineales y la estructura de los niveles de producción yo , YI, Y2 muestran que se 

trata de un Problema de Producción-Transporte con Costos Cóncavos [ PPT(3) ]. 

Para obtener el problema equivalente se construye una red G' con tres nodos que 

representan las fábricas y m+2 nodos representando al,. 12• E,. . Em. El conjunto de 

arcos de C;' consiste de dos arcos negros a,= ( 1,. F,). G2=( hF2) con sus costos originales y 

los demás arcos con sus costos lineales. 
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Figura 2 La gráfica G " 

La gráfica G' tiene m+5 nodos y a lo más 3(m+2) arcos, y cumple con la siguiente 

proposición, 

Proposición 1 

Para cada flujo factible x en G hay un flujo x' factible en G' con costo al menos igual al de 

x, A la inversa, para todo flujo factible de x' sobre G' corresponde a un flujo factible de G 

con costo igual. 

Las proposiciones que se mencionan en este apartado no se demostrarán, por lo que, 

si el lector se encuentra interesado en profundizar un poco más en ellas se recomienda 

consultar la r"ferencia [30], 
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'.' ',. ," . 
~ .. 
. '.', 
. " Considérese lo siguiente, 

.... 
es la. iongitud (costo) de"la trayeCtoda blanca más corta en G' de los nodos F¡ a los CIJ 

. 1'.';" ;-. 
,: .. ::; .. :::;,¡ .... :~.:.', .. ,o,'. . ~ :,:' '" 

• ,1 ~ :,).1: \·~.S. nodos EJ , .",.,>,.. ''''" .,," , "', 

CI¡* es la longitud de la tray6ctoriá:bi~nca ~áJ¡cortaen G' de los nodos FI a los nodos lJ, 
. :; .. : . 

. ,,'.' .. 
YF~>" ;=0,1,2, (1) 

ja\ 

(2) 

y = (Yo, YI, Y2 ) En, (3) 

n={YERJ :y, ~O, ;=.0,1,2, ±y, =s}, 
'.0 

(4) 

La gráfica G' se divide en dos subgráficas , 

• la gráfica S generada por F¡ , ;= O, 1, 2 e lj ,j= 1,2 , 

• la gráfica M generada por F,,;= O, 1, 2 Y Ej , j= 1, ... , m. 

Figura 3 La sllbgráfica S. 
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Figura 4 La subgrática M. 

La siguiente proposición se utiliza para obtener el valor óptimo de la subgrática S . 

Proposición 2 

El valor óptimofiy) de la subgráfica S es una función cóncava de y=(yo, YI, Y2)Eo' tal que 

f(y)=mín{fI(y)ji(y)J3(y)} , 

con 

Para obtener el valor óptimo de la gráfica G' se requiere del valor minimo 

determinado en la subgráfica S y del comportamiento del flujo que circula en la subgráfica 

M. denotado como 1'1. de tal manera que se cumpla lo siguiente. 
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..•. , , Proposición 3 

Un flujo factible x en G ' es ,óptimo sí y sÓlo ~i(.[I J')es Óptimo par!! el problema , . .' , ':~> " " ,'~>;,' 
l ,"' 

[P] Minimizar f(y) + ¿:~:::C.Xy 
jaQ j_\ 

:"', . 

sujeto a i=O,I,2, 

j = 1,2, ' ' , , m , 

y¡, x¡i'?! O i=O,I,2"",m, 

La solución final X¡ para cada arco Q¡ esta dada por seguir la trayectoria que marca 

el árbol de expansión minimo T¡ que representa la solución óptima, 

X,= L {b
J 

: arco Q¡ que pertenece a Ti ,} (5) 

El algoritmo que resuelve [P(l,2)] se muestra a continuación: 

Paso 1. Calcular las trayectorias más cortas de Fo a JI, h de FI a h de F 2 a JI y de cada 

nodo Fo, F I , F2 a los nodos B I , ' , , ,Bm ' 

Obtener los valores c,¡* , i= O, 1,2,./ = 1,2, i'l;j Y c'i' i= O, 1,2,.1= 1,2, ' , , ,111, 

Paso 2. Resolver el problema [1'] utilizando el algoritmo propuesto para resolver el 

problema [PPT(3)] ,El valor def(y) se obtiene a través de la proposición 2, 

Paso 3, La solución óptima de [1'(1,2)] se obtiene del resultado del paS0 anterior y la 

expresión (5), 
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. : .. 

,dos fuentes y un arco con co'sto, no lineal (cónc1\vo): " 
. ';.: ,'. . . . .(':'.,~ '. , . o o. \~,:.!;~:"';:<o ..¡ 

En este caso, el arco no lineal ao tiene un nodo,iniciallo y un nodo terminal Fo y dos nodos 
o.' . .' ", " .. ..;,~~:.:~>/ ,.~. ', .. o' ,o., o o o 

fuente F¡, Fl (fábricas); 'los nodo~ ,~ymidero";B¡;"~",, Bm (almacenes) ; go(*) es la función 

, "' 
cóncava que representa el costo de ao; y se cumple que ¿ b¡ = s = SI + Sl ' 

j=1 

Las tres formas en las que es posible enviar productos de las fábricas a los almacenes 

son: 

1, Directamente de F¡ a los nodos sumidero utilizando sólo arcos blancos, 

2, Directamente de Fl a los nodos sumidero utilizando sólo arcos blancos, 

3, A través del arco negro ao ' 

Este problema también se puede resolver como un problema tipo [PPT(3)) ,para lo 

cual. es necesario obtener un problema equivalente, La nueva red G ' se forma por los nodos 

Fo. F¡.Fl'/O y Bi conj =1, 2"".m como se muestra en la'figura 5, 
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Figura 5 La gráfica G' para [P(2,1)]. 

B. 

Se cumplen la proposición Iy las expresiones(I), (3) y (4). también se considera que, 

Xo es el valor del arco ao. 

X, o' es el valor de los arcos (Fi .lo). i = \. 2 • 

X,¡ es el valor de los arcos (Fi • B¡) • i=O.\.2;j=I.2 •...• m • 

y ,';; Si i=\.2. 

La gráfica G ' se divide en dos subgráficas. 

• la gráfica S generada por F, . i= O. \. 2 e lo. 

• la gráfica M generada por F,. i= O. \,2 Y B¡,j= \ ..... m. 

El flujo que circula en S se denomina f y el. que circula en M como:!' • además. 

C'J es la longitud de la trayectoria más corta en G' del nodo Fi al nodo BJ. 

C,o' es la longitud de la trayectoria más corta en G' del nodo Fi al nodo 10. 
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Figura 6 La subgráfica S. 

Figura 7 La subgráfica M. 

Proposición 4 

El costof(y) de:Ji es la función cóncava 
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'. El algoritmo que resuelve [P(2,l») consiste en" , . :' \ 

li 
'\ 
I 
) 

i I 
I 

\ 1 Paso 1 . Calcular las trayectorias más cortas' de FI. F2.a lo y de cada uno de los nodos Fo, 

F¡, F2 a cada nodo BIo ' .. , B.n. : 

Obtener los valores CIO· ,C20· Y CI! ' i = 0,1,2, j = 1,2, .. ,' , m; si ciJ = <Xl entonces no 

existe trayectoria entre ¡y j." 

Paso 2. Resolver [P*] utilizando el algoritmo" que resuelve [PPT(3)],f (y) se calcula 

con la expresión de la proposición 4. 

Paso 3. La solución óptima de [P(2,1)] se deduce de la solución óptima de [P*] y la 

expresión (5). 
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