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INTRODUCCION

En el capitulo I, se desarrolla una breve historia de como surgen las opcicnes, como re-
percutieron en el pasado y como se utilizan hasta hoy en dia; es decir, las opciones surgen
por la necesidad de cubiirse del riesgo, tanto natural como humano i variacion en el precio
del mercado del arroz) a partir de 1600, las cuales se han ido modificando de acuerdo al
desarrollo economico y politico de los diversos paises.

En el capitulo 11 se introducen dos maodelos basicos para entender un poco nas el
desarrollo malematico de las opciones. Del segundo modelo se intraduce naturalinente
¢l lemsa de [té, por medio del cual se desarrolla el modelo hdsico para valuar opciones
que es ¢l de Black-Scholes, cabe mencionar que este modelo desde 1973 muestra una
forimula exacla para encontrar ¢l valor de una opcidn. Adenis que ¢l modelo es aplicable
a cualquier institucidn financiera, ajustando simplemente sus parantetros los cuales son:
el activo subyacente, lasa de interés {o dividendo), la tasa de interds en ¢l mercado y su
volatilidad. IEn este mismo capitulo s¢ mancjan dos definiciones muy importantes para
valuar opciones que son los calls y puts.

Para poder encontrar el valor de una opcidn es necesario 1esolver la ecuacion de Black-
Scholes, pero para ello se recurre a una herramicenta muy practica que es la cenacidn de
calor, la cual tiene soluciones conocidas, es decir, lo que se hace es recducir la ecnacion de
Black-Scholes a la ecuacion de calor y por consiguiente encontrar una solucién conocida
para Black-Seholes.

En este capitulo también se proporciona un enfoque actuarial para valuar opciones, el
cual concuerda con los resultados en Black-Scholes. Lo que se hace con este enfoque es
transformar el problema de opciones, a un problema de seguros, considlerando sélo lierra-

micitas de probabilidad,

En el capitulo 111 se describen las opciones exdticas mas comuncs, este iipo de opcio-
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nes son mas complicadas que las vainilla de acuerdo a su estructura. Se dan las {ormulas
explicitas para valuarlas en cada caso descrito. ¥s importante mencionar que aungue
tienen estruciuras un poco mas complejas, siempre se puede aplicar Black-Scholes para
oblener sus respectivos valores,

Bl capitulo 1V ¢s ¢l mas importante de toda la tesis, ya que es el teima de interés. Aqui
se describen con detalle a las opciones asiaticas, que la unica diferencia con las vainilta
radica en que su precio de ejercicio depende de la historia de la opcion, es decir, esta dado
mediante ¢l promedio del activo subyacente. En esie tipo de opciones se introduce una
nucva variable F, que es la que representa la historia de la opcion. Lo que se desea hacer
con cste tipo de opciones, es poder aplicar ¢l lema de 16 y después Black-Scholes para
encontrar ¢l valor de ias opciones asidticas.

Para ello lo que se hace es reducir de Lres a dos variables el problema | de tal forma
que todo guede en términos conocidos. Las nuevas variables a manipular son §/1 y . De
aqui se repite el mismo andlisis que se hizo para I3lack-Scholes en el capitulo 11

Por 1iltimo en el apéndice | se desarrolla ¢l andlisis para delerminar la procedencia de
la ecuacion de calor o difusién. Y en el apéndice 11 se hace la comparacidén del método ac-
tuarial con la formula de Black-Scholes, de forma numeérica, basado en generar trayectorias
aleatorias por medio de Matemdlica.



Capitulo 1

ANTECEDENTES

Algunos instrumentos derivados como las opciones y futuros, icnen una larga y venerable
historia. El primer uso de contratos forward! (mercaclo a plazos) en Europa fue posible-
mente en Francia en las ferias regionales organizadas bajo los auspicios de los condes de
Champagne. mientras que ¢l primer caso conocido de futuros organizado fue en Japén
hacia 1600, Esieiltimo debié su desarrollo a un clasico problema de desajuste de activo
y pasivo entre las rentas y los gastos de los sefiores feudales japoneses, con muchas de las
caracteristicas que tienen hoy en dia las empresas.

Los sefiores feudales percibian rentas de sus propiedades en forima de una fraccidn de la
cosecha, estas renlas estaban sujetas a fluctuaciones irregulares en funcion de 1a estacion
del ano y de factores como el clima, los desasires naturales, asi como del precio de mercado
y el arroz, mientras que las necesidades de la vida en la corte imperial obligaban a los
sefiores a tener dinero liquido disporible en tode momento. Durante este periodo se hizo
frecuente en las cindades enviar a los almacenes el arroz sobrante de las cosechas, que
quedaba asi disponible para satisfacer necesidades de liquidez a corto plazo. El siguiente
adelanto cousistié en emitir recibos contra arroz depositado tanto enr almacenes rurales
como en las ciudades, dando asi mas liquidez a las reservas de arroz. Estos recibos se
podian coniprar y vender, motivo por ¢l cual ganaron aceptlacion como olra forma de
divisas.

Las opciones como instrumentos de control y modificacidn de riesgo, se iniciaron ¢n
los paises anglosajones, aunque la primera referencia escrita que se fiene es en espanol.
Enr 1688 nn judio espariol asentado en Amsterdam José de la Vega, on su libro “Confusidn

"Wn contrato “forward” (a plazo), es aquel cuya liquidacion se difiere hasta wna fecha posterior esti-
putada en ¢l misino.

~3



§ CAPITULO I, ANTECEDENTES

de Con usiones”, describe costumbres y )récticas de la Bolsa de Anmsterdam, en donde
L )
proporciona la (‘i.in]Olngﬂ. de la palabra OpCiélli

“Llamaronle los flamencos opsie, derivado del verbo latino oplis, optionis,
que significa eleccidn, por quedar a eleccién de quien lo da el poder pedir o
entregar la partida al que lo recibe... pues desea el que desembolsa el premio
elegir lo que mads le convenga, y en falta siempre puede dejar de elegir lo que
desea.”[3]

Un ejemplo basico que proporciona José de la Vega es el siguienle: #stan las acciones
al prescate precio de 580; parece que por el gran retorno que se espera de la India, au-
mento de la Compaiiia, reputacion de los géneros, reparticion (dividendo) que se promete,
y paz de la Buropa subiran a mucho mayor nimero del que logran. No me delibero, sin
embargo, a comprar partidas efectivas, por que me temo que si me laltaran esios designios
podra alcanzarime un despeio o sucederme un desaire. Llégome pues a los que dicen que
Loman cstas opciones, propongoles cuanto quicren por quedarme obligados a entregar cada
partida a 600; hasta tal plazo, ajusto el premio, escribolo luego en ¢f banco y 8¢ que no
puedo perder mas de lo que desembolso, con que todo lo que suben de 608, gano, y lo que
bajen no me sirve de ansia para el juicio, ni de inquietud para la honra, ni de sobresalto
para el sosiego; Hegando a 600, poco mds o menos, mudo de opinion ¥ penetro que no se
halla todo tan pomposo como se entendia, vendo las partidas sin pelizro, porque todo lo
que bajan es ganancia, y como e] que recibié el dinero estd obligado a entregarinelas al
precio acordado, aunque suban de él, no puedo sentir otra pérdida que la de la opcidn, ni
llorar otro castigo que el del premio™.

Por mas que José de la Vega tratd de influenciar a la poblacién cspanola a dar mmas
auge a las opciones, sus esfuerzos [ucron indtiles, ya que por esas fechas se desarrolld un
sistema financiero moderno en paises como Inglaterra, Hotanda y posteriormenie Estados
Unidos con tendencias mucho mas mercantilistas.

Sin embargo, el problema de fijar el precio de una opcién, es decir de valuarla, no fue
atacado desde ¢l punto de vista matematico sino hasta finales del siglo pasado.

Para el afio de 1900 en Francia, el matematico Louis Bachelier presenta la primera
formula seria para caleular el precio de una opcion.

No fue sino hasta 1973, cuando Black-Scholes y Merton publicaron los ariiculos
fundamentales en el Modelo del Precio de una Opcidn [5]. Esto se did porque en esta
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fecha comenzo rapidamente el cambio con la apertura de opciones caomeraiales en el in-
tercambio de opciones en la bolsa de Chicago y la llegada de los contratos de luturos
flnancieros basados en las corrientes extranjeras en el Mercado Monetario Internacional
de Intercambio Mercantil de Chicago.

Posteriormente al modelo de Black-Scholes surge otro modelo desarrollado por Lin-
ter, Sharpe y Treynor, el “CAPM” {Capital Asset Pricing Model), cuyas predicciones son
mmuy gencrales, imprecisas, sujetas a grandes funciones macro y microecondmicas de dificil
parametrizacién exacta. Por lo cual el modelo mas conveniente en la practica hasta la
feeha es Black-Scholes.

1.1 ;Qué es una Opcién?

Considérese a las opciones mas sencillas de estudiar, las BUROPEAS. Para definirlas se
vera como se pone en [uncionamiento un contrato de opciones mediante el siguiente ejem-
plo;

Primero. Supdngase que un inversionista le da instrucciones a su agente de holsa para
e compre un contrato de opciones de compra de una accion de GCARSO con un precio
de cjercicio de §150 y vencimiento de octubre (se esla en julio).

IEn este primer paso, se habla de un precio de ejercicio, el cual no es mas que el precio
del bien o activo subyacente al cual se ejercerd una opcion, que en este caso es de 5150.
También se habla de un vencimiento que es mejor conocido como fecha de expiracion.

El activoe subyacente, es la emisidn de un buen nimero de valores, siendo los mas comu-
nes las acciones, los indices de mercados accionarios, las divisas exiranjeras, los futuros?,
los certificados de la tesoreria ¥ hasta los swaps®.

Segundo. Este agente le pasara estas instrucciones al agente de piso de la Bolsa de
Opciones v Futuros (MMOF). Asi este dltimo tratara de encontrar a otro agent o in-

*Un futuro no es 1nds que una cspecie de forward estindarizado y negociable: es un mereado organizado,
con dispositivos de margenes y capital para respaldar su integridad.

3Un swap es un contrato entre dos partes, mediante el cual se establece la obligacién bilateral de
intercambiar uno o mas pagos en un periodo de tiempo determinado.
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versionista gue esté dispuesto a vender un contrato de opcion de compra de acciones de

GCARSO a nn precio de §150.

Tereero. Una vez que los dos se han identificado, el precio del contrato serd negociado;
supongase aqui que éste fue de $6 por opcidn: el contrato tendra 100 opciones cada una

de las cuales sera respaldada por una accion.

En este caso se lleva a cabo una posicion abierta al riesgo, la cual consiste en el acto
de comprar {en el ¢jemplo serfa ¢l primer agente) o vender (segundo agente} instruimentos
financieros derivados con el objeto de mitigar el riesgo de mercado’ de una transaccion o
conjunto de transacciones.

Il agente que desea obtener tas opciones de GCARSO, lleva consigo una pesicidn
larga, ya que por definicidn es aquella que contrae la entidad al adquirir la opcién de
compra {0 venta} y tiene el derecho de recibir (o entregar) el bien pactado. de acuerdo a
su convenencia.

El agente que vende las opciones lleva una posicidn corta, va que es la posicién que
asume la entidad al vender la opcidn, ya sea de compra (o venta), puesio que se obliga a
entregar (o recibir) el bien paclado.

Cuarto. El comprador de la apcidn de compra entrega al vendedor de la misma $600
($6x100). cantidad qgue es transferida a nombre del vendedor a 1a Camara de Compen-
sacion como parte del margen que él debe constituir.

Obsérvese que el precio de la accidn no Liene necesariamente gue ser igual al precio de
ejercicio. El precio de la accion. justo al momento en que se efectud el trato. pudo haber
sido de 5152, En el ¢jemplo, el inversionista ha obtenido a un costo de $600 el derecho
a comprar 100 acciones de GCARSO por 3150 cada una durante un periodo predetermi-
nado. El otro inversionista (el vendedor) ha recibido $600 y sc ha comprometido a vender
100 acciones a $150 cada una si el otro inversionista lo desea.

Como se puede ver del ejemplo anterior, el precio de una opcion tiene un hajo grado
de certidumbre, ya que estd expuesto a diversos cambios y esto ¢s debido a que dicho

9Es el riesge que enfrentan las instituciones de crédito, resultante de moviinientos en los precios de
niercado.
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precio depende del tiempo de expiracion, de una propiedad de aleatoriedad comunimente
conocida come volatilidad® y de las tasas de interés prevalecientes en el banco.

Quinfo. El vendedor deposita en la Camara de Compensacion un margen, es decir,
una garantia por una cantidad igual a la prima mas otro monto definido por la camara.

A continuacién se muesira un diagrama de como estdn constituidas las operaciones
del mercado de opciones.

ESQUEMA DE OPERACION DEL MERCADO DE

OPCIONES
CASA CASA
~ bDE DE
-

* BOLSA BOLSA
E| © E E
A B N
L E T T
1| N R R
H B E E
Al R G G

E A EHVIA POSICION ENVIA POSICION A
Ll G CORTA LARGA
L] A M D
M A E
H R
A ¢/ ™ BOLSA DEOPCIONES Y FUTUROS "itr:"::a G
D E E¥EFLCIZICS A
Al G N N

A A

N I N

A H c

N 1 I
K| € < A
Al T I NOTIFICA CONFIRMA E
R[ A A OPERACION QOPERACIOR
G| 5 L
E
N -| CAMARA DE COMPENSACION

De acuerdo al precio de la opcidn y al precio de ejercicio se ticnen cuatro posiciones:

5La volatilidad es una medida de la variabilidad del activo subyacente, es decir, proporciona la dis-
persion de los posibles precios futuros de una opeién: a mayor dispersion de los precios, mayor sera el
precio de ta opeidn de compra,
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Dentro del dinero (“in the money™}. Se dice que una opcidn esti dentro del dinero,
cuando el precio de inercado del bien subyacente se encuentra por arriba del precio de ejer-
cicio en ¢l caso de opciones de compra (5 > I, con § el aclivo subyacente y £ el precio de
ejeteicio), o cuando esté por abajo de dicko precio en el caso de opciones de venta (§ < E).

I el dinere (Yot the money”). Se dice que una opcion osta en ¢l dinero, cuando cl
precio de mercado del bien subyacente es 1gual al precio de ejercicio en el caso de opciones
de compra y venta (§ = ).

Fyera del dinero (“oul of the moncy®). Se dice que una opcidn estd fuera del dinero,
cuando ¢l precio de mercado del hien subyacente se encuentra por debajo del precio de
ejercicio en el caso de opciones de compra (S < EY), o por arriba de dicho precio en el caso
de opciones de venta (S > E). Y por lo tanto la opcidn no liene posibilidad de ejercerse.

Si se deseara cjercer la opcidn, existen dos formas de hacerlo:

Liguidacion en efective. Sc da cuando al ser ejercida la opcidn, e emisor de ésta en-
trega en efectivo la diferencia entre ¢l precio de ejercicio y el valor de mercado del bien

subyacenic®.

Liguidacion en especie. Se da cuando al ser cjereida la apeidn, el emisor de dsta recibe
o entrega la diferencia entre ¢l precio de gjercicio y el valor del mercado del bien subya-
cente, de acuerdo con lo establecido en el contrato de la opcidn.

Al realizar la operacion del ejemplo, hay que considerar que lleva consigo un riesgo, el
cual es considerado un riesgo de crédito, ya que éste sc reflerc a la probabilidad de que
los suscripiores o contrapartes de los contratos de derivados no cumplan con la obligacién
pactada originalinente en estos. .

Al invertir en opciones, el poseedor de ellas (el inversionista, en ¢l cjemplo} adquiere
consigo un gran riesgo, el cual es clasificado de la siguiente manera:

SFl valor de mercado es el valor o precio de un bien indicado por las cotizaciones de mercado. Para los
efectos del presente criterio, el valor de mercado de un titulo cotizado en el wercivlo mexicano, serd aquel
que se publique en cf Boletin Bursatil de la BMV. En el caso de valeres cotizados en baolsas internaionales,
serd el que se de a publicar por dichos organismos. En lo que se refiere a divisas, el valor de mereado serda
publicado en el “Movimiento diario del Mercado de Valores”, en la fecha gue se (rate.
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Ricsgo especifico. Es la componente del riesgo asociada con una posicion simple, es
decir, afecta sdlo a un sector del mercado.

Riesgo no especifico. Se le llama también riesgo sistémico, el cual es asociado con
factores que afectan a todo el mercado en general.

Riesgo de portafelio. Es la varianza de la ganancia, es decir, es la diferencia entre la
ganaucia real y la ganancia esperada.

[En resumen, del ejemplo anterior, la opcidn es un contrato realizado bajo las siguientes
condiciones:

1) Concede al poseedor un derecho, mas no una obligacidn,
2) El poscedor obijene una garantia, es decir, un activo subyacente,

3) Posee una fecha de vencimiento establecida de antemano, conocida como fecha de
expiracion, y

4) Al expirar Heva consigo un precio de cjercicio establecido de antemnano.

En los contratos de opciones intervienen dos partes:

a) La parte que comipra la opcidn es quien paga una prima por la adquisicién de ésta, y
a su vez obtiene un derecho; y,

b) La parte que emite o vende la opcién es quien recibe una prima por este hecho, y a
su vez adquicre una obligacién.

1.2 Tipo de Opciones
Existen dos principales tipos de opclones:

1) Opciones de Compra (CALL).- Da al tenedor el derecho, mas no la obligacidn, de
comprar un valor en una fecha delerminada.
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2) Opciones de Venta (PUT).- Le da al tenedor €l derecho, mas no la obligacidn, de
vender un valor en una fecha preestablecida.

También las opciones se clasifican de acuerdo al tiempo en que pueden ser ejercidas:

a) Opciones Europeas.- Solo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento.

b) Opciones Americanas.- Pueden ejercerse durante la vida de ia opcidn, es decir, en
cualquier momento antes de expirar.

Ademis de las opciones Americanas y Furopeas, existe una {amilia de opciones con
caracterislicas un poco mas complejas que han sido disefadas para cubrir riesgos mas
complicados, las llamadas OPCIONES EXOTICAS, este tipo de opciones se desarro-
llarin con detalle a partir del capitule 111, por lo cual aqui sélo mencionaremos los tipos

que existen, asi como un caso especifico:

1) Opciones sobre el precio medio de un active durante un periodo determinado (OP-

CIONES ASIATICAS).

Iste Lipo de opciones se generan a partic de un promedio, ez decir, no impurta el
valor del activo subyacente o precio de gjercicio en un momenio determinado, sino
que interesa el promedio de todos los valores del activo subyacente o precio de cjer-
cicio en un intervalo de tiempo. Para ello, considere los dos tipos de promedio:

a) Promedio sobre €] active subyacente.

Una opcidn call astatica paga la diferencia (si es positiva) cutre el precio medio
de un activo determinado en un periode preestablecido y el precio de ejercicio
(strike), es decir, Max[{Spr — k)] donde Sy es el valor medio del aclivo subya-
cente S durante la vida de la opcidn.

D¢ todas las opciones exdticas, las opciones asiaticas son quizas las que mas
utilidad encucntran los usuarios comerciales, un ejemplo claro para ver su apli-
cacion seria el siguiente:

Ejemplo 1 Una linea aérea es afectada si el precio medio que paga por el ke-
roseno de aviacion sube durante el anio, pere le importa muy poco si hoy el
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precio es 22005 Dfton, manana 225 y pasado maitana 215. Cualquier produe-
tor y consumidor de malerias primas sucle enconfrarse en la misma siluacidn;
su riesgo es sobre o precio medio y no sabre cada precio spof” individual diario.

Los {érminos lipicos de una opcidn asidlica sobre el keroseno de aviecidén
podrian ser los siguientes:

Opcidn call asidlica sobre keroseno de aviacidn.

Activo subyacente: keroseno CIF NWE(Plait’s)
Nominal: 180,000 toneladas

Strike: 225 USD/tonelada

Comienzo de la media: Dentro de un mes

Final de la media: Dentro de 7 meses {6 meses en total)
Frecuencia de la media: Diaria

Funcionamiento de la media: A partir de la fecha del comienzo de la media se
anotard cada dia luborable el precio por ionelada del activo subyacenie publi-
cado en Platt’s Gilgram Price Report, y al llegar a la fecha del final de la media
se calculard el precio medio dividiendo la suma de los precios anotudos por el
nimero de dias laborables entre el comienzo y el final de la media. La centidad
ast oblenida serd el; “precio medio” a efectos de calcular el valor terminal de
la opcidn.

Mecanismo de la opcion: Si el “precio medio”™ definido en el pdrrafo anterior
es superior al strike al término de la opcidn el vendedor de la opcidn pagard al
comprador una suma en USD calevlada del modo siguiente:

Nominal * (preciomedio — strike)

Si el precio medio definido en el pdrrafo anterior es inferior al strike {precio
de ejercicio), al término de la opcion el vendedor de la opcidn no deberd pagar

"Un contrato “spot” {al contado) es aquel cuya liquidacin ( “settlement™) es inmediata o a muy corto
plazao.
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nada al comprador.

Prima: En consideracidn de prima por la presente opcion ol comprador pagard
al vendedor USD (délaves) 10 por tonelada (por ejemplo; evidentemente los
precivs varian enormemente seqin cambie el precio de mercado), es decir, un

tolal de USD 100 000,

Con ln opcidn anlerior el comprador consigue asequrarse un precio de compra
de keroseno por debajo de USD 235 (225 de strike y 10 de prima), pero con-
serpando ta posibilidad de beneficiarse de bajas en el precio de keroseno,

b} I'roinedio subre el precio de ejercicio.

Una opcidn call asiatica paga la diferencia (si es positiva} entre el precio del
activo S y el precio de ejercicio E, este tiltimo es reemplazado por %f; S(r)dr.
Por lo tanto el pago al expirar queda como

1 T
mar |5 — ,—j S{r)dr, 0)
T Jo

De aqui en adelanie, el inciso bh) es el que se utilizara para definir a una opcién
astalica.

2) Opciones que sélo llegan a existir (aparecen), o dejan de existir (desaparecen) si ocurre
algin evento que las alecte {OPCIONES BARRERA).

Ejemplo 2 Considere una compaiiia espaiiola que estd compiticndo por un contrato
en Estados Unidos, FEl tipo de cambio es'actualmenic de 120 ESP/USD (pesetas
sobre ddlar) y la compania tiene confianza en poder ganar ol contrato porgue puede
exrpotar con beneficios suficientes a los niveles actuales del délur, pero si la peseta
se revalia con respecto al dolar la comparita serin tncapaz de competiv por el con-
trato sin perder dinero, ya que sus rivales en E.U.A. podrian ganar el precio. Por
olra parte, st la peseta bajase conira ¢l délur hasta un nivel de 130, por cjemplo,
la Companin estaria complelamente sequra de poder ganar ¢l contrato porque sus
compefidores serian mucho mds caros. El contralo va e ser adjudicado dentro de
seis meses, ;@Qué puede hacer la Comparita?
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La solucidn mds adecwada a este problema es comprar una opeién “con barrera”,
con las siguienfes caracterisficas:

Opcion USD pul /ESP call “over-and-oul”.

Plazo: 6 meses
Strike: 120
Barrera: 150

Mecanismo de barrera: La opcidn se comporta a todos los cfectns como una opeidn
curopca normal que da derecho al comprador a verder ddlares al precio de ejorcicio
en I fecha de vencimiento, pero con ln siguiente excepoidn:

S7 en cualquier momento entre el comienzo de la opcion y su sencimiento el tipo de
cambio ESP/USD alcanza o sobrepasa el nivel de barvera (ESPIUSD > 130), la

presente opeidn queda antomdticamente anvlada y deja por lo tanto de caistir,

Una opcidn de esle lipo es evidentemenle, mds barala que una opeidn curopea nor-
matl parque criste una posibilidad de que desapareszca. £l comprar esla opeién cuesta
muche menos, por lo que tiene menor efecto sobre la competitividad de ln empresa
{ ¥ porlo tanto sus beneficios), pero existe un ricsgo de que desaparezca. El riesgo
€3 mds aparenle que real, por ofra parte, porque la dnica circunstancia en ln que la
opcion puede desaparecer es st el délar subc mucho, y si la opcion desaparece es tan
solo porque la Compania puede vender sus ddlares a un nivel mucho mds ventajoso
que anies.

3) Opciones sobre el precio maximo o minimo de un activo duranie un periodo determi-

nade (OPCIONES LOOKBACK).

Ejemplo 3 Un cjemplo seria el funcionamiento de una opeion call USD/ put JPY
lookback, con un plazo de un aio. Suponguse que la opeidn empicza hoy y el tipo de
cambio estd a 1200 JPY/USD. El precio de ejercicio de la opeicn es [25. Duranfe
la vida de la opeicn se observa constanlemente o precio spot USD/IPY, y s¢ ansla
s nuero precio mdrimo ceda vez que rebasa el precio mdrimo antevior. Al venci-
miento de la opcion se compara el mdzimoe asi obscrvado, por cjemplo 134,25 con el
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precio de ejercicio, y se calcula la cantidad que ¢l comprador renibe del vendedor de
le opcion al vencimiento: 134.25 — 125 = 9.25 yen.

Las opciones Inokback tienen un valor mds elevado que las curopeas normales porque
pagan con mds seguridad. FEn el ejemplo anterior la opcion loolback paga 9.25 yen
atin si el subyacente acaba por debujo de 125 ol vencimienlo fcmpieza a 120, sube
hasta el drimo de 134.25 y baja de nucvo por debajo de 125), micntras que une
opeicn enropea solo paga si ol precio spol cstd por encima del skrike \inicamente
ol vencimiento. Una opcidn lookback suele valer aprozimadamcnte el doble de una
opcidn europea si el precio forward y el precio spot son iguales.

El numero de aplicaciones de las opciones lookback es menor que el de las opciones
con barrera { y mucho menor que ¢l de las opciones asiaticas, muy [recueutes en
mercados de materias primas), esto es porque muy pocas empresas ticnen riesgos
en sus negocios que dependen del precio maximo o minimo de un activo durante
un perfodo delerminado. El uso principal de las opciones lookback es directo; dado
que su valor es muy alto, es frecuente que sean vendidas para generar una prima
elevada, que es luego utilizada por el vendedor para comprar otras opciones que st

necesita para su negocio.

4) Opciones sobre opciones (OPCIONES COMPOUND).

Las opciones sobre opeiones encuentran sy ntilidad en los casos et que no esta claro
si va a hacer [alta una opcidn y que no se dese desembolsar una primma muy fuerte,
por cjemplo, en ol caso de una empresa compitiendo por un contrato de varios anos
en el extranjero, Sigana el contrato necesitara proteccion contra el riesgo de tipos
de cambio, luego tendrd que comprar opciones, pero si 1o gana 110 necesitara opcion
alguna. Comprar opciones que puede que no hagan falta jamis es demasiado caro,
pero una opcion compuesta puede resultar aceptablemente barata.

5) Opeiones que dan el derecho de elegiv sobre un put 0 un call (OPCIONES CHOOSER).

Este tipo de opciones han aparecido esporadicamente en el mercado y da el derecho
al poseedor como su nombre lo dice, a escoger cn una fecha determinada si la opcidn
deseada es an puf o un ecall
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Ejemplo 4 Podria ser la emision de warrants® lanzada por Bankers Trusl poco
despuds de la invasidn a Kwwait por Iraq.

La situacidn en aquef momento no era clare; el aumento en e precio ded petréleo spot
habia sido muy alto, por lo que era posible pensar al principio de la confrontacidn
que podria haber una solucion negociada, que volveria a bajar tan rdpido como subid
y un put seria una opcion adecuada. Por otra parle, tambicn cra facl imaginar una
escalada del confliclo que podria hacer subir fueriemente el precio del petrileo (hubo
incluso un personaje piblico en un pais de la OPEC que dijo que el pelréleo podrin
subir hasta 100 ddlares por barml o mds adn si las cosas se complicaban). Una
sttuacion de tal naturalezq necesitaria evidentemente un call. La situacion fdcil {
comprar un put y un call) era poco intercsante debido a su elcvado coslo.

Lu solucidn de Bankers Trust fue bastanle ingeniose y consistio en lanzar una
emision de warranis (esencialmente opciones) call sobre futuros de pefrdleo, con un
plazo de uprorimadamente nueve nmeses que daba el derecho al poseedor a comprar
un barril de petrolea a un precio fijo prirvimo al precio en ¢l mercado de entonces,
lo que representaba buena proleccion conlra aumentos en el precio del petroleo. Al
cabo de unos pocos meses el comprador tenia el derecho de convelir sus calls en puls,
con lo que st la siluacidn se resolvia en los primeros meses, el posvedor de la opcidn
podrin beneficiarse de la esperada baja del precio del petriles.

6) Opciones sobre mas de un activo (OPCIONES BINARIAS).

Ejemplo 5 Se pucde definir una opcion sobre la difercucia enlre lu variacién de dos
indices bursdtiles dislintos (Nikkei y SGIP 500), sobre dos indices bursitiles donde la
opcion paga el que mds haya subido de los dos. También cs posible definir opeiones
emno los lamados “quantos”, donde la apreciacion de un indice bursdtil se paga en
olra divisa; por ejemplo, una opcidn sobre el Nikkei en la que cada punto del Nikke:
vale un dolar {en lugar de valorar el Nikkei en yen), pase lo que pase con el lipo de
cambio USD/JIPY. El conceplo de una opcidn sobre dos aclivos s puede crlender
Jicilmente a opciones con barrera; se puede definir, por ejemplo, una opcion sobre
un activo A que desaparcce si otro activo B aleanza un nivel delerminado,

8Un warrant es un valor corporative parecido a un call. Este instrumenta le otorga al tenedor el
derecho, mas no la obligacién, de comprarle ditecltamente a la compaiiia emisora acciones a un precio
preestablecido (precio de ejercicio) y durante un periodo e tiempo predetenininado.  Cada warrant
especifica el ntinero de acciones que el tenedor tiene derecho a comprar, el precio de ejercicio v la fecha
de expiracion.
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7} Opciones sobre la suma, diferencia, produclo u oiras operaciones cnire uno o mas

activos (OPCIONES COMBINADAS).

En este caso se pueden definir opciones mas complejas como son: opciones sobre
el cuadrado del precio de un activo, o sobre cualquier otra {uncién (cubo, raiz,

cuardrada, etc.) del mismo.

I2n este capitulo sélo se menciond a qué se refiere cada Lipo de opcidn exdtica y se dio
un cjemplo concreto en cada caso. Como ya se mencioné anteriormente, en el capitulo I
s¢ explicara como valuarlas, pero con muchisimo mas detalle se desarrollard el objetivo
central de esta tesis que es la valuacion de las opciones asidticas.

1.3 Objetivo de las Opciones

Lias opciones sou instrumentos financieros que tienen bdsicamente los sigutentes objetivos:

1.3.1  Nivel Microeconémico

a) Fs un producto con el cual un inversionista puede protegerse del riesgo.

Para entender mejor el concepto anterior se dard a continuacion un ejemplo:

Ejemple 6 Censidéresc un inversionista que en agosio fiene 100 aceiones de GEFB.
El precio actual de cada una de cllas 5 de §52. Este inversionista eshd preocupado
porque presienic que ¢l precio de la accidn puede bajar abruplamente en los prérimes
dos meses, sin embargo, no desea vender las acciones, por lo que quicre nada mds
profegerse. La manera como lo puede hacer es la siguicnte:

Bl tnwcrsionista podria comprar opciones de venta al mes de octubre { recucrdese
que se cstd en agosto) pare vender las 1000 accioncs a un precio de ¢jercicio de
$30. Debido a que ¢f contrate de opcidn ampara 100 acciones, €l necesitard comprar
10 contratos de opciones. El precio de la opcion fue paclado cn $200, por lanto, si
quiere prolegersc necesita invertir $2000 ($200 x $10 contrates de opciones).
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Esta estrategia de proteccidn o cobertura le cucsta $200, pero le garantiza que las ac-
einnes preden ser vendidas por §50 cada una. Si las opeiones son ejercidas enlonces
se obliencn $50,000 (1000 x $50), aunque tomando el costo en cuente obfenemos
348,000. Sin embargo, st el precio de la accion permancce arriba de $50, enlonces
las opciones no son ejercidas y expiran sin valor,

Como se puede observar, las opciones proveen un segure, ya que protege de fluctua-
ciones en los precios de las acciones en el futuro pero manteniendo la posibilidad de
beneficiarse de movimientos favorables en los mismos.

b} Un inversionista las puede utilizar para invertir o especular.

Como ya se menciond una opeion también puede ser usada con ol propésito de es-
pecular, es decir, para tratar de hacer una ganancia cuando se tienc la creencia de
un movimiento favorable en los precios. A continuacion se presenta un ejemplo de
este motivo,

Ejemplo 7 Supdngase quc en seplicmbre, una inversionista quiere especular fo-
mando una posicion donde ella ganard si ¢l precio de una accion {suponga ALFA)
se incrementa. Actualmenie, esla inversionista tiene 33,900 para sus operaciones
de especulacion.

Alora, supdngase que el precio aclual de la accion ALFA es de $99 y gue una opcion
de compra con venctmiento a 30 dias liene un precio de ejereicio de $40. Sc estd
vendiendo por $1.50.

Con vsta informacidn la inversionista tiene las siguienles dos allernativas:

1) Comprar 100 acciones, y

2) Comprar 2600 opciones.

Supdngase que evisten iinicamenle dos escenarios posibles dentro de 30 dias: a)que
el precio de la accion ALFA se incremente a $45 y, b)que el precio de la accion baje
a $35. Los resultados en cada uno de los dos escenarios son ins siguicnles:

Escenario (a): of precio de ALFA se eleva a $45.
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1) Bajo la alternativa I {comprar 100 acciones). La inversionisla lendrd una ga-
nancia equivalenle a la diferencia de los precios multiplicada por el mitmero de
aceiones que compro en septicmbre. Fsto es:

100 x (45 — 39) = $600.

2) Bajo la alternativa 2 (comprar 2600 opciones). La inversionista podria ejercer
sus 2600 opciones ya que le dan of derecho de comprar lns acciones de ALFA
o $40 cuando en realidad valen 345, Ast, al ejercerlas tendrd 2600 acciones y
su genancia por accidn serd de §5, por lo que la ganancia iotal cs:

2,600 x $5 $13,000
menos : costo de las opciones $3, 900(2, 600x$1.50)
Ganancie Tolal = $9,100.

Escenario (b): el precio de ALFA baja a $55.

1) Bajo la alternativa 1 {comprar 100 acciones). Fsta alternative arroja una pérdida
de §4 por accion, por lo que lu pérdida es de $400, es decir:

100 x ($39 — $35) = $400.

2) Bajo In alternativa 2 (comprar 2,600 opciones). La opeidn no s¢ va a cjercer ya
que carece de valor. La pérdida aqui es el costo de las opciones, esto es, $3,900).
Se dice que una opcidn de compra, el dia de expiracion, carece de valor si el
precio de ejercicio es mayor al precio de la accidn ese mismo dia, es decir, estd

“Out of the money”..

En conclusién: La alternativa de usar las opciones para especular en lugar de las
acciones, hace que las ganancias scan mucho mayores (3600 vs $9.100); pero tambicén
el uso de opciones trae como consecuencia que en caso de que la accién baje de precio,
las pérdicdas se magnifican ($400 vs §3,900}. Sin embargo, si la reduccion en el precio
es muy profunda, entonces la opcidn de hecho limita la pérdida a $3,900. Por este
motivo los especuladores prefieren mds el uso de las opciones.

1.3.2 Nivel Macroeconémico

1) Formacion mas eficiente de precios de valores subyacentes,
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2} Mejorar los niveles de liquidez en el mercado,
3) Ampliar oportunidades de arhitraje [3], ¥

4) Permnitir perfiles de riesgo y rendimientos controlables.

1.4 Uso de la Opciones

Las opciones son utilizadas de la sigulente manera:

a) Para ajustar el riesgo y rendimientos de una posicidn determinada a un coste muy
bajo.

b) Para cubrirse de los riesgos de movimientos en los precios y en las cantidades, en olras
palabras, las opciones son mejores que los futuros cuando la cantidad que uno desea
proteger es incierta,

De todo lo anterior, lo que intercsa es calcular el precio de una epcion, asi como ¢l
tiempo exacto en que es conveniente ejercerla. Para cllo es importantisimo el modelo de
Black-Scholes, el cual se describird en esta tesis en el siguiente capitolo.

Aqui s menclonara inicamente sus ventajas y desventajas para su aplicacion.

El modelo de Black-Scholes ofrece una formula precisa para caleular con un alte grado
de exactitud el valor de fas opciones, al igual que ofrece una estrategia que permite cubrir
el riesgo en una posesidn de opciones, a base de su funcién de pagos ( “Payoff Function”).

1.5 Ventajas del modelo de Black-Scholes

a) lis aplicable a cualquier jnstitucién financiera, al cambiar solo los pardimelros regqueri-
dos por la [6rmula, de acuerdo a los requerimientos de la institucion.

b} No es totalmente exacto, pero resulta muy facil adecuarlo para que se ajusie a la
realidad.
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¢) Requiere poca informacion sobre el mereado para el calculo del precio de opeiones,
pies tinicamente es necesario conocer: ¢l activo subyacenis, su tasa de interés (o
dividendo), la tasa de interéds en el mercado y cuanto se mucve la varianza del activo
subyacente.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS
MATEMATICOS.

Para entender un poco mas a las opciones, es necesario desarrollar algunos clementos
matemalticos para formular los modelos que permiten su descripeion cuantitativa. Este
capitulo se reficre al calenle del precio de una opcidn, asi como cual es ¢l mejor tiempo
para cjercerla, considerando siempre, mientras no se indique lo contrario, que las opciones
son curopeas (ya que son las mas faciles de estudiar).

[Para levar a cabo un buen analisis de cudl es el precio de ejercicio (strike) de una
opcion, primeramente se mencionardn dos modelos bdsicos.

2.1 Modelos para Opciones

2.1.1 Modele del Valor Presente

Uno quisiera saber cudnlo se tendria que pagar ahora, para garaniizar un monto [ cn un
tiempo fuluro T, en otras palabras, cudl es el valor presenle. Para dar vespucsta a esta

prequnta se realiza el siguiente andlisis:
Sean

r= tasa de inleres constante,
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M(t}= dinero en el banco al tiempo ¢,
E = walor futuro ol tiempo T

Aplicando las definiciones anteriores para delerminar cud! es el valor del pago ol tiempo
L, se puede obtener el modelo siguienie:

Si el monto al tiempo t es M), uno desearia saber cudl es el incremento del monto al
tiempo L + At. Como sc sabe, toda cantidad invertida un cierto tiempo en el baneo, estd
swieto « una tasa de interds, r, por lo cual, a primer orden, el incremiento en M(t) es:

AM = M(t)rAt,

lo que implica (At — 0):

dM

o= rM(1). (2.1

Como se puede ver ef modelo es lineal, ya que se tiene derivadas silo de primer orden.
5i se resuelve la ecuacion diferencial por medio del método de varichbles sepurables | se
encuentra la siguiente solucion:

M= Cc",

con (' = constante de integracidn.
Como M = E al tiempo t =T, enlonces ¢l galor del pago al Hempo t ea:

M= gm0,

Ahora se considera un caso mds general en donde la lasa de interés ox wna funcion
del ticmpo, r(t), de donde se obliene de manera andloga la solucion:

M= EeJlro)es,
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2.1 MODELOS PARA OPCIONES
2.1.2 Modelo para Valuar Opciones

Las condiciones de cambio constantes en el mercado, afectan el comportamiento del aclivo
subyacenle y es necesario incorporarlas en los modelos para valuar opciones. Supingase
qe procesos estocdsticos de tipo markoviano'[10] son los adecnados para deseribir el com-
portamiento de productos financierosfI3].

El cambio absoluto en el precio de la opeidn no es en si mismo una cantidad @tilf. Con
cada cambio en ¢l precio se asocia una ganancia normalizada, definida como el cambio
en ¢l precio dividido por ol valor ariginal, d5/5.

Ahora se dard un modelo para el cdlculo de la ganancia.
Sean

= tiempn,

S= precio del aclivo subyncente.

5i se consideran pequesios intervalos de tiempo di, en los eneles S cambia como S+dS,
st desca saber a qué corresponde la gananecia de la opcion normalizada dS/S.

La ganancia del modelo se descompone en dos partes:
1) pdt corresponde a la ganancia que se obliene al invertir el dincro en el banco libre de

v v - Pl . - . . s
riesqo , donde p es la tasa media de interés en el crecimiento del precio de la opcidn
y es por lo tanto considerada constanie, y

1n proceso markoviano es un proceso estocastico para X (f), es decir, ta distribucién de probabilidad
condicional para un valor futuro de X' y la incorporacion de la nueva informacion que se genere, no debe
alectar 1a probabilidad condicional ya calculada. Dicha probabilidad condicional para X depende sélo de
una cantidad finita de informacion pasida, por lo tanto se puede escribir la protabilidada para N(t) = .V
al tielupo T ¥ con condictdn Y{t) = x coma p{z, 1} = Ple,t: X.T) = probX(T) = rfe(t) =z con t <!

*Las cantidades absolutas no son iitiles, ya que si se compara, por ¢jemplo, e dos monedas distintas
el aumento de cualquier producto, dicho auntento depende claramente de la moneda escogida. Pero si se
coniparan sus porcentajes ( o cantidad normalizada), éstos son independientes de i inoneda escogrda.
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2) of eambio aleatorio en ol precio de la opeién en respuesia a cfectos exlernos, Fsto se
representa al sumar el té€rmine adX a dS/S, en donde dX representa of movimiento
browniano o proceso de Wiener{10].

a es la volatilidad, es decir, mide la desviacidn estdndar del activo subyaccente, y
ANy es una variable aleatoria gue se distvibuye conio una normal N(0.d1).

De acuerdo a los dos factores que conforman la descomposicidn, se ablicne la Ecuacidn
Diferencial Estocdstica (EDE):

% = ad X + pdi (2.2)

Constdérese el caso en el que o =0, es decir, el aclivo subyacente estd libre de viesgo.

La eenacidn anierior se reduce a:

d ds
?'S = pdl, o ?S =pn&

Sip es consfante. se obtiene la solucidn cxplicita de la ecuacidn, usando cf mdtodo de

rartables separables:

§ = Sperti=t)

con Sy el valor de 8 al tiempo £ = 1.

Por lo tanto, si o =0, el precio es deterministico y se puede predeciv en un fulure con

certeza,

Ahora, si se considera el término de la councidn adX, o problema resulta mds con-
Mejo, pues se liene cn efecto una KNS cuya solucidn es a su vez un proceso estocdstico.
(No liene sentido visualizar a la solucidn como una dnica ewrva. ks mds 1itil pensar en
las diferenics realizaciones de este procesn).
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Come se menciond con anierioridad dX representn un proceso de Wiener o movi-
miento Browniano, que queda completamente caracterizado por dX, ~ N(0,dt). Por lo

tanto su funcion de densidad es:

152
-59 .

1
f(¢)= —\/,2=1r€

Se define al operador E por:

1

E[F()] = Nor

[ F@ei®ag,
para alguna funcidn F. Se tienen las siguientes propiedades:
El$]=0, y

Lg% =1.

Ahora considérense las propiedades de dS}S y la propiedad muarkosiana, enlonces 5+

dS depende sdlo del precio de hoy y

EldS) = EloSdX + pSdt] = pSdt

pues E[dX] = 0. Ademds

var[dS] = E[dS?] — E[dS) = E{o*$*dX7?] = o> S"dL.

A partiv de lo anterior, se genera el resultado mds impertante pura la manipulacidn

de variables aleatorias,

2.2 Lema de Ito

Lema 1 Fsie lema representa para funciones que dependen de wna variable aleatoria, «l

andlogo de la erpansion cn series de Taylor.
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Para poder desarrollar el lema de 1o, se iniroducirdn los siguicntes resuliados:
Con probabilidad uno dX? > di cuando dt > 0.

Supdngase que f(.5) es una funcidn continua de Sy por el momento se olvidard que S
es estocdstica. 51 5 varin en pequenas cantidades de dS| entonces claramente f(5) varia
para pequenos montos provislos,

Aplicando Taylor se obliene:

A=Y gy L £/

- 577 (A8 4 (2.4)

Considerando la ecuacion (2.8) y elevindola ol cuadrado se obfiene:

—
™o
[<1]

=

d8? = %X £ 250pdt dX + ;25712

Tomando la magnitud de cada término como dX = O{/dt), obsérvese que:

El primer términe 025X, es grande para dl pequesia, por v cual domina a los olros
dos términos restantes que son del orden de dt*? y dt? respectivamente, los cuales son
mds pequedios para di pequerias.

Por lo tanto dS? ~ 2521,

Por la conclusién anterior y utilizando ol resultado(dX? > di), se obtiene una wvez
sustituyendo en la ecuacion (2.4) que a primer orden:

_df b, dif
df = —(anX-HzSdt)-{-ua W(n

- oY df 1 and] 0

= oS-zdX + (S T Sd5‘3 . (2.6)

Este es el lema de Ito relativo a cambios pequerios en una funcion de variables aleato-

rias.
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2.2.1 Generalizacion del Lema de It6

Se considera una funcién F(S,t) con variables S5 y t.

Se puede expander f(5 4+ dS,§ + dt) en series de Taylor como:

af=Yasi M a %—f(AS)?

a5 BH a5t

usando la ezpresion (2.2) para dS y los resultados para dX?, se cacuentra gue:

e, O |1, O
df =oS5% d\+(505 55 5% + 5y ) dt (2.7)

2.3  Valuacién de una Opcién
En csta scecion se infroducivd ln siguiente nolacidn:

Sea V el valor de una opcidn, donde V ¢s una funcion del valor actual del activo sub-
yacenie 5 y el tiempo &, es decir, V = V(5.1).

!
Ll valor de la opeion depende de los siguientes pardmetros:

1) o= lu volatilidad del uctive subyacente.
2} = el precio de ejercicio determidado de antemano.
3) T'= tiempo de expiracidn.

4) »r= lasu de tnlerds prevaleciente en el banco.

Como se vio en el capilulo |, eristen dos tipos de opciones call y pul. Ahopa se
constdevard In valuacidn de un call y un pul,



32 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS.

2.3.1 Valor de un Call

Definicidon 1 Una opcidn call { o de compia) le da al poseedor ol deveche, mas no la
obligucidn de comprar un valor en une fecha determinada a un precio preesiablecido.

La waluacion debe hacerse cn un tiempo especifico, en esle caso se tomara at =T.

De aqui se derivan dos casos:

1) 5i S > E, a expirar, ticne sentido financiero c¢jercer la opeidn call (ya que se esta “in
the money”, deniro del dinero), tomdndola sobre un monto [, de donde se obtiene
una ganancia del active subyacente. Por lo cual ef beneficio oblenido pare cada

transaceion es enlonces S — F.

2) Si S < I al expirar, no deberia ejercerse (se encuentra “out of the money, fuera del
dinere) la opeidn pues ezistiria wna pérdide de . — S, En esfc caso la opcion al

eapivar tiene un valor nulo,

Tomando los dos casos anteriores, se liene como resullado la valuacidn de un call

escrila como:

C(S5,T)=max(S — [£,0). (2.3)

La siguienie figura muestra el diagrama de pago para un call, C(5.7) y ol valor de ln
opcion C(S.1) antes de expirar, como una funcidn de S.
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2.3.2 Valor de un Put

Definicion 2 Une opeidn put (o de venta), da al tenedor el derecho mas no la obligacién
de vender un valor en una fecha determinada, a un precio establecido de antemano.

Cuada opcion y portafolio liene un pago af cxpirar. En estc caso st 8 > E la opeion
put carcee de valor, pero si su valor es positive cuando S < I7, entonces el beneficio estd
dado por £ - S,

De la misma forma que un call se oblienc el page al expirar comao:

P(S5,T) =max(E - 5.0),

Como en el caso de un call, la figura anlerior muestra el dingrama de page de un pul,
P(8.T). y el valor dc la apcion P(5.1) anles de expivar, como funcidn de S.

De acuerdo a eslas dos definiciones, se pueden hacer diversas combinaciones,

Ejemplo 8 Considérese una opcidn call, con dos precios de ejercicio, By que expira al
tiempo {1 y Ey gque erpira al Hempo tz2, en donde Ey < [y al cepirer, siguiendo las
definiciones de un call se obtiene la valuacidn:

B =maz(5— E,,0) — maz(5 — E,,0),

y su grdfica estd dada por:
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2.3.3 Paridad entre un Celly un Put

Supongase que se tiene un active largo, un put largo y un call corfo, ambos lienen lo
misma fecha de expiracion, T, y el mismo precio de gjercicio, F. Se denota por x el valor
del portafolio.

Sea
T=5+P-C,

donde Py C son los valores del put y call respectivamente.
El pago parae el portafolio es:
S+ max(E - 5,0) — mex(5 — E,0),

la expresién anterior puede simplificarse como:

_{S+(E-5)—0=E, siS<E.
T1S+0-(S—-E)=E, siS>E,

porlo tanto 5i 8§ > F o 8§ < I al expivar, el pago para esle portafolio sicmpre serd E.

57 se desca garantizar B al tiempo £ =T, jCudnto se deberia pugar por el portefolio?

Para contestar la prequnta, se requiere del siguiente resultado:M = Ee"T=Y lo que
garaniiza un monto E al tiempo t = T'. Por lo tanto el portafolio nucvo es: 1 = Ee~m(771,
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De lo anterior ze llega a Io que se Hama putb-call parity, lo cual estd dado por la
siquicnte formula:

S4pP—C=EeTY, (2.9)

Eir esta formule existe la eliminacion del riesgo, pues los lérminos alealorios se can-
celan.

2.4 Ecuacion de Black-Scholes

Como ya se menciond en el primer capitulo, la solucidn a esta ecuacidn ofrece con un aito
fndice de confiebilidad cf precio de una opcion, por lo cual en ésta seecion se discutivrd con

mas detalle,

St presentan a continuacton alqgunos hechos, para poder cnlender mejor la ecuacidn

de Black-Scholes.

1) £l precio del aclive subyacente, S, es un proceso lognormal que safisface la FDE{2.2).

2) Elinterés libre de riesgo, v, y la volaiilidad del activo, o, son conocidas como funciones
del tiempo sobre la vida de la opcidn (por simplicidad se considerardn en lo que sigue
constanics),

3} No hay costos de transaccion asociados con las inversiones de portafolio. n gene-
ral son bastante alfos durante lo vida de una opcién para un inversionista privado,
pero para un participante institucional cn el mercado son mucho menores, porque
la mayoria de las posiciones que tiene abierias se neutralizan, por lo que la nece-
stdad de equilibrar frecuentemente la posicion se reduce. Ademids, los parlicipanies
instifuctonales tienen costos de negociacion muche menores por su gran volumen.

4) El pago del activo subyacenie no liene dividendos duranle la vida de la opeidn,
5) No criste posibilidad de arbitrajef1].

6) Las iransaccioncs del active subyacente, pueden efectuarse de manera continua en el

tiempo.
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7) Ventas cortas son permitidas y los actives cuentan con dividendos, Se supoue que sc
puede comprar y vender un numero (no necesariamente cnlero) de aclivos subya-

cenlrs.

Ahora se construird detalladamente la ecuacién de Black-Scholes, uiilizando como base
el lema de [to,

Supdngase que se tiene una opcidn con valor V(5,t), que dependc de 5 yt. V puede
ser un call o un pul.

Usando el lema de 1o (2.7), se puede eseribir a V comao:

] .
oV 125201/ at)“ (2.10)

av
;S gsol g
dl US d"( +(;L dq 552 T

Fsto da ¢l caminoe aleatorio sequido por V. Se construird un portafelio de tal forma que
se elimine cierla componente aleatoria medianie la eleccion adecwadu de cierlo mimero A,

EL valor del portafolio es:

7=V AS 2.11)

Por consiguiente ef incremento en le valuacion de este portafolio en cada paso del

tiempo es:

dr = dV — AdS. {2.12)
Aqui A se mantiene fijo en cada paso del liempo.

Sustituyendo (2.10)y (2.2) en (2.12) se oblicne:

as g5

"

.
dr = aS (d)‘; A) d,\"+( Q‘L‘Jr% 22 +%#;:_\H) d, (2.13)
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Y escogiendo a

av
- L 2.14
A 35 (2.14)
ln ecuacidn anlerior se reduce a:
_fov 1, L PV

Existe une forma allernativa de deducir la ecuacidn de Black-Scholes, por medio de
consideraciones actuariales simples, la cual se presenia con detalle en le iltima seccicn
de este capitulo [Seccidn 2.6].

Si se considera ahora la ganancia libre de riesgo del mismo monlo v, se tendria rrdl

en un tiempo dt.

I'n ausencia de arbilraje, no es posible garvantizar un ricsgo menor ol inverlir ¢/ monto
m en el portafolio. Por lo tanlo se tiene:

av 1, LtV
adt = { 25 4 22525 0 Y gy 2,
rdt (a! +20 T dl, (2.16)
sustituyendo (2.11) y (2.14} en (2.16) se tiene:
gv 1 '
{V —ASYt = |-+ =057 |dt
r(V — AS)dt ((715 ko 352) ,
av av 1, 0%
rV—r=—=8 = — 4 -0§? .
Vorast T w T Y o
Por lo tanto se obtiene :
av 1, L0V av -
SAMIRLPE 7> AL S AN T 2.1
854.2(;_ (’).5'2+H85 H 0, (2.17)
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que se conoce como bcuacion Diferencial Parcial de Black-Scholes.

De la ecuacion (2.17), se observa que:
a) A es la tase de cambio en el valor de una opcidn, en un portafolio de opciones con
respecto a 5.

b) El operador lineal diferencial Lgs dado por:

S R PP _
IJBS—E-}-gOSﬁiﬁ-Tﬁ—‘“

tiene una tnterpretacion financiera: es una medida de la diferencia entre la ganancia
st se muterle en el portafolio (£.11) y ln ganancia al depositarle en el banco.

c) La ecuacidn de Black-Scholes no conliene a u, es decir, el valor de una opcidn es
independiente de que tan rdpidamenle crece un activo.

d)} La ccuacidn es de tipo parabdlicof1].

Ahora se deterininardn las condiciones frontera para un put y un call:

2.4.1 Condiciones Frontera y Final para Opciones Europeas

Para un call el pago al expirar se denota por C(S5,T) con E=precio de cjercicio y T'=fecha
de rxpiracidn.

La condicidn final puede ser determinada ficilmente en t = T, pues estd dada por:

C(S5, 7Y = max(§ - E,0).

Las condiciones de frontera son delerminadas por el precio del activo cuando S =0y
S — oc. Se puede ver que para (£.8) se tienen los cosos siguienfes:

1) 5iS5=0=d5 =0, por lo tanle § no cambia
2) 515 =0 = al expirar el pago es C(0,{) = 0.

3} 505 — oo la valvacidn es C(S,t) =5 - E ~ S,
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Andlogamente para una opcion pul, ln condicidn final seria el pugo

P(S, r]v) = ma.r(E - S?U).

En el caso limite en el que § = 0, el page final debe ser cierlamente £ ¥ por consi-
guienfc:

P(0,1) = Ee~m{T-9),

mds generalmente se obliene:

P(0,1) = Eem i

518 — oo, el valor de la opeidn P(S,t) — 0.

2.4.2 Opciones con Pago de Dividendos sobre el Activo

El precio de una opcion generalmente es afectado en su activo subyacente por dividendos,
por lo cual la ecuacidn de Black-Scholes debe ser modificada. Por lo tanto en donde el
pago aporta dividendos, se vequieren las siguicntes propiedades:

1) Los pagos pueden ser delerministicos o esiocdsticos.
2} Las pugos en o Hempo pucden hacerse de manera conlinua o discrela,

Supdnguse que en un lempo dt el activo subyacente puge dividendos DySdt con Dy
=cle. [ste pago es independiente del tiempo, excepto a través de la dependencia de S.

El dividendo es definido como la razdén de pago de dividendos, en el cual el cambio en el
precio del aclive es:

ds = oSdX + (p— Dg)5dt. (2.18)

Se rectbe DySdt de un activo delerminado por A, para un portafolio de cambios por
un monto

— Dy SAd, (2.19)
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el cnal vepresenta ¢l dividendo proporcionado por el activo.

Andlogamente a la ecuacion (2.12), se define el nuevo portafolio como:

dr = dV — AdS — DoSAdL,

y por consiquienle la ecuacion de Black-Scholes es:

7L Y/ LY g
P L - _ . 9.
ats P +(r— DU)S V=0 {2.20)

Pura poder encontrar cl preeio de una opeidn cs necesario enfonces vesolver la ecuacion
de Bluek-Scholes. Para ello se tiene una hervamienta muy dtil que es o ceuncion de ca-
lor (ver Apéndice 1), ya que despuéds de hacer una serie de transformaciones adecuadas,
la ecuacion de Black-Scholes se reduce a la ccuacién de calor, que es posible resolver
explicitamente.

Esto permite encontrar entonces una formula para ¢l precio de lus opciones conocida
también como formula de Black-Scholes (Ver Apéndice I).

2.5 Solucién Explicita de la Ecuacion de Black-Scholes

Lo ecuacion de Black-Scholes y sus condiciones de frontera para un call europeo con valor
C(S5.t) son como siguen:

!
i

ac 12g,azc ¢

S 5% —rC =0, (2.21)

donde C(0,4) =0, C(5. 1) ~ &5 crando § =00 y C(S5,TY=moex(5 — 7,0}

Lo que se desea es hacer un cambio de varichle en (2.21}, pura pasar de la ecuacidn de
Black-Scholes a una ecvacidn diferencial, la cual se puede resolver fdcilinente por métodos
tradicionales (en este caso por la ccuacion de calor).
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Por lo cual se lleva a cabo el siguiente cumbio de variables.

Sean:

.
S=Eef t=T~
30°

y C=Fulr,1)

Hactendo las sustiluciones de varibles correspondientes en la ceuacion (2.14), se ob-
Hene la nucva ecuacidn:

0 i a
a—:=a—;;+(1r, ml)a—:—klv, (2.

8]
2]
b2
—

donde ky = rflo? y la condicidn inicial eambia a v(x,0) = mer{e* — 1,0).

Una observacion, es que al hacer el cambio de variable la nueva ecnacion contiene solo
3
un pardmetro, ki, mientras que en el problema ariginal s¢ tienen § pardmelros (18T o

yrh

Ll factor esencial que controla la valuacidn de la opeidn cs rf1a?, el cual cs ol dinico
pardmetro en el problema.

La ccuacion (2.22) tiene mucho parecido con la ecuacidn de difusion y sc¢ puede trans-
formar en ésta mediante un cambio de variable si se toma a v = ** P u(x ). para
algunas constanles a y 3.

¢

Haciendo el cambio de variables y sustituyendo en la ecuacion (£.22), se obliene:

du  Ju du
=l Py — 4 —— b - ' | = }u.
a‘u+ .‘aaz + B2 + (k-1 (au + 8.1-) kyu

u

Put dr

Se licne una ccuacton sin término dufdx, resolviendo el siguiente sistoma:

a® 4 (ky— Da - Iy
0 = 20 + (A‘[ bt 1)

™
I}
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De donde

1

(ky — 1) (2.23)

2
I

B | =D

(ke + 1) (2.24)

.
Il

Por lo tanto se obtiene sustilnyendo (2.23) y (2.24)

V = e_%[kl_l)r_(kl-l.t)?ru(m’ T)!

donde

dr ~ 2

para —co<xz <o y T>0,
con (i, 0) = ug(w) = max (e%(k""”’ - c%("'*l)x,[]).

La solucidn del problema haciendo la analogia con la selucidn crplicita de la cenacidn
de difusidn o de calor {5.23) serfa:

LE
o]
=1
s

ulz,7) = ]m 11[](5)8_%)_(!.9, (2.2

1
2./77 Joeo

donde uy(x) es u(0,x).

Si en la integral (2.925) se hace el cambio de variable ' = %;—:1, se obficne la siquiente
ecuacion,

V2 4 m)cf%‘"ndﬂ

wlz,7) =

l L]
— U
\/27{' -[-t:\:\ D(
_ jm oA AN (b ET) = he? s 1 /"“’ PR IC Y PV B L
Vil S Vam -
= 11_12:

donde
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I

on

N{dy), es la funcidn de distribucidn acumulative pare una distribucion noermal.

1 jm e%{k1+1)(:+r'm)—%x”dwf
V2 "72_7
esthitl)r oo
Vir J-4=
e;-(k1+1):+}(k;+l)?f fx,

Ver v~ IO T
ekt e {41 gy

4127 = Lz - L 4 VTN 0

e_%"?dp

T
dy = ——+

(K + 1)V2r.
27

b |

43

FEl cdiculo para Iy es igual que al de I, excepto que (ki+1) es reemplazado por (k;—1).

Por lo tanto:

v(z,T) = e“%(k"l)’“:'(""l)zru(a:, 7)

St consideramos los cambios de variables !

se liene que:

donde

T = IOQ(%)‘ T= %UZ(T_ t) ¥ C = Ev(er):'

C(S,1) = SN(d,) — Ee" T N(dy)
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_ log(£)+ (44T = 1)

d
' oI 1)

_log(§)+ = 1T - 1)

o J(T - 1)

dy

2.6 Enfoque Actuarial para la Valuacion de Opcio-
nes

Como su tifulo lo indica, en esia subseccidn sélo se utilizardn conceplos probabilisticos y
actuariales para el edleulo del precio de una opeidn. No hay consideraciones econdmicas,
este enfoque es vdlido aun cuando la medida de equilibrio no es inica (incompletez). Solo
se hace uso de medidas fisicns que generan las distribuciones del “pay-out™ (page}. Dicho
enfoque no se generaliza siempre g productos derivados arbitrarios, puesto que se emplean
interprelaciones de dichos derivados como pérdidas polenciales o reclamaciones desde el
punlo de vista de quien los erpide. Bajo esta interprelacién se calcula cl precio del de-
rivado como la prima justa necesaria parg asequrar la pérdida potencial. Como un casoe
especial de la formula se deriva la férmula binomial y la de Black-Scholes, la cual es con-
sistente con la teoria financicra.

De hecho, se transforma el problema acteal de valuar una opcion en un problema equi-
valente de sequros, a saber lu delerminacidn de una prima justa . FEste enfoque uiiliza
el eardeter de una opcidn como una reclamacidn contingenle y no se extiende a la va-
luacién de productos derivados generales. Sec obticne una férmula general para el precio
de una opcién europea, que como case particular contiene a la formula de Black- Scho-
les. Como no hay consideraciones econdmicas involucradas, enionces los resultados son
en principio vdlidos lambién para cuando no existe equilibrio o completez en los mercados.

Esto es importanie para los métodos tradicionales, ya que la incowmpletez implica que
no todos los procesos de consumo son alcanzables y se pueden definir derivados los cuales
no pueden ser duplicados de acuerdo @ las consideraciones en el mercado. Por lo tanto
un precio de este dertvado, no puede ser obtenido como una consecuencia de dicha du-
plicacidn. La incompletez ocurre cuando no erista una medida equivalente de equilibrio
{medida del precio de equilibrio) y no es inica.
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2.6.1 Precio Usando la Ganancia Justa

Lo idea bdsica de esta subseccidn es que en el descuento Hbre de riesgo en los precios
Sfuturos acordados, influyen lus tasas de tnterés libres de riesgo y los precios eslocidsticos
acordados con su tasa esperada. Con este descuenlo en los precios, se pucde calcular el
precio de una epcion call, como el valor esperado de la diferencia entre el precio actual
y el precio de ejercicio (en valor presente) cuando sea tiempo dc cjercer. Esto coincide
con consideraciones simples de derivados, es decir, la prima justa (le primo mds alla con
probabilidad de ruina de 1) deberia ser el valor esperado de la reclamacion. La diferencia
cuando se considera una opcion call, es cuando las tasas esperadus y las tasas de inlerés
estin involucradas, por lo cual se hace necesario el descuento en tode valor future del
valor presente.

Considérese un mercado financiero en el cual se fienen 2 aclivos: un bono (active 1)
con tasa (instentdnea} de interés r, lo cual es sdlo interpretada comn la fasa de interés
libre de riesgo y un activo, descrito por un proceso estocdstico Sy cont € [0, T, donde cero
es el liempo inicial o presenle y T' el tiempo final. El precio del active dos al tiempo cero
es denotado por Sg. Se desea calcular el precio de una opcién call (evropea o americana),
C(E,T), cuyo activo subyacente es S; y con un precio de jercicio F.

Antes de derivar la férmula general, obsérvese que la formula de Black-Scholes admite
la siguiente representacion simple.

Proposicion 1 La formula de Black-Scholes pucde ser representade en terminos de los
procesos generados por S; como sigue:

C(E,T) = SoP(Sr > Ee#==7T) — e T P(Sy > Eel+=T)

El lado derecho de esta representacidn sugiere que la formula de Black-Scholes puede
ser mds general, en el sentido de que puede ser wvdlida para una clase mds amplia de
procesos Sy, es decir, el precio de una opcidn call europea deberin estar dada por ¢l lado
derecho para una rango amplio del precio subyacente del proceso 5.

Para desarrollar este principio, se convierte el problema de valuar una epcién en un
problema de sequros. Supdngase que se tiene un porlafolio de opciones las cuales son
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tndependienles e idénticamente disiribuidas. Considérese una opeidn como una pérdida
potencial sobre las reclamaciones (cuando se cjerce) desde el punto de vista del inversio-
nista, es decir, la compaiita de sequros. 51 se pudiera hacer un sequro contra dicha pérdida
usando la prima justa, entonces esta prima seria la misma que ¢l valor o precio de una
opcion call.

La situacion es distinta a la correspondiente en las reclamaciones tradicionales de se-
guros contrva riesgo, en el sentido de que ahora se tiene un proceso estocdstico subyacenle
&, que defermina el precio de la opcidn. Ademds se liene predefinido el rango de tiempo
terminal, T, que se puede ejercer en el momento que el inversioniste lo desee (para op-
ciones europeas), lo que complica determinar los precios en término de valor presente y
valor futuro.

Supengase que el procese S, determina una tase esperada de inierds (instanidnea) p,
al Hiempo T definida como:

con I8 la esperanza,

FEntonces nada ha sido supuesto acerca del proceso Sy, ya que en general yu depende
de T. La razdn de este definicién es hacer la siguiente exposicion clara cn términos de
nolacidn,

La prima del derivado con pérdida potencial causeda por el ejercicio de la opcidn, estd
dada como lo pérdida esperada cuando se ejerce en valor presente. Enlonces la lase de
ganancia esperada de St es €T, que en valor presente es e *T St y ol valor presente del
nivel de cjercicio de E es e™™ E, enlonces E estd libre de riesgo en el nivel de ejercicio
Juturo.

En otras palabras, se mueve la variacidn aleatoria de Sp con respecto al valor medio al
tiempo cero para E. De hecho el principio de descuento que se usu generaliza el principio
de descuento deterministico usual: si £ es un wvelor fijo se puede considerar como una
variable aleatoria degemerada y su valor presente es I descontado con lg tasa de interés
esperada, que es "7, porque E estd libre de viesgo. Similarmente St ha sido descon-
tada por e~'T debido al desarrollo ordinario de los precios (inflacidn) y por esto la lasa
neta de interés o tasa esperada es e~ asi ¢l factor de descuents fotal ¢s e™#T. Es en
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dicho principio de decuento en donde este enfoque difieve de principios financieros previos.

s importante seialar que el precio inicial Sy y el valor presente de Sy son, en gene-
ral, diferenies st este es aleatorio y sus respectivos wvalores prescunies dependen del wvalor
achial o de la realizacion de Sy, Al tiempo cere se puede dar el valor fulure de Sy como
Sy, tndependicntemente de como se define S, {lognormal, Levy, elc.) y asi la tasa de
inlerés esperada, como se definid wnds arriba, es elegida de manera natural como el factor
de descuento.

Teorema 1 Le prima jusia y por lo tanto el precio de le opeidn cell, C(E,T) de una
opcion call europea con tiempo final T y precio de ejercicio E, esld dada por:

C(E,T) = BE((e T Sp — e TEV(e™*T8r > e T E)). (2.26)

Proposicién 2 La opcidn puede ser ¢jercida en valor presente si y solo si:

TS > TE,
y la correspondiente pérdida es e*T Sy —e T E. Asi la prima jusla es simplemente la

pérdida esperada que serd ejercida, la cual inmediatamente esta deda porla formule{6.1).

Teorema 2 El teorema anterior es equivalente a la férmula de Blach-Scholes cuando S,
es log-normal.

Corolario 1 Suponga que el proceso S; cstd dado por:

dS, = pS, di + a5, dW,,

con velor tnicial So, donde Wy denota el proceso estandar de Wiener. Enlonces (6.1)
es consistente con la férmula de Black-Scholes.
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Proposicién 3 La ccuacion diferencial estocdstica tene solucion

S = Soexp ((,u ~ -;-:72) t+ JW,) , {2.27)

la cual es equivalente a

<)~ ((s-g7) 1)
— ]~ —=c*|T .
log(su) N{ln 20 o T

La distribucién de S, al tiempo t = T es lo dnico que se necesita, pues sélo importa el
precio al tiempo final. Entonces la restriccion de ¢™#7S7 > e "TE es equivalente a

_ log% +(r— %Uz)T

Wy >
a
Si se considera ay = _‘_"Eﬁ:‘ﬂ’
E{e™"Spi(e™ 51 > 7T E)) . (228)

. L] . ] 2
= c_uq_/ S(]C('“_;_UZJJ‘F”I—(’,_%(I.’E

y VarT

=) 1 2 .
— _5-/ olF=TaY (2T} g
o b] \/Q‘II'T

= SoP(Z > y)
= SP(Sr > aglt—m=oT),

donde Z ~ N{To,T) y se puede escribir como

7= Iog%‘ + %a.z —uT
- bl

a

la cual se usa en el siguiente segundo paso. Asi

CE,TY = E({(e™Sr— e TEM(e™" St > e E))
S5oP(87 > BT _ [E(Ee " I(e™* §p > 77T E))

SoP(S7 > Eeln—r=o"1T) _ %P(ST > Eet# Ty, (2.29)

i
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{2.29) se identifica, entonces, como la férmula de Black-Secholes usando la ecuacidn
{6.1) de la proposicicn. »
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Capitulo 3

OPCIONES EXOTICAS

3.1 Introduccién

En este capitulo se describen algunas de las opciones exdticas mds comunes, entre cllas
algunas que dependen del camino o irayecloria del active subyacenty (path-dependent).,

Una opcidn dependiente del camino (path-dependent), se caracteriza porquc su pago y
ejercicio pueden depender de la historia del precio del activo subyacente.

En general, en el contrato de una opcion el tipo de ejercicio puede ser especificado
como europeo o americanoe, en este sentido se puede pensar en opciones americanas como
aquellas en las que se Liene el derecho de cjercicio en cualquier imomento.

Una opeidn exdlica, es una opcion que no es un pul o call vainilla.

Las opciones erdficas se clasifican en (rer capitulo f):

1) Opciones sobre el precio medio de un aclivo duranfe un periodo determinado (OPCIO-

NES ASIATICAS).

2) Opciones que sélo llegan a exisiir {aparecen), o dejan de existir (desaparecen) si ocurre

algin evenlo que les afecte (GPCIONES BARRERA).

3) Opciones sobre el precio mdzime o minimo de un active durantc un periodo determi-
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nade (OPCIONES LOOKBACK).
4) Opciones sobre opeiones {OPCIONES COMPUESTAS).
5) Opciones que dan a elegir sobre un put o un call (OPCIONES CHHOOSER).
6} Opciones sobre la suma, diferencia, producle u olras operaciones entre uno o mds

wctivos (OPCIONES BINARIAS).

A continvacion se describird cada clase con mds detalle.

3.2 Opciones Binarias

Las opciones binarias o digilales son del tipo mds simple de opciones cxdticus y no depen-
den de la realizacidn, pueden tener un efercicte lemprano o una barrera fulura,

Une opcion binaria difiere de una opcidn vainilla en que el pago y ln expiracidn pueden
ser funciones arbitrarias no negativas del precio del activo subyacente. S.

Si el pago al tiempo T' estd dado por la funcién de pago A(S). entoners por medio de
la solucidn explicita de la ecuacion de Black-Scholes (vista en el capitulof] seccion 2.5),
se oblicne una solucion similar para las opciones binarias:

e—r{T—!)
o 2r(T —1t)

Para ol valor de una opcidn binaria europea, la formule incluye los calls y puis vainilla
como un caso particular. La delta es dada por la deriveda de la cenacidn (2.2) con res-
pecto @ S. Al derivar {8.1) se supone que o y v son constantes y que el activo subyacente
no Hene dividendos.

o _togl Gy —(r=Fa? T2 o
j N = (3.1)
0 S

Ejemplo 9 Considérense las siguientes opeiones binarias determinadas porv:

!

H(S - F
BH(S-E), v 5

(H(S — E) — H(S — £ — d)),
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que pueden ser inlerpreladas comeo una forma simple de apuesia en el precio del activo.

Por consigutente escribiendo explicitamente las funciones de page se ticne:

B, i 5> B,
qﬁ:{ st

0, en cualquicr otro casofc.o.c.).

Esta opcion es conocida como cash-or-nothing call, la cual corresponde al primer
caso.

En el sequndo caso se tiene:

. LosiE<S<E+d,
r= 0,

€.0.c.,

que se conoce con el nombre de supershare.

3.3 Opciones Compuestas
Una opeidn compucsta puede ser deserita simplemente como una opciin sobre una opcidn.

F'n esla seccidn sclo se considera el caso donde la opeidn es un put o call vainilla
y ln opcion compuesta puede ser deserita como un pul o un call vainilla sobre el activo
subyacente,

Se pueden construir cuatro clases diferentes de opciones compuestas bdsicas:

1) calls sobre calls,
2) calls sobre puls,
3) puls sobre calls y

4) puis sobre puts.
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3.3.1 Un Caso Particular

Sea Ty el tiempo dl cual se puede ejercer la opeion compucsta, es deciv, se pucde adquirtr
una opeién vainille por la cantidad Fy.

La opcidn subpacente, puede ser ejercida al tiempo Ty por un monio o, siendo S el
activo subyacente correspondiente. Esta opcion call sobre una opeion call es muy simple
de vafuar con Black-Scholes.

Al Hempo Ty, se puede caleular el valor de la opcidn call subyacente como C(5,1)). 51
al tiempo T\ el precio del active es tel que C(S5,T\) > E, enlonces se ejerce la opcidn.

Si al liempo Ty el (5,11} < E\, enlonces no se ejerce la opcion compuesta.

Bl pugo para la opcion al tiempo T, es;

max(C(S, T) — £,0). {3.2)

Ll walor de ln opcidn compuesta estd delerminado sélo por el camino alcalorio del
precio del aciivo subyacente S y tumbién satisface la ecuacidn de Bluck-Scholes. La iinica
diferencia para una opcion vainilla radica en la condicién final. Usando (3.2) como dato
Sial se resuelve una opeion compuesta con § < T)y.

3.4 Opciones Chooser

Son ligeramente mds complicadas que las opeiones compuestas. Estrictamente hablando
son path-dependent, pero pueden ser valvadas vesolviendo lo ccuacidn de Black-Scholes.

Una opeidn chooser da al propietario el derecho a comprar por un meonto £y al fiempo
Ty. una opeicn eall o pul con precio de ejercicio Iy al liempo Ty,

Estas opciones son valuadas de modo similar a las opciones compuesias, primero se
restuelven problemas de opciones subyacentes o fundamentales. I'n vste caso cristen dos,
una para un call subyacente y otra para un pul subyacente.
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Ahora se denotan a las soluciones por C(S,t) y P(S5,t), respectivainente y se usa comeo
dalo final para el problema de la primera opcion.

Claramente se debe de ejercer la opeidn chooser st C(S5,t) > Ei, o P(5,1) > £,
eligicndose la mas valiesa de las dos. La opeidn chooser satisface la ecuacion de Black-
Scholes con dalo final al tiempo Ty dado por :

maz(C(S, 1)) - Ei., P(S,T1) — £,,0)

3.5 Opciones Barrera

Las opciones barrera, difieren de las wvainilla en el contrato de la opcion, ya que tiene o
deja de tener validez dependiendo del precio del activo y de alguna barrera, 5 = X en
algpin tiempo de expiracion.

De acuerdo a calls y puts las opciones barrera son caracterizadas por sus formas bdsicas
que son: “down-and-out”, “down-and-in”, “up-and-out” y “up-and-in”,

3.5.1 Opciones Fuera de la Barrera (An out Barrier)

Considérese primero el caso de una opcion call evropea del estilo “down-and-out™, con
pugo al eepirar de max{S — £,0) con tal que S nunca quede por debajo de X duranie lo
vida de la opeion. Si S estd siempre por debajo de X entonces la opcidn queda sin valor.
Considérese silo el caso donde E > X. Esta opcidn tiene entonces una formula explicita.

Para § mis grande que X, el valor de la opcidn V{S, ) salisface la ecuacidn de Black-
Seholes, Como antes, la condicidn final de csla cenacidn es V(S 1) = maw(§ — F.0),

Cuando S es muy grande, la probabilidad de estar por debajo de la burrera se hace
tnsignificante y queda que V(S 1) ~ .5 cuando § — oo.

Para resolver el problema se procede de la misma forma que pera una opeion call
vainilla. Sin embargo, el problema de la valuacidn dificre en que la segunda condicidn
Sfrontera es aplicada en S = X, es decir, cuanda S = 0. 5t 5 nunca aleanza X ecnton-
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ces la opeidn no tiene valor; asi en este sentido el valor de la opcidn cs cero (V(X 1) = 0).
Para definir la solucién ezplicita se nsard el cambio de variable siguienle:
!
S=FEe 1=T- 1‘/302, V = Ec®**Pry(e,r),

con a = —2(k; = 1), f = =YK, + 1) y by = r/la?. En estas nucvas variables el
problema de la opcidn barrera cambia a

du
== 3.3
dr Az’ (33)
con
w(r,0) = ma:n(ezl(k‘“)’ - e_ll(k‘_”:,(]) =uy(x), log(X/E) <Lz,
u(x, 1) ~ gll-odefr cuando = — oo,
Y
u{log( X/ E),t) = 0. (3.4)

Se tienen wvarios Hempos relacionados enlre el problema de valuar opciones call y put
simples en el flujo de calor en una barra infinita. La condicion de fronlera es, sin em-
bargo, impuesta en un valor finito de x y le analogia es ahora con ol flujo de calor en una
barra semi-infinita, con temperatura ¥ = log(X/E) en el extremo izquierds.

El flujo de calor en una barra no depende del sistema coordenade usado. La ecuacidn
(3.4) es invariante bajo traslaciones, desde r hasta = + xq, o refleciones, desde @ hasta
—x. Asi, si u(x,7) es una solucidn de {{.18), lambién lo son u(wx + 2q¢,7) y u(—2z+ 29, 7)
para alguna constanie xo. Con el mdlodo de imdgenes{11] se vesuclve el preblema seminfi-
nilo, resolviendo primero el problemu infinito dividicndolo en dos problemas iquales semi-
infinitos, con distribuciones iniciales de {emperaturas opuestas: una milad es caliente y la
ofra es fria. El efecto neto es cancelado en ol sallo: la lemperalura es garantizada como

cero,
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Se puede aplicar vste método cn el problemae de las opciones barrera. Se refleja ol
dato inicial cerca del punle vy = log(X/F), al mismo tiempo cambiando de signo, lo

que satisface la ecuacion (3.4}, Asi, en lugar de resolver (3.3)-(3.4) en ol intervalo
log(X/E) < ¢ < o0, se resucloe (3.3) sujela a

u(z,0) = ug(z) — uo(2log(X/F) — 1),

esto es,

w(z,0) = maz(ezthitiz _ gdlhi=Nz gy para T > log( X/ E),
T —maw (bt ioa( X E)=gr) _ o(h=1)agl 8/ F)=37} ) para w < log{ X[/}

para toda 2. Fn este sentido se puede goraniizar que u{log{ X/ F),0) = 0.
Se escribe la solucion del problema de wa call europeo (sin barrera) como:

C(5 0= ffc“z+ﬁritl[:l:,1'),

donde u\{x,r) es la solucidn apropiada de la ecuacion de calor. Asi se tiene

wi{,r) = e TS, 1)/ E,
donde C(5,1) esid dade por la férmula de Black-Scholes. Posteriormente se puede
escribir la solucion del valor de la opcidn bavicra como
V(S,8) = Ee®™* (uy(, 7) + ug(z, 1)),

en donde wp(x,r) es ln solucion del problema con date inicial entisimélrico. La so-
luctdn a este problema puede ser encontrade en t€rmines de uy usando la invarianza de
la ecuacidn (4.18) bajo ln traslaciones y cambios de signo. Se debe tener

—u{2log(X/E) — x,r)
C—n(log(_\'/E]—foy(S/E.'])—,"!r( (‘\»2/5! !)/ I‘j,

uqx(z, 7)

]
]

entonces recmplazar @ por 2og(X[E) — « es equivalente a rcemplazar S por X*/5.
Finalmente, efectuando las sustituciones necesarias y escribiendo la solucidn en términos

de S yt, se tiene



38 CAPITULO 3. OPCIONES EXOTICAS

G —lk=1)
Vs =cs-(F) GOes .

3.5.2 Opciones Dentro de la Barrera (An in Barrier)

Una opcidn “in” expira sin valor a menos que el precio subyacente aleance la barrera anfes
de expirar. Si el valor subyacente cruza la linea 8§ = X en algin tiempo antes de expirar,
entonces la opeidn se wnelve una opeidn vaimilla con el pago apropiade.

Considésere una opeion call enropea “down-and-in”. El valor de la opcidn V(5,t) sa-
tisface la ecuacidn de Black-Scholes, la cual vs delerminada por le condiciones final y
Jrontera. Se usa la notacidn C{S,1) para denotar a un call vainilla ewropeo con la misma
fecha de expivacidn y precio de efercicio que un call barrera.

La opcidn no liene valor si § — co, es decir

VS, 1) =0 cuande S5 — oo

51 5 ha sido mds grande que X al expirar, enlonces la opcion expiva sin valor. La
condicidn final, para § > X, es V(S,1) = 0.

Finalmente, ol precio subyacente deberio aleanzar S = X en algin tiempo antes de
expirar la opcicn inmedictamente dentro de wn call vainilla y deberie tener ol mismo
valor que este call. La sequnda condicion de frontera es entonces:

VX, 1) = C(X, 1)

S5i 5 < X en algin punto donde la barrera ha sido cruzada, la opcion es activada y
el valor de la opcion es exactamente el mismo que un call vainidlla. Asi se tiene sdlo la
solucidnt para el valor en S > X. Eslo completa la formulacion de un eall barrera europeo
down-and-in,

Para resolver ef down-and-in explicitamente. se escribe primero
P

V(S,t) = C(5,t) — V{5, ¢).
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Como la ecuacidn de Black-Scholes y las condiciones frontera son lincales, se conoce
que V deberia salisfacer la ccuacion de Bluek-Scholes con condicidn final

V(8.T) = C(5,TY = V(S,T) = C(5,T) = maz(S — £,0);

y condiciones fronlera

V(S 0)=C(S )= V(§1)~S—0=5, cuando S — oo

VX, D) =C(X, 1) - V(X, )= C(X, 1) - C(X, 1) =0.

Iste es el problema para una opeion barrcra down-and-out. En obras palabras, una
europea “in” mds wne enropen “out” es igual a una vainilla. Esto es obvie desde el punto
de vista financiero, como ¢l valor de un portafolio que consiste de una opcion in y una
opcion oul que resulla ser igual que un call vainilla. Ya que sdlo una de las dos opciones
barrera puede fener actividad al expirar con el valor de un call vainilla.

3.6 Opciones Lookback

Una operon lookback, tiene un pago el cual no depende sdlo del precio del activo al expivar,
sino que depende del mdeime o minimao del precio del activo sobre alpin tiempo antes de
exptrar. Usnalmente el pago es estructuralmentc muy similar a las opciones vainilla. Por
gjemplo una opcidn pul puede tener pago:

max P(J — 5,0)

donde J e¢s convenientemente definido como el mdximo.
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Capitulo 4

UNA ESTRUCTURA UNIFICADA

La estructura que se introducird es wufil para las opeiones que dependen de la frayectoria
del activo, que ya se han mencionado con anteriovidad y que sélo pueden scr valuadas
fdcitmente medianic Black-Scholes.

Tomese una clase muy general de opeiones europeas con pagos dependienies de S y

T
[ 1str),oyr, (4.1)

(que es la cantidad que posteriormente se reluciona con el promedio de S que corves-
ponde al precio de cjercicio), donde f es una funcidn que depende de las vaviables 5 y
t. La inlegracidn en (4.1) es tomada sobre el camino de 8, con tempo tnicial { = 0 y
expiracion en L =T,

Un ejemplo claro es una opcivn call cuyo precio de ejercicio es el promedio de S, es
decir, donde el pago al expirar es

-
. max (5' — %-,]l; S(r)dr, []) .

Se introduce ln nucva variable

I = f 1(S(r), 7). (4.2)

61
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El precio actual S no depende de su historia, es decir, de los cambios que tuvo con
anterioridad. Se pueden tomar a I, S y t como variables independientes; diferenles en
las realizaciones del camino aleatorio lo que conduce a diferentes valores de I. Obsérvese
que lg definicidn de ({.2) es simplemente la ecuacidn ({.1) con fecha de expiracién T la
cuel es reemplazada por 1.

Fl valor de la opcién exdtica dependientc de su trayecioria, puede scr escrita como
V(5,1,1), es decir, el valor de la opcidn es una funcion de tres variables independientes:
el tiempo 1, el precio subyacente actual S y la historia del precio subyacente I. Se intenta
aplicar el lema de It a V para deferminar la ecwacién diferencial estocdstica para l. Esla
#ltima es enconfrada considerando wn cambio en 1 como funcidn de 5 y t.

Por definicion se ve que

t+dt
I+ dt) = 1(2) + dT =j0 J(S(r), 7)dr.

Il
S—,
poc
=z
2
2
=
-
4-
.%--?_
&
=
=
2
2
L
A

por consiguiente

l+dl_/f P)dr + f(S(E), )t

por lo lanfo

4T = (5, t)dt. (1.3)

En otras palabras la ccuacion diferencial estocdstica para I, no liene componentes ale-
atorias,, Se estd ahora cn posicidn de valuar una opcidn que depende de 1.

Primero sc aplice el lema de 116 en la funcion V(5,1,1) pare mostrar que

2y WS
oV s oV av) di. (4.4)

av 1
/= aS——dX G2 4 St = + f(S ) =—
dV = 0§—dX +( g5z TS T g H (S0
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Fsto es la devivada de V. Hay que nolar que el nuevo férmino ({(S, )V /31} es pro-
porcional a la tasa de cambio en V' con rvespecto ¢ I. No se introducen nuenvos términos
estocdsticos dentro el caniino aleatorio sequido por V.

Retomando el hecho de que la opeidn es evropea, ahora se abrivd un portafolio libre de
ricsgo, que consiste de una opcidn, una posicion en corto con un nimero A del subyacente
y un dividendo que afecin al acling subyacente, Iste portafolio estd dado de la siguiente
manerq

=V — A5 — DySAL,

con Do = D(S,1.t) el dividendo sobre el activo.

El incremento en el valor de este portafolio en cada paso del tiempo es:

dr = dV — AdS — Dy SAdL (4.5)

hay que recordar que A se mantiene fijo en cada paso del tiempo.

Sustituyendo (4.4) y (8.82) en (4.5) se oblicne:

a8

de = 05(0—‘—A)

1, 28 1% ov. gV @i_ B )
+ (20 S 357 +u 589+ + J(5,8) 3 pAS — DoAS ) dt, (4.6)

eligiendo @

la ecuacion (4.6) sc reduce

i

+f(‘1 f)d] ])09()(!

-

»2

U, W0V AV v av
— (Ll v .
(2 957 T B
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Considévese In ganancia lbve de ricsgo del wmisimo monto © como rodt en un liempo di.

En ausencia de arbitraje se tiene:

-lZldV av LY 0V
radi (2 S ()92 ar +j(.5,i)(,)] 1y 8 "5 di, (4.7)

sustituyendo ol valor de m y A, se tiene:

1, 8V gV v 719
JY o= — Tl il d q
MV — A5 ?0 PY =+ o + (50— T, ])05?‘;1
av 1 (')V av av
iy 2 2 -z 4 -
Vgt s 5052 o HISOgT — Ped 5
Por lo tanto se obtiene:
av , BV I 2 2(')21 aVv ,_
?)?-’rf(Sf)d S‘W-F(rg D(S, ))85»7’" =0 (4.8)

St se liene una estruciura de dividendo arbitravio: D puede ahora también ser una
Suncidn de la variable T

Se puede, sin embargo, dar ln condicidn final general. Al expirar sc conoce la forma
cracta del pago y por lo tanie el valor de la opcion como una funcidn de S ¢ 1. Por lo
tanto

V{5, 1, Ty=A(5,1,T),
donde la funcidn A es la funcidn de pago conocida. En el caso de que.cl precio de
cjercicio (la media del aclivo subyucente) de wn call se tomara como [ = [ S{r)dr
entonces

A{S, 1, T) = maz(S — =,0).

"'!I*--



Extendicndo ol andlisis para opeiones americanas, supdngase que se quicre ¢l velor
en versidn americana de una opcidn con precio medio de ejercicio. En el conlrale de
opciones americanas siompre se cspecifica cl pago, aunque se cjerza la opcidn antes de
expirar. Supongase que el pago de la opcion anlecs de expirar para el precio medio de
ejercicio de un call es de la siguiente forma

.1
man{S — T,U}.

La expresidn anlerior es natural pare el ceso particular en que la opcion depende del
precio medio del activo subyacenle, ¢s decir, importa la historia de la opcidn. Para algunas
opciones, espectalmente st éstas dependen de medidas discretes, el pago no es obvio. Sin
embargo, si se supone una estructura gencral, el pago es de la forma

A(S 1T,
donde A es una funcion conocida y especificeda de anlemano en el contralo de la

opcion.

El problema de valuar opciones americanas dependientes de la trayectoria, es una
stmple modificacion del easo europeo. Para cllo se introduce el operador diferencial parcial

R S S S
s = 2y f5 0L 4 e T LG _psn -,
Lpx at+f(5=f)a]+20 5 05.2'”’ D ’]’t))(')S r,

este operador es ung gencralizacion del operador de Black-Seholes.

La diferencia enlre la lasa esperada de wun portafolio libre de ricsgo y o depdsito cn
el banco lienen un valor equivalentc. Como para ¢l cuso de opelones vainilla, lo tose
esperada para la cobertura del portafolio no debe exceder la tase esperada para el depdsito
en ¢ banco, pero no necesariamentc tiencn que scr iguales, es decir

. Ly 20

Para consideraciones de arbilraje, se debe cumpliv siempre que

V(S 1,0 > A(S,1,1)

De acuerdo a ln cxpresidn anterior se Henen las siguientes conclusiones:
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1) Si la tasa esperada para el portafolio es igual a lo {esa esperada del depdsito en el

banco, entonces Lpxy =0, por lo cual no es el dptimo para ejercer la opcion. Esto es

el caso en el cral el valor de ln opcidn es mayor al momento de cjercerla, es decir,
V> A

2) Si la tasa esperada para el portafolio es menor que la lasa esperada para el deposito
en e banco, LIEX < 0, enlonees es ¢ momenlo dplimo para ejercer la opeion. Esto
sdlo se da st V = A (si V > A deberia traer mayor beneficio vender la opeidn y
nunca se tendrin V < A). De este mado se lendrin que cumpliv conjuniamente:

Lgx =10 Yy V—!\)O,

Lpgx <0 v V- A=0,
considerando cualquiera de las doz formas, siempre se liene que

Lpx(V)-{(V —-A)=0.

Ast el problema para la version americana de la clase de opciones exélicas con camine
dependiente, pucde ser cserilo en forma lineal complementuria como:

Lex(VY-(V =AY =0, Lex(V)S0. (V—=4)>0,

con V y QV/AS continuas {considerande A continua) y con condicicn final

V(S.1,T) = NS, 1,1).

'4.1 Opciones Asiaticas

4.1.1 Opciones que dependen de la media

Coino ya se menciond en el capilulo I, las opciones asidlicas son quizds las que mds itiles
encuentran los usuarios comerciales, porque cubren una necestdad muy real para muchos
de ellos. Esto es porque muy frecuenlemente uno compaiiia estd expuesta al precio medio
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de algo duranie wn periodo determimado en lugar de su precio zpot en cada momento.

Un ejemplo de un usuario tipico podriu ser cualquier comparia que imporie o erporte
en moneda extranjera, o una compuiia con filinles extranjeras. La mayorie de los flujos
de dinere serdn en monede extranjora por lo que se estard erpuesta ol tipo de cambio.
Pado que los jlujos ocurrirdn de manera regular y predecible, el viesgo que la compaiiia
tendrd serd sobre el tipo medio de cambio mids que sobre el precio spot.

El precio medio de algo durante un periodo de tiempo, por ejemplo, seis meses es una
cantidad que fluctia mucho mds despacio que el precio spot y dado que el precio de lus
opciones depende de la volatilidad del subyacente, no resulta sorprendente descubrir que ¢l
precio de una opeidn sobre el precio medio suele ser mids bajo que el precio de una opcion
europra normal con caracierislicas similares.

Cabe mencionar que en el ceso en el que el promedio se hace con respecto al active
subyacente, se Licne el hecho de que el aclivo subyacenie de una opetin asidtica es menos
voldlil que el subyacenle de una opcidn normal, una epcisn asidtice s por lo demds esen-
ctalmente idéntica @ una opcion europea, dado que paga al final y el poseedor no tHene que
tomar ninguna decisién sobre el cjercicio de la opeion sino hasta el final de la misma. El
problema de vafunr las opciones asidticas se reduce por lo tanto a encontrar una férmula
para ln distribucion del precio medio final cuando se conoce el precio de hoy. Una vez
conocida la distribucion se puede wlilizar le formula de Black-Scholes y waluar la opeion
como st fuera una curopea normal.

En esta subseccion sc tratfard con detalle el tema central de esta tesis.

4.1.2 Medias de Muestras Continuas
Media Aritmética

El modelo bdsico para valuer opciones asialicas se discutic anteriormente, y la forma
¥

general de la ecuacion diferencial parcial que determina el valor de la opcion ¢s (4.8). En

particular, para una opcidn dependiente de ln media aritmética de una muestra continua

! [ stryr.

[0
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se introduce la variable

I = /U'S(T)dr.

Siguiendo el andlisis descrito arriba, la ecvacidn diferencial parcial para ol valor de
una opeidn es

v BV 1 2V v
A § = (S, I 1)) — 1V = !
ST St 5 S g (S = DS, L) =1V =0 (4.9)

[

Media Geométrica

La media geométricn de una muestra continua estd definida por:

cTp (% j(: lugS(r}dT) ;

esto es of fmile cuando n — oo de lo usual media geométrica discreta

Cuando cstd determinado ol pago de la opcidn, se define

7= /(: logS(r)dr

y la ecuacidn diferencial parveial para el valor de loe opcion es

av OV l v av
ROy P AR S 1)) 5s — 1V =
. a +log§ f)f a’S jqz +{(rS = D(5,1,1) 55 rV =10.

4.1.3 Medias de Muestras Discretas

Fn la prdclica puede ser dificil caleular la media del precio del active subyacente por me-
dio de series de tiempo; ya que los precios pucden cambiar en 20 zeq, lo que provoca en
ocasiones cifras incorrectas en los precios. Sin embargo, esto es mds comin en contratos



4.1. OPCIONES ASIATICAS 69

de opciones donde se determina la media del activo subyacenle medianie series de Hempo
completas para pequenas subeolocacioncs, por ¢jemplo ¢l cdleulo de le media sobre ol precio
de cierre diario o semanal,

Se ticae la modclacion de lna media de muesiras eontinias como una infeqral, consis-
tenfemente con la suposicion de que ol activo y el volor de la opeidn esldn en Hompos
continuos cuantilalivamenie. Para una media discrela significa la suma de un mimere
fintlo de valores del active durante la vida de la opcidn.

La media de una muestra discreta conlleva a un problema con soluciones de similitud
con el pago disercto de dividendos.

Condiciones de Salto

¢ Bl valor actual de una opeidn licne sallos a través de los tiempos muestrales?

La respuesta a esta pregunta como para el caso de pagos con dividendos diserelos, puede
ser si o no, dependiendo de como cs wisto el valor de lo opcidn cn velacién ol camine del
activo subyucente. Clertamente V(5, 1, t) no necesila ser continuo para S e ! fijos yt va-
riable. En este sentido hay un salto en V y la respuesia a la pregunia cs st De cualquier
modo, en el curso de una realizacidn en el precio del active subyacente en donde todos
warian, S, I yt, el precio de la opeion no liene saltos y la respuesta es no. Esta iillima
conclusién cs una conscenencia simple de la auseneia de oportunidad de arbitraje; si el
valor de la opcidn tiene salfos a través de los tiempos muesirales conocidos, se podrian
presentar obvias oportunidades de arbitraje.

Esta aparente contradiccidon, puede ser ecaplicadn después de que se reconoce que a
través de los tiempos muestrales, [a media de una muesira discrele cambia disconlinua-
mente. La media cambia discontinuamente porque I es medida discretamente. La dis-
continvidad de I y la continvidad de V(S(L),1(t),t) para una realizacidn en el camino
aleatorio, fuerza a V(S,1,t) (vista como wna funcién de t con S e | f]os) a cambiar
discontinuamente a frauvés de los Hiempos muestrales.

A conlinvacidn se determinardn las condiciones de sallo para una opeidn asidlica con
media aritmética discreta; esta derivacion es fdcilmente generalizade a una opcidn asidlica
con medias diserelas mds complicadas, por cjemplo medias geométricas diserelas y look-
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backs.

La suma arvitmética corvida de wvna mucstra discreta puede ser definida como

donde t; son los tiempos de la muestra y }(t) es el mayor enlero tal que L;(1) < i. En
términos de Iy §{1), ln media aritmélica de vna muestra discreta es 1J{1).

Se introduce ln notacidn I;, que denota el valor de la suma corride de I para
ti <t < tiy1. Asi I; representa el valor {consiante) de I para el periodo inmediatamente
después de que ln muesira es tomada en {; hasia que la prdrima muesira es fomada en
fiv1- Se puede eseribir

f,' = f.‘_l =+ S(f,'), (410)

y sélo I es actualizado ol tiempa {; para sumarlo al valor de & al mismo tiempo. En-
tonces I; es constante para el periodo i} {fuslo después de que la muesira es lomada) hasta
L.y (tnmediatamente entes de la prozima muestra), csto es efectivamente un pardmetro en
el valor de la opeion durante csie ticmpo, al igual que el preciv de ejercicio es un pardmelro
en el valor de una opcién vainilla. Duranle este periode la iinica variable alealoria que
cambia es S y el precio de la opcion deberia de satisfacer la ecuacion de Black-Scholes.
Para (4.10) es clavo que I es discontinua en {;. Sin embargo, la realizacion en el precio
de la opcion es continuo a fravés de t;. Por lo tanto se tiene

VISU), D7) = V(SUT), L 1), (4.11)

donde S(17) e I;_; son los valores de S5 ¢ [ inmediatamente antes de lo muestra y

S{t}) e I; son los valores inmediatamente después de la muestra. Usando ({.10) esto
puede ser escrilo como

VS, Tty ) = VIS, Ticy + 5, 1), (4.12)

st liwy no cambia de t} | a I se puede dejar fijo i — 1 en (4.12) con no posibilidad de
confusion y con la condicion de sallo
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V(S 1,17) = V(S T+ S.tH). (1.13)

Esta es la condicion de salto para la media arilmética de una una muestra discreta de

una opcion asidlica,

En (4.11) se puede pensar @ S e I siguiendo una realizacidn en el camino aleatorio
{sdlo que ellos varian en ¢l tiempo) y en (4.13) se picnsan a estos como fijos.

Esta derivacian puede ser aplicada a una opcidén que depende de un pardmelro discreto
actualizado. Por ejemplo, si ln opcidn depende de I, determinado por une ecuacidn de la

forma

= w81, L),

(donde las funciones w; son counocidas} la condicidn de sallo es simplemente

VIS, 1,17y = V(S w (5 1), ).
En parlicular, pare la media geométrica de una muestra discreta se tiene:

(¢}
1= logS(ty),
i=!

se define la condicidn de salle

V(8 1,t7) = V(8.1 4 logS, 7).

Se puede ver que la definicion particular de lu media discreta, afecta en detalle lo con-
dicion de salto por medio de los tiempos muestrales, pero esto no afecta los procedimientos
generales para la solucién. Esto es porque las cantidades que siguen un camino depen-
diente de la trayectoria, I, es actualizada discrelamente y es por lo lanlo conslunte enire
los tiempos de la muestra. La cenacidn diferencial parcial parva el valor de la opeidn enfre
los tiempos de la muestra, es justamente la ecuacidn bdsica de Black-Scholes con I tra-
tada come pardmetro. La estrafegia para el valor de alguna opcidn asidtica es la siguienie:
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1) Resolver

AV 1, 0V
gt v =
o7 T30S e TS = DS r)) PV =0,

entre los tiempos de la muestra, wsando el valor de la opeidn immedinfamente anles
de ln prérima fecha de o mucsta como dulo final. Isto da el valor de la opeion
hasta inmediatamenie después de la presente fecha de la muestra.

2) Entonces sc aplican las condiciones de salto apropindas a través de la fecha actual de
la muestra que deduce el valor de la opeidn inmediatamente antes de la presente
fecha de la muestra.

3) Repelir esic proceso las veces nccesarias para llegar al valor actual de la opcidn.

Medias Aritmeticas

La media aritmética discrela es definida como:

la cual puede ser eserita de lu forma

t N

1
TEETR T b St - s

Cuando la medie del precio de una opcidn es sdlo actualizada en tiempos discrelos
debe salisfacer las condiciones de sallo a través de los tiempos de la muestra. Se lienen
que encontrar las condiciones de sallo pera argumentos financierns. La condicidn de sallo
puede ser dertvada por argumenlos puramente malemdficos.

Se define

fkaér-f (r)dr.

Con esta definicidn, el valor de I en i = T es simplemente la suma de los valores de
S de los N tiempos {;. Entonces I csta dada por
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i)
=Y S().

i=1

Esto es, la definicidn de la suma corridn que fue usada anteriormente. El resto del
andlisis es similar al de la discusion anterior de una opcion simple con dividendos discre-

{os,

Comao se vio ln ecuacion ({.8), el valor de la opcidn satisface la ecuacidn

257
()V ()V 1 oV av (1.14)

N
- 2 27 " 0 o
'25 o7+ 5008 ey + (1S = DS ) g — 1V =0,

En ol camino para los tiempos de la muestra, t;, ln ecuacion diferencial de la opcidn
es simplemente la ecuacion de Black-Scholes y silo I es considerada como pardmetro.
Ahora, a través de los iiempos de la muestra {;, ln conacion puede ser aprovitnada por

La caracteristica de csta ecuacion a primer orden estd dada por:

I — St — 1) = constanie.

Esto es equivalente a (§.10): I cs incrementada por 5 al tiempo t;. Enlonces V es
constante a lo largo de eslas caracleristicas. Por lo lanto se tiene como anlfes

V(S 1,47) = V(5,1 + 5,1F),

Medias Geométricas

.
La media geométrica discreta es definida como

ey EQ_M
. HORENA

Se pucde escribir como
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h fo Ty 8(r = t)dr '

Con esta cleccion de la media corride, dsta es sdlo aclualizada en cada t;.

Se comenzard brevemente a demostrar el argumento que induce a ln condicidn de salto
a lravés de los tiempos de la muestra. Se define la variable corrida I por

¢ N

1_] S 8(r — 1:)logS(r)dr.

i=1

A través de los liempos de la muestra, 1;, la ecuacion diferencial parcial para el valor
de la opcion es aproximada por la cevactdn hiperbialica de primer orden

av av
— 4+ 6(f — t;)logS —
o a1
{Un camino para los ticmpos de la muestra es simplemente lo ccvacidn de Black-
Scholes). Usando el mélodo de carecteristicas, la solucion general de esta ccuacion de
primer orden, es fdcil encontrar lo que tmplica la condicidn de salto

V(S,1,67) = VIS, + logS.1F).

Esta es, la misma condicion que se enconlrd con razonamientos financieros.

4.1.4 Soluciones de Similitud de Opciones Asiiticas con Me-
dias Aritméticas

Fil valor de une opcion astdlica depende de tres variables S, 1 y t. Fsio es verdadero
si I es medida aritmética v geoméiricamente, conlinua o discrelamente. Tipicamente el
valor de estas opciones debe ser calculade numéricamente. En casos donde ef problema de
valuar una opcidn sea genuinamenlic en lres dimensioncs, un programa en compuladora
podria ser mucho mids lento que para una opcidn vainille. Sin embargo, algunas opciones
tienen una particulur eslructura matemdtica que permile una reduccidn en la dimension
del probleria vsando una variable de similitud. En el caso de una muestra arilmélica
de une opcidn asidtica, eof problema pucde reducirse de lres @ dos dimensiones con las
siguienies condiciones:
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1) El pago tiene la forma [°F(5/1,t) pare alguna constantc o y alguna funcidn F.

2) E! dividendo ticne la forma D = 87 (%,.’).

Aqui como siempre en ¢l casa de la media aritmélica de opciones asidticas,
t
I= j S(7)dr.
Q)

Para estas dos condiciones sélo se necesita enconlrar lu solucion del problema en dos
dimensiones. En efecto, para medias conlinuas se encuentra que:

V = 1*W(e,!),
donde ¢ = S/I, y

AV _ jadW
= 1"%

ot

S% = el [o1=W(S/1,1) + 10 (58]

a5

8V _ ja-19W
de I1

—~l—

v _ [mzanv
85t — EF

sustiluyendo en (4.8} con f(5,t) = 8, sc liene

g 2
W1 BW

gt 2 Je2

+{(r—=P+a)- (2)88—12/ +rW =0

Para la media discreta V = 1°W (e, 1), donde de nuevo e = S/1, 3

oW 1, ,0W o~ W
—— + —o%¢ — DYye— 4 rW =
3 20 € 907 +(r Je 5 4 rW =0,

con la condicidn de salto

We,t7) = (L+e°W((1 + )7 ¢7).



6 CAPITULO 4. UNA ESTRUCTURA UNIFICADA

Entonecs esle problema sdlo tiene dos dimensiones. En lo prdciica puede coalwarse
rdpidamente como una opcion vainilla.

4.1.5 Opciones con Media en el Precio de Ejercicio para Mues-
tras Continuas

Un principal cjemplo de una opcidn asidlice se cxamina en camino de una opeion con
media en el precie de ejercicio, donde el pago depende de la media aritmélica del precio
del activo. La opcion es nombradne asé porque el pago al expirar pava la version ewropea es ¢l
mismo que para opciones simples, pero con el precio de ejercicio constanle E, reemplazado

vor

Por lo tanto el pago al expirar s

5 1 TQ dr, 0
max b_fj, S(T)dr,0) .,

para un call y
1 4T
maa —‘-/ Si{r)dr — 5,0,
T Jo
para un pul.
Se dardn los detalles sélo para un call.
El valor superficial de la opcidn, depende de lus tres variables S, I y t, donde [ es

I= _/()t S(r)dr.

Como ya se menciond, el valor actual de la opcion sélo depende de dos variables, S}
yt. Esto es porque la media del precio de ¢jercicio de la opcion admite una reduccidn de
stmilitud: si no hay dividendos sc salisface el criterio anterior.
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Para valuar la versidn americana, primero se debe decidir el pago para un cjercicio

temprano, ya que la media no cs conocida anles de expirar. Por lo tanto es nalural que
, q !
para un call sc tenga:

1 rt
, _ - . 415
max (S ; [0 .S'(T)(ir,O) ; (4.15)

lo que representa la media continua pare el intervalo de tiempo de Q0 a t. Fsio sdlo du
el pago correcto al expirar,

Se puede cscribiv el pago para une opcidn call como:

L
S man (l - E/U S(r)dr, 0) .

Con eslo en mente se realiza el cambio de variable siguiente:

1 i
R= E]o S(r)dr, (4.16)

tambicn el pago para un ejercicio temprane y al expivar puede ser escrilo respective-
mente como:

S mazx (l - tE,U) . S -maz (l - ?,0) .

Ahora se encuenira la ecuacidn diferencial estocdstica que R salisface. Como U se
tncrementa, L+ dt, 2 cambia a

Badit= —— [ s(rya
.+( _,5’-|._d$']0 .(T)(T.

Usando (2.2), esto puede ser erpandido a ({dt), y da

dR = —aRAX + (1 + R(o? — )i, (4.17)

Fsto es el camino aleatorio sequido por B y que no depende de S explicitamente. En
vista de la forma de la funcidn de pagos, se induce el postulado que el valor de la opcidn
toma la forma
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VS, R,1) = SH(R, ).

Se puede enconivar la ccuncion diferencial parcial para H(H,t) en une o dos caminos
equivalenies. Una forma es colocur un portafolio con media del precio de ojercicio de
una opcion con un nimero de aclivos y la derivada de o ecuacidn que cumpla con los
principios bisicos. La olra forma es sustituir V. = SH dentro de (£.9) lo que hace lu
dertvada simple. Después tratar de buscar una solucidn de Il que sea independiente de
5. Por medin de lus dos formas se puede encontrar que

aH
/_\—H——Ra—R
Y
a1, .0 o
AL § . L AL SR L .
e +20 il 0R’“’+(1 rl?)al{ <0, (4.18)

considerando que los pagos no tienen dividendos. Si la opeicn es curopeq se liene la
tgualdad extricta en (4.18). Si ésta es americana se puede lener ln desiqualdad en {f.18).
Pero el conlraste

H{R. 1) 2 maz (1 - THU) = A(R,t), (4.19)

debe cumplirse. Ademds si el precio de la opeidn sicimpre liene un page de ejercicio
antes de expirar, ésle debe ser continuo, es decir, la funcidn H(R, ) y la primera devivada
de 1T deben ser continnas siempre,

Condiciones de Frontera para Opciones Europeas

Para la opeion europea, se deben imponer como condiciones iniciales y de frontera
respectivamente £ = 0 y I — oo. La condicidn de frontera cuando & — oo es simple.
S5i S es la frontera para un tiempo finito ¢, la inica manera de que R tiendae « infinito es
que S tienda a cero. En este caso la opcidn no deberia ser ejercidu, y se tiene

H{co,0) = 0.
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Para determinar la condicion de frontere en R = 0, sc¢ necesila  tomar la ecuacidn
(4.18) cuande R — 0. Recaleando la condicion de froniera en S = 0 para la opcidn
vainilla. Siguiendo esto, si 5 es cero enlonces sequird siendo cero para todo fiempo y en
este caso el pago es conocido con certeza. Fsto sin embargo, no es el caso para un camino
aleatorio de K. Sustituyendo B =0 en ({.17) se encuentre que dR = di > 0, fambicn lu
variable R inmediatamente se mueve lejos en B = 0 dentro de R > 0. 5i chora R =10, no
hay razén porque esto deberia seguir siendo cero hasta expirar. Por lo tanto no se conoce
un velor largo de la opeidn con certeza cuando K = 0. Tode lo que se conoee es que el
valor de la opcidn debe ser finito.

Se puede usar la condicion de que ef valor de la opcidn es finilo en R = 0, lo que
deduce una condicion de frontera para la ecuacidn diferencial. Primero, note que para R
pequetia el términe ROH[IR es insignificante comparade con dH[OR, se puede ignorar
este término (de hecho, este es independienie del wvalor que tome H, sin importar que
sea infinita). Por lo tanto solo se ignorara el término R2PHIORE cuando R — 0 por la
siguiente razdn: supdngase que R2GPPH]OI? no liende a cero en el limite cuando 1t — 0
se puede considerar sin pérdida de generalidad que

af
lim R ')1{2 = O(1).
Para R pequeiia se deberia tener
ol 1
aR =0l 2 )

la cual puede ser integrada fdcilmente pare mostrar que H = O{logR) cuando R — 0.
Esto es inconsistente cuando H cs finita. Por lo tanto se concluye que el términe OH /(01

y AH]IR contribuyen cuando R =0.

En otras palabras

aH - Lo a4
Bt " 9R

Esta es la sequnda condicidn de frontera.

=0 cuando R=0.

La ecuacion (4.18), con condicidn final y de frontera R =0 y R = 0o son suficienles
pare determinar el valor de H de una opcidn europea unicamente.

crp TSI BO DEE
sEleu B LA BBLIOTECA
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L5 posible escribiv una expresion andlitica eracla para el problema como una suma
finita de funciones hipergeométricas. No se da este solucidn exacta porque la funcidn hi-
pergeométrica no es muy conocida, porlo lanto la solucidn es representada en férminas de
una swma infinila porque, desde el punlo de wista prdctico, el valor es oblenido rdpidamente
aplicando métodos numdrices a lo ecuacidn difevencial parcial.

Lin el caso de opciones amcericanas, se licne que resolver la desigualdad diferencial par-
cial en (4. 18) swicta a la vestriccion (4.19), la condicién final y la condicién que H = 0
cuando 1 — oo. No se puede hacer analiticamenic por lo cual se debe enconlrar una
solucidn numdrica.

Paridad entre un un Put y un Call para la media del Preciode Ejercicio de
Opciones Europeas

El pago al exrpirar para un portefolio de la media del precio de ejercicio de opeionces
europeas de un call largo y un pul corlo s

S-max(l = R{T,0) = 5 - max(R/T - 1,0).
Por lo tanto IR es mayor o menor que T al cxpirar, cste pago es simplemente

S
5 hS

7

El wvalor de este portafolio cs idéntice al que consiste de un activo y un producte
Jfinanciero cuyo pago cs

RS
T

Para valuar este producto se busca una solucidn de la ecuacidn de la media del precio
de ejercicio de la forma

I = a(t)+ b(H)R, (4.20)

cona(T)=0yb(T)=—1/T; cada soluciin debe de tener el pago requerido de — RS[T.
Sustituyendo ({.20) en (§.18) y cumpliendo las condiciones frontera, sc encuentra que
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(l(f,) =" (l - (3_T(’1‘_()) . b(f) = _:C-T(T—t)‘

Se concluye que

S 1 ¢
C-FP=5- 1— e_r(T")) - —,e_'(T_”[ Sir)dr
= 7 [ Stryr,
donde C' y I son los valoves de la media aritmeética curopen del precio de ejercicio de

Y 2 I 7
uncall y un put. Esto es la paridad enlre un pul-call pava lus opeiones europeas con media

en el precio de cjercicio.

4.1.6 Analisis de la Media del Precio de Ejercicio para Opcio-
nes Americanas

La limitacidn en ¢l caso de la wmedia del precie de ejercicio de opeiones americanas, se
escribe en términos del precio escalado del activo R, como sigue

A{f2, 1) = max (l — ?,0) . (4.21)

Para determinar donde y cuando la funcidn A(R,£) en (4.£1) selisface la desiqualdad
en (4.18), se pueden haccr conclusiones cualitativas acerca de la posicidn de la frontera
libre. Sustituyendo ({.21) cn (4.18), se encucnira que para B < ¢

aA 1, 3% an R 1 rR
N L @A O R R
of Tat g t U —riilgp =g -7+ = FlLY)

En la siguiente figura se muestran las regiones en ([, 1) espacio donde F{R,i) es
positiva y negativa.
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F>0

F<0

Enlonces en la version de opciones americanas se satisface {4.18) con la desigualdad,
la frontera libre B = R(t) debe estar contenida enferamnente dentro de la regidn donde
F(R,t) £ 0. Fu comparacion eon el andlisis de opciones americanas vaintlle se mosird
que , en particular, la frontera libre proviene del punto R=T/(1 +rT) al tiempo t =T,
entonces ' =0y By (T) = T/(1 ++T). Sec anticipa que cf problema para (R, 1) es como
se muestre sistemdlicamente en la siguiente figura.

al
dominio de solucion
R>R (1)
’ frontera
libre
R=R ,(t)
0 t
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Andlisis Local de la Frontera Libre préxima a expirar

Se desea deterininar el comportamicnlo de la frontera libre ul cierre del tiempo al expirar,
es decir, cuando este pravimo t =T y B = Ry (T).

Es conveniente cambiar a nuevas variables dependientes

g=H*1+TR,

Para (T—t)/T << 1 yIR-T{{(1+rT)| << 1, la conacidn ({.18) es vdlida por encima
de la frontera libre como se mucstra en la figura anterior, puede ser aprozimada por

O N S
57 (T oy + = (R = Ry(T))g—

Prizima a expirar, los otros 1érminos en [ 18) son mds pequenios gue estos relenidos.

Este problema local es idéntico al modelo para opciones americanas vainilla. El com-
portamiento de la frontera libre cerrada al expirar, es determinade por la solucidn de la
ecuacion de difusion con {érminos originales. Para el andlisis se ve que la frontera libre
prozima o expirar cstd dada por

Rf(f) =

: ]

ke .
I+ rd 0\/5( +r)

donde ep = 0.9034. Fn la figura se muesira la funcion H conta R.

4.1.7 Opciones con Media en el Precio de Ejercicio con Inter-
. cambio Extranjero

Come un sequndo cjemplo se consideran opeiones con media en el precio de gjercicio con
inlercambio cxlranjero, pare europeds y americanas. Lo opeion especifice a considerar es
aquelle que do of derecho « comprar una unided dc corrienle extranjera para la media del
precio domestico sobre alqin periodo de tiempo. En este conterto S denola la lasa de
cambio y el pago es
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-
max (i — 517 | S(r)dr, U) , (4.22)

medido en la corriente exlranjera.

Este problema, puede ser escrito en términos de dos variables R y t donde

l L
R= E(T)]u S(r)dr.

El pago al expirar puede ser escrily como

maz(l — R/T,0)
y tomuandoe el pago con ejercicio tempranoe se licne

max(l— 12/t,0),

Come antes, se puede ver que para el valor de la opcidn V (R, 1), S no ocurre explicitamente.
Considerando esta forma para la solucion y sustituyendo dentro de ({.9) se encuentra que

V1, LRV oV, av
R A —r 4 Re- <0, 4.2
i +20 Rn BH?+0R "V +{o 7-}-:!]]?0]2_(]1 (4.23)

con igualdad estricta para opciones curopeas. La A estd dada por

iy
SoRr’

Se tiene que considerar que la corriente extranjera recibe un interds continuo y la tasa
ry constante, es deeir, se tiene que lomar D{S, 1,1} = r;.

Ahora, se deben determinar las condiciones correclas de fronlera y final. La condicidn
final cs la que se encuentra mds fdcilmenie

V(R 1) = maz (1 - %,0) ,
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la cual es la funcién de pago. La primera condicion de frontera es obvia; cuando
It — oo la opcicn no deberia ser ejercida y

V(R.1) =0  cuondo i1 — oo,

El comportamiento local del precio de la opeion cuando I8 = (), delermina la corvecla
condicion de frontera. Para el precio finito de la opeion, se necesita

/=
o TRV =0

en [t =10.

51 la opcidn es americana enfonces no se requiere la igualdad erirvicta en ({.23), pero
se requiere de la resiriccidn

R
V(R, 1) > maz (l - TO) .

La opeidn-FX americana con media en el precio de ejercicio induce al problema de la
frontera Libre 2 = Fy(t) en lo cual V oy OV/IA deben ser conlinuas,

4.1.8 Opciones con Tasa Media

La tipica opcion de fasa media es muy similer a las opciones con media en el precio de
gjercicio en el que ¢ pago depende de la media del precio del active definida conveniente-
mente. La diferencia es en la forma estructural del pago. La media del precio de ejercicio
es la misma que una opeidn vainilla, exepio que el precio de efercicio es reemplazado por
la media, la tasa media tiene el mismo pago como la vainilla pero con el precio del activo
reemplazado por la media. Eslo es, la tasa media aritmética de una opcion call liene pago

i
. o 1.'3.0) s
max (T 07,

al expirar. Opciones semejantes son usualmenie mds complicadas de veluar que las
opciones con media en el precio de ejercicio, porquce en generval, ellas no admiten reduccion
de similitudes: lipicamente, no es postble reducir el niimero de variables independientes
de tres a dos. Fsto es cicrto cuando la media es medida aritmélicamente. De cualquier

node cuando la media cs medida geomélricamente, es posible reducir ¢l problema a dos
g
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variables y se puede encontrar la férmula explicita.

Medias Geométricas y Muestras Discretas

Fs conocido que existen soluciones explicilas pare el valor de tnsas medias de opciones
cuando la medin es medida geoméiricamente [14]. Esto es porque ¢l logarifmo del precio
del aclivo subyacenle sigue un camino aleatorio con varianza independicnie del precio del
active subyacente. ISzisie una fntima relacién entre la suma de los logaritmos y la media
geométrica.

La férmula ezplicita sdlo existe para opciones europeas. Si se considera une opcidn
curopea con tase media con pago ol expivar dado por

VIS, 1,T) = A(T).

Obsérvese que el pago sdlo esta en funcion de 1 y no de §; esto hace posible una so-
lucion explicita.

La ccuacion es

X av 1 v av
Zé t)og(S)— o7 T 5025‘2 ot 7'5% -V =0, (4.24)

esto es, la ccuacion {4.8) con

N
= Zé(f — t)log(5).

=1
Es usual, que ; denola el tiempo al cual ln muestras discrelas son lomadas para la

media y N denola el mimere total de muestras tomadas,
Y

Se busca una solucidn de ({.24) de la forma

V(Sr ]a f) = F(yu f}'
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donde

L H(D)log(5)
= !\, :

donde I(t) puede ser deierminado. Con y y i como varinbles independicntes, se puede
caertbir ({.24) como

OF  difdi log(S)OF 1 ar
— £ - 4 — f — §; Sy— .25
ar T N Dy TN 25(3 fited(5) dy (4.28)
) FPF () 1, aF
+ SN gyt W(? =357 )"(5;,7 —rf =0

Se elije

(1) = fllllz_a(r — 1)dr,

eliminando log(S) para la ecuacidn. Enlonces los tiempos 1; son conocidos, por lo
tanto la funcion es conocida. Eslo es un puso de lo funcion lo coual incrementa su valor
por uno en cada tiempo de la muestra. Ll imile superior en lo integral ha sido fomado
como T, al expirarl =0 yy =1, ¢l pago es una funcidn de y solamente.

Cuando los términos del logaritmo han sido eliminados, lo que sigue s modificar In
ccuacion de difusion con cogficienles gue son independicnies de la variable y. Fstos coefl-
cientes son, de cualquier modo, funciones del tiempo,i. Por lo tanto, después de eliminar
los términos del logarvitmo en (4.26) lo que queda es simplemente la ccuacion de Black-
Scholes, sobre una {ransformacidn logaritmica con tiempo dependiente de la volatilidad,
con tasa de inlerés distintas de cero y tiempo dependiente de los dividendos dados. En
perticular, la volatilidad ¢fectiva estd dada por

al(l)

N

Las sigutenies reglas muesiran eractamenie como se modifica la férmula de Dlack-
Scholes para valuar opeiones similares con fasa media geomdctvica:
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1) Tomar la formula de Black-Scholes para una opeidn wvainilla, teniendo los mismos
; pe :
pagos que wna asidlica, pero ca (érminos de e en lugar de S; por ejemplo

ma:t:(c”‘,\rr - £,0) enlugarde rmax(S— E,0).
El call de esta farmaula se describe como Vgg(5,1, ).

2) Dondequiera que ¢ aparvezca en la formuln de Vys, es recmplazada por

1 r
m _[ 02[2(1')(11'.

3) Dondequicra que v aparezea en lo formula, es remplzada por

_1__ !T(,.flg'-’-)@_}__”_[l{ )dr.

Tt 2 N 2N2

4) Multiplicar el resullado de la férmuln por

T I(r 1
exp (A [z r— %(r - 502) ~3 \rz !Z(T)(!T )

5} Reemplazar a § por el IN QN

Medias Geométricas y Muestras Continuas

Cuando la media geoméirica es oblenida de wna mucstra conlinua, I cstd dada por

[—/ log(S{r))dr

¥ pare una opcidn europea se debe resolver

v OV 1 a0V OV
o Hlog(S) 51 + 50°S 5 4 rSae =V =0,

De nuevo, st el pago es wna funcién de | solamente, se puede buscar una solucién de
la forma F{y,1), donde

I +(T = t)log(S)
b= - 7
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Con csta variable independiente ln ccuacién diferencial regresa una ecuacidn diferen-
ctal parcial de lipo parabilico, con coeficienivs que son independicntes de y.

De igual manera, la férmula explicite puede ser eneontrada y se puede ver gue csta
para una opcidn vainila, se transforma deafro de la formule explicita pare una opcion

con tasa media geomdlrica:

1) Tomar la ccuacidon de Black-Scholes pare una opefdn vainilla, teniendo el mismo pago
que una asidtica, pero en términos de "7 en Iugar de S por ejemplo

maz(eT = £,0)  enlngar de  max(S — E,0).

L1 call de esta formula es de la forma Vgs(S, 1,7, o).

2) Dondequicra que o° aparezea en la formula para Vg, es reemplazada por

LT —
T L/ 1—n’r.

Cuando a es contanle, la volatilidad efectiva es por lo tanto o¥(T — )2 [3T2,

3} Dondequiera que v aparezea en la farmula, cs reemplazada por

) (-3) ()

1 . N PPy 11 d e 152 _ p g 27
Cuando r y o son constantes, la lasa cfectiva de interds es (30° —») (T —1)/2T.

4) Multiplicar el resultado de la fdrmula por

T T-—7
exp (—’I_l_t ‘ (r - (—T——l(? — %cr?)) (!T) .

Cuendo v y o son constanies, esle factor es

exp (—r - (r- lcr W - t)/2 T) .

8} Reemplazar § por e'/TST-NT,
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Medias Aritiéticas

La media aritmélica de una opcidn con tasa media, es dificil de cvaluar ya que es equi-
valente a lu media geoméirica. Generalmente, no es posible climinar una de las varibles
independienies y el problema debe resolverse en tres dimensiones. Sin embargo, el pro-

blema de la tasa media aritmélica es ficil de resolver nundricamente, ya que cs posible
encontrar una ccuacion diferencial parcial,

Cada opcidn tiene pages de ln forma

V(S,1,T) = max{ls — 1/N,0),
donde, cn este ejemplo,

N
1= Y801

i=1

Este valor de la opcidn, genuinamente depende de los tres valores independientes S, 1
yt. En esle cjemplo no se consideran dividendos. Se debe resolver la ecuacion bisica de
Black-Scholes con | como un pardmetro, sicmpre eon las condiciones de fronlera

V(0,1,t}= e_'(T")nm:r:(E - I/N.0),

V(S 1,t)—10 cuando 5 — co.

Las condiciones de sallo aplicadas a través de los tiempos de la muestra son de la
sigutenie mancra

V(S 1,t7) = V(5,1 + 5,1,

4.2 Conclusiones Generales

En conclusiin se puede deciv que ef tipo de opciones exdlicas, en particular las asidticas,
que se describen en =sfa Lesis puede tener diversas aplicaciones en el dmbilo ccondmico y
politico del pais.
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Las opctones fueron creadas para cubrir ricsgos muy f:spcc:jff(:osJ asi como para dismi-
nuir incerlidumbre en los méreados. Un cjemplo muy claro y veal se tiene en el pais con
el manejo del petroleo, en donde el uso de opeiones y principalmente asidlicas pueden ser
de gran ultilidad parva disminuir la volatilidud del mismo.

Asi como la incertidumbre jucgu un papel muy imporlante en la conduccion politica en
el pais, también las opciones deberian de ser ol instrumento fundamental de inversicn del
mismo. Ya que garantiza la coberiuva y profeecion de dicha incertidumbre.

fon conclusion se puede afirmar que el enfoque actuarial para encontrar el precio de
una opcion, es razonable, pero mds optimo resulla ser la aplicacion de Black-Scholes paru
encontrar el precio de una opeién.  Ya que por e método acluarial se pueden nvecesi-
tar desde 100 hasta miles de Irayectorias aleatorias para poder aproximar ¢l precio de la
opeisn (Ver apéndice I1). Cabe mencionar que ahora yu exislen paguefes especializados y
eficienies que calculan el precio de vna opeidn medianic alqgunos datos cspecificos.

También el enfoque acluarial, prede ser aplicado para opciones exdlicas de Hpo nsidtico,
con la inica diferencia de que en lugar de tener el precio de gjercicio I2, se cambia por el
promedio del activo subyacenfe para cada irayecloria generada.

Bl que un individuo no adquiera un seguro para proleger ol valor de su propicdad no
es crilicable porque el rveslo de la sociedad no se ve afeclada si algo sale mal. Pero esto
no se aplica a nivel macroeconomico porque una mala decision afecta a lodo el pais. Por
tal motivo suena razonable el promover la aplicacidn de insirumenios de inversidon como
las opeidnes exdlicas.

La venlajn de estas opciones cs que ya han sido aplicadas en diversos paises, en los
evales les ha dado resullado para cubrir un sin fin de viesgos. Hay que desaparecer el
tabi de que por ser un pais de lercer mundo, no se deben o pueden aplicar instrumen-
tos mds sofisticados como lo son las opciones exdlicas. 51 esta garantizado que este tipo
de inlrumentos nos va a cubrir de los riesgos, lo cual disminuiria considevallemente la
incertidumbre {en el caso de la incertidumbre en el precio del petrolen) al igual gue la
volatilidad, bien vale la pena arriesgarse a utilizar este tipo de opeiones y asi llegar a ser
un pais muchisimo mds compelitivo.

Hay que aprovechar el heeho, de que este tpo de tnstrumenlos de eoberfura pava vedu-
cir la wolalilidad de los ingresos fiscales, wo cs desconocida cn Alérico. Fsta expericncia
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previa puede resullar muy valiosa.



Capitulo 5

APENDICE 1

5.1 Ecuacion de Difusiéon o de Calor

Problema lineal de la propagacién del calor. Tdmese una barra homoginea de
longilud 1, térmicamente aislada por los ludos y lo suficicniemente fina como para que
en cualguicr momenlo del tiempo se pueda considerara lo lemperatuwra igual en lodos los
puntos de un corle transversal. Si s¢ mantienen los extremos de la barra a temperaturas
constantes u; y u, enfonces, a lo largo de la barra se establece la distribucion Iineal de

temperatura, dada de la siguiente manera:

Uy — 1ty

{

u(z) = u; +

En este caso, pusard el calor del extremo mds caliente ol inds frio. La canfided de
calor que pasa por una seccién de lo barra de superficic S por la unidad de tiempo, se
expresa por la formula

Uy — Ug du
= —fh—_— = —k— 5'1
@ b ) B dr B, (5.1)

donde k es ol cocficiente de conductinidad 1érmica, que depende del material de la barra.

La magnitud del flujo calorifico se considera positiva, si el calor pasa en direecion del

crecimienlo de .

93
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Analizando el proceso de distribucion de la lemperatura en la barra, se tiene que este
proceso puede ser descrilo mediante la funcidn u(z, 1), que representa la temperatura en el
corle z al tiempo t. Para enconlrar la ecuacion que debe satisfacer la funcidn u(z, ), se
formulardn las leyes fisicas que determinan los procesos relacionados con la propegacidn
del calor.

1) Ley de Fourier. Sila temperatura del cuerpo no es homogénea, en éste aparecen flujos
calorificos, dirvigidos desde los lugares de mayor lemperatura hasta los lugares de
menor temperatura. ’

La cantidad de calor que pase por la seccidn z durante el intervalo de tiempo (1,14
dt), es igual a

dQ = qBdl, (52)
donde
e .
g = —k(zx P (5.9

es la densided del flujo calorifico, igual a la cantidad de calor que pasa en la unidad
de tiempo por una superficie de lem?. Esla ley es la generalizacidn de la férmule
(5.1). Se le puede dar la forma integral como

ta Ju
Q=-5 A k%(:lt,t)di, (5.~’1)

donde Q es la cantidad de calor que pasa durante el intervalo de tiempo (1), 12) por
la seccion z. Sila barra no es homogénea, k es una funcidn de x.

2) La cantidad de calor que es necrsario dar « un cuerpo homogéneo para elevar su

temperatura en An, es iqual a

Q = emdu=cpV Au, {5.5)

donde ¢ en el calor especifico, m la masa del cuerpo, p su densidad y V' el volumen,
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St la variacidn de temperalura tiene une magnitud diferenle en distinlas partes de
la barra, o st dsia no es homogenea, enfonces

Q= /:2 epBAu(x)dr. (5.6)

3) Dentro de le barre puede surgir o absorlerse calor. La emisidn de calor se puede
caracterizar por la densidad de las fuenies térmicas F{u,t) en el punio 2 en el
meomento {. Comoe resullado de la accidn de eslas fuenles en el intervalo de ln barra
{z,2 + dz) durante un intervalo de tiempo (4,4 + dt) se emitird una cantided de
calor.

dQ = BF(z, t)dzdt, (5.7)

o en forma inlegral,

Q= 8[2 ]:2 Fa, )dzdl, (5.8)

donde @ es la cantidad de calor que se emife en el inlervalo de la barra (), z4)
durante of tiempo (1,12}

La ecuacion dec conduccion de calor sc oblicne al celevlar el balance de calor en
cierlo segmento (r1,1,) durante cierfo infervalo de tiempo (Ly,t2). Aplicando la ley
de conservacion de la energia y las formulas (5.4), (5.6) y {5.8), se puede escribir
la igualdad

- k%(:n,rl
T

z=1, 7k

_ ] dT + /ri ./ltz F(rf, T)([fd-r
- fr eplu(€, 12) — u(é, ty)]dE. (5.9)

que es precisamente la ccnacion de la conduccidn del calor en forma integral.

Para poner la ccuncidn de la conduccion del calor en forma diferencial, supingase
que la funcion u(x,t) posee las derivades continuas uzr y u,.
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Aplicando el lcorema del valor medio, sc obticne ln igualdad

Ju

} At + P(xq, L) Az AL
=21l v = [}
= cplul€, ta) —ul€, )], Az, {5.10)

la cudld, en virtud del teorema del valor medio, se puede fransformar como sigue:

a au( 1) AtAT + Flay, t)AzAl
8.1’ r=rs5.i=t3
[c Ou, t)] AzAt (5.11)
= lep(x, xt, 5.
()t r=xa,ti=ly

donde i3, 1y, ls y 13, 24, 25 son puntos intermedios de los infervalos (11, £2) y (@2}

De aqui después de simplificar entre el producte AzAl, se encuentra

a Ju u
— el =c R 5.12
dx ( e ) r=ry,i=ly * ( " ) r=ra t=ty i t=ty o=y () )

Todos estos razonamientos son aplicables a intervalos cualesquiera (7, :rg) y (41, 12).
Pasando al limile cuando ®y. z; — 2 y i, 1z = t, se obtiene la ecuacidn

d [ du du
o (]\ ()73) + Flz,t) = cp— R (5.13)

que se llamna ecuacion de la conduceidn del calor.

Parq el caso en que no existan fuenfes térmicas yep =1 y k = 1, se tiene

du  F*u . B
m‘ = ;)—,i, (-’1.14)

de aqui en adelante, serd la definicion que se mancjard para la ccuacion de calor o

difusidn.
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5.1.1 Valor del Problema Inicial en un Intervalo Finito
Supongase que se desea resolver %‘f = g—l‘f, en un intervalo finito —L <z < L y1 >0 con
una longitud finita de 21, '

Si se constdera una lemperatura inicial de w(xr,0) = up(z) para —L < z < L entonces
s¢ oblienen los siguienles casos:

Ju O

a)—a—{ =g bara - L<x<lL,
€I

con w(w,0) =wefz), ul(-L.)=gt) y u{l,t)=gult).

: 2
b}%—:ﬁ = gT—E para ~—~L<ax<l/,
Ju du

(L’.f.) = II(+)U)

can  ulx,0) = ue(w), ——(-Lt)=hy(z) ¥

dz

dz

El primer case corresponde a determinar la temperalura en los criremos de la barra,
lo que se reduce a resolver un problema de Dirichlet y el segundo corresponde a especificar
el flujo de calor a través de lps extremos, que se convierle en un problema de Neumann.

5.1.2  Valor del Problema Inicial en un Intervalo Infinito

Se considera ¢l problema de una barra cuando L — oo, s decir:
.

Ju  Pu

T; = Fpr bara — oo <r<oo,l>0 ' (5.19)
x

w(x,0) = up(x) para —oco<a < o0 (.16}
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donde:

i) u(z,0), es suficientemente bien comporiadaf128],

e . 2
i) Hiypjmeo 42, 0)e™ = 0 para alguna a > 0, y finalmente

limyp|—oo (i, if)e_”2 =0, para algura a >0 yt > 0.

Se toma la solucidn del problema definide en un intervalo seminfinito,

du  Ju
o0 = g bara D<ar<oo vy 120,
i

con wug{z) para 0 <z < o0,
y limites condinuos con valores @ =0y u(0, 1) = g,(1).

La solucidn fundamentalf12] de la ecuncidn de difusidn es al tiempe T:

la cual es diferenciable y bien comportada.

Si se utiliza la funcidn anterior como dalo inicial de la ecuacidn de difusidn, la solucidn
es:

] 22
u(r,l) = —m————e 1,
2ym{(T =0

que tiene una singularidad en 1’ =, corvespondiente @ una funcidn delta, §(r}.
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5.2 Soluciones Explicitas de la Ecuacién de Di-
fusion en Dominios Fijos

5.2.1 Soluciones Autosimilares

Lo que se quicre cs oblencr soluciones a la bevacian Diferencial Paveial (I2DP) que de-
pendan de z y L de una mancra particular. Esto permite reducir la EDP a una ecuacidn
diferencial ardinaria (EDO). Para ello se puede pensar que la solucidn u{x,t) de una
EDP, solo depende de una combinacidn especial de © y t. La solucidn de la EDO es
Hamada una selucion de similitud de la EDP original.

Ejemplo 10 Supdngase que u(a,t) saiisface el siguiente problema en un intervalo semin-
Jinilo paraz >0 y

du  J*u
—=—,xi>0 5.17
gt P’ bz ( )
con condicion incial
u(x,0) =0, (5.18)
¥ condicién de frontera x = 0,
w(0,0) =1, (5.19)
para lo cual sélo se requiere
uw—0 cuando z — oo, ' (5.20)

Supéngase que se modela la evolucidn de la temperatura a lo largo de una barra con
temperatura inicial cere y que en el transeurso del tiempo asciende hasta 1.
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Como u(z,t) sélo depende de x y de t, dadas las propiedades de reescalamiento de la
ec.(3.17)f12], se toma ln combinaciin:

con ulw, 1) = 1(e).

_ T
= \/E’

Al derivar usando lu regla de la cadena se tene que:

e 1

— = =
ot TRACS
3 1, .

Sustituyendo en la ecnacidn de difusion {5.14), se muestra que lodos los términos que
involucran a t se cancelan, y U(e) satisface la ecuacidn diferencial ordinaria de 24 orden.

Lo, ] ' _
?U {c)+ E(U () =0.

Par lo tanto se coneluye que:

U"(€) + é(;U'(E) =1, (5.21)

con condiciones iniciales y de frontera U{0) =1 y U(eo) = 0. 5t se multiplican ambos
lados de la ecuacidn (5.21) por el faclor inlegrante €11, s¢ obtiene la derivada exacla

!_'2

U'(e) = Ce¥, (5.22)

para alguna constante C. Si se integran ambos lados de le encuacidn (5.282) se tiene
que: :

mq:cfa¥@+a
0

con D olra constante de infegracidn.
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Ahora si se aplican lus condiciones de frontera, la propiedad [ = [£°— [ y el resul-
2 . ;
tado f§° e~ % ds = /7, finahnente se oblicne:

U(e) = %j{mc'#da

Regresando a las variables originales se concluye que:

5.2.2 Solucion del Problema con Valores Iniciales

La solucidn fundamenlal del problema con valmves iniciales, puede ser usada para obtencr
ln solucicn explicita de

du u
Wzaﬂ; con —o<a<ea, >0,

en el cual se liene que resoluer la ecuacion de difusion con dalo inicial

w(z, 0} = we(x) ¥ condiciones 2 =40 y +>0.

La clave es tratar de eseribir a la solucidn como una superposicién de soluciones
fundamentales {18} que puede escribirse como.

ugle) = [ up(e)é(c — a)be,
—co
donde 8(-) es una funcidn delta de Dirac,

Se denola ln solucion fundamental de ln cevacion de difusion de la siguicnle mancra:

]

1
ug(e t) = - e” s, (5.24)

o
ﬁ
o~
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eon valor inicial ug(e, 0) = &(¢).
Si se considera la propiedad

ug(e - 2,1) = ug(z — €, 1),
y se suslituye en (5.24) se obliene la ecuacion

1 (e—x)?

e
2/t

la cual es una solucion de la ecuacidn de difusion usando a € como variable indepen-
diente, a x como pardmetro y con valor inicial

usle —z,1) =

(ug(€) = z,0) = 8(e — ).

Asi para cada € la funcion uo(€)us(e — x,1), es vista como una funcidn de z yt con €
el calor puntual, que satisface la ecuacidn de difusion dufOt = §u/dx? con dato inicial
up(€)é(e — z). Las soluciones se pueden suponer de esta forma, dado que la ecuacidn de
calor es lineal.

Huaciendo el mismo andlisis para toda €, e integrando para e = —oo y ¢ =0, se obliene
la solucién a la ecuacidn de calor

l oo
u(x,t) = ] wp(€)e™tE Mg (5.25)
con dato inicial

ulz,0) = /°° wo()8(c — 2)de = u(w).

¢ -

La ecuacién (5.25), representa la solucidn explicita del problema con valor inicial. Fsta
misma ecuacion puede ser interprefada fisicamente como sigue, la solucion fundamental
de la ecuacion de calor describe el espaciamiento de las unidades o paguetitos en t = (),
es decir, dichos paquetitos estin concentrados en el origen.
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Matemdticamente, estos paquetitos son representados por la funcidn delta.  Ahora
imaginense la distribucidn de In temperatura inicial ug(z) como la construccién de pe-
querios paguetes, en donde el paquefe en x = € tiene magnitud up(r). Cada uno de estos
paquetes involucrados da une distribucion igual a la solucidn fundamental, multiplicada
por up(€) y con x reemplazada por © — ¢. Dado que In ecuacidn de calor es lineal, se ob-
tiene toda la distribucidn de la temperature por superposicidn de las evoluciones de dichos
paquetitos, que en el limite lo suma es reemplazada por la integral.

5.2.3 La Funcién Delta y la Funcién Heaviside

La funcion della de Dirac, es una funcidn generalizadafi].

Supdngase por ejemplo, que se recibe dinero y que la lasa de inferds al tiempo ¢ es
f(t). Porlo tanto cl incremento en el intervalo ¢ yt + dt es f(t)dt, donde [ es definida
como sigue:

L o5, —e<i<eg

i) = {6{ E A [

Es claro que el pago estd dado por f72, f(1)dt y es igual @ 1 independientemente de ¢,
para toda £ #£ 0,

De acuerdo a la definicidn anterior de f(1), se generan las siguientes propicdades:

1) Para cada €, §,(t) es continue,
2y %2, 6. (1)dE =1,
3) Para cadat # 0, limeo 6, (f) = 0.

Las sucesidn de funciones cuando € — 0 es Hamada une sucesidn della.

Ahora, si se tienc una funcidn continue ¢(z) y una sucesidn delta, se oblicne la si-
guiente expresion:

f” (x)$(z)dr = lim [:, 5.(x)é(z)dz = $(0).

—o =
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Este facior define a la funcidn delta, como el mapeo confinuo para funciones con-
tinues #(x) de nimeros reales, que tienen el valor $(0). Usualmente se eseribe como

< 6,6 >= (D).

Si se considera la expresion anterior para algunas a,b > 0, se obliene:

[ #@)é(a)dz = 4(0)

Andlogamente para zq:

f §(z — o)dlz)dr = (o).
—co
Si se integra a §(x — xg) entre —oo y x, se tiene:

H(z) = ] " 8(c)de,

—oc

donde H{z) es la funcidn Heaviside definida por:

0 si,z<0,
H(l)_{l si, 3> 0.

Este par de relaciones muestran, que una funcidn delta puede interpretarse con saltos.




Capitulo 6

APENDICE II

Se hard una comparacion entre la férmula de Black-Scholes y el método actuarial, tanto
para opciones call europeas.

Suponga que se quierc asegurar el precio de maleria prima dentro de 10 ailos a un
costo de $45.00, dado que en este momento su valor es de $50.00, con una tasa de interds
libre de riesgo del 5%. El inversionista desea saber cual serd su ganancia st adquiere un
call y put, si se sabe que la volatilided esta aprorimademente al 1%.

Datos:

Se = 80
E =45
r=5%
a=1%

T =10 anos
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6.1 Meétodo de black-Scholes con calculos a mano

La formula de Black-Scholes para un eall es:

C{I2,T) = SN(dy) — Ee™"TN(dy).

Haciendo los cdlculos respectivos tenemos

(8] E) + (+ + 0.5¢%)T)/ (e VT)

[In(50/45) + (0.05 + (0.5)(0.01)2)(10)]/(0.01+/10)
(0.1053605 + 0.5005)/(0.0316227)

19.159038

di

I

I

dy = dy—oVT
19.159038 — (0.01)V/10
19.127415

De aqui se deferminaran @ N(dy) y N(dy) por medio de tablas de normales.

N(dy) = N(19.159038) = 1
N(dy) = N(19.127415) = 1

Sustiluyendo en C{E,T) se obtiene:

50(1) — 45(1)e0 0200}
= 50-27.29
22.71

C(E.T)
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Para un pul lencimos
Fn este caso se esperaria que P(S,T) =0, dado que 5 > E.
N{—=d))=0 gy N(—di} =0

Por consiguiente su pago estd dado por :

P(S,TY = Ee™'N{—dy) ~ SN(—d)
45e~003000(0.0) — 50(0.0)
0.0

En este caso resulld que solo obtiene una ganancia de §22.7 si adquiere un call.

6.2 Comprobacion con el paquete DERIVA-GEM
En este caso se introducron los mismos dalos y la selida dol paquete fue la siguicente.
call put

Precio 22706 0.000

Delta  1.000  0.000

Gamma  0.000 0.000

Thetw  -0.004 0.000

Vega 0.000  0.000

fthe 2729  0.000
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A continuncion se explicard que significan los (érminos anleriorves:

Delta.- Se define como la tasa de cambio del precio de wna opcién con respecto al
precio de la opcidn. Generalmenie se le dan fres inlerprelaciones:

1) Fs la sensibilidad de la prima a las varieciones del precio del subyacenie,
2) os el equivalenic en ol subyacente de la opcidn, y
3) es la probabilidad de que ln opeion sea ejercida o acabe dentro del dinero.

En términos malemdlicos, la delia ¢s le vazén de cambio del precio de una opeidn entre
¢l cambio en el precio de la accidn, es decir,

AC ,
e N N{d),
AP
b= B8 =) = v 1.

donde &, es la della para un eall 4 8, es lo delta pera un pul respectivamente.

En el egemplo como la A =1 implica que la opcidncambia 100

Gamma.- Se define como la della de la della, es decir, es la sensibilidad de la della
a los cambios de los precios del activo subyacente. En términos algebraicos es la razin de
los cambio entre la delta y el precio del activo subyacente.

Y
b

Para un call y un put se tiene respectivamente

e 22p

T = 75T T Par

La gama indica lo que awmenta o disminuye la della de la opcion st el precio del subya-
cente cambia. Sila v es pequena, entonces la della cambia muy poco. En el caso contramo
en el gue la ¥ sea muy alta, enfonces la delta es muy sensible al precio del active porlo que
es muy riesgoso dejar un poriafolio sin cambios o rebalanceos por un periodo de ticmpo
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largo.

En estc caso como la gamina = 0, implica que el precio del subyacente no sufre cam-
bios, y es Iogico ya que S es considerada constante.

Teta.- Mide la sensibilidad del precio de la opcidn al paso del tiempo hasta que la
opcion expire. Fsto es:

AC
0s = <
AP
Op = o
PTAT

Donde 0 es un mimero negative. Esle signo obedece ol hecho de que el valor en ol
tiempo de la opciin decrece al paso del tiempo. Entre mayor sea el valor absolulo de lela,
mayor serd la perdida por dia del valor de la opeidn proventenle de mantener una opcidn
debido al decaimiento del tiempo de la oprion.

En el ejemplo como le 8 = — B0, indica que la opeidn decrece muy poco con el paso
del tiewpe, por lo cuval la pérdida en el valor de la opcion es despreciable.

Vega.- Mide el cambio en el precio de la opeidn ante un cambio en lo volatilidad de
la opcicn:

_AC
VC - Ao_’

AP
.Vp = E

.

St la volatilidad aumenia y el activo se encuentra eraciamente en el dinero (5 = E),
entonces las posibilidades de que qcabe dentro del dinero son mds altas ya que of precio del
active es muy variable. Por esto si el precia del activo liene que subir, la vega disminuye
cuando se aleja del dinero o se adentra mucho en el dinero. De esta manera, opciones muy
dento del dinero o muy fuera del dinero tienen menos sensthilided ol cambio de volatilidad.
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Compra de opciones genera vegas y gamas positivas, mientras que la venta de las mis-

mas genera vegas y gamas negalivas.

En esle caso como v = 0, quiere decir que no hay cambio de la opcidn debido a la
volalilidad, esto también es I6gico dado que la volalilidad cs constante.

Rho.- Mide el cambio del precio de la opcidn ante un cambio en la tasa libre de riesgo.

AC
ro = ——

Ar’

Iin general, esla sensibilidad no ha caplado mayor alencidn enire los inversionislas
debido a que la historia ha mostrado que estos cambios son generalmente muy pequeios.

6.3 Calculos con el Enfoque Actuarial

La prima justa y por lo lanto el precio de lu opeidn call curopea C{E,T'), con tiempo final
T y precio de gjercicio | esti dada por:

CE,T)=E((e"'Sp — e T EYV (e TS > e TE)). (6.1)

con

Si se desea aplicar esta formuln, como Sp es un proceso cstocdslico, es necesario
generar m caminales o frayeclorias aleatorias. Para cllo ln mejor opcidn fue utilizar Ma-

temdtica con of programa “diffuse”.

Fl programa wtilizado en matemidtica fue el siguiente:

1) diffuse (esta insiruceidn abre el programa dentro de matemdtica).,
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2} Clear{fW], Clear[5] (limpia las variables a ulilizar).
3) WeinerProcessMake[W] (genera un proceso de Weinner o movimienio browniano).

4) DiffusionMake[S, W, 1 5,.01 8,50] (genera las difusiones conp =1, 0 = .01 3 59 = 50),

por lo tanto la difusién es de la forma:

dS = 5dt + 0.015dX; con Sy =50

5) Dofdfi] = (simS = DiffusionSimulate[S, n, .2)){[njlf{2]], i, m] (genera las m simulo-

ciones que uno desce).

En la variable d[i] se guardard el tiltimo valor de la i-ésima simulacidn que corres-
ponde a St = Sso. La n represenia el nimero del activo subyacente que se estd
eonsiderando S; y el di = 0.2 representa el tamario en cada pase del tiempo.

8) Sumld[i]/m,7,1,m] (proporciona ol promedio de las St,).

Con esta relacion se oblienco IE{S7).

7) Posteriormente se calcula

. ESy
uT _
1 = _5‘0 '

B) Se desarrolla la férmula para encontrar el valor de wuae opcidn.
a) Dole[i] = e T x d[i],i,m], en cada ¢[i] se guarda el valor de
e_“TST,.
b) Dola[i] = eli] — 27.29,i,m], en cada a[f] sc desarrolla
e T8 — e~ TE,

c) Dojb[i] = Maz(a[i],0],7,m], en esta parte sélo se consideran las cantidades que
cumplan con la siguiente restriceion.

e ¥ Sp > 77T
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d) Swnfbf}/ue, 7, 1, m], por dltimo se determine ln csperanza para enconlvar el valor

del call.

C(E.T) = (e St — e TEY (e TS > e T E)).

Siguiendo toda la metodologia para encontra el valor de un call, para el cjemplo que sc
liene, se encontravon los siguienics resultados:

Recuerde que m representa el No. de simulaciones que se necesitan para aprozimar el
modelo actuarial con el de Black-Scholes.

Eligiendo los siguientes valores de m, se obtiene:

C(S,7T)
20 21,52
S5t 22 25
100 22,706
200 20 701

Se puede ver fiicilmente que para igualar o valor de C(S,T') con Black-Scholes, se nece-
sttan mdrimo generar 100 trayeclorias (m=100) y ast comprobar la relacion malemdlica,
de que los dos métodos convergen al mismo valor.

En esle caso, el método actuarial resulls ser razonablemente dptimo, ya que solo se
necesitaron 100} trayectorins. Pero en general para poder aprozimar el méfodo actuarial
a Black-Scholes son necesarias cientos o miles de trayectorias, por tal molivo lo mds
eficiente para cste cdleulo es indudablemente Black-Scholes.
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