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INTRODUCCION 

En el capítulo I, se desarrolla una breve historia de corno surgen ¡,l.'! opciones, como re­
percutieron CIl el pasado y como se utilizan hasta hoy en día; es decir, las opciones ~urgcn 
por la necesidad de cubrirse del riesgo, tanto natural como humano t variaci¡'m en el precio 
del mercado del arroz) a partir de 1600, las cuales se han ido modificando de acuerdo al 
desarrollo económico y polít.ico de los diversos países. 

En el capítulo 11 se introducen UDS modelos básicos para entender un poco más el 
desarrollo malcmático de las opciones. Del segundo modelo se in1.r(,c1uce naturalmente 
d lellla de ItD, por medio del cual se desarrolla el moddo básico p:l.ra valuar opciones 
que es el de Black-Scholcs; cabe mencionar que este modelo desde UJ7:3 Illuestra una 
fórmula exacta para encontrar el valor de tina opción. Además qtlc d modelo es aplicable 
a cualquier institllción financiera, ajustánJo simplemente SliS parállld.ros los cual/·s son: 
el activo subyacente, tasa de interés (o dividendo), la tasa de illten:::; en el mercado y Sil 
volatilidad. En este mismo capítulo se manejan dos definiciones mur illlportalltc:5 para 
valua(' opciones que son los caUs y puls. 

Para poder encont.rar el valor de una opción es ne<.:esario Icsolver lil ecuación de utack­
SdlOlt's, I)t'ro para ello se recurre a una herramient.a muy I)]'"íctica qU{' ('s la ('clIacil)(1 de 
calor, la cllal t.icl\(' soluciones conocidas, es decir, lo que se hace es reducir ¡a (,cllación de 
l1Iack-Scholes a la ecuación de calor y por consiguiente encontrar utla solución cOllocida 
p<lra Hlack-Scholf's. 

En este capít.ulo talllbién se proporciona un enfoque actuari¡t! par" valuar opciones, el 
cllal concuerda con los resultados en Black-Scholes. Lo que se bac'~ con este enfoque es 
transforlllar el problcma de opciones, a un problema de seguros, (ülisi(leralldo súlo Ilerra­
Illicllt.ilS de prollahilidad. 

En el capítulo 111 sc describen las opciones exóticas más <.:OIl\UW·S: est.e t.ipo de njJcio-





6 CONTENIDO 

!les SOIl más complicadas quc las \'ainilla de acuerdo a su estructura. Se dan las fórmulas 
explícitas para valuadas en cada caso descrito. Es importante mencionar que aunque 
tienen est.ructuras un poco más complejas, siempre se puede aplicar Black·Scholcs para 
obt.cll(!\" sus respectivos valores. 

El capítulo IV es el más illlport.ante de toda la. tesis, ya que es el L(!llIa de interés. Aquí 
se describen con detalle a las opciones asiáticas~ que la lÍnica diferencia COIl las vainilla 
I'ildic¡¡ (!1l qlle Sil precio de ejercicio dependc' dc' la historia de la. opciún, ('S d(~cir, c::;L¡i dado 
nwdíant.e el prom(~dio del activo subyacente. EIl este tipo de opciones se int,l'Oduce \lila 
Iluc\'a variahle l. que es 1<1 que representa la historia de la opción. Lo quc se desea hacer 
con este tipo de opciones, es poder aplicar el IClIla de Ita y dcspuós B1ack-Scholes para 
encont.rar el yalor de las opciones a..<;iáticas. 

Para dio lo qlll: se hace es reducir de tres a dos variables el prohlellla , de tal forma 
que t.odo quede en términos conocidos. Las nue\·<ts variahles a manipular son Sil y t. De 
aquí se repite el mismo auálisis que se hizo para Black-Scholcs en el Ci\pítulo 11. 

Por lílt.illlo en d apéndice I se desarrolla el análisis para determillar la procedencia de 
la ccuilcióll de calor o difusión. Yen el ap(~ndice 11 se hace la companlcióll del método ac­
tuarial con la fórmula de Black-Scholes, de forma numérica, basado en generar trayectorias 
abl1,orias por medio de ,M¡lI,clllática. 



Capítulo 1 

ANTECEDENTES 

Algunos instrulllentos derivados como las opciones y futuros, ticuen ulla larga y \'cllerablc 
historia. El primer liSO de contratos !01wal-d' (mercado a plalos) en Europa fue posible· 
Illente eH Frallcia. en las ferias rcgiomtles organizadas bajo los aw;picios de los condes de 
CilaIllpagllc. mientras que el prilllcr caso conocido de futuros org¡uli7.i'\(lo fw: en .Japón 
hacia lGOO. Este último debió su desarrollo a UB clásico problema de desajuste de activo 
y pasivo entre las rentas y los gastos de los scIiorcs feudales japoneses, con muchas de las 
carfldel'Ísticas que tienen hoy en día las empresas. 

Los seúores feudales percibían renlas de sus propiedades en fOfIlla de \lila [rr¡cción de la 
cosecha, estas rent.as estaban sujetas a fluctuaciones irregulares en función de la estación 
del a¡jo .Y de factores como el clima) los desast.res nat.urales) así C0l110 del precio de mercado 
y del arroz, mientras que las necesidades de la vida en la corte imperial obligaban a los 
::;c¡i()l'(~s a tener dinero líquido disponible en t.odo momento. Durante este período se hizo 
frecuente en las ciudades enviar a los almacenes el arroz sobrante de las cosechas, que 
quedaba así disponible pñra satisfacer necesidades de liquidez a corto plazo. El siguiente 
adelant.o cOllsistió en emitir recibos cont.ra arroz depositado tanto ell (lllllacencs rurales 
como e1l las ciudades) dando así más liquidez a las reservas de arroz. Estos recibos se 
podían comprar y vender, motivo por el cual ganaron aceptación COIllO ot.ra forma de 
divisas. 

Las opciones como inst.rumentos de control y lI10ditlcación de riesgo, se iniciaron en 
los países anglosajones, aunque la primera referencia escrit;t que se I ¡ene es en cspailol. 
En 16SS UIl judío espaliol asentado en Amslcrdttlll .JOSt! de la Vega, en su lihro '·CO/lfu8ión 

1 Un fOllt.rnto "forward" (a plazo), es aquel cuya liquidación se difit'tI, ha:'la una f!'rha pü:<tcl·ior t'sl·i­
Pillada ()JI el mislIlO. 

7 
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de Confusiones", describe costumbres y práctica.., de la Bolsa de Anlsl.crdalll, en donde 
proporciona la et.imología de la palabra opción: 

"L1amáronle los flamencos opsie, derivado del verbo latino optio, 0]'lioni8, 
que significa elección, por quedar a elección de quien lo da el poder pedir o 
entregar la partida al que lo recibe ... pues desea el que de~el11bolsa el premio 
elegir lo que más le convenga, y en falta siempre puede dejar de elegir lo que 
desea." [:1) 

Un ejcllIplo básico que proporciona José de la Vega es el siguicnt,(·: ;:Estáll las acciones 

al present.e precio de f)SO; parece que por el gran retorno que se c~p(~ra de la Illdin.~ au­

lIlento de la COlllpaliíil) n:putación de los géneros, repartición (c1ividl!lIdo) que se prCJtIlct.e, 

y paz de la Europa subirán a mucho mayor IlIímcro del que logran .. ~() me delibero: sin 

emhargo, a comprar partidas efectivas, por que lile temo que si me faltaran est.os designios 
podrá alcanzarme un despeilo o sucederme un desaire. Llégollle ptl(!S a los que dio'u que 
t.oman estas opciones, propóngolcs cuánto quieren por quedarme obligados a entregar cada 

partida a 600; hasta tal plazo, ajusto el premio: escríbolo luego en el ba1lco y s<J que 110 

puedo perder más de lo que desembolso, COIl que todo lo que Silben de 600, gano, y lo que 
bajen no me sirve de ansia para el juicio: ni de inquietud para l,l h!>IIra, ni de sobresalto 

para. el sosiego; llegando a 600, poco más o menos, mudo de opinión y penetro que no se 

baIla todo tan pomposo C0l110 se entendía, vendo las partidas sin pdigro, porque todo lo 
que bCljan es ganancia, y como el que recibió el dinero est.á obligado <t ent.regármelas al 

precio acordado, aunque suban de él, no puedo sentir otra pérdida qUi"! la de la. opción, ni 
llorar otro cilst.igo que el del premio". 

Por más que José de la Vega t.rat.ó de influenciar a. la población c~paliola a d;¡1" lIlás 
auge a las opciones, SllS esfuerzos fueron illlítilcs, ya que por esas f('cha.s se desarrolló un 
sist.ema financiero moderno en países como Inglaterra, Holanda)' post.erionncnte Estados 
Unidos con t.endencias mucho más mercant.ilistas. 

Sin embargo, el problema de fijar el precio de una opción, es decir de valuarla, Ha fue 
atacado desde el punt.o de vista matemát.ico sino hasta finales dd siglo pasado. 

Para el aúo de 1900 en Francia, el mat.emático Louis Bache1ier presenta la primera 
fórmula seria para Cillcular el precio de ulla opcióll. 

No fuc sino hasta 1973, cuando Black-Scholes y Merton pllblicaror; los ariículos 
fUlldillllcnt.alcs eH el Modelo del Precio de ulla Opción [,51. Esto se dió jl0rqlJC Cl! csta 
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fecha cOlllenzó rápidamente el cambio con la apertura de opciones C011lcI'ciales en el in~ 
tercamhio de opciones en la bolsa de Chicago y la llegada de los cOlltral.OS de futuros 
financieros basados en las corrientes extranjeras en el l\'lcrcado ~'I(Jndario IlItcnwcional 
dc Illt.ercalllbio t-.krcant.il de Chicé'lgo. 

Postcriol'lllcllk al Illodelo de Black-Scbolcs surge otro modelo desarrollado por Lin­
t.eL Sharpe y Treynor, el "CAPM'1 (Capital AsseL Pricing 1\lodcl), cuyas predicciones son 
lIIuy generales) imprecisas, sujetas a grandes funciones macro y microeconómicas de difícil 
paramdrización exacta. Por 10 cual el modelo más conveniente en la prá.ctica hasta la 
fecha es Black-Scholcs. 

1.1 ¿Qué es una Opción? 

ConsidérC5C a las opciones más sencillas de estudiar, las EUHOPEAS. Para definirlas se 
verá COIllO se pone cn funcionamiento un conlrato de opciones mediante el siguiente ejem­
plo: 

p,.imcro. Supóngase que UB inversionista le da instrucciones a su agente de bolsa para 
qne compre un contrato de opcioncs de compra de una acción de GCABSO COll un precio 
de ejercicio de S 1.50 y vencimiento de odubrc (se está en julio). 

En este primer paso. se habla de un precio de ejercicio. el clIal no es Illás que el precio 
del bien o activo subyacente al cual se ejercerá ulla opción, que en este caso es de S1.jO. 
También se habla de un vencimiento que es mejor conocido COIllO fecha de expiración. 

El activo 8ubyaccnte, es la emisión de un buen número de valores, siendo los más comu­
lIes las acciones, los índices de mercados accionarías, las divisas extranjeras, los futuros 2

, 

los certificados de la tesorería y ha...<;ta los swaps3. 

Segundo. Este agente le pasará estas instrucciones al agente de piso de la Bolsa de 
Opciones y Fi.Jturos (rvll\·IOF). Así este últil1lo tratará de encolltrar d otro agcnli' o in-

:?Ull futuro no L'S más que uni\ especie de forward est.:indarizado y ncgociahl(': es IIIl Illerrado orglwizado, 
("on dispositivos de márgenes y capital para respaldar su integridad. 

3Un swap es un contrato entre dos partes, mediante el ellal se establcc~' la obligación bilateral de 
inlcrc,Hllhiar tilia o más pagos eu UB periodo de t.iempo dctermiuado. 
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vcrsionisla que esté dispuesto a. vender UIl contrat.o de opción de compra de acciones de 
CCAHSO a 1111 precio de $\:)0. 

Tercero. Una \'ez que los dos se han identificado, el precio del cOlltrat.o será. negociado; 
supóngase aquí que éste fue de $6 por opción: el contrato Lendr<\ 100 opciones cada una 
(le- lils cHilles !'i('r~ respaldada por Ulla ilCciól1. 

En este caso se lleva a caoo tina posióú/I abierta ni riesgo, la cual cOI1siste en el acto 
de comprar (eH el ejemplo sería el primer agente) o vender (segundo agente) instrulIlentos 
financieros ucrivados COIl el objeto de mitigar el riesgo de IIIcn:ado"1 de Ulla I.ransacción o 
conjunto de transacciones. 

El "g(~Il\'c que desea oh tener las opciones de GCAItSO, lleva consigo ulla pOSIción 
[al'!Jo, y<l qlle por definición es aquella que contrae la entidad al adquirir la opción de 
compra. (o venta) y tiene el derecho de recibir (o entregar) el biell pactado. de acuerdo a 
su COIIVf'1I1CI1CléL 

El agente que \'ende las opciones lleva una posición COTtQ~ ya. que es la pOS1CJOn que 
asume la entidad al vender la opción, ya sea de compra (o vcnta), puesto que se ohliga a 
ent.regar (o recibir) el bien pactado. 

CI/orlo. El compra,dor de la opción de compra entrega al vendedor de léI l1lisma 8600 
($6xlOO). cantidad que es transferida a nombre del vendedor a la Cámara de Compen­
~ariúll C0\l10 pill"t.e !lrl margen que él dehe const.it uir. 

Obsén'c~e que el precio de la acción lIO t.icne necesarialllente que ~cr igual al precio de 
ejercicio. El precio dí' la é'lcciún. justo al lllOI1W1ÜO ell que :;e C'f('cttllí ('1 (,ré'lt.o. pudo hé'lbcr 
sido de Bl~)~. En el ejemplo, el ill\·ersionista ha obtenido a un costo di: SUOO el derecho 

a compré'lr 100 acciones de GCAHSO por $1.50 cada Ulla durante IIJI período predetermi­
nado. El otro inversionista (el vendedor) ha recibido $600 y se ha. cOlllproll1d,ido a vender 
100 é'leciones a $150 cada una si el otro inversionisté'l lo desea. 

Corno se pued(~ ver del ejemplo anterior, el precio de IIna opci()1I I,ielle 1111 hajo grado 
de certidumbre, ya que estél expuesto a diversos cambios y esto es dehido él qlle dicho 

-lEs el riesgo que ellfrelltan las instituciones de crédito, resultallte de l\lOVillli(~lltos t'1l los prt'dos dt' 
mercado, 
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precio depende del tiempo de expiración, de una propiedad de aleatoriedad comunmente 
conocida como volatilidad5 y de las tasas de interés prevalecientes en el banco. 

Quinto. El vendedor deposita en la Cámara de Compensación un margen, es decir, 
ulIa garant.ía por una cantidad igual él la prima más otro monto definido por la cálllara. 

A continuación se muestra un diagrama de como están constituidas las opera(',iones 
del mercado de opciones. 

ESQUEMA DE OPERACION DEL MERCADO DE 

,-
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" • , H h , BOLSA DE OPCIONES Y FUTUROS Tl r:A , EF 1 :ICS 

" 
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, 

, 

, 
, 

Dc acuerdo al precio de la opción y al precio de ejercicio se tic!wll cuatro posiciones: 

5La volat.ili<lad es lIua medida de la variabilidad del activo subyaceute, C!' decir, proporciona la dis­
persión de los posibles· precios ruturos de una opción: a mayor uispersión de I(,s precio~, mayor será el 
precio de la opción de compra. 
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Dentro del dincl'O (¡¡in fhe l1loney·"). Se dice que IIIla opción e~j,<í dentro del dinero, 
cuando el precio de IIlcrcéldo del bien subyacente se encuentra por ¡j.rriba del pwcio de ejer­
cicio en el caso de opciones de compra (8 > E, con S el activo suhyacente y E el pf('c.io de 
ejercicio), o cuanclo esté por abajo de dicho precio en el caso de opciones de venta (5 < E). 

I~'II d dinero ("uf 'he 1//()Ilcy"). Se dice qne tIlla OPCiÓll est,í. en el dillero, cuando el 
precio de mercado del bien subyacente es igual al precio de ejercicio cn el caso de opciones 
de C01l1pl',1 y venta. (S = E). 

Fucra del dinero ("out. oi fhe mOllcy·<'). Se dice qne ulla opción está fuera del dinero, 
cuando d precio de mercado del hien subyacente se encuentra por deLajo dd precio de 
ejercicio en el caso de opciones de compra (8 < E), o por arriba de dicho precio en el caso 
de opciones de venta (8) E). Y por lo tanto la opción no t.iene posibilidad de ejercerse. 

Si se deseara ejercer la opcióu: existen dos formas de hacerlo: 

Liquidación en efectivo. Se da cuando al ser ejercida la opción) el emisor de ésta en­
trega en efectivo la diferencia entre el precio de ejercicio y el valor de mercado del bien 
suhya,cute fi . 

},iqltidllóún en eSj)(xic. Se da cuando al ser ejercida. la opción, (~I (,llIisor de (:'Sta recihe 
o entrega la diferencia entre el precio de ejercicio y el valor del lllC'rcé'ldo del bien subya­
cent.e: de acuerdo con lo establecido en el cont.rato de la opción. 

Al realizar la operación del ejemplo, hay que considerar que lleva consigo 1I1l rit:sgo, el 
cual es considerado un riesgo de crédito, ya. que éste se refiere a 1;'1, probabilidad de que 
los suscriptores o contrapartes de los contratos de derivados no cumplan con la obligación 
pactada originalmente en est.os. 

Al invertir en opciones, el poseedor de ellas (el inversionista, en el ejemplo) adquiere 
consigo un gran riesgo, el cua.l es clasifica.do de la siguiente manera: 

(ir,¡ valor de mercado es el valor o precio de un bien indicado por las cotizaciOll')S dt~ mercado. Para los 
efect.os dd presente criterio, el valor de mercado de un t.ítulo cotizado ~~n el tllcrcado tt\(~xicatto, será aquel 
que se publique en el Boletín Bursat.il de la BM\'. En el caso de valores cotizados en hols:l.'i itlternaionales, 
ser,¡ el qtU' se de a publicar por dichos organismos. En lo que se refiere a divisM, ('[ valor de mercado será 
publicado ell el ·'Movimiento diario del Mercado de Valores", en la fecha qu.) se I ratc. 
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Riesgo específico. Es la componente del nesgo éL')ociada. con tlll" posicióll simple, es 
decir~ afecta sólo <1 un sector dd mercado. 

Riesgo no específico. Se le llama t.ambi(!1l riesgo sistémico, el cllal es asociado con 
factores que af('ctan él todo el mercado en general. 

Riesgo de lJOdafolio. Es la varianza de la ganancia, es decir, es la difcnmcia entre la 
gananci .. real y la ganancia esperada. 

En resumen, del ejemplo anlerior, la opción es un contrato rcalizildu bajo las siguientes 
condiciones: 

1) Concede al poseedor UB derecho, más no una obligación, 

2) El poseedor obtiene una. garantía, es decir, un activo subyacen!!', 

3) Posee ulla fecha de vencillliento establecida de ant.ClIl<lIlO. conocida C0ll10 fecha de 
C'xjHración, y 

4) Al expirar Ilevil consigo un precio de ejerf'icio est.ahlecido dp ilnlClllilllO. 

En los contratos de opciones intervienen dos partes: 

a) La parle que compra la opción es quien paga una prima por la adquisición de ésta~ y 
a 511 vez obtiene un derecho; y, 

b) La parte que emit.e o vende la opción es quien recibe una prima por este hecho: y a 
su vez adquiere una obligación. 

1.2 Tipo de Opciones 

Exi:-;lcn dus prilH:ipillcs tipos de opcioncs: 

1) Opciones de Compra (CALL).- Da <11 t.enedor el derecho, lilas no la Llhligacii:l!I, de 
COlllp1'il1' UII valor ell Ulla fecha determinada. 
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2) Opciones de Venta (PU1j.- Le da al tenedor el derecho, mas 110 la obligación, de 
vender un valor en ulla fecha preestablecida. 

También las opciones se clasifican de acuerdo al tiempo en que PllPdcn ser ejercidas: 

a) Opciones Europeas.- Sólo pueden ser ejercidas en la fccl~a de vencimient.o. 

b) Opciones Americanas.- Pueden ejercerse durante la vida de la opción, es decir, en 
cualquier momento antes de expirar. 

Adelll,lS de Ia.'i opciones Americana" y EllropCa5, existe Ulla familia de opciolli's con 
características un poco Illás colllplejas que han sido discliadas para cubrir riesgos más 
cOlllplicados, las llamadas OPCIONES EXÓTICAS, este tipo de opciollt-!s se desarro­
llarán con detalle a partir del capítulo 111, por lo cual aquí sólo mencionaremos los tipos 
que existen, así como un caso específico: 

1) Opciones sobre el precio medio de un activo durante un período determinado (OP­
CiONES ASiÁTICAS). 

Este tipo de opciones se generan a partir de un prorncdio 1 e:: c1ccir 1 no importa el 
v<-l.lor del activo subyacente o precio de (~jercicio en 1111 1Il0lllel!to ddenniniH11J 1 sino 
que int.eresa el promedio de todos los valores del activo slIbya( cnte o precio de ejer­
cicio en UIl intervalo de t.iempo. Para ello, considere los dos t.iIH~s de prollll:dill: 

a) Prollledio sobre el activo subyacente. 

Ulla opción calJ asiática paga la diferencia (si es positi\'<l) cntre el precio medio 
de un activo determinado en un período preestablecido y el precio de ejercicio 
(slrikc), es decir, lHax[(SM - k)] donde S", es el valor medio del activo subya­
cente S durante la \·ida de la opción. 

Dc todas las opcioru:s exóticélS1 las opciones asiáticas son quizá~ las que más 
utilidad encuentran los usuarios comerciales, un ejempl\l cl~¡ro para Ver SI! apli­
cación seria el siguiente: 

Ejemplo 1 Una línea aérea es aJf.cfada si el precio m~dio que paga por el ke~ 
1'08e1l0 de (wiació" sube durante el alio, pcro le Ú1l1Jo"¡f! muy ¡lOCO si hoy el 
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¡n'ccio es 220USD¡toll, mariana 22.5 y 1Jusado maiíana21.5. Cualquier produc­
to/' y consumid01' de materias primas suele encontrarse en In misma sit.uación.: 
su riesgo es sobre el precio medio y no sobre cada precio 81101; individual diario. 

Los términos típicos de una opción asiática sob1'(~ el kC1'OSC1W de aviación 
podrían se,' los siguientes: 

Opción call asiática 50b1'C kcrosC/lo de aviación. 

Acl.ivo subyacente: kerose/lo CIF NWE(Platt's) 

Nominal: 10,000 toneladas 

Strike: 1!1!5 USIJ/tonelada 

Comienzo de la merlia: De/llro de 1111 mes 

Final de la media: Dentro de 'l meses (6 meses en toLal) 

FreCUCllcia de la media: Diaria 

Funcionamiento de la media: A partir de la fecha del comienzo de la media se 
anotará cada día laborable el precio por tonelada del activo subyacente publi­
cado en PlaU 's Oilgram Price Reporl, y al llegar a la fecha del final de la media 
se ca/cu/(l1'á el p1'ecio medio dividiendo la suma de los precios anolados pOI' el 
número de días laborables entre el comicn=o y el final de la media. La cantidad 
así obtenida será el,: "precio medio': a efectos de calcular el valor terminal de 
la opción. 

Afecanismo de la opción: Si el ':prccio medio': definido en el párrafo anterior 
es superior al strike al término de la opción el vendedor de la opción pagm'á al 
comprador una suma en USD ca/culada del modo siguiente: 

Nominal * (precio medio - strike) 

Si el precio medio definido en el pál'-rafo ante1'ior es inferior al stl'ike (precio 
de ejercicio), al término de ía opción el vcndcdor de la opción 110 deberá pagar 

7Un contrato "spot" (al contado) es aquel cuya liquidación ("scttlernent.") es inmediata o a muy corto 
plazo. 
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Ilada al compmdof'. 

Prima: En consideración de prima por la presente opción d comprador pagará 

al vendedol' USD (dólal'es) JO por tonelada (por ejemplo: evidentemente [os 
precios varían en01'memente scglín cambie d precio de lIIacado) .. es decir) un 

10101 de US/) 100000. 

COIl la opción anterior el cO'IH]J/'adol' consigue asegurar8!! 11/1. preóo de compra 

de kC1'Oseno pOI' debajo de USD 2.95 (225 de stri!:, y 10 de prima), pel'O con-
8C7'Vfl1ldo la posibilidad de beneficiarse de bajas en el precio de h-t:l'oseno. 

h) ProllH:dio stJhw c,1 precio di' ('jt'rcido. 

Una opción cail asiática paga la diferencia (si es posit.iva) cntre el precio del 
activo S y el precio de ejercicio E, este tíltimo es reemplazado por f Jo1' S( r)dr. 
Por lo tanto el pago al expirar queda corno 

mox (8 -~ [S(T)dT,O) 

De aquí en adelante) el inciso b) es el que se utilizarÁ para definir a \lila opción 
asiát.ica. 

2) Opciones que sólo llegan a existir (aparecen), o dejan de existir (desaparecen) si ocurre 
algún e"ento que las afecte (OPCIONES BARREIlA). 

Ejemplo 2 Considere una compaliía española que está rompifif 1/(10 por un rontralo 
ell Estados Unidos. El lipo de cambio es ,'actualmente de H'O ESP/USD (pesetas 

sobre fió/m) y la compa"¡¡'a lie1le confianza (!1/. poder ganar r.I con/mIo porquc puede 
CIpo/al' COIl beneficios suficientes a los nivr/es adl/,ates del dólar,. pero ;,j la pest:fa 
se re1~allÍn con respecto al dólal' la comprl1i¡'a serta illcal'a::: df competir por el COI/-

1m/o 8in perder dinero, ya que su.'> rivales en E.U.A. podrían gnnar el preciu, Por 
otra ]Jar/e, si la peseta bajase eOlltra el dólar hasta 1m nivel ,h 1.10, por r;jcmplo; 
la Comprzriz'a c81al'Ía completamente segum de pode,' gana/' el contrato porque sus 
competidores saían mucho más caros. El cont.rato va a Sf!1' (¡djudicado dentro de 
sós mescs. ¿Qué puede hacer la Compa/ha'? 
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La 8o!llción más adecuada a este problema es compml' Ulla opción :'COIl barrera" .. 
('011 las sigllienfcs características: 

Opción USD puf/ESP call "ovcr-alld-oul". 

Plazo: (j meses 

Strike: 120 

Uf/ITera: 

Mr.Cflllismo de bnrrem: La opción se campar/a a lodo8 los tJedo", como una opción 
Cllm]JCfl rlOl'mal que da derecho al compmdor a vender rlólun:.':- al p/'ccio de cjr,rócio 

t'll la fecha de vencimiento, pero eDil la sigllic7Ife excc!u:ú511: 

Si en clta/quier moment.o entre el comiclI:o de la opción y S/1 vencimiento el tipo de 
cambio ESP/USD nlea1lza o sobrepasa c111ivcl de barrero (ESP/USlJ 2: 1:10), la 
¡J/TsclIfe opción queda flutomáf-icamcnfc anulada y deja por lo ¡aflfo de c:rislil'. 

Una opción de es/e tipo es et'idelllel1lc1!le~ más barata que l/l/a opción C/ll'Opt;a Ilor­

mal pOl'q/lC c:úsle una posibilidad de que desa¡Jal'e:ca. El rom/HUI' esla opción cllesta 
mucho merlOs, por lo que tiene menor efeelo sobre la compclif.ividad de la ClTljJl'eSfl 

( !J pOI' lo la/do SllS beneficios), pero e:rislc 1/11 riesgo de 'lile dc,c¡apal'e::ra, El riesgo 
es más aparen/e que real] p01' o/m parlc .. porque la única ón;/l1l8/ancia ell la que la 
opción puede desaparecer es si el dólar sube mucho, y si la opciúll desaparece es lal1 

sólo porque la Compai'iía puede vender sus dólarcs a un nivel mucho más ventajoso 
que alll-e8. 

3) OpciollC!s sobre el precio máximo o mínimo dc un adi\'o durante 1111 período detenni­
liado (OPCIONES LOOKI3ACK). 

Ejemplo 3 Un ejemplo serta el funcionamiento de ulla OPÓÓ¡¡ call USO/ ]1/11 .lP)" 
[ookback, con /In pla::o dc Itn alio. Supóngase qlle la opción elllpic::a hoy y el tipo de 
cambio está a 120 JPY/USD, El precio de ejercicio de lu o]JcirÍn cs 12.J. Durante 
la /Ji da dc In opción se oh8crtla constantemwte el prEcio "'])01 USD/JIJY, y sr; anola 
8/1 I/UCI10 precio má:rimo cada tic.:: que 7'cbasa el p/'ecio mtÍ:rilllo auterior. Al ucnri­
llliCIIlo de la opción se compam el máximo as! obscrrodo. por ejemplo I:J;"25 COII el 
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precio de e]crC1ClO, y se calcula la cantidad que el compmdor n:óbe dd vendedor de 
In opción al vencimiento: 1.34.25 - 12.5 =:: 9.2,5 yen. 

Las opciones lookback tiwp,rl un valor lIIá8 elevado que las curopl;as nOl'mnlr.8 {Jon/lIe 

lJagrlll COll más seguridad. En el ejemplo an/crio?' la opción [oo/:bac!.· paga 9.:J5 yen 
alÍlI si el slIhyac(;//fc tlcaba por debajo de 125 ai vencimiento (t1llpif;:;a a !!JO,. sabe 
hasla el má.rilllo de J:].1.25 y bnja de lluevo 1)01' debajo de 125),. mientras que una 
opr.ión europea sólo paga si el precio $])01 cs{(í ]Jo/' enómll del 8f,.i~:c IÍnicamente 
al vencimiento. Una opción lookback suele valer aproximar/amI nle el doble de una 

opóó" europea si el precio forward y el precio spal son igutlle3. 

El !\limero de aplicaciones de las opciones lookback es mCllor que el dc las opciones 
con barrera ( y mucllo mellor quc el de las opciones asiáticfl..'i¡ muy frecuelltes en 
11H'1'C<Hlos ue IllaLcri,,;.; primas), ~:st,o es porque lIluy pOGL'i elllpreSilS tienen riesgos 
en sus Ilegocios que dependen del precio máximo o mínimo d(: UIl activo durante 
UII período determinado. El liSO principal de las opciones lookIJack es directo; dado 
que su valor es muy alto, es frecuente que sean vendidas para generar una prima 
elevada, que es luego utilizada. por el \'endedor para comprar otras opciones que sí 
necesita para su negocio. 

4) Opciolles sobre opciones (OPCIONES COMPOUND). 

La~ opciones sobre opciones enCUE'nt,!'iln Sil utilidad ell los c"sos f'll que no ('sI á claro 
si va a hacer f"lta una opción y que 110 se desea desemholsar 11\1,1 prilllil Illuy fuerte: 
por f'jemplo, en el caso (\(' Ulla (!Illpn'sa (,()!lIpit.i(!lldo por un ('('111 r<lto de vari()~.; <uios 
en el extrallj(:ro. Si gana el contrato necesit.ani prot.ección conlra el riesgo de tipos 
de cambio, luego t.endrá. que comprar opciones, pcro si HO gan.!. ItO necesitará opción 
alguna. Comprar opciones que puede que no hagan falta jam:is es demasiado I.:aro~ 
pero \lila opción compuesta pucde resultar aceptablcmente hari1ta. 

5) Opciones que dan d derecho de elegir sohre un puf. o un enll (OPCIONES CIIOOSI~R). 

Este tipo de opciones han aparecido esporádicamente en el IllcITa<!o y da el derecho 
al poseedor como su nombre lo dice, a escoger en una fecha deterlllinada sí la opción 
deseada es UIl put o un cal/. 
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Ejemplo 4 Podría Se/' la emisión de warmnlj3 lall::ada ¡un ihmke/'8 Trust poco 
dcs¡Jlds de la iTlvnsión a l\'uwaif por Imq. 

La si/nación el! ufJ!td m.mnenfo 1/0 era claro; el aumento CIl el pnóo dtl pctl'ól~o spal 

haMa sido mI/y alto, por lo que era posible pC/lsal' al principio de la con!rollfación 

q/lr. })()d/'ía haber /lna solución negociada, que vo/veda a bajar tan nÍpido como subió 
y 1111 puf sería. ul/a opció¡¡ adecuada. POI' otra parle, fambú:n ero fácil imaginar una 
c.-:calada dd conflicfo que podría hace/' subir fucI'lemenlc el precio del peln)[co (hubo 
incluso un personaje ]Híblico en !tU paú; de /a OPEe que dijo que 'el petróleo podría 
slIbir hasla 100 dólm'cs pOI' bal'ril o más aún si las cosas se complicaban). Una 
sitl1ación de tal naturaleza necesila1'ia evidentemente un callo La situació" fácil ( 
cOlTll'ml' u/! pul !J 1m cnll) era poco interesante debido n su elevado casio. 

Lfl solución de Ballkr~I's Trusl fuc basfnnte ingcniosa y consisti'; en lrm;;rl1" una 
emisión dr: waT/'al1ls (r,sencia!mell/c opcioncs) cal! sobre fu/uros de pcfróleo, con un 
¡J!a;::o de apm.ómar!omenle I/I/CIIC meses que daba el derecho al poseedor u compral' 
un barril lh: pdróleo II un precio fijo pr';.rimo al prccio en el mercado de etilO/Ices., 
lo que rcp1'escntaba bucllll ¡J1'ott:cción cOlIll'll a1ll1lcn!os CI/ cl¡Jlw;io lid pclrálco. Al 
cabo de tillOS pOCOS meses el compmdol' tcnia el del'ce/ro de Ca/lUdir SU.5 cau'" en ¡)Uls) 
CUT! lo quc si la ",¡"fuación se resolvía ell los primcros meses, el posn.dol' de la opción 
podría bcn(!ficiarsc de la t:sl'emda baja dd precio del pcf"álco. 

6) Opciones sobre más de un activo (OPCIONES B1NAHIAS). 

Ejemplo 5 Se puede definir una opción sobre la diferencia enfre /a v{/riaóáll d(' dos 
{1Idicc,"" bu/'stililes distintos (Nikkei y SGP 500). 8ob7'C dos ílldice8 IH/J'Slílilcs donde la 
opción paga el que lIIfÍS haya subido de los do.". '/'olllbit:n es posible drfinir opciol/es 
C011l0 los llamados "qualllos". donde la apreciación de UIl ¡'lIdice bu/' .... átil se paga en 

otra divisa,: por ejemplo., una opción sobre el Nikkei en la que cada pltnto dcl Nikkei 
/'alt~ 1111 dd/ar (ell lugar de 11alomr el Nil'ká' en ycn), pl/Sf; lo fJflf' ]Jllse COIl d tipo de 
cambio USD/JP}'. El concepto de una opción sobrc dos llclil'OS se puede c:r:lender 
ji-írilmentc a opciones COIl barrera; se puede definir, po/' cjemplp, una opción sobre 
uu activo A que desaparea:. si otm activo 13 alcaliza un nivel ddel'llúllado. 

!lUtl warrant es Un valor corporati\'o parecido a 1111 call. Este instrumetlto le otoq~a al t.!)Il,~dor el 
derl~cho, 111:\ .. <; 110 la ohligación, de comprarle dir!~ctamcllte a la compaíií:l emisora acciolles a nu predo 
preestablecido (precio dI! ejercicio) y durante UIl p!!TÍodo de t.iempo preddetmillado. Cada warrant 
t~spccifica ellllimcro de ,l(:cioncs que el tenedor t.icrw derecho C\ comprar, el precio dc t'jcrcicio y la fecha 
de expir¡lcicin. 
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7) Opciones sobre la suma, diferencia, producto u otras operacioncs eIltre 11110 o más 
"di,'os (OPCIONES COMllINADAS), 

En este caso se pUCJCII definir opciones más complejas como son: opciones sobre 
el cuadrado del precio de un activo, o !5obre cualquier otra función (cubo, raíz, 
cuadrada, eLc.) del lIlismo. 

En CS!,l! capít.ldo sólo se 1lIencionó a qtlt~ se refiere c<tda t.ipo de opción exót.ica y se dio 
\l1l ejemplo concrdo en cada caso. Como ya se Illencionó anteriornH'lIt,c, en el capítulo 1I1 
se explicará como valuarlas, pero con ll1uchisilllO más detalle se dcs;nrollará el ohjetivo 
central de esta tesis que es la valuación de las opciones asiáticas. 

1.3 Objetivo de las Opciones 

Las opciones son instrumentos financieros que tienen básicamente 105 siguientes objeti\"os: 

1.3.1 Nivel Microeconómico 

a) Es un produdo COII el cual un inversionista puede protegerse del riesgo. 

Para entender lIIejor el concepto ant.erior se dará a continuación un ejemplo: 

Ejemplo 6 C01lsidérese un inversioui!'ta 'lile CIl agosto liel/e 100 (U:clOIlCS de (,'FI3. 
El pn;r:/r' act1lal tic cada u/"z de ellas es de .$52. E.. .. te iIlVC/~"iofli8ta (:slrí ]J1"COCU!)(u!o 

porqur presicntc que el precio de la aecióJ/ puede bajar abrup!o/1/rllte e/) fas próximos 

dos meses, sin embargo, no desea vellder las accione"" ]lO" lo q/lt: quit!re l¡afla más 
protegerse. La manera eOIllO lo pl/fr/e hacer es la ",iguicnll:: 

El illl!f.T!'ioni",fa podn'a comprar opdollcs de !Jent.a al mes de octubre ( rcc¡¡érdcse 
que .<¡e está cn agoslo) para. vendcr las 1000 acciones a un preóo de t:jercicio de 
SSO. Debido a que el conl:rrtto dt: opción ampara LOO accio/les, él necesitará compml' 
JO contratos de opciones. El precio de la opción fue pactado f!1l $200, por tanto, Si 

quiere prolegerse necesita invert.ir $2000 ($200 x $10 cOI/tratos de opciollfs.). 
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E$la est.rategia de protección o cobel'fura le eues/a $20.0, pero le !JO'I'(I1IUza que Ifl8 ac~ 

óO/les pueden ser vendidas por $.50. cada una. Si irUI opóones 801/ ejercidos entOTlces 

se obtienen $50.,0.00. (lODo. x $50.), aunq/Le lomnndo el costo en cue1lta obtenemos 
$48,0.0.0.. Sin embargo, si el precio de la acción permanece arr'ibn. de $50., cnlonces 
lfl'<: opciones 'lO 8011 ejercidas y expiran sin vaI01'. 

Como se puede observar, las opciones proveen un seguro, ya que protege de fludua· 
ciones en los precios de las acciones en el futuro pero rnantcnil:ndo la posibilidad de 
beneficiarse de movimientos favorables en los mismos. 

b) Un inversionista las puede utilizar para invertir o especular. 

COIl\O ya se lIlellcio[1(, IIlla opción talllbi(~1l puede ser l1~ada con el proplJsito de e~­
pecular, es decir, para tratar de hacer una ganancia cuando se tiene la creencia de 
un movimiento favorable en los precios. A continuación se presenta \lB ejemplo de 
este motivo. 

Ejemplo 7 .supóngase que en sept.1cmbrc, UI/a. illllCl's¡·o1/is{.a 1¡1Iiere espccular to­
mandu lIT/a posición donde ella ganará si el precio de una acóún (suponga ALFA) 
se incrementa. Actualmente, est.a inversionista ticne $S,900 para 81/..'> opemáones 
de (:5pceulaciólI. 

Ahora, supóngase que el p,'ecio actual de la acción ALFA es dc 8'1.9 y que "//l/a opción 
de compra con vencimiento a 30 días tiene 1m precio de ejercicio (h $40. Se está 
ue/ldieT/do por $1.50. 

Con esta info1'lnación la inversionista tiene las siguientes do." all.erna!-ivas: 

1) Comprar 100 acciones, y 

2) Compml' 2600 0])ciO/lC8. 

Sllpóllgase que e:r.isten IÍnicamente dos escenarios posible.« dentro de SO (lía8: a)que 
el precio de la acción ADFA se incremente a $45 y, b)(Jue el P;'(',:io de la accú;1I baje 
a $35. Los resultados en cada U1l0 de los dos escenarios SOll los siguienf.es: 

E.'"<n://(//"iu (a.): el p/'ecio de ADF'A Sf eleva a $45. 
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1) Bajo la alternaliva 1 (comprar 100 acciones). La invers.iom·sla lt:nd1'fí U/la ga­

nancia equivalente a la diferencia de los pn:ci08 11l11lt.iplicruia por cl1ll1w¡:ro de 
acciones quc compró en septiembrc. Esto es: 

100 x ($45 - 39) = $üOO. 

2) Bajo la alternativa 2 (compmr 2600 opciones). La inversionista podría ejercer 
SIlS 2600 opciones ya que le dan el derecho de comprar las acciones de A DFA 
a $40 citando en realidad valen $45. Así J al ejereedas lenrl1'á 2600 acciones y 
su ganancia por acción será de SS, por lo que la ganancia ioial es: 

2) 600 x $.) 

menos: costo de las opciones 

(,'a 1/.(/11 eút 'J'olal 

EseclI",.io (b): el p,·ceio de ALFA baja a $.15. 

SI:I,OIJO 

$3, 900( 2, 600x$1.50) 

$9,100. 

1) Bajo la alternativa 1 (comprar 100 acciones). Esta altcrnai.ivll arl'ujalllw pérdida 
de $4 p01' acción} por lo que la pérdida es de $400 .. es decir: 

100x ($39 - S35) = $,100. 

2) Bajo la alternativa f! (comprar 2.600 opciones). La opción /10 se va a ejercer ya 
quc cm'cce de valoJ'. La pérdida aquí es el costo de las opciones, c .. ;:fo es, S:],900. 
Se dice que una opción de compra, el dia de expimcióTl J carece de valor si el 
precio de ejercicio es may01' al precio de la acción ese mismo día. es decil'~ está 
I'Out of (he mOl/ey"' .. 

EIl conclusión: La alternativa de usar las opciones para especular en lugar de las 
acciones, hace que las ganancias sean mucho, mayores (SGOO \'s ~9, l 00); pero tambi(!n 
el I1S0 de opciones trae como consecuencia que en caso de que la acción haje de precio) 
las pérdidas se magnifican ($400 vs $3,900), Sin embargo, si la reducción en el precio 
es muy profunda, entonces la opción de hecho limita la pérdida a $:),900, Por este 
motivo los especuladores prefieren más el uso de las opciones. 

1.3.2 Nivel Macroeconómico 

1) Formación más eficiente de precios de valores subyacentes) 
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2) r-dejor<lr los niveles de liquidez en el mercado) 

3) AllIpliar oport.unidades de arbitraje [:11, y 

4) P('rmit.ir perfiles de riesgo y ('cndimientos controlables. 

1.4 Uso de la Opciones 

Las opciones 5011 utilizadas de la siguiente manera: 

a) Para ajust.ar el nesgo y rendimientos de Hila posición determinada a 1111 cost.ú muy 
bajo. 

b) Para cubrirse de los riesgos de movimientos en los precios y en las cantidades, en otras 
palabras, las opciones son mejores que los futuros cuando la cantidad que uno desea 
prot!:gcr es incierta. 

Dl: t.odo lo anteriOf l lo que interesa es calcular el precio de IIIFL OpCI011, así como el 
t.iempo exacto en que es conveniente ejercerla. Para ello es imporLlIltísimo el modelo de 
Black-Scholes, el cual se descrihiní en esta tesis en el siguient.e Glpítlllo. 

l\quí t-;\! !llCnCionilr<Í lillicillllentc sus \'e1ltajtls y dt'sn'ntiljils piH<l iill aplicaci"IIl. 

El modelo de Black-Scholcs ofrece Ulla fórlllula precisa para calcui<!r C011 1111 alt.<, grado 
de exactitud el valor de las opciones, al igual que ofrece una estrategia que permite cubrir 
el riesgo en una posesión de opciones, a base de su función de pagos ( "Payoff FUllclion'l 

1.5 Ventajas del modelo de Black-Scholes 

a) Es ¡tplicable a cualquier institución financiera, al cambiar s(',lo 10s J"lf,Í-lIIdros n .. :qu(-'ri­
dos por la fÓl'lllUla 1 de acucrdo a los requerimicntos de la illstit,lICióll. 

b) No es t.otalmente exacto, pero resulta lilUy fácil adecuarlo para que se ajuste a la 
rcalidad. 
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e) Hequierc poca información sobre el Illercado para el cálculo del precio de opr:iones, 
pues línicalllclltc es necesario conocer: el activo sl1by<lcente, Sil tasa de interés (o 
dividendo), la tasa de interés en el mercado y cuanto se mueve la. varianza del activo 
subyacente. 



Capítulo 2 

FUNDAMENTOS 
MATEMÁTICOS. 

Péll'il entender UII poco más a las opciones, es necesario desarrollar algunos eleIllentos 
mat.emát.icos para formular los modelos quc permiten su descripci(ín cuantit.aLi\"a. Este 
capítulo se refiere al cálculo del precio de ulla opción, así como cuál es el mejor tiempo 
parh ejercerla, considerando siempre, mientra.s no se indique lo cOlltrario, que las opciones 
son (!lIropeas (ya que son las llIá!'i fáciles de est.udiar). 

Para llevar a cabo 1111 buen análisis de cuál es el precio de ejercicio (stril.:c) de una 
opción, primerament.e se mencionarán dos modelos básicos. 

2.1 Modelos para Opciones 

2.1.1 Modelo del Valor Presente 

Uno '1uisiCl'a saber cuánto se tendría qu.e pagar ahora, pam ga/,Qllfi::al' UII /Ilonto E e/l un 
tiempo futuro T~ en otras palabras, cuál es el valor presente. fJam da,. res])lu:sfa a es[n 

J"'{'.'Jullfa 8(.' rcali::a d 8i.'luiC'lIfc aruíliBis: 

Sea 11 

1'= 1(/$(1 de interés constante" 

25 
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M (1) = dinero en el banco al tiempo t, 

E = valor fufuro al tiempo T. 

Aplicando las definiciones anteriores para dderminal' cuál es clIN/O/' del pago a/tiempo 
1 . se puede obtener el modelo siguiente: 

Si el monto al tiempo t es AJ(t), uno deseal'ia saber cuál es el inIT/'menfo del monto al 
tiempo l +.6.t. Como se sabe, toda canlidad invertida un cierlo liempo en el banco) está 

sujeto a una tasa de interés, 1', por lo cltal, a lHúnel' orden, el lncre/ilellio en M(t) es: 

lo que implica (tJ.t ~ O): 

tJ.M = M(t)l'tJ.t, 

dM 
-/- = rMU)· 
d 

(2.1 ) 

Como se puede ver el modelo es lineal, ya que se tiene derivadas sú[o de primer orden. 
Si se resuelve la ecuación diferencial por medio del método de 1'a,-ir.bles separables, se 
ellcuenlm la siguiente solución: 

con C = c01/.'dal1le de integración. 

Como kl = E allic7II]Jo t = T, entonces el 11(/101' del pago allic1II/1O l c/,: 

¡thom .<Oc c01l.'ád(;m un caso más general en donde la tUSfl de inltT(:'<; ("s UNfl ¡unción 

dclticmpo, rU), de donde se obliene de manera análoga la solució1I: 

'[ _ E - f.T r(~)ds 
1\ -.Je! • 
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2.1.2 Modelo para Valuar Opciones 

I,as condiciona; dc cambio cOll81uufes e 11, ellllcrcado, aff;clall el comportamiellto del activo 
811by//('cnfc y es I/ecesario illcolopom1'las en los modelos para valuar opciones. Sllpángase 

quc procc80.<; estocásticos de lipo mar!.:ovi(l1!o'[lOj 8011 10.'1 adcr.uado8 para desaibir el COTn­

por/amiento de prodlldo8 Jinollcic1'Osfl3J. 

El cambio a!J8olu!o en el precio de la opción TIO es en si mismo !lIla cfllltidad út.i[l. Con 
cada cambio en el precio se asocia una ganancia normalizada} definida como el cambio 
(:/1 d pn:cio dil!idido por el valor original, dSIS. 

¡l/lOra se da/'á un modelo para el cálculo de la ganancia. 

Sea" 

f = Ijflllfl()~ 

s= pn:óo dr./ ncli1,'o subyacr..l1/e. 

Si se col/sideran ]Jcquclios intervalos de tiempo dt, en los cuales S' cambia como S +dS .. 
se t!csra saber n qllé rO/."csjJolulc la galll11l(;ia de}a opción lIormali:l1da tlS/S. 

La gallallcia del modelo se descompone CTI dos pades: 

1) JI dt corresponde a la ga/lancia que se obliene al i1wcdir el dincTYJ en el banco libre de 
rie8go J donde Jl es la fasa media de interés! en el crecimiento del precio de la opción 
y es por lo fanlo cOllsidcl'flda c01lslarde .. y 

I UII proceso markoviano es 1111 proceso estocást.ico para .\"(t), es decir, la distribución de prohabilidad 
wndicional para un valor fut.uro de X y la incorporación de la llueva información qlh! se g~!llcre, no d()be 
afectar la probabilidad condicional ya calculada. Dicha probabilidad condicionall'ara .\ depende sólo de 
lIlIa c;lIItidad finita dc inrofmaeión pas;Hla, por lo tanto se p\led(~ escrihir la prot.ahilidada para X(I) == X 
al t,ieltlJlo T .Y con condición S{t) == .r. como p(x, t) == P(.r., l : .\. T) == lI/"QbX(T) o::: .r./x(t) == x ("mI I < I 

~Las cant.idades absolutas no son ¡'¡tiles, ya que si se (ompara, por ejemplo, en dos [J,ollct!as dist,intas 
el <lIlIIW¡¡(.O dc cualquier producto, dicho aumento depende clarilluenle de la Ilwllc-da escogida. Pero si se 
COlllpar<1!l SIIS porrmltajes ( o cantidad normalizada), ésto .. ,;; SOll illdepelldicllt.f~s dc la lIlollt!da escogida. 
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2) d ('((/IIbio a[(;al.orio f'II el precio de la opción GIl 1'es/H/es/a (/ lJr.do . .; t:x[e,."os. E~/o se 
representa al sumar el t.é/'mino adX a dSIS, Gil. donde tlX /'f;prr,.>;cnfa d mOllimiento 

bl'owlIinllo o proceso de Wiener{JOj. 

(J r8 la 1)olat.ilidad, es d('ci,.,. mide la df.,'~viació" f81rÍ1ldal' dr:l acfivo subyacente} y 

¿XI ('8 III/a ¡;ul'iabft· alca/oria que sr. dú:;ll'ibll!Jc COJ/lO tilia lIor/l1a/ N(O. df). 

De acuerdo a los dos factores que conformnnla descomposición, se ohlio/(; la Ecuación 

Difcn:ncial Bsfocástir:a (ED!!;): 

(~ ~ ud.'! + ¡ult (2.2) 

Co'//sidércse el caso en el que (T ;;:; O, es decir .. el adivo subyacellte es/á libre de riesgo. 
[,a ecuación antcriol' .'le redltCC n: 

dS S ~ ¡,di, <1 
dS' 
-~¡,S 
S' 

Si Ji es COl/stant.e. se obtiene la solución c.r:plícita de la ecuacióII, lIsflndo el método de 
IJariablc.'> separable.'>: 

COll So el /lalo/' de S n/tiempo t = lo. 

Por lo falllo, si (j = 0, e/precio es delel'11Iillútico y se puede predecir en llll jl/fum COIl 

cerlc::o. 

¡lllOm, :·á .<;c wl/sidcm el lúmill,o d(! lu (;r;ua.ciólI ad.-'\, el 1J/'oblf'IIU1, nsullf! wtÍs t:OlII­

piejo, pues se tiene Cll efecto una E'DE cuya solución es (L su vez un proceso cs/.ooíslico. 
(No tienc sentido visualizar a la solución como ulla única cnrva. Es más ÚW pellSI17' en 

las dijerell/es realizaciones de este proceso). 
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Como se mencionó con anl.e1'ioridad dX representa un proceso de H;iener o movi­
miento 13l'OlOniallo¡ que queda completamente caracterizado p01' dX I ....., N(O) di). P01' lo 

tUllio su función de densidad es: 

Se define al operador E por: 

1 1= , , EIl'(-)] = = F(q,)e-'· dq" 
v2ir -= 

(2.3) 

para alguna función Ji'. Se tienen las siguientes propiedades: 

Elq,] = O, Y 

FI1>'] = 1. 

Ahora considérense las p1'Opicdades de dSI S y la propiedad 17larl;ooiana¡ entonces S' + 
dS rlqu;'lItlr: 8';10 del prccio de hoy y 

BldS] = ElerSdX + IISdt] = I,Sdt 

pues EldX] = O. Además 

""l'ldS] = BldS'] - EldS]' = Eler'S'dX'] = er" S',lt. 

A padir de lo anterior, se genera el resultado más impoT'ianle para la 11I(wipulación 
de vnriablcs aleatorias. 

2.2 Lema de Ita 

Lema 1 Esl/: lema representa para funciones que dependen de Uf/a ¡;ariablc aleatoria, el 
análogo de la expansión en serie::; de Taylor. 
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Para poder desarrollar cllema de Tio .. se introducirán los siguicntr.s rc:mltados: 

COII pmbab1:lidad /lno dX 2 > di cuando di > O. 

Supóngase que f(8) es una función conlintJa de S y por el momento se olvida/'á que S 
es c,<;focáslica. Si S' vaT1~a en pequeñas canf-úladf:s de dS , entollas claramellte f(8) va1'Ífl 

para Jlequeños montos provistos. 

Aplicando Taylor se obliene: 

i'.1 - di AS J' I ("S·)' - dSc. + 2dS' '-' + ... (2.4) 

Considerando la ecuacú5n (2.2) y elevándola al cuadrado se oblieuc: 

dS' = S',,'dX' + 2S"I' dt dX + 1,'S'dt'. (2.5) 

Tomando la magnitud de cada término como dX = O( ,fdi), ob.sérlJcsc que: 

m primer'tb-millo a 2S 2dX 2, es grande para di pequcria, por lo ella! domina a los otros 
dos términos restantes que son del orden de dt 3/ 2 y dt 2 respectivamente, los cuales son 
más ]Jcquciios pum dI. pequclias. 

Por la conclusión anterior y ut.ilizando cl l'cfuItado(dX 2 > dt).. sr. obtiene una vez 
sl/slituye1ldo cn la ecuación (2.,1) que a primer orden: 

1f di 1 "d'f 
dS("SdX + ¡,Sdl) + 2" S dS,dl 

di , ( di 1, ,d2/) = "S-dX + pS- + -" S - dI. 
dS dS 2 dS' 

(2.6) 

E.5t.e es el/ema de llD "e/ativo a cambios pequeños en una !1l1lción de variables aleato­
l'ia8. 
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2.2.1 Generalización del Lema de Ita 

Se r.ollsidcra Ilnn función F(S, t.) con variables S' y t. 

Se puede expande,. f(S + el.): t + dt) el! series de Tayiol' como: 

usando la expresión (2.2) para dS y los resultados para dX2 , se Cllcucntra que: 

Sa! , ( al 1, ,a' I al) 
di =" as d.\ + ~s as + 2" s as' + 8t dt. (2.7) 

2.3 Valuación de una Opción 

E" cs/(/ .c:.adón p.e IlIfmdl/c1J'á la sigldenic /l,o/acián: 

Sea V el valor de una opción} donde V es una función del valor adual del activo sub· 
yacenle S y el lic1II]Jo t. C8 decir) V = \1(5,1). 

El va/ol- de la opción depende de los siguientes parámcfros: 

1) a = [a volatilidad del activo subyacent.e. 

2) E= el ]J1'(;ÓO de l!jcrcicio deiermidado de antemano. 

3) 7'= tiempo de c:rpimcidll. 

4) 1'= /a8fl de in/eré", pl'f:J)(zlo;icrdc en d banco, 

Como $/; '/Jio en el mpíluln 1" existen dos tipos de OpciOllef; ('(1!f y pul, Ahor(l se 
cO/18idaa/'d la llallll/.ádll de ItlI call y 1m pul, 
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2.3.1 Valor de un Call 

Definición 1 Una opción call ( o de compm) le da al poseedor ,.[ derecho, mas no la 
obligación de comprar un valor en una fecha determinada a U1l precio preestablecido. 

La lIo1uucióll dcbe hacerse el1 un tiempo c8pecíjico, en este caso se lomará a i = T. 

Oc aq//¡' se derill(w dos cruws: 

1) Si 5' > E, al c:rpirar, licne sentido financiero ejercer la opción cIIII (ya que se esta ':'in 
lhe '1IOllCy~l, denf_l'o del dinero), tomándola sobre un monto E, de donde se obtiene 
una ganancia del activo subyacen/.e. Por lo cual el beneficio obl.enido 1mm cada 
I,.ml!~acciúll es cntollccs S ~ E. 

2) Si S < E al c:rpimr, 1/0 dcberín ejercerse (se CllcuclIJm "out oJ 111.(; Tl/Ol1Cy, j1tem del 
dincro) la opción ¡mes existiría U/l.(l !)(!l'dida de E-S. En estr: o/so la opción al 
c:l'pimr ficlH' llll V,r!Ol' I/ulo. 

Tomando los dos casos antel'iores, se ticlle como resultado la !lalllación de un caU 
eSe/'ila como: 

C(S, T) = /I/("ri8 - [;, O). (2.8) 

La siguiente jigum muestm el diagmma dc pago pam un cal/, C(S'. 7') yel valor de la 
OPCiÓll C(S, t) antes de expiml', como una función de S. 

~--~~~---------s 
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2.3.2 Valor de un Put 

Definición 2 Una opdón pul (o de veIlfa), da al tenedor el derecho lilas 110 la obligación 
de vender un valor en una fecha determi1lada, a un p1'ecio establecido de antemano. 

Cada opción y podalolio fiene un pago al CXpi1'a1" En csf.r. caso si S > E la opción 
pllf carca de valor .. pao si Sil valor es po,.:;ifivo citando S < R, (;1/101/('('$ d beneficio o/M 
dado {JOI' r; - S. 

De la misma forma que un caU se obtiene el pago al expirar CO/llO: 

P(S,T) = 71la:c(E - 5,0), 

e 

Como en el caso ele un cal/.. la figltTa anlc/'io1' muestra el dingnlJllfl de pago de un pul, 
P(S. '1'), yel valor de la opción P(S. t) antes de e:rpimr, como !u1H:ión dr. S. 

De acuerrlo (l estas dos definiciones, se puc(lclI hacer dil!C1'SflS combinaciones. 

Ejemplo 8 COllsidrfrcse una opción call) con dos precios de r..jac1ciu, El que expim al 
tiempo tI y E2 que c;rpim al tiempo t2 ¡ en (londe El < E 2 al crpirar. siguiendo las 
definiciones de 1/11 cal! se obtiene la valuaciá1/: 

B = max(S - E"O) - max(S - E"O), 

y su gráfica está dada por: 
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L--f----~-------s 
" " 

Paridad entre un Cnll y un PII.t 

SllpólIgasc que se tiene un activo largo, un pul largo y UlI call cM'lo, ambos tienen la 
misma fecha de expiración, T, y el mismo ¡necio de eje1'cicio. E. Se denota por 1r el valor 
del portafolio. 

Sea 
~; S+? -C, 

donde P !J C son los valores del pul y caU respectivamellte. 

El pago ¡mm el portafolio e8: 

S + ma:r(E - S, O) - max(5 - E, O), 

la expresión untel"ior puede simplificarse como: 

~ ; { S + (E - S) - O; E, 
5+0-(5- E); E, 

si S < E. 
si S ~ E, 

por lo fall/o"'1 S > E o S < E al c;rpirnl', el pago para c~/c ]Jo'l'la/olio 8i(,IlIprr 80'á, E. 

Si .<;r; r!r;.'H:a gnralllizar E ni tif',1fIpo f. = T. ¿Cuál/.to se dr,lJC1'Ía ¡UIgOI' pOI' el podafolio? 

Para con/estar la pregunta, se requiere del siguiente resultado:M = Ee-r(T -1) J fo que 
garnnli::a ll1l monlo E all-iempo t == T. Por lo tanlo el podafolio lluevo es: lT = EC-r(T-t), 
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De lo anfe/'ior se llega a lo que se llama pul-cal! parif-y, lo cun.! csfri dado por la 
siguieT/te fÓ1'lIl1tla: 

(2.9) 

Eu csln fÓJ'lIlula c.r.isfc la eliminación del riesgo, pues los té/'minos aleatorios se can­

cela/l. 

2.4 Ecuación de Black-Scholes 

Como ya se mencionó en el primer capítulo .. la solución a esta eCl/acióll ofrrxe con un alto 
India; de conjiabilidad cllH'ccio de una opción, por lo cual en ésta sfceirin. se discltl.ini con 
más detalle. 

Sr: pn:scnfa1/ a continuación algunos hechos, para poder entender mejor la ecuación 

de ¡¡¡',ck·Scholcs. 

1) Bl ]Jrecio del (ldivo subyacente, S .. es un proceso 1091/017nal que safisjacr la E'/JE(2.2). 

2) El illterés libre de riesgo, r, y la volatilidad del activo, (T, son conocidas como fllnciones 

dd tiempo sobre la vida de la opción (por simplicidad se considera,.án en lo q!lfo ,'·úglte 

constant.es). 

3) No hay costos de transacción asociados con la.,> inversiones de portafolio. Rn gene­

ral 80n bastante alias durante la vida de UI¡,a opción para un inversionista privado, 

pCJ'O ¡mm un parlicipalll.e insl.it.ucional ell :el mercado son mucho l1W1JOres .. porque 
la mayoría de las posiciones que henc abicr!.as .'le '/If-ufl'ali::an, por lo que la nece­

sidad de equilibrar frecuentemente la posición se reduce. AdemlÍs: los participantes 
inslilucionalcs tienen costos de Ilcgociación mucho menores pOI' Sll gran volumen. 

4) El pago del nctivo subyacente no tiene dividendos durante la 11ida de in opcián. 

5) No r;;ústc posibilidad de arbitraje[!}. 

6) Las transaccioncs del activo subyacente, puedcn cfectuarse de Tllflllcm úJ1lfill'l/(/ en el 
tit!11I1'0' 
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7) Fcnlas corlas son permitidas y los adivos cuentan con dividendos. Se supone que se 
puede comprar y vender un númcTO (no necesariamente el1lero) de activos subya­
rentes. 

Ahora se construirá detalladamente la ecuación de Black-ScflOlcs, ldifizando como base 
el [ulla de Ito. 

Supóngase que se fiene una opción con valor V(S, t), que depelld( de S y t. V puede 
se/' 1111 call () 1111 pul.. 

Usando el lema de Ita (2.7), se puede escribir a V como: 

dI! - S·av /\. (s,av ~ '5"a'v av) ,1 
- (7, iJS" + It,·;)S + 2" iJS" + DI l. (2.10) 

Esto dn d camino aleator¡:o seguido por V. Se constr1lirá un portafolio de fa! forma que 

se elimi1le eicrla componente aleatoria mediante la elección adec1loda de cierto número.6. 

El valor del portafolio es: 

rr=V-c.s. (2.11 ) 

Por consiguiente el incremento en la valuación de esf.e portafolio C1/ carla ]Jaso del 
ticmpo cs: 

drr = dV - c.dS'. (2.12) 

Aq'lli.6. sc mantienc fijo en cada paso de! tiempo. 

Su.<:;Iif.llyelldo (!!.10)y (2.2) en (2.12) .w: oblicne: 

(
iN ). ( av 1 2 ,I)'V iJV _') 

drr = "S -;-j, - C. d.\ + IIS ü- c; + '}" S '),' + c-)I -Id,' di. 
( '- '. ~ ( .... ( 

(2.i:l) 
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y c8t7ogicndo a 

la r.cuaóón anterior se reduce a: 

av 
t. = as' 

,7 

(2.14) 

(2.15) 

E:¡:jsf.e una forma alternativa de deducir la ecuación de Black-Scholes, por mrdio de 
consideraciones actuaria/es simples, la cual se presenta con detall,! en la última sección 

de es/e cap1lulo ('JecciólI 2.6]. 

Si se considem ahom la ganancia lib1'C de 1-iesgo del mismo monlo 7r, se lendda nrdt 
en l/lI tir.m¡)(} dt. 

EII flu.<:cncia de al'bif-mjc, no es posible gamnlizal' un riesgo IIIC1lor al invertir el monto 

11" en el portafolio. Por lo tanto se tiene: 

(
av 1 2 202V) 

1"1rdt = Dt + 2" S os' di, 

SI/slituyendn (2.11) Y (2.14) en (2.16) seliene: 

1"(\1 - t.S)dl = 

iJV 
/"V-1"as S 

])01' lo tauto se obticne : 

av ~ '~20'V 1"~iJ\I _ 1"11-as + 2"'· iJS2 + e iJS - O, 

(2.16) 

(2.17) 
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que se conoce como Ecuación Diferencial Parcial de Black-Sebo/cs. 

De la ecuación (2./7).. se observa que: 

a) 6. es la fasa de cambio en el valor de una opción} en un portafolio de opciones con 

respecto a S. 

b) El operador lineal diferencial LBS dado por: 

a 1"a' a 
LBS = at + 2" s as' + T' as - T', 

tiene una interp1'etación financiera: es una medida de la diferencia enil'c la ganancia 

si se in1!ierlc en el portafolio (2.1 J) Y la ganancia al depositar/o en el banco. 

e) La cClloóón de Black-ScllOlcs no contiene a ¡l, es decir, el va/m' de mw opción es 
indepelldiente de que tan rápidamente crece un activo. 

d) La ecuación es de lipo parabólico!!}. 

Ahora se detc1'1nintll'án ¡(lS condiciones jrontenl para un pul y un mil: 

2.4,1 Condiciones Frontera y Final para Opciones Europeas 

Pum un cail el pago al expirar se denota por C(Sl T) con E=precio de cjercicio y T=fecha 
de r.:r:pimcián. 

La condición final puede ser determinada fácilmente en t = T, pues está dada por: 

C(S, T) = mo,,(S r E, O). 

Las condiciones de frontera son defe1illÍnadas por el precio del udiuo cuando S = O Y 
S ---t oo. Se puede ver que para (2.2) se ticnen 108 casos siguientes: 

1) Si S = O =? dS = O, por lo tan/o S no cambia 

2) Si S = O =? al expiT'aT' el pago es C(O, t) = O. 

3) Si S ~ 00 la valnación es C(S, t) = S - E-S. 
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Análogamente pum una opción pul, la condición final sería el pagfJ 

P(S,T) = 11/a.T(E- S,O). 

En el caso límite en el que S = O, el pago final debe ser cicrfamrmfc E y por cOllsi­

guíen! c: 

más generalmente se obtiene: 

Si S ---+ 00, el va/m' de la opción peS, t) ---+ o. 

2.4.2 Opciones con Pago de Dividendos sobre el Activo 

El precio de una opción generalmente es afectarlo en SIL activo subyacullc por diuidendos, 
por lo cual la ecuación de Black-Scholes debe ser modificada. p!)f' lo taufo en donde el 
lHlgo aporta dividcndos, se rer¡1liaen las siguir:lltes propiedades: 

1) Los pagos pueden ser dclenniníslicos o estocásticos. 

2) ¡,Os. JHI.'J(J,<; (;11 el tiempo pllfdclI hacerse dc 11/r17lcm undillllft o di.(.(;n:!a. 

Supóngase qur! en un tiempo dt el activo subyacente puga dividendos DoSdl c/ln Do 
=clc. Este pago es independiente del tiempo¡ excepto a través de la depcudencia de S. 
El dividendo es definido como la razón de pago de dividendos, en el cual el cambio en el 
precio del acti!JO es: 

dS = "SdX + (" - Do)Sdl. (2.18) 

Se recibe IJoSdt de Itn activo determinado por~} para un portafolio de. cambios por 
un 11101110 

-DoS/:'dL (2.19) 
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el cl/a! re/n'esenla el dinidcndo proporciol!(u{o por el activo. 

ANálogamente a la ecuación (2.12), se r/efinc elllllCUO portafolio como: 

drr = dV - 6dS - IJuS6df, 

y por consig1úcnlc la ecuación de BJack-ScJlOlcs es; 

iJV 1 ""o'V oV - + -(1 .:> - + (,. - IJo)S- -,.V = O. 
i)l ~ as' as (2.20) 

/)(11'11 poder encontrar el precio de una opció" es necesario en/onces 1"CsolvCT la ecuación 

dr Rlacl,;-Schofes. IJara ello se tielle una herramienta muy 1Íf-il fjU(! C8 In cr.uaóó/l de ca­
lo/' (va A/)(;"dice I)J ya que después de hacer una serie de '-1'flllsforlllflcioIH~s adcc1/Udas, 

In ecuación de Black-Scholcs .'le 1'cduce a la ecuació" de calor, que es posible resolver 
e,rplíófa 111 CII!(;. 

Esto permite encontrar entonces una fórmula para el precio de las OpGÍO/lf:.5 cOllocida 

también como fórmula de lllack-Scholes (Ver Apéndice ¡). 

2.5 Solución Explícita de la Ecuación de Black-Scholes 

La ecuación de Black-Scholcs y sus condiciones de frontera para un call europco Con valor 

C(S,t) 05011 como siguen: 

(2.21) 

dOl/de G(O./) = O, G(8. f) - 8 cl/nndo 8 ~ 00 y C(8, T) = ¡¡¡O ,,(8 - /" O). 

Lo que se desen es hacer un cambio de variable en (2.21), para ]Jabar de la eCUlló';n de 

Black-Schole.-: a Ulla ecuación diferencilll, la cual se puede resolver jácilmell/f! por mét.odos 

fradir.iol1alr!8 (en cs/e caso pOI' la ecuación de enlor). 
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POI' lo cual se llcvfl a cabo el siguiente cambio de variables. 

Sr:all: 

l' 
t=1'-­

~a2 
y C = Ev(x, T) 

41 

l-/aciendo las 81/.<;tiluciOllCS de lIaribles correspondielltes en la cCltación (2.10), se ob­
tic1/e la nueva ecullcióll: 

ov O'v ov 
-O = -o' +(k, -1)0 -;,¡v, 

T x u:¡: 
(2.22) 

donde "1 = r/~a2 y la condición inicial cambia a v(:r.,O) = 1no:r(é - 1,0). 

Ulla observación, es que al hacer el cambio de variable la nlleva cCIlaóóll COU/it:lIC sólo 
un ]utl'nmet/'O, k1J mientms que en el problema origilLul se tienen 4 parrÍmclJ'08 (E,'l',a2 

y ,. J. 

El jodor esencial que cou/rola la valuación de la opción C8 "/ka2, el cual C8 d tÍnico 
punÍrnel.l'O en el problema. 

I.a eCllación (2.22) tielle mucho parecido eDil la ecuación, de difflsión y se Pl!cdc trans­
formar en ést.a medial/te ttrl cambio de variable si se toma a v = c,:.x+!3rI/(;/:, r). para 
alguna,'; constant.es O' y /3. 

lIaciendo el cambio de I)U/'iables y sustituyendo en la ecuación (2.22), se obiiene: 

O" O" o',. (ou) 
f3!l + OT = O'" + 20 ox + O",, + (k¡ - 1) O" + Ox - k¡!l. 

f3 o'+(;,¡-1)<>-;,¡ 

O 20 + (k¡ - 1 l. 
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De fio1lt!c 

1 , --('" + 1) . 
4 

/JOI' lo fanto se obf.iene sustituyendo (2.23) y (2.24) 

donde 

o" O'u 
Or = O:r' para -oo<x<co y 

(2.2~1) 

(2.24 ) 

T > 0, 

La solución del pmblcma haciendo la analn,gía con la 8ol11cirín r::rplir'ifa dI: la r.C1lf1ÓÓll 

de difusión () de calo/' (5.2."]) seda: 

1 1= ~ u(x, r) =;;;:; "0(8)e-" ds, 
2v1rT -00 

(2.2.5) 

Si el/ la integral (2.25) se hace el cambio de variable x' = (J~;)" se o"'ic/I,t la sigllir.nk 
eClIflcirí/l.. 

u(:z:) T) 
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con 

y 

1 1d
, l' N(d¡) = = e-" ds 

v21r -OC> 

x 1 ~ 
d, = = + -(k, + 1)v2T. 

V2T 2 

N(dd, es la función de distribución acumulativa pam una distribución normal. 

El cálculo para 1, es igual que al de I, excepto que (k, + 1) es reemplazado por (k, - 1). 
Por lo tanto: 

Si consideramos los cambios de variables 

5 1 
x=log(E)' T='iu'(T-t) y C=Ev(x,T), 

se tiene que: 

C(5,t) = 5N(d,) - Ee-'¡T-tIN(d,) 

donde 
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log(~) + (r + ~.,.')(T ~ t) 
dt = ~ 

"'vl 1' - t ) 

y 

log(~) + (r - 1.,.')(7' - t) d - E 2 
2 - .,.)((1' _ t) . 

2.6 Enfoque Actuarial para la Valuación de Opcio­
nes 

Como su f{tufo /0 indica, en esta sllbsección sólo se utilizarán concr~plos probabilísticos y 
actltariales pam el cálculo del precio de ttrUl opción. No hay cOllsid(mclOneS económicas. 
este enfoque es válido aún cuando la medida de equilibrio no es lÍnica (jI/complete::). Sólo 
se hace uso de medidas jtsicas que generan las distribuciones del ·']Jay-mll" (/HlgO). Dicho 

enfoque no se generaliza siempre a p1'Oductos derivados arbitrarios,< puesto que se emplean 
illtclprelnciones de dichos derivados como pérdidas polenciales o n:cilI/Ilacioncs desde el 
punio de vista de quien los expide. Bajo es/a illtc1'prclacióIl se calcula el precio del dc-
1'ivado COlllO la p1'ima fusta necesaria para asegurar la pérdida potencial. Como un caso 

especial de la fórmula se deriva la fórmula binomial y la de Black-Scholes, la cual es con­
sistente con la tcorta financiera. 

Dc hecho, se lransjOf'lTlU el problema adual ele valuar una opción en un pmblema equi­

valente de seguros, a saber la determinación de una prima justa. Este enfoque uliliza 
el carácter de una opción como una reclamación contingente y no se extiende a la va­
lunción de pt'Oducfos derivados generales. Se obtiene una fórmula !Jcneml para el precio 

de una opción europea, que como caso padicular contiene a la fÓ'>lTlula de 131ack- Seho­
les. Como no hay consideraciones económicas involucradas) entonces los resultados son 
en principio válidos también para cuando 120 existe equilibrio o complelez en los mercados. 

Eslo es impo1'lanle para los métodos tradicionales, ya que la incompletez impliea que 
no lodos 108 procesos de consumo S012 alcanzables y se pueden definÍ1' derivados los cuaJes 
no pueden ser duplicados de acuerdo a las consideraciones en el mercado. Por lo tanto 
UTl p7'ccio de este derivado, no puede ser obtenido como una c071secuencia de dicha du­
plicación. La incompletez ocurre cuando no exista una medida equivftlente de equilibrio 
(medida del precio de equilibrio) y no es única. 
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2.6.1 Precio Usando la Ganancia Justa 

La idea fuí.';ica de esta subsección es que en el descuento libre de 1'1€Sgo en 108 precios 

futuros acm'dados, influyen las tasas de interés libres de riesgo y los precios esloclÍsticos 
acordados con su tasa esperada. Con este descuento en [os precios, 3C puede ealerdar el 
precio de l/na opción caU) como el valor espcmdo de la diferencia entre el procejo actual 

y el precio de ejercicio (en valor presente) cuando sea tiempo de (-Jacer. Esto coincide 
con consideraciones simples de derivados, es decú', la prima justa (in prima más nilo, con 
probabilidad de ruina de 1) debería ser el valor' esperado de la reclamación. La diferencia 
cuando se considera una opción caU, es cuando las tasas esperadas y las tasas de interés 

están involucradas, por lo cual se hace necesario el descuento en todo volar futuro del 
valor p,'esente. 

Considérese un mercado financiem en el cual se tienen 2 activos: un bono (activo 1) 
con tasa (instantánea) de interés r, la cual es sólo interpretada coml} la tasa de interés 
libre de riesgo y un activo, descrito por un proceso estocástico St con t E [O, T], donde cem 

es el tiempo inicial o presente y T el tiempo final. El precio del achvo dos al tiempo cem 

es denotado por So. Se desea calcular el precio de una opción caU (tu1'Opea o amerir.ana), 

C(E, T), cuyo activo subyacente es St y con un precio de jercicio E. 

Antes de derivar la fórmula general, obsérvese que la fórmula de Black-Scholes a.dmite 
la siguiente representación simple. 

Proposición 1 La fórmula de Black-Scholes puede ser represen/ada en términos de los 
procesos generados por St como sigue: 

El lado derecho de esta representación sugiere que la fórmula dt: Rlack-Scholes puede 
ser más general, en el sent.ido de que puede ser válida para una clase más amplia de 
procesos StJ es decirJ el precio de una opción call eU1'Opea debería. (sial' dada p01' diado 

derecho para una rango amplio del precio subyacente del proceso 8 t . 

Para desarrollar este principio, se convierte el problema de valuaT una opción en un 
problema de seguros. Supóngase que se tiene un portafolio de opciones las cuales son 



-16 CAPíTULO 2. FUNDAMENTOS MtlTEMIÍ'J'ICOS. 

independientes e idénticamente distribuidas. Considérese U1la opción como una pérdida 
pote1lcial SOb1'C las reclamacionEs (cuando se ejerce) desde el ¡Junto de vista del inversio­
nista, es decir, la compañía de seguros. Si se pudiera haccl' un se9un) cont.ra dicha pérdida 
usando la prima justa, 'entonces esta prima sería la misma que el valor o precio de una 
opción callo 

La situación es distinta a la correspondiente en [as reclamaciones tradiciollaLes de se­
guros cunlr'u riesgo, en el sentido de que ahora se tiene un proceso fslocáslico subyacente 
St, que ddcrmilla el precio de la opción. Además se liene predefinido el mngo de tiempo 
terminal, T, que se puede ejercer en el momento que el inversionista lo desee (para op­
ciones europeas)J lo que complica determinar los precios en término de valor 1J1'esente y 
valol' ftduro. 

Supóngase que el proceso St determina una tasa esperada de inlenfs (instantánea) Il, 
al tiempo T definida como: 

con lE la esperanza. 

Enf-01u:es nada ha sido supuesto acerca del proceso St, ya que en gencral 11 depende 
de T. La mzón de esta definición es hacer la siguiente exposición clara en tél'minos de 
nolacióll, 

La pl'ima del derivado con pérdida potencial causada p01' el eje1'cú;io de la opción, está 
dada como la pérdida esperada cuando se ejerce cn valor prescnte. Entonces la tasa de 
ganancia esperada de ST es e/LT , que en valor p1'esente es e-liT ST y el lIalO1' p1'esente del 
nivel de cjercicio de E es e-rT E, entonces E está libre de riesgo ell el nivel de ejercicio 
f1duro, 

En oil'as palabras, se mueve la variación a/eaforia de ST COII respecio al valor medio al 
tiempo cero para E. De hecho el principio de descuento que ,c;c usa gellerali::a el principio 
de dcsf:uellfo delerminíslico usual: si E es un valo/' fijo se puede considera/' como una 
variable aleatoria degenerada y Sl! valor presente es E descollfado r:OIl la tasa (ft: interés 
esperada, que es c-rT, porque E está libn: de 1'iesgo, Similarmente 81' ha sido desco11-
t.ada por e-rT debido al desarrollo 01,di1la7'io de los precios (infiacilÍlI) !1 por esto la tasa 
neta de interés o tasa esperada es e-(/L-r)T, así el facior de descuent,) fol-al tS e-/LT. Es en 
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dicho principio de dccucnlo en donde este enfoque difien; de principios finanácl'os ¡H'cvias. 

fs importante scúalar que el precio inicial So y el valor presente de Sr 80/1., ell gene­

ral, diferentes .5i est.e es aleatorio y sus rcspedivos valores prcscnko: dependen del valor 
adna! o de la J"Ulli::aciún. de Sto Allieml)() ccro se puede dar d va!r)/, ¡ululO tle Sr como 
II~ST, independientemente de como se define St (lognormaJ, Levy, elr..) y así la tasa de 

interés esperada) como se definió más arriba, f;S elegida de mancm nalul'fll como el factor 
de desellen/o. 

Teorema 1 La prima justa y por lo tanlo el precio de la opción el/Il, G'( E, T) de una 
opción cnU cUl'Opea con tiempo final T y precio de ejercicio E, está dnda por: 

(2.26) 

Proposición 2 La opción puede ser ejercida en valor presente si ,1} sólo si: 

y la correspondiente pérdida es e-~T Sr - e-rTE. Así la l)1'ima jtlsla es simplemente la 
pérdida esperada que será ejercida, la cual ill1nediatamente esta dud'l ]Jor la formula(6.!). 

Teorema 2 El teorema anterior es equivalente a la fórmula de 13lack-Scholcs cuando St 
es log-no/'!I1a[. 

Corolario 1 Suponga q!le el proceso St está dado po/': 

dS, = /,05, di. + (J S, dIV" 

con va/al' inicial So, donde ~Vt denota el proceso estándar de !Vie/l,er. L'Tllollec:s (6.!) 
es consistente con la fórmula de Black-Scholes. 
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Proposición 3 La celtación difer'encial estocástica t.iellc solución. 

(2,27) 

la cual es equivalente a 

log ( ~:) ~ N ( (" - ~",) T, "'T) , 

La distribución de St al tiempo t = T es lo único que se necesita, pues sólo importa el 
precio al tiempo final. Entonces la 1'cslricción de e-IITST > e-TT E es equivalente a 

. 109i + (r - t,,')T 
WT > - . 

" 

'd log~+(r_!<72)T 
, 1 se COl!S7 era a y = _ 2 , 

U 

" 

donde Z "" N(Tu, T) y se puede escribü' como 

logt + ~(j'2 - pT 
z= 1 

" 
la cual se usa en el siguiente segundo paso. Así 

C(E, T) IE((e-"T5T - e-,T E)/(e-"TST > e-,T'E)) 

= 50 1'(5T > Ee("-,-u'IT) - IE(Ee-"/(e-"TSr :> e-,r E)) 

(2.28) 

= 501'(5T > Ee("-,-u'IT) - ETP(5T > Ee("-,!T), (2.29) 
e' 
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(2.29) se identifica} entonces, como la fórmula de Black-Sclwlcs usando la ecu.ación 
(6./) de la proposición. o 



50 CAPíTULO 2. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS. 



Capítulo 3 

OPCIONES EXÓTICAS 

3.1 Introducción 

En este capítulo se describen algunas de las opciones exóticas más comunes, entre ellas 
alguNas qlle dependen del camino o lmycr./oria del (IdiliO Sllb!J(/(;(!II.lI~ (palh-dc¡Jf;/ldcnf). 

Una opción dependiente del camino (1Jafh-dcpcndf!llt), se caracteriza porquc su pago y 
ejercicio pueden depender de la historia del¡H'eóa del activo Mlbyaccrde. 

En gCIlcl'al, en el contrato de una opción el tipo de ejercicio puede se1' especificado 
como europeo o ame1'icano, en este sentido se puede pensar en opciones americanas como 
(u/lldlfl." cn las 11((; 8C tiene d derecho de ejercicio en cualquier l//oIlH:nfo. 

Una opóán cIótica .. es una opción qlte 110 es 1111 pulo call vainilla. 

I,a$ opciones c.róticas se clasifican CIl (ver cap{fltlo 1): 

1) Opciones sob1'e el preóo medio de un activo dU1Yznfe un período determinado (OpeIO­
NF:S A,SIJíTlCAS). 

2) OpÓOllC8 que sólo llegan a existir (aparecen)} o dejan de exi."t.ir (desapnrccf!n) 8i ocurre 
algún evento que {as afecle (OPCiONES BA/U¡ERA). 

3) Opciones sobre el precio máximo o mínimo de un activo dunl1llc un periodo determi-

51 
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I/ado (OPCIONES LOOlíI3AClí). 

4) Opciol/es sobre opciones (OPCIONES COMPUESTAS). 

5) Opciol/es que dan a elegir sobre un pulo un call (OPCIONES Cl/OOSER). 

6) Opr:iones sobre la suma} difc1'cncia, producio u otras opcraciollc5 entre uno o más 
I/dillOS (OPCIONES BINARIAS). 

A continuación se describirá cada clase con más detalle. 

3.2 Opciones Binarias 

Las opciones binarias o digitales son del tipo más simple de opciol1e~ (xóticus y no d(~pen­
den de la reali::ación, pucden tener un ejercicio temprano o una barran fu/amo 

Una opción binaria difiere de una opción vainilla en que el pago y !'L expiración pueden 
sa fUI1ciones a1'bilral'ias 110 llcgal.ivas del precio del acii."o slIbyacente. S. 

Si el pago alt.iempo T está dado por la fllnción de pago A(S'). entonccs por medio de 
la solución explícita de la ecuación de Black·Seho/es (vista en el capituloll sección 2.5), 
se obtienc una solución similar para las opciones binarias: 

(3.1 ) 

Para el valor de una opción binaria europea, la fórmula incluye los cal/s y puls vainilla 
como un caso parliclllm'. La delta es dada por la derivada de la ecuación (2.2) eOI/ res­
pecto (l S. Al derivar (3.1) se supone que a y r son constanlr~s y que d activo subya.cente 
no tiene dividendos. 

Ejemplo 9 Considérense las siguientes opciones binarias determinadas 1'01': 

BI/(S - E), Y ~(f{(S - E) - l/(S - E - d)), 
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que pueden ser' int.erpretadas como una forma simple de apiles/a el!. el precio del activo. 

POI' consiguiente escribiendo explícitamente las funciones de pago se tiene: 

1> = { E, 
O, 

si S 2: E, 
en cualquier 011'0 caBa(e,o,e.). 

Esta opción es conocida como cash-or-nothing call, la cllal corresponde al primer 
caso. 

P'11 el segundo caso se ticne: 

l' = { ~, 
O, 

si E < S < E + d, 
e.o.e .. 

que se conoce con el nombre de supeI'sharc. 

3.3 Opciones Compuestas 

UI/a opción compuesta puede 8el' descrita simplemente como ulla opólÍlI ,<;obl'c l/l/a opción. 

En esta sección sólo se considera el ca~~o donde la opcwn C8 1111 ¡ud o call vainilla 

y la opción compuesta puede ser descrita como un pulo un cnll vaillilla sobre el activo 
.<:llbyocenlc. 

Sf: pueden cons!7'uir' cuatro clases difcnmlcs 1e opciones c011l¡mes!ru; !)(isicas: 

1) calls sobre cal/s, 

2) mlls !wbre pul .... , 

3) pufs sobre calls y 

4) ¡uds sobre PltlS. 
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3.3.1 Un Caso Particular 

Sea TI d tiempo al cual se puede ejercer la opción compuesta. es tlfcil'" se puede adqul1'l7' 
/lila O!IÓÓIl lJuinilla por la cal/lidad El' 

La opción subyacen/e .. puede ser ejercida al tiempo T2 por un 1Jwnlo E21 siendo S el 
activo subyacente C01'1'cspondiente. Esta opción cnJl sobre ulla opó.Jll cal! es muy .,implc 
de valuar con Black·Scholes. 

Al tiempo TI} se puede calcular el valor de la opción call subyacente como C(8, T¡). Si 

n/tiempo 1', el precio del aelivo es tal que C(5, Td > El fulouce." 51: cjere,! la opción. 

Si a/ t.icmpo 1'1 el C(8, T¡) < El.. enlonces 110 se ejerce la opción compuesta. 

Rl pago para la opción al hempo 7\ es: 

lI11L"(C(S, T¡) - E'¡.O). 

El /la/o,. de la opción compuesta csfri ddcnniTutdo sólo IW'- el climillO alCft!orio del 
precio del ([divo subyncente S y también sntisjace la ecuacián de lJlaC/;:-Scholes. La lÍnica 
diferencia }Jara una opción vainilla radica f~1l la condición final. USt/IIJO (3.!!) como d(do 
fim¡f se n:slle!ve /lila opción compuesta con t < TI. 

3.4 Opciones Chooser 

SOll ligeramente má.5 complicadas quc las opcio1lc!l compuestas. E.r;l,·;danwnle hablando 
SOIl palh-dcpendcllf, pero pu.eden ser valuadas resolviendo la cClInciríT/ dI.' Wack-Schole8. 

Una opeión cllOoser da al pro}Jietario el del'r.ch.o a comprar ,JOr //11 monto El all,empo 
TI.' /ll/U opóón cnll () pul C01/ ¡H'cdo de ejercicio Ez al l.iem,w '/2. 

Estas oJ)(;ionr.s son valuadas de modo similar a la,". opciones cOllljJllr.sfas, prilllcro se 
resuelven problemas de. opciones subyacentes o fundamentales. En "sfr, (.'(ISO e:rislell dos, 
¡H/fl para Ull call subyacerlfe y otm para Wi pul subyacente. 
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Ahora se denot.an a las soluciones por C(S, t) y P(S, t), respectivtl1nentc y.<;e usa como 
dato final pam el problema de la primera opción. 

Claramcnte se dcbt: de ejercer la opción choaser si C(S,t) > El} o P(S,t) > El! 
eligiéndose la más valiosa de las dos. La opción choaseJ' satisface la ecuación de Black· 
Scholc.c. con dalo final al tiempo TI dado por: 

3.5 Opciones Barrera 

La." opciones han'cm, difieren de las vainilla en el contrato de la opción, ya que tiene o 

deja de tener validez dependiendo del precio del activo y de alg1l'l1ft barrera, 5' = X en 
algún tiempo de eX]Jimció1!. 

f)c acuerdo a calls y ¡Juts las opciones barrera son carncferizadfl8 por sus jonnas básicas 
que $011: ';·doum-and-oul. "'J I(down-and-in'l, I'up-and-olll" y Ilup_and_ill'·. 

3.5.1 Opciones Fuera de la Barrera (An out Barrier) 

Co//sidérese primero el caso de una opció1l mil europea del estilo '\(OWll-fIlH/-ou(:, con 

pago al cJ]Jinl1' dc ma.1:(S' - E, O) con tal que S nunca quede por ¡fr!lJtfjo dr:. X durante In 
vida de la opción. Si S está siempre por debajo de X entonces la opcióll queda SI:n valor. 
COI/sirlél'csr:. sólo el caso donde E > X. Esta opción tiene entonces 'liT/a fórmula explícita. 

Pn/'a S má.8 grande que X, el valor de la opción V(S) t) satisface la ecuación de Black· 
Srholc ..... Como nlltes, [a cO/1dición filial de (stn cel/aóán e ... \1(8. f) = mn:I'(S' - F;, O). 

Cuando S es muy grande, la probabilidad de estar pOI' debajo de la barrera se hace 
in8i.'lllijimnff' .'1} fJllr.da que V(S, t) ....., S cuando S ----+ oo. 

Para resolver el problema se pl'Occde de la misma fOI'l1Ia q/le ptU'(/, Ulla opción mil 
vainilla. Sin embargo, el problema de la vahtación difiere en que la seg/lnda condición 
fron/cm es aplicada en S = X, es decir, cuando S = O. Si S 1/!l1tc1t alcaliza X enton-
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ces /a opció1I 1/0 lienr. ualO1'; (l$1 en est.e sentido el valor de la opciá/l. es cero (V(X, t) = O). 

Para definir la solució1I explicita se 1UHl1'á el cambio de vnriab!" ~igllie,'lte: 

'[' ¡1, t = -1'-(7 
2 ' 

COIla = -4(k¡ - 1), f3 -Hl\} + 1) Y k¡ = T/~a2. En estas nuevas variables el 
problema de la opción ba1Tcra cambia a 

uu iJ'" 
81' 8X2' 

(3.3) 

con 

log(X¡E) :s x, 

cuando x ---+ CO, 

y 

u(log(X¡ E), 1) = O. (34) 

Se fiel/GIl varios tiempos relacionados entre el problema de valua/' opóones cal! !J pul 

simples en el flujo de calm' en una balTa infinita. La condición de frontera es .. sin em­
bargo, impuesta en un valor finito de x y la analogía es ahom con el flujo de calor en una 
barra semi-infinifa, con temperatura x = log(X¡E) en el extremo i:lluierdo. 

El Jl//jo de calor en una barra no depende del sistema coordenado usado. La ecuación 
(S.4) es invariante baJo traslaciones, desde x hasta x + IO: o ¡'cflexionc$, desde :r. hasta 
-:z:. As( si u(x)r} es una solución de (4-18), también lo son u(x + :1"0,1") y u( -x + XOI r) 
¡wra alguna constante Xo. Con el mr!todo de imágenes!11} se resudoe el¡JI'oblema seminfi­
nito, "cso/viendo jJ1'imcro el problema infinit(, dividiéndolo el! dos problema,'; i!}ualf:s semi· 
infinitos, con distribuciones iniciales de temperaturas opuestas: una /l/itad es caliente y la 
otra es Fin. El cfecto neto es cancelado cn el salto: la tCnlpcrallu'(J es ga'/'Ulltizada como 
cero, 



Se ¡Jlu:de aplicar est.e mét.odo e/l el p/'oblema de las opciones barrera. Se /'cJleja d 
dalo inicial cerca dd ¡Hllllo ;1:0 = log(X/ R), al mismo tiempo cambiando de signo, lo 
que satisface la ecuación (3.4). As{, en lugar de resolver (3.,9)-(."3.4) cu el iI¡tcrva[o 

log(X¡ E) < " < 00, 8C "e811dvc (3.3) slIjeto 11 

lI(X, O) = 1I0(x) - lIo(2Iog(X ¡ E) - x), 

esto es, 

¡>ara x> lug(X¡ E), 

fi""" ", < IOfJ(X¡ E). 

pam toda :¡:. En ('S/(! s(,l/lido 8(' ¡mede gnran./i::ar qlle: 1/.(109(X/ F:LO) = o. 

Se escribe la solución del problt:ma de 11n cnll eumpco (sin barrera) como: 

C'(" t) I~ "xW, ( ) .1 ,J, = ~c III :1:,1' , 

donde 111(;/:,1') es la 80lucióll apropiada de la ecuación de calor. As{ se tielle 

donde C(S, t) está dado por la fórmula de Black-Scholes. Posteriormente se puede 
escribir la solución del valor dc fa opción lw/'/'cm romo 

en donde U2(:1:, 1') es la solución del problema con dala inicial anlisi11léfrico. La so­
lución a este problema puede ser cTlcontmlla en lirminos de ti} usando la invQ1'ianzn de 
la ecuación (4.18) bajo la traslaciones y cambios de si.Qllo. Se debe tener 

",(x, ,.) -u¡(2Iog(X¡E) -:r,") 
e-o(lo,IX/E)-lo,IS/E))-Jl,C(X' ¡8, I)¡ g, 

cnt.once8 n:cmpla::m' x por 2Iog(.XjE) -;c es equivalente a rr.emplazm' S' por X 2 /8. 
Finalmente, efectuando llis sustituciones necesarias y escribiendo la solución ell términos 
de S y t, se ticl/e 
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(")-1"-'1 
V(8,1.)=C(8,1)- ~\ C(X';S,I). 

3.5.2 Opciones Dentro de la Barrera (An in Bal'riel') 

Una opción ('inl' c.r:pif'a sin vnJo/' a mellos ql/f. el pn:cio subyacen/e alcance la barrera antes 
de expirar. Si el valor s1tbyacente cruza la Hnea S = X en algún t.iempo untes de e:rpirar, 
cntonces la opdáll ,(;(: '!J/Idlie una opcián 1)ainilla con el pago ap'I'Opiado, 

COllsidéserc 1l1W opción calL europea ·'down-and-iTr". El valor de la opción \1(5, t) sa­
tisface la cClluciún de /3lack-ScllOles, la cual es dcJ.aminada pOl' la condiciones final y 
/mlliera. Se usa la llotación C(51 t) para dClIotll1' a un caU vainilla europeo C01l la misma 

fecha de cT1Jimción !J preóo de cjen:icio qllf: un cal! barrera. 

La opción no liene vnlor .:1i S --+ CQ, es df;ci,. 

\1(8, t) --; O cuando S --; oo. 

Si S ha sido más grande que X al expirar, r.lll.ollr.es la opr.ión CTpi1'(1 sin valor. La 
condición firwl l para S > ,'t. es \1(8, t) =:: o. 

FillalJl/(;II!r, el I"'('ÓO 8uby//(,c1Ih dd)('/,¡'I/ I//n/l/::or S =:: X 01 alglÍn !i('IIIPO orlfes (fe 

expirar la opción inll/ulialamcrde delltro (!t: UI/. catl uainilla y deber/a klll:r el mislTlo 

valor que estc caU. La segunda condición de fron/era es cntonces: 

V(X, t) = C(X, t) 

Si S < X en alglÍ7I punto donde la barrera ha sido cruzada, la opción es activada y 
el valor de la opción es exactamente el mismo que un caU vainilla. Así,se tiene sólo la 
soluciólt para el valo/' Cl/. S > X. Esto comple/a la formulación de lln cnU ba7Tera europeo 
down-and-in. 

Pam resolvcr- d down-nnd-ill cxp/ícifamr.ll/c. se ('sc1'Íbc p1-i1llcro 

V(5, t) = C(.5, l.) - V(.5, t). 
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Como la ecuaóón de l3lack-Scholes !J laH colldicionr.s frontera son lineales, se conoce 
que. V llcbc1'Ía .'wti4aca la (~CU./IÓÓII de /J/tu:k-Scholr. ... eDil mlldi('irfn filial 

PiS. T) = G(S, T) - ViS, T) = G(S, 1') = mflX(S - E. O); 

y condiciones ¡/'O 11 1 era. 

PiS, t) = C(S, t) - ViS, t) ~ S - O = S, cuando S -; 00 

¡irx, t) = G(X, t) - V(X,I) = G(X. t) - G(X, t) = O. 

Esf-e es el problema pam U/lQ opciáll barrera (ÜJWI¡-olld-O'IlI. En otms palabms) una 
europea ¡'I~n"" más lit/(! europea "DU(' es igllal a u nn vainilla. Esto es obvio desde el punto 
de vista fill.a1lcic1'OJ como el lJalor de un port.afolio que consiste de tilla opción in y una 
opción out que resulta ser igual que un call minilla. Ya que sólo una de las dos opciones 
barrera puede tener adividad al expirar COI/ clnalol' de lill call vainilla. 

3.6 Opciones Lookback 

Una opción Jookback, ticne un pago el cual no depende s-c5lo del precio del activo al c:r:piHlr] 
sino que depende del lIIá:rimo o mínimo del precio del adivo sobre algún tiempo antes de 
expirar. US1Jalmcllk el pago es esin/elltra/menle muy ,.::imilar a las opciONes ¡:aillil/a. POI· 
ejemplo 'lila opción pul. puede tellC1' pago: 

""''' P(J - 5,0) 

donde J es COllVf!lIiclIlemel1lc definido como el má:r:imo. 



60 CAPíTULO.1. OPCIONES EXÓTICAS 



Capítulo 4 

UNA ESTRUCTURA UNIFICADA 

La e.'>tructllm que se introducirá es útil para las opciones que dependen de la t.myect01'ia 

del activo, que ya se han mencionado con anferioridad y que sólo pueden ser valuadas 
¡dcil/I/ente 11/r:dianff' IJlack-Scholt:s. 

Tómese una clase muy general de opciones europeas mil pagos dependientes de S y 

101' f(S(T), T)rlT, (4.1 ) 

(que es la cantidad que POSfc1'io1'lncntc se relaciona con el promedio de S que C01'1'C8-

pOlldc al In'eóo de cjc1'Ócio), donde f es /tila función que depende de las variables S y 
t. La integración en (4.1) es lomada sobre el camino de S, con tiempo inicial t = O Y 
expirnción ell 1. = T, 

Un ejemplo claro es una opción cuU cuyo precio de ejercicio es el promedio de S, C8 

decir, donde el pago al expirar es 

( 
I l' ) ""'X 5-]'10 S(T)dT,Q. 

Se inl.rod!lCC la nueva variable 

1= !o'I(S(T),T)dT. (4.2) 

61 
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El precio actual S no depende (le su hist01'ia, es deór, de los cambios que l.uvo con 
anterioridad. Se pueden tomar a J, S y t como variables ílldepcndiclIt.es; diferentes en 
las realizaciones del camino aleatorio lo que conduce a diferentes valores de J. Obsérvese 

que la definición de ((.2) es simplemente la fcuncióll (4.1) con fecha de expiración T la 
cual C.5 reemplazada lJ()l' 1.. 

El valor de la opción. c:rófira dC1H!lldicnJc de $U lmyecloria, puede ser escrita como 
\1(5,1 , t), es decir, el valor de la opción es unn función de tres lJflriables independientes: 
d tiempo t, el precio sub!J(/C(:II,lc adual oS' y/a, his!.orú¡ dd ]}/'CclO $ubyaccnlc l. Se illtenta 

aplica7' e/lema de /fa a \f pam dclcJ'lIlinar la ecuación diferencial es/ocást.ica W'rtl l. Esta 
última es ClH:OTltmda c01l8idemlldo 1111 cambio (:11 I como funció" dc S y t. 

P07' definición sr l/C que 

I(t + dt) = /(t) + dI r+ dt 

Jo f(S(T), T)dT. 

(t ¡t+dt J
u 

f(S(T),T)tiT+ t f(S(T),T)dT, 

por consiguiente 

/ + dI =.Ia' f(S(T),T)dT + f(S(I),I)d/, 

por lo t.anto 

dI = f(S, /)dl. (4.:1) 

En otras palabras la ecuación dife1'cncial esfocá8tica 1mm 1 J no tiene componentes ale­
atorias., Se está ahora en posición de valuar una opción que depende de l. 

Primero se aplica e/lema de lió en la función V(S'l lll) pam mosf-rar que 

f _ iN , (1, ,D'V av av ,av) 
d\ -I1S iJS d.\ + 211 S DS' +ttsij¡+ as +f(S,t)a¡ dt. (,1.'1) 



r,:¡ 

Esto es la daivada de \1. !lay que Ilolar r¡1I~ el nuevo lámino (f(S,t)8\f/8I) es pro· 
lJOTciollal a In fasa dc cambio en V r:rJlI respecto a l. No se introducen nuevos términos 
estacás/ieos den/ro dd camino aleato/'io seguido por \1. 

Retomal/do el hecho de que la opóón es C1/1'OpC(l, ahora SI; abrinÍ un podafolio libre de 
riesgo) 1J1I('. InTI,si$le de una opción, una posición en corto COIl un número Ó. del subyacente 
y un dividendo que. afeda al (telillo sllbyacen!,,-, Este IJar/aJolio cs"i dado de la Si!]l¡jenfc 

manc¡'a 

~ = V -!',S - DuS!',t, 

con Do = D(8, 1. t) d rlillidclId() sobre el aclivo. 

El úlcl'emcnlo en el valor de este portafolio en cadn paso del tiempo ti': 

h = dV - !',dS - DoS!',dL 

huy que 1'ccordtll' qlLe .6. se mantiene fijo (;n cado prISO del f-icmpo. 

Sustituyendo (4-4) y (2,2) en (4,5) se obticne: 

eligiendo a 

8V 
!', = as' 

la ecuacián (4J;) 8C /'educe a: 

(
1 ,,8'11 av "DII GV) 

d~ = 2"<7 S (!52 + Dl + J(.~,t)DI - /JuS iJS dI, 

(4.,) ) 

(4,6) 
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Co"sid(~n:....:,! /" .f](/l//lIIria filllT dc rit's!Jo t!r!lIIislIlo /l/O/lI() ¡r CO/1lO nrdt. CII 111/ liempo dI.. 

En ausencia de arbitraje se tiene: 

(
1 "I)'V av ., i)\l ,ay) 

n,lt = 2" S iJS' + Ji + J(S,t)¡¡¡ - DoS as di., (U) 

sustituyendo el valor de ir y D., se lil~ne: 

.1_ . _~ ,."a'\I iW . ~ a\l _ SrlV 
,(1 6S)-,),,~ .)~,+" +J( .. ,t)')1 Do OC" _ r,) uf ( (/,) 

a\l 1 O'V ¡JI! ¡)V av 
,.\1 - -a"S = 'i"'S' )S' + -:-) + !(S,t)-'-JI - DoS"-JS" 

~ ~ (rt. ( r, 

Por lo tanto se obticne: 

av ,av 1, ,a'v ) av ! 
Ji+!(5,iJ¡¡¡+:¡:"8 85",+(r.5-0(.5,I,1 )OS-rl =0. (4.8) 

Si se tiene !lna cstr1lclura de rliuidr;lIdo arbitrario: [) p!lcdc ahom. también 8CI' /lna 
jltllr:ión de la l'nI'/able l. 

Se puede, sin embargo, da¡' la condición final gencml. Al expirar se conoce la forma 
o:acta del pago y por lo tanto el valol' de la ojJción como una función de S el. POI' lo 
tanto 

\1(8,1,7') = 1I(S,I, T), 

donde la función A es la función de pago conocida. En el caso de que.el precio de 
cjc1'cicio (la media del adivo subyaccnf-c) de Il1t call se lomara como 1 = fJ' S(r)dT, 
entonces 

11(8,1, T) = lna:¡;(S - ~,O). 
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Extendiendo el análisis pum opciones r¡merimnos, sltpólIga,<;c que se quiere el valor 

en versión americana de una opción COII pl'ecio medio de ejercicio. En el contrato de 

opciones alnc/'iCtlllas sif;11Ipn~ SI! CS/Jf~ciJlr.(I. el pago,. (lU'/IqUr. sr. ejerza fa opción. antes de 
expimr. Supóngase q!Le el pago de /a opción alifes de cxpÚ'aJ' para el precio medio de 
ejercicio de u.n cal! C8 de [a ,c.iguien/e forma 

11/«r,(8 - f, 11). 

La eXp1'CS1'Ón anten'ol' es natural pam el caso particular en que la opció1I depende del 

precio medio del activo .'iubyacente, es decir, importa la historia de la opción. Para algunas 

opciones, especialmente si éstas dependen dr. medidas discretas, el pago no es obvio. Sin 
emba7'!Jo, ú se suponc una esf¡'uclura gencm(. el pago es de la forma 

A(S,I,T), 

donde A es una fU1lción conocida y Cs.pccificada de antemano en el contrat.o de la 
opción. 

El problema de valltar opciones amen'canas dependientes de la trayecioria .. es uníl 

simple modificación del caso europeo. Para cll!) se introduce el operador diferencial parcial 

iJ .. [) 1 2.' IJ' . . iJ 
I'lex = IJI + !(.), 1) al + 2" S IJS' + (,.5 - D(S, 1,1)) iJS -,., 

este operado/' cs lIT1a gellcrali::aci6n del opcrador dc' l3lack-Sc'hoff's. 

La dif(Tcnr.i1I e/lIre la 1.0.'''1 csp('/"{u!a ti,: UIl w".tafo/io libre de ric.<;go y el dcpásilo w 
el banco ticne/I llll Ndor equivalel/te. Como para el caso de opáoncs )mil/¡Ila. [a t(l.';a 
esperada ]Jara la cob!!rlura del ]Jo1'lafo/io 110 debe eLceder la lasa esperada ]Jara el depósito 
en el bal/co, pel'O '/lO necesariamellte ticnen q¡((! ser igllalrs. es decir 

Pam considemciollr.s de arbilmjr., SI! debe clI/IIphr siempre qlLe 

V(.5,I,I)::> 11(.5,1,1) 

De acuerdo fl In e:rpresitill allf-fJ,'iol' Sf: tiellell las siguientes conclusiones.: 
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1) Si la t.asa esperada pam el podafolio es igual a la fasa esperada del depósito en el 
banco, entonces Lex = O, por lo cual no es el óptimo para ejercer la opción. Esto es 
el caso en el cual el lJalol' de In opció/! (;8 mayor al momento de ejercerla. es decir, 
V> 1\. 

2) Si la la."1/. (;.,,!)c/'{/{la para el porfafolio (:8 menor que la 1(1:::0 esperada para el depósito 
en el banco, J, EX < O, el/to1l('es es el momento óptimo pum ejercer la opción. Esto 
sólo se da si V = A (si V > 1\ debería fraer mayO/' beneficio vender la opción y 
7Ul/lea se tendría \1 < AJ. /JI: ('sic I1ImJo 8(; tUllIr/a qu/; Clllllplil' cOlljuufallll:lIfc: 

LEX = O Y V - ti > O, 

o 

I.lEX < O Y F - 1\ = 0, 

cOllsidemndo cualquiera de las dos formas l siempre se tiene que 

1'10,,(11) . (V - ti) = O. 

Así el problema pam la tlCf'siólI americana de la dase de opciones e:rólicas con camino 
dependiente, puede ser escrito en forma lincal complemenfaria como: 

DEX(\I)· (\1 - ti) = O, DEX(li) $ O, (\1- A) 2: O, 

con V Y {)Vj{)S conl.illuas (considerando A conlinlla) y CO/l condición final 

V (S, 1,7') = A( S, 1, t) . 

. 4.1 Opciones Asiáticas 

4.1.1 Opciones que dependen de la media 

Como ya se mencionó en el capítulo J, lfl8 opciones asiáticas son quizás las que /IHÍS útiles 
encuentran los usuarios comerciales) p01'que cubren una necesida(l muy real para muchos 
de ellos. Kc;to es porque muy jreclLcntemente /lila compaIiía está expuesfa allJreóo medio 
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de algo dllnJllfe //11 pedodo dcl.cl'lIIillndo en {lIgnl' de su pn:óo 3jJoI C/I cada /l/omenlo. 

Un ejemplo de un usuario típico podría fla C/wlquier compa/lía que importe o e,¡:¡wrte 
CIl moneda ext.ranjero, () una compaúía con filiales t:xlralljcms. Da mayoría de Jos ¡lujos 
de dil/Cl'o scníll (;/1 mO'/lf'r/a cd/'(/,njcm por lo qUf' "';c ('sfa/'(í c:rp'Ilcs/a al tipo de cambio. 
Dado que los flujos ocurrirán de mancm regular y prcdedblc, el riesgo que la comJUliiía 
I.endní ."rrá sobre el tipo medio (lt: cambio /luís que sobre el precio -"poI.. 

El precio medio de algo dU-1'flllle 1l1l pe/·todo de tiempo" 1'01' ejemplo, seis 1Il(;ses es una 
cantidad que fluctlÍa mucho más despacio q/Le el pn;cio spol. y dado q1le el precio de las 
OpciOl/.C8 dcpcl/(lc de la vo/al.ilidad del s1lbYllccnlf, 1/.0 resulta sorprendente descubrir que el 
precio de una 0l,cióll sobre el 11recio medio suele ser mtÍs bajo que el precio de ulln opción 
europr.a normal roll cl7rac!crú5fir:a8 8imilarr.8. 

Cabe mencionar que en el nulO en el 'lile el promedio se !tace con respecto al activo 
subyacen.te] se tien.e el hecho de qta:. el acUno !wbyaccnte dl~ una opción asiática es mel/.os 
volálil que el subyacente de una opción lwrmal; ulla opción asiática es por lo demás esen­
cialmente idénf-ica a una opción europea] dado que paga ulfinal y el poseedoT'llo tiene que 
lomar ninguna decisiáll l,obre el cjr.rcicio de la opci,;/I. siuo h.asta el jinal de la misma. El 

problema de valuar las opciones (lsúíticas se redun: por lo hmlo a encontrar u1Ia fónllllla 
para la distribución del pl'Ccio medio ¡i1wl cuando se conoce el precio de hoy. Una vez 

conocidn la di.c¡f.ril)Jlción .'le puede utilizar la. fórmula de JJlad>Sclwle$ !J vaf1w1' In opción 

como si fuera 1(11(( europea lIormal. 

En esta subsección se f.rafará con detalle el tema central de esln tesis. 

4.1.2 Medias de Muestras Continuas 

Media Aritmética 

El mod;:lo básico para valua1' opciones asiáticas se discut.ió anterionnente] y la forma 

general de la ecuación diferencial pm'cial que determina elualor de la opción 'cs (4.8). En 
pad.iculal'] para una opción dependiente lit! !n media aritmética de UTla mues/.7'n continua 

1 f.' - S(T)dT. 
t . tJ 
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se introduce la va1'iablc 

Siguiendo d análisis desailo an'ibu .. la rcuación diferencial parcial pam el valor de 

una opción es 

'IV av 1 a'v av 
'DI + S iJl + :;¡,,'8' DS' + (, . .0 - D(S, 1, 1)) iJS -,-y = O (4.!J) 

Media Geoluétrica 

La medin gcométl'ica de una nluc."tra contil/llu es/á definida por: 

esf.o es cllímifc cuando n --+ 00 de la lu'twl media geoméfrica di8crcta 

Cuando estlÍ determinado el pago de la opción. se define 

I = l' logS( T )dT, 

y la ecuación diferrllcial parcial para el vulo/' de la opción es 

iJV iW 1" a2v iN 
-iJ + log8" +;;(1 S ",2 + (,.5 - D(S, 1,1)) "S -,-y = O. 

1 {f f ~ {J., (; 

4.1.3 Medias de Muestras Discretas 

En la l'Táclica puede ser difícil calcular la media del precio del activo subyacente ]Jor me­
dio de series de I.iempo; ya que los prccio8 pueden cambiQ1' en :'JO s,;g, lo que pr(1)OCfl. en 
ocasiones ciJras incorrectas en los precios. Sin embargo) esto es mlÍ$ común en cOI/tratos 
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de opciones donde se determina la media del activo subyacente medianle $cries de tiempo 

complel-as lJara l'cqucJias SltÚm[ocaóollc8,. ]lar cjf:mplo el cálculo de la media sobre cl¡H'ccio 
de cierre diario () scmanal. 

Sr. ',¡CI/t' la 1I/(}(ldaóólI de la II/{:dif/ de IH/lf's(rns r:onlioltn . ..¡ como !lllll illfeg/'(¡/, (,(Hlsis­

fcnfl?111f!lIfc con la slIposú;idll de que el activo y el /J%r de la opción están (;n tiempo!' 

continuos cllantital1vamenlc. Pam l/na media disCl'e!a $ignijica la slIma de 11II nlÍmero 

finito de va/m'es del ncliIJo durante la vida de la opción. 

La media de una muest.ra discrcfa conlleva a un problema COIl soluciones de silllilifUll 

con el pago discreto de dividendos. 

Condiciones de Salto 

¿El valo1' nclual de II1Hl OPciÓI¡ tiene saltos (l través d,: los tiempos muc8fl'oles? 

La respuesta a esta prl!gunta como para el caso de pa.rJO!; COIl dinidcndos discrclos, p1lede 
ser si o no, depcwlicndo de COl/lO es uislo el mL!o/' de /a opóón f,n 'relación a/ camino dd 
activo subyacent.e. Ciertamente \1(8, /, t) 7/0 necesita ser cont.il/I/o para oS' c 1 fijos. y t va­
riable. En este sentido hay un salto en V y la respuesta a la pregunta es sí. De cualquier 
modo, en el cur80 de una rcalización en el precio del actipo Iwbyacenlr. cn donde todos 
vaTÍan, 5 .. 1 y t, el precio de la opción 110 tielle saltos y la l'eS¡Hlesta es 1/0. Esta ,íllima 
CONclusión es /lila COIISt'cllcllcia ,:¡illlple de la ausCIlcia de oportunidad de aI'bitrajc: si el 
valor de In opción tiene salto.., a través de 108 t.iempo.e, muestrales col/ocidos, se podrían 
presentar obvias oportunidades de f/l'bit.l'aje, 

Esta aparente colllmdú:cióll, puede ser c:lplicada dcspués dc q1/C se I'cr.or/Oce que n 
través de los tiempos mllcstra/es) la media de una muestra disc1'da cambia discontinua­
mente. I-a media cambia discontinuamente porquc 1 cs medida discT'etamente. La dis­
cont.inuidad de l y la continuidad de V(S(l.L J(t), t) para una realización en el cnmino 
aleatorio'! fuerza a V(S,],t) (vista como una función de t con S e 1 fijos) a cambiar 
discontinuamente (J través de los tiempos 11I!u:slrales. 

A continuació/I se determinarán las condiciones de salto para una opción asirílica con 
media aritmética discreta; esf.a derivación es ffícilmenfe rJeneralizada a una opción asiática 
con media,e, discl'das más complicadas, pOI' ejemplo 1/I(:di(l8 gf:omét"¡cas di.w;l'cfas y look-
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bach:s. 

La Sll1f/a aritmét.ica corrida de l/l/a mue""!!''' discreta puede se1' definida como 

j(/) 

1 = L 8(1;), 
i=l 

donde ti son los tiempos de la mllcst/'a y j(t) es el mayor entero tal que lj(t) < t. En 

términos de 1 y j(t)J la media arilmélica de !OH! lTlilestra di'<:cl'cla es 1/./(1.). 

Se introduce la notación h. que dcnota el valor de la suma con'ida de / ¡Jam 

ti < t < t;+I. Asi Ji representa el valor (constante) de I para el periodo i1lmediatamente 
después de q1lC la muest.ra es tomada en ti "as/a que la 1)1'ó:rima 1/ltICsfra es lomada en 

f-i+l' Se puede csc1'ibir 

,; = /;-1 + S(I.;), ('1.10) 

y sálo 1 es actualizado all-icmpo ti ¡)(l/'a sumarlo al valor de S al mismo liem¡Jo. En­

tonces Ji es constante para el periodo I.t (jm'fo después de que la mllc..,lm es lomada) ha,,,la 

l¡-+I (imnedialamente antes de la próxima 1Itue::;lm), esto r.s efr.clilmmenle UII 1H1/'rímetro en 
el valúr de 1ft opción dU1'allle esie licmpo, al igual que el precio de ejercicio es IlII pUl'límel-ro 

en el valor de una opción vainilla. Durante este período la única I~ariable aleatO/'ia que 

cambia es S y el precio de la opción debería de satisfacer la ecuación de !3[ack-Scho[es. 
Para (4-10) es claro que 1 es discontinua ell ti. Sin embargo. [a realización en el precio 
de [a opción es continuo a través de I.¡. Por [o tanto se ticne 

V(S(tt), ';,It) = \(8(1i), 1,-1, 1;), (·1.11 ) 

donde S(t1) e Ji _ 1 son [os valore::; de S e 1 inmediatamente antes de [(1 muestm y 
S(t;) e Ji son los valores inmediatamente después de la muestra. Usando (4-10) esto 
puede ser escrito como 

\1(8,1;_1, ti) = V(S, 1;-1 + S, tn, (4.12) 

si li_1 no cambia de (.;_1 a ti se puede dejarjijo i -1 en (4-12) COl/. no po,.;¡ibilidad de 
confusión y con la condición de sallo 
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\1(8, !,In = \I(S, / + S,lil· (4.13) 

Esta es la condición de salto para la media arilmét.ica de una una muest.ra discreta de 
U1la o¡u:ión (f'<:.iríhra. 

En (4./1) se puede pensar a S e l siguiendo l/na realización en el camino aleatorio 

(sólo que dios varían en el tiempo) yen (1,1.1) "w pir.nsoll a estos como fijos. 

Esta derivación ]Juede ser aplicQ(la a una opción. que depende de 'Un panímcf.ro discreto 
actualizado. Por ejemplo, si la opción depende de 1 J determinado por una ecuación de la 
forma 

(donde las funcione ... W¡ 8011 conocidas) la condición de salto es ",implemente 

V(5', 1, li) = V(8, w,(8, 1), til· 

En parf.iculal', para la media geométrica de una muestra discreta se tiene: 

j(1} 

1 = L /ug8(li), 
i=1 

se defillc la condición de salto 

\1(8, J, li) = \1(5',1 + /og8, 1;). 

Se puede vel' que la defi/l.ición pa1'/iculal' de fll media disere/a, afecla ell detalle la con­
dición dc' sallo por medio de IOfl tiempos muestmle8, pcro es/o no afeda los procedimientos 

genem!es pa.ra la solución. Esto es p01'que las cantidades que siguen un camino df!pe1l­
diente de la lrayed(wia, 1, es aclunliznda di.'icrelamcnte y es 1'01' lo tanto CO/lstante entre 

los tiempos de la muestra. La ecuación diJercncia.1J)(lróa[ para el valor de la opción enfre 
los tiempos de la muefltl'fl, es juslamente la ecuación básica de Black-Scholes COIl 1 tra­
tada C01l!O parámetro. l~a cstralegia pnra el valo/' de algll/U! opción nsiáf-ica es la siguiente: 
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1) RcsolIJc1' 

iJV 1, ,iJ'V , , iJV _ 
-;¡-+ -(7 S ')' _', +(I'~ - IJ(S,I,I)) ')'5' -1'\' ~O, (.Ji :2 (s ( 

(:1111''-; !os liempos de la IIII/I'sl/'(/, !/s/lIIdo I'l ))a!()/, dI' 11/ ol'cilÍl/ úllll.o/ialnmrlllc aJlfo. 
d" l/l !11'';:ri/IJ/I fec/¡fi dr. 1/1 1TIltcsla romo da/o ¡illal. esto dn el lIalOl' de In opórJn 

hasta inmediatamcllte despllés de la presenle ffe/U! dc la muestm. 

2) Entonces se aplican las condiciones de salto apropia.das a través de la fccha actual de 
la muestra que deduce el valor de la opción inmediatamente aTlles de la presCllle 

fecha de la mncst.m. 

3) Repetir c.<:te pl'Oceso las veces necesarias ¡Jam llegar al valor actual de la opción, 

Medias Aritméticas 

La media I7l'ilmética discreta es definida como: 

1 j(t) 

"--(1) I: 8(1;), 
} 1=1 

la r.ual puede ser escrita de la forma 

1 t N 

J~ ¿::'~, Ó(T -1;)<lT 10 r;, 8(T)5(1-1;)dT, 

Cuando la media del precio de una opción es sólo actuali::ada en tiemjJos disc1'clos 
debe satisfacer [as condiciones de sallo a Imvés de los tiempos de la muestra. Se tienen 
que encontmr las condiciones de salto pam argumentos financieros. La condición de salfo 

puede ser derivada por a"!Jumentos puramente matcmáticos. 

Se define 

,N 

1= lo I: 51 T -/;).5'(T)dT, 
o 1=1 

Con esta definición. civa/or de 1 cn f = T es ",implemcnte In suma de los ¡;alores de 
S de los N tiempo$ I.¡. Enl.once8 J esta darla por 
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j(l) 

1= L S(t;). 
í=1 

Esto es, la definición de la suma corrida que fue usada anteriormente. El resto del 
análisis es similar al de la discusión antcrior de una opción simple C01l dividen.dos di8C1'C­

tos. 

Como p.e vio la ecuación (.f.8), dllaior de la opción salisfru:.c la ecuación 

av N av 1 [)'V av 
-;¡- + L 8(1 - 1;)8 -;¡-I + o'" 8' a~2 + (1'8 - /J(8. 1, I))"S' - 1'\1 = O. 
01. ;=1 {J _ '- 0, 

(,1.)4) 

En el mm/no para los tiempos de la mues/ra,. ti} la cCllflción (J¡fen~ncial de la opción 
es simplemente la ecuación de l3lack-Scholcs y sólo 1 es considerada como lJarámcll'o. 
Ahora, a través de los liempos de la mues/m ti: la ecuación puede ser aproximada ¡JO?' 

av ,iN 
8t + 8(t -1;)575/ = O. 

La característica de esta ecuación (l primer orden c.<;flÍ dada por: 

1- 81/(l- t¡) = C(}l1~~ta¡¡Lc. 

Esto es equivalente a (4.10): 1 cs incrementada p01' S al tiempo ti. Entonces V es 
constante a lo largo de estas caractcd<>ticlls. Por lo Irmto se ticnc como antcs 

\/(8,1, lil = V(5, 1 + 5, ti), 

Medias GeOlnétricas 

La mcdi~ gcométrica discrcta cs definida como 

( Li~I/()9S(l;)) ""'1' j(t) 

Se 1Jlu:dc c8cribir como 
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(
J¿ L;;', Ó( T - 1.;)log8( T)dT) 

C3:P t N . 
Jo Lo' ó( T - l,)<iT 

COl1 esta elección de la media corrida, é$lo es sólo aC/lta/izadn en cada ti. 

Se comenzará brevemente a demostrar el argumento que induce a la condición de sallo 
a lmvés de los tiempos de la Tnucsf1'(1. Se define la variable corrida 1 p01' 

1" 
N 

I = L,s( T - l;)/ogS( T )rlT. 
o i=1 

A través de los tiempos de la muestra] ti) la ecuación diferencial parcial pam el valor 

de la oTJción es aproximada 1'01' la cel/acián hipcrbálica de primer orden 

DV DV 
i5t+,s(l-I;)/ogS DI =0. 

(Un camino pU/'(l los tiempos de la mues/m (~8 simph;lIlf!llfc lo ecuación de Black­

Selloles). Usando ti método de camc!e'I'Ísficas¡ la solución general de esta ecuació" de 
primer O1-den, es fácil cncon/m/' lo que implica la coudir.ión de salto 

\f(S,!,l,) = V(5,1 +/o!!S,ltJ. 

Esto es, la miE:ma condición que se ellcrmlró mil m:;(mal1lienlo.<; financieros. 

4.1.4 Soluciones de Similitud de Opciones Asiáticas con Me­
dias Aritméticas 

El valor de una opción asiática depellde de Ires variables S, / y t. Esto es vCT'dndero 
si 1 es medida .11'itnU:tica o geométricamente, continua o discrcl.amentc, ,[Ypicl1mcnte el 
valor de estas opciones debe ser calculado nltméricamenle. En casos donde el problema de 
valuar U'fla apció" sea genuinamenfe ell tres dimcnsiones, un programa en cOl1lpu/ndom 
podr{a Sf:l' mucho más lellto que para ItI/.(! opdón vainilla. Sin emba/:qo, algllnl18 OpCi01lC8 

tienen una particular cslntct1ll,(z matemática ql1C ]Jf:rmilc una reducción en la dimensián 
del probleTlln usando una lIn1'iable de similitud, En el caso de una muestm aritmética 
de una opóón asiáficrz, d problema ]Jucde reducirse de tres a dos dimensiones COII las 
siguientES condl:cio'llcs: 
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1) El pago t.iene la forma [0 F(S/ 1) l) pum alguna constante o y alguna función F. 

2) El dú,idendo licl/e la forma J) = su ( f, f) . 

Aquí como siempre en el caso de la media al'ifmét.ica de opciones asiáticas, 

I = 1.' S(T)dT. 
" 

Para estas dos condiciones sólo se necesita encontrar la Bo[ución del problema en dos 
dimensiones. En efecto, para medias continltas se enc!u:ntra que: 

donde, = S / I, Y 

av _ ¡o8W 
8t - at' 

v = I"W(',t), 

SW = d [alo-1W(S/I t) + [""IV (-5)1 
al' '8~ 12 ' 

av = ¡o-lan--! 
as Eh 1) 

sustituyendo en (4.8) COll f(S, t) = 5, se tiene 

aw 1 ~W - aw 
- + -,,','-- + ((r - f) + a), - (')- + rH' = o. at 2 a,' a, 

Para la media discreta V = ¡"'¡Y(é,t), donde de lluevo f. = Sil, y 

aH' 1, ,a'w - aw - + -<T , -- + (T - D),- + ,.11' = o, at 2 D,' D, 

con la condición de salto 

W("t;-) = (1 +,j"W((1 +,)-I,t;-). 
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Entonces c8fc problema sálo fienr; ¡Jo,,, dimellsio1lcs. En la prrícliCfj. plH:dc (;/)(//11al"8(; 

rápidamente como 11Ila opción vainilla. 

4.1.5 Opciones con Media en el Precio de Ejercicio para Mues­
tras Continuas 

Un principal cjr:mp/o de 11'IW opci,)/1 lI,":idlic(J ,..;c c:ramil/fl ell camino de una o¡Jcián con 
media en el preóo de cjacicio¡ donde el pago depende dc la media aritmética del precio 
del activo. La opción es nombrada as{ porque el pago al e/:piTflI' para lo. vcr, .. ión ClIr01Jf:a es d 
mismo que para opcionc,<; simples,. pero con el precio de ejercicio constante El I'cempla=ado 
p07' 

1 'r 
T la S(T)dT. 

POI' lo (milo el pago al crpÍT'ar (';8 

para un call y 

ma:" (~ laT 
S( T )dT - S, O) , 

para un puf. 

Se dm'án los detalles sólo pam un callo 

El '/)alor superficial de la opción, depende de los tres nariables S, J Y t,. donde 1 es 

1 = 10' 8(T),IT. 

Como ya se mencionó, el !Jalol' aclual de la opción ,<;ólo depende de dos variables, 5'/1 
Y t. Esto es porque la media del precio de ejercicio de la opción admite l/na reducción de 
similitud: $1: 11.0 hay dividelldos se sntisfnce el crif.f!rio anterior. 
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Para valuar la vC/'8ión americana, primero se debe decidir el pago pam /tl¡ ejercicio 
temprano, ya que la media 110 es conocida anles de expira/'. Por lo tanto es lIalut'fl1 que 
pam 1m call se IC/lga: 

ma" (S - ~ l' S(T)<lr,O); (4.15) 

lo que l'C¡)1·cscnt.a la media confilllll7 para el in/ervalo de tiempo de O a l. Es/o sólo da 
el pago correcto nI c:rpirar. 

Se puede r..w;n:bil' r.ll'ago para 1111(1 opción call como: 

S· ""e" (1 _ +.- ¡' 5'(T),(T,O). 
,~t Jo 

Con eslo en 1Iwntc se realiza el cambio de variable siguienfe: 

1 le' JI = c; S(T)dT. 
" o 

(,1.16) 

también el pago para 1m ejercicio temprano y al e:rpirar puede ser escrilo I'c81'cctiva­
mente l.:U/fW: 

S· max (1 _!!: .. 0). l' . S.ma.T(I-~,O). 

Ahora se encucnf.ra la ecuación diferencial estocástica que R .9ulisJacc. Como t se 
incrementa, t + dt, II cambia a 

1 l,l+dt 
H + aH = -5'" S(T)dT. , +d~ o 

Usando (2.2), esto puede :;a c:rpondido a O(dt), y da 

dll = -"lIdX + (1 + 11(".' -1,)).11 .. (4.17) 

Esto es el camino aleatorio seguido por R y que no depende de S explícitamente. En 
vista de la Jorma de la JUlIciáll de pagos, 8e induce el po:;¡III!ado que d va/o/' de la opción 
toma la J01'l1la 
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VIS, 11,1) = SII(R.,I). 

Se puede cllconlmrla ecuación diferencial pa/'cinl ]Jara li(R, t.) Gil lino () dos caminos 
equivalentes. UI/a forma C.5 COIUf.fir un por/ajolio COII media del precio de ejercicio de 
¡lila opción con UII Tnímcl'O de aclivos y la derivada de la fxuacú;n que cumpla con los 
principios básicos, La o/m forma es :msliluir V :::: S 11 dentro de (4.9) lo que hace 1ft 
derivada simple. Después tratar de buscar una sO[llciá/l de II que sca illdcf!cudú:'/I,lc dr. 
S. P01' medio de las dos formas se puede eneonlrar que 

y 

'" = 11_ ¡¡oH 
iJII 

(" .18) 

COllsidcmnt!o que los pagos no tic11cn dillidcndos. Si la opción es CllropCft .'Oc IiclIC la 
igualdad cxf.rida en (4.18). Si é.<;ta es americana se puede teller la dcsiqualdrzd el1 ({lB). 
Pero el con/ruste 

11(11,1) 21110" (1 - ~,O) = 11(/1,1), ( 4.19) 

debe cumplirse. Adc/lHís!;;/ el p/'ecio df'; la opciúl/. 8ir.mpre tiClle un pago de f:jer'Cicio 

antes de expirar) éste debe seT' contin1LO) es drcir¡ la funciún H(R) l) Y la primera derivada 
de n deben ser cOl/hTlllas sicmpre. 

Condiciones de Frontera para Opciones Europeas 

Par~ la opción europea) se deben imponer como condiciones iniciales y de frontera 
respectivamente R ::;::: O Y R ---t oo. La condición de jrolltem cuando R ---t 00 es simple. 
Si S es la frontera para un tiempo finito t) la única manera de que R f.ienda a infinito (;s 
que S tienda a cero. En este caso la opción 110 debaia ser ejc1'cida. y se fiene 

11(00,0) = O. 
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Para detc1'minar la condición de ¡rontcm en R ::;:; O, se necesita- toma1' la ecuación 
(4-18) cuando R ---+ O. Recalcando la comllción de j1'Ontera en S = O para la opción 
vainilla. Siguiendo esto, si S es cero entonces seguirá siendo cero para todo tiempo y en 
este caso eL pago es conocido con certeza. --Est'} sin embargo, no es el caso pam un camino 
a/c(tlorio de R. Sustituyendo R = O en (4.17) se encuentra que dR = dt > D, también la 
variable R inmediatamente se mueve lejos en R ;:::; O denlro de R > O. Si ahora R = 0: no 
Iwy razón porque esto debc1'Ía seguir siendo cero hasla expirar. Por lo tanto 1/0 se cOlloce 

un valor Largo de la opción con certeza cuando R = O. Todo lo que se conoce es que el 
valor de la opción debe ser' finito. 

Se puede usar la condición de que el v(t!or de la opción es finito en R = O, lo que 
deduce una condición de frontera ¡}(Im la ecuación diferencial. Primero, note que para R 
pcqueiía el térllú1l0 na H / aRes i1lsignijica1lle cOTllpamdo con 8 H / a Ji, se puede ignorar 
este término (de hecho, este es independiente del valor que lome H, sin importar que 
sea infinita). Po~ lo tanto sólo se ignomm el término R282HIBn2 cuando R --Jo O por la 
siguiente m:ón: supóngase que R2EJ2HIDR2 no liende a cero en e/limite e'uando R --Jo O,: 
se puede considerar Si'l pérdida de generalidad que 

a'Il 
lim H'-¡¡-, = 0(1). 
H-O úR 

Para R peque'/ia se debería tene1· 

la cual puede ser integrada fácilmente pam mostmr que H = O(logR) cuando R --Jo O. 
Esto es incollsist.ente cuando H es finita. POI' lo tanto se concluye que el término aHlal 
y DH/fJR contl'ib'llyen cuando R = O. 

En otras palabms 

aH . aH _ o d R o at + aH - cuan o =. 

Esta es la segunda condición de j1'01llera. 

La ecuación (4.18), con condición final y de frontera R = O Y R = 00 S011 suficientes 
para determinar el valor de H de una opción europea únicamente. 

TEstS 
Di. lA 

~g M.t\E 
SliU8TECI 
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Es posible cSCI'ihú' U/la expresión analítica c:rada para el problema COl1lO l/l/a suma 
finita de ¡¡¡ n citm e,,, hipcrgco/lll.!rir.lIs. No $(; da esta soluóón r.:wcfa porque la ¡unción hi­
pergeomitrica 1/0 es mI/y CONocida. por lo tlIlllo la solución es l'C1Jl'cscn!ada ell término..:; de 
una suma infinila porque, desde el ]Junio de visl(( prlÍctico, el tIa/or es ob/cnido rápida.mente 
aplicando métodos 1Iuméricos f1. 1(/ cC!lflción diferencial parcial. 

En el caso de opciolles a/1/ericanas¡ se tiene qlle 1'c5011lc1' la desigualdad difcrcnúal par­
cia! en ({.IB) sujda a la resfricción (4.19), fa (,'oll,dióún fillal y In cOlldiciún ql/C H -t O 
cuando Il -t oo. No se puede hacer (l1Inlt'licamclllc por lo cual se dehe eT/contrm' !tila 
solución 11 umé/'ica, 

Paridad entre un un Put y un Call para la media del Preciode Ejercicio de 
Opciones Europeas 

El pago al expimr para un po7'lafolio de la media del precio de ejercicio df! opciones 
europea." de un ca.llla1:qo y IIn pul co1'/o (:8 

S· ma:c(l- /l(T, O) - S ·ma:c(Il(J' - 1,0). 

Por lo ta.nto II es mayo,. o menor que T al e:rpiml', este lJUgo e." simplemente 

El vnlo/' de cstf: portafolio c." idéntico al qllf! consiste de un acf.ivo y un producto 
jinancier'o cuyo pago es 

IlS 
T 

Para valuar este producto se busca una solución de la ecuación de la media del precio 
de eje;cieio de la forma 

11 ~ ,,(t) + b(t)/l, (4.20) 

con a(T) = O y b('1') = ~lIT; cada solueiáll debe de twel' el pago requerido de ~RS/T. 
Sustituyendo (,f.rO) ron (4- 18) Y cumpliendo la." condiciones frontera. se encuenlrn que 
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Se concluye que. 

~ I in' C - P = 5 -~. (1 - c-,(T-'I) - _e-,(T-'I ~(,.)tf,. 
. 1"7' 'r o '- l 

donde e y P son los 1Jfllol'cS de la media aritmética europea del precio de ejercicio de 
uncall y un puf. Esto es la paridad cnln: un puf-call para l08 opciones e111'0lwas r;on media 
en el p,·ccio de cjCl'r.icio. 

4.1.6 Análisis de la Media del Precio de Ejercicio para Opcio­
nes Americanas 

La limit.ación en el caso de la media del ]Jn:cio de ejercicio de opciones lllllaicaTlflS, se 
escribe en términos. del precio c8caJado del activo R, como sl.qltc 

A(lI, f) = """. (1 - ~,O) . (4.21 ) 

Pam determinar donde y cuando la función A(R 1 t) en (4.21) sat.isface la desigualdad 
en (4.18), se pueden hacer conclusiones cualitativas aeCl'ca de la posición de la frontera 
lihe. Sustituyendo ({21) en ({.lB), se encuentra que ¡mm R < t 

rJ¡\ 1, ,rJ'A u,\ R 1 eH _ - + -(1 R - + (1 - dl))- = - - - + - = l· (/1.1). 
i)t 2 D ¡¡, iJ R t' f t . 

En la siguiente figura se muestrall las regiones en (R,l) espacio donde F(R,t) es 

positiva y Ilegativa. 



82 CAPíTULO,!. UNA ESTR.UCTUR.A UNIFICADA 

R 

hO 

F<O 

O~-------------------L---

T 

En/auces en la versión de opciones americanas se satisface (4.18) con la desigualdad, 
la frontera libre R = R¡(t) debe estar contenida t!llterament.e dentro de la región donde 
F(R,t) ~ O. En compumción con el rLuálisi."o dr. opciones americanas v(tinilla se mostró 

que, en pal'f-iculal', la frontera libre ]Jmvienc del punto R = T/(l + 1'1') al tiempo t = T, 
entonces F = O Y /1¡(7') = 1'/(1 +1'7'). Se nnticipa que el p1'oblemn pnra 1I(/1,t) es como 
se muestra si:5lemáficarncnle en la siguiente figura. 

R 

dominio de soluclon 

R>R ,(1) 

fronlera 

libre 

R=R ,(1) 

O~~----------------~L----

T 
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Análisis Locnl de la Frontera. Libre próxima a expirar 

Se desea determinar el comportamiento de la ¡1'01I I e 1'11 libre al cierre de/tiempo al expi/'{lr, 

es deór, c/lando esle pró;rimo t = T Y H = R¡(T). 

Es conveniente cambiar a nl1evas variables dependiente ... 

- R 
H = H -1 +-. 

1 

Pam (T - IljT < < 1 Y IR- Tj( 1 + ,.Tll « 1, la ccltacirin (4- 18) es oálida I'0/"encima 

de la frontera libre como se muc8fra en lo figura anicri01', puede ser aproxima.da 1'01' 

~",¡¡ (7'l,rJ'li af¡ = (11- n (1'»1 +,.T 
2 f a¡¡' + al f . T' 

Próximn fl c.rpimT', los otros términos CIl (1. 18) .'101/ mfÍs pcqucrios que es/os I'clcnido8. 

Este problema local es idél/tico a/modelo pnra opciones americanas va illilln. El com­

portamiento de la Jmuiera libre cerrada al expirar} es determinarlo por la solución de la 
ecuación de difusión con términos originales. Para el análisis se ve que la froutera libre 

próxima tl e.rpirar está dadn }Jm' 

l' ,,1'~' RI=--+c 1-1 ¡() I + ,.1' o J'l( I +,.T) ( l, 

donde (o = 0.903,1. En la figura se muestra la función 11 cOTlta R. 

4.1. 7 Opciones con Media en el Precio de Ejercicio con Inter­
cambio Extranjero 

Corno 1m sequndo (jcmplo SI; cOllsidcl'fl/l. opcio/lc.<; eon molút (;1/ el pnxio de f;j(;n;ióo con 
inlcr'cambio ertra1ljc1'o,. ¡)(l/'/l europeas y americallas. La o]u;iún específica a c01l8idc/'(l/' es 

aquella que da el derecho a compl'nr UIlI! unúlad de corriente exf.mnjem pam la media del 
precio doméslico sobre alglÍn pcn'odo de tiempo. En estc f.'o/lfe:rlo S denota la. Ia.sa de 
cambio y el pago es 
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( 
1 T ) m"" 1 - ST fu 8( r )"r, O , (4.22) 

medido Gil la cO/Tiente e:rtnl1ljcm. 

Este problema! puede .~c,. escrito en t.érmino,:;; de do,;:; variable.'> R y t. donde 

1 l' R = -'(- 8(T)dT . 
.5 1) " 

El pago al e.Tpinl1' puede ser escrito como 

m",,( 1 - R¡T, O) 

y lomando el pago con ejercicio temprano se licl/e 

",,,,,(1- lI¡f,O). 

Como antes, se puede ver que para cl1Jafol' de la opción \I(R1 fL S 110 OCUlTe crplícitn11lcllte. 
Considerando esln forma para la sol1lción y sustituyendo dentm de (4-9) se encuentra que 

con igualdad c!ltl'icta para opcio1les europeas. La.6. está dadn por 

Se tiene que cOl1sidcrnr que la conient.c c:dmlljcnL recibe un in/ah: cOllfintLO y la fosa 
r, c~"8frmtc. es decil',> se ticne que toma/' f)(8~ 1,1) = J'J-

AhOT'aJ se deb(~n determinar las condiciones r:orrcdas de fronlera y final. Ln colldiciólI 
final es la que se encuent.ra 1)/ds fricilmcnlc 

V(R,I) = max (1- ;',0), 
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la cual es la función de l'nflo. Ln primera COTldiciól1 de fmnlera c.<: obvia; cllando 
R +----t 00 la opción no deber/a p.er cjlm:ida !J 

V(1U) ~ O C/U/lulo 11 ~ oo. 

El comportamiento local del precio de la opóún C1Wl1rlo /( = O, dcl.t!l'mina la cO/Teda 
condición de jl'OUfCl'fl, IJ(/I'{l el ]Jl'CÓO finito de lo (1)(:i()1I, se necesita 

en H = O. 

av av 
-+--rV=O al al( 

Si la opción es americana entonces 110 se requiere la igualdad exll'ida en (4-2/1/. pero 
se l'eqláere de la rcsl1'icción 

II(H,I) 2: 1/I(/.r (1 - ~.O). 

La opóón-FX americana con media el' el 1'I'(;cio dr. ejercicio induce al ¡Jl'Oblemn de la 
¡muier'u libre R = R¡(t) en la r:ual V y fJVjfJR deben ser continuas. 

4.1.8 Opciones con Tasa Media 

La t{pica opción de tasa media el) m uy similar a las opciol1es con media en el p1'f~cio de 

ejercicio Gil el que el pago depeTlde de la media del jJ/'ecio del adivo defillida UJ/well;enlc­
menle. La diferencia es (!n In forma cslrucllll'fll del pago. La media del precio de ejercicio 

es la misma que una opción vainilla .. excplo qur. el prccio de ejercicio es 1'eempla::ado pOI' 

la media) la lasa media tiene el mismo pago como la 1Iainilla pero con el precio del adivo 
1'cemplazado pOl' la media. Esto es, la lasa media aritmética dc una opción cal! lir.ne pago 

al expira/'. OpciOIlCf> semejantes 5011 u,<;unlmellle más complicadas de valuflr que las 
opciones con media en el precio de ejercicio! porque en gencm!., ellas n() admilen rcduccúJII 
de similitudes: ttpicamcnte) no es posible rcducir el nlÍme1'o de variables ind(~]Jendielltcs 
de ü'es a dos. Esto es cicrto cuando la IIIc(lia es m.edida ltrit.méf.icamenle. Dc cnalquier 

modo cuando la media cs medida gt:oméll'ú:amcnle, es posible reducir el p1'Oblema a dos 
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variables y se puede encontrar la Jórm ula cxpHcita. 

Medias Geométricas y Muestras Discretas 

Es conocido que existen soluciones cxplícit.as para el valor de /.nsns medias de opciones 
cuando la 1IIcdút es nwdida geomal'icamcnt.e [14J. Esto es porque el logarilmo del precio 
del activo subyflcentc sigue un camino aleatorio con varianza independiente del precio del 

activo subyacente. Bxisle una ¡'ntima relación entre la suma de los logaritmos y la media 

gcomél1'ica. 

La JÓ1'11wla explícita sólo cxisk para opciones europeas. Si se considera una opción 

europea con lasa media con pago al c;rpiral' dado por 

V(S, 1, T) = !I(I). 

Obsérvese que el pago sólo esta Gn función de J y 110 de S.: et.lo hace pOf;ible una so· 
luóóll c:fpl{cifa, 

La ecuación es 

uV N uV 1 2 2 U'\I u\l 
"1 + ¿ 1i(1 - 1;)109(.5)-;-11 + -a S "',' +,.S "S -,.\1 = O, 
u ;=1 (2 ü'-- ü 

(4.24 ) 

esto es, la ecuación (4-8) con 

N 

/(.5',1) = ¿óU -li)lug(S). 
;=1 

Es usual, que ti denota el tiempo al cual la muestras disC1'clas son tomadas para la 

media y N denota el número 10101 dc mue8t1'aS f.omadas. 

Se busca una solución de (4-24) de la forma 

I'(S, 1, 1) = F(y,t), 
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rlo/ldc 

.11= 
1 + 1(l)log(S) 

N 

dontlp. f(t.) puede ser dctC1'1llÚlfldo. Con y y t como iJflrinbles independientes, se puede 
(!8cribir (4.24) como 

Se elije 

aF 
al 

dl/dl.lug(S)ul' ~'\"( _ .)1 ('i)uF 
\' a + \,¿ul. l., U9' u 

1 y 1 i Y 
+ (4.25) 

+ (7'1'(1) ¡PI' + I(t)(r _ ~(2)i)1' _ rF = o. 
2N2 r')y2 IV 2 rJy 

T 

I(t) = 1. ¿biT - tddT, 
, 

eliminando log(S) }Jara la ccuaciún. EII(o/lr.c.c:. los fit!1llpoS Ji SO 11 cO/locidos,. pUl' lo 
['l/lIo In fUl/cúJn es COIH)(;idfl. E..;/o ce; /111 plISO de /11 JI/liÓ';" If/ nwl illC1'(:lIwnl.a su IIfllo]" 

por uno en cada tiempo de la m ttes/m. Ellimilc superio/' en la ¡nlegral Iw sido lomado 
como 7'J al c:rpirm'[ = O JI Y = 1, el pago es t/lIU jUllcián de y solamente. 

Cuando los término.') del logaritmo han sido dimillf/.dos) lo 'lile sigue es modijica)' la 

ecuación dc difusión con coeficientes que son indc¡}c1Idicnlcs de la 1Iariable !J. Es/os coefi­
cientes son, de cualquier modo, f1lltcioll(;S tiel tiempo,f.. Por lo tanto, después de eliminar 
los términos dcllogaritrno en (4.26) lo 'lltC 'l'ucda es simplewwtc la ceuaáón de 13lack­
Sebo/es, sobre una transformación logarítmica e011 tiempo dependiente de la volatilidad} 
con tasa de interés distintas de cero y t.iempo dependiente de los dividendos dados. En 
pa1'iicular, la volatilidad efectiva está dada pOl' 

Las siguir.1l.les 7'(:glas muestraTl e:raclarnenlt: como se modifica la fórmula de l3Iack­
Sello/es para va/uar OpriOIlCS simi!an~s con fosa media .fJr:oméfrú.'a: 
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1) Tomar la fó/'mula de Hlack-8cholcs ¡)(1m. UI/a opción vain¡}[a .. teniendo los mism08 

pagos que una asiáhc(l,. pe/'() ell fiJ'l1lillOS dc el/N en IU!Jrlr de S; por ejemplo 

ma'l:(c l
/
N 

- E,O) el] lugar de rna.1:(S- B,D). 

El call de c.sta fórmula se describe COII/O \18S(S: 1,' al 

2) Dondequiera que a aparezca en la fórmula de \IBS • es reemplazada pOI' 

I " 
N'(T -1) 1 ,,'1'( T)rlT. 

3) Dondequiera q/le r apun,;zr:a ell la /órmn[a, f:.'¡ I'cmplzada por 

I 11'( 1,) I(T) ,,' 2 ~- ,. - -" ~ + -1 (T)dT. 
T -l t 2 N ~N2 

4) Multiplicar el ,'csullado de la fórmuln pOI' 

e.e1' - ,.- _('o - -".') - --I'(T)dT. ( l." I(T) I ,,' ) 
. t N 2 2N2 

5) Rr;cmplazf11' ti S por' cJ/NS1(t)/N. 

Medias GeOluétricas y I\1uestras Continuas 

Ctlalldo la media geométrica es obtenida de ¡lila mues/ra COl/tiulla, 1 es/á dada por 

1 = 10' IO.1(S(T))rlT 

y para una opción wropca se debe ¡'c8ol/Jf;r 

D\f 1)\1 I . ¿¡' \1 D\I - + log(5)- + -".'S'- + ,.5- -,.\1 = o. 
DI IJI 2 ¿¡S' DS 

De nuellO, si el pago es !tila ftmcián de 1 8olnmelltc, se TJI/cde buscar una solución de 
1" jo,.",,, F(y,l), do"de 

1+ (1' -1)log(S) 
y::::: l' 
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Con esta vflriable independú:lllc In ecuación diferencial rcgrC.'lfl 1111f1 CC1!UÓÓlI di/m'e//-­
cial pare/nI de liflo pnl'flb(J¡ico, ('01/ coe.ficiclI/f·;; que .<;011 illfh-¡H:/Idic1/lr3 de .11. 

De igual manera, la fórmula c:rplícita puede ser r:.llco'llfrada y se puede /le,. que esta 
pam una opción vainilla, se i.rnll$Jonl1(l denlro de la fórlllula c:rl'lícila pum !lila opóón 
con fasa media geométrica: 

1) Tomar la ecuación de JJlack-Scholes para 11110 opción l:aillilla, teniendo el mi81110 pago 
que llna asidtira, pero ell tél'IIIin08 de el/'/" el! lll.f!nr de S; JJOl' ejemplo 

. ( liT '" O) lIW,r: e - 1:., en lugar ele ma;¿;(S - E, O). 

El call de esta jár1Tlula es de la forma VRS(S, l,1', a). 

2) Dondequiera que t12 aparezca e1l la fórmula para \lBS, es reemplazada por 

1 {T ,(7'-T)' 
T _ l J

t 
(J' 7''2 tlT. 

Cuando a es conl.alllc., la uolat.i!ú/ad cfr.c/.infl es po]' lo {unto (J2(1' - t)2/:~T2. 

3) Dondequiera que l' apa1'czca ell fa fórmula, es reemplazada por 

1 iT ( 1 ,) (7' - T) -- r - -(J -- rir. 
1'-t, 2 l' 

Cuando l' Y (J son constantes, la lasa cfr.diva de inlc1'é", es (&172 -1')(1' - t)j2'/'. 

4) Multiplicar el resultado de la jr5l'tHula por 

Cuando l' Y (J son constantcs, r:8¡'~ jactor es 

e,,1' ( -r - (r - ~,,2)(T - t )/21') . 

5) Reemplazar S por e l / T S(T-n(l'. 
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Medias Aritméticas 

La media aritmética de una opción con fasa merlín, es dificil de evaluar ya Q1LC es equi. 

valente a la media !Jeométrica. GCllcratmcnfc, no es posible eliminar una de la.", lInriblcs 

independienl.es y el problema debe resolverse en t.res dimensiones. Sin embargo,. el pm­
blema de la lasa media arit.mélica es f(Íeil dr. resolver 1II1mirú::amclIf,c j ya '111(; (;.'1 posible 

enCOllt1'f1T una CClwciÓ1I diferencia.! lHlrcial. 

Cada opción tiene pagos de In forma 

V(S,/,T)=max(E-IfN,O), 

donde, Gil este ejemplo, 

N· 

1= L 8(/;). 
;=1 

Este valor de la opción, genuinamente depende de los l,'cs valO/'es indcpwdiclItcs S. 1 

y t. En este ejemplo no se cOIlsidemn dividcndo8. Se debe 1'esolver la eCllaóún básica de 

Black-Scholes con 1 como un parámetro) .siem¡H·c CO/l la.<; condiciones de Jl'onl.l~rfl 

V(8,/,t) ~ O cuanclo s ---+ oo. 

Las condicio1lcs de sallo aplicadas a travÉs de 108 tiempos dr; l(l m1lcstra 50/1. de la 

siguiente manem 

\1(8,1, ti) = V(8, / + S, tn· 

4.2 Conclusiones Generales 

¡;;n cOllclllsiá/l se puede decir que Id tipo de OpCiOllC8 exáfica.~. en parficulm' las asirUicas .. 
que se describen en ,,:sta tesis puede tcucr divc1'sas rlplicaciolles en el ámbito ecoJl(;mico y 

polúico del pms. 
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Las upciones fueron creadas para cubri,. r¡c.c;gos muy cspccl}icosJ ns¡' como para dismi­
I/llir incertidumbre r!1l los m/~J'(:ftd() ..... Un ejemplo '/IIU!} cl(/1'O !J real se t.icnc en el pnf..:¡ con 

el manejo del peJni[coJ en dOlldr: e/liSO de opdollcs y pl'inr.ipalmcll/r. asiáticas ¡}I1ct/ell ser 
de gran utilidad ¡Jam. disminuir In volatilidad del mismo. 

Así como la incert.idumbre jl/egu /tU ¡}(/pd /l/I/!) illl]JOI'/(/l/l.c e/l la (,o/lducción política en 

el país) también las opóones dcbC1'lrlll de se/' el ills/rumento fllndamcnft¡[ de illvcrsirin del 
mismo. Va qlle 9nranliza la cobertura y prolcróól1 de didw incertidumbre. 

Hn conclusión se puede afirmar que el enfoque acf.uaria¡ para encontrar el preóo de 
1/1/(/ oj}(;iólI

j 
es razo/lable, pe/'O IIIÚ'<; ópt.imo n:,c.;¡¡lI.a 8fT la a!,hcaóón de lJ[ad.'-S'c!Jo!t:s I}(tnl 

clI(:olllmr el prcóo de l/l/a OpÓÓlI. Ya 'lile !JO/' el "diodo acllHll'ja! 8C puedell Ilf:cc.<;i­

tar destle 100 /w8ta miles de /.myectol'l·as alea/O/'Ias ¡)(ll'fl poder a]ll'o:rimal' el prceio de la 
opción (Ver apéndice ll). Cabr. men.ciona]' que ahora ya e:risten paquetes especializados y 
eficienle." qlle calculan el l)lTcio de una o])(;irÍn medianle alg'l/lIos da/o8 cS]J('cijicos, 

También el enfoque actuan'al, puede ser aplicado pam opciones exóticas de tipo (l$iático,. 
con la tÍnica diferencia de que cn lugar de lener el precio de ejercicio E. se cambia por el 
promedio del activo subyacente ¡Mnl cada l/'Ilyectoria .qenf!I'ada, 

El qllt: un individuo no adquiera 1m segul'O pum ¡}/'olt:gel' el valo/' de ,,,'/1 ¡Jl'Opicdarlllo 
es cril.ieable porqw: el reslo dc Irl sociedad /lO sc ve af(:clada si algo sale lIIal. Pero c810 
no se apNea a nivel macroeconólllico porque una mala decisión afeela a lodo el pm: ... Por 
tal molivo suena mzonable el promovcr la aplicación de illst.l'ltmclllos de inversión como 
las opciólles c.T.ótica8, 

La ventaja. de estas OpciOIlCS es que ya. han sido aplicadas en divcr808 países .. en los 
cuales les ha dado ,'csultado pf/I'a cubrir un 8in jin de riesgos. l/ay que dcsap(l/'[ce,' d 
tabú de que por ser Ull país de Icrcer mllllflo, T/O se deben o pueden ([plicar insl1'umclI­
tos más sofisticados como lo 8011 las opciol/.es c:l:ólicas, Si e81tL ga/'llllfiztLdo que eSff! tipo 
de illtl'umenlos nos va a cubl'¡" de 108 ric8!J0,5, lo cIJal dismimáría cOlIsidcmblcmente la 
incedidmnbre (en el caso de la incertidumbre en el precio del pct1'ólco) al igual que la 
volatilidad, bien vale la pena arriesgarse a utilizar este tipo de opciollcs y asíJlega,. a se'­
un ]Jal~" muehú;i1l/o Il/(Ís eO/TIpr.til.ivo. 

l/ay q1le ap/"OnedHlI' el hecho) de qlLe esl.f! t.ipo dr. i1l8l1'/Il1/.r.II.1os dc cobedu1'fI lJ{J7'(/ rcdu­
cir la lJolal.iJidad d(' los i"gl'c$o$ jiscal,;, .. , l/O (; ... d¡',-wo//(J(;ir/" w Mé:rit:o, /o7...;la (':I'/wr¡r;lIda 
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previa puede 1'csultar muy valiosa. 



Capítulo 5 

APENDICE 1 

5.1 Ecuación de Difusión o de Calor 

Problellla lineal de la propagaclOn del calor. Tómese ulla barra homogénea de 

longitud 1.. térmicamente aislada por los lados y lo .'wjicicntemente fina como para que 
en cualquier lIlOlI/'(!1I10 del tiempo se ]JI/{:rla cOllsidel'a1'f/ la lr.mpcmtu1'f1. igllf1.1 e/l frulos lo.'; 

puntos de un corte transversal. Si .'>c lI/(l1Ihenen los r.:dremos de la barra a tcmpcmturas 

constantes 111 y U2 entonces, a lo largo de la barra se cslablccc la distribución lilleal de 
temperatura, dada de la siguir.nle manera: 

U2 - lit "e,,) = "1 + --¡-J'. 

En este caso, pasará el calor dr.l c:rl,'cllw más calie1ltc al más fr'io, La cantidad de 

calor quc pasa por una sección de la barra de supcrJicir. .) por la unidad de l.ie1llpo, se 

exp,'esa por la fármula 

(.5.1 ) 

dondr. k es el f:()cjióclIlr. de conducfiIJida(llénnú:r¡, qlle depcnde del materia! d(! /a barra, 

La magnitud del flujo calorífico se cOllsidera positiva, si el calor pasa en dirccción del 

crecimiento de :r:. 

9:J 
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Ana/izando el proceso de distribución de la Icmpcmlu1'fl ell la barra. se tiene que o,te 

proceso ptlcdc ser dcsail.o mediante la fUllción ll(:¡;, tL que representa la temperatura en el 
corte :1: al tiempo t. Parn encontrar la ecuación que debe satisfacer la función u(x,/), se 
formularán las leyes físicas que dclc1'1Tlinan los procesos relacionados con la propagación 
del caloTo 

1) Ley de ji'ourier. Si la temperaf-1lra del cuerpo no es homogénea} en ésie aparecen flujos 
caloríficos, dirigidos desde los lugares de mayor temperatura hasta los lugares de 
menor icmpcmfura. 

La cantidad de calor que pasa pOI' la sección x durante el intervalo de tiempo (t, t + 
di), es igual a 

dQ = qBdt, (5.2) 

doude 

(5.:J) 

C;j ia densidad del flujo calo1'1jico¡ igual n: la ozntidad de calor que pasa en la unidad 
de tiempo por una superficie de lcm2 • Esta leyes la generaliznción de la fÓ1'1nula 
(5.1). Se le puede dar la fonna integral como 

(5.1 ) 

donde Q eS la cant.idad de cal01' que pasa durante el intervalo de tiempo (lb 12) por 
la sección x. Si la barra no es homogénea, k es una función de x. 

2) La cantidad de calor que es lIecr:.'~al'io dar {/ '/lit cuerpo f/Olllogr.IICO para elevar SlI 

tC1R]JCTatura en ó,u, es igual (l 

Q ;:::: cmó'u = cpY ó'u¡ 

donde c en el calor c$pedjico., 111 la masa del cuapo .. p su densidad y V el /Jo/limen. 
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Si la val'iación de temperatura tiene una maguitud difcn:l/.lc 
la barra) o si ésta no es homogénea} c1IIoncc8 

en distintas pade.'> de 

¡" Q = cpIl""(:r)dx. x, (0.6) 

3) Dentro de la barra puede sll/'flir () aú,wJ/'(Jcrsc calo/', La cm,úúólI de calor se pl/ede 
caracfcl'i.:;ar pOI' la densidad de las fu.entes t.érmicas F{:I:, l.) en el punto :1: ell el 
momento t. Como 1'csultado de la accirJn de estas Juentes en el intervalo de la barra 

(x,x + dx) duranfe un intervalo de tiempo (t," + dt) se cmitiní una cantidad de 
calor. 

dQ = B1"(x, t)d:rdt, (5.7) 

o en forma integral] 

1" ¡XT Q = Il 1"(:c, t)(!.Tdt, 
tI XI 

(.5.8) 

donde Q es la cantidad de calor que se emile en el intervalo de la barra (Xl, X2) 
durall/e el tiempo (ti: I'}). 

La ecuación, de conducción de calor se obtiene al cale/tia/' el ba/oltce de calor ell 

ciedo segment.o (Xt,X2) durante cierto intervalo de tiempo (t1~t2). Aplicando la/cy 
de consavación dc la cllcl'g¡'a y las fórmulas (5.4), (5.6) Y (5.8), se puede r.,<;cl'ibi1' 
la igualdad 

1', [k~::'(", T)I - k ~!\" T)I 1 dT + ¡X' 1" 1"(C T)d(dT 
tI iJx X=X1 {JI X=X¡ XI ti 

= (" cp[!t(~, 1,) - u((, ttlldC (.5.9) Jx, 

que es pl'ecisf1l1lt'!lllc la cCllUción de la conducción del calo/' en forma illleg/'fll. 

Pam ponel' la ecuación de la conducción del calor en forma difcrcncial, s11pólIgase 
que la función II(X, t) posee las derivadas continuas U xx y Ut. 



96 CAPíTULO 5. APENDTCE 1 

Aplicando el !co'/'cnw del valor medio,. sc obticn('. la igualdad 

(5.10) 

la cual, ('.1/ virtud del trorc1llU del nator medio, S(~ ]J/lcdr. transforllla?' como sigile: 

(.5.11 ) 

De aqll1' después de simplificar entre el pl'Oducto D..:r.D..l, se encuentra 

(5.12) 

Todos cstos razonamientos son aplicables a intervalos cualesq/lú;l'a (Xl: X2) !J (tI, t2). 
Pasando allímde cnando J:1, X2 --Jo x !J ti, f 2 --Jo t, 8('. obtiene la ecuación 

a ( au) au 
" k" + F(", t) = cPo' uX ux at 

que se llama ecuación de la conducción del calor. 

Para el caso en que no existan fuentes térmicas y cp = 1 Y k = 1,. se tiene 

au a2u 
m i};¡:,¿l 

( .5.13) 

de aquí en adelantc, será la definición que se TTul1Icjaní para la ccuación de calo'/' o 

difusión. 
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5.1.1 Valor del Problema Inicial en un Intervalo Finito 

Supóngase que se desea resolver ~ = ~} en un intervalo finit.o -L < x < [~ y f. > O COll 

una longitud finiffl de 21.. 

Si se considera ulla iemperatu1Yl inicial de u(x, O) = llO{:!:) ¡}(Ira -L < x < L entonces 
se ohliencn los siguientes casos: 

y 

para -L<:r<L 

COII 11(,,,,0)=110("), 1I(-L,I)=g(l) Y I/(I"t)=gdl), 

Bu D2u 
b)¡¡¡ = ¡J,:' para - L < :r < 1" 

COII l/(x,O) = 1I0(X), 
()u 

-,,(-1.,1)=11(-)(,,) )' 
ux 

au 
,--(1.,1) = 11(+)(1). 
r):¡; 

El primer caso corresponde a del.cl'minol' la temperat.ura el! los cItremos de la barra, 
lo que se reduce a /'c8oluer un 11/vblcma de DirichIef y el segundo corresponde a eS1Jccifical' 
el flujo de cafor I'l [IYlIJés de los c:r:I¡'Cm08, que se cOllvierft~ Gil. ItlI problema de Ncumann. 

5.1.2 Valor del Problema Inicial en un Intervalo Infinito 

Se considera el problema de 1l1lfl bal'nt cl/(lI/do L --4 00 ~ C8 decir: 

(.5.1.5) 

u(x: O) = uo(:r) para - 00 <:1: < 00 (!i.16) 
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donde: 

i) 1l(X, O), es suficientemen.te bien cO/JIporfada[I!JI. 

ii) lil1l1xi_ oo Il(./:, O)c- I1X2 = O parr7 alguna a> 0, y finalmente 

es: 

limlxl_oo ll(X~ t)e-ax2 = 0, para algul1a (1 > O Y 1 > O. 

Se loma la solución del problema definido ClI un intervalo scmillfinito, 

8u 
iJt 

fYu 
¡}:r: 2 ' 

para O < :r < 00 y f > 0, 

con tto(x) para O < x < co, 

y limitr.s r:olllill1l0S ton ,;alo/,(:.":I' = O Y 1/(0, f) = .'/1)(1). 

La solución fundament.al[12} de la ecuación de difusión es al tiempo T: 

1 .' --(,-¡y, 

2m" 
la cual es diJcl'cnciable y bien comporlada. 

Si se utiliza la función un/el'ior como dalo inicial de la ecuación de difusión: la solución 

que tiene una singularidad fm T = t, C01Tcspondientc a una función delta, 6(:1:). 
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5.2 Soluciones Explícitas de la Ecuación de Di-
fusión en Dominios Fijos 

5.2.1 Soluciones Autosimilares 

Lo que .w; '1l/jar: es obl(;Jl(;l' 8o!ltci01H:.'i a la 1¡'CIIUÓrJlI /Jijcrcf/cial ¡Jarcial (/~'/JI') 'lile de­

pendan de x y 1 de Ul1a mancm ]Hlrl.icular. Esto pcrmil.e I'cducú'la EJJP a ul/a ecuucióIl 

diferencial ordinaria (EIJO). Para ello 8C puede pensar que la solución u(:r:, t) de una 
EDP, sólo depende de una combinación cB}Jccial de :c y t. La solución de la EDO es 
llamada una solución de similitud de la EIJP original. 

Ejemplo 10 Supóngase que u(:/:, l) satisface cl8iguiclIIe problema en 1m intervalo $cmin­

finito para :t: > O Y 

(.5.17) 

con condición incia[ 

uC" O) = O, (5.18) 

y condición de jnmtcra :"C = O, 

u(O,t) = 1, (5.19) 

para lo cual -"álo se l'CqUiC1'C 

11 ----+ O cua.ndo x ---4 oo. (.5.20) 

Supóngase que se modela la evolución de la temperatura a lo largo de una barra con 
tempemtum inicial c~ro y que en el t.ranscurso del tiempo asciende hasla 1. 
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Como u(x, t) sólo depende de :r. y de tJ dadas las propiedades de ,'cescalamiento de la 

ec.(.i.l~)[12}J se toma la combinación: 

:1: 
(= Ji' COII u(:c, 1) = /1(<.). 

Al derivar lls(mdo la regla de la cadena se liene que: 

iJu 1 '( = --<.1.1 <) 
!JI 2t ' 

!J'u ~lJ"(). 
¡h:2 = 

1 

Sustituyendo en la ecuación de difusión (5. 14)} se mues/m que lodos los térm.inos que 
involuc7Yl1l a l se canee/all, y U(f.) safi.c;face In ecuacián diferencial ordinaria de 2dn m'den. 

1 1 
-U"(<:) + -dJ'(c) = o. 
I 21 

Por lo tanto se concluye que: 

1 
U"(e) + :¡<:!J'(f) = O, (0.21 ) 

con condiciones iniciales y defl'Ontera U(O) = 1 Y U(oo) = O. Si se Tnultiplicrlll ambos 
lados de la ecuación (5.21) por el Jacior integrante e{l¡,j,. se obtiene la derivnda exaela 

" U'(e) = Ce', (5.22) 

para alguna constante c. Si se integran ambos lados de la encuación (5.22) se ticne 

que: 

[' , 
U(,) = C Jo e-Tds + D, 

con lJ olm constante de infegl'(u:ú511. 
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Ahora si se aplica/!. la8 condiciones de jron!.c/'(/, la ]J1'Opicdnd f; = .fuco - f';;' y el rcslll-. . 
lado Ju(XI e-Tds = j7i, ¡il/.almente se obtú;lIf;: 

Hcgl'csaTldo a fas variables originales se concluye que: 

(5.2:1) 

5.2.2 Solución del Problema con Valores Iniciales 

La solución fundamr.nlrd del problema eDil na/ores iniciales. llt/Crlc ser us(ula para obtener 
la so!uciún e:¡:plfcifa dI; 

{J/t {)2!t 

iJI = ih" 
con - 00 < ;1: < 00: f > 0, 

en el cual se [ic1I1; que 1'cso[¡;cr la f.cuaÓÚII dc difusión. con dato inicial 

u(:c,O) = IIU(:!:) Ji condicioI1es :1: = ±oo y 1> O. 

La clave es trafar de escribir a la solución como 1l1W Sllp€7'posición de soluciones 
fundamentales [J2} que puede escribirse como: 

dOlldc,ó(,) es 1.11/(1 !lIl1t:1Ón delta de Dime. 

Se denota 1ft so[udú/! IUlldltlllf;l//a! de In cc//(/{;iúlI tIc (ri¡IlSiÚII dI; la Si.'lIlI/;II('; 111.fLllf:m: 

(5.24) 
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con valor inicinlus((,O) = 5(t). 

Si se considera la propiedad 

",(E-x,t) = U,(X-E,t), 

y se sustituye en (5.24) se obtiene la ecuación 

la cual es una solución de la ecuación de difusión usando a ('. como vll1'iable indepen­
diente, a x como parámetro y con valor inicial 

(Uo«) - x,O) = 6(, - ,,,). 

Así para cada ( la función uo(t-)us(t: ~ xli) .. es visla como una función de x y t con é 

el calm' puntual, que salís/ace la ecuación de difusión Bu/Di = ¡Yuf8x2 con dato inicial 
uo(é)8(é - x). Las soluciones se pueden suponer de esta forma, dado que la ecuación de 
calor es lineal. 

Haciendo el mismo análisis para toda f.., e inlegrando para ('. = -00 y ( = O, se obtiene 
la solución a la ecuación de calor 

(5.25) 

con dato inicial 

u(x,O) = ¡: "0(,)6(,- X)dE = "o(x). 

La ecuación (5.2.5), representa la solución explícita del problema con 1J(l/OI' i1licial. fr.,'s/.n 

misma ecuación puede ser interpretada físicamente como sigue, la solución fundamental 
de la ecuación de calor descr'ibe el espaciamiento de las unidades o paquetitos en t = O, 
es decir, dichos paquetitos están concentrados en el origen. 
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MatcmlÍt.icarncnte, es/os puguetitos son representados por la función della. Ahora 
imagínense la distribución de 1ft temperatura inicial llo(X) como la construcción de pe­
queños paquetes, en donde el paquete en x = (. tiene magnitud uo(x). Cada uno de estos 
paquetes involucrado", da una distribución igual (I la solución jllTulamcnfal, multiplicada 
por uo(e) y con x reemplazada por x - E. Dado que In ecuación de calor es lineal, se ob­
tiene toda la distribución de la tempcr'atura por superposición de las evoluciones de dichos 
paquetitos, que rm el límite la suma es rccmplazada por la intcgml. 

5.2.3 La Función Delta y la Fuución Heaviside 

La función della de Dime, es una función gencmli:ada[l J. 

Supóngase por ejemplo, que se recibe dinero y que la lasa de interés al tiempo t es 
/(t). Por lo tanto el incremento en el intervalo t y t + dt es f(t)dt, donde f es definida 
como sigue: 

f(t) = {t si, -(. ::; t ::; f.; 

si, Itl > c. 

Es claro que el pago está dado por J~oo j(t)dt Y es igual a 1 independientemente de lO, 

para toda t # O. 

De acuerdo a la definición anterior de j(t), se genetan las siguientes propiedades: 

1) Pata cada lO, 8,(t) es continua, 

2) 1::"00 b,(t)dt = 1, 

3) Para cada t # 0, lim,_o b,(t) = O. 

Las s,ucesión de fltnciones cuando f ---jo O es llamada una sucesión delta . 

.4h01ll, si se tiene una función continua 4>(x) y una sucesión delta, se obtiene la si· 
guiente expresión: 
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Este factor define a la función delta} como el mapco continuo pum funciones con­
tinuas tjJ(x) de números Tcales, que tienen e/valor 4>(0). Usualmente se e.'lcribe como 

< h, </> >= .p(0). 

Si se considrra. la expresión anfe1'ior ¡mm nlgunas a, fJ > 0, se obtiene: 

t 8(x)</>(x)dx = <¡I(O). 

Análogamente pam Xo: 

l: 8(x - xo)</>(x)dx = </>(xo). 

Si se integra a ó(x - xo) entre -00 y X¡ se tiene: 

lI(x) = L 8(t)d" 

donde H(x) es la función Hcavisi[le definida por: 

[f(x)={O 5i,x<0, 
1 Sl¡ X> O. 

(5.26) 

Este par de relaciones muestran} que una función delta puede inter¡J1'etarsc con saltos. 



Capítulo 6 

APENDICE II 

Se hará una comparación eutn; la fórmula de Black-Scholes y el método actual'ial" tanto 
para olJcioues calJ europeas. 

Suponga que se quiac asegurar el precio de mate/·ia prima dent.ro de 10 aúos a un 

costo de $45.00, da.do que en este momento su valo/' es de $50.00, con una tasa de int.erés 
libre de riesgo del 5%. El inversionista desea saber cual será su ganancia .. ;i adquiere un 
caU y put} si se sabe que la volat.ilidad esta aproxima~amentc al 1 %. 

Datos: 

So = 50 

E=45 

r = 5% 

" = 1,% 

T = 10 arlos 

105 
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6.1 Método de black-Scholes con cálculos a mano 

La fórmula de Black~Schole.') para U'/I. colf r;8: 

Haciendo los cálculos respectivos tenemos 

y 

dI = [ln(S/ E) + (1' + 0.5a')TI/("./T) 

[/11(50/4.5) + (0.05 + (0.5)(0.01)')(10)[/(0.0150) 

= (0.10,53605 + 0.500,5)/(0.0316227) 

= 19.159038 

d, = dI - u/T 

19.159038 - (0,01)50 

19.127415 

De aquí se determinaran a N(d1 ) Y N(d2 ) por medio de t.ablas de normales. 

N(d¡) = N(19.159038) = 1 

N(d,) = N(19.127415) = 1 

Sustituyendo en C(E) T) se obtiene: 

C(E,1') = 50(1) - 45(I)e-U,05(10) 

= 50 - 27.29 

= 22.71 
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En este Cfl80 se esperaría (jIlC P(8, T) = 0, dado q/le S > J!.~. 

N(-d¡) = IJ !! N(-d,) = O 

Por consiguiente su pago eslá dado por: 

1'(S,T) R,,-'-¡'N(-d,) - SN(-d.) 

4.510-0 .05 (101(0.0) - 50(0.0) 

0.0 

En es/e caso re,91l1lt; que sólo obtiene una g(l1la"óa de $22.i si adquiere 1111 mil. 
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6.2 Comprobación con el paquete DERIVA-GEM 

En este caso se illtl'oducron 108 mismos datos y In salida del paquete ¡tle la siguir.nl.e. 

call pul 

Precio 22.706 0.000 

Delta 1.000 0.000 

Gnmmfl 0.000 0.000 

neta· -0.004 0.000 

llega 0.000 0.000 

Rho 2.72.9 0.000 
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A contiflllociún .'W c:rplicarri que -"I,q/ujirfll/. lo,.:; ¡¿nl/illos (/1IIcriol'C8: 

Delta.- Se define como La tasa de cambio del precio de una opción COII respeclo al 
precio de la opcú;n. Gel/cm/mente se le dan tres interpretaciones: 

1) Es la sensibilidnd de la prima a las /la/'iaciolles de! precio del subyacente. 

2) es el equivalente en el subyacente de la OpÓÚII, y 

3) C$ la probabilidad de que la opóón sea ejercida o acnbc denlro del dinc1'O. 

En té1'1nil/o,,:; malcmúlú;os) la dclta r:.'l la razón dI: ounbio dd precio de 1I1Ia opción r;nln; 
el cambio en el precio de la acción, es decir. 

t;C 
8, = t;S = N(d, 1, 

t;p 
8" = t;S = -N(-d,) = N(d,) - 1. 

donde Oc r.8 [a ddfa }Jora un cal! y ól' r,.::; la delta para Ilrl pul n:specf.ivamcntc. 

Bu el ejemplo cumo la ó. = 1 implica que la opciríncambia 100 

Gamma.- Se define como la delta de la delta, es decir, C$ la sensibilidad de la deUa 
a los cambios de los precios del activo subyacerllc. En términos algebraicos es la razón de 
los cambio entre la delta y el precio del activo subyacente. 

I)'C 
7c = aS2 

1)' P ,p = OS" 

La gama indica lo que al/,menta () disminuye la delta de la opción si el precio riel 8/lbya­
cente cambia. Si la 7 es !u:qucr¡a; entonces In delta cambia muy poco. En el caso r.u1Jt1'OT'io 
en el que la '"}' sea muy alta, entonces la delta es muy ,-:cIlsiblc al precio dd activo por lo que 
es muy ricsgo,c;o deja¡" un portafolio sin cambio8 o 'I'Cbalancco$ lJ01" un !JC1'íodo de tiempo 
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largo. 

En este caso como la gamma = 0, implica que el precio del .'lllbyuccnl-e 1/0 sufre cam­

bios, y C.'l lógico ya que S es considerada constante. 

Teta.- Mide la scnsibilidnd del predo de la opción nI /)(180 del licmpo hast.a que la 

opción expú"c. Esto es: 

6.P 
O, = 6.T. 

Donde () es un nlÍmero negativo. Est.e Slgll.O obedece al her.ho de que el ualo/' en el 
tiempo de la opción dCC1'cee al paso del tiempo. Entre mayor Sea el va/m' absolllto de lela) 

mayor será la pérdida por día del vnlor de la opción p1'Ovenicnte de malllenCl' /lna opción 

debido al decaimiento de/tiempo de la o]H:ión. 

En el ejemplo como la 8 = -.004, indica que la opción decrece muy poco con el paso 
del tieu.'pv} por lo Gualla pérdida ell el valor de la opci"n es desp1'eciable. 

Vega.- l\fide el cambio en el precio de la opción ante un cambio en la volatilidad de 
la opción: 

Si la volatilidad aumenta y el activo se encuentra cxactamente cn el dinero (,5 = E), 
entonces las posibilidades de que acaoe den/ro del dinero son más altas ya quc el precio del 
activo es muy variable. Por esto si el precio del acfivo tiene que subir, la vega disminuye 
cuando se aleja del dine1'O o .'le adenf-m mucho en el dineTo. De esta mane1'U, opcioncs muy 
dento del dine7'O o muy fuera del dinero tienen menos sensibilidad al cambio de volatilidad. 
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Compra de opciones genera vega." y gamas positivas, mientras que la venta de las mis­
ma." genera vf;gas y gamas nf:galivas. 

En este caso como v = O) qUiC7"C decir que no hay cambio de la opción debido a la 
volatilidad} esto fambi,;1/ es lógico dado que la /1olnlilidad es constante. 

Rho.- A/ide el cambio del precio de la opción ante un cambio en la tasa libre de riesgo. 

6,C 
7'0= --. 

.6.,. 

En general} esta sensibilidad uo ha capt.ado mayor atención entre los inversionistas 
debido a que la historia ha l1wslrado que estos cambios son. generalmente muy pequcrios. 

6.3 Cálculos con el Enfoque Actuarial 

La prima justa y por lo tanto el precio de la opción cnll europea C(E, T)J con tiempo fin ni 
T y precio de ejc1'cicio El está dada por: 

(6.1 ) 

con 

Si se desea aplic(l1' ul!a forntuln¡ como ST es un proceso estocástico¡ es nece.9ario 
generar 171 eami1l,a/as o tmyrclorias alm/orias. Para ello la mcjor opción fue utilizar Afa­
temática con cll'rogmlllfl udilfllscl'. 

El programa ulilizar/o ell 11I11!t:mrÍlir:a file el sig1licllle: 

1) diJJusf! (esta il1stnlccián ab,·e el pro!lmma denlro de matemática). 
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2) Glear[W}, Glear[,,] (limpia las variables a uliliza,). 

3) J1'eincl'ProcessJlake[W} (genera un proceso de Wcirlllcr o lIlovimiento browniallo). 

4) DiffusionMake[S, W, 1 S,. O 1 S, 50} (genel'a las difusiones con l' = 1, (7 = .01 Y So = .50), 
por lo tanto la difw,ión es de In jOI'H/fl: 

dS = Sdl + 0.01SdX; con Su = 50 

5) Do[d[i} = (simS = DiffllsionSimulale[.'i, n, .!!))[[n}}[[!!}}, i, m} (genera las m simula­
ciones que 1/110 dese(). 

En la variable dril se guu1'dal'á el último valor de la i-ésima simulación que corres­
ponde a ST = Sso. La n represen/a el número del activo subyacente que 8e está 
considerando St y el dt = 0.2 represent.a el tama/io en cada paso del tiempo. 

6) Sum[d[iJ/m,i,l,m] (proporciona d promedio de las ST,). 

Con es/a relación se oblienco IE(ST). 

7) Postc1'iol'mentc se calcula 

8) Se desfl1'1'01la la fórmula pum cncontml' d valor de lllla opcÚíll. 

a) Do[e[;] = e-"T * dril, i, m]' en cada e[í] se glturda el valor de 

b) Do[a[;] = e[i]- 27.29, i, 171], ca ",da a[í] se dc,,,emll,, 

e) Do[b[i] = M ax(a[i]' O], i, mL en esta padc sólo se considcmn las cantidades que 
cumplan con la siguiente rcsf1·iccióll. 
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d) S'1II1I[II[i]/1II, i, 1,1/1],. po/' úllilllo fU; ddrnlli¡¡(/ 1/1 r:,"pC/'(lII::fl¡Jam el/con/mI' el valo/' 
del call. 

Siguiendo t.oda la mclodología par(/, cnr:onfra el valo/' de un mil, [)(1m el ejemplo 'lile se 
'_iene, se encontraron los Siglliclllcs /'cslI!tar!os: 

Recuerde que m representa el No. de simulaciones que se necesitan pam aproximar el 
modelo actuarial mil el de Black-SchoJe.<:. 

Eligiendo los 8iguiclItcs valores de m, se obtiene: 

'" C(8,T) 

ro !! 1..52 

50 22.25 

100 !!2.706 

!i00 !!2.701 

Se puede vC1'!áólmcllte que ¡Hlm igualal' el valor de C(S', T) con Black-Scholcs, se nece­
sitan máximo generar 100 I.raycclo1'ias (m=lOO) y U$[ comprobar la ¡'clación matemát.ica, 
de que los dos métodos convergen al mismo !lalor. 

En este caso, el método aduan'al resultó se1' ra::olHlblcmcllfe riptimo¡ ya que sólo se 
necesitaron lOO Irnyeclol'ias. Pero en general para ]Jode/' aproximar el método acfuarial 
a Black-Scholcs son necesarias cientos o miles de tra:l)'!cforias¡ por fal molivo lo más 

eficiente pam. este cálculo es indlldaf¡[emenle Black-Scltolcs. 
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