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Una de tantas veces Achcauhtli ®, Bataboob 3 y Cuauhcéatl * son
llamados al palacio real debido a su reputacidn de enorme sabiduria e
intachable honestidad, para pariicipar en uno de los famosos experimen-
tos intelectuales del rey Nezahualcdyotl. Terminado el protocolo usual
de bienvenida. el rey les ensena una caja en la que hay tres tocados de
plumas rojas y dos tocados de plumas blancas y los invita a sentarse a
su mesa redonda. Pide a los ires sabios que cierren los ojos, toma tres
tocados de la caja y pone uno a cada uno. Acto seguido esconde los dos
tocados que sobran. El rey avisa a los tres sabios que pueden abrir los
ojos y prequnta a Achcauhtli: “;Sabes de qué color son las plumas del
tocado que te he puesto?” Achcauhtli observa los tocados de los otros
dos, piensa un momento y responde al rey: “No, su majestad, no lo s¢”.
Entonces Nezahualedyotl prequnta a Bataboob: “;Sabes ti de qué color
son las plumas de tu tocado?” Bataboob mira rdpidamente a Achcauhtl,
luego mira a Cuauhcdatl y responde: “No, su majestad, tampoco yo sé
de qué color son”. Por iltimo Nezahualcdyotl, agudizando la mireda,
prequnia a Cuauhcdatl: “;Sabes el color de las plumas de tu tocado?”
Cuauhcdatl piensa un instante y afirma: “S{ mi soberano, ya sé de que
color son las plumas del tocado que llevo puesto”. ;De qué color son
las plumas del tocado de Cuauhcdati?

2(Del nahuatl achtli primero y cdhutl tiempo) “primero en tiempo”, decano, el
mds anciano. Sacerdote principal entre los antiguos mexicanos

31,08 bataboob eran los jefes de los pueblos y aldeas mayas nombrados por el
halach uinic, el rey o emperador. Presidian los consejos locales y en su cardcter de
juez sentenciaban a los criminales y resolvian las causas civiles

4(Del nahuatl cuauhtli dguila y codtl serpiente). Cuenta la leyenda que los an-
tiguos mexicanos en su larga travesia desde Aztlén en busca de un nuevo lugar
donde asentarse, llegaron a un lago en medio del cual habia una isleta; tres sacer-
dotes fueron a examinar el lugar, entre ellos iba Cuauhcéatl. Encontraron un tunal
en cuyo vértice estaba parada un dguila y al pie, sobre el agua, estaba el nido de la
majestuosa ave, fabricado de diferentes y hermosas plumas de péjaro. Cuahucoéatl
se sumergié en el carrizal donde se hallaba el tunal y se hundié desapareciendo
completamente. Todos pensaron que se habia ahogado; sin embargo regresé al dia
siguiente y conté que se le habia aparecido el dios Tlaloc y le habia dicho: “ha
llegado mi hijo querido Huitzilopochtli y este lugar sera su asiento y domicilio, el
serd el protector de vuestra vida en la tierra”. En ese lugar, donde estaba el aguila
sobre un tunal, se fundé Tenochtitlan
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema fundamental en sistemas distribuidos es la complejidad de
disenar, analizar y entender las distintas partes que interactian entre
si. Una herramienta muy 1til que ha incrementado su importancia en
el proceso de disefio y andlisis es el uso del concepto de conocimiento.
Aunque, como veremos mas adelante, esto no es en un sentido amplio
o filoséfico. Se ha argumentado que una manera de razonar acerca de
protocolos distribuidos es en términos de cémo cambia el conocimiento
que tienen los procesadores sobre el sistema.

Aunque las tareas que un sistema distribuido realiza normalmente se
piensan en términos del comportamiento global del sistema, las acciones
que lleva a cabo cada uno de los procesadores dependen tinicamente de
su informacién local. Por ejemplo, si queremos enfocarnos en lo rele-
vante a la comunicacién, podemos pensar en un sistema de mensajes en
el que las acciones de cada proceso son unicamente mandar o rectbir un
mensaje y posiblemente un conjunto de acciones locales (como cambiar
el valor de una variable). Regularmente, al analizar un protocolo, se
piensa en el estado del conocimiento que un proceso tiene sobre el sis-
tema en determinado momento de una ejecucion. Existe una relacion
muy cercana entre el conocimiento y las acciones que se realizan den-
tro de un sistema; intuitivamente las acciones de un proceso dependen
de su conocimiento y su conocimiento cambia a raiz de sus acciones.
En los sistemas actuales, con muchos procesadores y gran cantidad de
informacién, es complicado darse cuenta de esta relacion; por ello la
importancia de formalizar la descripcion del conocimiento.

7



8 _ CAPITULQO 1. INTRODUCCION

Razonar acerca del conocimiento en sistemas distribuidos es parte
medular de los argumentos intuitivos usados para el disefio de proto-
colos. Muchas veces oimos expresiones como “Una vez que el proceso
ha recibido el mensaje de reconocimiento, sabe que el paquete que ha
estado enviando ha llegado a su destino, puede desechar este paquete y
leer el siguiente para enviarlo” o “el procesador i sabe que el procesador
7 sabe que el mensaje m fue enviado antes que el mensaje n, entonces
..” 0 “el procesador 1 no sabe si el procesador 2 estd fallando porque
considera posible que ...”. En los tiltimos afios ha habido articulos en los
que se ha formalizado estos argumentos usando el trabajo de filésofos

“de finales de los cincuentas y principios de los sesentas. En 1962 J. Hin-
tikka publicé el primer libro que se ocupé enteramente de un analisis
l6gico para razonar sobre conocimiento (ver [48]) La formalizacién de la
nocion de conocimiento en sistemas distribuidos ha permitido entender
mejor qué es lo que ocurre dentro de un sistema y en algunos casos se
ha facilitado la tarea de disefio y verificacién de un protocolo.

Es importante notar que pensamos en el conocimiento como una
nocién “externa”, asignada a los agentes por alguien que esta analizan-
do el sistema. No imaginemos a un procesador rascandose la cabeza
tratando de averigliar si sabe o no algin hecho ¢ (ver {36]). Un pro-
gramador o un disenador de algin protocolo puede decir, desde afuera,
que un procesador sabe un hecho ¢ porque en todos los estados glo-
bales consistentes con su estado actual ¢ es verdadero y entonces debe
realizar determinada accién. Esta nocién de conocimiento esta basada
en la informacidn; no toma en cuenta, por ejemplo, las dificultades
que envuelve el intentar calcular el conocimiento. Un procesador no
debe necesariamente responder preguntas basadas en su conocimiento.
La importancia de esta definicién de conocimiento es que se captura
la manera informal en la que generalmente pensamos sobre protoco-
los y programas; un disefiador de un sistema puede pensar que “no se
va a detener después de tres rondas porque el procesador 1 podria no
saber que el procesador 2 sabe que el procesador 3 esta fallando.” Este
uso informal de la palabhra “sabe” es capturado por la definicién de
conocimiento que estamos usando. En términos practicos esta nocion
de conocimiento ha resultado ser 1til, dando importantes pistas para
el disefio y verificacién de protocolos distribuidos.

T
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Se puede dar una semdntica a la légica del conocimiento usando
el modelo de los mundos posibles. La idea es que ademas del estado
real de una situacién, un agente' considera que existen otros mundos,
o estados de la situacién, posibles. Se dice que un agente sabe un
hecho representado por una férmula ¢ st ¢ es verdadero en todos los
mundos que él considera posibles. Expresamos esto utilizando a los
operadores modales I\, donde la férmula K;p se lee “el agente ¢ sabe
»”. Por ejemplo, en un juego de doming, estos mundos posibles tienen
una interpretacién concreta: son todas las reparticiones de las 28 fichas
entre los cuatro jugadores, tocandole siete fichas a cada uno; durante el
transcurso de la partida cada jugador va adquiriendo mas informacion;
esta informacién permite ir eliminando algunos de los mundos que con-
sideraba posibles. Por ejemplo, Alicia y Beto forman una pareja en una
partida; en algin momento si Alicia sabe que Beto tiene la mula de
doses entonces en todos los mundos que considera posibles, Beto tiene
esta ficha. Y si Alicia pasa a cuatros, entonces Beto sabe que Alicia
no tiene cuatros; esto se representa con el hecho de que Beto eliminara
todos los mundos que consideraba posibles en los que Alicia tenia algun
cuatro. Intuilivamente, mientras mas mundos considere posibles un
agenle, mayor sera su incertidumbre y menor sera su conocimiento.
Esto es, estamos viendo a la posibilidad como un dual de conocimiento.

Fl modelo de los mundos posibles comunmente es formalizado usan-
do técnicas desarrolladas inicialmente por S. Kripke en 1963. Kripke
definié a las estructuras Kripke pero sélo asumia que habia un agente.
Sin embargo es posible extender este modelo y obtener estructuras
Kripke para n agentes. Se asume que los n agentes viven en un mundo
que puede ser descrito en términos de un conjunto ® no vacio de
proposiciones primitivas. Una estructura Kripke es una tupla
(S, 7,K,...,K,) en donde S es un conjunto de estados o mundos posi-
bles, 7 es una interpretacién sobre los estados y las proposiciones pri-
mitivas y cada K; es una relacién de posibilidad entre los estados de S.
Intuitivamente para dos estados s,t € S si (s,t) € K;; esto quiere decir
que estando en el estado s el agente 2 considera posible que el estado ¢
sea la situacion real.

'Un agente puede ser un jugador en una partida de domind, un robot en una
linea de ensamblaje de autopartes o un procesador en un sistema distribuido.
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La interpretacion que usaremos del modelo de los mundos posibles
en sistemas distribuidos captura la interaccién entre conocimiento y
accion; esta interpretacién y algunas variantes han aparecido constan-
temente en la literatura; aqui usaremos basicamente el modelo que
aparecié por vez primera en 1984 en una versién preliminar de [41] pre-
sentada en el Third ACM Symposium on Principles of Distributed Com-
puting. En los dos anos siguientes fueron presentados algunos articulos
en congresos que utilizaban el mismo modelo (ver (38, 73, 74]); en
1986 se organizé la First Conference on Theoretical Aspects of Rea-
sonong About Knowledge en la que se siguié discutiendo la nocién de
conocimiento en sistemas distribuidos (ver [26, 25, 57, 64]) y a partir de
entonces se ha organizado este congreso cada dos afios, ahora llamado
Conference on Theoretical Aspects of Rationality and Knowledge. La
version mas completa del modelo aparecié en 1995 en el libro Reasoning
About Knowledge de R. Fagin, J. Halpern, Y. Moses y M. Vardi y en
1997 en [24], de los mismos autores, se hicieron algunas modificaciones.
El lector interesado en conocer un panorama del estado del arte en
razonamiento sobre conocimiento puede consultar [36).

El modelo que utilizamos ha sido motivade por trabajos en analisis
de protocolos basado en conocimiento (ver por ejemplo [9, 14, 20, 26,
38, 41, 45, 68, 70, 74]). Consideremos a un sistema distribuido como
un conjunto de n procesadores o procesos conectados por medio de una
red de comunicacién. Cada procesador estd en un estado local, en cada
momento determinado; se asume que el estado local guarda toda la
informacién a la que tiene acceso el procesador. Todo el sistema estara
en un estado global, donde cada estado global es una (n + 1)-ada que
consiste de un estado local para cada procesador en el sistema y un
estado correspondiente al medio ambiente. El medio ambiente es todo
aquello relevante para el sistema que no esta contenido en los estados
de los procesadores. El medio ambiente variara dependiendo de lo que
estemos modelando y de lo que queramos analizar. )

Cada estado global describe al sistema en un determinado momento.
Sin embargo, el andlisis de un sistema consiste en estudiar cémo cambia
con el transcurso del tiempo y cudles son sus diferentes estados globales,
asi que necesitamos incorporar al tiempo en nuesto modelo. Identifi-
caremos al sistema con un conjunto de ejecuciones donde una ejecucién
es una funcién de los nimeros naturales a un conjunto de estados globa-
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les. Intuitivamente una ejecucion describe todos los eventos relevantes
que ocurren en el sistema en un periodo de tiempo (para nuestros fines
serd suficiente si se toma el tiempo corriendo sobre los nimeros natu-
rales, aunque puede ampliarse este concepto a los niimeros reales). Si
r es una ejecucion, entonces 7(t) es el estado global del sistema en la
ejecucién r al tiempo t. Un punto es una pareja (r,t) que consiste en
una ejecucion r y el tiempo t. Esta definicién es itil porque si conside-
ramos el estado global r(t) asociado al punto (r,t), puede ocurrir que
este estado global aparezca en otra ejecucion r’; entonces r(t) = r'(');
no podemos distinguir entre ambos estados globales; sin embargo los
puntos (r,1) y (+',t) si son distintos. Formalmente definiremos a un
sistema como un conjunto de ejecuciones. Esto abstrae la idea de un
sistema como una coleccion de procesadores que interactian entre si, lo
gue estamos modelando son los posibles comportamientos del sistema.

Para incorporar al conocimiento y al modelo de los mundos posibles
en el modelo de un sistema distribuido, supondremos que tenemos un
conjunto de proposiciones llamadas proposiciones primitivas que repre-
sentaran la descripcién de hechos basicos del sistema. Cada estado
global induce una asignacién de verdad w(g) para las proposiciones
primitivas, donde 7 es una interpretacién, una funcién de los estados
globales a asignaciones de verdad. Nosotros podemos decidir cédmo
es esta interpretacién; sin embargo lo natural es que una proposicion
primitiva sea verdadera en un estado global si el hecho que representa
ocurre en ese estado. Por ejemplo si p es “el valor de la variable z
es 17 se espera que p sea verdadera sélo en los estados globales en los
que z vale uno. Construiremos un lenguaje cerrando el conjunto de
proposiciones bajo negacion, conjuncién y los operadores modales K;.

Un sistema interpretado I es una pareja (R, #) donde R es un sis-
tema y 7 es una interpretacién. Se asocia a un sistema interpretado con
las estructuras Kripke de manera que los puntos de las ejecuciones del
sistema son los mundos posibles y para cada procesador se define una
relacién entre los puntos; diremos que dos puntos del sistema Z, (r,1)
y (+',t"), son indistinguibles para el procesador 7 si el estado local del
procesador ¢ es el mismo en ambos puntos. Las relaciones asi definidas
son relaciones de equivalencia y entonces obtenemos las llamadas es-
tructuras Kripke 55.

También se ha pensado en modelos en los que si interesa que los
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agentes o procesadores hagan calculos de su conocimiento. Hay que
tomar en cuenta entonces qué tan complicado es hacer estos calculos y
de hecho el modelo semantico varia; para trabajos relacionados ver por
ejemplo [18, 43, 52, 66]. _

Una manera de trabajar en el disefio de programas es yendo de
arriba hacia abajo; primero se disena un protocolo de alto nivel que
no sea dependiente de las caracteristicas del sistema y luego se hace
la implementacion pensando en las particularidades del entorno. Esie
estilo de programacion en general nos permitird hacer cambios cuando
consideremos entornos diferentes.

Motivados por estas consideraciones se presento la nocién de proto-
colos basados en conocimiento (ver [38], {39] y ver también [70] en donde
se presenté una version simplificada). En estos protocolos las acciones
de los procesadores dependian explicitamente de su conocimiento. El
objetivo era obtener una semantica formal para programas con pruebas
de conocimiento de la forma

fK(z=0)doy:=y+1
donde K'{z = 0) debe ser leido como “sabes que el valor de z es 0”.

Sin embargo la definicion de estos protocolos tenia deficiencias que la
hacian dificil de manejar como herramienta para diseno de programas.
Por un lado los protocolos basados en conocimiento estaban definidos
como funciones de estados locales y sistemnas a conjuntos de acciones.
Entonces no se capturaba directamente la intuicién de que los proto-
colos o programas tuvieran pruebas de conocimiento. Ademas no se
hacia una distincidén clara entre el protocolo y el entorno en el que se
estaba ejecutando, perdiendo la idea de hacer un razonamiento de alto
nivel independiente del modelo. De cualquier manera los protocolos
basados en conocimiento fueron usados (formal o informalmente) en
algunos articulos (ver {14, 45, 68]).

En el libro de Fagin, Halpern, Moses y Vardi ([21]) se presenté una
nueva formalizacién que resuelve las deficiencias de la definicidn ante-
rior. Se intredujo la nocién de programas basados en conocimiento, que
son lo que se queria que fueran los protocolos basados en conocimiento:
programas sintacticos con pruebas de conocimiento. Se incluye también
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la nocion de contexto que captura el entorno en el que va a ser ejecu-
tado el programa. Haciendo la distincion entre programas y contextos,
y dando un significado a los programas en diferentes contextos, se logra
hacer un razonamiento basado en conocimiento de alto nivel que sea
mdependiente del modelo .

1.1 Los acertijos

En este trabajo presentamos el acertijo de los tres sabios y el acertijo de
las esposas infieles. Estos acertijos han sido utilizados con frecuencia
para mostrar el tipo de razonamiento que se esta modelando y en ge-
neral, para ilustrar nociones de conocimiento en sistemas distribuidos,
(ver [7, 21, 22, 24, 32, 39, 41, 44, 62, 67, 76, 83]).

En el acertijo de las esposas infieles tenemos n matrimonios; en cada
matrimonio la mujer es fiel o es infiel a su respectivo esposo. Todos los
hombres casados estan enterados de qué mujeres son infieles pero no
saben si su propia esposa le es fiel. Generalmente se situa al acertijo en
un pais que vive bajo un régimen monarquico con un rey o sultin; se
asume también que todos los hombres son perfectos razonadores, muy
inteligentes y son completamente honestros. El rey anuncia un dia que
se sabe que hay mnfidelidades en el reino y que aquel que descubra que su
esposa lo engana debe tomar alguna accion esa misma noche; en general
esta accién Liene que ver con algin castigo severo para la esposa. Se
sabe que todos los hombres casados escuchan el anuncio y que todos van
a obedecer el mandato. Se sabe también que todos se enteraran cuando
alguien tome la accion. Pasan k& — 1 noches sin que nadie haga nada
hasta que a la noche siguiente alguien realiza la accién. El acertijo esta
en descubrir cuantos esposos estaban siendo enganados. Es facil ver por
induccién que hay k esposas infieles y que todos los esposos enganados
se dan cuenta a la k-ésima noche y entonces todas las esposas infieles
son castigadas esa misma noche. Este acertijo también es conocido
como el acertijo de los esposos infieles si se escoge que las mujeres sean
mas inteligentes que los hombres y entonces se piensa en un pais bajo
un matriarcado en el que los papeles se invierten.

Martin Gardner afirma (ver [30] y [31]} que el acertijo de las esposas
infieles aparecio por primera vez en 1958; esta primera version habla
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de 40 mujeres infieles en una ciudad gobernada por un sultdn (ver
[27]). En [30] Gardner presenta una version de los esposos infieles;
sittia el acertijo en el planeta Womensa y asume que las mujeres del pafs
son descendientes de mujeres alemanas de inteligencia extremadamente
superior y mucho mas inteligentes que los hombres. La reina del lugar
ordena que aquella esposa que descubra que su esposo le es infiel debe
avisar a las autoridades y como castigo el esposo serd castrado ese
mismo dia. Una versién muy similar de este acertijo aparece en [67];
esta version se sitia en el pais de Mamajorca y ahi el decreto de la reina
es que las esposas enganadas que se han dado cuenta de la infidelidad
de su marido deben matarlo con una escopeta a medianoche de ese
mismo dia. Recomendamos al lector interesado consultar este articulo
en el que se hace una revisidn bastante completa de distintas versiones
del acertijo pensando en limitaciones posibles en la comunicacién de
mensajes.

Una version isomorfa al acertijo de las esposas infieles es el acertijo
de los nifios enlodados (ver por ejemplo [21]). En esta version tenemos a
un conjunto de n ninos, todos hermanos, que estan jugando en el patio
de su casa; después de un rato algunos de ellos se ensucian la cara, lo
que supone un severo castigo por parte de la madre. Un nifto no tienen
forma de saber si estd sucio pero como ve a todos sus hermanos si sabe
quienes se han ensuciado. Se sabe que ninguno de los nifios va a avisarle
a alguno de sus hermanos que esta sucio. Llega el padre de los ninos
que quiere evitar que la madre regane a los pequenos, pero no quiere
senalar directamente a los nifios sucios porque siente que los estaria
sobreprotegiendo. Sin embargo, sabedor de la gran inteligencia de todos
sus hijos, decide darles suficiente informacidn para que los nifios que se
han enlodado lo descubran por si mismos. Asi el padre anuncia a todos
Jos ninos que alguno de ellos esta sucio y después pide que de un paso al
frente aquel que ya sepa que estd sucio. Cuando el padre ha hecho esta
peticidn k veces todos los nifios enlodados dan un paso al frente. El
acertijo consiste en descubrir cuantos nifios estan sucios. La respuesta,
similar a lo que ocurre en el acertijo de las esposas infieles, es que hay
'k nifios enlodados. El acertijo de los nifios enlodados es usado en [41]
y en {21] como ejemplo para explicar qué es el conocimiento cormuin.
Puede consultarse una discusién mas detallada del acertijo en [21] y en
[44].
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Una versién muy similar al acertijo de los sabios que presentamos,
con tres sabios y tres sombreros rojos y dos sombreros blancos, aparecio
en 1985 (ver [69]), en un libro del que Martin Gardner dice que es “un
libro delicioso para nifios muy inteligentes, basado completamente en
acertijos de induccidn matematica acerca de sombreros de colores” (ver
[31]). Martin Gardner a su vez utiliza el acertijo de los sabios como
ejemplo de induccién matematica (ver [29] y [30]). En [29] Gardner
generaliza el problema a n sabios y a una caja con n sombreros rojos
y n — 1 sombreros blancos. Gardner concluye que en esa situacién da
lo mismo si los sabios estan sentados en fila, cada uno viendo sélo a
aquellos que no han respondido a la pregunta. Gardner discute otra
situacién para esta versién en la que los sabios estdn sentados en fila.
Supone que el rey lleva n — 1 sombreros negros y un sombrero rojo. La
pregunta es si el sabio con sombrero rojo siempre va a saber el color
de su sombrero. Resulta que va a saberlo sélo si esta en una posicion
impar en la fila.

Hay otra version del acertijo de los sabios en la que no se asume que
los tres sabios sean igual de sabios; el rey lleva también tres sombreros
rojos y cos sombreros blancos y pone un sombrero rojo a cada sabio;
pasado un tiempo el sabio mas sabio decubre el color de su sombrero.

Hay otros articulos que utilizan el acertijo de los tres sabios como
ejemplo de sistemas formales de axiomas o de sistemas deductivos; pre-
sentamos un comentario sobre estos articulos en orden cronoldgico:

En [62] McCarthy da una descripcion de un sistema formal; los
axiomas estan escritos en logica de primer orden y usan los mundos
posibles al estilo de Kripke. Se utiliza este sistema formal para expresar
el acertijo.

En [76] Stark presenta una formalizacion de la légica del conocimien-
to en la que da una regla de deduccion para la teoria de modelos; al
final del articulo menciona que esta regla surgié a raiz de que McCarthy
le comentd el problema de formalizar la respuesta de cada sabio en el
acertijo.

En [1] Attardi y Simi presentaron otra solucion para el acertijo uti-
lizando el sistema OMFEGA. Se representd el conocimiento de los sabios
utilizando los puntos de vista (viewpoints) y se hacen las deducciones
utilizando un conjunto de reglas que especifican las propiedades gene-
rales de estos puntos de vista.
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En [51, 54] se estudia el acertijo desde la perspectiva del estado final
del razonamiento. En estos articulos se utiliza el conocimiento comun y
la creencia comuin en la formalizacién del problema; se utiliza un meta-
lenguaje para describir el razonamiento de los sabios. En el articulo de
Konolige [51] se formaliza al acertijo con légica modal proposicional.
La formalizacién consiste en una teoria modal que describe al acertijo
desde el punto de vista de un observador externo.

En [58] Lehman discute la formalizacién del conocimiento en sis-
temas distribuidos. Utilizando un lenguaje proposicional presenta un
método para la descripcién formal de un sistema. El lenguaje es inter-
pretado en un modelo de estructuras Kripke. El acertijo es utilizado
como ejemplo de la formalizacion.

En [6] Carlucci Aiello, Nardi y Schaerf dan una solucién para el
acertijo por medio de la légica de primer orden, utilizando una ar-
quitectura de meta nivel. [l objetivo de ese articulo es mostrar que
dicha arquitectura es idénea para resolver problemas de representacion
de conocimiento que requieran de razonamiento sobre el conocimiento.
Los mismos autores en [7] dan una implementacién del acertijo en un
sistema llamado FOL.

En [12] Coscia, Franchesci, Levi, Sardu y Torre proponen al acertijo

como ejemplo de las herramientas para manejar las bases de conocimiento

descritas en el articulo. Utilizan un programa escrito en PROLOG ex-
tendido.

En [53] Konolige discute el problema de asignar creencias a un
agente. Desarrolla un modelo de creencia llamado modelo derivacional.
Formaliza el modelo y su teoria deductiva y los utiliza para resolver
una version del acertijo para dos sabios.

En [16] Elgot-Drapkin afirma que en las formalizaciones que se han
dado del acertijo de los tres sabios no se ha tomado en cuenta al tiempo.
Para modelar que el tiempo pasa mientras los sabios hacen sus razo-
namientos utiliza un formalismo llamado Idgica de pasos (step-logic).
La misma autora en [15] presenta una solucién para una versién del
acertijo con solo dos sabios, basada en la logica de pasos.

En {32] Gmytrasiewicz y Durfee presentan un modelo basado en las
estructuras Kripke. Anidando recursivamente se define lo que son las
actitudes proposicionales de un agente para distinguir los conceptos de
saber y creer. El acertijo de los tres sabios se utiliza como ejemplo para

E

“n
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mostrar que el modelo que se presenta es wtil para hacer razonamiento
decuctivo.

En [8) Cimatti y Serafini discuten el uso de contextos de creencia
para la formalizacién de razonamiento de multi-agentes. Discuten una
solucion del acertijo que utiliza estos contextos.

1.2 Nuestras contribuciones

Como ya mencionamos, los acertijos han sido utilizados como ejemplos
para ilustrar nociones como la induccién, ilustrar el tipo de razona-
miento que se quiere capturar con el modelo de los mundos posibles o
como ejemplo de sistemas formales de axiomas o de sistemas deductivos.
Sin embargo no sabemos de algiin trabajo en el que se haya intentado
estudiar lo que ocurre en versiones mas generales de los acertijos. Por
ejemplo podemos pensar que hay n sabios y que el rey lleva una caja
con sombreros de varios colores. '

Ambos acertijos son versiones de un acertijo general al que llamamos
el acertijo de los sabios. En este acertijo un rey tiene una caja con r
colores y un nimero de etiquetas de cada color. El rey va a asignar
un color a cada sabio; entonces el rey necesita al menos n etiquetas.
Supondremos que en la caja habra en total n+-k etiquetas, donde k > 0.
El rey se reine con los n sabios del reino, les ensena la caja y asigna
un color a cada uno; después el rey va preguntando a algin conjunto
de sabios, que é] escoge cada vez, si saben su color. El objetivo del rey
es que los sabios no puedan adivinar este color.

Los colores representan los tocados, sombreros o etiquetas que se
pone a los sabios en las versiones que hemos presentado. Por ejemplo,
el acertijo de las esposas infieles y el acertijo de los nifos enlodados se
pueden ver como un acertijo en el que el rey llevaunacaja C = (n,n—1)
v en el que pregunta simultdneamente a todos los sabios. Después de
que el rey les ensefia la caja, los n sabios saben que al menos a uno de
ellos le tocaré color negro (“al menos uno de ellos est siendo enganado”
o “al menos uno de ellos estd sucio”).

En este trabajo analizamos dos versiones de este acertijo general,
una versién en la que el rey va preguntando uno por uno a los sabios,
haciendo en total n preguntas y otra version en la que el rey cada vez le
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pregunta a todos los sabios. Para ambos acertijos decimos qué es lo que
ocurre. Respondemos a preguntas como cuando un sabio sabe su color,
si el mimero de etiquetas de cada color tiene que ver con las respuestas
de los sabios, si para alguna caja el rey logra que ningiin sabio sepa
su color. Todos estos resultados estdn en el capitulo 4 y hasta donde
sabemos son originales.

Se ha presentado el acertijo de los esposos infieles y el de los nifos
enlodados como ejemplos de un protocolo o un programa basado en
conocimiento {ver (21, 24, 39, 83]); en dichos protocolos y progra-
mas, cada agente decide las acciones que tomara en funcién de su
conocimiento del sistema. Siguiendo con estas ideas, pensaremos que
el acertijo se desarrolla en un sistema distribuido. Usaremos el mo-
delo que relaciona sistemas interpretados con estructuras Kripke para
analizar desde el punto de vista del conocimiento lo que ocurre en las
dos versiones del acertijo que nos interesan. Pensaremos en un sis-
tema con n + 1 agentes o procesadores, uno para cada sabio y otro
que representard al rey. Definiremos el estado local de cada agente.
Las acciones que podrdn tomar los agentes sera enviar mensajes. El
rey enviara mensajes que representen sus preguntas a los sabios y los
sabios enviaran mensajes que representen sus respuestas. Definiremos
un programa basado en conocimiento para el rey y para los sabios.

El programa del rey definira un protocolo en el que el rey decidira
sus acciones solo en {uncién de su estado local. En cada ronda en
la que le toque preguntar, el rey decidird a qué subconjunto de los
sabios les va a preguntar y entonces su accién serd mandar un mensaje
de pregunta a todos los sabios en este subconjunto. Sin embargo los
programas basados en conocimiento de los sabios, que esencialmente
es el mismo para todes los sabios porque todos se comportan igual,
definen protocolos basados en conocimiento en los que un sabio decide
sus acciones, es decir, decide si sabe 0 no su color, basindose en su
estado local y en los mundos que considera posibles. El problema ahf
es que estos mundos son todas las posibles ejecuciones del acertijo.
Es decir que un sabio no puede determinar sus acciones sélo viendo
su estado local y esto es lo que deseamos que pase en un protocolo.
Esto no va a representar un problema porque los protocolos basados
en conocimiento nos van a servir para que nosotros, como observadores
externos, hagamos un andlisis de lo que ocurre en una ejecucién del

w
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protocolo y entonces podremos determinar un protocolo para cada sabio
en el que sus acciones sélo dependan de su estado local.

El objetivo serd obtener, por medio del anélisis del conocimiento
en el sistema, un protocolo para cada sabio en el que no intervenga
la nocidn de conocimiento sino que el sabio haga algiin tipo de opera-
cién sobre su estado locales. Este protocolo implementard al programa
basado en conocimiento, es decir, determinara las mismas acciones en
cada ronda.
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1.3 El acertijo de los sabios

Al inicio de este trabajo narramos el acertijo de los tres sabios; si el
lector no se acuerda del acertijo lo invitamos a la primera pagina para
que lo vuelva a leer y para que procure resolverlo; si ya se dio por
vencido lo alentamos para que lo vuelva a intentar antes de continuar.

Veamos qué es lo que ocurre: los tres sabios razonan perfectamente y
siempre responden a las preguntas del rey con toda honestidad. Para fa-
cilitar la lectura en vez de los sabios Achcauhtli, Bataboob y Cuahucdatl
hablaremos de los sabios A, B y C; ademas asumiremos que el rey
asigna un color a cada sabio, blanco o rojo. Bajo estos supuestos, se
hace el siguiente razonamiento: el sabio A habria sabido su color sélo
si los otros dos sabios tuvieran color blanco. Como A respondié “no”,
entonces alguno de los otros dos tiene color rojo. Si el sabio C tuviera
blanco entonces B habria sabido que su color es rojo, pero B no supo
su color. Por lo tanto el color de C es rojo.

[5s interesante observar que B sélo se fijé en el color del sabio C; su

gran inteligencia le permitié deducir que no necesitaba ver el color de A -

para responder, le fue suficiente con oir su respuesta. € ni siquiera mir6
a los otros dos, al oir sus respuestas respondid al rey inmediatamente.
Habria sido lo mismo si los sabios hubiesen estado sentados de manera
tal que cada sabio viese solamente a los que no han respondido; en
particular, aiun si C fuera ciego, habria sabido su color.

1.3.1 Yo sé que tu sabes: conocimiento comin

Supongamos un experimento en el que el rey asigna color rojo a los tres
sabios. Al preguntarle a A éste responde “no”. Como ya dijimos, A
sélo responderia si cuando los otros dos sabios tuvieran color blanco.
Cuando A responde “no” a la pregunta del rey, la informacion que se
gana es que al menos un sabio, B o C, tiene rojo. B considera posible
que su color sea rojo o que sea blanco, ya que esta viendo que C tiene
rojo, entonces B responde “no” al rey. Entonces C sabe que su color es
rojo y responde “si”. Sea p la proposicién “Entre B y C al menos uno
tiene rojo”. Martin Gardner plantea en [29] una pregunta interesante
para este caso: jPor qué es importante que el rey le pregunte a A? B
y C saben que no es posible que A sepa el color de su sombrero; esto

i
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es, los dos saben p porque estan viendo que el otro tiene color rojo. Si
By C ya tienen la informacién que da la respuesta negativa de A ;de
que les sirve oirla? La proposicién p no puede ser la tnica informacién
que da oir el “no” de A, ya que si el rey no le pregunta a éste y decide
preguntar primero a B, C' no podria saber su color: como B no sabe
que el rey decidié no preguntarle a A, responderia “si” sélo si los otros
dos sabios tuvieran blanco; B responde “no” por lo tanto; para C, que
tampoco sabe que el rey decidié no preguntarle a A, esto quiere decir
que entre A y él, al menos uno tiene rojo; C' ve que el color de A es
rojo, para él es posible entonces que su color sea rojo o que sea blanco.
No sabe, por lo tanto, el color de su sombrero. Hay una diferencia
importante entre las dos situaciones; antes de que el rey haga alguna
pregunta, B ve el color rojo de C, sabe que A contestard “no” a la
pregunta del rey, por lo tanto sabe la proposicién p, pero no sabe si C
sabe p: B piensa que es posible que €l mismo tenga blanco y entonces
(' no sabria p. En el caso de C es lo mismo, C' sabe p, pero no sabe si
B sabe p. La importancia de que el rey le pregunte a A es que depués
de que éste responde “no”, B ya sabe que C sabe p, y C sabe que
B sabe p. Ain mdés, B sabe que C sabe que B sabe p y C sabe que
B sabe que C sabe p, etc. A esto se le llama conocimiento comun
entre By C de p 2. Antes de que el rey le pregunte a A, By C no
tienen conocimiento comiin de p; la respuesta negativa de A agrega este
conocimiento comun. Asi, cuando el rey le pregunta a C, C sabe que
B sabe p. Si el rey no le pregunta a A, para C es posible que B no sepa
p. En general un grupo tiene conocimiento comin de una proposicién
p, si todos saben p, todos saben que todos saben p, todos saben que
todos saben que todos saben p, etc.

1.3.2 La reunién de los sabios

Algiin tiempo después, varios sabios del reino se reunen en el patio
mayor de los palacios, junto a los archivos reales. El rey Nezahuales-
yotl, todavia algo molesto por la facilidad con la que Achcauhtli, Bala-
boob y Cuathcdatl resolvieron el acertijo, se percata de la presencia de

2E] conocimiento comiin es mencionado frecuentemente en la literatura, ver por
ejemplo {59, 2, 63, 10, 14, 41, 71, 22|
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los sabios y decide retarlos con un problema mds complicado. Ast que
manda a un mensajero a proponer su juego: el rey llevard en una caja
muchos tocados de plumas de colores, ensenard la caja a los sabios y
pondrd un tocado a cada uno; luego esconderd los tocados que le sobren.
Los sabios podran ver el tocado de todos los demds pero no el suyo pro-
pto y el rey tra preguntando uno por uno st saben de qué color es el
tocado que llevan puesto.

Los sabios, conociendo bien el cardcter del rey, saben que infentara
poner los tocados de manera que ninguno logre saber el color del que
lleva puesto, por lo que antes de que llegue el emperador se junian a
estudiar el problema. Después de un par de horas de deliberaciones
dan al mensajero la siguiente respuesta: “Su majestad, nos honrard
participar en lan interesanle experimento y le prometemos que alguno
responderd afirmativamente, siempre y cuando la caja de tocados per-
mita al menos una colocacion inicial sobre nuestras humildes cabezas,
en la cual el primero en ser interrogade tenga suficiente informacion
para responder afirmalivamente.”

;Como llegan los sabios a esta conclusion? En otras palabras, los
sabios se dan cuenta de que exisien solamente dos tipos de cajas de
tocados (de acuerdo a cuantos hay y de qué color son). En el tipo
buene, no importa cual sea la colocacidn inicial de tocados que el rey
escoja, ni el orden en el que les pregunte, siempre existe un sabio que
llega a saber el color de su tocado. En el tipo malo, para cualquier
colocacidn inicial, ningiin sabio llega a saber el color de su tocado.

Los resultados que hemos platicado en esta seccién serdn formaliza-
dos y demostrados en el capitulo 4.

1.3.3 Las esposas infieles

Nezahualcoyotl se caracterizé por poner a su reino en grandisimo or-
den; lo dwidio en ocho mayordomias y para el buen gobierno establecid
ochenta leyes; una de ellas mandaba en contra del adulterio: “Al adil-
tero, st le cogia el marido de la mujer en el adulterio con ella, morian
ambos apedreados; si era por indicios o sospechas del marido, y se venia
a averiguar la verdad del caso, morian ambos ahorcados, y después los

in
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arrastraban hasta un templo fuere de la ciudad” 3.

Habia un pueblo que se caracterizaba por la inteligencia de sus habi-
tantes pero también por un alto nimero de casos de adulterio a pesar
de las terribles sanciones. Los habitantes del pueblo consideraban que
el adulterio era parte de sus costumbres y nunca denunciaban a nadie.
Era un hecho conocido que todos eran bastante inteligentes ast que se
pensaba que un marido al que estaban engasiando debia ser capaz de des-
cubrirlo por si mismo. También se sabia que todos los hombres casados
sabian bien cudles mujeres eran fieles y cudles no, exceptuando, claro
estd, su propia mujer. El pueblo era pequerio y los chismes corrian rapi-
damente de boca en boca; si es que alguien no se enteraba de que habian
agarrado a alguna esposa infiel se enteraba de todos modos cuando las
ejecuciones se llevaban a cabo porque cuando arrastraban a los ejecu-
tados hasta el templo la mayoria del pueblo asistia a esta procesion
fiinebre y era tmposible no enterarse por todo el revuelo que se armaba.

El mayordomo responsable de la regién donde estaba el pueblo se
encontraba muy preocupado porque Nezahualcdyotl habia exigido que
sus ordenanzas se cumplieran con fodo rigor. Habia intentado muchas
cosas pero los del pueblo no entraban en razdn. Finalmente un dia
se le ocurrid una solucidn. El mayordomo junié a todos los hombres
casados en la plaza central y les hizo un anuncio: “Sigue habiendo in-
fidelidades en el pueblo; les ordeno que si alguno de ustedes se entera
de que su esposa lo estd enganando, debe denunciarlo inmediatamente
y esa misma noche se llevard a cabo la ejecucidn que manda las or-
denanzas”. Treinta y nueve noches pasaron en las que nada ocurrid;
a la noche siguiente, hubo ahorcados en el pueblo. ;Cudntos maridos
estaban siendo enganiados?

No es muy complicado demostrar por induccion que si hay n maridos
engafiados, entonces descubren su situacion después de n— 1 noches sin
ejecuciones, a la n-ésima noche todas las mujeres infieles son ahorcadas
junto con sus amantes. En el caso de n = 1, el tinico marido enganado
no sabe de mujeres infieles; como el mayordomo ha anunciado que hay al
menos una mujer infiel, concluye que su propia esposa lo esta engafiando
y la denuncia en la primera noche. Si hay dos maridos enganiados cada

3Martinez, J.L. Nezahualcdyotl, Coleccion Lecturas Mexicanas 39, Fondo de Cul-
tura Econdmica, México, 1984, p. 249
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uno sabe del otro, en la primera noche no hacen nada pensando que la
esposa del otro es la unica infiel, pero entonces después de la primera
noche cada uno piensa que si solo hubiera una mujer infiel la habrian
ejecutado en la primera noche y concluyen que tiene que haber otro
marido enganado y ese marido debe ser él mismo, asi ambos esposos
enganados denuncian a sus esposas a la segunda noche. Continuando
con este razonamiento concluiremos que en el pueblo habia cuarenta
maridos que estaban siendo enganados.

Ya vimos que el acertijo de las esposas infieles se representa en la
version general para el acertijo de los sabios suponiendo que el rey lleva
una caja C = (n,n—1). El rey asigna los colores y pregunta a todos los
sabios “; Alguno de ustedes sabe su color?”. El rey repite esta pregunta
k veces hasta que los & sabios con color 1 simultaneamente se dan cuenta
de que ellos deben tener color 1 y simultaneamente responden “si” al
rey. Si pensamos en esta misma situacion, pero volviendo a cuando el
rey pregunta uno por uno, el primero que va a saber su color es el iltimo
al que le pregunte con color 1; esto es, si hay k sabios con color |, a la
k-ésima vez que el rey pregunte a un sabio con color 1, va a escucharse
un “si”. Estos resultados los formalizaremos en el capitulo 4. Ahi
analizamos el acertijo de los sabios para la versién de los tres sabios y
la de las esposas infieles. Obtenemos resultados sobre la caja de colores
que lleva el rey y sobre lo que ocurre en los acertijos dependiendo de la
caja y de como asigne el rey los colores.

1.4 Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 presentamos el modelo tedrico de este trabajo; en
la seccidn 2.1 hablamos sobre propiedades y caracteristicas del modelo
semantico utilizado para modelar el conocimiento en sistemas distribui-
dos y presentamos el modelo general en la seccién 2.2. En el capitulo
3 hablamos sobre el modelo formal del acertijo de los sabios y pre-
sentamos los programas basados en conocimiento para el sistema del
acertijo. En el capitulo 4 presentamos nuestros resultados sobre lo que
ocurre en los acertijos y presentamos los protocolos que implementan a
los programas basados en conocimiento.

(L3



Capitulo 2

Modelo Teorico

2.1 Légica del conocimiento

Presentamos un modelo semantico para un sistema distribuido que se
basa en el modelo de los mundos posibles. El objetivo es analizar
el sistema por medio del conocimiento. Para formalizar este tipo de
razonamiento necesitaremos un lenguaje. Describiremos la sintaxis del
lenguaje y mas adelante hablaremos sobre la semantica de nuestro mo-
delo.

A la ldgica proposicional se le anade los conectivos O y © de manera
que si ¢ es una férmula proposicional entonces Oy y Oy son férmulas
en la légica proposicional modal. La semantica de la ldgica modal se
basa en la semantica de los mundos posibles, una nocién que tiene
sus origenes en Leibniz. La idea esencial es que existe un conjunto de
mundos posibles que representan los posibles estados de la realidad y
una relacion entre los mundos.

En 1963 Kripke introdujo en [56] a las estructuras Kripke como
un modelo formal de la semantica de los mundos posibles. Se asume’
que se tiene un conjunto de proposiciones atomicas o primitivas, que
representan hechos basicos sobre los que queremos hacer razonamientos.
Una estructura Kripke M es igual a la triada (W, R, V), donde W es
un conjunto no vacio de mundos posibles, R es una relacion binaria
entre los mundos, llamada relacién de accesibilidad y V es una funcién
de valuacién que asigna un valor de verdad a cada proposicién atémica

25
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en cada mundo posible. Dy es verdadera en el mundo s € W de
la estructrura M si ¢ es verdadera en todos los mundos s’ tales que
(s,5") € A. Op es verdadera en s si p es verdadera en algin mundo s’
tal que (s,s’) € R. Es fécil verificar que D¢ es equivalente a ~$-p; es
decir, que es suficiente con un sélo conectivo modal para expresar todas
las férmulas. Al lector interesado en légica modal le recomendamos
consultar {11, 50].

Se han dado varias interpretaciones de los operadores O y ©. En
general en la logica modal se les interpreta como necesidad y posi-
bilidad respectivamente. En la logica dedntica se les interpreta como
obligatorio y permisible (ver [49]). También se les ha estudiado como
operadores temporales, interpretandolos como siempre y eventualmente
{ver [54, 40, 46)).

En ldgica epistémica se interpreta a O como saber. A partir de
los trabajos de Hintikka se utilizd otra notacion, sustituyéndo a O por
K., en referencia a knowledge, conocimiento en inglés (ver [48]). La
interpretacion es que N, es verdadera si a sabe . Una aportacidn
importante de Hintikka fue la posibilidad de indexar los operadores de
conocimiento a una persona, un agente o un procesador y entonces se
puede hacer razonamientos sobre lo que alguien sabe y sobre lo que sabe
sobre lo que saben los demas, etc.. En las correspondientes estructuras
epistémicas de los mundos posibles, cada persona, agente o procesador
puede tener una relacidn de accesibilidad distinta, con lo que se repre-
senta su propia vision de la realidad, es decir, que se representa lo que
cada uno considera posible.

2.1.1 Sintaxis

Supongamos que tenemos un conjunto de n agentes (o procesadores,
o robots). Como queremos razonar acerca del mundo en el que viven
estos agentes, asumiremos que es un mundo que puede ser descrito en
términos de un conjunto ® no vacio de proposiciones primitivas, eti-
quetadas como p,q,p’,¢',.... En un sistema distribuido, estas proposi-
ciones primitivas representaran afirmaciones como “el valor de la vari-
able = es 07, “el procesador 3 esta fallando”, “la entrada inicial del
procesador 1 fue 17" o “el sistema estd en deadlock”. Asumimos que
tenemos una sintaxis de logica proposicional con los conectivos usuales

i
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(=, —). Para poder hacer afirmaciones del tipo de “El procesador 1 sabe
que el procesador 3 esta fallando” aumentaremos el lenguaje proposi-
cional con los operadores Ki,..., K, (uno para cada agente). La afir-
macion K se lee “el agente i sabe ¢.” Definimos £, (®) como el con-
junto mas pequeno de formulas que contiene @, cerrado bajo negacion,
conjuncion y los operadores modales Ky, ..., K,. Entonces si ¢ y 1 son
{ormulas, también lo son —~p, w A ¥y Ry, 1 =1,...,n. Usaremos las
abreviaciones usuales v V 3 por =(—p A ¢} y p — b por = A —).
Tomaremos T como una constante que siempre es verdadera; L es una
constante que siempre es {alsa.

2.1.2 Semantica de los mundos posibles

Estando en un mundo, a cada agente le asociamos el conjunto de mun-
dos que el agente considera que, de acuerdo a su conocimiento, pudieran
ser el mundo real. Decimos entonces que un agente sabe un hecho ¢
exaclamente si ¢ es verdadero en todos los mundos que el agente con-
sidera podrian ser el mundo real. El agente no sabe ¢ si considera
posible al menos un mundo en el que ¢ no es verdadera. El estado del
conocimiento de un agente corresponde a su posibilidad de determinar
en que mundo se encuentra.

Una estructura Kripke para = agentes es una tupla
M = (8,7,K;,...,K,), donde 5 es un conjunto de estados o mun-
dos posibles; en cada estado s € 5, w(s) es una asignacion de verdad a
las proposiciones primitivas de ® (i.e. #(s): ® — {verdadero, falso})
para cada estado s € §); K, es una relacién binaria sobre los estados
de S, para 7 = 1,...,n. Estas relaciones capturan las relaciones de
posibilidad de acuerdo al agente 7, (s,t) € K, si en el mundo s de la
estuctura M, el agente ¢ considera a ¢ un mundo posible.

Definimos M, como la clase de todas las estructuras Kripke para
n agentes.

Definicién 1 Sea (M, s) la pareja que consiste de una esiructura M y
un estado s de M, o € L(®). (M,s) E ¢ se lee como “p es verdadero
en (M,s)”, (M,s) satisface p” ¢ “p se cumple en (M, s)”.

(M,s) = p (para p € @) syss n(s)(p) = verdadero,
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(M,s)ET,
No (M,s) =L,
(M,s) |5~ syss no (M, s) ko,
(M,s) BN syss (M, s) Ew y(M,s) =9,
(M,s) =@V syss (M,s) =@ o (M,s) =% o ambos,
(M, s) = v — % syss st (M, s) |£ @ entonces (M, s) = ¢,

(M,s) E Kig syss (M,1) = ¢ para toda t tal que (s,t) € K;.

Las primeras siete corresponden a la definicién estindar de verdad
en la légica proposicional. La ultima captura la intuicién de que estando
en el estado s de la estructura M, el agente i sabe ¢ exactamente cuando
@ es verdadera en todos los mundos que i considera posibles.

En légica modal es comin dar una interpretacién grafica de una
estructura Kripke en la que los nodos corresponden a los mundos o
estados. Las etiquetas en cada nodo describen si las proposiciones pri-
mitivas son verdaderas o falsas en el mundo que representa. Hay una
arista dirigida de un mundo s a un mundo ¢ etiquetada con el agente
¢, si estando en s el agente ¢ no distingue a t, es decir si (s,1) € K;.

2.1.3 Propiedades del conocimiento

Hemos descrito un lenguaje con operadores modales K; y hemos defini-
do una nocion de verdad que, en particular, determina si una férmula
como [y es verdadera en un mundo posible. Ky debe ser leida como
“el agente 1 sabe ¢”. [Es esto razonable? La seméntica que hemos
dado, esto es, las estructuras Kripke y la definicién de verdad, jcap-
turan realmente las propiedades del conocimiento para procesadores
que estamos tratando modelar? ;Como podemos responder a esto?
Una manera de responder es examinando cudles son las propiedades
del conocimiento bajo esta interpretacién. Podemos hacerlo caracteri-
zando las formulas que siempre son verdaderas. Dada una estructura
M = (5,7,K1,...,K,), decimos que ¢ es vdlida en M, y escribimos

(0
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M E ¢, si (M,s) E v para todo estado s € 5; decimos que p es satis-
factible en M si (M, s) | ¢ para algin estado s € 5. Decimos que ¢
es valida, y escribimos |= ¢, si @ es vélida en todas las estructuras, y
decimos que ¢ es satisfactible si es satisfactible en alguna estructura.

Proposicién 1 o es vdlida en M (resp. vdlida en My ) syss ~p no es
satisfactible en M (resp. no es satisfactible en M., ).
Prueba '

@ es valida en M syss (M, s) k= y para todo estado s en M syss no
(M, s) E ~¢ para todo s en M, por la definicion de verdad, syss —¢
no es satisfactible en M.

0 es valida en M, syss M | ¢ para toda estructura M en M, syss
no M |= —y para toda estructura, por la definicién de verdad, syss ¢
no es satisfactible en M,,.0

Diremos que un enunciado es proposicionalmenie aldmico si es una
proposicioén primitiva o si es de la forma K;p.

Una valuacidn es una asignacién de verdad a los enunciados proposi-
cionalmente atémicos que extiende a las asignaciones de verdad para
las proposiciones primitivas, es decir que asigna verdadero o falso a las
proposiciones primitivas y a las férmulas Kyp. La valuacion de ver-
dad del resto de los enunciados del lenguaje estd determinada por su
estructura. Bsto es, T es verdadera en toda valuacién, L es falsa en
cada valuacién, = es verdadera en una valuacion si y sélo si ¢ es falsa,
o A 1 es verdadera si y sélo si ¢ es verdadera y ¢ es verdadera.

Entonces una valuacién analiza a los enunciados semanticamente
desde el punto de vista de su estructura funcional de verdad. Un enun-
ciado es una tautologia si es verdadera en cada valuacion posible de los
enunciados proposicionalmente atémicos que lo constituyen.

Hacemos notar que en cada estructura Kripke M cada estado s € 5
induce una valuacién a cada enunciado proposicionalmente atdmico ¢,
en la que  es verdadero si ocurre que (M, s} |= ¢ y falso en otro caso.

El siguiente teorema captura algunas de las propiedades formales

de k=
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Teorema 1 Para toda formula v, @ € L,(®), estructura M € M,, y
agente 1,1 =1,...,n.

(1) 51y es una tautologia entonces |= ¢
(2) SiMEpyME@— 1, entonces M | 3 (modus ponens)
(3) k= (Kip A Ki(p — ¥)) — Kb (axioma K)

(4) Si M |= ¢ entonces M | K;p (regla de generalizacién del
conocimiento)

Prueba

(1) S1 ¢ es una tautologia entonces ¢ es verdadera en cada valua-
cion posible. Entonces ¢ es verdadera en cada mundo posible de cada
modelo porque es verdadera en la valuacion inducida por cada estado
s en M, entonces (M, s) = y para toda estructura Kripke M y todo s
en 5. Entonces | ¢.

(2) Supongamos que M = ¢ y M |= ¢ — 1. Entonces para todo s
en M, (M,s) Ewy(M,s) ¢ — . Entonces (M,s) | ¢ para todo
estado s en M por la definicién de verdad de la implicacion, por lo que
M E .

(3) Si (M,s) E (Kip A Ki(p — %)), entonces (M,s) & Kip y
(M, s} = Ki(p — %), entonces para todo estado ¢ € S tal que (s,t) €
K;, se cumple (M, 1) E o y (M, 1) E ¢ — ¢. Entonces por la definicion
de verdad se cumple (M, t) |= . Por lo tanto (M, s) |= K¢, para todo
estado s y toda estructura M, por lo tanto | (i A Ki(¢ — )

{4) 51 M [ ¢, entonces (M,t) E v para todo estado t en M. En
particular, si fijamos un estado s en M, sabemos que (M, {') = ¢ para
todo t’ tal que (s,t’') € K;. Por lo tanto (M,s) = K para todo estado
sen M, y entonces M | K;p.0O

Los incisos (1) y (2) quieren decir que la légica de proposiciones esta
incluida en la légica modal que estamos considerando.

El axioma A nos dice que (K;pAK;(p — ) — K;3) es una férmula
valida; a esta propiedad también se le conoce como el azioma distribu-
tivo, ya que permite distribuir el operador K; sobre la implicacién. La
regla de generalizacion del conocimiento implica que cada agente sabe
todas las formulas validas en una estructura.
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2.1.4 Conocimiento comun

En sistemas distribuidos en muchas ocasiones se piensa en protoco-
los con los que se busca llegar a un acuerdo o a un consenso entre
los procesadores del sistema (si se piensa que los procesadores pueden
fallar el acuerdo se toma entre los procesadores que no han fallado).
También hay protocolos que buscan coordinar a los procesadores para
que realicen alguna tarea (lo que involucra un acuerdo). Un concepto
que ha resultado muy util para analizar este tipo de protocolos es el de
conocimiento comin. Bl conocimiento comun se define como un ope-
rador modal entre un grupo de procesadores. Intuitivamente un grupo
tiene conocimiento comin de un hecho ¢ si todos saben ¢ y todos saben
que todos saben ¢ y todos saben que todos saben que todos saben ¢,
etc. El conocimiento comiin fue estudiado por primera vez en 1969 (ver
[59]) en el contexto de las convenciones, en donde para que algo sea una
convencién entre los miembros de un grupo tiene que ser conocimiento
comtn en el grupo. También ha aparecido en la economia a raiz de
resultados publicados por Aumann (ver [2]), en teoria de juegos (ver
[5]), en inteligencia artificial (ver [63]), y en el campo de la comprension
del discurso (ver [10]). El conocimiento comin ha resultado ser impor-
tante en el estudio de problemas en los que se requiere de acuerdos
simultaneos, por ejemplo, se ha estudiado variantes del problema de
acuerdo bizantino (ver [14, 68])). Aunque hay que seiialar que no hay
consenso en }a definicién de qué es exactamente el conocimiento comun.
Las definiciones utilizadas han sido diferentes. (Para ver una discusién
al respecto de estas distintas definiciones recomendamos [3]).

Para capturar estas nociones en el modelo de los mundos posibles
se aumenta el lenguaje £,(®) con dos nuevos operadores modales: Eg
(“Todos en el grupo G saben™) y C¢ (“Es conocimento comin entre
los miembros de G”) y se define un nuevo lenguaje £5(®) que incluye
a los nuevos operadores.

La interpretacién de los nuevos operadores modales es la siguiente:

(M.s) = Egp syss (M,s) = Kip para toda it € G

Definamos a £y como . Y sea EEY o gual a EgELp. Entonces

(M, s) l= Coyp syss (M, s) = Eroparak=1,2,...
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Esta definicion de conocimiento comin tiene una interpretacién
grafica interesante.

Definicién 2 Sea M una estructura Kripke, s y t dos estados en M y
G un subconjunto de agentes.

El estado ¢ es G-accesible desde el estado s en k pasos st existen
estados so,81,....5r en M, tales que so = s y s = t, y para toda
3=0,...,k~1, existe i € G, tal que (s;,5;41) € Ki; t es G-accesible
desde s, si lo es en algin nimero de pasos.

Es decir que t es G-accesible desde s si hay un camino de s a ¢
cuyas aristas estan etiquetadas sélo con miembros de G. Si el conjunto
G consiste de todos los agentes diremos simplemente que t es accesible
desde s. Entonces ¢ es accesible desde s si y sélo si hay un camino
dirigido de s a t.

Lema 1 Pare toda estructura M en M,

(a) (M,s) = ELp syss (M, t) |= ¢ para toda t G-accesible desde s
en k pasos.

(b) (M,s) = Cop syss (M,1) = ¢ pare toda t G-accesible desde
s.

Prueba

(a) Por induccién sobre k. Si k = 0, entonces por definicién E¢ =
¢ y t es G-accesible desde s en 0 pasos si y sélo si s = t. Entonces
(M, s) = E2p syss (M, t) E ¢.

Supongamos que se cumple para toda £’ < k. Por deﬁmcron Etp =
EcEE o, Entonces (M, s) E Ekp syss (M, 3) |= EGEE " syss se
cumple, por la deﬁmc:on de F¢, (M,s) E K; E 'y para todo 7 en G,
syss (M,t) = E5 ' para todo t tal que (s, t) € K;syss (M,t) =
para toda ¢ G-accesible desde s en k pasos, por hipdtesis de induccién y
porque un mundo es (-accesible desde s en & pasos syss es G-accesible
desde ¢’ en k£ — 1 pasos para todo t’ tal que (s,1') € K;).

(b) Por definicién (M,s) = Cgp syss (M,s) = Eke, para k =
1,2,... syss (por el inciso a) (M, ?) |= ¢ para toda t G-accesible desde
s.U
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Veamos ahora tres propiedades vilidas en todas las estructuras
Kripke para los operadores E¢g y Cg. '
Teorema 2 Para toda formula ¢ y ¢ en LG, toda estructura M en
M., y todos los agentest =1,...,n.

() M | Egp & N Kiv
(b) M = Cop « Eg(p A Coyp) (axioma del punto fijo)

(c) Si M = ¢ — Eg{d A ) entonces M |= o — Cgtp (regla de

induccion)

Prueba

(a) M | Egyp syss para todo i en G se cumple M = K;p syss
M | Ajec Kip, por la interpretacion de la conjuncién

(b} Supongamos que para un estado s en M, (M,s) E Cg(¢).
Entonces por el lema 1 (M,1) | ¢ para todo estado t G-accesible
desde s. En particular si u es accesible desde s en un paso se cumple
que (M,u) = ¢ y ademas como todo estado ¢ G-accesible desde u es
G-accesible desde s entonces (M, 1) = ¢ para todo estado ¢ G-accesible
desde u. Entonces (M,u) | ¢ A Cop para toda u G-accesible desde s
en un paso. Entonces (M, s) E Eg(¢ A Cap).

Para el converso supongamos que (M,s) = Eg(p A Cayp). Su-
pongamos que t es (-accesible desde s y sea s’ el primer estado en
la cadena que va de s a t definida por los miembros de G. Entonces
(M,s") E ¢ A Ceyp porque s’ es G-accesible desde s en un paso. Si
s’ =t entonces (M,t) = . 51 s # t entonces t es G-accesible desde s'.
Como (M, s'} E Ceyp entonces por el lema 1 se cumple (M, t) = . En
cualquier caso se cumple que (M, t) = ¢ para todo estado ¢ G-accesible
desde s y por lo tanto (M, s) |= Caep.

{c) Supongamos que M | ¢ — Eg(¥ A ) y sea s un estado en M
tal que (M,s) = . Por induccién sobre k se mostrara que (M,t) |
@ At para todo estado ¢ G-accesible desde s en k pasos. Para k& =1,
supongamos que ¢ es GG-accesible desde s en un paso. Por hipdtesis
se cumple M | ¢ — Eg(¥ A y), entonces en particular se cumple
(M,s) =@ — Eg(y¥ A y) y también sabemos que se cumple (M, s) |=
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¢, entonces por modus ponens (M,s) E Eg(¥ A @), y por el lema 1
(M,1) E ¥ A @ porque t es G-accesible desde s en un paso.

Supongamos que para todo t' G-accesible desde s en & — 1 pasos
se cumple que (M, t') |= ¥ A . Sea t G-accesible desde s en k pasos.
Entonces exite un estado t' G-accesible desde s en £ — 1 pasos y G-
accesible desde { en un paso. Por hipdtesis de induccién (M, ') = A
y entonces (M, ') E ¢. Como M E ¢ — Eg(¢p A go), se cumple

Y E ¢ — Eg(i A ). Por modus ponens se cumple (M,t')
Ec(¥ A @), y por el lema 1 (M,t} = ¢ A ¢ porque t es G-accesible
desde #’ en un paso.

Entonces (M,{)} |= v A ¢ para toda t G-accesible desde s y por lo
tanto (M,1) = ¢ por lo que (M, s) |= Cetr.0

El axioma del punto fijo dice que un grupo tiene conocimiento
comun de un hecho ¢ exactamente en una situacién en la que todos
saben que ¢ es verdadero y todos saben que es verdadero que hay
conocimiento comun del hecho. Este axioma es una propiedad cen-
tral que hace del conocimiento comun un prerrequisito necesario para
obtener acuerdo y coordinacién., La regla de induccién proporciona
una técnica para verificar st hay conocimiento comin. La razon de
su nombre es que si sabemos que (¢ — FEg(¥ A ¢)) es valida, en-
tonces, como se hizo en la demostracion, se demuestra por induccion
sobre k que (p — E&(¥ A ¢)) es valida para toda k, y se concluye
que (¢ — Cgi) es valida. En la demostracion de hecho se prueba
que si M | ¢ — Ec(y A ) entonces M | ¢ = Cg(¥ A ¢}, pero se

acostumbra més presentar a esta regla como se indica.

2.1.5 Estructuras Kripke 55

Hasta ahora no hemos dicho nada con respecto a las propiedades de las
relaciones K; de las estructuras Kripke. Como se verd en la seccion 2.2,
cuando pensamos en modelar al conocimiento en sistemas distribuidos,
estas relaciones son relaciones de equivalencia.

Una estructura Kripke S35 es aquella en la que las relaciones K; son
relaciones de equivalencia. Pensemos que el conjunto ® de proposi-
ciones primitivas estd fijo. Hablaremos entonces del lenguaje £& en
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vez de LS (®) y definamos M”* como la clase de todas las estructuras
Kripke S5 para n agentes sobre £¢.

Teorema 3 Parae tode formula ¢ y v en L, toda estructura M en
Mty todos los agentesi=1,...,n.

(a) M E (KNip A Ki(p = ¢)) = K (axioma K)

(b) Si M | ¢ enlonces M | Ko {regla de generalizacion del

conocimiento)

(c) M| Ecp & N Kiv
(d) M = Cap & Eqlp A Ceyp) (axioma del punto fijo)
(e} St M |E ¢ = Eq(¢p Ap) entonces M = ¢ — Cgy (regla de

induccion)

(f) M & Kip — ¢ (axioma T)

(9) M Kip — K K;p (axioma 4)
(h) M E-K;p = N;=K;p (axioma 5)

Prueba

Ya vimos la prueba para (a), (b), {c), (d) y (e), éstas no dependen
del tipo de relacién. Son vilidas en la clase de todas las estructuras
Kripke.

Sea s un estado en M.

(f) Supongamos que se cumple (M, s) E K;p para algin agente 1.
Entonces para todo estado ¢ tal que (s,t) € K;, se cumple (M,1) k= ¢.
Como K; es reflexiva, (s,s) € K;. Entonces (M,s) E ¢. Por lo tanto
(ﬂ/f,s) }: f\’,‘t,a —

(g) Supongamos que se cumple (M,s) = Kip para algin agente
. Sea t tal que (s,t) € K;, vy sea u tal que {{,u) € K;. Como K; es
transitiva entonces (s,u) € K;. Por lo tanto (M,u) E ¢. Entonces se
cumple que para toda t tal que (s,t) € K;, (M,t) E K;p y entonces
(M,s) = K;Kip. Por lo tanto (M, s) | Kip — KK

(h) Supongamos que (M,s} = —I;p. Entonces existe u tal que
(s,u} € Ki y (M,u) F —p. Seat tal que (s,t) € K;; como K; es
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simeétrica, entonces (1,s) € K;; como también es transitiva, entonces
(t,u) € K;. Entonces (M,t) = Ko y entonces (M,s) | Ki~K;p.
Por lo tanto (M, s) E ~K;p — K-~ K;p.O

Al axioma T también se le llama el azioma del conocimiento debido
a que si bien un agente puede no conocer todos los hechos verdaderos, si
un agente sabe algo, entonces ese hecho es verdadero. Las dos iltimas
propiedades dicen que los agentes pueden hacer introspeccion con res-
pecto a su conocimiento. Al axioma 4 también se le conoce como el
azioma de la tntrospeccion positiva. Al axioma 5 también se le conoce
como e} azioma de la introspeccion negativa.

Un axioma es una férmula y una regla de inferencia es de la forma
“De ¢1,...,¢, se inflere ¥”, donde q, ..., w4, ¥ son férmulas. Un sis-
tema de axiomas consiste en una coleccién de aziomas y de reglas de
inferencia. En légica modal se identifica a los sistemas de axiomas por

los nombres de los axiomas que los componen. Los sistemas en general -

incluyen a todas las tautologias, a modus ponens, al axioma K y a la
regla de la generalizacion del conocimiento. Si anadimos el axioma T'
obtenemos el sistema T,,. Si anadimos a T y a 4 obtenemos 54, y si
anadimos a T, a 4 y a 5 obtenemos al sistema S5,. Si anadimos las
propiedades que tienen que ver con los operadores Eg y Cg, obtenemos
los sistemas T, $45 y $5C. Los sistemas de axiomas se refieren a la
sintaxis de la légica modal; en ésta tenemos que hacer demostraciones
a partir de los axiomas y las reglas de inferencia. Nosotros estamos in-
teresados en la semantica, pero de hecho hay una fuerte relacién entre
un sistema de axiomas y el modelo semdntico. Fijémonos en las de-
mostraciones que hemos hecho para las propiedades del conocimiento.
Para la propiedad que lamamos axioma K no asumimos nada sobre
las relaciones de la estructura Kripke. Para el axioma T utilizamos que
la relacion es reflexiva. Para el axioma 4 utilizamos la transitividad y
para 5 utilizamos que la relacion es simétrica y transitiva. Esto nos da
una relacién entre los axiomas y las propiedades de las relaciones entre
los estados de las estructuras Kripke.

Decimos que un sistema de axiomas AX es correcto con respecto a
una clase de estructuras M si todo lo que es demostrable a partir de
AX es valido en M. El sistema de axiomas AX es completo si todo lo
que es valido en la clase M es demostrable a partir de AX. La relacién

-
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entre la clase de las estructuras Kripke y los sistemas de axiomas se
da a través de la relacidn entre las propiedades de las relaciones en las
estructuras y los axiomas. Resulta entonces que los sisternas de axiomas
T, y T¢ son correctos y completos con respecto a la estructuras Kripke
reflexivas. Los sistemas 54, y S4< son correctos y completos respecto
a las estructuras relexivas y transitivas, y los sistemas S5, y S5 son
correctos y completos con respecto a la estructuras Kripke reflexivas,
simetricas y transitivas, esto es, con respecto a la clase de las estructuras
Kripke S5.
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2.2 Conocimiento en sistemas distribui-
dos

Queremos utilizar el modelo de conocimiento que hemos descrito para
analizar sistemas distribuidos; usaremnos basicamente el modelo que
aparecié de forma mas completa en [21], los mismos autores dan una
version revisada en [24]. El lector interesado puede consultar [34] y
[39] para ver un panorama del razonamiento sobre conocimiento en
sisternas distribuidos, y una amplia discusion sobre las propiedades del
conocimiento en sistemas distribuidos en [20).

2.2.1 Ejecuciones y sistemas

Pensemos en un sistema distribuido como un conjunto, {1,...,n}, den
agentes o procesadores. En cualquier momento de tiempo cada agente
esta en algin estado local. Pensemos que el estado local de un agente
captura toda la informacidn a la que tiene acceso. En una partida de
domind, el estado local de un jugador puede incluir las fichas que tiene
y las fichas que han sido jugadas por cada jugador; también podria
incluir cierta informacién sobre la forma de juego de los adversarios,
por ejemplo Beto podria saber que a Alicia le gusta tirar sus mulas
rapidamente o que Carlos ocasionalmente sale en falso. En un sistema
distribuido, el estado local de un procesador pude incluir algunos valores
iniciales que haya leido, la lista de mensajes que ha enviado; que ha
recibido, y posiblemente el valor de un reloj.

Ademas de los agenles, es itil considerar al medio ambiente, que
serfa todo lo que es relevante para el andlisis del sistema y que no estd
en los estados locales de los agentes. En algunos casos sera conveniente
pensar también en el medio ambiente como otro agente, aunque gene-
ralmente tendra un papel especial. El medio ambiente tiene también
un estado local, el estado local del medio ambiente. Si estamos anali-
zando un sistema de mensajes donde los procesadores estan mandando
mensajes a través de una red de lineas de comunicacion, el estado lo-
cal del medio ambiente puede estar guardando el conjunto de mensajes
en transito, que ya han sido enviados pero todavia no son entregados.
Muchas veces ¢l medio ambiente se modela para que tenga un compor-
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tamiento no deterministico o probabilistico.

El estado global de un sistema con n agentes es una (n+1j-ada de la
forma (€ya, €1, .., €n) donde &y, es el estado local del medio ambiente
y U; es el estado local del agente 2,2 =1,... ,n.

Cada estado global describe al sistema en un determinado momento.
Sin embargo, el andlisis de un sistema consiste en estudiar sus cambios
con el transcurso del tiempo, estudiar cudles son los diferentes estados
globales que va adquiriendo, asi que necesitamos incorporar al tiempo
en nuesto modelo. Una ejecucion es una funcion que va del tiempo a los
estados globales. Por simplicidad asumiremos que el tiempo corre sobre
los niimeros naturales'. Entonces r(0) describe el estado global inicial
del sistema en una posible ejecucion r; el signiente estado global es r(1),
etc. Puede pensarse que una ejecucion r es una sucesion r(0),r(1),...
de los estados globales que va tomando el sistema. El tiempo se va
midiendo en algin reloj externo al sistema, no se asume necesariamente
que los agentes tengan acceso a este reloj.

Un sistema puede tener muchas posibles ejecuciones, su estado glo-
bal puede ir evolucionando de muchas maneras. Pensando en el ejemplo
de la partida de domind, los estados globales iniciales serian todas las
posibles reparticiones de las 28 fichas entre los cuatro jugadores, donde
el estado #; de cada jugador guarda las fichas que le tocaron. Para cada
estado global inicial fijo hay muchas posibles “ejecuciones” del juego.
En un sistema de mensajes, un mensaje en particular puede o no ser
entregado; entonces también para un estado inicial fijo hay muchas
posibles ejecuciones.

Formalmente definamos un sistema como un conjunto no vacio de
ejecuciones. Esta definicion modela los posibles comportamientos del
sistema; el requerimiento de que sea un conjunto no vacio implica gue
el sistema tiene algiin comportamiento.

Resumimos toda la discusién anterior en la siguiente definicidn:

'Esta decision no es crucial pero asi se hace normalmente. De igual manera se
podria modelar el tiempo sobre los nimeros reales; sin embargo, se quiere asegurar
gue en cualquier tiempo sélo ocurra un nimero finito de eventos (que corresponden
a cambios en el estado global); esto es siempre cierto si escogemos que el tiempo
corre sobre los naturales.
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Definicién 3 Sea L., el conjunto de posibles estados del medio am-
biente y sea L; el conjunto de posibles estados locales de cada agente 1,
r=1,...,n. El conjunto de estados globales es G = Lo x Ly x ... %
%X L. Una ejecucion v sobre G es una funcion r: N — G. Un punto
es una pareja (v, 1) gque consiste en una ejecucion r y el tiempo t. Si
r{t) =g =(l,b1....,¢4,) es el estado global en el punto (r,t), definimos
Tma(l) = gme = lma y1ri{t) = ¢i = &, parai = 1,...,n. Una ronda
tiene lugar entre dos liempos. La rondat en la ejecucion r ocurre entre
el tiempo t — 1 y el tiempo t. Un sistema R sobre G, es un conjunto de
ejecuctones sobre G. Decimos que (r,t) es un punto del sistema R st
r e R.

2.2.2 Algunos sistemas

Presentamos dos ejemplos de sistemas que nos seran itiles. Estos sis-
temas aparecieron como ejemplo en [21].

Sistemas sincronos

En muchos sistemas es comiin asumir que los procesadores o agentes
tienen acceso a un reloj global, o que las acciones del sistema se lievan
a cabo en rondas y en todo momento todos los procesadores saben
cual es la ronda que se esta llevando a cabo. Visto de otra manera
se asume implicitamente que el tiempo es conocimiento cormin por lo
que todos los procesadores ejecutan sus acciones en sincronfa. Muchos
protocolos estan disenados para ser ejecutados en rondas, de manera
que ningun procesador inicia la ronda t + 1 hasta que todos los demas
hayan terminado la ronda t.

Para capturar la idea de un sistema sincrono en el modelo que hemos
presentado, debemos recordar que el conocimiento de los procesadores
es determinado por su estado local. En un sisterna sincrono asumimos
que los procesadores saben en qué ronda se encuentran; entonces el
tiempo tiene que ser parte de su estado local, aunque este tiempo no
necesariamente debe corresponder al “tiempo real”.

- Formalmente:

Definicién 4 R es un sistema sincrono si para todo procesador i y
todo punto (r,t) y (v',t'), si ri(t) = ri(¥’') entonces t = ¢'.
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Esto indica que en el punto (r,t) cada punto que un procesador
considera posible tiene el tiempo 1. En particular esto quiere decir que
los procesadores distinguen los puntos del presente de los puntos del
futuro, v entonces en cada punto de una ejecucion un procesador se
encuentra en un estado local diferente.

Sistemas de mensajes

En muchas ocasiones, cuando analizamos un protocolo en sistemas dis-
tribuidos, queremos concentrarnos tinicamente en los aspectos del sis-
tema que tengan que ver con la comunicacion. Capturamos esta idea
en un sistema de mensajes en el cual las acciones fundamentales son las
de mandar y recibir mensajes. En un sistema de mensajes pensaremos
que el estado local de los procesadores contiene informacién acerca de
su estado inicial, los mensajes que ha recibido y los que ha enviado y
las acciones internas que ha llevado a cabo.

Pensemos que tenemos determinado a un conjunto E; de posibles
estacos locales iniciales, un conjunto /NT; de acciones internas y un
conjunto M SG de mensajes para el procesador 7. Representaremos con
envtari(msg, ) al evento de “el procesador ¢ envia el mensaje msg al
procesador 3”7 y con rectbir;(msg,j) al evento “el procesador ¢ recibe
el mensaje msg del procesador j”; int;(a) representa “el procesador
¢ ejecuta la accién interna «”. Definimos a hisioria;, la historie de
mensajes del procesador 1, como la sucesién cuyo primer elemento es el
conjunto vacio y los siguientes elementos son conjuntos no vacios cuyos
elementos son de la forma enviar;(msg, j), recibir;(msg, 7) 6 int;(a).

Intuitivamente la historia del procesador i en el punto (r,t) consiste
de todos los eventos de los que ha tenido noticia el procesador hasta
la ronda t. Si el procesador ¢ no realizé ningin evento en la ronda ¢
podemos pensar que su historia en el punto (r,t+1) es la misma que la
del punto (=, t) (y entonces no distinguird ambos puntos). Si queremos
que el sistema sea sincrono, pensaremos que el procesador realizé una
accion especial A que representa a la accidn nula y sirve para indicar
que ha pasado el tiempo.
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Definicién 5 Un sistema R sobre los conjuntos X; y INT; para 1 =
1,...,n y un conjunto MSG de mensajes es un sistema de mensajes
st cada punto (r,t) € R cumple con:

SMI. ri(t) incluye la historia de mensajes de 1 sobre ;, INT; y
MSG,

SM2. Para cada evento recibir{(msg,]) en ri{t) eziste un evento
correspondiente enviar;(msg,1) en ri(t),

SM3. 7:(0) consiste del estado inicial del procesador i y de la his-
toria vacie yr;(t-+1) es idéntica a 7;(t) o es el resultado de atiadir
a la historia en r;(t) un conjunto de eventos.

SM1 dice que el estado local de un procesador incluye a su historia
de mensajes. SM2 garantiza que todos los mensajes recibidos en la
ronda ¢ corresponden a mensajes que fueron enviados en alguna ronda
antertor. SM3 garantiza que las historias no pierden informacion.

Podemos anadir requerimientos a un sisterna de mensajes, por ejem-
plo si queremos que sea un sistema de mensajes confiable, entonces
debemos pedir que todos los mensajes que son enviados sean recibidos
en alglin momento; esto puede pedirse con la siguiente condicion:

SM{4. Pare todo procesador i, j, y todo punte (r,t) € R. Si
enviar;(msg,j) estd en r;(t), entonces existe algin tiempo t' > 1,
tal que recibirj(msg, i) estd en r;(t').

Otros requerimientos que podemos pedir a un sistema de mensajes
es que los mensajes lleguen en el orden que fueron enviados (que los
canales de comunicacién funcionen como una cola), que el sistema sea
sincrono o que el retardo en los canales de comunicacion esté acotado.

2.2.3 Incorporando conocimiento

Hemos pensado que un sistema distribuido es un conjunto de ejecu-
ciones; para incluir al conocimiento veamos como podemos asociar a
los sistemas con las estructuras Kripke. Asumamos que tenemos un
conjunto ® de proposiciones primitivas que describen hechos basicos
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sobre el sistema. Recordemos que este conjunto define a un lenguaje
L.(®). Los mundos posibles son los puntos del sistema. Nos hace falta
definir la interpretacién = que es una funcién de los estados a asignacio-
nes de verdad para las proposiciones primitivas y nos hace falta definir
las relaciones entre los mundos.

Definicién 6 Un sistema interpretado 7 es una pareja (R, 7), don-
de R es un sistema sobre un conjunto G de estados globales y 7 es un
interpretacion que define una asignacién de verdad de las proposiciones
de ® para cada elemento en G. Entonces, para todo p € ® y todo estado
global g € G, tenemos w(g)(p) € {verdadero, falso}.

Claramente 7 introduce una asignacién de verdad sobre los puntos
de R; simplemente tomemos #(r,t)} como 7(r(t)). Es importante notar
que ® y 7 no son intrinsecos al sistema R, constituyen una estructura
adicional por encima de R que nosotros, como observadores, anadimos
a nuestra conveniencia para ayudarnos a entender mejor el sistema.
Nos referiremos a los puntos y estados del sistema R como puntos y
estados, respectivamente, del sistema interpretado Z. Esto es, diremos
que el punto (r,t) estd en el sistema interpretado T = (R, 7) si r € R.

Para definir las relaciones X; diremos que dos puntos del sistema
Z, (r,t) y (»,t'), son indistinguibles para el agente z si el estado local

del agente 7 es el mismo en ambos puntos, esto es si ri(t) = ri(t');

i
escribiremos entonces que {r,1) ~; (r',¢'). Claramente la relacion ~; es
una relacion de equivalencia.

Podemos asociar a un sistema interpretado I = (%, 7) una estruc-
tura Kripke M7 = (9, 7,K4,...,K,) de manera directa: 5 esel conjunto
de puntos en 7. Las relaciones K; estan definidas por la relacién ~;
¥ son entonces, relaciones de equivalencia. Estamos asociando a los
sistemas interpretados con las estructuras Kripke 55.

Podemos definir qué significa que una férmula ¢ € £,(®) sea ver-
dadera en un punto (r,t) del sistema interpretado I, esto es (Z,7,1) |=
2, usando las definiciones de la seccién anterior:

Definicién 7 (Z,r,1) | ¢ syss (Mz,(r, 1)) E ¢



44 CAPITULO 2. MODELOQ TEORICO

2.2.4 Acciones

No se ha mencionado hasta ahora de dénde vienen las ejecuciones.
Pensamos en una ejecucién como una sucesion de estados globales, jqué
es lo que hace que un sistema cambie de estado global?. Intuitivamente
lo que provoca estos cambios son las “acciones” realizadas por cada
agente y por el medio ambiente. Es conveniente pensar que las acciones
se realizan durante una ronda.

Consideraremos a las acciones como elementos de un conjunto es-
pecifico. Asumiremos que para cada agente ¢ hay un conjunto ACT; de
acciones que puede realizar. Por ejemplo, en un sistema distribuido, una
accion seria enviar;(msg, j); intuitivamente esta accién corresponde al
evento de ¢ enviando a j el mensaje msg. Manteniendo el criterio de
ver al medio ambiente como un agente, existe un conjunto ACT,,, de
las acciones que puede realizar el medio ambiente. Para los agentes y
para el medio ambiente consideramos la posibilidad de que no realicen
accién alguna, representada por la accidn nule A.

En ocasiones no sera suficiente ver por separado las acciones que
realizan los componentes de un sistema para saber cémo cambia el
estado global del sistema; habrd que considerar las acciones realizadas
simultaneamente, esto es, en la misma ronda. Si tres procesadores
tratan de escribir el valor de una variable en el mismo registro no sera
muy claro saber lo que sucederd a partir de lo que esta haciendo cada
uno de ellos. Para resolver lo que ocurre con acciones que interactien
entre si consideraremos a las acciones conjunias. Una accién conjunta
es una tupla de la forma (@ma, @1, -- ., ay), donde a,,, € ACTh, vy a; €
ACT;, i1=1,...,n

Definicién 8 Un transformador de estados globales 7 es une
funcion de estados globales a estados globales, T : G — G, asociada «
cada accion conjunta. La funcién de transicion 7 es un mapeo que
asocia un transformador de estados globales 7(ama, a1, .., 0n) a cada
accion conjunta (Ama, @1y .., 0n)-

Esta definicién requiere que 7(@ma,@i,-- -, an)(lma, 1, .., €n) esté
definido para cada accidon conjunta (dme,@1,...,a,) ¥y cada estado glo-
bal (¢me,f1,...,£€n). En la practica no todas las combinaciones de es-
tados globales y acciones conjuntas seran de interés cuando analice-
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mos el sistema, ya que muchas de ellas no seran realmente accesibles.
En esos casos definiremos 7{apma, a1, .., n)(€ma, b1, .., ¢,) arbitraria-
mente. También definiremos 7(A,...,A) como el transformador nulo,
donde 7(A,...,A)(lma, b1y .., 00) = (€ma, b1, . .., €n), para todo estado
global.

2.2.5 Protocolos

En un sistema distribuido, los procesadores generalmente realizan sus
acciones a partir de un protocolo. Intuitivamente el protocolo del proce-
sador 7 es una descripcién de las acciones que debe llevar a cabo en
funcidn de su estado local. Se deja abierta la posibilidad de que sea una
funcién de estados locales a conjutos de acciones para poder modelar
protocolos no deterministicos. Estando en un estado local, un proce-
sador solo ejecuta una de las acciones del conjunto; la eleccién de la
accion se hace de forma no deterministica. Un protocolo deterministico
es aquel en el que el mapeo se hace sobre conjuntos de una sola accién.
Por simplicidad si el protocolo es deterministico escribiremos Pi{£;) = a,
en vez de P;(4;) = {a}.

Definicién 9 Un protocolo P es una funcion del conjunto L; de es-
tados locales del agente 1 a conjuntos no vacios de acciones en ACT,.

P L; — 24T

Ya que consideramos al conjunto de acciones ACT;,, para el medio
ambiente, también consideraremos que el medio ambiente estd ejecu-
tando un protocolo Png @ L, — 24¢Tme — @ Por ejemplo, en un
sistema de mensajes, el protocolo del medio ambiente puede determi-
nar la posibilidad de que un mensaje se pierda, que se corrompa o que
los mensajes no sean entregados en el orden en que fueron enviados.

Si todos los procesadores y el medio ambiente estdn ejecutando pro-
tocolos deterministicos, entonces hay una dnica ejecucién a partir de
un estado global inicial.

Los procesadores no ejecutan protocolos por si mismos; la com-
binacién de todos los protocolos es lo que causa que un sistema se
comporte de determinada manera.
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Definicién 10 Un protocolo conjunto es une tupla P = (P,..., Pr),
donde P; es el protocolo del agente 1.

No se incluye al protocolo del medio ambiente como parte del pro-
tocolo conjunto porque el medio ambiente juega un rol especial; usual-
mente se disefia y analiza los protocolos de los agentes, suponiendo que
el protocolo del medio ambiente esta fijo. En ocasiones se visualiza al
medio ambiente como un adversario al que hay que vencer y que esta
tratando de que el sistema se comporte de forma indeseable.

2.2.6 Contextos

El protocolo conjunto P y el protocolo del medio ambiente describen al
comportamiento de todos los participantes del sistema; sin embargo no
determinan completamente el comportamineto del sistema en si. Nece-
sitamos saber el entorno o el “contexto” en el que se ejecuta el protocolo
conjunto. El protocolo del medio ambiente P, debe ser parte del con-
texto ya que es lo que determina la injerencia del medio ambiente en el
protocolo conjunto. También debemos incluir a la funcién de transicién
7y el conjunto Gy de estados globales iniciales. Estos componentes del
contexto nos dan una descripcion del comportamiento del medio ambi-
ente en cada paso de una ejecucion.

En ocasiones queremos restringir mas el comportamiento del medio
ambiente, por ejemplo, si queremos establecer una condicién como “to-
dos los mensajes enviados eventualmente serdn entregados”. Una ma-
nera de hacerlo es estableciendo una condicién de admisibilidad ¥ sobre
las ejecuciones; esta condicién nos dice cudles son las ejecuciones acep-
tables. Formalmente ¥ es un conjunto de ejecuciones.

Definicién 11 Un contexto es una fupla { Ppa, Go, 7, ¥), donde Py,
es el protocolo del medio ambiente, Gq es el conjunto de estados globales
iniciales, T es la funcidn de transicion y ¥ es un conjunto de ejecu-
cioneses que representa una condicion de admisibilidad donde para una
ejecucidn r, r € U si r satisface la condicion ¥,

Al incluir 7 dentro del contexto estamos incluyendo implicitamente
a los conjuntos Lo,,Li,...,L, de estados locales y los conjuntos
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ACT e, ACTy, ..., ACT, de acciones ya que el conjunto de las acciones
conjuntas es el dominio de 7 y el conjunto de estados globales es el do-
minio de las transformaciones de estados globales indicadas por 7.

Hablemos ahora de las ejecuciones de un protocolo en un contexto
dado

Definicién 12 Una ejecucién r es débilmente consistente con un
protocolo conjunto P = (Py,..., P,) en un conterto v = (Pna, Go, 7, ¥)
st

1. r(0) € Go

2. para todat > 0, sir(t) = (€na, by, ..., Ls), entonces eriste una
accion conjunta (@ma, a1, - . -, an) € Poa(€ma) X Pr(l)x - x Pa(€y)
tal que r(t + 1) = T(Gma, @1, : - -, 8 )(7(L)).

La ejecucion r es consistente con P en el conterto v si ademds
salisface.

2 rev

Siempre habri ejecuciones que sean débilmente consistentes con un
protocolo P en un contexto v, pero es posible que no haya alguna
ejecucién consistente con P en <. Esto sucede si ninguna ejecucién en
¥ es débilmente consistente con P en . Entonces diremos que P es
tnconsistente con v, de otra manera P es consisiente con 7.

Diremos que un sistema R es consistente con el protocolo P en el
contexto -y si todas las ejecuciones r € R son consistentes con P en 7.
En general va a haber muchos sistema consistentes con un protocolo
en un contexto. Sin embargo cuando ejecutamos un protocolo en un
contexto quisieramos saber cudl es el conjunto de todas las ejecuciones
posibles del protocolo.

Definicién 13 El sistema R representa al protocolo P en el contexto
v, si R es el conjunto de todas las ejecuciones consistentes con P en el
contexto 7. Denotamos entonces R = R™P( P, v).

Nétese que un sistema R es consistente con el protocolo P en el
contexto v si y sélo si R € R™(P,v). Esto quiere decir que R™**(P,~)
es el conjunto maximal consistente con P en . '
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Igual que definimos a los sistemas interpretados, definimos a un
contexto interpretado como la pareja (y,7) donde 4 es un contexto
y 7 es una interpretacién. Ampliamos las definiciones diciendo que
el sistema interpretado Z = (R, 7) es consistente con un protocolo P
en el contexto interpretado (7,7} si R es consistente con P en 7. Se
define a I"*?( P, v, ) = (R"P(P,~), 7) como el sistema interpretado que
representa al protocolo P en el contexto interpretado (v, 7).

2.2.7 Programas basados en conocimiento

Hemos definido a un protocolo como una funcién de estados locales a
conjuntos de acciones. Generalmente se describe a un protocolo por
medio de un programa escrito en algin lenguaje de programacién. A
continuacion se describe un lenguaje de programacién muy simple pero
que es lo suficientemente rico para describir protocolos ¥ cuva sintaxis
pone énfasis en el hecho de que los agentes ejecutan sus acciones basados
solamente en sus estados locales.

Programas estandar

Definicién 14 Un programa estandar Pg; para el agente i es un
enunciado de la forma:

case of
if {; do ar
if tg do [1%]

end case

Donde ¢; es una férmula proposicional a la que llamaremos prueba
estdndar; a; es una accién, esto es a; € ACT;. Usaremos una in-
terpretacion 7 que nos dird cémo evaluar las pruebas sobre el estado
local de los procesadores. Pediremos que esta interpretacién dependa
Unicamente del estado local de cada procesador, ya que seria inapropia-
do que las acciones que un procesador va a tomar dependan del valor
de verdad de una prueba que no puede ser determinada desde su estado
local.
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Definicién 15 Para una proposicion primitiva p que aparece en las
pruebas del programa Pg;, diremos que p es local para el agente ¢ si
para todos los estados g, ¢' en G, tales que g ~; ¢', se cumple (g)(p) =
~(9')(p).

La interpretacion = sobre un conjunto de estados globales G es com-
patible con el programa Pg; pare el agente i si cada proposicion pri-
mitiva que aparece en Pg; es local para el agente 1.

Definicién 16 Sea ¢ una formula proposicional tal que todas las pro-
posiciones primitivas que la componen son locales al agente 1, y sea
t € L;, escribiremos (7,£) k= ¢ si la asignacidn de verdad n{g) satisface
ap, donde g = ({,...,%,) es un estado global que cumple £; = ¢.

Dado un programa para el agente ¢ queremos encontrar el protocolo
correspondiente al programa. Intuitivamente el protocolo determina,
dado un estado local, que se realice alguna de las acciones especificadas
por las pruebas que son satisechas bajo ese estado local y selecciona la
accién nula A si ninguna prueba es satisfecha. En general obtendremos
un protocolo no deterministico porque mas de una prueba podria ser
satisfecha en cada estado.

Definicién 17 Dado el programa Pg; para el agente 1 y la interpreta-
cion m compatible con Pg;, definimos el protocolo Pg¥:

T _ {aj:(ﬂ'ag)|=tj} Si{j:('fr,f)|=tj}-‘,£@
Pai “"{ 7y i {71 (m0) =4} =0

Muchas de las definiciones que dimos para protocolos tienen su
analogo para programas.

Definicién 18 Un programa conjunto es una tupla Pg = ( Pg,

y--+, Pgn ), donde Pg; es el programa del agente i. Una interpretacion
7 es compatible con Pg si x es compatible con cada Pg;. De Pg y la
inlerpretacién w oblenemos el protocolo conjunto Pg™ = (Pgy, ..., Pgr).

Definicién 19 El sistema interpretado T = (R, ) representa al pro-
grama conjunio Pg en el contezto interpretado (y,7) st # es compatible
con Pg y R representa al protocolo Pg™ en el contexto . Denotamos
como ["P( Pg ,~,7) ol sistema interpretado que representa a Pg.
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Se incorpora el conocimiento

La nocién de programa estandar es bastante simple; los procesadores
realizan acciones basadas en las pruebas que llevan a cabo sobre sus
estaclos locales. Sin embargo los programas estandar no pueden ser
utilizados para describir la relacidn entre conocimiento y accién que
se quiere capturar. Extendamos la nocién de programa estandar a
programas basados en conocimiento en los cuales no sélo hay pruebas
estandar que los procesadores pueden llevar a cabo sobre su estado
local, sino que también hay pruebas de conocimiento que no van a
depender solamente del estado local sino de todos los estados que los
procesadores no distinguen del estado global real porque su estado local
es el mismo en todos ellos.

La nocién que presentamos es la que aparecié en [21] y en [24]. En
[24] se afirma que esta idea ya habia aparecido de manera informal en
[38], en [55] y en [73].

Formalmente:

Definicién 20 Un programa basado en conocimiento Pg; para
el procesador i liene la forma

case of
if t.] N k] do ay
if tg A kg do da

end case

Donde las t; son pruebas estindar que ya hemos definido y las k; son
pruebas de conocimiento para el procesador j. Las a; son acciones

del conjunto ACT;.

Una prueba de conocimiento para el procesador i es una combi-
nacién booleana de férmulas de la forma Ko, donde ¢ es una férmula
en £,. Intuitivamente el procesador selecciona una accidn basandose
en el resultado de las pruebas estandar sobre su estado local y de las
pruebas de conocimiento sobre todos los puntos en los que su estado
local es el mismo.
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Definicién 21 Un programa conjunto basado en conocimiento es
una tupla Pg = ( Pg, ,..., Pgn ) en la cual Pg; es un programa
basado en conoctrniento para el procesadori, 1 =1,...,n.

2.2.8 Sistemas, protocolos y programas

Hace falta definir la semantica de los programas basados en conoci-
miento. Asi como pensamos que los programas estdndar inducen un
protocolo que determina las acciones de los procesadores, queremos
también que los programas basados en conocimiento induzcan un pro-
tocolo. Sin embargo no es obvio cdmo puede hacerse esto. Un protocolo
es una funcién de estados locales a conjuntos de acciones; para ir de
un programa estandar a un protocolo lo que tenemos que hacer es eva- -
{uar las pruebas estandar sobre un estado local; esto se hace utilizando
los sistemas intepretados. En un programa basado en conocimiento
tenemos que evaluar las pruebas de conocimiento; sin embargo estas
pruebas dependen de todo el sistema interpretado y no de un dnico es-
tado local. Pudiera ser que un procesador estuviera en el mismo estado
local ¢ en dos sistemas interpretados distintos Z; y Iy, que la prueba
Ki(p) resulte verdadera en el estado local £ en Z; y que resulte falsa en
el estado local € en .

Para resolver este problema lo que se hace es que dado un sistema in-
terpretado Z = {R, 7} y un programa conjunto basado en conocimiento
Pg = ( Pg, ,..., Pg, ), se asocia a Pg un protocolo conjunto
que denotaremos Pg? = (Pgl,...,Pgl). Intuitivamente evaluamos
las pruebas estandar en Pg de acuerdo a 7 y evaluamos las pruebas
de conocimiento de acuerdo a Z. Como en el caso de los programas
estdndar, pediremos que la asignacién = sea compatible con Pg; esto
es, que cada proposicién que aparezca en una prueba estindar en Pg;
sea local a 7. Este requisito de localidad sélo se pide para las prue-
bas estdndar y no para las pruebas de conocimiento. Queremos definir
PgI(¢) para todos los estados locales £ del procesador z. Para hacer
esto primero definimos lo que quiere decir que una prueba ¢ se satisface
en el estado local ¢ con respecto al sistema interpretado 7.
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Definicién 22 Sea ¢ una prueba, £ un estado local del procesador t,
T = (R, ) un sistema interpretado.

51 ¢ es una prueba estdndar entonces andlogamente a lo definido
para programas estdndar.

(Z.O) Fyesyss(mf) F o

Si ¢ es una prueba de conocimiento de la forma Kt

(Z,8) = R syss (Z,r,t) E vp.t (r,t)tgri(t) = ¢

Para conjunciones y negaciones de pruebas de conocimiento se sigue
el procedimiento usual y los demds conectivos son definidos a partir de
estos dos.

(Z,7,1) E ~Kip syss no (I,1,t) E Kip

(Z.r ) E Nip A Kb syss(I,rt) b= Kipy (Z,7,8) |E Kb

Notese que definimos (Z,£) aunque £ sea un estado local que no
ocurre en nmingan punto de I. En este caso es inmediato de las defini-
ciones que se cumple (Z,¢) = K;(1), se cumple por vacuidad porque no
hay algin punto en el sistema en el que el estado local del procesador 7
sea {. Esto quiere decir que el axioma del conocimiento, { Ky — ), 0
axioma 7', falla. Sin embargo si £ es un estado que ocurre en Z entonces
K; se comporta segin los axiomas de 55,,; veamos esto formalmente.

Proposicién 2 5i £ = r(t) pare algin punto (r,t) de I, entonces
(Z,8) = Kip syss (I,r,1) E Kip.

Prueba

(Z,¢) E Kip syss (I r',1") | ¢ para todo punto (r',t') de I tal
que Ti(t') = ¢ syss (Z,r',t') E v para todo punto (7,t') de T tal que
(r,t) ~; Ti(t") syss (Z,7,t) | Kip.O

Podemos dar ahora la definicion del protocolo asociado a un pro-
grama basado en conocimiento.
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Definicién 23

e @O AR si{i (TOFEGAR}#D
P”"I“’)‘{{A} 5i{j:(Z,0 kb Ak} =0

Las acciones que el protocolo Pg? define para el procesador i son
precisamente las que define el programa Pg; en el sistema interpretado
7.

Esta definicidn incluye a los programas estandar, ya que si Pg es
un programa estandar, entonces Pg es también un programa basado en
conocimiento, aunque uno sin pruebas de conocimiento. Si considera-
mos al sistema interpretado 7 hay dos manera de asociar un protocolo a
Pg. Podemos pensar en Pg como en un programa estandar y asociarle
Pg”, o podemos pensar que es un programa basado en conocimiento y
asociarle el protocolo Pg’; de las definiciones se desprende que ambos
protocolos son idénticos.

Este mapeo de programas basados en conocimiento a protocolos per-
mite definir lo que quiere decir que un sistema interpretado represente
a un programa basado en conocimiento en un contexto interpretado
utilizando la definicidn correspondiente para protocolos.

Definicién 24 Un sistema interpretado T = (R, 7) representa al
programa basado en conocimiento Pg en el contezto (y,7) si ® es com-
paltible con Pg y R representa a Pg* en 4.

Para verificar si un sistema interpretado 7 representa a un pro-
grama Pg, debemos verificar si Z representa al protocolo Pg? obtenido
evaluando las pruebas de conocimiento de Pg en el mismo sistema
interpretado Z. Debido a la circularidad de esta definicién, no nece-
sariamente habra un unico sistema interpretado que represente a un
programa basado en conocimiento; pudiera ser que haya mas de uno o
que no haya ninguno.

Es conveniente hablar de que un protocolo implementa a un pro-
grama basado en conocimiento. La primera definicién usada en [21]
decia que el protocolo P implementa al programa basado en conoci-
miento Pg en el contexto interpretado (v, %), si P = Pg"~(Frm La
idea basica atras de esto puede verse como sigue. Para un protocolo
P y un contexto (v, ) sea el sistema interpretado Zp = I"P{P, v, 7).
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Supongamos que ejecutamos a P y que ademéas P = Pg”?. Por definicién
las acciones que dictamina el protocolo Pg?P son exactamente las que
dictamina el programa Pg en el sistema Zp. Como el sistema Zp rep-
resenta al protocolo P, entonces al ejecutar P nos estamos adhiriendo
a lo que dice el programa Pg. Esto sugiere que si P = Pg’? podemos
decir que el protocolo P implementa al programa Pg. Sin embargo en
[24] se hace ver que esta definicién es demasiado restrictiva; la razén es
que el protocolo Pgl? est definido en todos los estados locales en L,
incluidos aquellos estados que no aparecen en el sistema Z. En estos
estados el comportamiento de Pg;-*r” es completamente arbitrario. Con-
sideremos un protocolo P’ que es igual a P en todos los estados que
aparecen en /p pero posiblemente se comporta distinto en los demds
estados. Bajo la primera definicién P implementa a Pg en (v, ) pero
P’ no. En {24] se da una nueva definicién de implementabilidad que
modifica la anterior.

Definicién 25 Sea P un protocolo y sea el sistema T = I"P(P,~, ).
P implementa al programa Pg en el contesto (y,x) si (1} I =
Ie?(Py? v, 7) y (2) Py Pg* concuerdan en todos los estados globales
que aparecen en |,

Esta definicidn resuelve el problema anterior sobre los estados globa-
les que no aparecen en Z. La parte (1) por si sola no es suficiente porque
solamente hahla de los sistemas que representan a los protocolos. No
hace referencia directa a las acciones que realizan los agentes. Podria
ocurrir, por ejemplo que haya dos acciones conjuntas distintas a y b
tales que en un estado global determinado en T el efecto de la accion
a es exactamente el mismo del de la accién b. Fijandonos solamente
en el sistema interpretado I no podriamos saber cual fue la accion que
se realizé. La idea de que el protocolo P implemente al programa Pg
es que las acciones que determina P sean exactamente las mismas que
determina Pg. Esto es lo que se asegura con la parte (2).

Una consecuencia inmediata de esta definicidn es que si el sistema
interpretado I representa al programa Pg en el contexto (v, 7), entonces
el protocolo Pg? implementa a Pg en (v, )
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Veamos un ejemplo de un programa para el que hay mas de un
sistema interpretado que lo represente y un ejemplo de un programa
para el que no hay ninguno. Estos ¢jemplos aparecieron como ejercicios
en [21].

Ejemplo 1 Supongamos que tenemos un sistema con un sélo agente,
el agente 1, que tiene en su estado local una variable z inicializada en
0. Supongamos que el agente ejecuta el siguiente programa basado en
conocimiento NU (de No Unico)

if K (t#£0—2=1)doz:=1

Las proposiciones primitivas son ({ # 0) y (z = 1). Suponemos
que el estado local del medio ambiente incluye al tiempo. 7™ es
una interpretacion tal que =™*({,k}{t # 0) = verdadero syss t > 0
v 7% (L, k)(x = 1) = verdadero syss k = 1. La unica accién para el
agenle 1 es  := 1 que tiene el efecto de cambiar el valor de z a 1.

Formalizaremos al sistema considerando al contexto 4™* donde
4™ = (Ppa, Go, 7, True), definido como sigue: el estado local del agente
1 es 00 1, representando el valor de 2; el estado del medio ambiente
guarda el tiempo y es de la forma ¢, donde ¢t > 0. Como el tiempo inicial
es 0 y x inicialmente tiene valor 0 entonces Gg = {(0,0)}. El protocolo
del medio ambiente siempre ejecutard la accion inc para actualizar el
tiempo, por lo que P.(t) = inc. Las acciones del agente son A 6 (2 :=
1). El efecto de T es el de asignar los valores apropiados a las variables,
entonces 7(inc, A)(t, k) = (t + 1,k), T(inc,z := 1}(t,k) = (¢t + 1,1),
donde k € {0,1}.

Sea r¥ la ejecucidn que inicia en el estado (0,0) y en la que el agente
no hace nada, siempre realiza la accién A. Entonces r°(t) = (t,0) para
toda ¢ > 0. Sea r?, para 7 > 1 la ejecucion que inicia el el estado
(0,0) y en la que el agente 1 cambia el valor de z a 1 en la ronda j.
Entonces r(t) = (¢,0) para toda t < j, r’(t) = ({,1) para toda { > j.
Estas son las tnicas ejecuciones que podemos tener en el contexto ™,
porque para el medio ambiente no hay ninguna otra accién posible y el
agente 1 en algiin momento cambia el valor de la variable z y entonces
el estado global ya no cambia o el agente 1 nunca cambia el valor de la
variable.
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Veamos que ninguna ejecucién 7, § > 1, puede estar en un sistema
interpretado 7 consistente con NU. Si estuviera entonces como el agente
1 cambio el valor de x exactamente en la ronda j tuvo que ocurrir que
(Z,7,7—1) E Ki(t # 0 — z = 1). Entonces por el axioma de la
introspeccién positiva (Z,77,7 — 1) E K1 K3( # 0 — = = 1). Como
71(0) = 0 = r{(7 — 1) entonces (r?,0) ~; (4, j—1), entonces (Z,7,0) k=
Ki(t # 0 — z = 1). Pero como el sistema I es congruente con NU¥
esto quiere decir que el agente 1 debid cambiar el valor de z desde la
primera ronda de 7, lo cual es una contradiccién. Las ejecuciones r® y
! si pueden aparecer en el sistema interpretado. Entonces el conjunto
de ejecuciones de cualquier sistema interpretado consistente con NU
debe ser un subconjunto no vacio de {r%,#'}. Sea R’ el sistema que
solo consiste en la ejecucién 17, 7 = 0,1, y sea T9 = (R, ™). Veamos
que Z° y T" representan a NU en el contexto interpretado (™, 7™).

En cada punto (r!,t) de I', se cumple que si #™*(r'(t))(t # 0) =
verdadero entonces 7"*(r'(t)}(x = 1) = verdadero y entonces se cum-
ple (Z', 7', ¢) E Ay(t £ 0 — 2 = 1) para toda {. Entonces la accién
que siempre lleva a cabo el agente 1 es la de cambiar el valor de z
a 1. Entonces la unica ejecucion posible que sea consistente con las
acciones del agente 1 es precisamente r! por lo que I representa a NU
en (,Ynu’,n.nu)

En cada punto en I° es decir en cada punto de la ejecucién 7,
el estado local del agente | es 0; entonces el agente no distingue en-
tre ninguno de los puntos de la ejecucién r°. Para todo punto (r°,1)
tal que ¢ > 0 siempre se cumple 7™(v%,1)({ # 0) = verdadero y
7(r®, {)(z = 1) = falso y entonces para todo punto tal que t > 0
se cumple (Z° % ¢} | ~(t # 0 — x = 1), por lo que para todo punto
en I° se cumple (Z',7%,t) = ~Kj(t # 0 — z = 1), entonces el agente
siempre ejecuta la accion nula A, resultando que la iinica ejecucién
consistente con las acciones del agente es r°. Entonces Z° también
representa a NU en (™%, 7™%)

La pregunta natural es si el sistema interpretado 7% = ({r°,r'}, 7"¥)
representa a NU en (4™, #™*). Este sistema interpretado no es consis-
tente con NUT" en (™, ™). Esto es porque como r1(0) = 0 = »¥(2)
para toda ¢, entonces (r!,0) ~; {r® ) para toda ¢. Se cumple que
para toda t > 0 (Z2,r%¢) & ~(t # 0 — z = 1), entonces se cumple
(Z?,7%,0) E —-Ki({ # 0 — z = 1), entonces en la primera ronda de
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r' el agente no cambia el valor de la variable z y entonces ' no es
consistente con las acciones dictaminadas por NUT" en (4%, 7™).

Entonces hay exactamente dos sistemas interpretados distintos que
representan a NU en el contexto (4™, »™*).0

Ejemplo 2 Tomemos exactamente el mismo contexto interpretado del
ejemplo pasado (y"*,7™). Supongamos que ahora nuestro agente eje-
cuta el siguiente programa basado en conocimiento NR (de No Repre-
senta):

if-Kit#0—z=1)doz:=1

Igual que en el caso anterior las Unicas ejecuciones que pudieran
aparecer son las de la forma r?, pero veamos que ninguna r’ con j >
I puede estar en un sistema mtezpretado Z consistente con NR. Si
estuviera, entonces tuvo que ocurrir que (Z,r7,7 — 1) E -~ K;(t #0 —
x = 1) y entonces como (r7,0) ~; (r/,j — 1) debe ocurrir (Z,77,0) |=
-K(t # 0 — 2 = 1), pero entonces el agente debié cambiar el valor
de x desde la primera ronda lo cual es una contradiccién. Entonces los
posibles sistemas interpretados que representen a NR son I°, 7! y 72
Pero veamos que ninguno de estos sistemas es consistente con NR.

En I° se cumple (9% ¢t) | =(t # 0 — = = 1) para toda t > 0
v como (r% 1) ~; (%0} para toda t entonces se cumple (7° 1%, 0) k=
~Ni(t #£0 — & = 1), por lo que el agente dehid haber cambiado el
valor de x en la primera ronda; pero no lo hizo, por lo que r° no es
consistente con NUT

En I' ocurre que {r',t) #£; (r!,0) para toda ¢ > 0 y como se cumple
(Z%,71,0) k= —(t # 0) entonces se cumple (7,7, 0) E(t #0 -z = 1)
y entonces se cumple (Z',71,0) |= Ki(t # 0 — z = 1); entonces el
agente 1 debe realizar la accién nula A en la primera ronda, pero lo que
hace es cambiar el valor de la variable z, por lo que r! no es consistente
con NUF'.

En 7? se cumple (7%,7%,1) = =~(t #0 - £ = 1) paratoda t > 0 y
entonces (Z2,7°,0) = ~K,(t # 0 — z = 1); por lo que el agente debié
haber cambiado el valor de z en la primera ronda de r%; pero no lo hizo,
por lo que r° no es consistente con NUT’ y entonces 72 no representa
a NR. Esto quiere decir que no hay algiin sistema interpretado que
represente a NR en el contexto (4™, 7™*).0
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Con el ejemplo 1 podemos aclarar mejor lo que hablabamos en la
seccion anterior al respecto de que un protocolo implemente a un pro-
grama basado en conocimiento. En el sistema interpretado ', como
ya vimos, ocurre que la acciéon que siempre lleva a cabo el agente
1 es la de cambiar el valor de z a 1; esto genera la ejecucién rl.
Pero supongamos un protocolo conjunto P tal que el protocolo del
medio ambiente siempre dictamine la accion itnc y para el agente 1
P(0) = (¢ := 1) y (1) = A. La dnica ejecucién consistente con
el protocolo P en el contexto v es r'; entonces si consideramos al
sistema I = (R™P(P,y™), ™) ocurre que Z = Z'; sin embargo no
podemos decir que el protocolo F implemente al programa NU porque
el protocolo P no concuerda con el protocolo NUT' ya que las acciones
que prescriben son diferentes, aunque tengan el mismo efecto sobre los
estados globales de .

Cuando no hay algin sistema que represente a un programa, en-
tonces el programa esta mal disenado y no tiene ningun interés; sin
embargo si hay mds de un sistema que represente esto no es necesaria-
mente un problema, podemos pensar que el programa es una especifi-
cacion de alto nivel que es satisfecha por muchos sistemas interpretados.
Cuando hablamos de los programas estandar vimos que siempre hay un
unico sistema que los representa en un contexto interpretado, entonces
los programas estandar describen completamente el comportamiento de
los agentes o procesadores; esto no siempre ocurre con los programas
basacdos en conocimiento.

En otras situaciones, sin embargo, hay una fuerte intuicién de que
un programa basado en conocimiento describe completamente el com-
portamiento de los procesadores y en consecuencia debe haber un anico
sisterna que represente al programa. Intuitivamente esto ocurre cuando
fijamos el conjunto de estados iniciales y a partir de ahi podemos ir
generando todas las ejecuciones paso a paso. Formalizemos estas ideas.

Definicién 26 Sea G un conjunto de estados globales y r una eje-
cucidn sobre G. Ll prefijo de v al tiempo t o t-prefijo, Prefi(r)
es la sucesion de los primeros t + 1 estados globales en r, es decir
Prefi(r) = (r(0),7(1),...,7(t)). Si R es un conjunlo de ejecuciones
entonces Pref(R) = {Prefr)|lr € R}. SiT = (R,7) es un sistema
interpretado, Prefi(Z) = (Prefi(R),7)
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Supongamos que en cada paso hemos generado todos los ¢-prefijos de
un sistema. Si en cualquier punto del sistema (r,t) un agente es capaz
de evaluar todas las pruebas de conocimiento en el programa, entonces
podemos determinar en cada punto qué acciones van a tomar todos
los agentes y podremos generar todos los (¢ + 1)-prefijos. Esto ocurre
cuando estando en un punto (r,?) todos los puntos (', ') que un agente
no distingue cumplen con ¢’ < t; entonces las pruebas de conocimiento
siempre se van a realizar sobre puntos que ya hemos construido.






Capitulo 3

El modelo del acertijo de los
sabios

Pensemos en el acertijo general: el rey se reine con los n sabios y
lleva una caja de colores; supongamos que lleva un cierto nimero de
etiquetas de cada color y quiere asignar un color a cada sabio, asi que
al menos lleva n etiquetas en total. Il rey coloca a los sabios de manera
que todos pueden ver a todos. Asumiremos que esto es conocimiento
comun y también es conocimiento comun que todos los sabios pueden
oir lo que dicen los demas y lo que dice el rey.

En el acertijo lo primero que ocurre es que el rey escoge una caja
de colores; luego el rey ensena la caja a los sabios y asigna un color a
cada sabio. Entonces el rey va escogiendo por rondas a un conjunto de
tos sabios a los que pregunta si saben su color y espera la respuesta de
todos para hacer la pregunta de la ronda siguiente.

Consideraremos dos versiones del acertijo: la version de las esposas
infieles en la que en cada ronda el rey pregunta a todos los sabios; y
la versién de los tres sabios, en la que en el rey va preguntando a los
sabios uno por uno.

Modelaremos al acertijo en un sistema distribuido en donde los
sabios y el rey son los procesadores del sistema. Las preguntas del
rey y las respuestas de los sabios se llevaran a cabo mediante inter-
cambio de mensajes. Cada procesador tiene un conjunto de lineas de
comunicacion por el que manda sus mensajes y otro por el que los
recibe.

61
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Usaremos el modelo que presentamos en la seccién 2.2, Asumi-
mos que el sistema es un sistema de mensajes sincrono. Definiremos
un protocolo basado en conocimiento para cada sabio, para el rey y
también definiremos un contexto interpretado. El acertijo de los ninos
enlodados y el acertijo de las esposas infieles han sido utilizados en la
literatura (ver [21, 24, 39]) como ejemplos de los programas basados
en conocimiento; retomamos algunas de las ideas.desarrolladas en esos
articulos.

La comunicacién en el sistema se lleva a cabo en rondas. En cada
ronda cada procesador envia un conjunto (posiblemente vacio) de men-
sajes y recibe todos los mensajes que le fueron enviados en esa misma
ronda y posiblemente realiza algin conjunto de acciones internas. En
un sistema de mensajes podemos ver al medio ambiente como el que
decide qué mensajes llegan a su destino. En este caso el medio ambi-
ente dejard que todos los mensajes lleguen a su destino y que de hecho
lo hagan en la misma ronda en que fueron enviados.

Hablaremos del sistema de mensajes A para un conjunto de n +
1 procesadores P = {rey,s;,...,sp}. Para referirnos al procesador
s; hablaremos del sabio ¢ y en general usaremos las letras i, j; para
referirnos al procesador rey hablaremos del rey. Y cuando digamos
procesador es que nos estamos refiriendo a cualquiera de ellos (alguno
de los sabios o el rey) y usaremos las letras p, ¢.

Modelaremos el acertijo de manera que en los estados locales ini-
ciales ya se haya escogido una caja y el rey ya haya escogido una con-
figuracién inicial.

3.1 Configuraciones y visiones

Consideremos un conjunto § = {s1,...,8,} de n sabios. Numeremos
los colores de 1 a r. Definimos un conjunto C,, de cajas de colores para
n sabios.

Definicion 27 C € C, s C = (fer,fc2,. .. fer) y D e =n+ k=
Tot(C), k > 0. Supondremos ademds que los colores estdn ordenados
de mayor a menor, esto es que lc; > fez > ... > fe,.
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Estamos suponiendo que hay r colores en la caja C' y que hay flc,
etiquetas de cada color. Es decir que en la caja C el rey puede asignar
el color ¢ a lo mas a f¢, sabios.

Para representar cuando el rey asigna los colores utilizaremos las
configuraciones.

Definicién 28 Una configuracién « es un conjunto de n parejas

a = {(s1,a),(s2,¢2),. ., ($ns¢n)}

donde ¢; es el color del sabio s;, 1 <1<n, 1 <¢<r

Dada una caja C, una configuracién posible es una configuracion
que cumple con ser una asignacidn posible de colores en C, esto es que
para todo color @, 1 Sa <7

H(siie) € aiej = a}| < fea

Hacemos notar que fic, se refiere al nimero de objetos o etiquetas
o copias de color a que el rey trae en la caja. En las configuraciones
la pareja (s;,¢) indica que el sabio i tiene color ¢; donde ¢; puede ser
alguno de los colores entre 1 y r, es por esto que decimos que 1 < ¢; < 7.

La caja junto con el conjunto & de sabios definen al conjunto de
todas las configuraciones posibles. Llamaremos CP¢ a este conjunto.

En el caso que vimos al principio habia tres sabios y una caja C =
(3.2). Una configuracién es

a = {(51,2),(52,2), (s3,2)}

Sin embargo a no es una configuracién posible porque asigna a
tres sabios el color 2. En cambio la siguiente configuracién si es una
configuracion posible:

B = {(3!7 1)1 (32:2)= (3372)}

Mientras que una configuracién es una asignacion de los colores, una
visién es lo que ve un sabio en una de las configuracidnes.
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Definicién 29 Para una configuracion o = {(s1,¢1),(s2,¢2),- .., (5n, )}
La vision vision;(a) del sabio i en la configuracion « es el conjunto

{(sl:cl)z - ,(S,‘..],C.'_]), (Si,*),(5£+1,6{+1), .. -'v(sn:cn)}

En el que se representa que el sabio 1 ve el color de todos los sabios
menos el suyo propio.

Denotaremos al nimero de sabios con color 4 en la configuracién
a como p;. También denotaremos fZ como el numero de etiquetas de
color a que el rey no utilizé. Asi que tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 30

pe = H{(sjs¢j) € @i ¢; = a}

f2 = tea —p3

Hacemos notar que como ), _ fca =n+ky > p? =n. Es
decir que en total hay n 4+ k etiquetas y el rey asigna n. Entonces
Yoim ST =00 fea~ 31, p? = k. Es decir que el rey deja de asignar
~ k etiquetas.

3.2 Caracteristicas del sistema

En el sistema habra tres mensajes posibles: cuando el rey le pregunta
a alguno de los sabios si sabe su color, cuando un sabio responde que
no sabe y cuando un sabio responde que si sabe.

Sea M SG un conjunto de mensajes de la forma (rey), (no,1}, (a, ).
El mensaje {rey) representa la pregunta del rey a algin sabio; (no, )} re-
presenta la respuesta negativa del sabio i; {a,7) representa la respuesta
en la que el sabio 7 indica que sabe que su color es a.

En el acertijo nos interesa que cada sabio recuerde las respuestas de
otros sabios que haya escuchado. En general en un sistema de mensajes
es importante que en los estados locales de los procesadores y en el del
medio ambiente se guarde una historia de mensajes al tiempo {.
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Definicién 31 histe,(t) es una historia de mensajes en el estado
local ¢, del procesador p al tiempo t tal que

histe,(0) = 0
parat >0
histe,(t) = (My,, Mg, ..., My,)
donde
Mek,, = {ev,lev, € {enviar,(msg, q),recibir,(msg, q)}} o M:; =0

Definiremos ahora al estado local de los procesadores y del medio
ambiente. Incluimos al tiempo en su estado local y para efectos de
este acertijo no necesitamos que haya mas informacién porque el medio
ambiente no “tomara” ninguna decisién; en todas las rondas permitira
que todos los mensajes enviados lleguen a su destino. Para los proce-
sadores incluiremos el tiempo y la historia de mensajes ya que estamos
modelando un sistema de mensajes sincrono. También incluiremos la
caja de colores. En el estado local del rey pondremos la configuracion
que ha escogido. En el de los sabios pondremos a su visién en vez de
esta configuracion.

Definicién 32 estados locales y estados globales
C S Cn, € CPC
{,.. es el estado local del medio ambiente

lrey €5 el estado local del rey
lrey = (1, C, a, histy,,, (1))
¢; es el estado local del sabio ¢
¢ = (t,C,visioni(a), histy (1))
Un estado global es de la forma

g= (ﬂma’ercwfh---afn)

Se define a G como el conjunto de todos los estados globales posibles.
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Definamos al conjunto de los estados globales iniciales.

Definicién 33 Gy es el conjunto de estados globales iniciales,

(E'ma: 8rey1 f]s cre afn) € gO

donde para C € C,, a € CP¢

frt;-y = (05 Ca a, 0)

¢ = (0, C,vision;(a),B)

Continuamos con la definicién de las acciones que pueden llevar a
cabo los procesadores y el medio ambiente.

Aqui cabe hacer la aclaracion de que, como estamos pensando en un
sistema de mensajes en cada ronda, las acciones de un procesador van a
ser conjuntos de acciones debido a que en cada ronda cada procesador
manda un conjunto de mensajes y posiblemente realiza algunas acciones
locales. '

ACT,.. es el conjunto de acciones que puede realizar el medio am-
biente. ACT,., es el conjunto de acciones que puede realizar el rey.
ACT:; es el conjunto de acciones que puede realizar el sabio 1.

Las acciones del medio ambiente son conjuntos de elementos del
tipo enfregar,.(p, ¢); esto representa que el medio ambiente entrega al
procesador p cualquier mensaje que le haya enviado el procesador q.

Las acciones que realiza el procesador p son conjuntos de elementos
del tipo enviar,(msg,¢), representando que el procesador p envia el
mensaje msg al procesador ¢. Una accion que el rey realiza puede
incluir también la accidn interna escoge,.,(G') que significa que el rey
escoge el conjunto (G de sabios para hacerles la siguiente pregunta.

Si en una ronda un procesador o el medio ambiente no realiza
ninguna accion, lo representaremos con la accién nula A. Para términos
practicos asumiremos que A = 0.
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Definiciéon 34 Acciones

Ama = {€ma|€ma = eNlTEGaTHa(P, )}
Orey = {ereylerey = enviarrfy((rey)!i) 0 Crey = escogerey(G); G S S}
a; = {et-|e,- = en-viar,—(msg,q)}

ACT = ACT e x ACT ey, x ACTy x ... x ACT,

Para facilitar la notacion definimos algunos conjuntos de acciones.

Definicién 35

entregary.(todo) = {entregary.(p,q) p-t. p,q tal que p # ¢}
enviar,e,(msg, G) = {escoger,e,(G)} U {enviary((rey), q) pt. ¢ € G}

enviar;(msg,G) = {enviar;(msg, ¢) p.t. ¢ € G}

Definamos entonces cémo influyen las acciones de los procesadores
en el estado global del sistema. La interpretacién sera de la manera
natural; cuando un procesador envia un mensaje su estado local debe
registrar este envio en su historia de mensajes y cuando un procesador
recibe un mensaje su estado local debe incluir el evento de la recepcién
del mensaje en su historia de mensajes.

Definicién 36 Transformador de estados globales y funcién de
transicion

Sea @ = (g, Grey, A1, - - -, Qn) URA accion conjunia.

TR es el conjunto de todos los transformadores de estados globales.

TRA={T :G - G}

T4 €s la funcién de transicidn.
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T4 : ACT v TR,

Sea histy,(t) = (M ,M{,. .. M)
Parat 2 0. C €Cp, o € CPg, sea § = (Lo, breg, b1 - - . 8,) tal que

b = (1}
ercy = (t} C! a? hiSt(rey(t))

b = (1, C,vistoni(a), histe (1))
Seag' = (€,..0. .0, .., 0,) tal que

rey!
Ta{a)(g) = ¢’
donde
€, =(+1)
ey = (L4 1,C, (), histy, (£ + 1))
donde

histre,(t +1) = (M, , M}

I'Cy, *

t t+1
e M M, )

!rey

M;j'; = Gyey U {recibir,e,(msg, j)lenviar;(msg, rey) € a; y

entregarma(rey,j) € ama}

£ = (1 +1,C, vistony(a), hist;(t + 1)
donde
histg (t+1) = (M}', Mtzl - .,M(t‘, M::H)

M = a; U {recibiri(msg, g)|enviar,(msg,i) € a, y

entregarma(i, q) € Gma}
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Habiamos definido que un contexto estd formado por el protocolo
del medio ambiente; el conjunto de estados globales iniciales, la funcién
de transicion y postblemente alguna restriccidn sobre los puntos del sis-
tema. En este caso el protocolo del medio ambiente consistira en escoger
siempre la accidn de entregar todos los mensajes que sean enviados.

Ya definimos a la funcién de transicion 74 y por el momento no
pondremos ninguna restriccion al conjunto de ejecuciones, esto es ¥ =
TRUE.

Definamos al protocolo del medio ambiente P,,,. Es una funcién del
conjunto de estados locales del medio ambiente al conjunto de acciones

ACT e

Definicion 37 FP,.. es el protocolo del medio ambiente
Pro i Lina — ACT,..
Donde para todo estado I, € Ly, definimos
Prallme) = entregar,,(todo)
Ya podemos definir al contexto y4 para el acertijo de los sabios

Definicion 38 Fl contexto v4 es
7.4 = (P'm.uugUaTAa lI’)

Hacemos notar que este contexto captura todas las posibles ejecu-
ciones del acertijo en el que en cada ronda el rey escoge un conjunto
de sabios al que le pregunta. Mas adelante nos interesara estudiar la
version del acertijo de los tres sabios y la del acertijo de las esposas
infieles para lo que definiremos dos nuevos contextos cambiando a la
reestriccion ¥. En un contexto sélo permitiremos ejecuciones en las
que el rey en cada ronda le pregunta a todos los sabios y en el otro sélo
permitiremos ejecuciones en las que va preguntando uno por uno a los
sabios.
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3.3 Proposiciones primitivas

Utilizando la sintaxis del lenguaje de programacion dada en la seccién
2.2, definiremos los programas que ejecutan los sabios y el rey.

Primero debemos definir el conjunto de proposiciones primitivas que
seran incluidas en las pruebas estandar y en las pruebas basadas en
conocimiento; también definiremos la interpretaciéon x4 que nos diré
como evaluar las pruebas.

Definicion 39 El conjunto ®, es el conjunto de proposiciones primi-
tivas donde

0,4 = {inicial,oyorespuesta,oyoalrey;,
(ci=1),...,(ci=r)}dondei=1,...,n

Debemos dar la interpretacion de verdad de estas proposiciones
primitiva; intuitivamente inicial es verdadera si el estado local del rey
corresponde a su estado local en un estado global inicial; oyorespuesta
es verdadera si el rey oyd alguna respuesta de un sabio en la ronda
anterior; oyoalrey; es verdadera si el rey le pregunta al sabio ¢ si sabe
su color, esto es s1 el rey le mandd un mensaje en la ronda anterior;
(¢; = a) es verdadera si el sabio 7 tiene color a.

Definamos formalmente en cada estado global ¢ la asignacion de
verdad 7 4(g¢) para las proposiciones primitivas.

Definicién 40 Sea g = (€ma, brey, b1, - ., €n) un estado global.
ralg)(inicial) = verdadero syss

ley = (0,C,,0)
7a(g)(oyorespuesta) = verdadero syss
brey = (1, C, 0, histy,, (1)) y recibir,y(msg, 1)) € M}_: pai
7 a(g)(oyoalrey;) = verdadero syss

& = (t,C,visioni(@), hists,(t)) y
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recibir(({rey),rey)) € M,
7a(¢)(ci = @)) = verdadero syss
¢ = (t,C,vistoni(a), haste,, (1)) y (si,a) €

Hay que notar que las proposiciones primitivas (¢; = a) no son lo-
cales para el sabio 7. Esto no va a representar un problema porque estas
proposiciones solo van a aparecer en las pruebas de conocimiento del
programa del sabio . Veamos formalmente que las demas proposiciones
primitivas son locales para algan procesador.

Lema 2 Las proposiciones primitivas iniciael y oyorespuesta son lo-
cales para el procesador rey; oyoalrey; es local para el sabio :.
Prueba

Sean dos estados ¢, g’ en G tales que g ~,¢, ¢', entonces grey = gj,,-

(a) ma(g)(inictal) = wverdadero syss ¢, = (0,C,,0) syss
Irey = (0,C, 0,0} syss wa(g')(inicial) = verdadero. Entonces
WA(g)(micial) = 74(g¢')(tnicial) y por lo tanto inicial es local
para el rey.

(b) malg)oyorespuesta) = verdaderosyss g.., = (¢,C, a, hist,,, (1))
y recibirre(msg,i)} € M7} syss g;., = (1,C,a,histy (1)} y
recibir,e,(msg,1)) € M;:w syss ma(g'){oyorespuesta) = verdadero.
Entonces 7 4(g)(oyorespuesta) = wa(g')(oyorespuesta) y por lo
tanto oyorespueste es local para el rey.

Sean dos estados g, ¢’ en G tales que ¢ ~; ¢', entonces g; = g..

(c) walgMoyoalrey;) = verdaderosyss g = (1, C, vision;(«), hist, (1))
y recibiry({rey),rey)) € M”'"] syss g; = (¢, C, visioni(a), histg(t))
y recibir;{(rey),rey)) € M syss 7 a{g" W oyoalrey;) = verdadero.
Entonces frA(J)(OJoalrey,) = 7ma(g')(oyoalrey;) y por lo tanto
oyoalrey; es local para el sabio 1.0
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3.4 Los programas

El rey ejecutara un programa estandar en el que en cada ronda decidira
a qué conjunto de los sabios les pregunta si saben su color. '

El rey ejecuta el programa estandar Pg,.,; G € S es el subcon-
junto de los sabios que el rey escoge con la accidén interna escoge,.y.
Pensaremos que en cada ronda el rey escoge al conjunto G de manera
aleatoria.

Definicién 41 El programa Pg,., es

case of
if inicial do enviar,.,({rey),G)
if oyorespuesta do enviar,.,({rey),G)
end case

Recordamos que aunque el programa Pg,., es un programa estandar
también puede ser visto como un programa basado en conocimiento.
Como demostramos en el lema 2 todas las proposiciones primitivas que
aparecen en las pruebas estandar son locales para el rey, entonces 74
es compatible con Pgy.,.

Los sabios deciden sus acciones con base en lo que saben de su
color; si el sabio 7 sabe que su color es a y el rey le pregunta entonces
respondera “si, mi color es ¢” . Si no sabe respondera “no”. Entonces
es adecuado modelar el comportamiento del sabio 7 con un programa
basado en conocimiento.

El sabio 7 ejecutara el programa basado en conocimiento Pg; con el
que decidird que acciones tomar. Para facilidad de notacion definimos
al conjunto R; = P\ {i} como el conjunto de todos los procesadores
exceptuando al sabio i. Esto para representar que las respuestas del
sabio i tienen que llegar a los demas sabios y al rey.

Definicion 42 El programa Pg;es

case of
if oyoalrey; A K;(¢; = 1) do
enviar;({1,1), R:)
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if oyoalrey; A Ki{c; =) do
enviar;((r,z}, R;)
if oyoalrey; A ~Ni(c;=1)A ... A-Ki(c; =71) do
enviari((no,i}, R;)
end case

En el lema 2 demostramos que todas las proposiciones primitivas que
aparecen en las pruebas estandar son locales para el sabio i, entonces
74 es compatible con Pg;.

Una vez definidos los programas del rey y de los sabios definimos
al programa conjunto Pg4 = ( Pg.e,Pg, ,-.., Pgn, ). En el pro-
grama conjunto Pg,4 evaluaremos las pruebas estandar utilizando la
asignacion de verdad #4. Esto puede hacerse porque 74 es compatible
con Pg,.

3.5 El sistema y los protocolos

Los programas que hemos dado dictan el comportamiento del rey y
de los sabios para cualquier estado local en el que se encuentren. Lo
que tienen que hacer es realizar las pruebas estandar y las pruebas de
conocimiento para entonces elegir alguna de las acciones que correspon-
dan a las pruebas que hayan sido satisfechas. Sin embargo esto es sélo
una especificacion formal de las ideas que ya sabiamos sobre el com-
portamiento de los participantes en el acertijo. Lo que nos interesa es
anahzar por medio del conocimiento qué es lo que ocurre en el acertijo.
En particular nos interesa caracterizar cuando un sabio sabe su color y
responder a preguntas como cudntos sabios llegan a saberlo. También
nos preguntaremos qué ocurre con las cajas de colores que lleva el rey.
;Habra alguna relacion entre la caja y las respuestas de los sabios?
;Para alguna caja podra lograr el rey que ningin sabio sepa su color?

Hacen falta todavia dos cosas; por un lado tenemos que decir cual
es el protocolo que ejecutara el rey y cudl es el que ejecutara cada sabio;
por otro lado debemos decir cudl es el sistema del acertijo, el conjunto
de ejecuciones que nos interesan. Los protocolos serdn aquellos asoci-
ados a los programas. Una vez que tengamos definidos los protocolos
nos interesara el conjunto de todas las ejecuciones posibles de estos
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protocolos, esto es, €l sistema interpretado que representa al programa
conjunto Pg, en el contexto v4. '

Definamos primero a los protocolos de los procesadores. Sea T =
(R,7T4) un sistema interpretado. Veamos que la interpretacidn n4 es
compatible con el programa conjunto Pg4 y entonces es correcto pensar
en los protocolos.

Lema 3 74 es compatible con Pgy

Prueba

7,4 es compatible con Pg, st lo es con Pg,.,, Pg, ,..., Pg,; esto
se cumple si cada proposicién primitiva que aparece en las pruebas
estandar del programa basado en conocimiento Pg, es local para el
procesador p. Esto ya lo demostramos en el lema 2.0

Definamos ahora a los protocolos del rey y de los sabios asocitados
al programa conjunto Pg4.

Definicién 43 El protocolo del rey es
enviar,e,({rey), G)
nyey(f,.ey) = st (Z,4,,) = tnicial V oyorespuesta
A en otfro caso

El protocolo del sabio 1 es
enviar;((1,2}, R} st (Z,4:) = oyoalrey; A Ki(c; = 1)

enviar;({r,i}, R ) st (I 8 = oyoalrey; A Ki(c; =7)
Pgl(€;) = { enviary({no,?), R;) s1
(Z,6) oyoalrey;/\
~Ki{ei= ) A ... A-Ki(ci=1)
| A en otro caso

El protocolo del rey es un protocolo no deterministico debido a que
el conjunto G de los sabios a los que va a preguntar se escoge de manera
aleatoria. El protocolo del sabio 7 si es deterministico porque para un
estado local sélo una de las pruebas puede ser satisfecha.

Estos protocolos estan definidos para cualquier sistema interpretado
T =(R,74). Definimos al protocolo conjunto Pg} como

ngl :(ngey,_Pglr,“_,Pgi)
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Por como esta definido, las acciones dictaminadas por el protocolo
conjunto Pgh son las mismas que define el programa conjunto basado
en conocimiento Pgs. Nos interesan los sistemas interpretados que
representen a Pgy4 en el contexto interpretado (ya,74)-

3.6 El sistema que representa

Veamos que hay un tnico sistema que representa al programa Pg,
en el contexto interpretado (y4,74). Esto ocurre porque podemos ir
construvendo paso a paso los t-prefijos del sistema y todos los puntos
que ya hemos generado seran suficientes para construir el conjunto de
los (f + t)-prefijos.

Supongamos que T4 = {R 4, 74) representa a PgA Veamos un re-
sultado itil sobre el comportamiento del protocolo PgA en el contexto
interpretado (y4,7a)-

Lema 4 Sea r € R4 una ejecucion consistente con Pgi" en y4. Sea
r(1) el estado global de r al tiempo L.

Si t es par enlonces la accidn conjunta que se realiza en la ronda
{41 es ary = (entregarma(todo), enviar,ey({rey),G),A,...,A) .

Si t es impar entonces la accion conjunta que se realiza en la ronda
t+1 es ayr = (entregarn.(todo),A,ay,...,a,); donde aj = A o
a; = enviar;(msg;, R;), dependiendo de si el sabio recibid o no la pre-
qunla del rey en la ronda anterior.

Prueba

Hagamoslo por induccion sobre el nimero de tiempo de la ejecucion
r. La base de la induccién es parat =0y { = 1.

Base

(a) Si t = 0 entonces como r es consistente con Pgir. 7(0) es un
estado global inicial tal que rmq(0) = (0); 7:(0) = (0,C,vision;(a),0) y
Trey(0) = (0,C, e, B), para alguna o € CPc.

Entonces 7 4(7re, (0) )(inicial) = verdaderoy entonces (I, 1.,(0)) =
inicial y entonces Pgla (rre,(0)) = enviar,e,((rey), G), para algin con-
junto G de sabios.

Por otro lado m4(ri(0))(oyoalrey;) = falso, entonces (Z,ri(0)) k=
—oyoalrey;. Por lo que Pgla(ri{0)) =
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Entonces ¢ = (entregarn.(todo), enviar,.,({rey),G),A,...,A) esla
accion conjunta que se realiza en la‘ronda 1.

(b) Si ¢ = 1 entonces r(1) = 74(a)(r(0)). Por lo que rpq(1) =
(1); rrep(l) = (1,C, hist,.w( )), donde M} = enviar,ey((rey) G)
porque el rey no recibié ninglin mensaje en la ronda 1 pero si envig;
ri(1) = (1, C, vision;(a), hist, (1)), donde M} = {reczbzr,((rey),rey)}
para todo ¢ € Gy M} = { para todos los demés sabios.

Entonces 7 4(7,y(1 ))(mzczal) falsoy 1r,4(r,cy(l))(oyorespuesta)
falso. Entonces (Z,r,.,(1)) F -(inicial V oyorespuesta) y entonces
ngfy(rrey(l)) = A

Por otro lado 7 4(7:(1))(oyoalrey;) = verdadero para todo i € G, en-
tonces (Z,7i(1)) k= oyoalrey;. Entonces Pgi*(ri(1)) = enviar{msg;, R))
donde msg; corresponde a la respuesta del sabio, dependiendo de si sabe
o no sabe su color.

En el caso de que ¢ ¢ G, entonces m4(r;{1)){oyoalrey;) = falso por
lo que (Z,r{1)) |= —~oyoalrey;. Entonces Pg;A(r:(1)) = A

Entonces b = {(entregarm,(todo), A, as, ..., a,) es la accién conjunta
que se realiza en la ronda 2, donde a; = enviar;(msg;, R;) para todo
1 € (7, a; = A para los demas sabios.

Hipotesis de induccion

Supongamos que el lema se cumple para toda k' < k. Demostrémoslo
para k.

Paso Inductivo

(a) Si k es par entonces k — 1 es impar y por hipdtesis de in-

duccidn b = (entregaraq.(todo), A, a4, ..., a,) es la accién conjunta que
se realizo en la ronda k, donde «; = enviar;(msg;, R;) para todo ¢ €
G, a; = A para los demds sabios, para G un subconjunto de los

sabios. (k) = 74(a)(r(k — 1)) por lo que rma(k) = (k); Trey(k) =
(k,C,a, hist,,, (k)), donde M} = {recibir,ey(msg;,i)li € G}; rilk) =
(k,C,visioni(a), hist, (k)), donde MF = enviarimsg, R:) U
{reczbmr,(mng,ﬂ] € G,j #1} paratodoi € G, M" {recibir;(msg;, 5|
j € G} para todos los demas.

Entonces m4(rre,(k))(oyorespuesta) = wverdadero por lo que
PgIa (rrey(k)) = enviar,,((rey), G'), para algin conjunto G’ de sabios.

Por otro lado w4(ri(k))(oyoalrey;) = falso para todo sabio i, en-
tonces (Z,7i(k)) | —oyoalrey;. Por lo que Pgf4(ri(k)) = A
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Entonces a = {entregarm,.(todo), enviar,,({rey),G'),A,...,A) es
la accidn conjunta que se realiza en la ronda & + 1.

(b) Si k es impar entonces k — 2 es impar y entonces £ —1 es par y
por hipotesis de induccién la accion conjunta que se realizo en la ronda
k es a = (eniregarnmq(todo),enviar,((rey),G),A,...,A). r(k) =
Ta(a)(r(k —1)) por lo que rpa(k) = (k); rrey(k) = (£, C, o, hust,,, (K)),
donde Mf"y = enviar,,({rey}, G); ri(k) = (k, C,vision;(a), hist. (k)),
donde M} = {recibir;({rey),rey)} para todo i € Gy M} = 0 para
todos los demas sabios.

Entonces 7 4(rrey(k))(#nicial) = falsoy wa(rre,{k))(0yorespuesta) =
falso. Entonces (I,r..,(k)) | —(inicial V oyorespuesta) y entonces
PyTa (rey(k)) = A

Por otro lado m4(r;(k))(oyoalrey;) = verdadero para todo i € G,
por lo tanto (Z,7;(k)) | oyoairey;.

Entonces Pg’*(r;(k)) = enviar;msg;, R;) donde msg; corresponde
a la respuesta del sabio, dependiendo de si sabe o no sabe su color.

En el caso de que ¢ ¢ G, entonces 7 4(r:(k))(oyoalrey;} = falso por
lo que (Z,r;(k)) E —oyoalrey;. Entonces Pg;*(r:{1)) = {A}.

Entonces b = (entregar,q(todo), A, ey, ..., a,) es la accidon conjunta
que se realiza en la ronda k, donde a; = enviar;(msg¢:, R;) para todo
t € (7, a; = A para los demas sabios.D

Para que un sistema interpretado Z = (R, 74) represente a Pgu
en (4,74} se debe cumplir que 74 sea compatible con Pg,s y que R
represente a Pg’ en v4. T4 es compatible con Pgy4 por el lema 3. R
representa a Pg% en v4 si R es el conjunto de todas las ejecuciones con-
sistentes con Pg% en 74. En este caso como ¥ = T'rue, entonces todas
las ejecuciones débilmente consistentes con Pg’ en v4 son consistentes.

El lema 4 caracteriza cémo se va desarrollando el acertijo; en las
rondas impares el rey pregunta a un conjunto de sabios si saben su
color y los sabios no hacen nada; en las rondas pares contestan los
sabios a los que el rey les pregunté en la ronda anterior; los demds
sabios y el rey no hacen nada. Este lema sera til para demostrar el
siguiente resultado.

Veamos que podemos construir paso a paso todos los t-prefijos de
ejecuciones consistentes con el protocolo evaluado en el sistema que
estamos construyendo. Las pruebas de conocimiento al tiempo ¢ sélo
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dependeran de los puntos que ya hemos construido y esto sera lo que
nos permita ir construyendo todos los prefijos.

Cada ejecucidn inicia en un estado global que pertenece a Gy. Dada
una caja C en C,, hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto
de configuraciones posibles en CP¢ y el conjunto de estados globales
iniciales para el acertijo con la caja C y n sabios.

A partir de un estado global inicial hay muchas posibles ejecuciones;
una por cada posible subconjunto de los sabios a los que el rey puede
preguntar. Hay entonces en cada ronda 2" — 1 posibles acciones que el
rey puede tomar. La ejecucidon r® es una ejecucion tal que su estado
global inicial, 7*(0), corresponde a la configuracion «. No hay una
unica ejecucion ro.

Lema 5 Para cualesquiera dos puntos (r°,t) y (r,u), o € CP¢, B €
CPer, (1,1} ~pey (1P u) si y solo si (r°,8) = (rPou). Ysit #uo
C # C', entonces para todo sabio i, (r®,t) #; (%, u)

Prueba

(77,1) ~rey (P, u) syss 7 fey(l) = r’fey(u) syss (t,C,a, hist,g, (1)) =
(u,C’,ﬁ,hislrfw(u)) sysst = u,C=C',a=fehist,a (1) = hi“"tr,‘?,y(”)
syss (ro,t) = (r%,u).

Sit # uoC # C entonces (r7(1)) = (¢, C,visioni(a), hist,e(1)) #

(u, C’, vision (), hist s(u)) = (r?(w)) por lo que (r*,1) %; (r%,v).0

Corolario 1 El sistema inlerpretado I, es sincrono.

Prueba
Por el lema anterior si (r®,1) ~, {r?,u) entonces { = u, para p €
{rey,1,...,n}. Entonces el sistema interpretado I, es sincrono.O

Lema 6 Eziste un unico sistema interpretado que representa a Pgg
n (7‘hzrﬂ_)‘,_

Prueba

Tengmﬂs que ver que podemos generar todos los ¢ + 1-prefijos uti-
lizando S(ﬁamente los t-prefijos.

Tenemos.todos los 0 prefijos porque Prefg(R) = {Prefo(r)r €
R} = {r(0)|r € R} = Go.

Supongamos que-tenemos todo el conjunto Pref,(R). Para generar
al conjunto Prefi;i1(R) el dnico problema podria presentarse en las
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pruebas de conocimiento que realizan los sabios, las pruebas de la forma
Ki(e; = a) para algin color a. Estando en un punto (r®,{) el es-
iado local del sabio i es r2(t), la verdad de la prueba de conocimiento
Ni(¢; = a) depende del punto {r9,¢) y de todos los puntos (rP,1') en
los que el estado local del sabio 1 sea igual a (r7()). Como el sistema
es sincrono entonces debe ocurrir que t' = {. Entonces las pruebas de
conocimiento dependen tinicamente de puntos de la forma (rP,1), en-
tonces si tenemos a todos los t-prefijos los sabios pueden hacer todas sus
pruebas de conocimiento y entonces a partir de estos prefijos podemos
generar todos los ¢ + 1-prefijos. El sistema que representa al programa
Pgys en {y4,74) se va conformando con los prefijos Pref,(R), para
t=20,1,....0 .






Capitulo 4

Explorando el acertijo

Analizaremos las dos versiones del acertijo que ya hemos mencionado:
la del acertijo de las esposas infieles, en el cual el rey pregunta si-
multaneamente a todos los sabios y la del acertijo de los tres sabios en
el cual el rey va preguntando uno por uno a los sabios.

Definamos un contexto para cada uno de los acertijos; la diferencia
con el contexto 74 es la condicion de admisibilidad.

Definicion 44
Voo = {r| Mi?rt;] = enviar,((rey), {t}})}
parat=1,2,...,n
Ve = {r | M, = enviar,e{(rey), S))
parat=1,2,...

Definimos dos nuevos contextos

Definicidén 45

Ysa = (Pmaangv q"su)

Yei = (Pmaa gﬂyTa LIJel')

81
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En el acertijo de los sabios, en la ronda i+1 el rey escoge preguntarle
al conjunto {t}, para t = 1,...,n. En el acertijo de las esposas infieles
siempre le pregunta al conjunto & de todos los sahios.

Cuando el rey llega a la reunion en el patio mayor, pide a los sabios
que cierren los ojos y asigna un color a cada uno.

Por razones similares a la prueba de que hay un unico sistema que
representa a Pgys en {(y4,74), hay un unico sistema interpretado que
representa a Pg,4 en (7s,7T4) ¥y un unico sistemma interpretado que
representa a Pga en (7., T4); en ambos sistemas el (-prefijo es igual
al conjunto de los estados globales iniciales Go y a partir del t-prefijo
generamos todos los estados globales del ¢ + 1-prefijo. Llamaremos Z,
v Z.; a estos sistemas interpretados. Podemos definir a dos nuevos
protocolos conjuntos Pgi‘H y ng”. En esta seccién hablaremos de las
ejecuciones consistentes con el protocolo del acertijo respectivo, en cada
uno de los contextos interpretados {vsa, 74) ¥ {7ei. 74).

La demostracion del lema 4 también se aplica a estos sistemas, ya
que son subconjuntos de las ejecuciones del sistema I4. En las rondas
impares el rey pregunta a los sabios y en las rondas pares los sabios

contestan. s decir que para { > 0
En la ronda 2t 4+ 1 en Z,, se lleva a cabo la accién

(entregarnma(todo), enviar,.,({rey), {t}),A,..., A)

y en T, se lleva a cabo la accion

(entregar,q(todo), enviar, ., ({rey), S), A,..., A)
En la ronda 2¢ + 2 en I,, se lleva a cabo la accion
(entregarma(todo), A A, ..., A, enviar(msg, ), A, ..., A).
y en I.; se lleva a cabo la accién
(entregarmq(todo), A, enviari(msg;, B),. .., enviar,(msgy,, f,))

En cada uno de los sistemas interpretados 7, y Z.; hay exactamente
una ejecucién correspondiente a cada una de las configuraciones en
CPc; esto es porque ya no permitimos que el protocolo del rey escoga
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al conjunto G de los sabios a los que pregunta en cada ronda, este
conjunto de alguna manera ya esta determinado de antemano cen la
condicién de admisibilidad que define a cada uno de los contextos. A
partir de un estado global inicial, correspondiente a la configuracion a,
hay una séla ejecucién que se genera en el sistema, porque hay una unica
acciénu conjunta posible en cada ronda; es decir, hay una tnica ejecucion
que se genera a partir de cada configuracién posible a, identificamos a
esta ejecucion como .

A partir de una configuracion resultard til hablar de nuevas confi-
guraciones en las que modificamos el color de alguno de los sabios. Asi
que para una configuracion o definimos como a; a la configuracion tal
que para todo sabio § # i, (8;,¢;) € qip syss (8;,¢5) € @y (i, b) € aip.
Cambiamos el color del sabio ¢ en « por el color b y obtenemos la confi-
guracién a;p. Es claro que si (s;,¢) € o entonces a = (aip)ia- Veremos
que vision;(a) = vision;(c:,) porque la tnica diferencia entre ambas
configuraciones es el color del sabio 1.

Ll rey escoge una configuracion posible cada vez que se juega el
acertijo; llamaremos la configuracién real a esta configuracion y la de-
notaremos por p.

Veamos algunos resultados que se cumplen en todos los sistemas del
acertijo.

Lema 7 Sea o € CP¢ para todo sabio © y para toda configuracion
B € CPc se cumple que vision;(«) = vision;(ff) si y sdlo si f = cip
para algin color b.

Prueba

Sea a tal que (s;,a) € @ y sea b, no necesariamente distinto a a, tal
que (s;,b) € 8.

vision;(a) = vision;(f) syss la tnica diferencia posible entre a y
B es el color del sabio ¢, syss para todo color ¢, si j # t ocurre que
(8j,¢) € a syss (sj,¢) € Bsyss f=a;,.0

Lema 8 Supongamos que (s;,a) € a, entonces para todo color b # a
. AT . b fo b
en a;, se cumple que para ¢ # @, b; fo* = fC y se cumple que f*7 =
F-Lft =+ |
Prueba
Para todo color ¢ # a,b se cumple que (s;,¢) € a syss (s, ¢) € aip,
entonces p? = pe -, entonces fi ' = fc. — pe® = e, — p2 = fo.
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Se cumple que vision;(a) = viston;(ais) y (si,a) € a, {8, b) € .
Entonces si @ # b se cumple que p,"* = pf + 1y pa™* = p2 — 1.

Entonces f,** =fc, —p, * =fe — (pF + 1) = fo — 1.

También fo™* =fc, ~pa* =f§ca — (p — 1) = f7 + 1.0

Otro resultado

Lema 9 Para une caja C € C,,, sea ¢ € CP¢, entonces para todo color
b, ajp € CPc syss f > 0.

Prueba

a;p € CP¢ syss para todo color b, 1 < b < r, se cumple p,"* < fc,
syss fy* >0, porque f;"* = fiey — py* = 0 syss f& > 0, porque por el
lema anterior f, " = f& — 1.0

En el lema 5 vimos algunas propiedades de distinguibilidad entre
los puntos del sistema Z,4; luego vimos que este sistema es un sistema
sincrono. Estos resultados se cumplen también para los sistemas T, y
Z,; porque en las demostraciones sélo se hizo referencia a las propiedades
de los puntos y los puntos en Z,, y Z.; también son puntos de Z4. Es
decir que los sistemas Z,, y Z.; son sistemas sincronos.

4.1 TUna interpretacion grafica

La idea basica de la interpretacion de conocimiento que estamos mane-
jando es que un agente o procesador sabe un hecho si el hecho es ver-
dadero en todos los mundos que considera posibles; en el caso de los
sistemas interpretados serian todos los puntos que considera posibles.

Veamos qué pasa en Z,, y en Z.;. Los puntos de los sistemas repre-
sentan a los estados globales que se alcanzan en cada ejecucion. Ambos
sistemas son sincronos, debido a que todos los agentes tienen al tiempo
en su estado local; es decir, un agente distingue entre dos estados glob-
ales que tengan distinto tiempo. Nos interesa saber cuando un agente no
distingue entre dos puntos. Veremos que los puntos correspondientes a
los estados globales iniciales forman una sola componente conexa, bajo
la relacion de accesibilidad, si se cumple que el rey lleva al menos n + 1
etiquetas en total.
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La diferencia entre dos estados globales iniciales puede estar en la
caja o en la configuracion. El rey tiene guardada en su estado local a
la caja y a la configuracion; el rey distingue a todos los puntos porque
dos puntos tendran a la misma caja y a la misma configuracion, en
el estado del rey, solo si pertenecen a la misma ejecucién, pero el rey
distingue dos puntos distintos de una misma ejecucion porque guarda
el tiempo en su estado local.

Los sabios tienen a la caja y a su vision guardadas en su estado local;
un sabio no distingira entre dos estados globales iniciales si tienen el
mismo tiempo y la misma caja y si su vision es la misma en ambos
estados. Por el lema 7 entre dos configuraciones o y 8, vision;(a) =
viston;(f) si y solo si f = a;; para algun color b. Es decir que el sabio i
no distingue entre dos estados globales iniciales si y sélo si corresponden
a dos configuraciones de este tipo. Pero para que haya un estado inicial
correspondiente a una configuracién de la forma a;; por el lema 9 debe
ocurrir que fi" > 0. IEsta discusién serd la clave para construir la grafica
correspondiente a los puntos de los sistemas interpretados que estamos
estudiando.

Cada punto de una ejecucién estard representado por un nodo en
la grafica. Entre dos puntos habra una arista dirigida etiquetada con
1 si el estado local del sabio 7 es el mismo en ambos puntos. Como el
rey distingue entre todos los puntos, las etiquetas solo corresponderan
a los sabios. Como la relacion de indistinguibilidad es una relacién de
ecuivalencia, cada punto tiene un lazo dirigido etiquetado con todos
los procesadores, pero por simplicidad omitiremos estos lazos sabiendo
que todos los puntos los tienen. Por la simetria las aristas siempre son
bidireccionales y se cumple la transitividad.

Como todos los procesadores distinguen dos puntos que pertenezcan
a distintas cajas o a distinto tiempo, las componentes conexas de la.
grafica corresponden a puntos de ejecuciones generadas por configura-
ciones de la misma caja y el mismo tiempo. Veremos que también las
historias de mensajes tienen que ver en la conexidad de la gréfica.

Esta grafica nos interesa porque representa los puntos sobre los que
se hacen las pruebas de conocimiento en los protocolos de los sabios. Por
el lema 4 los sabios siempre responden en las rondas pares; entonces
las prueba de conocimiento las realizan sobre los puntos con tiempo
impar. Estaremos interesados mayormente en estos puntos porque en
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las rondas pares ya sabemos cual es la accidn conjunta que se lleva a
cabo en cada sistema.

En los resultados siguientes, cuando hagamos referencia al sistema
interpretado I, estaremos pensando en cualquiera de los sistemas Z.; o
en I,,. Lo que queremos es identificar algunas propiedades de la grafica
asociada a la estructura Kripke Mz, y la asociada a M7,,.

Si dos puntos (r2,1) y (r?,t) son indistinguibles para el sabio 7, es
decir, si (r°,t) ~; (r#,1), ocurre que cualesquiera dos puntos (r®,t')
y (##,1") tales que ' > ¢ cumplen con que tienen el mismo tiempo
y la misma caja; también se cumple que vision;(a) = vision,(f8) y
entonces lo Unico que puede hacer que el sabio 7 distinga a (r®,t’) de
(r®.1') es que la historia de mensajes en el estado local del sabio 7 en
cada punto no sea la misma; esto va a ocurrir sélo si el sabio ¢ recibe
distintos mensajes de algin sabio, es decir si la respuesta de algiin sabio
es distinta. Como cada sabio distinto a ¢ tiene el mismo color en ambos
puntos sélo puede ocurrir que en una ejecucion un sabio responda que
sabe su color y que en la otra responda que no sabe. No pude ocurrir
que un sabio responda en ambas que sabe su color y que reporte colores
diferentes.

Nos interesa saber cuindo dos puntos correspondientes a estados
globales iniciales son adyacentes; de hecho queremos saber cuando
son accesibles. En general cuando digamos accesibilidad nos estamos
refiriendo a la S-accesibilidad, es decir a los puntos accesibles con-
siderando las etiquetas de todos los sabios.

Veamos que ocurre si y_. fic, = n, es decirsi k= 0.

Lema 10 Si k = 0 para cualesquiera dos puntos distintos (r%,t) y
(r®,1), para todo sabio i se cumple que (r°,t) £: (r°,1).

Prueba

Como k = 0 entonces ¥.._ fcs = n y entonces y ., f& = 0, para
toda a € CP¢. Entonces f& =0 paraa=1,...,r.

Supongamos que (r®,t) ~; (r?,t), por el lema 5 debe ocurrir que
o, € CPc y ademas debe ocurrir que visioni{a) = vision,(8). Por
el lema 7 entonces § = oy para algin color b pero por el lema 9
aip € CPc syss f¢ > 0. Pero f& = 0. Una contradiccién. Entonces

(raat) 7'I'i (rﬂ,t),D

Veamos que ocurre si y .. _, fca > n.
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Lema 11 Si k > 0 entonces para {r®,0) {al que o € CP¢ para alguna
caja C, (rP,0) es accesible desde (r*,0) st y solo st € CPe.

Prueba

(=) Si (r°,0) es accesible desde (r®,0) entonces existen
(r°°,0), (1, 0),. .., (r®™,0) tales que {v*,0) = (r*, 0); (+#,0) = (r*~,0)
y ademas (r®=",0) ~;, (r*2,0) para algin sabio ¢;, j = 1,...,m. Por el
lema5 aj_1, a; € CP¢ para alguna caja C’, paraj = 0,1,...,m. Como
ag € CPc entonces debe ocurrir que a; € CP¢ para j =1,...,m, por
lo que # € CPc.

(<=) Supongamos que se cumple o, § € CP¢.

Sea

a = {(31161)’(52:52)1 veey (Smc‘ﬂ)}

1{3 = {(«‘31,([1),(32,(12), v 1(5mdn)}

Vayamos colocando uno por uno el color de cada sabio. Sea ap = «.
Para el sabio i supongamos que ya hemos colocado los ¢ — 1 colores de
los sabios anteriores. Es decir que

i1 = (('Sladl): veey (Sf—lad!'—l )1 (st C,’), SRR (STH Cﬂ))

Si fy'™' > O entonces sea a; = (ai-1)iq,, forzando a que (s, d;) € .
Si f3'™' = 0 no podemos hacer lo mismo ya que en a;_; ocurre que
ps:" = fcq,. No puede ser que en los primeros ¢ — 1 sabios de aj_y
estén todos los sabios a los que se les asignd el color d;, porque es-
tos sabios tienen asignado el mismo color que en 3, si en los primeros
i — 1 sabios de a;_; estuvieran todos los sabios con color igual a d;;
esto ocurre también en B, pero entonces no seria posible (s;,d;) €
3. Entonces existe j tal que j > 1y (s;,di) € ai-1. Sea f; =
(0i1)ia para d cualquier color tal que f;'™' > 0, que siempre ex-
iste porque k& > 0. Entonces f[i’ > 0y sea o; = (Bi)ia,- Entonces
a; = {(Sl,dl), (Sg, dg), PP (S;, d,'), (S;+],C,‘+1), ey (Sj, d), Caey (Sn,Cn)}.
«; siempre es accesible desde ;.. Haciendo este proceso n veces ocurre
que § = a, y entonces 3 es accesible desde .0
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Entonces si en la caja ocurre que 5 " _ #ca = n+1, es decir, si k > 0,
todos los estados globales iniciales correspondientes a configuraciones
de una misma caja forman una sola componente conexa. Si k = 0
todos los sabios distinguen cualesquiera dos puntos y ocurre que todos .
los sabios saben su color desde el inicio del acertijo.

Si dos puntos son G-accesibles, para algun conjunto G de sabios, los
dos puntos deben tener el mismo tiempo y la misma caja en todos sus
estados locales. De hecho dos puntos accesibles deben tener registradas
las mismas acciones de todos los sabios. La prueba la hacemos sobre
los puntos con tiempo impar que son los que nos interesan porque en
los puntos con tiempo par ya sabemos lo que ocurre: es cuando el rey
le pregunta a los sabios.

Lema 12 Para cualesquiera dos puntos (r®,2t — 1) y (r%,2t — 1), si
(r®, 2t — 1) ~; (#8,2t — 1) entonces hist,.;-(?t —1) = hist_s(2t — 1), para
1

todo sabio 7.
Prueba
Si(r®,20—1) ~; (7,2t — 1) entonces hist,a(2t — 1) = hisi (2t ~ 1)
porque el estado local del sabio ¢ es el mismo en ambos puntO‘S.
Debemos mostrar que se cumple hist,=(2t—1) = histrf(Qt —1) para

todo sabio j # 7. esto ocurre si y solo si
tt !
MrJ = f\/frf

para toda ¢’ < 2t — 1, donde hist.a(2t — 1) = (M,};.,...,Mf;f_l) e
histrf(Qt —~1)=(M,... ,Mf;“l).
J k)
Los tnicos eventos que pueden estar en Mf. y en M:; son
: :

7

recibirj(msg, h), recibir;({rey),rey) o enviarj(msg, R;)
Hay tres casos:
(a) recibirj(msg, h) € M}, syss enviary(msg, Ry,) € M::.;: syss
7
recibiry(msg, k) € Mt syss recibir;(msg, h) € M:;, porque (M,f:; =
M:;) Syss
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enviary(msg. R,) € M!, syss recibir;(msg, h) € M?,
Ly T
(b) recibir;({rey),rey) € Mta syss recibir;({rey),rey) € M,
3 TJ;

porque las acciones del rey siempre son las mismas en todas las
gjecuciones.
(c) enviar;(msg, R;) € M,‘;. syss recibir;{msg,7) € M,‘:': Syss

rectbir;(msg,j) € M:; porque (M,‘:, = M:;) Syss

enviar;(msg, R;) € 1'\/}:;,. |

Entonces (MT‘J; = M:f:g):pa,ra toda t’ < 2{—1, por lo que hist,;_r(Qt -
1) = histrf(Qt — 1) para todo sabio ;.0

Estos dos dltimos lemas formalizan la idea de que dos puntos seran
indistinguibles para un sabio ¢ si y solo si todos los sabios han respon-
dido lo mismo en ambos puntos.

Los puntos de una misma componente conexa en la gafica, corre-
sponden a ejecuciones en las que las respuestas de cada sabio han sido
las mismas.

Lema 13 Para algin subconjunio G de los sabios, st un punto (r?, 2t —
1) es G-accestble desde (v*,2¢ — 1) entonces o, 8 € CP¢ para alguna
caja C e hist,a(2t — 1) = hist 5(2t — 1) para todo sabio 1.

Prueba I

Si (r®,2t — 1) es G-accesible desde (r*,2t — 1) entonces existen
puntos (r*°, 2t -1}, (r™,2t—1),...,(r*, 2t —1) tales que (r*,2t - 1) =
(ro°,2t — 1), (rf,2t = 1) = (r*=,2t — 1) y ademds (r'™',2t — 1) ~;,
(r?,2t — 1) para¢; € G.

Por el lema 5 todas las ejecuciones corresponden a configuraciones
que pertenecen a una misma caja. Es decir que o, f € CPe¢.

Por el lema 12 para j = 1,...,m se cumple hist o, (2t — 1) =
hist «,(2t — 1) para todo i. Entonces hist,«o(2¢{ — 1) = }zistrgn(% - 1)
para todo sabio i. Entonces histye(2t — 1) = hist s(2t — 1) para todo
sabio 2.0 '
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Corolario 2 Para cualesquiera dos puntos (r®,t) y (r?,1) y para un
subconjunto G de los sabios, si (rP,t) es G-accesible desde (r°,1) en-
tonces (r2,1') es G-accesible desde (r°,t') para toda t' < t.

Prueba

Hagamoslo por induccién sobre en nimero de pasos que toma lle-
gar de (r?,t) a (r%,t). Si (rP,t) es G-accesible desde (r*,t) en 1
paso entonces (r?,t) ~; (r®,t) para i € G. Entonces o, € CPc y
visioni{a) = vision;(#). Por el lema 12 hist s(t) = hist,a(t), entonces
hist s(t') = hist,o(t') para todo t' < t y entonces (r?, ') ~; (r®,t').

Supongamos que se cumple para todo (77,1} G-accesible desde (r*, 1)
en k — 1 pasos. Sea (rP,t) G-accesible desde (r7,t) en k pasos. FEn-
tonces existen (r20,1),(r®,t},...,(rx, 1) tales que (r,t) = (r%,1),
(rf,1) = (r°%,t) y ademés (r°s—%,t) ~;, (r®/,t) para i; € G. En-
tonces (r2*-1,1) es G accesible desde (r*,t) en k — 1 pasos. Entonces
por hipétesis de induccién para todo t' < t (r®-1,t'} es G accesi-
ble desde (r,t') en k — | pasos. Por el lema 13 para todo ¢’ < t
hist ex—1 (1) = hisi,?(t’) para todo sabio j . Como (r®=1,t) ~;, (r?,1)
entoﬁces por el lema 12 hist ax.,(t) = hist g(t), para todo sablo jy
entonces para todo t’ < t, hzsl’t £k 1 (8) = hist ﬁ(t ), para todo sabio j.

Entonces (ro1,1") ~;, (r°,1). " Entonces (r?, t) es (G-accesible desde
(re,t') para toda t' < t O :

La importancia de la grafica es que refleja las relaciones K; de la
estructura Kripke M. Nos interesa para poder visualizar mejor como
evaltia el sabio 7 la prueba de conocimiento que realiza en el programa
Pg.,. El sabio i realiza la prueba Ki(¢; = a), para todo color a.

Lema 14 Se cumple (Z,7%(t)) E Kilei = a) syss (si,a) € a y pare
todo otro punto (r?,t) se cumple que (r°,t) %; (r £.1).

Prueba

(=) Si se cumple (Z,r?(t)) = Ki{c; = a) entonces se cumple
(Z, rﬁ(t’)) = (¢; = a) para todo (rﬁ,i’) tal que (r®,¢) ~; (r?,t"). Como
(r,1) ~; (r®,t) se cumple (I, (1)) |= (¢; = a) por lo que (s4,a) € a.
Supongamos que existe otro punto (r?, ') tal que (r®,t) ~; (r?,t'), en-
tonces r2(#') = r2(t), por lo que t' = t y vision;(fB) = mswn,(a) Por
el lema 7 debe ocurrir que 8 = «;y para algin color b, como § # «a

-
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entonces b # @ y entonces (s;,b) € # por lo que { (t’)) E - a),
una contradiccion. Entonces para todo otro punto P ') se cumple‘
que (ro,t) o (PP, 1),

(<) Si (si,a) € ay para todo otro punto (r?,t') se cumple que
(ro.t) & (¥P,1'), como se cumple (Z,77(t)) E (& = a) y (r*, 1) ~
(r*,t) entonces se cumple (Z,r2(t)) k= Ki(ci = a).0

Podemos relacionar al protocolo de cada sabio con la grafica asoci-
ada a Mz, de manera que Pg? (r&(2t - 1)) = enviari({a,1}, R:) syss en
la grafica no hay ninguna arista etiquetada con ¢ que salga del punto
(re,2t — 1).

Veamos que el conocimiento no se pierde:

Lema 15 Si (Z,7%(1)) k= Ki(c; = ) entonces (Z,77(t")) E Ki{ci = a)
para todo t' >t

Prueba

Si {Z,7¢(1)) | Ki(ci = a) entonces (s;,a) € a y para todo otro
punto (r 3, f.) se cumple que (#P,1) i (#,1). Entonces (r?, ') £; (7°,1')
para toda t' > t entonces (Z,77(t")) E Ki(c; = a) para toda ¢’ > ¢.0

Recordemos que la utilidad de la grafica sera para las respuestas de
los sabios; nos fijaremos unicamente en los puntos que tengan tiempo
impar, correspondientes a las rondas pares que es cuando los sabios
responden al rey. La pregunta del rey en cada ronda impar nos indica
en qué etiquetas debemos fijarnos.

Cuando k = 0 tenemos un acertijo en el que todos los sabios res-
ponden siempre que si saben su color.

Lema 16 Si k = 0 entonces (T,r¢ (t ) = Ki{c; = a) para todo punto
(re,t) y todo sabio i tal que (si,a) €

Prueba

Por el lema 10 para cualquier punto (r%,t) se cumple (r*,t) %,
(r?,t) para todo sabio 1. P01 el lema 14 entonces si (s;,a) € «a se

cumple (Z,78(1)) E Ki(c

Al rey no le interesardn las cajas donde k = 0 porque el juego deja
de tener sentido para él si todos los sabios saben siempre su color.
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4.2 Colores inevitables

Dijimos que cuando los sabios se juntaron a deliberar la respuesta que
mandaran al rey, se dieron cuenta de que existen dos tipos de caja: el
tipo bueno y el tipo malo. Primero, sin mucha dificultad, los sabios
se dan cuenta de que si en una caja no existe alguna asignacion de
los colores que permita que a la primera pregunta algun sabio sepa su
color, entonces el juego no tiene sentido, nunca va a ser posible que
algiin sabio sepa su color por mas que el rey pregunte. Un poco mas
adelante demostraremos formalmente este resultado. Estas cajas son
las de tipo malo. Veremos que en el tipo de caja bueno debe existir
alguna asignacién inicial de colores en la cual algin sabio responda
afirmativamente a la primera pregunta del rey. Para que un sabio
responda si a la primera pregunta del rey, debe suceder que éste le
asigne al sabio ¢ un color d y que para cada color b # d asigne ese
color b a [y, sabios; asi el sabio 7 puede estar seguro de que su color
es d porque si el rey le hubiera asignado otro color estaria violando
la reestriccién de la caja. Definamos como dif, a la suma 3, fo,
es decir el nimero maximo de sabios que el rey puede asignar con un
color disitinto a a. Llamemos inevitable al color d si dify < n, donde el
numero de sabios es n.

Definicién 46 Parae cualguier color a,

dif.=) o

bia
Definamos a los colores inevitables
Definicién 47 El color d es inevitable si
difg <n

A los colores que no sean inevitables, es decir que dif(a) > n, los
llamaremos evitables.

A continuaciébn dos resultados que motivan la definicién de colores
inevitables.
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Lema 17 Sea d un color inevitable en la caja C. Sea o € CPe una
configuracidn en la que (s;,d) € a y p§ = ficy para toda b # d. Entonces
para toda B € CP¢ tal que o # B, vision(a) # vision;(§).

Prueba

Como d es un color inevitable, entonces dify; < n, por lo que es
congruente pensar que es posible que en « el rey haya asignado a dif;
sabios un color distinto a d, esto es que ocurre que py = {c, para todo
color b # d y entonces ), py = difs, f§ = ky f§ = 0 para toda
b # d. Entonces por el lema 9 se cumple que «;, ¢ CP¢ para todo
color b # d. Entonces por el lema 7 para toda 8 € CP¢ se cumple que
veston;(a) # vision;(3).0

En la interpretacion grafica, esto quiere decir que st a es un color in-
evitable entonces hay puntos (r®,0) para los que se cumple que (s;,a) €
o y que el rey asignd a dif, sabios un color distinto a a, esto es
posible porque dif, < n. Entonces se cumple que {r?,0) #; (»°,0)
para cualquier otro punto (r?,0) y entonces por el lema 14 se cumple
(Z,7¢(0)) E Ki(c; = a). Es decir que el sabio 7 sabe su color desde
antes de que el rey inicie a preguntar a los sabios.

Lema 18 Sea C una caja que no liene colores inevitables, entonces
pare toda configuracion o« € CP¢ hay al menos dos colores a,b tales
que f2.f5 > 0.

Prueba En o no hay colores inevitables, entonces ditf, > n, para
a = 1,...,7. Debe ocurrir que £ > 0 porque sino y.._ e = ny
entonces dif, < n para todo a. Entonces como }_  _| f& = k entonces
hay al menos un color a tal que f& > 0. Supongamos que (s;,a) € a
y que f¥ = 0 para todo color b # a, entonces pj = fc, y entonces
en o estarian asignados dzf, sabios con un color distinto al color a y
entonces di f, < n, una contradiccién. Entonces debe ocurrir que para
otro color b se cumple que f¢ > 0.0

7

Este resultado lo vamos a utilizar para ver que, dada cualquier con-
figuracion « en una caja que no tiene colores inevitables, para cualquier
sabio es posible encontrar una configuraciéon f tal que viston;(a) =
vision; ().
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Corolario 3 Sea C una caje que no tiene colores inevilables, entonces
para toda configuracion o y para todo sabio 1 siempre existe a;p € CPe
tal que oy # o para algun color b.

Prueba

Supongamos que (s;,a) € a. Por el lema 18 siempre hay un color
b+# atal que f& >0, a;p # a y por el lema 9 entonces a; € CPc.00

Si tenemos una configuracién a y queremos encontrar otra configu-
racién B, tal que vision;(a) = vision;{#) para algin sabio ¢, es decir
una configuracion que el sabio i no distinga de «, debemos fijarnos
en el color del sabio ¢ y en todos los colores b # a tales que pf <
fcy, intercambiando el color del sabio ¢ por alguno de estos colores
obtenemos las configuraciones deseadas.

Lema 19 FEuiste un color inevitable en una caja C st y sélo si existe
una configuracion que permite a algin sabio responder afirmaiivamente
a la primera pregunta del rey

Prueba

(=) Supongamos que hay algin color inevitable d en la caja C,
entonces di f; < n. Sea a € CP¢ una configuracion en la que (s;,d) € a,
supongamos que el rey le pregunta al sabio ¢ en la primera ronda.
Supongamos también que el rey asigné a difq sabios un color distinto
a d, es decir que Zb# p? = dify y entonces pf = fcp para todo b # d. .
Entonces f = 0 para todo b # d. Entonces por el lema 17 para
toda B € CPc tal que o # B, vision;(a) # wviston;(f) y entonces
(r*,1) #:i (r%,1). Por el lema 14 se cumple {I,77(1)) F Ki(e; = d)
y entonces Pg¥(r¢(1)) = enviari{(d,7), ;). Y entonces a la primera
pregunta del rey el sabio ¢ sabe su color.

(<) Demostraremos la contrapuesta, supongamos que en la caja C
no hay algtin color inevitable. Entonces fc, < k para toda a. Tenemos
que demostrar que para toda configuracién cualquier sabio responderia
no a la primera pregunta del rey. Sea r® € Z. Veamos que siempre se
cumple (Z,7¢(1)) | oyoalrey; A ~Ki(ci = 1) A ... A~ Ki{ci = r) para
cualquier ¢ y entonces la accién del sabio ¢ en la ronda 2 es enviar a
todos los demés el mensaje {no,1) si es que el rey le pregunta.
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Supongamos que el rey envié su pregunta al conjunto G de sabios,
quei e Gy (s;,a) € a.

Se cumple (Z,7¢(1)) E oyoalrey; porque la accién del rey en la
ronda 1 fue enviar,,({rey), i), comoi € G entonces recibiri((rey),rey))
e Ml(1).

También se cumple (Z,72(1)) E ~Ki(c; = 1) A ... A =Ki(ei = 7).
Para todo color b # a se cumple que (Z,7%(1)) | —(ci = b} porque
(si,¢) € a. Para ver que también se cumple (Z,77(1)) | ~Ki(a =
) fijémonos en algin color b tal que fJ > 0, que siempre existe
por el lema 18 y en la ejecuciéon r** en I tal que en la primera
ronda el rey realizé la accién enviar,e,({rey),G). Entonces r;"*(1) =
(1,C,vision;(ip), (M:f'"b(l))) donde M:?"'b(l) = {recibir;((rey),rey))}.
Por el lema 18 vision;{a;p) = vision;(a) y entonces r; *(1) = r#(1),
por lo que (r®¢ 1) ~; (r°,1). Como (s;,d) € e entonces se cumple
(Z,7;"*(1)) E —(c; = a) y entonces (Z,77(1)) E -Ki(e; = a).

Entonces se cumple (Z,r%(t))  oyoalrey; A ~Ki(c; = 1) A ... A
~Ki{c; = r) por lo que Pgl{rf(1)) = enviar;((no,1), K;).0

Este lema es muy importante porque caracteriza cuando una caja
tiene colores inevitables. Veremos que esto sera determinante s1 quere-
mos que algiin sabio sepa qué color tiene.

Definimos a continuacién los distintos tipos de caja.

Definicién 48 Una caje C = (fci,fce,...,{c,) es de tipo bueno st
tiene algin color inevitable. Una caja es de tipo malo si no liene
colores inevitables. CB es el conjunto de cajas de tipo bueno yCM el de
tipo malo.

Veamos qué ocurre si el rey usa una caja de tipo malo para el acertijo

Lema 20 Si el rey use una caje de tipo malo en I, ningin sabio sabrd
su color.

Prueba

Sea una caja del tipo malo, C € C¥, entonces C no tiene colores
inevitables y por el lema 19 para cualquier ejecucién consistente con
Pg?, la respuesta de todos los sabios a la primera pregunta del rey es

que no saben su color.
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Esto pasa en todas las preguntas, es decir que en todas las rondas
pares la accion conjunta que se realiza es:

b= (entregarma(todo), A, acty, ..., act,))

donde act; = enviari({no,1), R;) 0 act; = A

Por el lema 4 sabemos que en todas las rondas impares se realiza la
accion conjunta

a = (entregarya(todo), enviar,,((rey), G'), A, ..., A)

Lo haremos por induccidn sobre el nimero de ronda, para la ronda

2.

Base

Cuando t = 1 la demostracidn esta en el lema 19.

Hipotesis de induccion

Supongamos que para cualquier ejecucién r* consistente con Pg?
en todas las rondas pares 2t tales que ¥’ < t todos los sabios han
respondido que no, es decir se ha realizado una accién del tipo de la
accién conjunta b.

Paso Inductivo

Sea r® una ejecucién consistente con Pg? tal que o € CP¢. Supong-
amos que (s;,¢) € a. Como C es una caja de tipo malo entonces por
el lema 18 existe «;p € CP¢ para algin color b # a. Consideremos
también la ejecucién r@i¢ consistente con Pg? en la que las acciones del
rey en las primeras 2t rondas has sido las mismas que las de r°.

Por hipétesis de induccién hasta la ronda 2t todos los sabios a los
que el rey les ha preguntado han contestado que no saben su color tanto
en r“ como en r°+t. Fijémonos en el estado local del sabio ¢ en r*(2{—1)
y en r+(2t — 1). Sabemos que en las primeras 2¢ — 1 rondas en ambas
ejecuciones en las rondas impares se realizo la accion conjunta a y en las
rondas pares se realizo la accidn b, también ocurre que en cada ronda
el rey le ha preguntado al mismo subconjunto de los sabios en ambas
ejecuciones. Entonces la historia de mensajes del sabio 7 al tiempo 2{—1
en ambas ejecuciones es la misma. Por el lema 7 se cumple vision;(a) =
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vision;(cp), entonces rf{2t — 1) = (2t — 1,C, viston(«), hist,a(2t ~
1)) = (2 — 1, C, visioni(p), hist,e (2t — 1)) = roe (2~ 1).

Como la ronda anterior fue impar se realizé la accion a y entonces
recibir,({rey),rey)) € Mzr‘eyl, entonces se cumple (Z,r#(2t — 1)) E
oyoalrey;.

Para todo color b # a se cumple (Z,r#(2t-1)) E —{¢; = b), entonces
se cumple (Z,78(2t — 1)) & -~ Ki(c; = b).

Como (s;,b) € a;, entonces se cumple (Z,r:"*(2t — 1)) k= ~(c; = a)
y como (r®, (2t — 1)) ~; (reit (2t — 1)) entonces (Z,7#(2t — 1)) k&
‘J‘(,‘(C,' = a).

Entonces se cumple (Z, r“(?t— 1)) E oyoalrey; A=K (¢; = 1)-/\ A
=Ki{c; = r) por lo que Pg? (r#(2t —1)) = enviar;({no,1}, R} para todo
i.

Entonces en cualquier ejecucion para una caja mala todos los sabios
responden en todas las rondas impares que no saben su color.0

Los sabios, astutamente, se dieron cuenta de que si no habja colores
inevitables en la caja, el rey estaria burlindose de ellos y por eso le
pidieron que hubiera alguna configuracién en la que algin sabio pudiera
saber su color a la primera pregunta. Ya vimos que esto ocurre si y
s6lo si hay algin color inevitable en la caja si y sélo si la caja es del
tipo bueno. El rey acepta la condicién pensando que puede salirse con
la suya, logrando que los sabios no averiguen su color.

De ahora en adelante supondremos que la caja C es del tipo bueno.
Lo que quiere decir que cualquier caja debe de tener un color inevitable.
Como definimos que flc; > Hez > ... 2 je,, €l color 1 siempre es in-
evitable.
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4.3 Los minimos

En cualquier asignacion de colores cuando mucho hay d: f; sabios con
un color distinto a d para cualquier color inevitable d, todos los demas
sabios deben tener un color d; el rey siempre tiene que asignar al menos
el color d al menos a n - di f; sabios.

Definicion 49 Sea d un color inevitable, el minimo de d, ming, se
define como

ming = (n — difq)
Veamos otra caracterizacion del minimo que nos sera util.
Lema 21
ming = fca — k

Prueba Sea C € C, una caja tal que el color d es inevitable. En-
tonces
ming =n —dify

Entonces
ming + dzfd =n

Como Totc =n + k
ming + dify = Totc —_k
Pero también Toic = feg + di fg por lo tanto
ming +difg = fea + difs — k

Y entonces
ming = fcg — k.O

En toda configuracion de la caja, hay al menos miny sabios con
color d. Demostrémoslo formalmente:



4.3. LOS MINIMOS 99

Lema 22 Para toda o € CPg y para todo color inevitable d se cumple
que p§ > many.

Prueba Sea d un color inevitable. Se cumple que pf < fe, para
todo color b # d, entonces 3., p; < difs. Lntonces se cumple que
P3 + 2opeaPi < P§ + difa. Como pg + Yoz Pf = m entonces pj >
n —dify = ming. O

Demostremos otras propiedades que resultaran utiles

Lema 23 miny > 0, para todo color inevitable.
Prueba Sabemos que dify; < n. Por lo tanto ming = n —dify >
n —n = 0, entonces minyg > 0.0

El rey esta obligado a asignar siempre un color inevitable a algun
sabio. De hecho esta obligado a asignar el color d a miny sabios, para
cada color inevitable d. Es decir que es inevitable que haya miny sabios
con color d, de ahi el nombre.

Lema 24 FEl color a es inevitable si y sdlo sifc, > k

Prueba

(=) Si el color a es inevitable, entonces min, = e, — k y por el
lema 23 fc, — k > 0 y entonces fc, > k.

(¢=) Si fc, > k, entonces ¢, + dif; > dif, + k y entonces como
Totc = Hcq + di f, se cumple que Totc > dif, + k, entonces Totc — k >
dif,; pero también T'olc = n + k, entonces dif, < n, por lo que a es
un color inevitable.O.

Volvamos a la situacién en la que & = 0; en esta situacion todos los
colores son inevitables. Veamos que el rey estd obligado a asignar el
color d a fcy sabios si y solo si ocurre esta situacion.

Lema 25 Para todo color inevitable d, fcg = ming, st y solo st Totc =,
n.

Prueba Sea d un color inevitable, min(d) = fcg—k y Totec = n+k,
entonces ming = ficg si y sélo s1 k =0 si y sélo si Tolc =n.O0
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4.4 Incluimos al conocimiento comin

El rey lleva una caja en la que hay al menos un color inevitable d,
por el lema 22, para toda configuracion a € CP¢, se cumple que el
numero de sabios con color d es al menos ming. En la seccion 2.2
hablamos del conocimiento comun. Se demostrd que en un punto (r,t)
hay conocimiento comiin de un hecho si el hecho es verdadero en todos
los puntos accesibles desde {r, ) (lema 1). Vimos ademas que todos los
puntos (r®,0), correspondientes a configuraciones de una misma caja,
forman una sola componente conexa {lema 11). Y en todos los puntos
se cumple que hay al menos min, sabios con cada color inevitable de
la caja. Por lo tanto en cada punto es conocimiento comun entre todos
los sabios que hay al menos ming sabios con color d para todo color d
inevitable. Veamoslo formalmente:

Vamos a necesitar nuevas proposiciones primitivas que nos permitan
describir propiedades del sistema.

Definicién 50 Aumentamos las proposiciones primitivas con el con-
junto &5 donde
&5 = {(11 > p),.... (4 > p)) donde k =0,1,2,...,

Definimos también unas abreviaciones: (fa < p) por —{ia > p);
(fa = p) por (}a 2 p)A(fa <p+1));paraa=1,...,r;p=0,1,2,....
La interpretacién de estas proposiciones primitivas es que (fa > p)
es verdadera en el punto (r®,1) si en a hay al menos p sabios con color
a.
Extendamos la interpretacion de verdad

Definicién 51 Sea ¢ = (€ma,lrey. b1y . .., €n) un estado global que co-
rresponde a la configuracion o
ma{g)((fa > k)) = verdadero syss

P>k
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Si en un punto (fa > k) es verdadero, entonces serd verdadero en
todos los puntos de la ejecucidén, porque la propiedad no depende del
tiempo, sélo depende de la configuracion.

Lema 26 S5i(Z,r7(1)) = (fa = k) entonces (Z,7(t")) |= (fa > k) para
todo t'

Prueba

ST, 72(1)) = (fa = k) entonces ma(r*(1))((fe > k)}) = verdadero.
Entonces p¢ > & por lo que wa(r*(t'))((§a > k)) = verdadero para
toda t' y entonces (Z,78(t)) k (fa > k) para toda .0

Veamos el resultado que mencionamos al principio de la seccién

Lema 27 Para todo punto (r*,0) tal que o € CP¢ se cumple (I,7°,0) k=
Cs({dd > ming)) para todo color inevitable d.

Prueba

Sea el punto (r*,0) € T tal que &« € CP¢. Por el lema 11, {r? 0)
es accesible desde (r®,0) si y s6lo si § € CP¢. Por el lema 22 se
cumnple pg > ming para todo color inevitable d. Entonces se cumple
(Z,7%,0) k& (§d > ming). Entonces (fd > miny) se cumple para
todo punto accesible desde (r*,0)} por lo que por el lema 1 se cumple
(Z,77,0) | Cs((fd > ming)).0 '

Para un color b, que no es inevitable, ocurre que hay configura-
ciones en las que el rey no asigna a algin sabio el color b. Si pensamos
en el conocimiento comun, esto quiere decir que al tiempo 0 no hay
conocimiento comin de que haya al menos un sabio con color 4. For-
malmente

Lema 28 Para todo punto (r*,0) tal que @ € CP¢ se cumple (I,7*,0)
-Cs((#b > 1)) para todo color b que no sea inevitable.

Prueba

Sea el punto (r®,0) € Z tal que @ € CP;. Como b no es un color
inevitable entonces se cumple dify, > n, entonces es posible asignar a
los n sabios colores distintos a b. Sea § una configuracién en la que se
cumple pf = 0. Por el lema 11, (r#,0) es accesible desde (r*,0) porque
B € CPc. Entonces se cumple (Z,7%,0) = —(§b > 1). Entonces se
cumple (Z,r%,0) = ~Cs((§b > 1)).0
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Por el lema 19, siempre hay una configuracion en la que algiin sabio
sabe su color a la primera pregunta del rey. Esto ocurre exactamente en
las configuraciones en las que hay exactamente miny sabios con color d.
Todos los sabios con color d saben su color. Si en la primera pregunta
el rey le pregunta a un sabio con color inevitable y este sabio no sabe su
color, esto quiere decir que hay mas de ming sabios con color d. Después
de la primera pregunta del rey, si nadie supo su color, lo que ocurre es
que se vuelve conocimiento comtin que al menos hay ming+1 sabios con
color d para todo color d inevitable, si es que el rey le pregunté a algin
sabio con ese color. En general, en las dos versiones del acertijo en las
que estamnos interesados, si se cumple que hay conocimiento comiin de
que hay al menos p sabios con color d, donde p > 0 y el rey le pregunta
a algin sahio con color d y éste no sabe su color, entonces se vuelve
conocimiento comtn que hay al menos p + 1 sabios con color d.

En la configuracidn o hay p§ sabios con color ; si en algin momento
se vuelve conocimiento comuin que hay al menos pj sabios con color 4,
como cualquier sabio con ese color ve que hay p§ — | sabios con color
d y sabe que debe haber uno mds, en ese momento estos sabios saben
su color.

Puede parecer extraio que un sabio que ve pg —1 sabios con color d,
en un inicio sélo “sepa” que hay al menos ming sabios con este color. Lo
importante es lo que el sabio sabe sobre lo que los demas sabios saben
sobre lo que los demas sabios saben, etc. El sabio sabe que al menos hay
p3 — 1 sabios con color d, considera posible un mundo en el que €l tiene
un color distinto; en este otro mundo cada sabio con color d estd viendo
pS — 2 sabios con color d, cada uno de ellos considera posible un mundo
en el que hay p* — 2 sabios con color d; asi podemos seguir hasta llegar
a un mundo en el que haya exactamente mingy sahios con color d, si el
color d es inevitable ya vimos que no puede haber menos sabios con ese
color, y ocurre que en ese mundo los sabios con color d ya no consideran
posible otro mundo. En un principio hay conocimiento comiin de que
hay al menos ming sabios con color d. Los sabios posiblemente saben
que hay mds pero no saben si los demas saben que los demas saben,
etc. Para un color b, evitable, la cadena continda hasta que llegamos
a un mundo en el que no hay algin sabio con color by en ese mundo
ningiin sabio sabrd que su color es b porque no hay sablos con ese color
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A grandes rasgos este serd el razonamiento que siguen los sabios;
veremos que en la configuracién o un sabio sabrd su color cuando hay
conocimiento comiin de que hay al menos pg sabios con color d. En
un principio sélo los sabios con color inevitable estan habilitados para
saber su color. Pero veremos también que los demas sabios, los que
tienen un color evitable, no estan del todo perdidos. Un punto que
resultara importante y que hasta ahora omitimos mencionar, es en cual
conjunto de sabios nos fijaremos para el conocimiento comun; en la
versién del acertijo de las esposas infieles el conocimiento comin que
nos interesa es entre el conjunto de todos los sabios, en la version del
acertijo de los tres sabios nos interesard el conocimiento comin entre
aquellos sabios a los que el rey no les ha preguntado.

Lema 29 Sea o una configuracidn, si se cumple (Z,7%,21 + 1) E
Cal(fa > po)) entonces (Z,7°,2t + 1) | Ki((ci = a)), para todo sabio
t tal que 1 € G y (si,e) € a.

Prueba

Si(Z,r*,2t+1) k= Co((fa > pZ)) entonces (Z, 7%, 2t+1) |= (fa > pg)
para todo (r?,2t + 1) G-accesible desde (r°,2t + 1), sea ¢ € G tal que
(si,a) € a. Si(r®,2t4+1) ~; (r?,2t+1) entonces por el lema 7 f = aip,
pero si b # a se cumple que p° = p® — 1, entonces (Z,77,2t+1) |= (fa <
p?), una contradiccién. Entonces Si (r®,2t+1) (r*,2t+1) para todo
(#7,2t + 1). Entonces por el lema 14 (Z,r°,2t +1) = K;({c: = 4)).0
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4.5 Las esposas infieles

Analizaremos primero lo que ocurre en la versién de las esposas infieles.
El objetivo es llegar a entender el comportamiento de los sabios, para
poder obtener un protocolo que implemente al programa Pg4 en el
contexto interpretado (-y.i, 74), en el que los sabios puedan determinar
sus acciones haciendo operaciones sobre sus estados locales.

Estamos suponiendo que todos los sabios razonan igual, que esto
es conocimiento comun, que es conocimiento comin que todos reciben
la misma informacion sobre la caja y que todos ven a todos; veremos
entonces que en cada pregunta todos los sabios con un mismo color
responden lo mismo. Este hecho nos va a servir para utilizar otra in-
terpretacion grafica de las configuraciones posibles que nos va a ayudar
para hacer los razonamientos.

4.5.1 Nuevas graficas

Aprovechemos la idea intuitiva de que todos los sabios con un mismo
color se comportan igual, para analizar qué es lo que ocurre en el acer-
tijo. Lo que va a interesarnos es cuantos sabios hay con cada color
en una configuracién y no tanto el color del sabio z o el sabio j en
particular. Vamos a fijarnos en como se comporta un sabio con color
a y no tanto en como se comporta el sabio ¢ que tiene color a. Este
analisis va a resultar 1til porque el numero de configuraciones posibles
va a reducirse y porque una vez que sepamos ¢omo se comportan los
sabios, podremos regresar a pensar en que tenemos una configuracidn
posible en la que el sabio j tiene color a, pero entonces ya sabremos
cuales son sus acciones.

Veamos primero un resultado que nos dice que dos puntos tendran
la misma historia exactamente cuando las acciones de todos los sabios
han sido las mismas.

Lema 30 Para cualesquiera dos puntos (r*,2t +1) y (r#,2t + 1), para
un sabio ¢ se cumple que hist,«(2t+1) = hist p(2t+1) st y solo st para
todo sabio j se cumple que para toda t' < ¢, (Ie',-,r‘*, 2t'4+1) E K;((¢; =
e)) si y sdlo si (Zein™?,2t' + 1) = K;({c; = €))
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Prueba
(=) Sean dos puntos (r®,2t+1) y (r?,2¢41). Supongamos que para
un sabio ¢ se cumple histq2(2t + 1) = hist (2t + 1), donde hist,a(2t +

1) = (M};,...,A'Ifi“); hist a(2t + 1) = (M,...,M**"). Entonces
I 1 1'] TJ f
M!, = M?, para toda t' < 2t + 1 entonces se cumple que
T P q
J

recibiri(msg, j) € Mfa syss recibiri(msq,j) € M,

enviari(msg, R;) € M', syss enviari(msg, R;) € M:;,
Entonces sabemos que para todo sabio 7 # ¢

(Zeir 7, 1) = Kj{(c; = €))

si y sélo si
enviar;({e,j), R;) € M,f} si y sélo si recibiri({e,),7) € Mt si y
solo si rectbiri({e,7),7) € M* si y sélo si enviar;({e, ]}, R;) € MY
i Ty

s1 y solo si

(Zei, ™) = Ki{(c; = e))
Para el sabio

(Zei, %, 1) | K((cj = €))

si y solo si
enviari({e, ), B;) € Mt si y sdlo si enviar;({e, 7}, Ri) € M?,
H Ty

si y solo si

(Zei, . ) | Ki((ci = €))

(<) Supongamos que para todo sabio j se cumple que para toda
' <t, (Zei,r*, ') = Kj((c; = €)) sty sélosi (Zei, 7P, t') E K;((c; = €)).

Queremos demostrar que hist,a(2¢+1) = hist s(2t—1). Esto ocurre
si y s6lo si M, = M:; para toda t' <2t + 1.

Fl . r L
Los tinicos eventos que pueden estar en Ml y en M‘; son
e I"-
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recibir;({e, ), 7), recibir;({no,1},7), reczbzr,((rcy),rey),
enviari((e, 1), R;), enviary{{no,1), R;)

Veamos los casos:

(a) recibir;({e,7},7) € Mto syss enviar;({e, j), R;) € M}, o SYSS
(Zei, v, 1) | K;((c; = )) syss (Zei, 7P, ") |E K;((c; = e)) Syss
enviar;({e, j}, R;) € M 5 syss recibiri({e,7),7) € M:;
(b) recibir;({no,i),7) € M‘a syss enviar;{{no, i}, R;} € M,‘% syss
(L1, 1) | ({5 = ) syss (Zui, ™0, 2) | ~K((c; = ) syss
enviar;({no,1), R;) € M‘ syss rectbir;({no,1),j) € M"

(c) recibiri({rey),rey) € M‘o syss rectbir({rey),rey) E M‘

porque las acciones del rey siempre son las mismas en todas las
ejecuciones.

(d) enviar;({e,1), R:) € M‘a syss

(Zeir 72, t") | Ki((c; = €)) syss {Zei, 7P, ') |E Kil(ci = €)) syss

enviari({e,), ;) € M:;,

(e} enviar;({no,1), R;) € Mr‘; syss

(Zoi 7o, 1') = —~I((c = €)) syss (Zei, 7P, 1") = ~Ki({ci = €)) syss

enviar;({no, ), R;) € M:;

Entonces (Mla = M:;), para toda ¢’ < 2t +1, por lo que Aist o (2t +
1) = hist o(2t +1).0

Veamos formalmente la idea de que los sabios con un mismo color
se comportan igual.

Lema 31 Si para dos configuraciones g, 0y st se cumple que pi°® =
2 para e = 1,...,r y se cumple (s;,d) € ao, (s;,d) € o1 entonces
para toda t se cumple que (Zei, 7,2t + 1) | Ki((c; = d}) si y solo st
(Tei, 70,2t + 1) = I’(j((Cj = d))

Prueba

Hagamoslo por induccién sobre 1.

Base

Para t = 0. Se cumple que (Z;,7*, 1)} E Ki{(¢; = d)) si y sélo
si ocurre que p5° = ming y pp° = fcs para todo color b # d; si y
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solo si p' = ming y py' = Hep para todo color & # d si y solo s
(Zei, v, 1) E Ki((c; = d)).

Hipdtesis de induccion

Supongamos que para cualesquiera dos configuraciones ap, o) tales
que se cumple que p?® = p2* para a =1,...,7 y se cumple (s;,d} € ao,
(s;,d) € ay, entonces ocurre que para toda t' < t, (Z;, 7,2t + 1) =
KN ((e; = d)) siy solo sl (Im-,ral,?t' + 1) l= I{J‘((Cj = d))

Paso Inductivo

Hagamoslo por contrapuesta. Supongamos que ocurre que
(Z.i, 71,2t + 1) |E -K;{{c; = d)), entonces debe existir un punto
(rfre, 2t +1) tal que (r1,2t+1) ~; (rfr<, 2t +1), entonces 7' (2t +1) =

r‘f"‘(?i + 1). Entonces hist = (21! + 1) = hist 2 (Qt + 1). Ademas
)

se cumple que vision;(cy) = wvision;{(B). Entonces por el lema 7
Bie = ({a1)je), ¢ # d. Entonces todos los sabios se han compor-
tado igual hasta la ronda 2t, es decir que para todo sabio ¢; y toda
' > t se cumple que (Z,7%,2t' + 1) = Ky ((ci; = @)) si y sdlo si
(Zeis Tﬁl",zt’ +1) IZ ](,‘J((C,’J = (L)).

Sea ;. tal que pf"‘ = pg" para todo color a y que se cumpla
que (s;,¢) € Bi. y ademas que vision{fi.) = visioni(og). Entonces
Bi.. = (ag)i.. Por hipétesis de induccién se cumple que para toda U<t
y toda g, k si se cumple (sg,€) € fic v (sh,e) € ;. entonces se cumple
que (Zei, 72,2 + 1) |= Ky((c, = €)) si y sdlo si (Zei, 7P, 28 +1) |
Kul{en = d)). Es decir que hasta la ronda 2t todos los sabios con el
mismo color en ambas configuraciones se comportan igual.

Fijémonos en un sabio i;, supongamos que ¢; # i y que (s;,,€) € ag,
sea iy tal que (si,, ) € ay. Por hipétesis de induccidén sabemos que para
toda t' < 1, (ZTei, 720, 2t" + 1) = Ky ({ci, = €}) siy solo si (T, 7™, 2" +
1) = K, (¢, = e)) si y sélo si (Zei,7%<,21' +1) | Ki((c;, =€) siy
sblo si {Toi,7%<,2t' + 1) = K ((c;, = ¢}) porque se cumple (s, €) €
Bi.. Es decir que en las primeras 2¢ rondas todos los sabios en ag
y en f;. se comportan igual y entonces el sabio z no distingue entre
ambos puntos por lo que siempre responde no. Entonces se cumple que
hist 00(2t+1) = hist s,c(2t+1) y entonces (r°®, 2t +1) ~; (rfie, 2t +1).

Entonces se cumple que (Zei, 720, 2t + 1) E ~Ki((e; = d)).
La demostracion esta termma,da, porque el regreso consistiria en
intercambiar los indices entre ¢ y 3.0
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A cada configuraciéon « le asociamos a una r-ada de la forma
(pS,...,p?%), a esta r-ada la llamaremos r-configuracidn y la denotare-
mos como [a]. Podemos ver a las r- configuraciones como clases de
equivalencia de las configuraciones, donde

[¢) = {0 | p® = pSia=1,...,r}

Definiremos una gréafica con estas r-configuraciones de manera que
habra un arco dirigido de la r-configuracion [a] a la r-configuracién [},
etiquetado con ay, si p? —1 =pf, pf+ 1 = pf y p¢ = p?, para todos
los demads colores. Entonces diremos que [a] —,, [B]. Es claro que
entonces [} —s, [@]. Intuitivamente lo que estamos haciendo es una
operacion similar a la que haciamos para pasar de la configuracion a
en la que se cumple (s;,a) € o, a la configuracion ;. En general si
ocurre que [a] —,, [3] diremos que pasamos de [a] a [3] intercambiando
en [a] un color a por un coler b.

Hay una relacidén entre la indistinguibilidad en configuraciones y la
indistinguibilidad en r-configuraciones.

Lema 32 [a] —,, [8] st y sdlo si para todo aq € |o] tal que (s;,a) € ap
existe fg € [B) tal que vision(ag) = visioni(fo) ¥ (si,b) € fo.

Prueba

(=) Supongamos que [a] —,, [f]- Sea ap € [a]; entonces pS° —
1 = p”; entonces p2® > 1 y por lo tanto existe i tal que (s;,a) €
ap. Sea fy tal que visioni(ap) = vision;(f), es decir que a todos
los sabios les asignamos el mismo color que en ag, podemos hacer que
(si,b) € B, porque como pp° + 1 = pf, entonces ocurre que py° < fes v
entonces f;° > 0, por el lema 9 entonces Jo es una configuracién posible.
Entonces se cumple que vision;(ap) = vision;{fp) donde (s;,a) € g ¥
(si,8) € Po.

(<) Supongamos que para todo ag € {a] tal que (s;,a) € ap existe
Bo € [B] tal que vision;(ao) = visioni{fo) y (si,0) € Po. Entonces
ocurre que p2° —1 = p, pr° 41 = pf" y p2° = p%, para cualquier otro
color e # a,b. Como se cumple que p&® = pZ y pg" = p? para todo color

¢, entonces ocurre que p5 — 1 = pf, ppt+l=p ype = pf y entonces

[} =, [8]. D

Entonces por el lema 7 se cumple que para todo ag € [] tal que
(si,a) € ag existe By € [B] tal que fo = (o).
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Corolario 4 Para una r-configuracidn (o], existe [f] tal que [a] —,,
(8], siysblosip? >0y f >0 .

Prueba Dada una r-configuracion [a] por el lema anterior existe
[8] tal que [@] —a, [B] si y sdlo si para todo ag € {a] tal que (s;,a) € ag
existe By € [B] tal que vision;(ag) = vision;(Bo) ¥ (si,b) € fo, 51 y sélo
si p® > 0y fBo = (ao)ip si y solo si, por el lema 9, p5° > 0y f° >0,
siysdlosipi >0y ff >0. 0O :

Supongamos que hay en la caja h colores inevitables, sabemos que
ficg > k parad = 1,...,h. Sabemos también que el rey estd obligado a
asignar el color d al menos a miny sabios, para d = 1,...,h. Pensemos
que el rey ya asigné a estos sabios su color, es decir que asigné su
color a ZL] ming sabios. Para cada color inevitable el rey todavia
puede asignar el color d a fcg — ming sabios. Pensemos en una nueva

caja C' = (f¢; — miny,...,Hen — mang, fersr, ..., fer). Como ming =
feq — k, para d = 1,..., k. Entonces C' = (k,..., k,feng1,y ..., fler).
k

Podemos pensar que la eleccion de la configuracion inicia aqui; el rey
debe escoger a cuantos sabios les asigna cada color teniendo la caja
C’. Como S°h_ ming = Yi_ (fes — k) = (Soh_ fed) ~hk =n +k -
(3oropyr fice) — bk = n — (3.4, Bee) — (B — 1)k, entonces quedan
(3 r—pss lice) + (R — 1}k sabios a los que el rey no les ha asignado su
color. Para ello el rey tiene que usar las restricciones dadas por la caja
(', a lo mas puede asignar cada color inevitable d a k sabios y a lo mas
puede asignar cada color no inevitable b a jc; sabios.

Desde el punto de vista del valor de f& para cada color, como f? =
fic, — p%, este nimero representa el mimero de sabios a los que el rey
podria haber asignado el color a en a pero decidié no hacerlo. Dada
la caja C’ el rey tiene que escoger el mimero de sabios a los que asigna
cada color, ademas de los que estd obligado a asignar, o lo que es lo
mismo debe decidir el valor de f* para cada color a.

Entonces una manera equivalente de representar a una r-configuracion
sera como [a] = (f,["], . .,fra]). Sabiendo que fl-[“] = f¢; — pE-“ pode-
mos ir facilmente de una representacion a otra. Ademas se cumple que
0 < f¢ < k para todos los colores inevitables y 0 < fi* < ficy para los
demas colores; donde ya sabemos que }_._, f¢ = k.
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4.5.2 'Tetraedros

Para contar el mimero total de r-configuraciones, debemos contar las
maneras en las que podemos organizar a los términos fia] de manera que
Yoy fi"] = k. Debemos contar de cuantas maneras podemos sumar
r términos para que la suma sea k, donde nos importa el orden; esto
tiene que ver con lo que se conoce como composiciones de k en r-partes.

Veamos primero un caso que nos ilustrard. Supongamos que para
todos los colores se cumple que §c, > k. El nimero de estas r- configu-
raciones en este caso corresponde exactamente al nimero de composi-
ciones de k en r-partes, esto es (':"]_Tk)

Si pensamos que cada r-configuracion representa una bola, entonces
con todas las r configuraciones podemos formar una estructura en forma
de un tetraedro r — l-dimensional. Dliremos que con (r:l_‘l”‘) bolas
podemos formar un tetraedro r — 1-dimensional con k + 1 niveles.

Veamos algunos ejemplos

Si r = 2 tenemos un “triangulo” formado por una hilera de & + 1
bolas.

Supongamos que r = 3. El tetraedro 2-dimensional es un triangulo.

k42
Tenemos entonces { ‘; ) bolas.

Si k = 0, tenemos sélo una bola:

O

Si k=1, tenemos 3 bolas

O
O O

Si k = 2, tenemos 6 bolas

O
O O
O O O
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Asi, si k = m, agregamos m + 1 bolas al tridngulo anterior; es
decir que agregamos un tetraedro 1-dimensional con m + 1 niveles, y
las ponemos abajo formando un tridngulo con un nivel mas.

Esto va a ocurrir en general para ir construyendo el tetraedro r — 1
dimensional. Si k& = 0 tenemos una sola bola. Para k = 1 agregamos el
tetraedro » — 2 dimensional con 2 niveles. Para k = 2 agregamos a lo
anterior el tetraedro r — 2 dimensional con 3 niveles. Podemos pensar
que el tetraedro r — 1 dimensional con k + 1 niveles esta formado por
k-1 tetraedros r — 2 dimensionales con 7 + 1 niveles, para : = 0,..., k.

Esto se confirma porque el mimero total de bolas en el tetraedro

r — 1 dimensional con k + 1 niveles es (":*'k) Y cada tetraedro r — 2

'r-1+k) _

dimensional con i niveles tiene ("7}") bolas. Ocurre que ("7177°) =

i (723

Regresando a las r configuraciones, si nos fijamos en un color d
podemos organizar a las r-configuraciones por niveles, dependiendo de
cuintos sabios con color d haya; esto nos indicard como construir la
estructura en forma de tetraedro. En el nivel ¢ estaran todas las r-
configuraciones [a] en las que se cumpla pEf] = ming + ¢, para 1 =
0,...,% En total habrd k + 1 niveles.

En general para contar cuantas r-configuraciones hay en el nivel 1,
debemos contar de cuantas maneras podemos sumar r — 1 términos
para qwue la suma sea ¢, donde nos 1mporta el orden; esto es porque
el rey debe escoger los valores de fb °} de manera que Eb# fb = 1,

donde 0 < fb°] < i < k. Tenemos composiciones de ¢ en r — 1 partes.
El nimero de estas composiciones es (':3'2'”) Este es el nimero de r-
configuraciones en el nivel i y esto corresponde al nimero de bolas que
podemos acomodar en un tetraedro r — 2 dimensional con ¢ niveles.

Asi que las r-configuraciones formaran un tetraedro r — 1 dimen-
sional con k + 1 niveles. Hasta ahora hemos supuesto que fc, > k para
todo color b.

Veamos un ejemplo

Ejemplo 3 Supongamos que sabemos que hay tres colores en la caja,
r = 3; que hay n = 6 sabios y que k = 4.

Supongamos que los tres colores son memtables para cada r- con-
figuracion [a] el rey debe escoger el valor de fll para cada color a, de
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3 .
manera que S ._, f®) = 4. Representamos a cada 3-configuracién con

los valores de fi°).

6
2

En este caso tenemos una estructura con () = 15, 3- configuracio-

nes en H niveles.

Veamos qué pasa si no se cample que ¢, > k para todo color a.

Sea el color a tal que fc, < k. Entonces el color @ no es inevitable
y no podemos decir que haya un nimero minimo de sabios que tengan
color a en cada r-configuracion. Podemos pensar en la representacion
de las r-configuraciones con e} valor de f2 para cada color. En el caso
anterior sabiamos que 0 < f& < k. Ahora ocurre que 0 < f2 < fc,.
Podemos pensar que lo que falta ahora son los niveles en los que se
cumple f& =fc, + 1,8¢c, + 2,..., k. Estas r-configuraciones que faltan
corresponden a un tetraedro r — 1 dimensional con k — fe, niveles.
Estamos quitando una esquina al tetraedro r — 1 dimensional.

En general la estructura que se va a formar es un tetraedro r —1-
dimensional al que le van a faltar algunas esquinas, si hay colores evita-
bles para los que se cumple §c; < k. Estas esquinas van a corresponder
a su vez a tetraedros r — 1 dimensionales con k — §c, niveles.

Veamos ahora un ejemplo mds concreto:
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Ejemplo 4 Supongamos que tenemos la caja C = (5,3,2) y hayn =6

sabios, entonces k = 4. Solo el color.1 es inevitable. Puede verificarse

que hay 422 configuraciones posibles para esta caja, simplemente pensar

en donde poner el dibujo de la grdfica de mundos posibles ya es un

problema. St en vez de las configuraciones posibles ponemos a las -
. configuraciones posibles habrd sdlo 11 de éstas que serian:

(1,3,2);(2,2,2);(2,3,1); (3,1,2);(3,2,1); (3,3,0); (4,0, 2);
(41 11 1)? (47230)1 (5101 1)1 (5: 1,0)

Ndtese que estamos representando a las configuraciones con el valor
de o).

Veamos la nueva grifica.

Los nodos que no tienen etiqueta representan a las esquinas faltantes
que menciondbamos; lo que ocurre es en el momennto en que llegamos
a alguna 3-configuracidn en la que hay 0 sabios con alguin color a ya
no podemos intercambiar mds algin otro color por este color a. Los
nodos faltantes corresponden a tetraedros 2-dimensionales; en uno hay
k—fc; =4 —3 =1 nivel y un nodo, en el otro hay 4 — 2 = 2 niveles y
tres nodos.
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4.5.3 Los colores responden

Lo importante de la grafica de r-configuraciones es que podemos analizar
como razonan los sabios. Nos va a servir, sobre todo, porque es facil
imaginarsela y también es mas ficil de dibujar. Podemos pensar que
las ejecuciones del protocolo Pgy' se llevan a cabo sobre la grafica
de r-configuraciones. Hablaremos de la ejecucion r[°! y del punto de
la ejecucién (1l ). La ejecucién rl°! representara el comportamiento
de los sabios en toda configuracién ey € o). En cada punto (rl*,¢)
se guardara el estado local del color @, para a = 1,...,r, siendo este
estado local igual a la r-configuracién [¢] y a una historia de respuestas.

Para definir la historia de respuestas hay un detalle importante. De
hecho esta historia de respuestas refleja lo que ocurre en la historia de
mensajes que habjamos definido anteriormente. Pensemos en una con-
figuracion o en la que se cumple p¢ = 1 para algiin color a, supongamos
que (s;,a) € a, es decir que el sabio 7 es el \inico sabio con color a; en
la historia de mensajes del sabio 7 no se va a registrar ningin mensaje
de un sabio con color a porque el sabio ¢ no oye la respuesta de ningin
sabio con color «a, lo que nos interesa son las respuestas que oye un sabio
porque sus respuestas no van a provocar que distinga entre dos puntos.
Para ser consistentes con esta situacién, en un punto (712t 4+ 1), va-
mos a definir a la historia de respuestas del color a como una sucesién
de r-adas de la forma R(2t' + 1) = (resy, ... ,res; ), t' < t.

Definicidon 52 La historia de respuestas del color a en el punio
(70l 9t + 1), es una sucesion RI™(2t +1) = (R(1),..., R(2t + 1)), tal
que para toda t' <1 R(2t' +1) = (resy,...,res, ), donde resy, b+ a, va
a ser igual a la respuesta del color b en la ronda 2t', st es que pga] > 0.
S p},a] = 0, entonces ningun sabio tiene color b en a y entonces diremos
que resy = A; res, va a ser igual a la respuesta del color a en la ronda
% sies que p > 1, si pl™ < 1 entonces res, = A.

Con saber la respuestas de un color en cada ronda podemos saber las
respuestas de cada sabio con ese color. Definimos entonces la relacion
entre los puntos

Definicién 53 (rl®, 21+1) —,, (r¥¥,204+1) si[a] —a, [8] y si R (2t+
1) = B2t +1).
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No tendra sentido definir la historia de respuestas de un color tal

que p!f] = (. Esto debido a que no puede ocurrir que [ —,, [5] para

alguna [3] porque si esto pasara, como pLO'] -1= p,[,m, entonces p.[,ﬁ] <0,
lo que no es posible. Entonces tampoco puede ocurrir [8] —s, [a].
Nunca nos vamos a fijar en la historia de respuestas del color a.

El sigutente lema nos dice que los sabios con un mismo color se com-
portan igual, en todas las configuraciones que pertenecen a la misma

clase de equivalencia definida por una r-configuracion.

Lema 33 Si para una configuracion. a tal que (s;,a) € a se cumple
(77,2t +1) ~; (v#,2t + 1) donde (s;,b) € B entonces para tode ag € [}
tal que (s;,a) € ag existe Py € [B) tal que (s;,b0) € fo y (r*,2t + 1) ~;
(rf,2t + 1)

Prueba

Se va a cumplir que (77,2t +1) ~; (r®, 2t +1) si y sdlo si (2t +
1) = rf°(2t+l), si y s6lo si vision;{ag) = vision;(fo), € hist,;o(2t+1) =
hist s (2t + 1). Esto dltimo se cumple si y sdlo si, por el lema 30,
parajtoclo sabio ¢; se cumple que para toda t' < t, {Z,;,70,2t' +1) |=
Ki((e;, = €)) siy s6losi (Zi,7™,2t' + 1) |= K; ((ci, = ¢))

Entonces sea fy tal que f € [B] y visioni(ag) = wvisioni(f),
(s5,0) € Bo

Sea el sabio i; # j y sea t’ < t. Supongamos que (s;,e} € ao.
Entonces se cumple (s;,,¢) € fo. Sea el sabio ¢, tal que (s;,e) € a y
(si,,€) € f. Entonces se cumple que:

(Zei, 7,2t + 1) = K {(c;; = €)) si y solo si, por el lema 31,
(Zei,r@,2t+1) | Ky ((ci, = b)) siy sblosi (Zei,7?,2t'+1) |E K ((ci, =
e)) si y sélo si (Zi, 77,21 + 1) | K; ((c;; = €)).

Entonces en cada ronda todos los sabios distintos a j responden
igual. Esto provoca que el sabio j no distinga entre (0, 2t' +1) y
(#%, 21" +1) para toda ¢’ < ¢ y entonces la respuesta del sabio en ambos
puntos siempre es que no sabe su color.

Entonces histr;o(Qt +1) = hist_a(2{+1) y entonces (r°, 2t +1) ~;

7

(rf 2t + 1), O.



116 CAPITULO 4. EXPLORANDO EL ACERTIJIO

Veamos unos resultados sobre las ejecuciones en las r-configuraciones.
En particular nos interesa saber cuindo sigue habiendo flechas entre las
r-configuraciones. Esto representa que los sabios no distinguen.

Lema 34 (r! 2t 4+ 1) =, (v1¥),2t + 1) si y sélo si para toda o € [0
tal que (s;,a) € ag eziste Py € [B] tal que (8;,b) € fo y (r°0,2t +1) ~;
(r%,2t + 1)

Prueba

Se cumple (rl®, 2t + 1) —,, (L2t + 1) si y sélo si {a] —a, [F]
y la historia de respuestas del color a en (rll 2t + 1) es igual a la
historia de respuestas del color b en (#171,2¢ 4 1). Si y sdlo si por el
lema 32 para todo op € [¢] tal que (s;,a) € ap existe fy € [B] tal que
vistoni(ag) = vistony{fo) y (si,0) € Bo y ademas lo que oy6 en sabio ¢
en ag en las primeras 2{ rondas es lo mismo que lo que oy6 el sabio ¢
en [% en las primeras 2t rondas, si y sélo si vision;(ag) = visioni(Bo) e
hist =o(2t +1) = hist s (2t + 1) siy sélosi (ro0, 2t +1) ~; (r%,2¢t +1).
0 i

Veamos ahora la relacién entre la nueva grafica y lo que saben los
sabios. También va a ocurrir que un sabio sabe su color si y sélosienla
r-configuracién no hay una flecha que salga, etiquetada con ese color.

Lema 35 Supongamos que se cumple (s;,a) € «, entonces (L, ™, 2t +
1) E Ki((e; = ) si y sélo si (710,28 + 1) Ao, (rP),2t 4+ 1) para toda
r-configuracion [f] y para todo color b# a

Prueba

(=) Si se cumple (si,a) € oy (Z.,r*,2t + 1} E Ki((; = a))
entonces por €l lema 14 se cumple que para todo otro punto (r?,2¢+1)
ocurre que (r®,2t + 1) #; (r?,2t -+ 1) entonces por el lema anterior
(rlel 2t 4+ 1) oy, (r¥),2¢ + 1) para toda r-configuracién (8] y para todo
color b # a

(<) Demostremos la contrapuesta. Si se cumple (s;,a) € ay
(Zei, 7,2t + 1) = -K;((e; = a)) entonces existe (r?,2t + 1) tal que
(r*,2t + 1) ~; (r?,2¢t + 1), donde (s;,b) € B. Entonces por el lema
33 se cumple que ag € [o] tal que (sj,a) € ag existe Fp € [B] tal que
(s;,0) € foy (r°0,2t +1) ~; (r#,2t + 1). Entonces por el lema 34
(1], 2t 4 1) —,, (P2t 4 1). O
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Esto nos dice que el sabio ¢ va a saber su color en (7, 2¢41) si y sélo
si (si,a) € a y en el punto correspondiente (7} 22 4+ 1) no hay alguna
flecha que salga de este punto etiquetada con a; para algin otro color .
De hecho asi es como vamos a pensar una ejecucion del acertijo de las
esposas infieles. A partir de la grafica de las r-configuraciones, todos
los puntos en los que se cumple p§ = ming para algin color inevitable
d son los dnicos en los que los sabios con color d pueden saber su color
en la primera pregunta. Si no lo saben quiere decir que estos puntos no
representan a la configuracion p que el rey escogié y entonces debemos
quitarlos. Esto provoca que haya nuevos puntos para los que no haya
una flecha etiquetada con dy y entonces hay nuevos puntos en los que
los sabios con color inevitable pueden saber su color. En la siguiente
seccion veremos con mas detalle que ocurre en general.

4.5.4 EIl conocimiento comin se mueve

En la version de las esposas infieles se cumple el regreso del lema 29, si
un sabio sabe que su color es a en la configuracion « entonces en ese
momento debe ser conocimiento comun, entre todos los sabios, que hay
al menos po sabios con color a.

Teorema 4 Sea o una configuracion. Si se cumple (Lo, 72,2t + 1) =
Ki({c; = a)) entonces se cumple (T;,7,2t + 1) E Cs((fa 2 p%)).

Prueba

Lo haremos por induccién sobre t.

Base

Para t = 0. Si (Z.;,7%,1) | Ki((ci = a)) entonces se cumple que
f& =k ff = 0para b # a. Entonces pj = fc, para todo color
b # a. Entonces ), 42 P = di f, sabios con color distinto a a, entonces
di f, < n, entonces a es un color inevitable y se cumple y p& = n—dif, =
min,. Por el lema 27 se cumple (Z.;,7%,0) |= Cs{(fa = min,)) y por
lo tanto se cumple (Z,;,7*,0) |k Cs{(fa > p2)), entonces se cumple
(Zi1®,1) k= Cs((fa 2 p2)).

Hipétesis de induccion

La hipétesis de induccién es que para toda t' < t se cumple que si
(Tei, 7%, 2t' + 1) | Ki((c; = a)) entonces se cumple (Z;,r*,2t' + 1) =
Cs((ba > p2)).
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Entonces por el lema 29 ocurre que para toda t’ < ¢, (Z,77,2t'+1) |
Ki((e; = a)) si y solo si (Z;, 7, 21" + 1) E Cs((fa > pZ)).

Paso Inductivo

Supongamos que se cumple (Z,;, 7,2t + 1) | Ki({ei = a)). En-
tonces por el lema 35 se cumple que (r{°), 2t + 1) A,, (r¥¥,2¢ +1) para
toda r-configuracién (] y para todo color b # a - En un principio se
cumple (r*,0) ~; (r®i¢ 0) para todo color b tal que fZ > 0. Si no
existe algin color asi entonces el color ¢ es inevitable y estamos en
una situacion igual a la de la base en la que p¢ = min, y entonces se
cumple (Z;,7%,2t + 1) E Cs((a > pg)). Supongamos que si existe
algiin color b tal que fZ > 0. Sabemos que se cumple (1}, 2t + 1) £,
(rl®isl 2¢ 4 1). Entonces para cada ejecucién de la forma r®i¢ tuvo
que ocurrir que para algin t, < t, (r®,2ty — 1} ~; (r*¢,2t, — 1) pero
(r™, 2ty + 1) #; (roi® 2ty + 1). Veamos porque pudo pasar esto. La
diferencia debe estar en la historia de mensajes, es decir que la histo-
ria de mensajes del sabio ¢ en (r®,2t, — 1) es igual que la historia de
mensajes del sabio ¢ en (r®¢, 2t, — 1}, pero esto ya no ocurre al tiempo
2, + 1.

Para todo color ¢ # a,b se cumple p° = pe™*. Por hipétesis de
induccién para todo t' < 1y < t se cample (Z.;,r*,2t' + 1) = K;((¢; =
c)) syss (Z,72,2t" + 1) | Cs({fc = p2)) syss (Zei,r™2, 2t + 1) |
Cs((fa > pa'*)) syss (Loi, v, 2t" + 1) = K;((c; = ¢)). Es decir que en
las ejecuciones r® y r™* en las primeras 2f; rondas las respuestas de
todos los colores distintos a a y b son las mismas.

Como (r*, 2ty — 1) ~; {roi+,2t;— 1) entonces se cample (Z.;, 7%, 28, —
1) = -~ K;((c; = @)) y entonces, como todos los sabios con el mismo color
se comportan igual, todo sabio j tal que (s;,a) € o no sabe su color en
la ronda 21,.

También se cumple que (Z.,r**,2t, — 1) E -~K;{(¢; = b)) para
todo sabio j tal que (s;,b) € a;s. Entonces todos los sabios con color
b responden que no saben en la ronda 2{,

Entonces la diferencia entre {r® 2t, — 1) y (r®, 2ty — 1) debe ser
que los sabios con color b en (r,2t, — 1) sepan su color o que los sabios
con color a en (r®it, 2t, —1) sepan su color. Sabemos que p;"* = p% —1.

Si los sabios con color a en a; responden que si saben su color ocurre
que (T, 70,2ty — 1) = K;({¢; = a)) para todo j tal que (s;,a) € aip
y entonces por hipétesis de induccién se cumple (T, r®it 2t, — 1) =
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Cs((§a > pa"®)) vy entonces se cumple (Z;,ro*, 2ty — 1) = Cs{(fa >
pa — 1))

Entonces para cualquier punto (7, 2t + 1) -accesible desde (r®, 24, +
1) se cumple que en el tiempo 2¢, — 1 los sabios con color a no supieron
su el color porque por el lema 13 la historia de mensajes en (7,2, — 1)
y en (r®,2t, — 1) es la misma, es decir que se cumple {Z;, 77,2t — 1) =
—=K;((c; = a)). Sabemos que se cumple (Z.;,r7,2t, — 1} | Cs((fa >
pZ —1)) porque esto se cumple en (r®, 2¢,—1), si suponemos que en 7 hay
p2 — 1 sabios con color a, entonces se cumple (Z;, v, 2t — 1) = (ja =
p® — 1) pero entonces por hipétesis de induccién se cumple (Z,;, 77, 2t —
1} E K;((¢; = a)) para todo sabio con color a, una contradiccion.
Iintonces en v hay al menos p¢ sabios con color a por lo que se cumple
(Zi,v", 2ty — 1) | (fla > p%) y entonces se cumple (Z;, 7,2ty + 1) |
Cs{(fa > p2)) y como ¢, < t entonces (Z.;, 7,2t +1) |= Cg((ﬂa > p2)).

Supongamos que para toda ejecucion r*i¢ se cumple (Z;, r®ib, 2ty —
1) E ~K;{(¢c; = a)) para todo j tal que (s;,a) € aip, entonces debe
ocurrir que los sabios con color b en a supieron su color, es decir
(Zei v, 2t3—1) |= K;((¢c; = b)) para todo sabio j tal que (s;,b) € . En-
tonces por hipdtesis de induccién se cumple (Z.;, 7%, 2t, —1) | Cs((§b >

Py ).

Sea un punto {r”,2¢, + 1) accesible desde (r®,2t, + 1), entonces se
cumple (Ze;, 17, 2t,—1) k= Ki((¢; = b)) para todo sabio j tal que (s;,b) €
v porque el comportamiento de los sabios en r” debe ser el mismo que
en r" en las primeras 2¢, rondas. También se cample (Z,., 77,2ty — 1)} k=
Cs{(tb > p,"*)) y se cumple (Z;, 7, 2t, — 1) | —~Cs( (ﬁb > Pyt + 1))
porque (7%, 2t, — 1) es un punto accesible en el que hay p,"* sabios con
color b. Entonces en 4 debe ocurrir que p; = p,"*, porque si hubiera més
sabios con color b por hipotesis de induccidn los sabios con este color no
habrian podido saber su color. Entonces se cumple (Z.;,77,2t, — 1) =
(16 = p,"*) y entonces también se cumple (Z.;, v, 2t, +1) = (|jb =p")
por lo que entonces se cumple (Z,;, 7%, 2ty + 1) = Cs((}b = B )) para
todo color b tal que f& > 0.

Entonces en todo punto (7,2t + 1) accesible desde (r®,2¢, + 1) se
cumple que hay p, ** sabios con color b, entonces comof, = fe; -p =

f¢ para todo color &tal que f& > 0. Sabemosque )., ff =3 1_, fi =
k. Sean by,...,b; los colores tales que f > 0y sean ¢,...,c, los
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colores tales que f2 = 0. Entonces f& + iz f& = k. Entonces
k = Z::l f;’ = f(: + Z::] j;: + Zr:] f(?: = t? + 2:‘;1 fbc:' Entonces
[+ f8 = f2. Entonces f < f&. Como f& = fic, — p* entonces
ps < lica — fY = pl. Entonces se cumple (Z.;, 77,2ty + 1) |= (fa 2 p2) ¥
entonces se cumple (T.;,r*,2t + 1} E Cs((fa 2 p2)).0

Cuando los sabios con algin color a saben su color, se vuelve cono-
cimiento comun el nimero de sabios que hay en total con ese color.

Lema 36 St ocurre que (Z;,7°,2t — 1) = Ki((¢i = a)) entonces se
cumple (Zoi, 7,2t — 1} |= Cs((fe = p2)) para toda t' > t.

Prueba

Supongamos que se cumple (Z,;,7?,2t — 1) = K;({c; = a)), entonces
por el lema 4 se cumple (Z.;,7*,2t—1) |= Cs((fa > p?2)). Para cualquier
punto (r?,2t 4+ 1) accesible desde (r?, 2t + 1) debe ocurrir que todos los
sabios hayan respondido igual hasta ese momento y entonces se debe
cumplir (Z,;,7%,2t — 1) | Ki((¢; = a)) y también se debe cumplir
(Zei,7*,2t - 1) |= Cs((fa > p?)), entonces no puede pasar que p? < pf,
pero tampoco puede pasar p? > p? porque se cumple (Z;,7°,2t — 1) =
Cs{(fa = p?)), entonces p? = p? y entonces se cumple (Z,;,7*,2t +1) |=
Cs{(fe = p?)). Esto debe cumplirse también para todos los puntos
(r?,2¢' 4+ 1) donde t' > t.0

El siguiente teorema nos indicard ¢émo se va transformando el
conocimiento comun sobre el numero de sabios que hay con cada color;
esto va dependiendo de las respuestas de los sabios. En un inicio hay
conocimiento comun de que hay al menos min, sabios con cada color
ievitable d, y no hay conocimiento comiin de que hay al menos un
sabio con cada color evitable.

En el teorema suponemos que ya se han realizado 2t — 1 rondas
del acertijo. Ya algunos sabios han adivinado el color que les asigné
el rey. Lo que vamos a ver es cémo afecta al conocimiento comin las
respuestas de los sabios.
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Teorema 5 Supongamos que se cumple (I;,7°,2t — 1) = Cs((fla; =
pa)) para todo color a;, i = 1,...,s, tal que los sabios con color a;
ya respondieron que st saben su color y se cumple (I;,77,2t — 1) |
Cs((§0; = myp;)) A =Cs({(b; > my, + 1)) para los demds colores b;,
7=1,...,r—s, donde my, > 0.

Supongamos también que cualquier punto (r?,2t — 1) para el que se
cumpla (Lo;, 7%, 2t — 1) |= (fa; = p2,) A (Bb; > my,), parai = 1,...,s,

j=1,...,7 —s, entonces (r®,2t — 1) es accesible desde (r°,2t — 1).
Entonces en la siguiente ronde se cumple que:
para todo color.a;, t = 1,...,s todos los sabios con color a; respon-

den que st saben su color y se cumple

(Zeisr*, 2t +1) |= Cs((Ha; = p7,))

para los demds colores se cumple que

(a) Si todos los sabios con color b, j = 1,...;r — s, responden que
no saben en la ronda 2t entonces se cumple

st my, > 0 entonces

(Zei, 1%, 2t + 1) k= Cs((1b; 2 ma, + 1)) A ~Cs((Bb; > my, + 2))

st my, = 0 entonces

(Zei, 7,2t + 1) E Cs((fb; 2 0)) A =~Cs((fb; > 1))

Y st en (rf,2t + 1) se cumple (Zoi, 7%, 2t + 1) = (fa; = ph ) A(Bb; >
), donde Iy, = my, +1 stmy; >0, 4, =0 st my, = 0, entonces
(r8,2t + 1) es accesible desde (r®,2t + 1).

(b} Si para algunos colores d; los sabios con color d; responden si

en la ronda 2t, donde d; = b; para alguna j, i = 1,... u. Entonces se
cumple
para todo color d;, 1 =1,...,u

(Zei v, 2t + 1) |= Cs((§ei = pl1))

para los demds colores se cumple los sabios con ese color respondieron
que no saben y
st my, > 0 enfonces
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(Zeiyr?, 2t + 1) |2 Cs((§b; > maz(ms, + 1,4, — k + pr + Z fd.

i=i

(Zoi, 7, 2t+1) = ~Cs((Hb; > maz(my,+1, fos, — k+z f"+z f2)+1)

=1 i=1

st my, = 0 entonces

(Z.i,7°, 2t + 1) = Cs((§b; > maz(0, e, — k + Zf" + Zfd,

i=]

(Zainr?, 2t + 1) = ~Cs((b; > maz(0, fey, — k + Z + Zfd +1)

i=1 i=1

Y sien (8,2t + 1) se cumple (Z.;,7%,2t + 1) | (fa;: = p2.) A (§d; =

Py A > b)), donde by, = maz(my,+1,, ke, —k+f1 +.. ST+
A f5)) simy, > 0, Iy, = max(0,fep, —k+fE +. A2 ST+ A1)

st my, = 0, entonces (r2,21 + 1) es accesible desde (r?,2t +1).

Prueba

Por el lema 15 todos los sabios con color a;, para 1 = 1,...,s,
responden que si saben su color en la ronda 2t. Por el lema 36 para
todo color a; se cumple (Z.;,7*,2t + 1) | Cs((fe;i = p2.)).

d

Como se cumple (Z,;, 7,21 — 1) |= Cs((§b; = ms,)) A =~Cs((tb; >

my, + 1)) existen puntos (r?,2t — 1) accesibles desde (r?,2t — 1) en los
que se cumple (Z.;, 7,2t — 1) = (1b; = my, )), es decir que pibj =my,,
por el lema 29 todos los sabios con color b; saben su color en (%, 2t -1)
,paratodaj=1,...,r —s.

Supongamos que para alguna j, ms, > 0 y que todos los sabios con
color b; en (7,2t — 1) no supieron su color. Entonces (v 2t +1) no es
accesible desde (r?,2t + 1) porque la respuesta de los sabios con color
b; en estos puntos es distinta. Entonces se cumple (Z;,7%,2t + 1) |
Cs((8b; > my, + 1)) para todo color b; tal que my, > 0.
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Por otro lado para los colores b; tales que m, = 0 como se cumple
(Tei,7?,2t — 1) E Cs((#ib; > 0)) entonces esto también se cumple al
tiempo 2t + 1, es decir que se cumple (Z,;, 7%, 2t + 1) |= Cs((fib; = 0)).

Los puntos (r*,2t — 1) son accesibles desde (r” 2t — 1) y entonces
en cada uno de estos puntos se cumple (Z.,r Py ot = 1) b= (fa; =

prY A (b > my,) parai = 1,....5y d=1,...,r—s. Es dear

B B .
que po,” = p5 y ya sabemos que Pb,’ = my,; para d # j ocurre que
B .. roaa
Py, 2 b, Entonces fijémonos en una suma que resultara util, n =

i pe’ + Siiimy = T+ Ziin,

Veamos los casos que nos interesan:

(a) Si todos los sabios con color b; responden no en la ronda 2t
entonces:

En (r?,2t — 1) todos los sabios con color b; respondieron que no
saben su color, entonces debe ocurrir que pﬁ} > my,, 1 ocurre que
pb = my, es porque mp, = 0, ya que de otra forma los sabios con color
b; hul)lexa,n sabido su c0101 paraj =1,...,7 —s.

Fijémonos en lo que ocurre para alguno de estos colores b;. Sea
b = b; para alguna 7, en p ocurre que hay pj = m, + ¢ sabios con color
b, donde ¢ > 0.

Si ¢ = 0 entonces pj = m; y entonces my = 0. Ocurre que
(Zi,v?,2t + 1) |= (b = 0) y entonces se cumple (Z;,7%,2t + 1) |=
—~Cs({b > 1)) y ya vimos que se cumple (Z;, r?, 2t+1) = Cs((§b; > 0)).

Supongamos entonces que ¢ > 0. En p se cumple 377 p2. +

- . - —s P, .
2 ’Pbp, = n. Es decir que 335 Pg, = 2= spb 7. Pero ademas

=1 =i

my + ¢+ Zbﬂeb Pg, =py+ Zb,;ﬁb Pi, - Z;u; Pf, = Yim pbﬁb Pp +
2 L #d Pﬁb =my+ 3, L Ad be Es decir que Zb,;ﬁd Pb, = Zb,#?’b, -

Entonces e = 3, 4 be ij dfb Es decir que Zb oy f,f >c>0.
Lo que vamos a hacer es construir una cadena de puntos accesibles
a partir de (77,2t — 1). Iremos intercambiando el color de un sabio
por alguno de los colores b; distintos a b y sabemos que esto podemos
hacerlo al menos ¢ veces. Sea o = p y tomemos ¢ sabios con color
b en p, podemos hacerlo porque pj = m; + ¢. Vamos intercambiando
el color de estos sabios por algin color b; tal que ffj > 0 y vamos
formando las configuraciones aj de manera que en oy hay my +¢c—k
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sabios con color b, hay ZbJ¢d pfj + k sabios con color b; distinto a b
y se cumple que Zbi# f;; > ¢ — k. En ¢ siempre hay mas de m,
sabios con color b, para los demds colores 1o que hicimos fue aumentar
el niimero de sabios que habia en p con ese color, entonces se cumple
(Zeiyro*,2t + 1) |= (fai = p) A (Bb; > my)))), parai =1,...,s. j =
1,...,7—s. Entonces por hipdtesis de induccidn (r®*, 2 —1) es accesible
desde (r°,2t —1). Para k = 1,...,c — 1 en cada punto (r®* 2¢ — 1)
todos los sabios con color b; no saben su color, los de color b; # b
no lo saben porque se cumple p:}," 2 ng > my, y entonces si alguno
supiera su color se cumpliria que (Z.;,7**,2t — 1) |= Cs((16; 2> p,*))
pero entonces se cumplirfa (Z.i,r%,2t — 1) |= Cs((Hb; = p;;')), entonces
debe ocurrir que pﬁl" = p,’,’J = my,, pero entonces los sabios con color b;
en (r?,2t—1) debieron saber su color 6 m;, = 0 pero entonces no habria
sabtos con este color. Entonces los puntos (r®*, 2t + 1) son accesibles
desde (r?,2t 4+ 1} para k = 1,...,c— 1. Para a. debemos fijarnos en
el valor de m;. Si m; > 0 entonces en a. habria m; sabios con color b
y entonces todos los sabios con este color saben su color, por lo tanto
(r®<,2t + 1) no es accesible desde (r?,2t 4+ 1). Sin embargo si mp = 0
entonces en ¢, no hay sabios con color b y entonces el punto (r®¢, 2t +1)
si es accesible desde (r?, 2t + 1) porque las respuestas de todos los sabios
son las mismas.

Entonces si my > 0, (#®<-1,2¢ + 1) es un punto en el que se cumple
(Zei,vo%, 2t +1) = (§d = ms, +1)}), por lo tanto se cumple (Ze:, 7%, 2t +
1) E -Cs((fd = ms + 2)). Simy =0, (r*,2t + 1) es un punto en el
que se cumple (Z;,7%c,2t + 1) |= (fd = 0))), por lo tanto se cumple
(Zei, 7%, 2t + 1) | ~Cs((3d 2 1)),

Entonces se cumple que

si my, >0

(Zeis v, 2t + 1) |= Cs((b; 2 ms; + 1)) A =~Cs((fb; > mu, +2))
si 'mbj =10
(Zei,v?,2t + 1) |= Cs((fb; > 0)) A ~Cs((b; > 1))

Sea (r?,2t+1) tal que se cumple (Z,;, r?, 2t +1) = (fa; = p2.)A(Hb; >
ly,), donde Iy, = my + 1 si my > 0, le = 0 si my, = 0. Se cumple
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también (Z;,v%,2t — 1) = (fa; = p2.) A (§b; > L,). Entonces (r%,2t —
1) es accesible desde (r?,2t — 1). Ocurre que EJ lpﬁ Z,_1

Debemos fijarnos en los colores d = b;, p.a. 7, tales que Pﬁ > phyen
los colores & = &;, p.a i, para los que ocurra lo contrario, esto es que
p'f < p;. Podemos ir de § a p por medio de configuraciones §;, donde
B = o de manela que tomamos cada vez un sabio con un color d tal
qued = b; y pd' > p4 v le intercambiamos su color por algin color
b = b; tal que pﬁ <p; Parai= Zp‘a 3" pi se cumple que f§; = p.
De esta manera ocurre que para toda ¢ se cumple (Ic,,r 20-1) E
(§a; = p5.) A (§b; > I;) porque estamos restando el mimero de sabios
con color b pero sodlo hasta llegar a pj y sabemos que p; > I;,, para los
demas colores o los dejamos en el mismo mimero o le sumamos sabios
con ese color y ya sabemos que S cumple con que pf > ly,. Entonces
todos los §; cumplen con que (Ze;, 77,2t +1) k= (la: = p2 ) A (fb; = b)),
donde &y, = my, + 1 si mp, > 0, l, = 0 si my, = 0 por lo que todos
los sabios con color &; no saben su color en la ronda 2¢ y entonces se
cumple que (r?,2¢ + 1) es accesible desde (r?,2t + 1) porque todos los
puntos (7% 2t + 1) lo son.

(b) Supongamos que para algunos colores d; los sabios con color d;
responden si en la ronda 2, donde d; = b; para alguna 5,1 =1,...,u.
Debe ocurrir que en p hay exactamente my, sabios con color d;, es decir
que pi = my,. Para los demas colores b; todos los sabios respondieron
que no saben su color, renombremos a estos colores como e, = b; para
alguna j, k=1,...,r—s—u

Por el lema 36 se cumple (Z.i, 7%, 2t 4 1) |= Cs({(fd: = p,))-

Para los demas colores e;, si m,, > 0 ya vimos que debe cumplirse
(Zeiyr?,2t + 1) | Cs((§e; = me, +1)). Y si 5, = 0 debe cumplirse

(Zes, 7,2t + 1) E Cs((fe; 2 0)).

Veamos que ocurre a partir de que hay un nuevo grupo de sabios
que sabe su color. Sabemos que en p se cumple S, ff =k, entonces

DD I (D S A 5

Entonces 7 777" f2 =k — (>oi, ff —i—z,t \ f1.)- Esto quiejre decir
que para cada y = 1,...,7r — s — u se cumple f:; <k — (30, fo+

2im1 fa,)
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Sabemos que ;pe = fc., — f¢,. Entonces se cumple que para cada
ik ii‘:"J - - (Za—'l + Z: lfd )1 entonces Pg, 2 Bcc,' —k +
Z::] tf.' + Et: fd.

Esto quiere decir que se cumple (Z;,7%,2t + 1) = Cs((fie; > fec., —

k+ Z;’s.:l f:.‘ + Z?:] fffa))

Entonces si m., >0 se cumple

(Zi,r*, 2t + 1) |= Cs((fe; > maz(m,, +1,fc, — k+Zf" +Zfd

1=1

y si m, = 0 se cumnple

(Zoi, v, 2t + 1) | Cs((fe; > maz(0, fe., — k+2fﬂ+2fd

Sea e = e; para alguna i, si p? = m, entonces ocurre que m, = 0.
Entonces ocurre que (Z.;, 7,2t + 1) = (fe = 0) y entonces se cumple
(e, 7P, 2t + 1) |= —'C,s((ﬂe > 1))

Sea [, tal que l,, = m,, + 1 si m,, >0yl —me =0 si m,, = 0.

En p se cumple f” <k-(CL e+ Sy también se cumple
f? < tee — .. Veamos dos casos:
(i) Supongamos que le, < fee, =k + 2oy f8+ D io, fi entonces

ocurre que k — (ZI R+ Z' ] fd ) < fee, —le; Pensemos entonces en
una configuracion -, ta] que se cumple ple = pﬂ' y pg. = ph., para toda
. Ademas pensemos que se cumple fJe =k~ (37, fo + 3 0, fi
f'*° = () para todo color e; # e. Entonces se cumple que p¥* = fc. ~ k+
Zi o JE+ 20 fi, y P = fee, para todo color e; # e. Resulta entonces
gue ¥, cumple con que (Z;, 7", 2t — 1} |= (fa; = p2 ) A(§b; = m,), para
t=1,...,5,j = 1,...,7 — s y entonces por hipétesis (r*,2f — 1) es
accesible desde (r?,2t — 1).

En p ocurre que pf = e, —k+3 i, f&+3 i, fi. +cdonde ¢ > 0.
También se cumple que > :-1™" P = Er M pe:. Entonces fc. — k +
z;:1fp+z fd +C+ze;&¢pc, pp+231¢epp Zr . ungz
Yimy P = PZ“}'Z,.»,;&CP? fee—k+320, fo+ 2 fa, + 20, e Pl
Es decir que Zeﬁée P, = Ze,#: py: — c. entonces ze s fl = c+
Ze,;ee f:: y entonces Ze,;&ef, >c>0.
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Vamos a construir una cadena de puntos accesibles a partir de
(r?,2t — 1) de manera similar a como lo hicimos en la prueba del in-
ciso (a). Iremos intercambiando el color de algin sabio por un color e;
distintos a e. esto podemos hacerlo al menos ¢ veces. Sea oy = p
¥y tomemos ¢ sabios con color e en p, que sabemos existen porque
p? 2 ¢, vamos intercambiando el color de estos sabios por un color
e; y vamos formando las configuraciones a; de manera que en «a; hay

—k+3 00, fo 4300, fi. +c— j sabios con color e, hay Doejpe Po ]
sabios con color e; distinto a e y se cumple Zcﬁéc & 2c¢—j. Enq;
siempre hay mas de fc. — k + 3| f2 + >, f7 sabios con color ¢;
para los demas colores s6lo cambiamos la cantidad de sabios con al-
gunos colores €; distintos a e y lo que hicimos fue aumentar el nimero
de sabios que habia con estos colores en p. Ya sabiamos que se cumple
pe, 2 max(le fe., ~ k + (307, f£ + Z., f1.)), entonces se cumple
(Zoiyrs,2t +1) (aa, = 7) A (id: = p5) A (fe; > mas(l,, 4C., —
k430, fe + 5% f1), por hipdtesis (r®s,2t — 1) es accesible desde
(r?,2t—1). Paraj = 1 .,c en cada punto (r®, 2t —1) todos los sabios
con color e; no saben su color y entonces los puntos (r®/,2¢+1) son acce-
sibles desde (»?,2t+1) para j = 1,...,c. Entonces el punto (r®, 2t +1)
es accesible desde (r?,2¢ + 1) como se cumple (Z;, 7,2t + 1) = (fe =
fee = b+ 200, f2 + 300, Entonces se cumple (Z.;,7*,2t + 1) |
-Cs(fe > maz(lj,fc. — k + thl A D AR N

(i1} Nos falta considerar el caso en el que se cumple que /. > ﬂc, -
k + Z::l ftf.‘ + Z?:I fi entonces k - (E::] faﬁ' + E:‘: f;) > ﬂce
Esto lo que quiere decir es que ff < fe.—l. < k— (D ., fo.+> 1 fd,

Pensemos entonces en una configuracion 7. tal que se cumple pJe =
Phoy Py = pzt, para toda z. Ademds pensemos que se cumple pYe = [,

y entonces se cumple f* = {c. — [, pero entonces nos faltaria a.signa,l

el valor de f para cada color e; # ¢ donde Zc g [l =k=270 f!
i Ji = e + L.

Si para algun color e, # ¢ en ’Ye se cumple ﬂccb —k + i Sl +

N S P entonces se cumple f < k i fE =20 fi — e+
le < k—-3%0, 4 — i fd < ﬂceb -1, y entonces podemos pensar
que se cumple fJe = k— () 1, f&+3 1, —fce + 1y fle =0 para

todos los demas colores e; # e, .
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El otro caso es que para todos los colores e; # e en 7, se cumpla
fee, —k+> i, fo+2001, fi. <., En~. hasta ahora ya hemos asignado
su color a sy, = 3 i_ (flca; = f2) + 3 is (dca; — f7.) + fce — f< sabios,
nos hace falta asignar el color de n — s, sabios y a éstos queremos
asignarles un color e; # e. Veamos que podemos hacerlo siempre.

Fijémonos que como se cumple pJ* = [, y se cumple p2 > [, en-
tonces el — fI* < fic? — f? y entonces se cumple que f¥ > f2.

Primero veamos que podemos asignar los colores que queremos a los
1 — s, sabios que nos faltan. Es decir que se cumple que Ecﬁée fice; >
N — S,.. Supongamos que ocurre ECJ# fce, < n —s,,. Entonces
Eeﬁée Hce, <n- Z::](ﬂcai _fef.')_ ?:l(ﬁcd.- --f,f,-)—ﬂcc-l'f;"- Entonces
se cumple > _, fe, = Ecﬂ&e fee, + Z’ (Bea; + 300 feq, + e < n+
Z::] :f.-+z:"=1 f:, +fge S n+z:=l Zl—-l f;. +f: S n+Z:=] ftf
Como ) _fea=n+kyd. .  ff= kentoncesn+k <n+k una
contradiccién. Entonces ZC £o fce, > n — s,,. Lo que quiere decir que
en principio si podemos hacer la asignacion que deseamos en los sabios
que nos quedan.

Sin embargo sabemos que se cumple P 2 l., para toda j. Tenemos
que ver que se cumple que Ee e le, £ n—s,,, es decir que como estamos
obligados a asignar cada color e; # e al menos a [, sabios, tenemos que
ver que al hacer esto no nos sobran sabios. Supongamos que Ee sele, >
n — 8y,. Sabemos que I, < P, €s decir que l,, < fc., — fL. ¥y entonces
Ze,¢c I, < ZEJ#(HCCJ - f:;) Entonces Ze e(fice; — f:;l) > 71— S,
b entonces Ze_,#e(ﬂcej - fepj) > n- z:: (ucﬂn - rf,) - Z?:l(ﬂcdi -
f3.) — bee + f2e. Por lo tanto se cumple que )~ _, e, = Ze ;ée fee; +
Z, 1ﬂca. +Z =1 fica, +ice < n+z|—1 +Z:_ fd +Ze,;ée ot fle <
nty i fh4+ £l A e SO+ = n+y .l ff=n+tk Entonces
n+k <n+k, una contra.dlccmn Entonces zeﬁée e; Sn=25,. Lo
que quiere decir que no nos sobran sabios.

Todo esto quiere decir que si hay forma de asignar los colores de
los sabios en 7. de manera que se cumpla (Z.;, 77,2t + 1) E (fa; =
A = ) A (fe; 2 maz(ley e, — £ + (b J2, + 3oty f5)
En p hay l. + ¢ sabios con color e. Procediendo como en los casos
anteriores podemos ver que (r™,2t + 1) es un punto accesible desde
(r?,2t 4+ 1) y entonces en p se cumple (Z, 7,2t + 1) | —~Cs(fe 2
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maz{l;, fc. — k + Z;',=1 W T E?:: fi) +1}.

De manera similar al inciso {a) podemos ver que cualquier punto que
campla con que (Zui, 8,2t +1) = (Hai = p8,) A (Hd: = p5,) A (f; > b,),
donde Iy, = maz(my, + 1, ey, — k4 f2 + ...+ fL+ 2 f1)
si my, > 0, y donde Iy, = maz(0,4cy, — k+ f2, + f1, + ...+ f5 ) si
my, = 0, entonces (7,2t + 1) es accesible desde (r*,2¢t +1).0

Este teorema es el resultado basico para entender lo que ocurre en el
acertijo de las esposas infieles. Nos indica como cambia el conocimiento
comtin en una ronda. De manera inductiva, ronda por ronda, podemos
deducir como se va desarrollando cualquier acertijo.

4.5.5 Un protocolo sin conocimiento

Veamos lo que ocurre en el acertijo de las esposas infieles. En un
inicio sabemos que se cumple (Z.;, 7%, 1) = Cs(fd > ming) A ~Cs(id >
ming + 1) A Cs(4h > 0) A ~Cs(fb > 1); para todo color inevitable d v
todo color evitable b. A partir de aqui el teorema 5 nos indica como
va variando el conocimiento comin de cuantos sabios hay con cada
color. Por el teorema 4 un sabio sabe que su color es a si y sdlo si
hay conocimiento comun de que hay al menos p? sabios con color a,
esto va a ocurrir, por el teorema 5, si y s6lo si en algun momento hay

conocimiento comun de que hay p sabios con color a, donde p > 0.
Analicemos con mas cuidado lo que pasa en un acertijo. El rey

llega con una caja C = (fic, fica, - . . , fe.} ¥ escoge la r-configuracion [g}.

Asigna el color a a p!f] sabios, para @ = 1,...,r. Supongamos que hay

h colores inevitables, es decir que fc, > k y fecpyer € k. Sabemos que el
rey estd obligado a asignar el color d a min, sabios, parad=1,...,h.
La eleccién del rey consiste en asignar hasta a & sabios el color d, para
d=1,...,hyasignar hasta a fjc, sabios el color a, paraa = h+1,...,r.

Para los colores inevitables supongamos que en [p| el rey asigné a pEf] =

ming + qu] sabios el color d, para d=1,...,r, donde qu] < k.

Reordenemos a los colores inevitables con los indices ¢;, y = 1,..., Ak,

de manera que se cumpla q,[f] < q,lf] < ...qt[-ﬁ].

resultado.

Veamos un primer
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Lema 37 Parat =0,... ,qff] se cumple que (T, 1, 2t4+1) | Cs(ffi; >
ming + 1) A ~Cs(fi; > min; +1+1) A Cs(fdb > 0) A ~Cs(§b > 1) para
todo color inevitable 1; y todo color evitable b.

Prueba

Hagdamoslo por induccién sobre i.

Base

Para ¢t = 0. Por el lema 27 se cumple (Z.;,7?,1) = Cs(ffi; = miny;)
para todo color inevitable ¢;. Hay r-configuraciones o] en las que se

cumple que PE‘?] = min;, entonces se cumple (Z;,7*,1) | ~Cs(§d 2
ming + 1). Por el lema 28 se cumple (Z,r%,1) |= =Cs((fb > 1)) para
todo color b evitable. Hay r-configuraciones en las que se cumple p; * =
0 entonces se cumple (Z,7%,0) = Cs(f6 > 0).

Hipdtesis de induccion

Supongamos que se cumple para £ — 1, es decir que se cumple que
(Ie,-,'r‘p,thl) }= Cg(ﬂij > mz’n;j+t—l)/\-105(ﬂij > min.-j+t)/\CS(ﬂb >
0) A =Cs(fb = 1).

Paso Inductivo

Para t < q,[-f]. Por hipétesis de induccién se cumple (Z,r?, 2t —
1) l‘:- Cs(fz; > 1’]’3‘.7:1'?.,-J +t—=1)ACs(lz; > Tﬂ.in;] +t)ACs{b > 0) A
~Cs{fb > 1). Es decir que para cada color inevitable i; se cumple

(Zeiy7*,2t — 1) | ~Cs(#i; > min; +1). Como t < q,[f}, entonces

t < q[p], entonces se cumple (Z;, 7%, 2t — 1) = =Cs(fir; = man;, + qf'j) y

)
entonces (Z,;, 77,2t — 1) E ~Cs(fi; > pE-f]). Para los colores evitables
por hipétesis de induccién se cumple (Zo;, 7,2t — 1) = ~Cs(fb > 1).
Entonces por el teorema 4 los sabios con color a, para todo color a =
l,...,7, no saben su color en la ronda 2t. Entonces por el teorema 5
se cumnple (Z.;,7°,2t + 1) |= Cs(fli; > min;, + t) A ~Cs(fz; > min;, +
t4+1)A Cs{fb>0) A -Cs(fb > 1). O

Este lema nos indica que en la primeras gl

;, preguntas, todos los
sabios responden que no saben su color. Sin embargo a la pregunta
‘I:[f] + 1 todos los sabios que tengan un sombrero de color z; para el que

se cumpla p{-f] = pg‘:], saben su color.

Lo que va a ocurrir es que todos los sabios que tengan un color
inevitable van a saber su color. Esto porque para estos colores desde
un principio hay conocimiento comin de que al menos hay ming sabios
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con color d, d = 1,...,h. Por el teorema 5, en cada ronda, este valor
aumenta en al menos uno. Entonces en algin momento va a ocurrir que
haya conocimiento comin de que hay al menos p,[f I sabios con color d y
entonces todos los sabios con color d saben su color. El ordenamiento
que dimos nos indica el orden en el que van a ir respondiendo los sabios,
los de color 7, nunca van a responder antes que los de color 2, si @ < b.

Supongamos que los sabios con color 7, acaban de responder que
saben su color y que los sabios con color ¢; tal que § > b no saben el
color de su sombrero. Debe ocurrir que ya han respondido que saben
su color todos los sabios con colores inevitables i, tal que a < 6. Por el
teorema 4 en ese momento hay conocimiento comun de cuantos sabios
hay con cada color inevitable i;, j < b. Para cada color evitable e va
a ocurrir que hay conocimiento comuin de que el numero de sabios con
color e es al menos max(0,jce — &k + Z§=1 f‘-[f]). Los sabios con algin
color evitable van a poder saber el color de su sombrero si y sélo si
fce — k + ZL, f,-[f] > 0, ya que entonces el conocimiento comiin va a
poder ir aumentando. Fijémonos que si para algin color e se cumple
ﬂcc—k-}-:):gzl f,-[f] > 0 entonces se cumple también ﬂc;—k-i-E;:, f,-[f] >0
para toda f < e, es decir para f = h+1,...,e— 1. Si algin sabio con
un color evitable llega a saber su color es seguro que todos los sabios
con color A + 1 van a saberlo.

Esto le puede dar alguna pista al rey para lograr que no haya muchos
sablos que sepan su color. Ya vimos que todos los sabios que tengan
lor inevitable van a saber su color. Es decir que seguro que 374 le]
color inevitable va er su color. ecir q guro q a1 P
sabios sabrdan su color. Si el rey quiere evitar que haya mas sabios
que sepan su color, debe asegurarse que se cumpla que fcp1 — &k +
ho gl
Zj:l fi_-, S 0
Proponemos un protocolo en el que los sabios lo que tienen que
ir haciendo es mantener un contador que indicara la evolucion del
conocimiento comin de cuantos sabios hay con cada color. Veremos
que las acciones que determina este protocolo son las mismas acciones
que determina el protocolo Pgi"'. Es decir veremos que este protocolo

implementa al programa Pg, en el contexto {7, 74).

Para definir este protocolo debemos definir un protocolo para cada
sabio y para el rey. El protocolo del rey sera el mismo que hemos estado
utilizando. Es decir que el rey seguira ejecutando el protocolo Pgr;.
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Para los sabios definimos un nuevo protocolo.

En el nuevo protocolo para el sabio ¢ debemos utilizar el mismo
conjunto de estados locales que hemos estado utilizando. Queremos
que el sabio 7 vea sdélo a su estado local para determinar si sabe o no
sabe su color. Lo primero que hard el sabio ¢ es revisar si el rey le ha
preguntado. Es decir revisara si recibir;({rey), rey) estd en el conjunto
de su historia de mensajes correspondiente a la ultima ronda. Luego
tiene que ir revisando su historia de mensajes, ronda por ronda, para
ir calculando la evolucion del conocimiento comiun. Esto lo tiene que
ir haciendo cada vez porque no queremos modificar el estado local del
sabio; no podemos pensar en agregar variables a su estado local en las
que guarde el estado del conocimiento comun para cada color.

El sabio 7 debe determinar el niimero de sabios que ve con cada color.
Para esto revisa la variable vision;(p) en su estado local. También se
va a utilizar un arreglo de enteros CComun[a], donde a = 1,...,r
para determinar el valor del estado del conocimiento comin para cada
color. Lo que hace el sabio 7 para determinar el valor de CComun/al,
es revisar su historia de mensajes. Inicializa CComunla] = min, si
a es un color inevitable y CComunfa] = 0 si no lo es. A partir de
aqui va determinando el valor de CComun|a] segin lo que se indica
en el teorema 5. Es decir que si CComunl[a] > 0 y en una ronda no
hubo nuevos sabios que supieran su color se actualiza CComun[a} =
CComunla] + 1. St CComun(a] = 0 se deja este valor. Si hay nuevos
sabios que saben su color, ya se sabemos que se vuelve conocimiento
comun cuantos sabios hay con esos colores. Supongamos que para los
colores b;, ¢ = 1,...,s los sabios con esos colores ya supieron su color.
Si CComun[a] > 0 entonces CComun(a] = maz(CComun|a] + 1, e, —
k4301, f2). Si CComun[a] = 0 entonces CComunfa] = maz(0, fc, —
ket i f5)



4.5. LAS ESPOSAS INFIELES 133

Definicidn 54 Fl sabio i ejecutard el protocolo P,
Supongamos que {; = (t,C,vision;(«), hist;(t)), donde histy(t) =
(M. M)
[ enviar;({1,1), R;) st
recibir;({rey),rey) € (M{,)
y CComun(1] > |(s;,1) € visioni(a)|

envieri({r,1), B;) st
recibiri({rey),rey) € (M}
y CComun|r} > |(sj,7) € vision;(a)|
enviary({no,?), R;) st
recibir;({rey),rey) € (M})
y CComun|a] < |(s}, a) € vision{a)|
paratodoa = 1, ..., r
A en otro caso

\

Definimos al protocolo conjunto P = (PgL,. P,...,P,). Veamos
que el protocolo P implementa al programa Pg, en el contexto (ye;, 74)-

Lema 38 El protocolo P implementa al programa Pg, en el contezio
(YeirTa)

Prueba

Sea el sistema I = I"P(P,7v,74). Entonces P implementa al pro-
grama Pg4 en el contexto (yei,74) 81 (1} 7 = I""(Pgﬁ"_,%,',vr,q) y (2)
Py Pgi"' concuerdan en todos los estados globales que aparecen en 7.

I = I"(Pgl,yu,m4) si y sblo si (RP(P,7.),14) =
(RP(Pgie , ¥ei),ma) si y s6lo si RTP(P, ) = R™P(Pg% , 1ei).

Como el contexto es el mismo para ambos sistemas, entonces el con-
junto de estados globales iniciales es el mismo. Si demostramos que se
cumple el punto (2) demostraremos que R™"(P,~,;) = R"”(Pgi“,’y,.')
porque las ejecuciones se generan a partir de los estados globales ini-
ciales, entonces si se cumple que P y Pgﬁ" concuerdan en todos los
estados globales que aparecen en I, podemos ir demostrando que el
conjunto de todos los t-prefijos en ambos sisternas es el mismo.,

En todos los estados globales iniciales se cumple que el rey no ha
mandando ningun mensaje a los sabios y entonces los sabios no toman
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ninguna acciéon. Como el protocolo del rey es el mismo en ambos pro-
tocolos entonces P y Pgi“ concuerdan en todos los estados globales
iniciales. Para cualquier otro estado va a ocurrir que si el tiempo es par
el unico que realiza alguna accion es el rey y entonces ambos protocolos
concuerdan. Para los estados globales con tiempo impar la razén por
la que ambos protocolos concuerdan es porque el protocolo P; de cada
sabio sigue el teorema 5

En Pgle en cada ronda par el sabio i manda el mensaje (a,i), es
decir sabe que su color es a si y sélo si hay conocimiento comun de que
hay al menos p? sabios con color a si y solo si CComun|e] > |(sj,a) €
vision;(p)] si y s6lo si en P el sabio i manda el mensaje (a,z).

Es decir que P 'y Pgie concuerdan en todos los estados globales que
aparecen en [. O

4.6 Los tres sabios

En la version de los tres sabios, el rey pregunta uno por uno a los sabios
hasta llegar al sabio n, entonces el acertijo se detiene.

Una manera de pensar en este acertijo es que en cada ronda el rey
escoga un color al cual “preguntarle”. Veremos que podemos hacer un
analisis del acertijo utilizando la grafica de r-configuraciones. La idea
basica serd que todos los sabios, a los que el rey no ha preguntado,
tienen la misma informacién. Si pensidramos que el rey va decidiendo
en cada ronda a qué sabio le pregunta, lo que nos va a interesar es el
color que tiene asignado el sabio; podemos olvidarnos de las etiquetas de
los sabios y fijarnos solamente en las respuestas que se generan segun
los colores. Definimos el conjunto Gy como Go = & y para t > 0,
G, =S8\ {1,...,t}. G: representa el conjunto de sabios a los que el rey
no ha preguntado después de la ronda 2.

Si en un principio el rey le pregunta a un sabio con un color no
inevitable b, va a cambiar el conocimiento comun de cuantos sabios
hay con ese color. El sabio no va a saber su color, pero después de que
el sabio responde se vuelve conocimiento comnin, entre los sabios en Gy,
que un sabio con color b respondié. Es decir que se vuelve conocimiento
comun entre estos sabios que hay al menos un sabio con color b.

Si el rey le pregunta a un sabio con un color inevitable d y el sabio
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no sabe su color, se vuelve conocimiento comun, entre los sabios en G,
que hay al menos ming + 1 sabios con color d. Pero para los demas
colores, el conocimiento comun de al menos cuantos sabios hay con ese
color no cambia.

El conocimiento comun, para todos los colores, va a cambiar cuando
un sabio responda que sabe su color; supongamos que que acaba de
pasar la ronda 2t, le preguntaron al sabio { y respondié que ya sabe que
tiene color d. Entonces se vuelve conocimiento comun, entre los sabios
en (i, el mimero de sabios con color d. Para los demas colores va a
pasar que el conocimiento comun se actualiza de una manera similar
a lo que ocurre en el teorema 5. Para cada color b va a cambiar a
mazx(my, fos — k + 3 -, f£) donde para los colores a; ya ha habido un
sabio con ese color que responde que si-sabe su color. En la ronda
anterior habia conocimiento comun de que al menos hay m, sabios con
color b.

Presentamos algunos ejemplos de lo que ocurre en esta version del
acertijo.

Ejemplo 5 Tenemos la caja C = (5,3,2) y hay n = 6 sabios; k = 4.
Solo el color 1 es inevitable.
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En la primera pregunta el rey puede escoger a un sabio con color 1,
2 ¢ 3. Veamos los casos:

Si le pregunta a un sabio con color 1 y dice st entonces [p] = (1,3,2)
y entonces se vuelve conocimiento comiin que p‘; = min; = 1; entonces
i = 4. Para el color 2 y 3 habia conocimiento comin de que hay
al menos 0 sabios con estos colores. Para el color 2 el conocimiento
comun cambia a maz(0,3 — 4 + 4) = 3. Para el color 3 cambia a
maz(0,2 — 4 + 4) = 2. Es decir que se vuelve conocimiento comin
que al menos hay 3 sabios con color 2 y 2 sabios con color 3. Ocurre
entonces que en las siguientes preguntas todos los sabios saben su color.

En este caso la grdfica de r-configuraciones se reduce a un sdlo

punto.

51 le pregunta primero a un sabio con color 2, este va a decir que
no sabe el color de su sombrero, y se vuelve conocimiento comin que
hay al menos un sabio con color 2. La grdfica cambia a

Si en la sequnda pregunta el rey escoge a un sabio con color 3, éste
tampoco sabe su color. La grdfica cambia a
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En la tercera prequnta el rey escoge a un sabio con color 1; supong-
amos que el sabio responde que no sabe su color. Se vuelve conocimiento
comin que hay al menos min, + 1 = 2 sabtos con color 1. Ahora la
grifica cambia a



138 CAPITULO 4. EXPLORANDO EL ACERTIJO

31,2 3,21

41,1}

siigiig@ia@e

En la cuarta pregunta el rey escoge a un sabio con color 1 y éste
responde que no sabe su color. Se vuelve conocimiento comiin que hay
al menos man, + 2 = 3 sabios con color 1.
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En la quinta pregunta el rey escoge a un sabio con color 1 y éste
responde que si sabe su color. Se vuelve conocimiento comin que hay
eractamente 3 sabios con color 1 y se vuelve conocimiento comin que
fo = 2. Para el color 2 el conoctmiento comiin se actualiza a maz(1,3—
442) = 1. Para el color 3 el conocimiento comin cambia a maz(1,2—

442)=1.

En la sexta pregunla el rey puede escoger un sabio con color 2 o uno
con color 3. En ambos casos el sabio al que le pregunte va a responder

que no sabe su color.






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo presentamos un modelo de conocimiento en sistemas
distribuidos, basado en la semantica de los mundos posibles. El modelo
captura la interaccién que existe entre el conocimiento y las acciones de
los procesadores del sistema. Utilizamos este modelo para formalizar
una versién general de algunos acertijos que han aparecido frecuente-
mente en la literatura: el acertijo de los tres sabios, el acertijo de las
esposas infieles y el acertijo de los ninos enlodados. A esta version
general la llamamos el acertijo de los sabios.

Suponemos que el acertijo se desarrolla en un sistema distribuido.
Capturamos el comportamiento de los procesadores del sistema, es de-
cir, del rey y de los sabios, con un programa basado en conocimiento.
Este programa nos da una especificacién del comportamiento de los
procesadores a nivel de conocimiento.

Asumimos que los sabios y el rey se comunican por medio de men-
sajes. El rey le manda un mensaje a un sabio representando la pregunta
de si sabe su color. Los-sabios responden mandando un mensaje con
su color, si es que lo saben y tienen otro mensaje con el que respon-
den que no saben. Con este sistema de mensajes formalizamos a la
comunicacién entre los sabios y el rey.

Para modelar lo que ocurre fuera del comportamiento de los sabios,
se define un contexto. Incluimos en el contexto al protocolo del medio
ambiente, que es lo que determina si un mensaje llega a su destino
o si un procesador falla. En las versiones del acertijo que estudiamos
suponemos que no hay fallos y entonces este protocolo no toma ninguna

141
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accion. En el contexto también guardamos el conjunto de los estados
globales iniciales y una funcion de transicién que nos indica los efectos
de las acciones de los procesadores sobre los estados globales.

Dado el programa basado en conocimiento y un contexto, encon-
tramos al conjunto de todas las ejecuciones consistentes con'el programa
en el contexto. Para cada procesador definimos un protocolo asociado
a este conjunto de ejecuciones, cada protocolo es una funcién de esta-
dos locales a conjuntos de acciones. Estos protocolos determinan las
mismas acciones que el programa basado en conocimiento. Dado que
estamos manejando nociones de conocimiento, en estos protocolos las
acciones de cada sabio estin en funcién no sélo de su estado local,
sino que también debe realizar pruebas de conocimiento que dependen
de todas las ejecuciones. Esto hace que sea poco claro pensar como
podriamos implementar a estros protocolos directamente, ya que se
pierde la intuicién de que la inica informacién que tiene un procesador
es la que esta en su estado local.

Sin embargo, los protocolos de los sabios son una funcién que va
de los estados locales a conjuntos de acciones, aunque en un principio
no tenemos bien claro como son estas funciones especificamente. Uno
de los objetivos de la tesis fue encontrar una especificacién que sélo
dependa de los estados locales, es decir, encontrar un protocolo que
implemente al programa basado en conocimiento, en el que los sabios
solo tengan que ver a su estado local para determinar sus acciones. Lo
hicimos en el caso de la version de las esposas infieles y dimos un esbozo
de lo que ocurre en la versién de los tres sabios.

Nos dimos cuenta de que el conocimiento comin juega un papel
importante en el razonamiento que hacen los sabios para determinar qué
color tienen asignado; el conocimiento comiin de un hecho se determina
como que todos lo saben, todos saben que todos lo saben, todos saben
que todos saben que todos lo saben, etc. En un inicio del acertijo es
muy relevante lo que se asume que es conocimiento comin. En este
caso asumimos que hay conocimiento comin de que todos los sabios
ven a todos, de que todos oyen a todos y de que el rey les ensefia la
misma caja a todos. El conocimiento comin ocurre porque estando en
un punto estos hechos son verdaderos en todos los puntos accesibles
para el conjunto de sabios.
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Basamos el analisis del acertijo de los esposos infieles en el conoci-
miento comin de los sabios sobre el numero de sabios con cada color
que hay en la configuracién que el rey escogié. Vimos que un sabio
sabe su color si y sélo si hay conocimiento comin del niimero de sabios
que hay con ese color. Es importante notar que el conocimiento comun
puede alcanzarse en el sistema porque estamos suponiendo que tenemos
un sistema sincrono y que no hay fallas en los canales de comunicacion.

Con base en este anilisis, presentamos un protocolo que implementa
al programa basado en conocimiento; con este protocolo los sabios
pueden determinar sus acciones a partir de su estado local. Para no
modificar el estado local de cada sabio hicimos que en cada ronda,
antes de responder a la pregunta del rey, un sabio calcule el nimero
de sabios que ve con cada color y que calcule cémo ha evolucionado el
conocimiento comin, respecto al nimero de sabios que hay con cada
color, revisando toda su historia de mensajes. Suponemos que cada
sabio ha guardado una historia con todos los mensajes que ha enviado
y todos los que ha recibido; es decir que cada sabio recuerda todas las
respuestas que ha dado y todas las que ha escuchado. En una imple-
mentacién mds simple podriamos incluir una variable en el estado local
de cada sabio, que podria ser un arreglo de enteros, en la que vaya
guardando el estado del conocimiento comiin sobre el nimero de sabios
con cada color. En cada ronda el sabio tiene que ir actualizando esta
variable. También podriamos incluir otra variable en la que guarde el
nimero de sabios que ve con cada color, un sabio calcula el valor de
esta variable sélo una vez, al inicio de la ejecucion.

Para la versién del acertijo de los tres sabios presentamos algunas
ideas sobre c6mo va cambiando el conocimiento comin; aqui resulta
util pensar en el conocimiento comin de los sabios que todavia no
responden al rey. Hace falta formalizar y escribir bien los resultados
que platicamos y también hace falta analizar lo que ocurriria si el rey

_ decide volver a preguntar a los sabios, uno por uno, en el mismo orden

en el que ya les pregunté. Quisieramos saber si un sabio que no supo su
color en la primera vuelta de preguntas lo logra saber en alguna vuelta
posterior.

Por medio del conocimiento fuimos descubriendo aquello que es rel-
evante en el sistema. Logramos entender qué es lo que ocurre en las
versiones del acertijo de las esposas infieles y del acertijo de los tres
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sabios. Vimos que es muy importante pensar en cuantos sabios tienen
cada color, en los colores inevitables y en los minimos. Los colores in-
evitables corresponden a aquellos colores para los que seria posible que
un sabio tuviera asignado ese color y que lo supiera desde antes que el
rey comience a preguntar. Esto depende de la visién de los sabios y
también va a depender de lo que saben los sabios sobre la vision de los
demas. Pensamos que en nuevas versiones del acertijo seguira habiendo
conceptos equivalentes.

Todavia no queda muy claro la aplicacién de los resultados y la
relacion de los acertijos con los sistemas distrubuidos. En primera ins-
tancia seria mas facil que un sabio le pida a algin otro sabio que le
mande su vision. Asi, con solo dos mensajes, el sabio puede saber su
color. ;Por qué es necesario todo el intercambio de mensajes en el acer-
tijo? En otras versiones, con mayores restricciones a las condiciones del
problema, esta solucidén no seria posible. Puede ocurrir que se restrin-
ja las condiciones de lo que ven los sabios, de manera que ya no sea
clerto que todos se ven a todos. Inclusive los sabios podrian ya no
saber como es la visién de los demas. También puede ser que deje de
ser cierto que todos oyen a todos, es decir que ya no haya una linea de
comunicacion entre todos los procesadores. En el acertijo de las esposas
infieles el rey prohibe que los esposos se comuniquen entre ellos; también
puede ocurrir que los procesadores no se pasan informacion entre ellos
porque no confian en los demas o porque por alguna razon eso no esta
permitido.

El rey juega un papel especial en el sistema, en cada ronda escoge
de manera aleatoria al conjunto de sabios a los que les pregunta. Su
funcion es determinar cuando un sabio puede tomar una accion. En
algun momento se pensd en modelar al sistema de manera que el rey
tuviera participacion en el medio ambiente, decidiendo cuando puede
actuar un procesador. Sin embargo resulté forzado hacerlo asi.

Podriamos modificar el protocolo del medio ambiente para modelar
sisternas en los que los canales de comunicacidn fallen o sistemas en
los que algin procesador tiene algin tipo de falla. Poriamos pensar
en cambiar la visidn de un sabio para obtener versiones del acertijo
en las que los sabios no saben el color asignado a otros sabios, serian
versiones en las que los sabios no ven a todos lo demas. Si pensamos
en una grafica de visiéon que represente lo que ven los sabios, la grafica
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de vision dejaria de ser conocimiento comin. De hecho podria ocurrir
que un sabio si pueda verse a si mismo y entonces para un acertijo
més general cambiariamos el programa del rey, de manera que en cada
ronda el rey escoga un conjunto de sabios a los que les va a preguntar
v a cada sabio le pregunte si sabe el color de algiin otro conjunto de
sabios.

Los resultados obtenidos son bastante interesantes por si mismos.
Pero también nos parecié importante entender bien las dos versiones
del acertijo que estudiamos, en las que se tiene una situacién de alguna
manera ideal. Pensamos que estas ideas nos servirdn para ir analizando
otras versiones del acertijo en las que haya una relacién mas clara con
los sistemas distribuidos.
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