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Introduccién

Este trabajo es el resultado del andlisix de 1as notas de las dos conferen-
cias impartidas por ¢l profesor David P. Bellamy en el IV Taller de Investi-
gacion en Topologia celebrado en la ciudad de Oaxaca, Oax. en noviembre
1996, sobre la funcién T' de F. B. Janes. Complementado por algunas aplica-

ciones de la funcién T a hiperespacios.

En el primer capitulo se establecen los preliminares sobre continuos e

hiperespacios que se necesitaran para los siguientes capitulos.

En el seguudo capitulo introducimos la funcién T y la tomamos como
un nuevo lenguaje para establecer algunas definiciones del primer capitulo,
o sélo por ociosidad sino como una aplicacion de la misina ya que facilita
varias pruebas y unifica la visién de localnente conexo, conexo en pequeiio,
semilocalmente conexo, aposindesis y casi conexo en pequeiio a través de la
funcién T. Posteriormente, se establecen otras propiedades sobre la funcién
T, cotno sun el ser T-aditivo y T-simétrico, las cuales permiten probar algu-
nas propiedades que poseen los espacios que las cumplen. Al final del capitulo
se establece como se comporta Ia funcién T al “componerla” con funciones

suprayectivas las cuales, ademds, son monétonas o abiertas.

En el tercer capitulo se dan algunas aplicaciones de la funcién T. Se
define una nocién mas general de aposindesis y se utiliza la funicién T para
probar que tauto los productos de continuos como sus productos simétricos

la satisfacen.
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No siempre es pasible conover los origees de los ronceptos mateniticos,
en el easo de la aposindesis tenemos la suerte de gue s autor lo platica cn
[J4], asi que, a continiacion transcribimes ¢l nucimiento de la aposindesis en
palabras de su autor. Los niimeros que apareeen entre corclietes corresponden

a lus referencias que hace Jones en su articulo original.

“En 1938 fui u i primer congreso de la Sociedad Matensitica Americaia
y presenté un articulo [17]' sobre las fronteras de los doinittios comnplementa-
rios de continnes localmente conexas en espacios que satisfacen los axiomas 0-
4 de R. L. Moore?. En ¢l programa; antes de mi estala G. T. Whyburn quien
hablé sobre contimtos semilocalmente conexos en el plano [35P. Duraute e
corto tiempo entre nuestras pliticas no pude adaptar su generalizacion de
conexidad local a mi situacion. Y, de hecho fue seis meses autes de que
descubriera [18]* la nocién requerida la cual fue reahnente una generaliza-
cién de conexidad local como una propiedad puntual -un tipo de nocién
complementaris a la semiconexidad local. La terminologia de Whyburn no
era muy buena pues un continuo podia ser localinente conexo en un punto sin
ser semilocahinente conexo en dicho punto. También Whyburn babia lainado
previamente a esta nocién (semiconexidad local en el punto p) “localmente
divisible en p”. Ya sea qué a €l no le gustd Ia terminologia original o no era
muy sugestiva por lo que la habiz olvidado. Yo estaha determinado a hacer
un mejor trahajo. Asf que, después de haber consultado exhaustivammente siu
éxito un diccionario Wehster grande, consulté al Dr. Leou en ¢l Departainento
de Letras Clisicas de Ja Universidad de Texas. No fue ficil explicarie a alguien

que sabia casi nada de matemadticas lo que queria decir, que un continuo

véase [J12]
véase [Mo]
véase [Wh
véase [J1)

- W o -



Introduccidn iii

tenga a p et su interior pero no tuviera a q. Después de treinta mimrtos, sin
embargo, €l captd la idea y construyé la palabra ‘aposindético’ y he sufrido
desde entouces de burlas y comentarios sarcdsticos como: jcudndo vas a
escribir otro articulo sobre ‘apo... lo que sea’? De hecho la terminologia es
bastante buena. ‘Deo’ quiere decir ‘envolver’, ‘sin’ significa ‘junto’ y ‘apo’
quiere decir ‘lejos’.  El countimo M es aposindético en p con respecto a g

significa ‘M euvuelve a p lejos de g” 7.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados basicos de
continucs, es una introduccién que se necesita para comprender los siguientes
capitules, algunas definiciones son para espacios topolégicos en general, a

nosotros nos intetesan en su versién para continuos y ésta es la que usareinos.

En la (iltima parte de este capitulo daremos algunas definiciones bésicas
sobre hiperespacios y daremos algunos ejemplos de éstos.

1.1 Definicién. Un conlinuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio. A cualquier subconjunto de un espacio topolégico que sea un continuo
se le llama subcontinue,

1.2 Ejemplos:
(1} Cualquier intervalo cerrado [a,4) en IR es un continuo.
(2) Las bolas cerradas en R™, B, (p) = {z € R" | d(z,p) < £} son continuos.
(3} Los arcos, imégenes homeomorfas del intervalo {0, 1}, son continucs.
(4} La curva senoidal del topdlogo;
T= {(z,sen%) eR*|0<z< 1} U {{0} x {-1,1)}

€5 un continuo.

1.3 Definicién. Si X es un continuo y z es un punto de X entonces se

dice que X es localmente conezo en x, si para cualquier abierto U de X que
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contenga & 7, existe un abierto y conexo V de X que contiene a 2 y que esta

x

Se dice que X es localmente conezo si lo es en cada uno de sus puntos. Si X

cotitenido en U.

es un continuo localinente conexo, también se le llama espacio de Peano.

1.4 Ejemplo: La curva senoidal de! topélogo definida en el ejemplo 1.2 (4)
€5 un espacio conexo que no es localmente conexo ya que cualquier abierto su-
ficientemente pequeiio que contenga a algin punto del segmento {0} x[-1,1]
debe intersectar al complemento del segmento y, por tanto no es conexo.

o)) [

1.5 Definicién. Sean X un espacio métrico y C un subconjunto de X, se

dice que C es una componente de X si C es conexo y tiene la propiedad de
que si C ests contenida en D y D es un conexo de X entonces C = D.

1.6 Lema. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X con un
numere finito de componentes. Sip € A°, donde A° denota al interior de A,

entonces p estd en el interior de la componente de A que lo contiene.
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Demostracion. ‘Sean C),...,C, las componentes de A. Como p € A°,
existe £, > 0. tal que B, (p) € A Supongamos que p € €. Sea § =
min{d(Cy,C;) | j € {2,...,n}} > 0. Seace < min{e;,8}. Se afirma que

B.(p) C Cy. )
G) ©r
A o o

o &

Cs
Sear € B.(p), comoe <egy,z€ A Size C; para alguna j # 1 entonces
€ > d(p,z) > d(C:,C;) 2 § > ¢, lo cual es una contradiccién y por lo tanto
z € (). q.e.d.

El signiente resultado es conocido de topologia general y lo ponemos ya

que lo usaremos mds adelante.

1.7 Lema.  Si X tieue una cantidad finita de componentes entonces Ias

componentes son abiertas y cerradas.

1.8 Proposicién. Un continuo es localmente conexo si ¥ sdlo si cada una

de las componentes de un abierto es abierta.

Demostracién. Sea X un continuo localmente conexo, sean [J un abierto
de X y C una componente de U. Para cada punto z en C, existe un abierto
conexo Vz de X que contiene a z y que estd contenido en /. Se tiene entonces
que CUV; es conexo y e:‘ita contenido en U, por lo que se tiene que V, ¢ C.
De aqui se concluye que C = Uzcc Vz es un abierto ya que es una unién de
abiertos.

Inversamente, si U es un abierto que contiene a un puntoz y C'es la
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componente de U que contiene a z podemos utilizar & C como el abierto

conexo de la definicion de localmente conexo. q.e.d.

1.9 Definicién. Sean X un coutinuo y z un punto de X, se dice que X es
coneze en pequerio en T si para cada cerrado D de X contenido en X\{z}.

existe un coutinuo C tal quez € C°C C C X\ D.

En la siguiente proposicién se establecen dos definiciones alternativas

para conexo en pequeilo.

1.10 Proposicién. Si X es un coutinue y z es un punto de X entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
{a) X es conexo en pequefio en x

(b) Para todo abierto U de X que contenga a z, se tiene que existe un abierto
V de X que contiene a z y que estd contenido en U tal que para todo punto
y en V, distinto de z, existe un subconjunto conexo que contiene a {z.y} ¥
que estd contenido en U.

(¢} Para todo abierto U de X que contiene a z, existe un subcontinuo V de
X tal que x esté en el interior de V y V est4 contenido en U.

Demostracién. Probaremos que {a) implica a (b): Sean z € X y U un
abierto de X con £ € U, queremos demostrar que existe un sbierto V' de X
que contiene a z contenido en U tal que para todo punto y € V distinto de
z, existe un subconjunto conexo que contiene a {z,y} y esté contenido en U.
Tenemos entonces que X \ U es un cerrado de X contenido en X \ {z}, por
hipétesis existe un subcontinuo C de X talquez € C° C C C X\(x\uy=u.
Sea V = C®, para todo punto y € V, C es un conexo que contiene a {z,y} y
esta contenido en U.
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Mostraremos que (b} implica a {(c): Sean z € X y U un abierto de X con
z € U. Veremos que existe un subcontinuo V de X tal que  estd en el
interior de V' y V estd contenido en U. Sea U’ un abierto de X tal que
zel' cU cu, por hipdtesis existe W, un subconjunto abierto de X, tal
quer € W CU'ypara toda y € W, existe un conjuinto conexo . tal que
ryel, cl SenC = Usewriz) Cus € es un conexo, de donde T = V es
un continuo contenido en U ¢ U ytalqueze W C V.,

Por iltimo veremos que (c) implica a (8): Sean £ € X y D un cerrado de
X tal que D C X\ {z}. Mostraremos que existe un continuo C tal que
r€C° CCC X\D. Setiene que X \ D es un abierto con z € X \ D. Por
hipétesis existe un continuo C, tal quez € C°c C c X \D. q.e.d.

1.11 Observacién. Si en Ia definicién 1.9, D sélo fuera cerrado en X\
{z} entonces no necesarianente existiria el subcontinuo C ajeno a D y que

contuviera a x en su interior, aitn siendo el espacio conexo en pequeiio en x.

El siguiente ejemplo muestra la observacién anterior.

1.12 Ejemplo: Sea F, el continuo que cousta de los segmentos de recta
en el plano que empiezan en el origen, z, tienen pendiente n — 1y long1tud

- Sea D el conjunto de puntos extremos de F., entonces resulta que F, es
conexo en pequefio en z, de hecho es un continuo localmente COnexo, y no

existe ningin subcontinuo €' con z en su interior ¥ que sea ajeno a D.

. /

X

Se puede observar que si un continuo es conexo en pequeiio entonces no

necesariamente es localmente conexo.
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1.13 Ejemplo: El contimo mostrado en 1a siguiente figura es conexo en
pequeiio en v y no es localmente conexo en tal punto ya que todo abierto

CcOnexo que cotitenga A v contiene un continio homeomorfo al total,

Lol

La siguiente proposicién establece condiciones para la equivalencia entre

conexo en pequetio y localmente conexo.

1.14 Proposicién. Un continuo es conexo en pequeiio en todo punto de

X si y s6lo si es localmente conexo.

Demostracién. Supongamos que X es conexo en pequeiio en todos sus
puntos. Sean U un abierto de X, C una componente de U y z € C. Por
la parte (c) de la proposicién 1.8, existe un subcontinzo V de X tal que
r € V° C V C U, en particular V es un conexo contenido en U, entonces
V esté contenido en C, ademids, z € V° ¢ V € C, por lo tanto z € C°,
entonces todos los puntos de C son interiores, por lo que C es abierto y, por
la proposicién 1.8, se tiene que X ¢s localmente conexo.

Si X es localmente conexo es clare que es conexc en pequeiio en todo

punto de X. q.e.d.

1.15 Definicidn. Si X es un continuo entonces se dice que X es aposindélico

en I con respecto a y Si existe un subcontinuo K de X tal que z estaen K° y
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v€ X\ K. X ¢s aposindético en z si X es aposindético en z con respecto a
cualquier otro punto de X. Se dice que X es aposindético si es aposindético

en todo punto de X,

La aposindesis es un tema muy importante a lo largo de este trabajo,
en el siguiente ejemplo se indica en qué puntos es aposindética la curva del
topdlogo.

1.16 Ejemplo: Si X es la curva del topélogo, J es el intervalo {0} x [-11],
py r son puntos de J y ¢ no estd en el intervalo J entonces X es aposindético

€n ¢ y no es apaosindético en p con respecto de r.

Claramente de la definicién 1.9 se tiene ] siguiente resultado.

1.17 Proposicién. Si X es un continuo conexo en pequerio en z entonces

X es aposindético en z.
§

1.18 Definicién.  Un continuo X es semilocalmente conezo en el punlo
z si para todo abierto U de X con z en U, existe un abierto V de X que

contiene & z y que esté contenido en U tal que X \ V tiene un nimero finito
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de componentes. S X os semilocalmente conexo en todos sus puntos, se dice

que es semilocalmente conexo.

Un continuo semilocalmente conexo en p no es necesariatnente localinente
conexo en p, también se tiene que st un continuo es semilocalimente conexo en
P entonces no es necesariamente conexo en pequefic en p, comno lo muestran
los siguientes ejemplos.

1.19 Ejemplos:
{8) Si tomamos a X como el cono sobre la sucesién arménica {1}52, U{0},
Hamado el abanico armdnico, éste resulta ser un continuo semilocalmente

conexo en v y no ¢s localmente conexo en v.

;

(b) La suspensién sobre el conjunto Cantor es semilocalmente conexo en p y
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110 ¢S Conexa en l)(!'(lllel-l() €l p.

1.20 Proposicién. U continuo es semilocalmente conexo si y sélo si es

apasindético.

Demostracién. Sea X un continue semilocalinente conexo, probaremos que
X es aposindético. Sean z y y dos puntos distintas de X, sea U un abierto
de X \ {z}, que contiene & y, podemos tomar un sbierto U, que contiene a
y tal que U; € U, por ser X semilocalmente conexo existe un abierto V de
X que contiene a y, contenido en Uy C U y tal que X \ V tiene un ntimero
finito de componentes. Por el lema 1.6, se tiene que z esté en el interior de
la componente de X \ V que lo contiene, por lo tanto X es aposindético en y
con respecto a z, comno la eleccion de x fue arbitraria, podemos decir que lo

es globalmente.

Sea X un continuo aposindético, por demostrar que es semilocalmente
conexo. Sean z € X y U5 un subconjunto abierto de X eon r € U, para todo
punto y € X \ U se tiene que existe un subcontinuo K, de X, tal que y € K
Yz € X\ K,. Observenios que X \ I/ C Uyex\v Ky por lo tanto existen
Yio-oo¥n € X\ U tal que X\U c U], K2, c Ui Ky, Ses V = X\
U;'=1 Ky, entonces V es un abierto contenido en U, que contienea z y X\ V
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tiene un ntimero finito de componentes, por lo tanto es semilocalmente conexo
en z, como Ia eleccién de z fue arbitraria se tiene que X es semilocalmente
CONEXO. q.e.d.
Los profesores H. S. Davis y P. H. Doyle establecen en su articulo iD-
D] la siguiente propiedad de continuos que debiiit.a. la nocién de conexidad
en pequefio, ellos la utilizan para estudiar io que se conoce cowo continuos
invertibles, y a nosotres nos servira, en el capitulo siguiente, como un ejemplo
del uso de la funcién T.
1.21 Definicién. Se dice que un continuo X es casi conezo en pequetio en
un punto z de X si para todo abierto U de X que contenga a z, existe un

continuo con interior no vacio contenido en U.

1.22 Ejemplo: Si X es ¢l abanico arménico como en e ejemplo 1.19,

entonces X es casi conexo en pequeilo en p ¥y N0 €S conexo en pequeiio en p.

Observemos que la suspension sobre el conjunto de Canter es un ejemplo de
un continuo que no es ¢asi conexo en pequenc para ningdn punto distinto de

los vértices de la suspensidn.

s
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Podemos establecer un cuadro que contenga las implicaciones de algunas

de las propiedades antes mencionadas.

Locatmente Cohaxto

l

Conaxo sn Pequefio

7N

W“‘“\“W Cast Conaxo en Pequefio

Semilocahnents Conaxo

1.23 Definicién.  Se dice que un continuo X es descomponible si s Ia
unién de dos de sus subcontinuos propios. De otra manera diremos que X es

indescomponible.

1.24 Definicién. Un continuo X es hereditariamente descomponible (in-
descomponible) si todo subcontinuo no degenerado de él lo es.

Los continuos mas familiares son descomponibles, de hecho no es facil
encontrar coutinuos indescomponibles. En [N2], 1.10 p.7, Nadler construye

un continuo indescomponible no degenerado.

1.25 Lema. Un coutin‘uo X es descomponible si v sélo st X contiene un

suhcoutinuo propio cou interior no vacio.

Demostracidén. Si X es un continuo descomponible entonces X es la unién
de dos subcontinuos propios Y y Z entonces X \ £ es un abierto no vacio

contenido en Y, de donde ¥° = Intx (V) # 8.
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Supongames que X tiene un subcontinuo propie Y con interior no Vacio.
Si X \Y es conexo entonces X\Y esun subcontinuo propio de X, de donde
X = YUX\Y es una descomposicion de X. 8i X \Y no es conexo entonees
X\Y =UuV. donde U y V son abiertos ajenos no vacios. Afirmamos que
YuU y YUV son subcontinuos de X. Como X\ (YUU) = V, se tiene que
Y UU es cerrado y por tanto compacto. Analogamente se ve que Y U Ves
compacto.

Si Y U U no fuera conexo entonces Y UU = KUL, donde K y L
son cerrados ajenos y no vacios de Y U U y tanbién son cerrados de X.
Como Y es conexo, ¥ € K o Y ¢ L. Digamos que Y C K, entonces
L c U, lo que implica que L N Cix(V) = 8. Por lo anterior se tiene que
X = LU(KUClx(V)), pero L y K UClx(V} son cerrados ajenos de X. lo
que contradice ia conexidad de X. Por lo tanto Y UU es conexo. De manera
similar se prueba que Y UV es conexo. Asf que, en este caso, tenemos que
X = (Y UU)U(Y U V) es una descomposicién de X. q.ed.

1.26 Corolario. Todo continuo de Peano es descomponible.’

1.27 Corolario Un continuo X es indescomponible s y sélo si todo sub-

continuo propio de X tiene interior vacio.

1.28 Definicién. Un continuo X es irreducible entre dos de sus puntos si
no existe un subcontinuo propio de X que contenga a ambos puntos.

1.29 Ejemplos:
{1} Cualquier intervalo cerrado fa,b] en IR es irreducible entre a y b.

(2) La curva senoidal del topdlogo es irreducible entre cualquier punto del
segmento {0} x [—1,1] y el punto (1,senl).
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1.30 Teorema. Sea X un coutinuo irreducible entre a yYbyseaC un
subcontinuo de X. Si C es tal que X \ C 1o es conexo entonces X \Cesl
tuicn de dos subconjuntos abiertos y conexos, uno de los cuales contiene a a

¥y el otro coutiene a b. Ademds, si a € C entoices X \ C es conexo.

Demostracién. Supouganos que X \ € 1o es conexo, entonces existen dos
subconjuntos no vacios, abiertos y ajenos, Py Q, de X tales que X\ C =
PuUQ. Sesigue de la demnostracién del lema 1.25 que tanto A = PUC como
8 = QUC son subcontinuos de X. Ademais, X = AUB, ANB=C, A# X
yB#X.

Como X es un continuo irreducible entre a y b, se tiene que a & C, pues
sia € C entonces {a,b} C Ao {a,b} C B, lo cual contradice la irreducibilidad
de X entre a y b. Anélogamente se demuestra que b ¢ C. Por tanto, {a,b} C
X\ C = PUQ. Podemos supouer quea € Py que b € Q, pues PNn@g=0.

Como A y B son subcontinuocs propios de X, ni 4 ni B pueden contener
a {a,b}.

Como A es un subcontinuo propio de X y a € A, se tiene que @ =X\ A
es conexo. Pues de otro modo X\ A= HUK, con H ¥y K abiertos ajencs
¥ no vacios. Como b € X \ A, podemos suponer que b € H de donde AUKH
ser{a un subcontinuo propio de X que contendria tanto a a como a b, lo que
contradice la irreducibilidad entre a y b, lo que implica que @ es conexo.
Andlogamente se ve que P es conexo. Un argumento similar prueba que si

a € C entonces X \ C &5 conexo. . q.e.d.

1.31 Teorema. Del Cable cortado. Seaz X un espacio meétrico y compacto,
sean A y B dos subconjuutos cerrados de X. Si no existe niogiin subconjunto

conexo de X que intersecte tanto a A como a B entonces existen X 1 ¥ X,
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tales que X = X, U Xq donde X\ y X; son dos cerradas ajenos de X con
AcC X; Y BcC Xg.

Una demostracién se encuentra en [N2], 5.2, p.72.

1.32 Definicién. Sean Z un espacio y U/ un subconjunto de Z, la frontern
de U en Z, denotada por Bd{U/), est& definida como:

Bd(U) =T n(Z\ D).

1.33 Teorema. De los golpes en lg frontera. Sean X un continvo, U un
subconjunto abierto y no vacio de X. Si K es una componente de U entonces

K 0 Bd(U) # 0.

Una demostracién se encuentra en [N2], 5.4, p.73.

1.34 Definicién. Un continuo X es arco conexo si para cualesquiera dos
puntos z y y de X, existe una funcién continua e inyectiva a:I — X tal que

all)=zya(l)=y.

1.35 Ejemplos:- Todo continuo de Peano es arco conexo (véase [H-Y],
p-116).

1.36 Definicién. Un continuo X es unicoherente si cada vez que X se puede
poner como la unién de dos subcontinuos propios se tiene que la interseccién

de dichos subcontinuos es conexa.

1.37 Ejemplos:

(1) Cuslguier intervalo en IR es unicoherente.
—
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(2} El circulo no es un eontinuo unicoherente,

A

he)

Tampoco es unicolierente ningin continuo que sea de “la forma” como se

muestra en la siguiente figura.

1.38 Definicién. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si todo

subcontinuo de X es unicoherente.
1.39 Ejemplo:

(1) Cualquier intervalo es hereditariamente unicoherente.

(2) El abanico armdnico es hereditariamente unicoherente.

Dedicaremos la dltima parte de este capitulo para dar una introduccién

a los hiperespacios asi como el cdlculo de algunos de éstos.

1.40 Definicién. Si X es un continuo con métrica d entonces los hiperes-

pacios asociados a X se definen de la siguiente manera:

2% = {A € X | A es cerrado y no vacio}
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C(X)={A€2%| A es conexo }

y para todo entero positivo n se define el n-ésimo producly simélrico de X

de la siguiente manera:

Fo{X) = {A C X | A tiene a lo més a puntes}.

1.41 Definicién. Si X es un espacio métrico con métrica d entonces la

£-Nube de A se define como sigue:

N(c, A) = {z € X | d(z,a) < £ para alguna a € A}.

Para convertir a 2X, C(X) y a Fu(X) en espacios topolégicos definiremos

una métrica, H, en 2X como:
H{A,B)=nffe >0lACN(e,B)y BC Nie, A)}-

A H se le lama la métrica de Hausdorff.

Intuitivamente podemos observar, que dos conjuntos estin cercanos con

la métrica de Hausdorff si s¢ parecen y estdn encimados.

<=

1.42 Teorema. H es una métrica para 2%.

Una demostaracion se encuentra en {N1] (0.2).
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1.43 Lema. Sean Ay B dos puntos de 2X y e > 0, H{A,B) < € si y sélo
si ACN(e.BYy BC N(:, A).

Demostracién. Si H(A,B) < ¢ entonas, es clato que, A € N{¢. B) y
B C N(e, A). Si A C N(¢, B) entonces, como N{e, B) = Uges<e N(6, B) por
compacidad de A4, existe 8y < ¢ tal que A C N{6g, B), de la misma manera
existe 8) < ¢ tal que B C N(6,, 4), sea § = méx{o.6;} < ¢ por lo tanto
H(A,B)<é<e q.ed.

Veremos ahora algunos hiperespacios:

1.44 Ejemplos:

(1) i X = [0,1) entonces C(X) = {[z)) C 0,1} 160 <z <y < 1}.
Consideremos €l conjunto £ = {(z,y) € R? | 0 < z < y < 1}, notemos que
la funcién

[e(01) — €

definida como f(fa, b]} = (a,}) es un homeomorfismo.

e



18 : Maria Antonicta Molina Garza Galindo

(2) Si X = 5! entonces C(X) es un disco.

O-@

Sea X = {(z,y.0) € R*|2? +y? = 1}, para todo p € X, defininos Jip], el
arco en IR® con puntos extremos p y (0,0, 27).

Sea @ = U{J[p] | » € X}. Q es el cono sobre X en R® con vértice en
(0,0,2n).

Si definimos 1: C{X)\ {X} — [0, 2) tal que si A € C(X)\{X} entonces
I(A) es 1a longitud de arco, podemos también definir & m: CXIN{X} =X
haciendo que para cada A € C(X)\ {X}, m(A) ses el iinico punto que divide
a A en dos subarcos de igual longitud.

Definimos A: C(X) — @Q tal que h(X) = (0,0,2x) y para todo A €
C(X)\ {X}, h(A) es el tinico punto en J{im(A)] cuya tercera coordenada sea
igual a I(A). Se puede probar que & es un homeomorfismo de C(X) sobre Q

y éste, a su vez, es homeomorfo al disco.

(3) 51 X esel triodo AUB, con A = {[~1,1}x{0}} c R* y B = {{0}x[0, 1]} C

IR? se puede mostrar que C(X) es homeomorfo & un cubo con tres tridngulos
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“pegados™ como se muestra en la siguiente figura.

Obervemos que F\(X) es una copia isométrica de X usando la métrica
de Hausdorff y que Fy(X) C Fa(X) C... C Fu(X) C... C 2X.

(4) Veamos quien es F3(X) para el intervalo, X = [0,1]. Si definimas
F: F3(X) — B como f({a.b}) = (222,16 - a]) tenemos un homeomorfismo
entre F2(X} y el tridngulo, como muestra la siguiente figura.

A
. F1

a b

Observemos que F3(]0,1}) es homeomerfo a C([0,1]) y Fi{X) es homeo-
morfo a X.

8)Si X = & mostr_arémos que F3(X) es homeomorfo a una banda de
Mébius.

La siguiente descripcion fue tomada de [1}. Para dar un modelo de F3(X),

observemos quesi A = {a,b} € F3{X), entonces podemos asociar a A el punto
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que esti situado en la direccién del punto medio (en ¢l arco) de los puntos @

y b y cuya distancia al origen es 1+ (lengitud del arco mds pequeiio que une

O—C-

La imagen de esta asociacién es el conjunto B = {(r.y) € R*|1<

a a con b).

d(z,y) € 1 + 7} y seria una representacion perfecta para F(X) si no fuera
por que no es funcién, para las parejas de puntos antipodes. De manera que
para obtener ls representacion correcta de F3(X) lo que tenemos que hacer
es identificar las parejas de puntos antipodos en el circulo externo de B. Para
hacer esto prilnero haremos un corte 8 B, corte que volveremos a pegar des-
pués en la misma manera en la que estaba para no alterar las propiedades
topolégicas de B. Esto se puede hacer siguiendo los pasos marcados a con-

tinuacion:
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Por tanto F3(X) es homeomorfo a una banda de Mébius.

Se puede probar que 2X y C{X) son compactos y arcoconexcs, véase
[N1] 1.13 y que Fo(X) es un continuo, véase [B-U] p.877. De hecho se puede
probar que 2% siempre contiene a un subeonjunto homeomorfo al cubo &e
Hilbert, (véase definicién 1.45} lo que implica que tiene dimensién infinita y
por esta razén no se pueden hacer dibujos de 2%, mientras que C(X) es muy

variado como heinos visto en los ejemplos anteriores.

Mostraremos que 2% contiene un cubo de Hilbert para e] caso particular

del intervalo. ‘

1.45 Definicién. Si [, denota al intervalo [0, 1] para toda n € IN entonces
llamamos a H 1, el cubo de Hilbert, al cual denotaremos como Q.

n=]



22 Marie Autonicla Moling Garza Galindo

o
1
El cubo de Hilbert con la métrica dada por dg{z,z') = Z F‘x" ~zhls

n=1
donde £ y ' son puntos de Q, resulta ser un continuo. (véase [wi) 22.3 p.161)

1.46 Proposicién. Sil=[0,1] entonces 2' contiene un cubo de Hilbert.

o
Demostracién. Sea Q el cubo de Hilbert, @ = [ I, donde I = [0,1]

n=1

para toda n € IN. Sean A, = (g, 57), intervalos de 1. Para cada n
fija, definimos £a:1 — {gk, 715} como £.(t) = (1 - e + tyty. &n &5
un homeomorfismo para cada n. La sucesién {A,} converge a {0} con la
métrica de Hausdorfl. Definamos una funcién f:Q — 2, de la siguiente
maners, para cualquier punto {t.} € Q, f{{ta}) = {&altn)} U (0} € 2"
Queremos probar que f es un homeomorfismo, primero veamos que [ es
inyectiva, si {ta},{sa} € Q ¥ {ta} # {sa] entonces t,, # sm pars alguna
m € I, asi que £m(tm) # &n(sm). Observemos que f es continua. Sea
€ > 0, por la convergencia de la sucesién, {A,}, existe N € N tal que si
n > N entonces H(Aa,{0}) < §. Si {sn}, {ta} €EQyn,m2 N entonces
dealta),0) < § ¥ dEm{5m),0) < &, pOx lo tanto, d(faltn),Emlsm)) < ..
Como £y, ..., &x son continuas existen §y,...,6x tales quesi —2!,- t;—385 1< &5
entonces [¢;(t;) — &(s;)] <&, sea § = min{6y,...,dn}. Queremos ver que si
da({t}, {sn}) < & entonoes H{({n}), ({3a})) < . De mancrs equivalen-
te probemos que f({ta}) C N(c, f{{2a})) ¥ que f{{sn}) C N(e, f({ia}}}- St
m < N entonces gk|tm — sml < do({tn}, {sa}) < & < 8m y como {m(tm) €
f({ta}), se tiene que, |Em(tm) — Em{sm)l <€ ¥ &mlsm) € f{{sa}}sim 2 N
y entonces f{{tn}) C N(g, f({s.})). Andlogamente se prueba que f({sa}) C
Nie, f{{t=})- q.e.d.



Capitulo 2

La Funcién T de Jones

En este capitulo estudiaremos la funcién T definida por F. Burton Jones
en [J3]. Primero veremos cémo se pueden poner algunas propiedades de
los continuos en térninos de esta funcién. Posteriormente utilizaremos este
nuevo enfoque para probar algunos resultados de una manera mas simple. La
nocién de aposindesis fue la motivacién de Jones para definir la funcién T

Debido a la similitud existente entre la definicién de la funcién T y 1a de

la cerradura, incluimos ésta vltima.

2.1 Observacién. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de
X, notemos que la cerradurg de A satisface:

X\A={zeX| existe un abierto Wde X talquez € W y Wn A =8).

2.2 Definicién. Sean X espacio métrico y compacto y A un suboonjunto
de X, definimos a T(A) como el conjunto que satisface:
X\T(A} = {z € X | existe un subcontinuo W de X tal que z e W° y
WnA=29}
A la funcién T se le tlnmf.\ Juncion T de Jones. Utilizaremos la notacién de
T(z) para T({z})).

2.3 Obervacién, Si X es un espacio mnétrico y compacto entonces para
todo subconjunto A de X, A estd contenido en T(A).
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2.4 Lema. Dado un espacio métrico y compacto X, si A es un subconjunto

de X entonces T A) siemnpre es un cerrado de X.

Demostracién. Probar que T{A4) es un cerrado es equivalente a probar que
X\ T(A) es un abierto. Sea x € X \T(A), entonces existe un continuo W tal
que z € W° C W C X\ A, de donde se tiene que W° C X \T(4). q.ed.

La siguiente afirmacién establece el enlace entre la aposindesis y la

funcion T.

2.5 Lema. Sea X un espacio inétrico y compacto, si z estd en X \ T(A)
entonces X es aposindético en z con respecto a todos los puntos de A.

Demaostracién. Sean z un punto de X \ T{A) y e un punto de A, veremos
que X es aposindético en T con respecto a. Por la definicién 1.15, debemos
de probar que existe un subcontinuo K de X tal quex € K° ya € X \ K.
Por la definicién de T(A), se tiene que existe un subcontinuo X de X, que
contiene a z en su interior y tal que K N A = @, por lo tanto a € K, de aquf
que X es aposindético en r con respecto a cualquier punto de A. q.ed.

2.6 Proposicién. Para un espacio métrico y compacto X, si A y B son
subconjuntos de X tales que A C B entonces se tiene que T(A) C T(B).

Demostracién. Supongamos que A C B, si z € X \ T(B), entonces existe
WeC(X)talqueze WeCW C X\ BCX\A,dedonde z € X\T(A),
por lo que X \ T(B) C X \ T(A) y por tanto T(A) C T(B). q.e.d.

2.7 Corolario. En cualquier espacio métrico y compacto X, si A y B son
dos subconjuntos de X, entonces T(A)u T(B) € T(Au B).

Demostracién. Como A C AUB, por la proposicién 2.6, T(A) ¢ T(AuB).
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Andlogamente T(B) € T(AURB). Por tanto T{AYUT(B)Y C T(AUB). q.ed.

2.8 Proposicién. Si X es un espacio métrico ¥ compacto con una cantidad

finita de componentes entonces T(B) = 0.

Demostracién. Sean z un punto de X y C Ia componente de X que lo
contiene. Por ¢l lema 1.6, z € C°. Por el lema 1.7 C es un subcontinuo de
X, por tanto z € X \ T(B). Como z fue un punto arbitrario de X , se tiene
que T(@) = 9. q.ed.

Daremos algunos ejemplos para visualizar mejor la funcién 7.

2.9 Ejemplos:

(a) Observemos que no siempre T(#) = @, si X es el conjunto de Cantor,
T(0) = X. Para ver esto, supongamos que existe un punto x € X \ (@), de
donde existe un subcontinuo, W, de X tal quez € W° ¢ W ¢ X \ @ Por
atra parte, X es totalmente disconexo y ninguno de sus puntos es abierto en
él, por tanto, X no contiene subcontinuos con interior distinte del vacio. De
lo anterior podemos concluir que no puede haber un punto z en X \ T(0).
Asi que, T{#) = X.

(b) SiY = {}32, {0} entonces T(#) = {0}. Un argumento similar al dado
en {a), prueba este hecho.

i

{c) Sea X el cono sobre el conjunto de Cantor, con vértice en v y base B.
Se puede ver que T{(v) = X. Sir es un punto de X diferente de v entonces
resulta que T(r) es igual al segmento hacia B desde r. Ademas se tiene que
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T(8) = B.

(d) Si construimoes el espacio Y = X U X; con X el espacio del ejemplo
anterior y X otra copia del cono con vértice en un punto vy de la base B
{véase figura de abajo). Se tiene en este caso que

¥

T(v) = X, T(n1) = Y y T(T(v)) = T*(v) = Y, se puede observar en este
ejemplo que, en general, la funcién T no es idempotente, T? £ T.

(e) Si retomamos el ejemplo 1.16 de la curva senoidal del topélogo se puede
calcular que st A # 8y A C J se tiene que T{A) = J, ademés T(p) = J, para
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todo punto p € J y T(q) = {q}, si ¢ = {z.sen 1), para alguna z € (0,1] en

este caso si se cumnple que T(q) = T?(q).
A L
5

El siguiente ejemplo muestra que, en general, no es cierto que T(AUB) =
T(A)uT(B).

(f) Sea X la suspensién sobre la sucesién {1152, U {0} con vértices en g y b.
Se tiene que para todo z € X, T(z) = {z}. En particular, observemas que
T(a) = {a}, T(b) = {b} y T({a,b}) es el segmento horizontal.

. 2.10 Teorema. Si X es un continuo y W es un subcontinuo de X entonces
T(W) también lo es.
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Demostracién. Por el lema 2.4, T(W) es un cerrado. Supongamos que
T{W) no es conexo, entonees T(W) = AU B, con A y B dos cerrados ajenos,
no vacfos. Sabemos que W C T(W). Coimo W es conexo, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que W C A. Por lo tanto existe un abierto U de
Xtalque ACUyUNnB=0.

- 4
.. B
, LY
r 4 *
.
O \
i 1
!
. !
\ 1
[ ’
L K

-

Notemos que Bd(U)nT(W) = @, por tanto, para todo punto z de
la frontera de U, existe W, € C(X) tal que z € W7 c W, C X\ W,
como la {rontera de U es compacta, existen zl, . Zn € Bd(U) tales que

-Bd(U)CUW° ch,, Sean V = U\(U W,)yY =X\V=

i=1 i=1 j=1
n

(X\U) U(U W.,), por el teorema 1.33 (de los golpes en la frontera) se tiene
i=t
que Y tiene un ndmero finito de componentes y B¢ X\U c X\U CY.

Sean b € B y C la componente de Y que lo contiene. Por el lema 1.6, se
tiene que b € C°. Ademds, por otra parte Y N W = @, de donde resulta
que CNW = 0 y de aqui se concluye que & € X \ T(W) lo cual es una

contradiccion. ' q.e.d.

La funcién T, se puede utilizar para probar algunas propiedades de los
continuos de manera mds sencilla, es par esto que dedicaremas esta parte para
establecer algunas equivalencias entre las definiciones cldsicas para continuos

vistas en el capitulo 1 y su versién en términos de la funcién T de Jones.
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2.11 Proposicién. Sea X un continuo. X es conexo en pequeiloenpsi y
s0lo si para todo subconjunto cerrado A de X, si p pertenece a T(A) entonces

} pertenece a A.

Demostracién. Sea X un continuo y SUPOLEAINOS quUe €S Un espacio conexo
en pequeno en el punto p. Sea A un subconjunto cerrado de X ¥ SUpOngamos
que p € A, asi A es un cerrado contenido en X \ {p}. Por ser X conexo en
pequeito en p, existe C € C(X) talquepe C°c Cc X\ Ay pot lo tanto
p & T(A). o

Supongamos que para todo subconjunto cerrado, A, de X si p € T(A)
entonces p € A. Demostraremos que X es conexo en pequefio en p-

Sea D un subconjunto cerrado de X contenido en X \{p}. Comop gD
se tiene que p € T(D) lo que implica que existe C € C{X)talquepe C° ¢
C C X\ D. Por tanto X es conexo en pequeiio en P q.e.d.

2.12 Proposicién.  Dadae un continuo X , se tiene que X es localmente
conexo si y sélo si para todo conjunto cerrado A de X se tiene queT(A) = A.

Demostracién. Primero supongamos que X es localmente conexo, mostra-
remos que T(A) = A paré cualquier subconjunto cerrado A de X. Sea A un
subconjunto cerrado de X, entonces X \ 4 es un abierto. Seap € X\ A,
entonces existe un abierto U tal que p € UcUcX\A como X es
localmente conexo, existe un subeoujunto abierto y cone;xo, V, de X tal que
peVcl, dedondepErVCVC'ﬁCX\A, por lo tanto p ¢ T(A). Esto
demuestra que T(4) C A, por otro lado se tiene también que A C T(A), por
la proposicién 2.3, de donde se concluye que A = T(A).

Ahora, supongamos que T(A) = A para cualquier cerrado de X, veremos

que X es localmente conexo. Seanp € X y U subconjunto abierto de X con
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p € U. Tenemos que X \ U es un cerrado que no contiene a p, por lo que
p & T(X \ U) entonces existe C € C(X) tal quepe C°y CN(X \U)y=10,
de donde € € U y X es conexo ¢ pequeiio en p. Como p fue un punto
arbitrario de X. X es conexo en pequefio en todos sus puntos. Por tanto, X

es localmente conexo por la proposicion 1.14. q.ed.

2.13 Proposicién. Para un continno X resulta que X es semilocalmente
conexo en p si y solo si T{p} = {p}.

Demostracién. Supongamos que X es semilocalmente conexo en p, probare-
mos que T{p)} = {p}. Por la proposicién 2.3 sabemos que {p} C T(p). Sean
g € X\ {p} vy U un subconjunto abierto de X tales que p € Uyge X\U.
Como X es semilocalmente conexo en p, existe un subconjunto sbierto V' de
X que contiene a p, tal que X \ V tiene un ntimero finito de componentes y
V c U. Por la proposicién 1.6 se tiene que ¢ estd en el interior de la com-
ponente de X \ V que lo contiene con esto se concluye que ¢ Z T(p) y por lo

tanto T'(p) = {p}-

Ahora veremcs que X es semilocalmente conexo en p st T(p) = {p}.
Sean p € X y U un subconjunto abierto de X con p € U, como T(p) = {p}
parat,odoqeX\{p}existeCQEC(X),t.alquequ:CngX\{p},
observemos que X \U € | ] Cj entonces existen g1,-..gn € X\ U tal

qeX\U

n n n

que X\U C UC,’;J C UC,,,.. Sea V = X'\ UC,,., entonces V es un
=1 i=1 =1

abierto, V C U, p € V y X\ V tiene un nimero finito de componentes

ya que su complemento es una unién finita de conexos, por lo tanto X es

semilocalmente conexo en p. q.e.d.

De la definicién 1.15 se tiene el siguiente resultado.
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2.14 Proposicidén. Si X es un continuo entonces X es aposindético en p

cou respecto a q si y sdlo si p € T{q).
La siguiente proposicion es la versién global de la anterior.

2.15 Proposicidn. Si X es un contimie entonces X es aposindético glob-

almente si y silo si T(p) = {p}, para todo puuto p de X.

Demostracién. Supongamos que X es aposindético, es claro que X\ {p} =
{reX| existe W € C(X) tal quez € Wey W C X\ {p}}, por lo que
T(p) = {p}.

Inversamente sipy ¢ € X y ¢ # p entonces q € T(p) por lo tanto se
tiene que existe W, € C{X) tal que p ¢ W, y 9 € W2 lo que implica que X
es aposindético en ¢, con respecto a p como p y q fueron arbitrarics, se tiene

que X es globalinente aposindético. q.ed.

2.16 Corolario. Un continuo X es aposindético si y sdlo si es semilocal-

mefte conexo.

2.17 Proposicién. Un continue X es casi conexo en pequeiio en p i y sdlo
st para cada A C X tal que p € T(A)°, también es cierto que p € A.
Demostracién. Sea p € T(A)°, entonces existe N € N tal que Bﬁ(p) C
T(A)°, para toda n > N. Por ser X casi conexo en pequeiio en p, existe un
continuo con interior no vacfo. Wi, tal que W, C Bi(p) C Bl(p) C T(A),
de aqui que W, nA;EByW NAC W,N4, sea z, un punto de W, N 4,
como {z,}52, converge a p, entonces p € A.

Sea V' un subconjunto abierto de X tal quepe Vc V c U. Si alguna

componente de V tiene interior no vacio entonces esa componente nos sirve
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para comprabar la condicion mencionada en la definicién de cast conexidad
eh pegueio.

Supongamos que todas las componentes de V tienen interior vacio. Sea
A = Bd(V), observemos que A es cerrado y que p € A. Queremos ver que
V < T(A). Supongamos que cxiste z € V \ T{A), entonces existe W € C(X)
tal que z € W° ¢ W C X\ A y. como ninguna componente de V tiene
interior, debido a que W es un conjunto conexo con iuterior distinto del
vacio, resulta que intersecta tanto a V como a X\ V, asi que WNBd(V) £ 0,
pero esto es lo mismo que W N A # 0. Lo cual es una contradiccién. Por
tanto, V € T(A) y, como p € V < T(A4), p es un punto interior de T(A),

pero p € A = A, lo cual es una contradiccién. q.ed.

La siguiente proposicién nos da otra equivalencia para casi conexo en

pequeho en términos de la funcién 7.

2.18 Proposicién. Un eontinuo X es casi conexo en pequeio sf y sélo s

para todo subconjunto cerrado F de X, se tiene que F° = T(F)°.

Demostracién. Supongamos que X es casi conexo en pequefio. Como
F C T(F) se tiene que Dada = € T(F)°, por la proposicién 2.18, z € F = F.
Por tanto T(F)° C F. De manera que T(F)° C F°* y F° =T(F)°.

Ahora supongamos que para todo subconjunto cerrado F de X, T(F)® =

F?. Sean r un punto de X y U un abierto de X que coatiene a . Como

(XA\UYNU =@, setiene que T(X\U)NU =0 Dedonde existey € U

tal que y € T(X \ U), de donde existe un subcontinuo K de X tal que
ve K°C K C X\{(X\U)=U, de donde X es casi conexo en pequefio.

q.e.d.

2.19 Proposicién. Si X es un continuo entonces X es indescomponible si
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vy s6lo si T(p) = X para todo punto p de X.

Demostracion. Si X s indescomponible entonges por el corolario 1.27 todo
subcontinuo propio tiene interior vacio, por lo tanto T(p) = X, para todo
punto p de X. Inversamente, supongamos que X es descomponible, entonces
existen A y B dos subcontinuos propios de X talesque X = AUB. Seanay
b puntos de A y de B, respectivamente, talesquea € A\By b € B\ A, como
be B° C B C X\ {a} entonces b ¢ T(a), por lo tanto T(a) £ X. q.e.d.

2.20 Teorema. Si X es un continuo tal que para cualguier subcontiutio Y

de X se tiene que T(Y) = Y entonces X es localmente conexo.

Demostracién. Sea @ un subconjunto abierto de X. Por la propasicion
1.8, basta probar que todas las componentes de @ son abiertas. Sea p € Q.
Como T(p) = {p} ¥y X\ Q es compacto, existe un nitinero finito de continuos
contenidos en X \ {p} tales que el interior de dichos continuos cubre 2 X\ Q.
Sea W = {W;}7L, una coleccién finita de subcoutinuos de X contenidos

en X \ {p} tal que X\ Q C | J Int(W;) y W tiene la menor cardinalidad

j=1

posible. Sea U = X\ U W; y sea P la componente de U que contiene
i=1
a p. Mostraremos que p € Int{(P) C P C Q, de aqui se seguird que las

componentes de @ son abiertas. Por el teorema 1.33 (de los golpes en la

frontera), cada componente de U intersecta a U W;. Por la minimalidad
i=t
de m se tiene que ninguna componente de U. salvo P, puede intersectar a

mis de una W;. Para probar esta afirmacién, supongamos que P’ es una
componente de U diferente de P, tal que intersecta tanto a W; como a W,
Observemos que, en este caso, PUW;UW, es un continuo. De donde resulta
que W = (W, . W, P uW; UW,}\ {W; W] tiene m — 1 elementos v
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X\@C (U:n‘ Wa) U(P'UW;UWy), lo cual contradice 1a minimalidad de mn.
'm

De lo anterior resulta que si para cada 5 € {1,...,m}, Aj denota ala union de

todas las componentes de U que intersectan a W; entonces para cada j # K,

A,-nAch.

Por otra parte, como p ¢ T{W;) = W;, para cada j € {1,...,m}. existe
un subcontinuo K; de X tal que p € Int(K;) € K; C X'\ W;. Entonces
también se tiene que K; N (A4; \ P) = 0. Para ver esto, supougamos que
existe z € Kj N{A;\ P). Sea L la componente de K; MU que contiene a z.
Por el teorema 1.33 (de los golpes en la frontera), se tiene que L lﬂbersecta

a la frountera de K; NT en K. Esta frontera estd contenida en U Wi (si
=1
yE€ BdK,.(Kjﬁﬁ) entonces y € U. Siy € U entonces y € K;0U C K,-ﬂ-’j

vy (K; nUYN(K; \ (K;NT)) = 8, lo cual es una contradiccién. Por tanto

y € U\U < | J Wy). Por tanto, existe k € {1,...,m}\{j} tal que LW, # 8.
=1
Pero | C M, para alguna componente M de U M#APyMCcCA; porlo

que M NW; =8, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, ﬁ I{,-r] (D(A,-\P) =6, dedondesetienequeﬁk,- C

i=1 i=1 =1

P. Comop € Int nK,- , resulta que p € Int(P). Por tento P es una
i=1
vecindad conexa de p contenida en Q. Como p fue un punto arbitrario de Q,

se tiene que las componentes de Q son abiertas. q.e.d.

A continuacién introducimos una nocién un poco més general que con-

tinuo irreducible, la cual nos serd de utilidad posteriormente.

2.21 Definicién. Diremos que un continuo X es débilmente irreducible

si el complemento de cualquier unién finita de subcontinuos de X tiene un
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mimero finito de componentes.

Observemos que la circunferencia unitaria del plano es un continuo dé-
bilmente irreducible que no es irreducible. Por otra parte, si en la curva
del topdlogo (ejemplo 1.16) identificamos el punto {1,sen(1)) con el punto
(0, -1), obtenemos un espacio Hamado Circulo de Varsovia, el cual es un
ejemplo de un continuo débilmente irreducible que no es irreducible y que no

es localimente conexo.

2.22 Lema. Si X es un coutinuo descomponible e irreducible y Y y Z son
dos subcontinuos propics y ajenos de X entounces X \ (Y U Z) tiene a lo més

tres compeonentes.

Demostracién. Como X es irreducible, por el teorema 1.30, X \ Y tiene
a lo mas dos componentes. Supongamos que X \ Y = UuU V, donde U y
V son subconjuntos abiertos y conexos de X, Z € U y V puede ser vacio. -
Andlogamente, podemos suponer que X \ Z = HUK, donde H y K son
subconjuntos abiertos y conexos de X, ¥ ¢ H y K puede ser vacfo . Sea
R = (U\Z)N{H\Y). Observemos que R es un subconjunto abierto de X, que
RNY #0yque RNZ # 0. Afirmamos que R es conexo. Supongames que no
lo es. Por el teorema 1.33 (de los golpes en la frontera), se tiene que si C es
una componente de R entonces CN(Y U Z) # 0. Si existiera una componente
CdeRtalque CnY ;‘6 @yqueCnN2Z# Bentonces VUYUCUZUK
seria un subcontinuo de X que contendria a sus puntos de irreducibilidad, de
donde X = VUYUT c ZUK. Como RN(VUY UZUK) = 8 resultaria
que R C €. De donde R seria conexo, pues C € R C C, lo cual contradiria
nuestra suposicién. Por tanto, para toda componente C de R se tiene que
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CNY =00CNZ =0 Sean

A = {C | Ces una componente de Ry CNY # 8}

B = {C| Ces una componente de Ry CNZ#0).

Afirmamos que tanto A como B son no vacios. Supongamos que B = §.
Observemos que V UY U (UA) es un conjunto conexo y que (UA) no lo es.
Asi que existen dos subconjuntos J y L de VUY U {UA), los cuales estén
separados en V U'Y U{UA) tales que UA = JU L. Notemos que VUY U J
y que VUY UL son conjuntos conexos (véase [K}, p. 133). De esta manera
se tiene que (YUY UT)NZ #0800 que (VUYUL)NZ # @ Supongamos
que (VUYUTIN Z #£ 8. Por lo anterior resulta que, (VUYUJ)UZUK
&s un subcontinuo propio de X que contiene a sus puntos de irreducibilidad,
lo cual es una contradiccién. Por tanto B # @, Andlogamente s tiene
que A # . Observemos que, como X es un continuo, (GA)n (UB) # 6.
Sea z € (UA) N (UB). Como z € (UA), existe una sucesién {a,}32, de
puntos de UA que converge a z. Para cadan € N, sea C, € A tal que
an € Ca. Sin pérdida de generalidad podemmos suponer que la sucesion,
{Ca}1.,, de subcontinuos de X, converge a un subcontinuo T de X, pues
C(X) es compacto. Notemos que TNY # @ y que z € T. De manera
semejante podemos argumentar la existencis de un subcontinuo 7 de X tal
que T'AZ # @y que z € T'. De lo anterior se deduce que VUY UTUT'UZUK
es un subcontinuo propio de X que contiene a sus puntos de irreducibilidad,

lo cua! es una contradiccién. Por tanto, R es conexo.
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Por otra parte observemas que

XA\ [(VUYYU(ZUK) = (X\V)N(X\YIN(X\Z)N(X\ K)
= (UNY)N{X\Y)N(X\Z)n{HN2Z)
=UNH
=UN(X\Y)N(X\Z)nH
=UN(X\Z)n(X\Y)nH
=(U\Z)N(H\Y)
=R

Como VN(YUZUK) =08y KN(ZUYUV) = B se tiene que X \(YUZ) =
VURUK. q.e.d,

2.23 Proposicién. Si X es un contimio irreducible entonces X es débilmente
irreducible.

Demqstfacidn. Sea {Z;}7., una familia finita de subcontinuos de X, tal
que Z; N Z; = @ sij # k. Paracada j € {1,2,...,n}, por el teorema 1.30,
podemos suponer que X \ Z; = U; UV;. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer qué Ui=2 Z; € Vi, par o que U; puede ser vacio; U;-';,’ Zi C Un,
por lo que V,, puede ser vacfo; para cada j € {2,...,n— 1}, Ui;ll Zy C U
Y Uisjs1 Zx € Vi Paracadaj € {l,...,n -1}, sea Bj = (V;\ Z;1)
(Us+1\ Z;). Por el lema 2.22 cada R; es un subconjunto abierto y conexo
de X. Observemos que X \ (U}, Z;) = Uy U(U;Z] R;) U Vi, de donde
X\ (Uj., Z;) tiene, & lo mds, n + 1 componentes. Por tanto X es débilmente
irreducible. g.ed.

2.24 Definicién. Se dice que un continuo X es T-simétrico si para toda

pareja de subconjuntos cerrados de X, A y B, se tiene que A NT(B) =9 si
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y sblo si BNT{A) = 8. Se dice que X ex T-simélrico puntualmente si para
cunlesquicra dos puntos distintos de X, py ¢, p € T(g) siy sélo si ¢ € T(p).

2.25 Teorema. Si X es un contivue débilmente irreducible entouces X es

T-simétrico.

Demostracién. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X y supongamos
que ANT(B) = 8. Como ANT(B) = @, para cada a € A, existe un
subcontinuo W, de X tal que a € W ¢ W, € X'\ B. Como A es compacto,
existen gy,...,0, € A tales que A C U;?:, W, C Ui Wa, CX\B. Delo
snterior se tiene que B C X \ (Uo; Wa,) € X\ (U W3,) C X\ A Sea
b € B, como X es débilmente irreducible, X \ (U;-':, W,,) tiene un nimero
finito de compouentes las cuales son subconjuntos abiertos de X. Sea C la
componente de X \ (U}..; Wa;) que contiene a b. Entonces b€ C C Cc
X\(Uj-) W3,) € X\ A. Esto implica que b ¢ T(A). Por tanio BNT(A)=0.
Andlogamente se tiene que st B NT(A) = @ entoncees ANT(B) = 0. Por
tanto X es T-simétrico. q.e.d.

La proposicién 2.23 y el teoremna 2.25 prueban el sigutente resultado.

2.26 Corolario. Si X es un continuo irreducible entonces X es T-simétrico.

2.27 Definicién. Un continuo X e T—editivo si para cualquier pareja de
cerrados de X, T(A U B) = T(A)U T(B).

Se tiene entonces que el ejemplo 2.9 {f) no es T-aditivo.

2.28 Proposicién. Un continuo que es T-simétrico es T-aditivo.

Demostracién. Sabemos por el corolario 2.7 que T{(AYUT(B) ¢ T(Au B).
Siz € T(AU B) entonces {z} NT(AU B) # 8. Se tiene entonces que
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T(z)N(AUB)#® porloque, T(z)NA # @0 T(z)NB # 8, aplicando la
simetria tenemos que {z}NT{A) £ B o {z}NT(B) # 0, de aquf que z € T(A)
oz e T(B) porlo que z € T(A)UT(B). q.e.d.

2.29 Proposicién.  5f X es un continuo hereditariamente uniccherente

entonces X es T-aditivo.

Demostracién. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X, por el corolario
2.7, basta probar que T(AUB) C T(A)UT(B), sea p un puntoen X tal quep ¢
T(AYUT(B), se tiene entonces que p € T(A) y p € T(B) entonces existen W,
y Wg que pertenecen a C(X) talesquep € WinWg Cc WanWpg € X\AUB,
como X es hereditariamente unicoherente se tiene que W4 N Wy € C(X), de
donde se concluye que p ¢ T(AU B). q.e.d.

2.30 Proposicién. Sean X un coutinuo y A un subconjunto cerrado de X .
Sip & T(A) entonces existe un subconjunto abierto U de X talque AC U y
P ¢ T(D). |
Demostracién. Sip ¢ T(A) entonces existe W € C(X) tal que p € W° C
W C X\ A, por la normalidad de X existe un abierto U de X tal que
AcUcUcX\W, porlotanto p ¢ T(T).

L
u

' q.e.d.

]

2.31 Corolario. Si X es un continuo T-aditivo ¥ A es un cerrado de X

entonces se tiene que T(A) = U T(p).
pEA
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Demostracién. Sea A un cerrado de X. Sip € A entonces {p} C Ay

T(p) c T(A) por la proposicién 2.6, por lo tanto U T(p) € T{A). Sea
pEA
z € X tal que z € T(p), para todo punto p € A. Entonces para todop € A

existe un abierto Up de X tal quep € Up y = ¢ T(Up) por la proposicién
2.30. Se tiene que {U,}pea es una cubierta abierta de A, por lo tanto existen

P1,-rPu tales que {Up }i, es una subcubierta de A. Como z & T(UPJ)

entonces r ¢ U T(Up,), como X es T-aditivo se tiene que x ¢ T(U Up,)y
i=t i=1
por lo tanto x g T(A). q.e.d.

2.32 Proposicién.  Un continuo X es T-simétrico si y solo si X esT-
simétrico puntualmente y T-aditivo.
Demostracién. Por la proposicién 2.28 es claro que si X es T-simétrico

entonces X es T—simétrico puntualmente y T-aditivo.

Inversamente sean A y B dos subconjuntos cerrados de X. Supongt;mos
que ANT(B) =8y BNT{A) #0. Sea z € BNT(A), porlotantoz € B y
z € T(A), observemos que z & A ya que si z € A entonces z € ANT(B) =9,
lo cual es una contradiccién a nuestra suposicién.

Sabemos que T(A) = U T(a), por sex X T-aditivo, por lo tanto existe

aEA
a € A tal que z € T(a) por lo que a € T(z) ya que X es T-simétrico

puntualmente, ademis, a € T(z) C T(B) y por lo tanto a € ANT(B), lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto BN T(A) = @ y resulta que X es
T-simétrico. q.e.d.

2.33 Proposicién. Si X es un continuo T-aditivo y aposindético entonces

X es localmente conexo.

Demostracién. Por el corolario 2.31, si A es un cerrado de X entonces
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T(A) = U T'(a). Coino X es aposindético, para todo punto z de X se tiene

aEA
que T(z) = {z} por la proposicion 2.16. Por tanto, si A es un cerrado de X,

entonces T(A) = A. Como 4 fue arbitrario, se tiene por la proposicién 2.12

que X es Jocalmente conexo. q.ed.

La proposicién 2.29 y la proposicién 2.33 fundamentan el siguiente re-

sultado.

2.34 Corolario.  Si uu continuo X es hereditariamente unicoherente y

aposindético eutonees X es localmente conexo.

2.35 Definicién. Un continuo X es semiaposindético si para cualesquiera
dos puntos distintos z y y de X, existe un subcontinuo de X que contiene
a uno de sus puntos en su interior, pero no contiene al otro. Esto es, X
es serniaposindético si para cualesquiera dos puntos distintos z y y de X,
€ T(y) oy & T(z).

2.36 Teorema. SiX es un continuo no degenerado, irreducible y semiapo-

sindético entonces X es homeomorfo a [0, 1).

Demostracién. Como X es irreducible, X es T-simétrico. Como X es
semiaposindético, dados 2,y € X, z & T(y) o y & T(z). Por T-simetria
se tiene que z ¢ T(y) si y sblo si y ¢ T(z). Esto implica que para toda
z € X, T(z) = {z}. Por lo tanto X es aposindético, por la proposicién
2.15. Como todo continuo T-simétrico es T-aditivo. Por la proposicién 2.33
se tiene que X es locz‘ilu;ente conexo. Como X es irreducible y localmente
conexo, es irreducible y arco conexo {H-Y] p.116. Tomames un arco a que
una a dos puntos de irreducibilidad de X. Entonces & = X. Por tanto X es

homeomeorfo al [0, 1]. g.ed.




42 Maria Antonicla Mdlina Garza Galindo

2.37 Definicién. Scan X y ¥ dos continuos. Una funcién continua f: X' —

Y se dice que es:
{a) mondtona si f~'(y) es conexa paratodoy €Y.

{L} abierta si f(U) es un abierto de Y para todo abierto U de X.

2.38 Teorema. Sean X y Y dos continuos, f : X — Y una funcién

continiia y suprayectiva, A C X y B C Y entouces se tieue:

(a) T(B) C fTF~Y(B).

(b) Si f es mondtona entonces fT(A) CTf{A}y Tf-Y(B)C f'T(B).

(c) Si f es inonétona entonices T(B) = fTf~1(B).

(d) Si f es abierta entonces f~'T(B) ¢ Tf~'(B).

{¢) Si f es monétona y abierta entonces f'T(B) = Tf™(B).
Demostracién. (8) Sea y € Y y supongamos que y ¢ fTf~(B), entonces
FHy)NTf~(B) = 8. Lo anterior implica que para cada z € f~'(y), existe
un subcontinuo W, de X talquer e W2 Cc W, C X \f“'(‘B). Como f~(y)

es compacto, existen zy, ..., Zn € £~ (y) tal que f~'(y} C | W;,. Ademés se
F=1
tiene que (| W, )nf~1(B) = By paca cada j € {1,....n}, [~ (s)We, #0.
=1
n n
Por tanto se tiene que f(U W, )NB=0y f{U W,,) es un continuo, pues

i=1

=1
f(wtj)ﬂ f(w.n,) # e pa.ra t'OdB Jlk € {1}21---;’1}1 ya que Yy € f(w.tg) n

f(Wy,). Observemos que Y \ f(X'\ U W?.) es un abierto contenido en

i=t
n

f(U W;,). Para ver esto notemos que, como U W;, < U We,, se tiene
i=1 i=1 i=1

que X\ | Wa; € X\ | W, de donde f(X \ Lnj W.,) C f(X\ L"J we,)
=1

i=1 =1 j=1



Capitulo 2 La Funcidn T de Jones. 43

YYASXANYW2) ey fxy | We,). Como f es suprayectiva, resulta
=1

i=1

queY\f(X\U )cf(X\(X\Uw,, ) = f(Uwz,) Por tanto

=1

Y\f(X\UW°)C f(U W. ). Ademsds, y € Y\f(X\UW:)pu&s,

Ji=1

como f~'{y) C U W7, se tiene que £~ (y) N (X \ UW°) = @, de donde

=1 _rl

{y}nf(X\ U W2 ) =0y, portanto.y € ¥ \ f(X\ U Ws,). Delo anterior
F=1 =1
concluimos que y € T(B), lo que demuestra el resultado.

(b) Primero veremos que fT(A) C Tf(A). Supongamos que y € Y y que
y ¢ T(£(A)), por lo tanto existe W € C(Y) tal que y € W° C W C Y\ f(A),
lo que implica que f~'(y) € f~'(W*) € (W) C fFUYI\J'f(A) C
X'\ A, de aqui que f~}(y} C X'\ A, como f es monétona f~HW) € C(X)
(véase [K] p.131) y, ademés, f~!(W)N A = 0 entonces f~'(y) N T(A) =
de aqui que y ¢ fT{A).

Ahora probaremos que T'f~'(B) C f~'T(B). Supongamos que B es un
subconjunto de Y, supongamos quezcXyz¢g f- l(T(B)) lo que implica
que f(z) ¢ T(B}, por lo tanto existe W € C(Y) tal que f(z) e W Cc W y
BNW = 0. De lo anterior podemos concluir que z € f~'(W®) C f-1(W),
YWY e C(X)y f~{(W)n f~Y(B) = f- WnB)=0porloquez ¢

T(f~'(B), de donde Tf~'(B) C f~Y(T(B)).
i

(¢) Por el inciso (a), T(B) C fTf~'. Por el inciso (b}, T(f~'(B)) C
J=Y(T(B)), lo cual implica que J(T-H(B)) C fF YT (BY)) = T(B). Esto
prueba {c}.
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(d} Si f ¢s abierta queremos probar que S~ T(B) € Tf-'(B). Suponga-
mos que £ € X y que, ademas, 2 g Tf -1{B). Entonces. existe W € C(X) tal
quez € W° Cc W C X\f~'(B),por lotanto Wnf~1(B) =y f(W)NB =@,
por esto f{z) € [(W®) C f(W}de donde, por ser f abierta f(z) € T(B). Es

decir, z ¢ f~1T(B), lo cual prueba lo que querimmos demostrar.
() Se sigue de manera directa de los incises (b) y (d). q.e.d.

Gracias al teorema anterior se pueden probar en forma elegante algunos

resultados interesantes utilizando la funcién T

2.39 Proposicidn. Supongames que X y Y sou dos continucs y que
f: X — Y es uns funcién continua y suprayectiva. Si X es localmente

conexo entonces Y es localmente conexo.

Demostracién. Por la proposicién 2.12 basta probar que T(B) = B, para
toda B € 2%, ya sabemos que B C T(B). Por la parte (a) del teorema 2.38,
T(B) C fTf~'(B). Como X es localmente conexo, Tf~'(B} = 8.
Entonces T(B) C ff~(B) = B. q.ed.

2.40 Proposicién. La imagen mondtona de un coptinuo indescomponible

es indescomponible.

Demostracién. Sea f: X — Y una funcién monétona y suprayectiva, con
X un continuo indescomponible. Supongamos que y € Y. Entonces, por la
parte (b) del teorema 2.38, T ~*(y) € f~'T(y), como X es indescomponible
la proposicién 2.19 nos dice que Tf~'(y) = X, de donde Y = f(X) C
ff~'T(y) C Y, por lo tanto T(y) = Y y nuevamente utilizando !a proposicién

2.19 se tiene que Y es indescomponible. q.e.d.

2.41 Teorema. Si X es un continuo T-simétrico (respectivamente, T—
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aditivo) y f : X — Y es una funcidu continua, mondtona y suprayectiva,

entonces Y es tanbién T-simétrico (respectivanente, T—aditivo).

Demostracién. Supongamos que X es T~miitiv6, sean A y B dos subcon-
juntos cerrados de Y. Aplicando la parte (¢) del teorema 2.38 | tenemos
que T(AU B) = fTf~(AUB) = [T(f~HA) U f~YB)) = T(f {(B)u
J(T(f7(A)) = fTf' (A) UfT{Y(B) = T(A)UT(B).

Ahora, supongamos que X es T-simétrico, sean A v B dos cerrados de

Y, tales que ANT(B) = @, entonces AN fTf~"(B) = @ por la parte (c)
del teorema 2.38 por lo que f~'(A)NTf~!(B) = @, por la simetria de T en
X se tiene que Tf~1(A)N f~Y(B) = B por lo que f(Tf~YA) N fYB)) =
ITf~*(A)N B =T(A)n B = B de donde se concluye que ¥ es T-simétrico.
q.ed.

Por el lema 2.4, 1a imagén bajo la funcién T de cualquier subconjunto de
un continuo X es un subconjunto cerrado de X. Entonces podemos restringir
Ia funcién T al hiperespacie de subconjuntos cerrados de X, 2X. Como 2%
tiene una topologia. Podemos preguntarnos si la funcién T restringida a 2X
es continua. Esto no siempre sucede como puede verificarse fécilmente en el
continuo de ejemplo 2.9 (c). Por el teorema 2.10 se tiene que la imagen de un
subcontinuo es un subcontinuo, por lo que también tiene sentido restringir la

funcién T al hiperespacio de subcontinucs de X, C(X).

No estd dentro de los objetivos de este trabajo analizar en qué casos la
funcién T es continua pero completando lo anterior enunciaremos dos teore-

mas cuya demostracién se encuentra en [B3].

2.42 Teorema. Si X es un continuo para el cual la funcién T es continua' y

X es casi conexo en pequeiio en p € X entonces X es semilocalmente conexo
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enp.

2.4% Teorema. SiT es aditiva y continua para un coutinuo X yp € X,

entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) X es semilocalmente conexoen p .
{2) X es casi conexo en pequeiio en p.

(3) X es conexo en pequeilo en p.



Capitulo 3

Aplicaciones de la funcién T

En este iiltimo capitulo daremos algunos resultados interesantes aplican-

do la funcién T

3.1 Definicién. Un continuo X se dice que es m-aposindético (aposindético
con respecto a conjuntos cerrados numerables ), si X es aposindético con
respecto & cada subconjunto con exactamente m puntos, (es aposindético
con respecto a cada conjunto cerrado y numerable, respectivamente). Esto
es, si para todo K C X tal que K tiene m puntos ( es cerrado y numerable
respectivamente) entonces T(K} = K.

3.2 Definicién. Sean X un continuo, A y B dos subconjuntos disjuntos de
X. Un subconjunte C de X es un separedor de A yde B en X si X\C = ULV
donde TNV =UNnV =49, AcCcUyBcYV.

3.3 Teorema. Sea X un cootinuo si A es un subconjunto de X entonces

T(A) intersecta a todo separador cerrado de A y algiin punto de T(A).

Demostracién. Supongamos que no es cierto. Entonces existen peT(A)y
un subconjunto cerrado B de X, tales que X\B=HUK, A CH,peK,
H y K son abiertos ajenos de X y BNT{A) = 0. Como BN T(A) = @ para
cada b € B, existe un subcontinuo W, de X tal que b € Wy cW,c X\ A
Observemos que Ia familia W = {W? | b € B} es una cubierta abierta de B.
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n
Como B es un compacto, existen by,.... b, € B es tal que B C U Wf’.
J=1

1‘"//)

Por otro lado, como K\ K C B. Por el teorema 1.33 (de go!pes en la frontera)

tenemos que KU U Ws, = Y tiene una cantidad finita de componentes, Yes
j=1

un cerrado de X por que O W, es cerrado y contiene a K \ K. Observemos
quepeE KCY® SeaC l;:;mponente de Y que contienc a p. Por el lema 1.6
se tiene que p € C°, esto implica que p € T(A), lo que contradice 1a eleccion
de p. Por tanto BNT(A) # 9. q.e.d.

3.4 Corolario. Para un continuo X se tiene que & A es un subconjunto de

X entonces toda componente de T(A) intersecta a A.

Demostracién. Supongamos que no es cierto. Por lo tanto existe una
componente C de T(A) tal que CNA = §. Como T(A) es un subconjunto
cerrado de X, T(A) es un compacto y contiene a los dos cerrados AyCy
no existe un subconjunto conexo de T(A} tal que intersecte a AyaC. Por
el teorema 1.31 (del cable cortado) existen dos subconjuntos cerrados ajencs
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HyKdeT(A) tal que T(A)= HUK, AC Hy C C K.

ESTA TESIS N8 DEBE
SALK Bi LA BBLITECA

Como X es un espacio normal, existen dos subconjuntos abiertos ajenos U y
Vialessque HC Uy K C V. Sea B= X\ (UuUV). Como X es conexo,
B # B entonces B es un separador cerrado de A y C, tal que BNT(A) =20
y esto contradice el teorema 3.3. q.ed.

3.5 Corolario. Si X es un continuo y A es un subeonjunto cerrado de X

y T(A) es totalmente disconexo entonces T(A) = A.

Demostracién. Recordemos que A C T(A), entonces es suficiente probar
que T(A) C A. Por el corolario 3.4, toda componente de T(A) intersecta a
A = A. Cada componente C de T(A) tiene exactamente un punto, entonces
CCcAyT(A)C A . q-e.d.

3.6 Teorema. Sean X y Y continuos. Si A y B son dos subconjuntos
cerrados y propios de X y Y, respectivanente, entonces T(AxB)C Ax B,
de donde, T(A x B) = Ax B.

Demostracién. Sea (z,y) € (X xY)\ (A4 x B}, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que z € X \ A. Por lo tanto existe un subconjunto abierto U
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deXtalquezeUcUc X\A

-
m

» W

Sea z € Y \ B, entonces (X x {z}}Nn (A x B) = 0. Entonces (z,y) €
(UxYIU(X x{z}) C(X xY)\(AxB). Como(UxY)U(X x{z})esun
continuo y contiene a (z,y) en su interior, tenemas que (z,¥) € T(Ax B} y

entonces T(A x BYC Ax B. q.e.d.

3.7 Teorema. Sean X y Y continuos. Si A y B son dos subconjuntes
cerrados totalmente disconexos de X y de Y, respectivamente, entonces para
cualquier subconjunto K de A x B, tenemos que T{K)} = K.

Demostracidén. Sea K un subconjunto cerrado de A x B. Por el tecrema
anterior tenemos que T(A x B) = A x B. Como K C A x B tenemos que
T(K) C T(Ax B)= Ax B. Como A y B son totalmente disconexos, A x B
lo es también. Asi, T{K) es totalmente disconexo. Entonces por el corolario
35, T(K)=K. qed.

3.8 Corolario. Si X y Y son continuos y K es un subconjunto cerrado
y numerable de X x Y entonces T(K) = K. En particular, X x Y es m-
aposindético para cadam € IN.

Demostracién. Sea K un subconjunto cerrado numerable de X x Y. Sean
wx : X xY - Xynay : X xY — Y las proyecciones naturales. Como
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K es numerable y compacto, tenemos que 7x{K}) ¥y ny(K) son numerables
y cerrados de X y Y, respectivamente. Sean A = mx(K)y B = »y(K).
Entonces K C A x By por ¢l teorema 3.7, T(K) = K. q.e.d.

3.9 Lema. Sean X un continto y sea n un entero positivo, Si D,
denota la wétrica en X™ definida por D, = ({x1, . zn) (2,0 2h)) =
méx{d(z,,.,), ..., d(z,, z,,}}, donde d es la métrica de X, entonces la funcién
fut X™ = F(X) dada par fu((z),....20)) = {Z1,....2n} es suprayectiva y
satisface Ia siguiente desigualdad:

H(fﬂ(zh BT rﬂ)! fﬂ(z‘;!"'z:l)) S Dn((rh '--:zn)1 (x’li "'1%))

pars cada (zy,...,2n) ¥ (2,....7,) puntos de X"™.

Demostracién. Veamos que la funcién f, es suprayectiva, Si A € Fo(X),
la cardinalidad de A es menor o igual que n, supongamos que A ticne exac-

tamente m puntos, A = {z,,...,z,,}, entonces

(Z1se s Tme T oo T ) = F € X
N o

es tal que f.(T) = A.

—

Sean (zy,..,Za) = T y (2},.,2,) = T en X" Supongamos que
Dn(Z,Z') = r y sea e > 0 dada. Asi, D,(Z,%') < r +¢, esto implica que para
cadaj € {1,..,n}, d(z;, ;) < r+¢c. Entonces, para cada zj € fu(Z), tenemos
que 7 € fo(F') y d(z;,z}) < r+e. Esto muestra que £,,(%) C N{r+e, fa(Z),
anilogamente, f,(Z') C N(r +¢, fu(Z)). De donde H(fn(Z), fa(F) < r +¢.

Como ¢ fue arbitrario, obtenemos que H(f.(z)), fREF) <. q.e.d.

Observacién: Si A € F,(X) entonces la cardinalidad de FTY(A) es finita.
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3.10 Teorema. Si X es un continuo, n > 1 y K es cualquier subconjunto
cerrado y numerable de F,{X) entonces T(K) = K, en particular F(X} es
m-aposindético para cada m € IN.

Demostracién. Como K es un subconjunto cerrado y numerable de X,
tenemos que f7'{K) = Uycx fi'(k) es un cerrado y numerable de X™. Por
el corolario 3.8, tenemos que Tf7(K) = f71(K), de donde fuTf;'(K) =
FafTHK) = K, por el teorema 2.38 (a) obtenemos que T(K) C faT/f7 UK)
por lo tanto T(K) C K, como K C T{K) por la observacién 2.4, se obtiene
que T(K) = K. q.ed.

Terminamos mencionando algunas de las preguntas, relacionadas con la
funcién T que permanecen abiertas, que se encuentran en el Houston Problem
Book (161 - 165) * y en W. Lewis, Continuum Theory Problems, Topology
Proc. 8 (1983), (361-394)".

(1* ;5i T es continua para el continuo X entonces X es necesariamente
T-aditivo?

(2)* ;Si la funcién T:2X — 2% es continua para el continuo de Hausdorff X
entonces es cierto que X es T- aditivo? (Bellamy, 18 de febrero de 1980}
(3)* 1Si la funcién T:2X — 2¥ es continua para el continuo de Hausdorff
X entonces es cierto que la coleccién {T(p) | p € X} es una descomposicién
continua de X tal que el espacio cociente es localmente conexo? (Bellamy, 18
de febrero de 1980)

(4)* ;Si la funcién T:2% — 2% es continua para el continuo X y existe un
punto p en X tal que T(p) tiene interior no vacio entonces es X indescom-
ponible? (Bellamy, 18 de febrero de 1980)

La funcién T es idempotente en el espacio X si T(T{A)) = A para todos
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los subconjuntos A de X.

(5)* ¢ Si X y Y son continuos indescomponibles entonces es T idempotente
en X x Y7 Lo serd s6lo para los subconjuntos cerrados de X x Y7 {Bellamy,
18 de febrero de 1980)

(6)* ; Si X v ¥ son continuos indescomponibles y W es un subcontinuo de
X x Y con interior no vacio entonces es T(W) =X xY? (F. B. Jones, 18 de
Febrero de 1980)

La respuesta esta pregunta es negativa, pues Alejandro Illanes probé

que el producto del solenoide diddico con ¢! solencide triddico es mutuamente
aposindético.
(7)” Sea X un continuo, A un subconjunto de X y W = (W | W ¢
C(X) y existe para alguna z € T(A)}. Definimos a K{A) = NwW. , Si
T es continua para el continuo X entonces la funcién K es también continua
para X7 (Bellamy)

{8)” ¢ Si T es continua para el continuo X 'y X es descomponible entonces

es cierto que para cada z € X, (T(z))° = ¢7 (Bellamy)

{(9)” i Si X | T denota el espacio cociente que se obtiene de X al identificar a

cada T(z) en un sélo punto entonces z | T es localmente conexo? (Bellamy)
Se sabe que la respuesta es si en el caso de que X sea T-aditivo.

(10)” ; Si X es un continuo indescomponible y W es un subcontinuo de X x X

con interior diferente del vacio entonces es T(W)=Xx X7 (F.B. Jones)

(11)” Sea X un continuo’y z un punto de X. Se dice que T es un punto
de corte débil si existen dos puntos ¥y ¥ zen X, tales que para cualquier
subcontinuo W de X que contiene a {y, z} se tiene que W contiene a {z}.

51 X es un continuo atriédico (o no contiene ninguna coleccién no numerable
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de triodos ajenes des a dos) y X no tiene puntos de corte débil entonces se
tiene que existe un subcontinuo W de X tal que W*° # By T(W)# X7 (H
Cook)

(12)" ;Si T es continua para el continuo X y f:X — Z es una funcién

coutinua, mondtona y suprayectiva entonces es T continua para Z? (Bellamy)

(13)" ; Si X es un continuo homogéneo y de dimensién uno entonces es T
continua para X? (Bellamy)

(14)” Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente unico-
herente. Un dendroide X es suave si existe un punto z en X tal que si
lim za, = za para cualquier sucesion de arcos {zan}, v tal quelim an =@
Diremos que un continuo X es estrictamente puniualmente T-simétrico si
paracualesqtﬁera:yyeXcon::#yyzET(y)enboncmyﬁT(:). 51X
es un dendroide estrictamente puntuahnente T—simétrico entonces es X un
dendroide suave? {Bellamy)

(15)” Si X es un continuo de Hausdorff que es casi conexo en pequefio entonces
es X conexo en pequeiio en algin punto? (H. Davis — Doyle)

La respuesta es afirmativa si X es métrico.

(16)" 4 Si la restriccién de T al hiperespacio de subcontinuos de un continuo
X es continua entonces es T' continua para X? (Bellamy)

Sabemos que la respuesta es si, si la restriccién de T es la funcién iden-
tidad.
(17)" ; Es cierto que las funciones abiertas preservan la T-aditividad, la
T—simetria ? (Bellamy)
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