g

ERRES

UNIVIERSIDAD NACIONAIL, AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

“UN ESTUDIO DE LA INTERACCION DE
SOLITONES EN CADENAS ACOPLADAS
DE OSCILADORES NO LINEALES.”

T E S i S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F I S I C O

P R E S E N T A
JOSE HECTOR {MORALES BARCENAS

j :&‘“DIOS /34;0/‘

. v;)‘{. "
DIRECTOR DE@TESi\S*’”D\ ,AN"'I:‘;(,}NMARIA MINZONI ALESSIO.

¥

MEX'CO,?’DJ]:: iy !, AIRNY A

1998
TESIS P oNe"
FALLA DE ORIGEN 70 00



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VAIVERADAD NAQONAL .
AVFNMA DE .
MEXICQ

M. en C. Virginia Abrin Batule

Jefe de 1a Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos 2 usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: "Un estudio de la interaccin
de solitones en cadenas acopladas de gsciladores no lineales".

realizado por JOSE HECTOR MORALES BARCENAS
con niimero de cuenta 8601654—2 , pasante de 1a carrera de FISICA

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprebatorio.

Atentamente

Director de Tesis

Propietario DR. ANTONMARIA MINZONI ALESSIO Q/

Propietario DR. MARCOS ROSEHBAUM PITLUCK

-
.,/t-'“
Propietaria DR. JOSE JULIO EMILIO HERRERA VELA /4
Suplente DR. GUSTAVQ CRUZ PACHECD
Swiewe DR, PABLD PADILLA LONGORIA 7o/ A~

() N s jo"Depaf Bl u; isica
S /) Y. ROBERTO ALEJANBRO ROELAS MAYORGA
ke, Nl

FACULYAD u. CIENCIAS
BEPARTARENTH OF FISICA

————we—



Un estudio de la interaccion de
solitones en cadenas de osciladores

no lineales

José Héctor Morales Bdrcenas

30 de noviembre de 1998



Contenido

1 La cadena de Toda

1.1 El potencial exponencial
1.2 FEcuaciones de movimiento . . . . . .. .. ... ... ... ...
121 La transformaciéndual . . . . . . ... .. ... L.
1.3 Solucién a las ecuaciones de movimiento . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3.1  Propiedades fisicas del solitén . . . .. .. ... ... .........
1.4 Solucién con dos solitones . . . . . .. ... L. e

2 Ecuacién general de evolucién

21 EBlpardeLax ... ...
2.1.1 PRotacidn de cuerporigido . . . .. ... . L

2.2 Feuacidn matricial deevolucién . . . . . . .. oL L L L
221 Equivalenciaumitaria . . . . .. .. ...

2.2.2  Cantidades conservadas . . . . . . ... o



1

9.3 Cadenainfinita . . . . . . . . o it e e e e

3 Método de Dispersion Inversa

3.1 Laecuacién KdV ylacadenade Toda .. .. ... ... ... ..
3.2 Ecuaciones asociadas conlacadena . . . . .. .. ... ...
3.3 Ll problemade dispersion . . . ... . ... ... ... ... ...
3.3.1 El espectro discreto y continuo . . . . . - . .. ...
3.3.2 El problema de valores propios (problema directo) . . . . .

3.3.3 El coeficiente de transmisién y el espectro discreto . . . .

3.4 FEcuacidn inlegral discretade GLM .. ... ... ... .. ...
3.5 El problema de valores iniciales . . .. .. ... ... ... .. ..
36 Solucidnconunsolitdn . . . . . ... Lo oo .
3.61 Losestadosligados . . .. ... .. ... ... .....
3.6.2 Movimientosinveflexién . . . . .. . ... oL

4 Perturbacién del Método de Dispersién Inversa

4.1 Método perturbativo . . . . ...

4.2 TBcuacién de evolucién en presencia de la perturbacién . . . . . ..

421 Variacidn de pavdmetros . . . . ..o 0.
422 Limite asintdticode ®en —oo . . . . . ...
4,23 Limite asintéticode Pentoo . - . . . . . oo

4.3 Dependencia temporal de los datos de dispersién perturbados

4.4 Evolucién temporal del espectro discrete . .. .. . . oo o

4.5 Modificacién del solitén a su paso por la impureza . . . . . . . ..

5 Conclusiones

Contendo

..... 40



£l

Prefacio

Quiero hablarte de eso;

que sepas todo lo que

yo sé€ -y mds que s nos

revela en ondulaciones.

Jo Shapcott, poete britdnica
La fisica de Pavlova (extracts}

Las ondas son uno de los fendmenos fisicos més fundamentales: las ondas sobre la superficie
del agua y los terremotos, las ondulaciones cn resortes, las ondas de luz, las ondas de radio,
las ondas sonoras, las ondas cerebrales, etcétera.

2o el caso de las ondas sonoras y de la luz se acostumbra analizar a una onda como
la. suma de ondas sinusoidales simples. Este es el principio de superposicién lineal, Sin
embargo, cuando uno observa cuidadosamente las ondas en la superficie del agua, uno ve
que el principio de superposicién no se puede aplicar en general, excepto cuando ocurren
pequefias amplitudes, It estudio de las ondas de amplitud finita en el agua fue uno de los
tdpicos principales en la fisica del siglo pasado. En afios relativamente recientes, el estudio
de muchos fenémenos no lineales ha cobrade especial importancia; por ejemplo, los haces
de laseres en la éptica no lineal y las ondas de gases en plasmas exhiben fenémenos no

lineales.



XY

La importancia creciente de tales fendmenos ha llevado a un intenso estudio por me-
dic de ordenadores de alta velocidad y ha revelado que los pulsos estables son entidades
fundamentales en los fenémenos ondulatorios no lineales. Los pulsos estables en un medio
de respuesta no lineal son llamados sofitones. Il descubrimiento de los solilones ha he-
cho posible resolver exactamente una amplia variedad de ecuaciones de evolucion en los
dltimos 40 afios, lo que ha conducido a nuevos desarrollos tanto en la fisica como en las
matematicas.

n csta tesis presentamos un estudio de la propagacién de ondas no lineales en sistemas
discretos. Las ondas no lineales o solitones migran como pulsos en cadenas unidimensiona-
les de particulas. Analizamos el movimiento ondulatorio en la cadena con una interaccion
exponencial. Bl sistema se conoce como la Cadena de Toda. Mostramos que el sistema es
integrable por medio det métedo de dispersién inversa. Estudiames analiticamente, me-
diante teorfa de perturbaciones, la aproximacién a un problema cuasi integrable, en donde
la cadena tienc una inhomogeneidad presente como impureza. Hallamos que cuando el so-
litdn pasa por la impureza, se deforma y prosigue su viaje con una velocidad constante

diferente de la inicial. Estimamos el tamafio de estas diferencias.

Finalmente guiero aprovechar este breve espacio para agradecer infinitamente al Dr. -
Antonmarfa Minzoni por su paciencia no lineal para dirigiv este trabajo. Su imaginacién
y enlusiasmo me han animado a continuar aprendiendo mds. También agradezco muy
especialmente al Dr. Gustavo Cruz por su ayuda y porgue fue, en algunas ocasiones, un
auténtico director de tesis, a los otros miembros de mi jurado por sus observaciones y
criticas para elaborar este trabajo, a los Drs. Marcos Rosenbaum, Pablo Padilla y Julio
Herrera y a lodos los investigadores del Departamento de Matemadticas y Mecanica del
IIMAS por su apoyo desinteresado, asi como a las secres. Al Dr. Arturo Vargas por
encontrarse en el lugar preciso en el momento preciso, NJIT. jAhl, y a M. Toda, donde
quiera que esté, por permitirme entrar al mundo de las ondas no lincales y por prestarme
involuntariamente las palabras con que inicie este resumen y otros parrafos en el trabajo.

Cd. Universitaria, México, D.F. Héctor Morales



Introduccion

En 1614, Debye se hacia la siguiente pregunta: jPor qué los sélidos tienen conductividad
térmica finita? Bl mismo afirmaba que si el sélido se modelaba con una cadena unidi-
mensional no lineal, entonces los modos normales interactuarian debido a la no linealidad
{figura 0.1). El resultado neto serfa una ecuacién de difusidn con un coeficienle de trans-
porte finito, en tanto que la suposicién de fuerzas interatémicas lineales resultaria en una

conductividad térmica infinita.

Este problema también motivo a E. Fermi, J. Pasta y S. Ulam (FPU). a principios
de los 50, a levar a cabo experimentos numéricos con cadenas unidimensionales de 34 ¥
64 osciladores con potenciales de interaccién de orden cibico y cudrtico. Pensaban que
si la energfa se colocaba en el modo mas bajo (modo de longitud de onda mds largo).
eventualmente tomaria lugar la equiparticién de la energia. El tiempo de relajacién para
que esto ocurriera les proporcionaria una medida del coeficiente de difusién. Sin embargo,
para su sorpresa, la energia no se “termalizé”. Ocurrieron una pequefia particion de energia
entre algunos de los modos mas bajos y un fenémeno de recurrencia del estado inicial de la
energfa a tiempos largos. En otras palabras, el sistema exhibi6 un comportamiento similar
al movimiento de osciladores arménicos acoplados, en los que la energia permanece en un
modo un cierto tiempo y después se pasa a otro. El tiempo de recurrencia para un admero

suficientemente grande de osciladores acoplados excede cualquier tiempo de observacion
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fisica relevante y resulta también en una conductividad térmica finita.

Figura0.1. La conduccidn térmica en un sélido real es modelada por el movimiento ondulatorio en una cadena
unidimensional de particulas

La explicacidén a este descubrimiento permanecié en un misterio hasta que N. Zabusky
y M. Kruskal comenzaron a estudiar nuevamenie cste sislema a principios de los G0. El
hecho de que sélo se “activaran™ los modos de orden mads bajo (longitud de onda larga),
les condujo a proponer una aproximacién continua del sistema y estudiar la ecuacidn
diferencial

Uy + Uty + Uy = 0 .

Esta ecuacién, la ecuacidon KdV, habia sido obtenida en 1885 por D.J. Korteweg v G.
de Vries en la descripeidn de la propagacion de ondas de longitud de onda larga en agnas

poco profundas. Pero hasta cnionces sus propiedades no habian sido bien comprendidas.

A partir de un estudio numérico detallado, Zabusky y Kruskal hallaron que en un
sistema descrito por la ecuacién KdV podian exislir ondas solitarias estables, en cf sentido
de que pueden colisionar una con otra y preservar sus perfiles y velocidades después de la
colisidn, Esla naturaleza de cuasiparticula condujo a Zabusky y I{ruskal a llamar a tales
ondas solitones. It primer éxilo de este concepto fue explicar el lendmeno de recurrencia
del sistema FPU. A partir de la solucién numérica de la ecuacién KdV, con condiciones
periddicas de frontera (se trata de un anillo de osciladores), Zabusky y Kruskal hicieron
las signientes observaciones. Un perfil inicial, que representa una excitacidn de longitud
de onda larga, se “separarfa” en un cterto nimero de solitones que se propagarian en
¢l cadena con diferentes velocidades. Los solitones colisionan pero preservan su forma y
rapidez individuales. in algin momento todos los solitones pucden colisionar en el mismo

punto y entonces ¢l fendmeno de recurrencia del perfil inicial de energia se presenta.

Los trabajos ptoncros de Fermi y sus colegas, asi como los trabajos numéricos de Za-

busky y Kruskal, estimularon un progreso importante en el tralamiento analitico de las
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ecuaciones diferenciales parciales no lineales que describen la propagacién de ondas. Un
imporiante descubrimiento en este sentido {ue hecho por M. Toda en 1965. Hallé un po-
tencial exponencial de interaccion en un medio discreto que permitia obtener soluciones

exactas de tipo solitén para las ecuaciones de movimiento.

Este trabajo estd dedicado a estudiar un problema particular de la cadena de Toda y
consta. de cuatro capitulos. En el primero se describe el potencial exponencial de inte-
raccion que inventé M. Toda, se resuelven las ecuaciones de movimiento y se muestran las
caracteristicas importantes del movimiento no lineal en la cadena infinita. En el segundo
se trata con la generalizacidn de las ecuaciones de movimiento y para ello se emplea el
formalismo de Lax discreto, que permite encontrar de manera sisternatica soluciones al
problema con valores iniciales. En el capitulo tres, resolvemos el problema de valores ini-
ciales de la cadena de Toda infinita, siguiendo el método de dispersién inversa desarrollado
para este caso por H. Flaschka en 1974,

Fu el cuarto capitulo se estudian las perturbaciones del sistema y su efecto sobre los
solitones. Se presenta una versidn alternativa de la teoria de perturbaciones para estos
sistemas. Fsta alternativa trata con métodos elementales el problema de variacién de los
solitones frente a perturbaciones del sistema.

Se resuelve el prebiema de Ja interaccidn del solitén con una impureza usando este
esquema de perfurbaciones. Se encuentra que el solitén no se dispersa por la impureza.
Esto muestra como la no linealidad del problema hace posible una transferencia de energia
vibracional a pesar de las impurezas. En el caso lineal los paguetes son fuertemente dis-
persados por las impurezas. Este primer paso es un ingrediente en la comprensién de los

efectos colectives como la conductividad térmica finita.
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La cadena de Toda

Hay una gran cantidad de sistemas fisicos que se modelan como particulas que interac-
cionan con un potencial. En el caso de las interacciones lineales, los modos normales y su
superposicién dan la descripcién completa del comportamiento del mismo. Sin emahrgo,
hay muchos problemas donde las fuerzas de restitucién distan mucho de ser lineales. En
estos casos el tratamiento perturbativo es incapaz de captar efectos cualitativos como el
transporte de grandes cantidades de energia a gran distancia. Es pues de gran importan-
cia tener modelos discretos no lineales que tengan soluciones exactas para asi poderlos
usar como punto de parlida en el estudio del movimienlo de estas cadenas. Uno de estos

sistemas es la cadena de Toda, que a continuacién describimos en detalle.

1.1 El potencial exponencial

Una anarmonicidad fuerte se puede observar en algunos sistemas moleculares unidimensio-
nales. En tales sistemas, la no linealidad y los efectos dispersivos conducen a la aparicidn
de “excitaciones” de tipo solitén. Estas excitaciones migran a lo largo de la caderna y se
ven como desplazamientos locales de las posiciones de equilibrio de las moléculas. A estas

ondas se les llama solitones acisticos. El problema que consideramos en este trabajo es el
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estudio, desde el punto de vista de la mecénica cldsica, de este tipo de ondas que viajan
en cadenas unidimensionales de particulas bajo una interaccién no lineal de corto aleance.
Por el momento nos restringitemos a un sistema uniforme, es decir, sin impurezas ‘(ver
figura (1.1)), el problema de la propagacién de ondas en la cadena con una impureza lo

abordamos hasta el Capitulo 4. Precisamente una de las primeras soluciones de solitdn cn

h Yo

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figural.l. Esquema de la cadena infinta de osciladores no lineales

cadenas unidimensionales y con decaimiento exponencial al infinito, fue invesligada por
M. Toda en 1967 [Toda, 1967). £l estudié una cadena de particulas separadas por una dis-
tancia h que interactian con las vecinas mediante fuerzas de tipo exponencial {ver {igura
1.2), Denotamos por ¥, el desplazamiento de la n-ésima particula y por v, = Ypp1 — ¥n
la diferencia de las separaciones entre particulas vecinas, entonces, si lomamos la cnergia
de esla interaccidn como

U= E ¢(rs)
"
donde la funcién ¢(r,) representa el potencial de interaccién entre particulas vecinas

$(rn) = %e”br“ + ar, + cte ,

donde @ y b son constantes dadas, lendremos un sistema que interacciona de manera no

lincal (ver figura 1.2).

Si oscogemos a, b > 0 entonces ¢l potencial ¢(ry) posce una fuerte repulsion para ro, < 7y
y una atraccién débil para r, > rg como se muestra en la figuwra (L.2.a), 7o es la posicidn
donde el potencial tiene el minimo. Estas son las principales caracleristica fisicas de las

fucrzas atdmicas.

Supongamos ahora que |bry| € 1y que el minimo del potencial cstd en r, = 0, entonces

podemos representar a la funcién ¢(r,) por el desarrollo en serie de potencias

$(ra) = cle+ ";“’?1 - b%"ﬁ o,



1.2 Ecuaciones de movimiento i

o) o(r)

(a)

Figural.2. Poéencial cxponencial

Si mantenemos finito al pardmetro « = ab y tomamos el limite cuando & — 0, cerca del

minimo obtenemos a primer orden un potencial arménico o de Hooke; s posee dimensiones

de 2% y caracteriza por tanto al coeficiente de elasticidad longitudinal de la cadena. Si
definimos r, = h — d y tomamos el limite cuando & — oo obtenemos un arreglo de esferas
duras de diametro d, donde h es la distancia entre los centros de las esferas. El parametro
b caracteriza a la anarmonicidad de]l movimiento en la cadena, ver la figura (1.2.4). Por lo
tanto, el potencial exponencial posee ambos limites, tanto el armoénico como el de esferas

duras.

1.2 Ecuaciones de movimiento

Abora oblendremos las ecuaciones de movimiento del sistema de la figura 1.1. Consi-
deremos una cadena infinita. Entonces n = ..., —1,0,1,2,... En adelante emplearemos
nuesiras ecuaciones en forma adimensional, por lo que hacemos los siguientrs cambios de
variables byn — @, brn — m, E = /mty U — 2U,

Las ecuaciones de movimiento de la cadena se ohtienen a partir del hamiltoniano del
sistema H = K + U, donde

K = Y57,

U = 3 [e@=) 4 (Qui = Qa) 1]
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Definimos a K como la energia cinética total de la cadena y al momento de ld n-ésima
particula como P, = d@Q,/dt = (), (en adelante usaremos un punio sobre cualquier
variable y denotara derivacién temporal).

Por tanto, el hamiltoniano es la siguiente funcién
FERCI 1 .
H(Qm Pn) = E '2'P3 =+ Z [e(Q"+lﬁQ") + (Qn+1 - Qn) - ll
n ' L3

Las ecuaciones candnicas de movimicnto son

. IH
L Bo= g,
. OH
Qn = 8P,

" Ry . s _ -
Que son équivalentes a la siguienle ecuacion, se trata del movimiento de la n-ésima par-
ticula dé la cadena,

4 dH + gH 0
dor, ' aQ,
O bien, llevando a cabo las derivadas parciales,
EQn  _ion- (@ur- '
_;E? — o~ (@n Qn-1} _ o (@ni1—@n) , (n = “,___2,_1,0’1,2’___) .

Hasta el momento no hemos considerado condiciones de frontera explicitamente. Esta-
mos considerando una cadena suficientemente grande en la que los extremos no juegan
ningin papel.

Transformemos la ecuacién anterior de las coordenadas @, a las coordenadas relativas
rn. Puesto que #y = (Qnp1 — @n, solamente se requicre realizar la resta enlre las dos
ecuiaciones correspondientes para ), obtenemos

= 9™ _ gl pMntl | (1_]_)

Nolemos la semejanza con la cadena lineal cuando ry — 0. Lsta analogia se¢ puede llevar

al caso no lineal, tomando las exponenciales como nuevas variables, usando

fn =c " -1 )



1.2 Ecuactortes de movimiento g

la sustituimos en la ecuacidn de movimiento y oblenemos

d2
Et_"" ln(l + fn) = fn—l - ?-'fn + fn—!—l -a

¥ usamos a Ty, ei el lado izquierdo de la ecuacién, como

rp=—-In(l+ f,).

Integramos la ecuacién respecto de ¢ una vez y escogemos f,.(0) = 0, que es la fuerza

inicial sobre la n-ésima particula, obtenemos entonces

d
d-_t lﬂ(l + fn) = 8,1 — 28y + Su4l o

donde
11
= L(EdE
w= [t

Ya que §, = f,, y Hevando a cabo la derivacién del primer término, la dltinta ecuacion nos
conduce a
3

T+3, 7 280 + sna1 - (1.2)

Observemos que si 8, € 1 tencmos la cadena lineal en las variables s,, y ademas
podemos construir soluciones usando este hecho. s, pequeiias significa f, pequeias. Por
otra parte, hasta agui, lo que hemos estado haciendo es transformar la ecuacion {1.1)
en la ecuacién (1.2}, Son expresiones equivalentes del mismo sistema. A esta serie de

transformaciones es lo que M. Toda llamd la transformacion dual, [Toda. 1967].

1.2.1 Lo transformacion dual

La estrategia de solucién que usd M. Toda es andloga a la que se utiliza en la ecuacion de
Burguers. Es decir, tratar de encontrar una transformacién de las variables dependientes

que linealizan la ecuacién.

Si damos un potencial ¢(r,) arbitrario que sélo dependa de la variable r,, entonces la

fuerza entre las particulas en la cadena es

sy =280 = g
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¥ la ecuacién de movimiento en la variable y,, para la n-ésima particula es

(F'yn ! ¢
a2 = —¢ (?jn - yu—l) + d’ (yu-H - ?}n) .

La ecuacidn de movimiento para r, ¢s, como antes,

d¥r,

gz = $ 1) = 2¢(ra) + ¢ (rrn) - (1.3)

La variable r, jucga el papel de la coordenada generalizada. Introducimos como variable

candnica conjugada al momento generalizado s, con la siguiente ecuacién de movimiento

dsy _ d(r) _

——=fu
dt dry, !
Cuando despejamos la variable r,, de la ecuacidon de la fuerza, tenemos

re = —x{fa) i

as decir, se trata de la funcidn inversa de f,, (en principio monovaluada) y escribimos la
ccuacién de movimiento como

i’(fn) = fn—l - 2fn + fn+1 -

La transformacién de variables que nos permite pasar de la ecuacién (1.3) a la {1.4)
es lo que definimos como transformacidn dual. Estas ecuaciones son llamadas por lo
mismo duales. Pero ¢l problema es hallar la interaccién ¢{r,)} 6 x(fa) junto con la onda
periddica r,(t) 6 fu(t), que salisfagan las ecuaciones de movimiento {1.3) y {1.4). M. Toda
estuvo ensayando varios polenciales que luvieran propiedades fisicas aplicables a diversas
sitnaciones, con los cuales las ecuaciones de movimiento admilicran soluciones periédicas
exactas. Como estudiaremos en la siguiente seccidn, la transformacion dual fue clave para
resolver el problema. Iin particular, cuando uno introduce el potencial exponencial, la
ccuacién (1,3) se reduce a la (1.1} y la (1.4) a la (1.2), para f, = &,.

1.3 Solucidén a las ecuaciones de movimiento

Iin el espiritu del pérrafo anlevior trataremos de linealizar la cenacién (1.2). 5i esperamos

oblener una solucion localizada en [y, entonces es de esperar que s, tienda a limites {initos
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en oo y —oo. La funcidén més simple que tiene esa propiedad es la tangente hiperbdlica.
Buscamos una onda viajera de la forma

s, = ftanh(z)
z = kKn+tut,

donde #, £ y u deben determinarse. Sustituimos en la ecuacién de movimiento {1.2),

obtenemos
8., u’sech’(z)tanh(2)
1438, 1 + Busech®(z)

Por otra parte, el lado derecho de la ecuacién se escribe como
Bltanh{sn + ut — £} + tanh(kn + ut + &) — 2tanh(xn)] . (1.4)

Usando las férmulas de adicidn para tanh la férmula puede reescribirse como

9 sech?(z) tanh(z)senh®(x)
1 4 senh®(k)sech?(z)

Comparando estas dos férmulas encontramos la relacidn de dispersidn,

u? senh®(x)

1 + Busech?(2) 14 senh®(x)sech?(z) ’

que nos dice que
u=p,
o bien,
A% = senh?(x) .
Por lo que una solucién general para (1.2} es
sy = Btanh(rkn + F1} + cte , (1.5)
donde 3 = tsenh(x).

Retornemos a las variales ry,, derivemos la expresién (1.5) con respecto a ¢ una vez,

% = fo = B%ech®(kn + Bt) ,
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pero f, =™ — 1, por lo que la solucién se puede escribir como o L

e”™ — 1 = senh®(x)sech®(kn 4+ Bt) . K (1.6)

Tanto s, como f,, muestran perfiles de ondas viajeras constanies, ver figura (1.3). En
el primer caso se trata del perfil de una onda de choque y en el segundo, para f, (que
representa la fuerza entre particulas) se trata de un pulso compresivo; ambas soluciones
de onda viajan en la cadena infinita hacia la izquierda, con una velocidad ¢ = 4[|/, que
depende de &

senh (k)

efg) = hT )

donde £ es la distancia promedio enire las particulas.

8, S"
n
2p
—_— - {3 ‘
n (b)
(a)
fn fI'I
+-—9—9 —000—80—0—¢ n H—.—.'.-.—.—-.——.— "
(e (d)

Figural 3, Perfil de una onda solitaria en la cadena de Toda

La velocidad ¢{x) depende de la amplitud de la onda 1/&, por lo que es de esperar que
entre mds alla y mds angosta una onda viaje mas rdpido que otra de menot altura y mds

ancha. Por otro lado, a segundo orden en el desarrollo en serie de potencias, con k < 1,

(k)1 +—
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lo que significa que la onda-pulso siempre se propaga mas ripido gue las ondas de longitud
de onda larga. En este caso, y dadas las transformaciones de variables que hicimos en la
segunda seccién, la velocidad de las ondas acisticas en la cadena lineal es del orden de 1.
De la expresién (1.6) podemos ver que

e —-1>0,
por lo que resulta que
m <0,

y, por lo tanto, la cadena se comprime localmente alrededor de la onda.

La solucién particular de la cadena de Toda infinita, que acabamos de obtener, es
interesante no sélo por ser exacta, sino porque la onda viaja sin cambiar de forma. Esto
no es el comportamiento usual de las ondas que viajan en los sélidos, liquidos o gases;
generalmente éstas se dispersan conforme se mueven. Por otra parte, histéricamente las
soluciones de Toda siguieron al descubrimiento de los solitones en medios continuos, pero
el resultado que hemos mostrado establecié una importante conexién entre el fendmeno de
la propagacién de ondas no lineales y la dindmica de los medios discretos. Es importante
notar que cuando & — 0, la relacién de dispersién se reduce a la de la ecuacion KdV, que
por otro lado, es el limite de la cadena de Toda para ondas largas.

1.3.1 Propiedades fisicas del solitén

Definamos una nueva variable S, como
d5, _ s
at —

De las ecuaciones f, = exp (—m} — 1 ¥ de f, = ds,/dt, obtenemos que
25,
dez ’

expresa nuevamente a la ecuacion de evolucién. Por lo que la ecuacion (1.2) también se

e™m—-1=

puede ver como

In(1 + Su) = Snci — 28 + Snpt
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y enfonces, junto con la igualdad ry = —In(1 + .§n), podemos establecer que

n = 2Sn - Sn--l - Sn+1 .
(S'n - r'rz+1)._ (Sn—-} - Sn) 1

pero sabemos también que ry, = @41 — @, por lo que comparando con lailtima ecuacién,
obtenemos

Qn = On-t — Sn .
Sabemos ademads que
s, = mfPtanh{xn + f1) + cte ,

entonces podemos afirmar que el desplazamiento @, de la n-ésima particula estd dado
por

cosh(s(n — 1) + Bt)
cosh(kn + Bt)

anlﬂ[ ]+cte,

o bien, en términos de funciones exponenciales, es equivalente a
1_|_e‘2(mz-n+,ﬁt)
an =In [—W + cle .

El solitén cs una onda-pulso localizada, a su paso comprime la cadena acercando las

particulas una cierla distancia. Esta distancia cs igual a la diferencia
Q—N - Q'l-oo =2 )
que se obtiene directamente de laqiltima ecuacién. Sc puede considerar entonces que tiene

una masa igual a

K

E ?

M = Z{Qm00 — Qioo) = 2

y consiste de las masas de las particulas, que se acercan con ¢l paso del pulso, (ina distancia

menor que la promedio A.
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Cuando existe un solitén el momento total de la cadena es
P, = Zan = M{Swpo =~ S400) 5
n

por lo que, tomando en cuenta que s —+ 20 ¥ 8400 — 0, (caso (a) de la figura (1.3)),
P=2mf = Mc,
es el momento del solitén, que es la masa veces la velocidad del mismo (¢ = hf8/x).
Definimos la energia (dimensionaimente) de la cadena como
B=L g+ D ple ) - 1) 4 (ass ~ wa)] -
Para calcularla conocemos las siguientes igualdades
eyt =t}

—1 = B%ech®(xkn + t)

Q% = (8p-1 — 50 ) B*[tanh(x(n — 1) + Bt) — tanh(xn + St))*
por lo que

1l

E = % 3 [BPscch*(kn + Bt) 4 (Yu41 — ¥u)]

+ﬂ2% 3 [tanh(k(n — 1) + B¢t) — tanh(xkn + 1)}* .

Por otra parte, también sabemos que

> sech®(kn + Bt)

1}

3_[1 — tanh(xn + Bt)) y

i

Z(yn+l — Un)

Yoo — Yoo = —2K .
Por lo tanto,

E= mg“T" 558 Sltanh®(x(n — 1) + Bt) — tanh? (xn+ )]
@ tanh(&(n — 1} + B¢) — tanh(xn + Gt)
+ Bl tanh() '
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b

donde hemos usado la identidad ..

tanh{xz) — tanh(y)
tanh(z —y)

1 — tanh(x) tanh{y) =

Ademis, einpleamos el hecho de que tanh(kn + ft) — 41 para n — *oo cbtenemos

PN S
. . . b= (tanh(m) Hh) '

Pa
[ NI

donde f3* = senh®(x), finalmente

2a
= —F[senh(fc) coshix) — &] .

1.4 Solucién con dos solitones

En la introduccién de la primera parte mencionamos los trabajos numéricos de Zabusky y
Kruskal sobre la ecuacién KdV. La solucién a esta ecuacién resulté en ondas solitarias no
lineales, llamadas posteriormente por ellos mismos solitones. Mencionamos gue la cualidad
maés importante de estas ondas es que después de colisionar preservaban sus perfiles
originales. Toda menciona que esbudios numéricos de la cadena muestvan que las soluciones
de tipo saliton resultan ser ondas que viajan en la cadena y, aiin cuando interactian entre
ellas, preservan su forma y velocidad [Toda, 1989]. In esta scccidén vamos a estudiar la
evolucién de una solucién a las ecraciones de movimiento con dos solitones. Mostraremos

que cuando colisionan los solitones, preservan sus perfiles iniciales y quese desfasan.
En la ecuacién

d
(l_ﬁ lﬂ(] + fn) = Sp-1 — ?'Sn 4 Sntl

definamos a la variable
¢
. S, = j sn()dt!
o o
por lo tanto,

l: ’ . fn:'-n-
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Por lo que la ecuacién se transforma en
In(1 + 8p) = Snet — 250 + Spr (1.7)

donde hemos tomado S,(0) = f,(0) igual a cero.

Motivados por el analisis de las ecuaciones continuas, buscamos una solucién de la forma
S, = Infcosh{wn — Bit) + B cosh{kan — Bt + 6)] , (1.8)

donde «;, 5,6 y B > 0 son constantes desconocidas. Notemos que cuando B = 0 co-
rresponde al caso de un solitén. Podemos tomar &1, Kz > 0 sin pérdida de generalidad.
Substituyendo (1.8) en (1.7), obtenemos, después de una buena cantidad de dlgebra, que
los argumentos de ambas funciones logaritmicas de los dos lados de (1.7) se pueden ex-
presar de la forma A; cosh®(u) + Az cosh®(v) + As, donde

u = gn-—Ht,
(1.9)

I

v an—ﬁgf'i'(s.

Igualando los argumentos y considerando a u y v como variables independientes, obtene-

mos tres condiciones que las constantes deben satisfacer,

B% - senh®(w1) + iR — B*enh®(ky) = 0
2+ B2 + B — cosh(k,) cosh(kz)
B1 P2 — senh{x;)senh{x,)

T
o o

Si expresamos a 82, 87 y B en términos de £ ¥ %2, hallamos que hay dos posibilidades:

Caso (a)

B = 2senh(x/2)cosh(x,/2) ,
B2 = 2cosh{x;/2)senh(k/2) ,
senh(xq/2)
senh{rxo/2)
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Caso (b)

B = Z2cosh(k;/2)senh(x2/2) ,

B2 = 2senh{x;/2) cosh(xz/2) ,
_ cosh(k/2)

B o= cosh(xa/2)

Se puede reemplazar a f1 y B2 por —f; y —f2 en las expresiones, es la inversién del
signo de la velocidad de propagacién de las ondas,

Una vez més retornemos a las variables r,, empleemos la ecuacién (1.8} y (1.9) y oira

buena cantidad de dlgebra para obtener

e —1= g—; , (1.10)
donde,

£ = Senhz(fﬁ) 4 stenhz(ﬂz) + 2B cosh(u + ’U)Scnh2 (-'61 ; 162)

+2B cosh(u — v)senh® (S—;B)

?

I

&y [cosh(x) + B cosh(w)]? .

Notemos que la dependencia temporal esté en las variables u y v definidas en la ex-
presion (1.9). También notemos que la expresidn de la derecha de la igualdad (1.10)

siempre es > 0 y por lo tanto ry = @y — @, < 0.

51 consideramos valores de n(t) tales que el cociente |ul/|v] va a cero o infinito en el
limitet — oo, entonces el lado derecho de (1.10) se anula. y 7,(!) — 0. En otras palabras, la
excitacién desaparece, Para que r,(t) no se anule, debemos cambiar n {es decir, movernos
a lo largo de la cadena) de tal forma que, cuando |t| — oo, pase una de las siguientes dos
sifuaciones

utv=c U~V =C.

donde ¢ es una constante. listo es, hay dos posibles formas de movernos en la cadena para
tiempos largos y continuar observando excitaciones, s trata de una excilacidn compuesta
por dos.
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Por ejemplo, variemos a n con tal que u — v = c. Entonces, conforme ¢ — Foo,  ({v] ~
o0}, la expresion (1.10) se reduce a
o SEnh? (2552 ) cosh(2v + ¢)
= “"[cosh(v + ¢} + B cosh(v)]? ’

El comportamiento asintético del lado derecho de esta ecuacién depende de si v > 0 6

—rn

(1.11)

[+

v < 0, que de acuerdo con (1.9) estd relacionado con los limites £ = 400 6 ¢t — —o0.

Para determinar el signo de v (usaremos simbélicamente sgn(v) para ello) conforme
{ — %00, consideremos el primer caso u — v = ¢, asi que (81 — k2)n — (B — o)t =¢, 6

nm=(ﬂlﬁy+w, (112)
K1 — Kg
donde ¢ y ¢” son constanies, Entonces
v o= (Klm " .81) t + cte
K1 — K2
=(%¢ﬁﬂy+m. (1.13)
K1 — K2

[ .
De las expresiones en el caso (a), se tiene

Koy — 12 = [:sgsenh (%) cosh (%3) — &1 cosh (%) senh (-’;—2)] ,

de donde concluimos que
sgn (K'Zﬂl - K'lﬁ?.) <0: y
K1 — Kg

sgn{v) = —sgn(t) .
La misma conclusién se obtiene para el caso (b).

Por otro lado, si u 4+ v = ¢, obtenemos, a parlir de la expresién (1.12) que
n(t) = (g__l_'__ﬁZ_) t4 C” s y
K1 — K3
(1.14)
v = (Rzﬂl — k1P

Ky — K2

)t+ctc,
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a partir de lo cual también se puede demostrar, de forma stmilar, que sgn(v) = sgn(r; —
K9 )sgn(t).
Por lo tanto, de la expresién (1.10) se obtienen dos pulsos compresivos separados espa-
cialmente (u v = ¢) en |t} - oo,
' senh’ (m52) sech?L[(u — v) + sgn(t) In(B)] ,
tli:rhnm(e'r" -1)= {1.15)
C | senh? (ﬁdz‘—”l) sech®3[{u -+ v) -+ sgn(t)sgn (ke — 51) In(B)] .

que es vilida tanto para el case (a) como el (b). La estructura de cada excitacién por
scparado es similar a una sola excitacién (1.6), pero no pareceria obvio en un principio.
Lo que no es “obvio” ¢s que las excitaciones puedan interacluar y mantener la misma

forma. en el limite £ — +co que lendrian en ¢ — —oo; como en la expresion (1.15).

Notemos que la solucién (1.15) es invariante ante el intercambio de ky por 2 y que, en
cualquier caso, (a) o (b), en la expresidn para B podemos escoger «y > #y sin pérdida de
generalidad. Por lo que el signo (k; — £3) > 0y In(B) > 0, en (1.15). Podemos escribir

entonces a cstos pulsos asintdticos mds concisamente como

lim (™™ — 1) = senh? (fl:;:—m) seclﬁ% [(wd=0) Fsgn(t) In{B)] . {1.16)

|t|l—eo

Esto finaliza ef algebra. Ahora pasemos a la interpretactdn fisica de la solucién. Puesio
que

vtxv=(r1 k) — (L)L S, (1.17}

las dos excitaciones (1.16) ticne dimensiones de velocidad

e 2senh2 ('—%%1) y ( +1 caso {a) ) (1.18)

- +1 caso (b)

R1ﬂ:hﬁg K,l:l:n‘iz

En el caso (a) lenemos dos excitaciones, ambas con velocidades positivas, una més velox

Br+ B2
K1+ 6g '
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que la otra

B~ B

K1 — Ko )
En el caso {b) la excitacién més rapida tiene velocidad positiva, mientras que la lenta tiene
velocidad negativa, pero recordemos que los signos los podemos intercambiar. Notemos
de 1a ecuacién (1.16), que el pulso més répido tiene la amplitud més grande. Estos dos

cagos se pueden ver como en la figura (1.4).

Si el tiempo corre de —co a 00, los argumentos de las funciones secantes hiperbdlicas
en (1.16) se desfasan por FIn(B). De la expresion (1.17) concluimos que los centros de
estas compresiones localizadas son desfasados por una cantidad An igual a

In(B
An = :1:2-—2(—-—)— .
(51 + Ka

Por lo tanto, el pulso més rdpido se desfasa, en valor absoluto, menos que los pulsos

més lentos. Esto se ilustra en el diagrama n-temporal de la figura 1.4, donde las rectas

(v £ v) Fsga(t) In(B) =0

estan dibujadas. Por supuesto, estas rectas sélo tienen significado para {t] grande. Si aso-
ciamos masas a los pulsos répido y lento, el “centro de masas” no experimenta corrimientos
o desfasajes. § simplemente sefiala el “origen” de la interaccién de estos dos pulsos.
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t centro de masas
o

-IB+§ ¢ InB-3
KK, | Ktk e
t /"
: " P . n
/’ -~ 1
L -InB -8 !
- | TRAE,
! -InB+8
] K~ K,

Figural.4. Coliatdn entre dos solitones que se encuentran de frente



1.4 Solucidn con dos solitones

(a) t centro de masas

A
/ )

N\ L

t>0

23

{b) centro de masas

@

£

Sl'l
t<0
——
0
T
e Pfn g

>

A AN

Figural 5. Colisidn entre dos solitones, {a) se encuentran de frente y {b) se revasen.



24

1. Lua cadena de Toda



2

Ecuacién general de evolucién

En este capitulo estudiamos la generalizacién de las soluciones a las ecuaciones de mo-
vimiento de la cadena de Toda infinita mediante ¢l formalismo de Lax. Este formalismo
nos permitiré hallar, junto con la energia y momento totales, una infinidad de canti-
dades conservadas del sistema. La solucién de las ecuaciones generales de evolucién la
pospondremos hasta el préximo capitulo.

Vimos en el primer capitulo que la cadena de Toda admite soluciones de ondas-pulsos
localizadas, conocidas como solitones, y que cuando colisionan dos de estas ondas preser-
van sus perfiles iniciales. Podemos pensar que la estabilidad de los solitones es debida a
la existencia de las cantidades conservadas. La mayor parte del capitulo estard dedicado
a mostrar que hay tantas cantidades conservadas como particulas en una cadena. Sin
embargo, ahora sabemos que tanto el sistema con un nitmero finito de particulas como la
cadena infinita son integrables [Toda, 1989].

M. Hénon en Francia y H. Flaschka en los Estados Unidos, comenzaron a estudiar
analiticamente la cadena de Toda estimulados por los trabajos numérices de J. Ford.
quien habfa mostrado la integrabilidad del sistema periédico de tres particulas. En 1974,
Hénon probé que las cadenas de Toda ciclicas poseian tantas cantidades conservadas como

niimero de particulas. En ese mismo afio, Flaschka probé independientemente el mismo
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resultado y presentd ol método para resolver la cadena de Toda infinita. El método se
basé en la discretizacion del Método de Dispersién Inversa, empleado anteriormente para
regsolver la ecuacidn KdV.

2.1 El par de Lax

in esta primera seccién estudiaremos las integrales de movimiento de una cadena de
Toda periddica compuesta por tres particulas de masas iguales, ver figura 2.1, Posterior-
mente exienderemos los resultados a un nimero infinito de particulas. No expondremos
la solucién a este sistema ciclico, que por cicrto no admite soluciones de tipo solitén, Las
soluciones estén dadas en términos de las funciones elipticas o enoidales [Toda, 1989]. Por

lo pronto, estamos interasados sélo en las cantidades conservadas del sistema.

Figura2.1. Moeldcula triatémica

A principios del verano de 1975, M. Toda recibi6 una carta de J. Ford, quicn trabajaba
en el Georgia Institute of Technology. La carta incluia una copia de los cilculos de la
solucidn a la cadena de Toda ciclica de tres particulas hechos por M. Kac y P. van

Moerhcke.,

in el cdleulo, I{ac empl$ el siguiente hamiltoniano

H = %(pil’ + pi + pf“;) +em@mn) 4 o~l03=a) 4 -l-a) , (2.1)
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donde ¢, ¥ pn, (R = 1,2,3), los desplazamientos y momentos de cada particula, son
variables candnicas conjugadas. Las ecuaciones de movimiento son el siguiente conjunio

de ecuaciones diferenciales

Gi=m, p=e(m® e lamn),
G =Pz, P2= e—(a2—a) . g—~{es—m) , (2.2)
G3=ps, P3= e~ —a) _ g=ln—uw)

Simplificamos la expresién del hamiltoniano empleando el siguiente cambio de variables

512%331, bz=%P2, ba=%P3,
(2.3)
a4y = %e—%(qzmm) , 6= %e“%(qa-qz) , a3= %g-%(lh-@s) ,
de donde obtenemos la siguiente igualdad
1
a1daed3 = 2—3 5 (24)
y al hamiltoniano

H o= 202+ 0% + 83) + 4(ad + af + a3) . (2.5)

La ecuacién (2.5) es una expresién cuadratica de @, y s, pero no significa que podamos
hallar las variables canénicas conjugadas adecuadas para la integracién. Las ecuaciones

de movimiento ahora son, en términos de las nuevas variables,

(},1 = Ch(bl - bg) , flg = ag(bg —_ 63) . fl3 = a3(b3 - bl) 3
(2.6)
i’l = 2(‘1% - a%) 2 52 = 2(‘1% - a%) 3 EJ1 = 2(“% - a’%) »

con condiciones de frontera periddicas: a; = a3 y by = bs. Este sistema de tres particulas
posee tres grados de libertad, uno por cada particula, que sélo pueden moverse longitu-
dinalmente en torno a su posicién de equilibrio. La descripeién del sistema la hacemos
desde un sistema de referencia ligado a la molécula.
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In vez de intenfar integrar las ecuaciones directamente, estudiaremos un problema
asociado. En realidad adoptaremos un nuevo punto de vista, ya que en vez de resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales (2.6}, trabajaremos con un problema espectral lineal

o de valores propios,

Observemos que el momento total P, dado pot 2% by, ¥ la energia total H, dada por
23°(B2 +24a?), son funciones simétricas de las variables e, y b,,. Estas [unciones simétricas

estan ligadas al polinemio caracteristico de la matriz simétrica real L

b] 43 O3
L= 3] b: L% . (2.7)
o az az b3

La idea principal consiste en mosirar que los valores propios de la matriz L son inde-
pendientes del tiempo ¢ ¥ que no son otra cosa que las cantidades conservadas del sistema.
Dos de estas cantidades conservadas son el momento y la energia totales. Lo sorprendente
es que el tercer valor propio también es una cantidad conservada, como mostramos a
continuacion. -

Si definimos un vector ¢ como

P = (‘Ph‘?z"f’a)T v

entonces, la ccuacién de valores propios de la matriz cs
(L—Al)p=0. (2.8)

El valor propio A(t) se conoce como el espectro de la matriz y ¢(t) como la funcién propia,
I es la matriz idenlidad de tamafio § x 3. Cuando ocurra que dA/dt = 0 hablaremos de
un movimiento isocspectral en el sistema. La ecuacion {2.8) es satisfecha por un vector no

nulo ¢ siempre y cuando la matriz {L — AI) sea singular, es decir,

det(L— A} =0. (2.9)
o bien,
b} - A a1 s
ay =X = — (A= M)A = A0 = As), (2.10)

s as b:}, - A
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donde Ay, Az ¥ Az son las raices del polinomio caracteristico. Al desarrollar al determinate

y al producto de la derecha, la relacién entre las raices y los coeficientes del polinomio es

)\2 haed )\1+/\2+A3=b1+62+63 (211)
Al — )l;)lz -5‘-).1/\3—{-)!2)53 = blbg-f-b;b_g-]'bgbg —af - ag —(Ig (212)
/\0 - )\] A‘z)\a = blbgba - (blag + b;ag + 536%) -} 2(1,10‘.20.3 (213)

Derivemos la primera ecuacién (2.11), empleamos el conjunto de ecuaciones (2.6) y

obtenemos

d d
E(/\l + Ay + a\3) = -Et;(b[ by + b3)

2al—~af +or—-aj+a;—al)=0. (2.14)

i

que es la conservacién del momento total P =3 P, = 2% bs-

De la ecuacién (2.11) observemos que
(AL + Az + A2)? = b2+ B2 4+ b2 4 2(byby + babs + bybs)

y de la ecuacién (2.12) despejamos los términos cruzados de las §’s y lo sustituimos en la

iiltima igualdad
(A 4+ A+ Aa) = b2+ 2 £ 62 4 2( M Ae  AAs + dada) + 2(a? + as 4 db),
pero también se cumple que
(AMt+re+ M) =2+ A+ A2 2(MiAe + Az + Azds)
por lo que comparando estas dos ecuaciones obtenemos que
MM A2 =4 b+ B2+ 2k + el +a3),
que es un medio veces el hamiltoniano (2.5)

Ho=2(A 4+ A3+ M%) . (2.15)
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St dcrivamos esta canlidad obtenemos
{
(A FAZHAD) = é (67 + 62 + 02 + 2(a? + a3 + a3)]

= 2[biby + baby + baby + 2erin + azds + asis)]

= Albi(a3 - a]) + bo(af — a3) + bs(af ~ af)

+ (atlh — b)) + a3(by — ba) + a3(bs — 8] =0,  (2.16)
que expresa la conservacién de la energia total 7.

Iinalmente, obtenemos la derivada de la ecuacién (2.13), tomando en cuenta (2.4),

d d
dt(AII\Q)‘a) = % [blbzba — (bral - boal + baa%)]

db db db
= ‘b2b3+ 2‘”””43

dbi 2 dbz dbS 2
TR TR I T

L) ;L) . d)
i by by
Y empleando ¢l conjunto de ccuaciones (2.6}, vemos que

by by

(2.17)

d .
E(AV\ZAE) 2(&? — (lg)bgbg + 2(6&% - a?)blba -+ 2(d§ - a%)blbg

2(ar - a3)a} —~ 2(aj ~ a})al — 2} — a})a}
- 21)1&3(1)2 - ba) - 262&%(!)3 e bl) -— 2530!%({)1 — bz) =0. (218)

Asi, del conjunto de ccuaciones (2.14,16 y 18), concluimos que cada una de las s son
independientes del tiempo

4\1., )\2, }\3 =cle .

Y conio ya mencionamos, estas son las tres integrales de movimiento de la cadena ciclica;

a saber, cl momento y la energia totales y el producto A Mg, que de ordinario no posee
cualquier sislema mecanico,

51 A, Az ¥ Ay son los valores propios de L y U es la malriz que diagonaliza a L, entonces
M 000

UMLU= [0 X 0| . (2.19)
0 0 A
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Por o tanto,

tr(UTLUY = M+ M+, (2.20)
(UL = M +AZ+ %, (2.21)
det(UTLU) = MAzhs, (2.22)
son las cantidades conservadas. Notemos ademas
tr(U-1LU) = tr(L):%P, (2.23)
W(UTLUY] = ()= 5N, (2.24)
det(U'LU) = det(L). (2.25)

Es decir, que si las entradas de la matriz L evolucionan de acuerdo con las ecuaciones de
Toda (2.6), entonces la matriz posee equivalencia unitaria. De hecho, se pueden construir
variables de angulo ¥ accién explicitamente, en donde las cantidades conservadas estin
ligadas a las tres acciones. Usando estas variables el sistema se puede integrar completa-
mente usando funciones elipticas, (ver [Toda, 1989]). Pensemos que aunque tenemos seis
variables dependientes del tiempo a,, tt2, @3, by, by ¥ b3, con la condicidén ayaqay = 1/2%, el
nimero de variables independientes se reduce a cinco. Por otra parte, tenemos tres can-
tidades conservadas A, Az ¥ Az, las acciones. Por lo tanto, si obtenemos dos cantidades
més como funciones del tiempo, el movimiento estard completamente determinado. Toda
presenta una version de estos cdlculos mediante un procedimiento nada elemental {ver
capitulo 25 de [Toda, 1989]). En lo que sigue, la equivalencia unitaria serd nuestro punto

de partida para hallar leyes de conservacién para cadenas de NV particulas,

2.1.1 Rotacién de cuerpo rigido

Comencemos por estudiar en forma explicita la derivada temporal de la matriz L, que

tiene la siguiente forma

2(a% —a}) ai{by —bz) aas(ba — by)

L by @1 as
"Jt— = iI1 bz éz = al(bl - bg) 2((1? — CL%) ag(bg - 53) . (226)
43 az Dby

a3(bg - b]) ag(bz s b3) 2(&% - (Ig)
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Para reinterpretar I recordemos la férmula para derivar un veclor A de magnitud
constante. La derivada se pucde expresar como el producto vectorial de la velocidad
angular w por el mismo vector A:

dA

— =wx A,
dt

En coordenadas cartesianas sus componentes son

t

A, = wA;, —wA,,
weAp —wpA,

A, = wA, —weA, .

I

La misma‘ecuacién, formulada mediante matrices, se expresa como una generalizacién del

proeducto vectorial como sigue. La representacién matricial del vector A es

0 A, -—A,
A= | —A, 0 A,
A, —A, 0
y el de w,
0 Wy  —y
= —w, 0 W,
wy, —w, 0

Medianle célculo directo podemos verificar el siguiente resultado

dA
— =0A 4+ AQT, (2.27)
di

pero, por la definicién de §2, vemos que 7 = —§; es decir, podemos representar a la

derivada de nuestro operador o matriz como un conmuiador de matrices
[}, A]= QA - AQ, (2.28)

on’ donde §1 es una matriz antisimétrica. Se trata de la representacion mairicial de una
rotacién rigida, en donde los valores propios del vector A son counstantes, como en la
cadena de Toda de tres particulas.
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En este caso es posible verificar que para la matriz L (2.26), se puede escribir

dL

o= - 2.2%
= BL-LB, ) {2.29)
con
¢ —aq a3
B=|@a 0 —al. (2-30)

La ecuacién de Lax (2.29) aparece naturalmente en diversos problemas de mecanica y

fisica [Cruz-Pacheco, 1997]. Las ecuaciones de Euler
M=Mxw,

por ejemplo, se pueden escribir en la forma de Lax escogiendo a las matrices

¢ M1 —'Mz 0 wh —We
L=} —-M 0 M y B=] —uw 0 Wy s
M, —-My; O wy —wy 0

donde M = {My, M, M3)_ es el vector momento angular y w = (wy,ws,ws) ¢l vector
velocidad angular. Los valores propios de L son £(M, M) y 0; son constantes sobre las
trayectorias de la ecuacién de Euler [Arnold, 1988].

A esta representacién matricial es lo que Hamamos el formalismo de Laz [Lax, 1968]
para la cadena de Toda y es la base del estudio de las cadenas de N particulas.

2.2 Ecuacién matricial de evolucién

La ecuacién general de evolucién de la cadena de Toda la podemos expresar como un

sistema de ecuaciones

Q. '
o - o (2.81)
dPﬂ = e_(QﬂHQn—l) — e_(QrH-l”‘Qn) . (232)

dt
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Como en el caso de tres particulas, introducimos cl siguiente cambio de variables

i

U = §0"(Qn+1an)/2’ (2.33)
by %P,,, (2.34)

entonces, la integral de energia o hamiltoniano es

z %P: + Z e_(Qn+l"Qn)
2% (02 +242) . 2.35
n n

H

I}

Y cl siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, en las vatiables a, y by,
resulta en las ecuaciones generales de evolucién para un sistema periédico de Toda

{"ln = an(bn — b?1+1) N (2.36)
by, 2(a2_; — a?). (2.37)

Il

En un anillo de N particulas, con condiciones de frontera a; = ay y by = by, podemos
escribir las ccuaciones de evolucién con el siguiente par de Lax

by ¢ 0 ... O ay
41 bg [£5)] 0
0 ay by - :
p= 1. "G (2.38)
0 b1 awnoy
Lav 0 ... . any by |
[ 0 —dy cee e 0 an ]
43 0 —ay 0
0 (/3] 0 ..
B= | | o (2.39)
0 e 0 N1
L —O0N 0 O | 7 Y} 0 |
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Figura2.2. Cedena de Toda ciclica con 18 particulas. Se puede nolar que en la parte superior de la cedena las
particulas estdn mds cercanas, se trata de un pulso compresivo que viapa alrededor de lo cadena.

que cumplen con la relacién de conmutacién (2.29), (ver figura 2.2).

Flaschika fue el primero que escribid las ecuaciones de evolucion de la cadena de esta
forma [Flaschka, 1973]. Empleando este formalismo, como ya mencionamos, Flaschka ob-
tuvo las cantidades conservadas de la cadena periddica y también la solucién al problema

de valores iniciales de la cadena infinita (N — o).

5i omitimos todos los elementos ) de la matriz I del sistema de muchas particulas, ob-
tendremos la matriz L del sistema de tres particulas. Por lo que parece adecunado suponer
que un sislema de tres particulas es el sistema minimo que posee las propiedades de un
sistema de muchas particulas. -

Los componenles matriciales a, y b, son funciones del desplazamiento y del momento,

que a su vez son funciones del tiempo. Por fo tanto, las matrices L y B son funciones del
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tiempo ¢, En adelante escribiremos L(#) y B(t) para denotar la dependencia del pardmetro
temporal, y asi L(0) y B(0) denotarin valores iniciales. También escribiremos un valor
propio A de L como A(t) para cxpresar la dependencia en f. Como en el caso de tres

particulas, introducimos la funcién propia como ¢(t), una matriz de tamafio N x 1,
\- i

L{t)olt) = M(Dy(t) - (2.40)

Mostraremos que el valor propio A es independiente del tiempo. Esto es
dr
dt

como antes A se Hama el espectro de la cadena. Siendo la funcién propia diferenie del

0,

vector cero, se debe cumplit que
det(L(#) — X)) =0, (2.41)

que nos da ¢l espectro A. I es una malriz unitaria de tamafic N x N. Demostraremos que
cl espectro de la cadena cs independiente del tiempo ¢ a parlir de la observacién que el
propio Lax hizo [Lax, 1968]. La observacidn se basa en el hecho de que dos operadores o
matrices que poseen el mismo espectro son unifariemente equivalentes [Eckhaus, 1981).

2.2.1 Fquivalencie unitaria

Si intercambiamos una columan por un renglén en la matriz B, su signo cambia; esto es,

B es una matriz anlisimélrica. Aunque B es real, expresaremos este hecho como
B*=-B. (2.42)

Consideremos una matriz U, que sélo depende del pardmetro ¢, y que se detine por medio
de la ecuacién diferencial
dU(t)
dt

= BU(t) {2.43)
y el valor inicial

ue)y=1, (2.44)
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donde I es una matriz unidad de tamafio N x N. Los conjugados hermitianos de la

ecuacién diferencial y su valor inicial son

dU(2)

o = (BU®)
= [*(£)B”
= —U*(t)B (2.45)
, k
Uty =1I. {2.46)
Formando el producto U*(¢)U/(£) y derivando respecto al tiempo ¢ obtenemos que
aay dU . U dU
dt Ua
- —U*BU+U*BU, (2.47)
y entonces
iy
e 0. (2.48)
Por lo tanto, dada la condicién inicial, llegamos a que
U =1, (2.49)

para todo tiempo ¢. Ademds U* es la matriz inversa U™ de U. Se dice entonces que Ut

es una matriz unitarie. Este resultado nos permite escribir lo siguiente

%1 - BUW, U0 =1, (2.50)
@—;ﬂ = —U{nB, U0)=1. (2.51)

Ahora consideremos la. transformacion U=1(¢) L(¢)U(t). Derivemos respecto al parimetro
t
d

(U LU (D)

(U BLU)(®) + (U"‘d )(t)—[—(U LLBU)(t)

= —U1) [ L- %‘5 - LB} @) -
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Pero sabemos que las matrices L y B forman el par de Lax en el sentido de que satisfacen
al conmutador L = BL — LB. Por lo que

4, B
(UL =0, (2.52)

y entonces la transformacién U-1(t}L(£)U(t) es independienle del tiempo ¢ y debe ser
igual a st valor inicial prescrito L(0). Esto es,

UM LHU() = L(0) = cte . (2.53)
Multiplicamos la dltima ecuacién por U a la izquierda y por U~ a la dcrecha, obtenemos
L(t) = U LOW(1) . (2.54)

Decimos que L(t) y L(0) son uniteriamente equivalentes. Nuevamenie si derivamos esta

ultima expresién recobramos la forma de Lax.

En general, si A y B son matrices cuadradas, tenemos
det(AB) = det(A) x det(B) .

Eslo es, el determinate de un producto de matrices es igual al producto de sus determi-
nantes. En particular,

det(UU"")=1. (2.55)
5i A(t) denota el valor propio al tiempo ¢, vemos, a partir de (2.54), que

det(L(t) — M&)I) = det[U/()I0)U~ (1) — MU ()]
det[U(£)(L(0) — M) DU(1)]
det(L(0) — A(O)I) =0 . (2.56)

il

I

Pero sabemos que si dos matrices tienen el mismo determinante, también tienen el mismo
polinomio caracteristico y los mismos valores propios. Si comparamos esta dltima ecuacién
con (2.41) en un tiempo ¢ = 0, esto es, det(L{0)— A(0)1) = det(L(0) — A(t)]), oblendremos

A(t) = A0) = cte . (2.57)



2.2 Feuacidn malricsal de evolucion 39

Por lo anterior, el valor propio A es independiente del tiempo. Es nolable que este hecho

se deriva del cardcter antisimétrico de la matriz B. Esto es el movimiento isoespectral.

Observemos otro hecho particularmente importante. 5i diferenciamos la ecuacién Ly =
Ap respecto del tiempo i, obtenemos

AL, pde _ \do

wr Tl =g =0

Insertando esta ecuacién en la ecuacion matricial de movimiento £ = BL— LB, obtenemos

de dp

por lo que rearreglando la expresién llegamos que

dyp di
L% . =M _By| 9.58
(% o) =3 (-5 (258)
que no necesariamente significa que dip/dt = Bip. Recordemos que B tiene cierta arbitra-
riedad para ser definida (esto es claro apartir del hecho de que si sumamos una matriz que
conmute con L a la matriz B, la ccuacién maftricial de movimiento no se altera). Podemos
establecer, para la cadena infinita (IV = oo}, que la evolucién temporal de las funciones
de onda ¢ es
de
— = By 2.59
= = B (2.59)
Este hecho nos permite escribir la ecuacién de Lax L= [B, L] equivalentemente como la
ecuacién espectral Ly = Ap y una ecuacion de evolucién temporal de las funciones de

onda ¢ = By, ver apéndice al final del capitulo.

2.2.2 Cantidedes conservadas

I tiene N valores propios debido a que es una matriz de tamafio N x N. Si denotamos
por A; (j=1,2,...,N) al j-ésimo valor propio, entonces el desarrolio del determinante

(2.41) se puede escribir como un conjunto de N ecuaciones simultineas

MW ed¥ e 4oy tew =0, (j=1,2,....N) (2.60)
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donde log ;s son fimciones simétricas de las variables a,, y b,. 5i resolvemos estas ecua-
ciones simultdneas para ¢, tendremos que
L cx = crl[aa], [b)) S (k=12,...,N)
es decir, ¢ es una funcién de a, y b, pero no del indice j; nuevamente escribimos
er = k(A1 gy ooy AN (2.61)

Ya que las Aj's son cantidades conservadas, también lo son las ¢;’s. En otras palabras,
la cadena posce N cantidades conservadas. Sin embargo, dado que cualquier funcion de
las ¢p’s tarnbién es una cantidad conservada, la forma de escoger estas cantidades no es

tinica.

2.3 Cadena infinita

Consideremos una cadena infinita en ambas direcciones. Las ecuaciones anteriores se-

guirdn siendo vilidas, por lo que extenderemos los limites de la variable discreta n que

vadel = N a ——% — % y tomaremos el limilte N — oo, Por lo tanto, las matrices son
ahora
- o
bp-1 @n-1
L= tnoy bnoan (2.62)
n bn+1
L 0 -l
0
0 —lp—1
p-1 0 —ly
B= (2.63)
tn 0
L 0 B
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Por lo que las ecuaciones asociadas con la cadena son, en términos de componentes,
5 Lo = Al | (264)
donde ,, es el n-ésimo componente del vector ¢{f). Explicitamente tenemos
(Lp)n = @norip(n — 1) + bup(n) + anp{n + 1) = dp(n) . (n=...,1,2,3,...) (2.63)

Ademas, la ecuacién que gobierna la dependencia temporal del vector @, esta dada por

%2 =ap1p(n—1) —aup(n+1) . (2.66)
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Apéndice

A partir de las ecuaciones (2.65,66), la ccuacién espectral y de evolucién de las funciones
de onda, deducimos las ecuaciones de evolucién (2.6), que corresponden con la ecuacién
de Lax en el formalismo matricial. Diferenciemos (2.65) y usemos (2.66) para obtener

dnrp(n = 1)+ oot (@n-atp(n = 2) = tn_yip(n) + butp(n)
Hoa(@n-1p(n = 1) = aup(n +1)) + &np(n + 1) + an(anp(n) — angrp(n +2))
= Man-10(n — 1) — app(n + 1)) .

De la ecuacién espectral sustituimos las expresiones Ap(n—1) y Aip{n 1), las sustituimos

en la ccuacién de arriba y obtencmos

= tp-t{@n-29(n = 2} + buro(n — 1) + ap10p(n)) — an(antp(n)
+ baprp(n + 1)+ anpap(n + 1))

Faclorizando en términos de las ¢’s oblenemos

((‘énal + an—l[bn '" bn-—l})so(n - 1) + (b'ﬂ -I- 2[‘13 - “iul])‘ﬂ(”}
4+ (dnﬂn[bn-fl - bn])!,o(n 4~ 1) + (an—lan—2 - fin—lan—z)(/’(n - 2)
+  (antnyr — anan+1)(lo(n +2)=0.

Y hallamos, a partir de la independencia lineal de las s, las ecuaciones de evolucién

iy = t’En(bn_“bn+‘1)

; 2 2
by = 20a_,—al

Por lo tanto, es equivalente resolver ¢l problema inverso del sistema. de ceuaciones (2.65,
66} (siguicnte capitulo) de la representacién matricial del sistema o el conjunto de ecua-

ciones (2.6) directamente; cste dltimo, por cierto, més complicado.
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Método de Dispersion Inversa

En este capitulo estudiamos la solucidn de las ecuaciones de movimiento de la cadena de
Toda infinila mediante el método de dispersién inversa. En la primera seccidn expondre-
mos el origen del método y los antecedentes que llevaron a resolver la cadena de Toda.
En la segunda deduciremos las ecuaciones espectrales asociadas a la cadena infinita, para
posteriormente emplearlas al tratar con el problema de dispersidn inversa en la tercera
seccién. El problema de dispersidén inversa transforma nuesiro problema en otro donde
debemos resolver una ecuacién integral discreta, secciones cinco y seis, cuya solucién re-
quiere conocer la evolucidn temporal de los datos de dispersion. Finalmente mostramos
la solucién con un sdlo solitén en la seccidn seis, en donde empleamos el conocimiento de

los valores iniciales de los datos de dispersién dentro de la ecuacidn integral.

3.1 La ecuacién KdV y la cadena de Toda

El descubrimiento del solitén en 1965 estimuld los esfuerzos para integrar a la ecnacién
KdV y aclarar sus propiedades mds importantes. Fue en 1967 cuando Gardner, Greene,
Kruskal y Miura (GGKM), de la Universidad de Princeton, presentaron por primera vez el

método para resolver la ecuacion KdV, que aliora se conoce como el Métode de Dispersion
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Inversa (MDI}. Como mosiramos a continuacién, el método se inventé heuristicamente
1 ;

intentando “linealizar” la ecuacidn KdV. No se consiguid integrar por transformaciones a

la ccuacidn, en cambio, la solucién al problema se planted de una forma muy inesperada.

R. Miura hallé una curiosa relacidn entre la ecnacién KdV

uy — Bttty + tgpp =0 {3.1)
v la ecuacion

v — 60?0, + Vg = 0 . (3.2)

Fs la ecuacién KdV modificada y se llama MKdV. Aunque entre estas ecuaciones hay
similitudes también existen diferencias, pero no nos ocuparemos de este problema. La
ecuacion KdV es el modelo de una onda solitaria de perfil permanente que viaja en aguas
poco profundas. La variable u describe la clevacién de la superficie del agua y la ecuacion

admite soluciones de tipo sech?. lis, ademds, el limite de onda larga de la cadena de Toda.

La relacién enire eslas ecuaciones la establece 1a siguiente transformacion
=10t u,, (3.3)

lo que nos permite obtener

g
(3; + 2U) (v = 60y & Uy} = 2y — Btz -+ Uge -

Isto significa que si una funcidn v salisface la ecuacién MKdV, entonces la funcidn u de
la transformacion satisface la ecuacién KdV. Tal transformacién se conoce como transfor-
macién de Miura. Observemos por otra parte que la ecuacién de transformacién es una
ecuacion Lipo Riccati en la variable v, donde w{#) es una funcién de z dada. Fsta ecuacion

se puede linealizar mediante la transformacion

o= % (3.4)

a la ecuacion

Ty —u{2)¥ =0, (3.5)
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o bien,

(3-6)

Esta tltima ecuacidn es semejante a otra transformacidén conocida como Cole-Hopf, que
linealiza a otra ecuacién de la mecanica de fluidos: la ecuacién de Burguers. Sin embargo.
la simple sustitucién de la transformacién anterior en la ecuacién KdV no da una ecuacion

integrable. Por otra parte, si transformamos
u—u—A, (3.7
con A = cte, la ecuacién KdV cambia a '
Uy~ By — Butty + tye =0,
vy regresa a la original si transformaimos a la variable z como
z—oz+6M. (3.8)

Estas dos transformaciones en v y z dejan invariante a la ecuacién KdV. De la trans-
formacién en z vemos que ahora el sistema de coordenadas se mueve a una velocidad
constante —6X. Esta es una transformacién de Galileo, Por lo tanto, tomando en cuenta

(3.7), podemos generalizar a (3.5) como la siguiente ecuacion
Vo + (A —u{z¥ =0. (3.9)

Esta es la ecuacién estacionaria de Schrodinger, que aparecid en la fisica a principios de
siglo con la mecanica cuantica. Pero estamos en una situacién enteramente diferente en
la que no conocemos a las funciones ¥, ni a las constantes A y menos la solucién del
problema. original, la funcién u(z). Sin embargo, GGKM pudieron mostrar que la funcién
u({z) se puede determinar sin necesidad de conocer completamente a las funciones ¥ para
todo tiempo ¢, sino a partir de conocer tinicamente su comportamiento asintético en
z — 400, en donde ahora la funcién u(x,t) se considera como un “potencial” localizado
y con decaimiento rapido. Al observar este problema espectral asociado a KdV, Greene se
preguntd de inmediato que pasaba con el espectro de (3.9) si u evolucionaba de acuerdo

con KdV. La respuesta fue sorprendente: {El espectro no cambia! De aqui surgié la idea
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de estudiar la cvolucidn de los datos espectrales de (3.9) ¥ en base a ello responder a la
pregunta: jes posible reconstruir ol potencial a partir de los datos de dispersién y, si asf es,
como se lleva a cabo la reconstruccién? Este problema inverso fue resuclte por Gel'fand y
Levitan en 1951 y posteriormente, en una forma mds manejable, por Maréenko en 1955.

La idea principal del método consiste en estudiar el problema inverso de la ecuacion
de Schradinger, donde la reconstruccién del potencial u(z,t) proporciona la solucién a la
ecuacidn KdV. Si hacemos incidir una onda W sobre el potencial u(z,t), por ejemplo una
onda plana e~®*, el potencial dispersara la onda. En principio podemos conocer, en los
limites @ — oo, la forma asintétlica tanto de la onda transmitlida como la reflejada, cstos
son los datlos de dispersion. El problema ahora es poder invertir esta informacién para

determinar al potencial u(z,t).

Como ya mencionamos antes, otro de los principales descubrimientos de GGKM fue el
hecho de que Jas soluciones a la ecuacion KdV son potenciales isoespectrales de la ecuacién
de Schrédinger; es decir, los valores propios son constantes en la ccuacidn de Schrodinger
e integrales de movimiento de la cenacidén KdV. Este descubrimiento condujo al menos a

tres cuestiones basicas:

1. jExisten olras ecuaciones, ademas de la KdV, cuyas solucionecs sean potenciales

isoespectrales de la ecuacién de Schrodinger?

1

Jixisten otros problemas cspectrales o de valores propios, ademds de la ccuacidn
de Schrodinger, para los cuales se puedan hallar polenciales isccspectrales como
soluciones de alguna ecuacién de evolucidn de inlerés relevante?

III. Dada una ecnacidr de evolucidn para funciones u{®, ¢), jse puede hallar un problema

de valores propios para el cual u(xz,1) represente potenciales isoespectrales?

En 1968, P. Lax respondid afirnativamente a la progunta I y desarrolld un formalismo
que permitié responder a la pregunta IT (ver capitulo 2). La pregunta I11 ain estd sin

respuesla de forma sistemdlica [Eckhaus, 1981].

Il MDI, se ha empleado para resolver otras ecuaciones ademas de la KdV y todas han
sido ecnaciones en derivadas parciales [Flaschka, 1974]. Por otra parle, mencionamos en la

introduccidn la relacion entre la cecuacién KdV y algunos sistemas discrelos. Por ejemplo,
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la cadena de Toda se puede estudiar como un limite continuo de la ecuacién KdV en
longitudes de onda larga. Sin embargo, su relacidn resultéd ser mas importante: el método
de solucidn de las ecuaciones de evolucién de la cadena de Toda es una versién discreta

del MDI, como veremos mas adelante.

3.2 Ecuaciones asociadas con la cadena

Hemos mostrado, en el capitulo anterior, que mediante el formalismo de Lax el movimiento

en la cadena se puede escribir como la ecuacién matricial

dl

Fria BL-LB. (3.10)
Si introducimos un vector columna,
@ ={0(1),p(2) - pn),- )", (3.11)

también podemos escribir la ecuacién de movimiento (3.10) como

Lo = Ao (A = cte) {3.12)
By = d‘fi(t”). (3.13)

De hecho, si diferenciamos Ja primera ecuacién {3.12) respecto de t y empleamos la segunda

(3.13), ubtenemos (3.10)

dL

T —LBp+ ABy

= (BL-LB)y. (3.14)

Anteriormente también mencionamos que la matriz antisimétrica B tiene cierta libertad
para ser definida, le podemos sumar otra matriz tal que conmute con L y nos permita

considerar a la matriz B como la misma en ambas ecuaciones (3.10) y (3.13).

Por conveniencia en los calculos escogemos

1 -1
)\=§(z+z ) - (3.15)
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.Lias' n-ésimas lneas de las ecuaciones (3.12,13), recordemos que estas ecuaciones sen vec-

toriales, se pueden escribir como

Gurpln = 1) 4 bypln) +awpln +1) = 5(2+2"gln) (3.16)
an1ip(n — 1) — apo(n + 1) dig(n)/dt . {(3.17)

La ecuacién (3.16) es una ecuacién en diferencias lineal y de segundo orden de la funcién
¢ en la variable n. Dado que las soluciones de la ecuacién en diferencias son polinomios en
lp, variable z, con cocficientes que dependen del tiempo, podemos escribir p(n. z, &) como

pn,z,t) = 3 K(n,m,t)z™, (3.18)

donde K {n,m) es funcién del tiempo pero independiente de z y que cumple con las

siguientes condiciones de [rontera

0

K(n,m) — (m >n — o) (3.19)
I (n=m-—+o00).

Param < n, suponemos que i{(n,m) = 0.K(n,n) notiende a 1 en n — --oc. Sustituyendo

la funcién (3.18) cn la ccuacién (3.16} y después de comparar los coeficientes de las

potencias de 2" y 2"~!, obtenemos las siguientes relacienes entre el nicleo A y las variables

tn ¥ bu

tpaK{n—~1,n—-1) = K(n,n)/2, (3.20)
tna K(n—1,n)+ b, K(n,n) = K(n,n41)/2, (3.21)

[

resolviendo para a,—; v b, obtenemos

K(n,n)

R () B 3.22
i 2K(n—1,n— 1) 02
b = Kwntl) - K(n—ln)

n 21{(71’”) n-t K(n, Tl) ’
o hien,
b Klmn 1) K(n—1,n) (3.23)

2K(n,n)  2K(n—Lin-—1)"
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Las ecuaciones que se obtiene a partir de igualar los cocficientes de las potencias de
Zmtt 2742 no las necesitaremos en el trabajo y por lo tanto las omitiremos. Esto no

es mas que reexpresar a los polinomios de una manera conveniente.

Ahora podemos retornar a las variables @, de las ecuaciones de movimiento empleando

la ecuacion del capitulo anterior (2.33)

Kin+Lntl) ”]2 . (3.24)

—(Qn41-Qa) = 2
¢ = (3an) [ K(n,n)

Por lo tanto, si conocemos al elemento diagonal K(n,n) podemos obtener, como en el

primer capitulo, una solucién de onda viajera (ecuacién (1.8)). Ademds, si escogemos

_ K(n,n+1)
= K(n,n) °’ (3:25)
y de las ecuaciones de movimiento (2.34) obtenemos
= 2 _K(m,n+1l)  K@r-1,n)
Pn = &0 K(n,n) K{in—1,n—1)
= 8y-1— S - (3‘26)

Nuevamente hemos definido a s,, como la variable canénica conjugada de ry = Qny1 —
@, dentro de la discusién de la transformacién dual del primer capitulo. De las ecuaciones

del primer capitulo (1.7) y (1.8) sabemos que

T e ] = —— 3.27
¢ =, (32)

que representa una solucién a las ecuaciones de evolucién. Vemos que conocer al micleo

K nos permite calcular la solucién del problema.

Pero observernos un hecho particularmente importante sobre las ecuaciones asocia-
das {3.16,17). La siguiente es una de las posibles versiones discretas de la ecuacién de

Schrédinger {3.9), hemos tomado operadores en diferencias centrales,

i

S¥O 1)+ 0,0 = 1)] = xg(m)¥ (), (3.25)
donde y = 1 — AA? y g(n) = exp [u{n)A?]. 5i tomamos el limite

lim A—0, con nA =z (fijo), (3.29)
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regresamos a la ecuacién de Schrédinger. Pero st sustituimos

(A, n) = fg(n)¥(A,n), (3.30)

obtenemos
an+1¢’()\:n + 1) + anﬁb()\:n - ]-) = )‘d’()H n) ) (331)
donde a, = 1/2,/g(n)g(n — 1); por lo que ahora cl problema es hallar a las a,’s, ya que

la informacién sobre el potencial estd en las variables a,’s, cn completa analogfa con
las ecuaciones de la cadena de Toda (3.16) v (3.17). Esitc problema fue la base de la
discretizaciéon MDI llevado a cabo por K.M. Case y M. Kac en 1973 [Case y Kac; Case,
1973]. En relacién con la cadena de Toda, si queremos tener conociiniento detallado del
momento £, y de la posicién @, o bien, de a, ¥ by, de un objeto en movimiento (un
solitén) y lo iluminamos con alguna clase de luz caracterizada por A, obtendremos una
imagen de radar que corresponderd a la forma asintética de la onda W, La lécnica de
prediccién del movimiento del objeto corresponde al MDI y la funcién de onda ¥ no es
sino una herramienta matemética que podemos considerar como una onda real (rayos-X,
por ejemplo) dispersada por los solitenes en un medio no lineal (la cadena de Toda). Bsta
es la idea principal del MDI desarrollada por Flaschka [Flaschka, 1974; Toda, 1989].

3.3 El problema de dispersion

En relacidn con el parrafo anterior supondremos que la funcién ¢, de la ecuacién (3.16),
es dispersada por wn polencial que es funcién de las variables a, y b,. Oblendremos
entonces los datos de dispersién que necesitamos para el MDI. Tn lo que sigue, la funcién
i jugara un papel similar a las funciones de onda de la mecanica cudntica y por lo tanto
la llamaremos funcidn de onda.

3.3.1 Bl espectro discreto y continue

Supongamos que en el limite n — doo no hay movimiento en la cadena, entonces de las
ecuacionecs (2.33) y (2.34) del capitulo anterior obiecnemos

a, = % y by =0. (3.32)
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Observemos que en este limite las ecuaciones (3.16) y (3.17) tienden asintélicamente a las
siguientes ecuaciones

pln—D+pnr+1) = (2427 )p(n) (3.33)
1 d
:?-[rp(n -D4er+1)] = (il(n) . (3.34)
i
Estas ecuaciones admiten soluciones de la forma
w(n, z,t) — eT#E" . (3.35)

con z = ¢*. Si sustituimos las soluciones asintéticas en la ecuacién (3.34), obtenemos

1 1
w=—(z—2""). 3.36
(- 2) (3.36)
Observamos entonces en el limite n — +oo asintéticamente la funcién ¢ tiende a e~2",

lo que nos permite escribir

en) = ¢(n,z)e™™, (3.37)
$(n,z) — 2. (3.38)

La funcién de onda ¢(n, z) corresponde a la serie de potencias de z de la ecuacién (3.18)

oo
$(n,2) = Y K(n,n')z" . (3.39)
n'=n
Por lo tanto, en el limite n — oo, la funcidn de onda w(n) tiende asintéticamente hacia
una funcién periddica, con k € R. En tal caso |z] = 1, por lo que w = sentk) y & = cos{k).
Se trata de un wvalor propio continvo. Ademads, mientrasn € Z, podemos limitar el intervalo

de ka0 <k <= y restringir los valores espectrales al intervalo |A| < 1.

Para los valores propios discretos consideremos los valores del espectro |A| > 1y z =
z; (7 =1,2,3,...). En este caso, en el limite n — 400, la forma asintética de la funcién

de onda es de forma parecida

pln,z,,t) = ¢{n, zu.,-)e‘61 \ ' (3.40)

¢lniz) — 2,
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donde.
Izl < 1, (3.41)
A= (31+zj_])/2 ) (3.42)
B = (1 —2z)/2. (3.43)

N

Descartamos los valores complejos de |z} > 1 dehido a que no nos proporcionan solu-
ciones acatadas al problema de los estados ligados; es decir, nos restringiremas al civculo
unitario y su frontera cn el plano complejo {z;| < 1. Asi, la onda ¢(r) — €®27 es la forma

vasintotica de un estado ligado con |z;] < 1, tal que ¢ — 0 cn el limite n — 400 para todo
tlempo t Es decn la funcmn de onda estd acotada en la variable n. Cuando el estado
h&,a.do s¢ Mmueve hacia la derecha tenemos que > 0 (z, > 0) y cuando sc mueve hacia la
izquierda tenemos que # < 0 (z, < 0), Como veremos en la iiltima seccion del capitulo,
los solitones estdn cspecificados por los estados ligados. Por otro lado, debido a que las

matrices B y £ poscen entradas reales, debemos tomar a z; y # como reales también,

3.8.2 B problema de valores propios (problema directo)

Consideremos una funcién p que satisfacc el conjunto de ecuaciones (3.16) ¥ (3.17) por

componenies tendremos la siguiente ecuacion
(L —ADpn)=10, (3.44)

donde A == (z + z71)/2 e I es una matsiz identidad. Hemos mostrado que en los limites
7 — F00 la ecuacion (3.16) posee dos soluciones periddicas (3.35) y, como se Lrata de una
ecuacion en diferencias de segundo orden, podemos entonces expresar cualquier solucion
 por medio de un conjunto fundamental, definido como las funciones de onda v;(n, z) ¥
wa(nt, 2), con'sus respectivos limitcs asintlicos

“1114}1 [z7"o1(n,2)] =1 y nEr_nm{z“tpz(n,z)] =1. {3.43)

. Los Hmites asintétices de las funciones de onda estan representadas en la figura (3.1).

Como cualquier otra solucién sc puede eseribir como combinacién lineal del conjunto

fundamental, podemos escribir a las mismas funciones de onda ¢1{n, z) y va{n. ) como

pa(m,2) = en(2)pr(n, 2} + ena(zlpr(n, 27", {3.46)
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Figura3.l, Diagrama de dispersidn de ondas

@i(n,z) = en(2)pa(n,27") + ca(2)pa(m, 2) - (3.47)

Dado que @, ¥ b, en (3.16) son dependientes del tiempo, también lo son los coeficientes
enn(2,t) ¥ e12(z,1). En el caso de la ecnacién (3.46) una onda de amplitud ¢;2(z) incide
desde n — +o0o sobre el potencial de dispersién en la cadena. La onda se refleja con
una amplitud ¢;1{z) ¥ se transmite hacia n — —co con una amplitud unitaria, como
se muestra en la figura (3.1.a). Para la ecuacién (3.47) la situacién es similar. La onda
incidente tiene una amplitud czg(z), la reflejada ey (z) y la transmitida en n — -+oo es
unitaria, figura (3.1.b).

Fntre los coeficientes se establecen relaciones de compatibilidad o de conservacién de

energia, a saber son

cia(2)ely(z7 ) +enlz)en(z) = 1,
era(2)efi(z ") +en(2)dn(z) = 0,
ca(z e (2) +en(zHen(z ™) = 1,
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(77 ety (2) +en(e7)e(277) = 0,

(2)era(z” ) +eli(z)en(z) 1
a(2)en(277) + efi(2)era(2) 0
a2 ein(z) + ez en(7) = 1,
Y 0

cia(27 Jen(2) + ey (2™ l)‘312(3_1)

i

L3
C12
*

1

2

Il

Estas relaciones son satisfechas cuando
cla(?) = enl2),  €la(2) = —en(z™) ,
erp(z)en(27!) = 1+ en(2)en(z) .
También sc cumple que ¢§,(27") = —c11(2), cte. Para |z} = 1, se salisface la igualdad
lera(2)[* = 1+ [en (2)]

51 definimos al cociente ¢13(2)/e12{2) como el coeficiente de reflexion B(z) y a 1/ea(2)
como ¢l coeficiente de transmisién obtenemos la conservacion de las ondas

1

ler2(2)[? B

Y podcmos entonces deflir a la funcidn de dispersion como

1 |R(2) (3.48)

S(n,z) = (Pczl(?z;) =pi(n,z71) + R(2)pi(n, 2) . (3.49)

S(n,z) también es solucién de la ecuacién espectral (3.16), con los siguientes limiles
asintdlicos
"4+ R(2)2"  (n - 4oo)
S(n,z) — (3.50)
2 ep(z)  (n— —o).
Fn este caso una onda de amplitud unitaria, ™™ = exp(—ikn), que incide desde la iz-

quierda es dispersada por el poleneial. Se refleja una onda R(z)z" hacia la derecha y se

transmite una onda 27" fe13(2) hacia la izquierda.
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9.8.82 El coeficiente de transmision y el espectro discreto

Pensemos en la situacidn donde parte de la onda transmitida es “absorbida” por el po-
tencial. Tenemos ahora una onda de estado ligado que decae rdpidamente, como también
suponemos lo hace el potencial para [n| — co. En este proceso de transmisidn, la funcién
de onda del estado ligado y los valores propios discretos z; nos proporcionan infor-
macién suficiente para resolver el problema de la reconstruccién de la forma del potencial,
como veremos més adelante. Por lo anterior, es necesaric estudiar el comportamiento del

coeficiente de transmisién [¢12(#)] ™ cuando z = z;.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones, en donde debemos resolver para ¢;2(z)

y hallar una ecuacion entre este coeficiente y las funciones de onda de los estados ligados,

pa(rn,2) = en(2)pi(n, 2) + en(2)pr(n, 277)
eafn+1,2) = en(pi(n+1,2) +eu(ei(n +1,271)
despejamos cp1(z), igualamos ambas expresiones y obtenemos

pa(n 2) — enn(e(n, 27Y) _ ea(n+1,2) — en(z)er(n + 1,27

‘Pl(n: z) !,91(?1+1,Z) ’
por lo que
_ paln, Jealn+1,2) = paln + L, 2)er (n, 2)
612(2) - W(n) . (351)
Definimos
Wi(n) = ea(n, e pr(n +1,2) = a(n+ 1,27 Ypr(m, ) (3.52)

reescribiendo la expresion observamos

W(n) = Wl(nﬁz_l){(ipl(n + 1’2) - ‘Pl(na z)]
- [(,01(7‘! +1, 2~1) - Qol(nvzpl)}(f’l(n’z) »

que se trata de una versién discreta del wronskiano de las funciones ¢1(n,27') ¥ ¢1(n, 2).
De las propiedades generales de los wronskianos podemos anticipar que también W(n)
debe serd independiente o que tendrd una dependencia simple de n. Para verificar esta

suposicién buscamos una relacién de recurrencia de W(n).
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Del siguiente sistema de ecuaciones eliminamos a b,
_ i _ -
an-1p1(n — 1,271 + by (n, 271 ) + tar(n + 1,27Y) = E(z + 2z Vs, 27Y)

Do fh

et i 1 -
IR C!ﬂ,ﬂ..lw.l(n '77#1",'2) 4 bupr(ny2) +anpr(n+1,2) = §(z +z l)fr"l(n?z) :

Multiplicamos la primera ecuacién por @p(n, z) ¥ a la segunda por ;(n, 2~*) y las resta-
mos * ‘

an-1fpr(n — 1,27 Jpu(n, 2) — pr(n — 1, 2)ea(n, 271)]
tanlr(n + 1,27 )r(n, 2) @il + 1, 2)pn(n, 27 =0,

¥ ﬁbsglrvam‘lril'opi que, .

Win — lay—1 = W{n)a, , (3.53)
de donde obtenemos una férmula de recurrencia para W{n),

W(n) = EZL’W(?; +1) = “zi%’fliwm $2) == 'Z—NW(N) . (3.54)

Pero sabemos que ay = 1/2 en N — o0, por lo que, a partir de la propia definicién del

wronskiano, obtenemos su forma asintética cn el limite n — 4-o0:

W(N) = (Pl(Naz—l)‘Pl(N+l7z) —‘PI(N+ 112_1)‘191(N1 z)

lim W{N) = 27NN+ V-1 N =y 1,
N—+too

Por lo tanto
z— 271
[/[‘ =4 3_;"?"
(n) 2ﬂn ? ( ) )

asi que la canlidad 2¢, W (n) es independiente de la variable discreta n. Ahora sustituimos

csta idltima expresién (3.55) en (3.51) y obtenemos {inalmente que

2 fpaln, 2ir(n + 1,2) — a1, 2)a(n, 2)] (3.56)

s de esperar que ¢l lado derecho de esta ccuacién deba ser independiente de la variable n.

Clg(z) =

dado el cardcter independiente del coeliciente ¢15(z). Este vesultado (3.56) es importante
pyesto que nos permitird caleular los residuos del coeficiente de transmisién en lo que resta
de la seceidn. Pero antes estudiemos los coeficientes de normalizacién de las funciones de
onda de los estados ligados.
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Cocf iciente de normalizacion

Extendamos los valores de z al plano complejo. Como antes, denotemos los ceros de
era(z;) = 0 por z; (j = 1,2,...) restringiéndonos a los valores |z;] < 1. Es decir,

calz) = 0 (G=12..) (3.57)
ol < 1. (3.58)

Cuando el coeficiente ¢i2(2) se anula, las funciones de onda v1{n, ) ¥ paln, z;) son

linealmente dependientes; es decir,
pa(n, 2;) = en(z;)pi(n, ;) - (3.59)

La componente n-ésima de la solucién general de la ecuacion (3.16), w(n), debe tener
la forma w(n,z;) = w2fn, z,)e. Por lo que en el limite n — —o0, e(n,z) = ="y
¢1{n, z;) = 7. Entonces, para {z;] < 1, tenemos que ambas funciones de onda se anulan

902{n1 Zj) ~ (ral(n$ zﬁ) 0, (360)

en los limites n — co. Podemos definir, empleando una constante de normalizacidn g,
a

(i(ny2y) = wa(n, ) = pen(z)er(n, 2) (3.61)

como la funcién de onda de un estado figado. La condicién de normalizacion de la funcién
de onda es

o0

Y Kilnz)lP=1. (3.62)

n=—og

Supongamos que en el limite n — 00, (; tiene la siguiente forma asintética
Cilny2) = &, (1)3] (3.69)
Por lo que el coeficiente de normalizacién ¢; es

¢i(t) = pen(z) . (3.64)
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Cédleulo de los residuos

Ahora vamos a calcular los residuos

Res [—1—; zj} . (3.65)

c12(%)

Tenemos que

i Res[ O ] fﬁ% (3.66)

y supongamos que los valores z,’s son polos simples, lo que nos permite expresar ¢13(2)

como

cra(z) = (z - 2,)f(z),

donde f(2) no tienc como raiz a z;. Bmpleando el teorema de Canchy sobre algin circuito

cerrado que contenga a los 2;'s,

z _ 2me
I@)(E-2)" f(z)

Derivando la expresién del coeficiente respecto de z obtenemos

deye(z) df(z)

dz = (2-2) +12)
dctz(Z) _ )
[ dz Lzz, = f)
Por lo tanto
I deya(z) ot
lies [012(2),%] = [ T ]z:z} . (3.67)

Ahora debemos calcular la expresion

{d—c—z;ﬁl} a , (3.68)

2
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y lo podemos hacer a partir de la ecuacién {3.56), pero antes necesitamos calcular la
derivada respecto de z de la funcidn a(n, z)

wy(n,z) = %;i’fl .

Derivamos la siguiente expresion respecto de la variable z
Gnerga{n — 1,2) + appz(n + 1, 2) + bupa(n, 2) = Apain, 2) , {3.69)
obtenemos
' ) / ! ’ dA
Gurph(n — 1,2) ¥ augh(n +1,2) + baghn, 2) = Mgh(m, ) + opa(iz) . (3.70)
Alora empleamos la ecuacién espectral para la funcién ¢, (n, 2)
an—191{n — 1, 2) + anpr{n + 1, 2) + baps(n, 2) = Mpa(n, 2) , {3.71)
obtenemos ai multiplicar (3.70) por ¢1(n, 2} ¥ (3.71) por wi{n, z) y restarlas, que
dA , ,
:i“‘;‘??(n: 2ypr(n,z) = an—l[‘PZ(n =1, 2)p1(n, z) — @h(n, z)pr(n — 1,2)]
— alph(m en(n +1,2) — ghin + L2dei(n,2)] . (372)

Sumemos los términos hasta n y sustituimos z = z;. Entonces, puesto que |z;} < 1y
@2(n,z) = 27" en el limite n — —o0, obtenemos

dAa(z;) &
“[%“) Y. waln, zlen’,z) =

n
Z aw-lpy(n’ — 1 z)oa(n', 25) — @h(n', 2. ) (' — 1, 23)]

nf=—co

n

- Z a:l[l,o;(n', zj)(f’l(n’ +1, zj) - Qo!z{nl +1, Zj)lpl(n’, ZJ)]

= —a.[ph(n, z)e(n +1,2) - wo(n + 1, z;:)e1(n, 7)) - (3.73)

Debemos notar que aunque '(n, z,) se anula en n — —oo, puede ser que no se anule en

N - +00.
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Del ‘mismo modo podemos emplear a ) (n, z)-para obtener

dA >
Do) 5 etz ) =
z n=n+l
aleh(m zdealn +1,5) — Gh(n + L zs)pa(n, ) (3.74)

Sumando (3.73) y (3.74) y empleando (3.56) obtenemos

dA
;:’ E @a(n, 25 )p1(n, 2;) =

n=—00

f,.00 ! — H
— dy [a((m(n, 2)pr(n+1,2) — @2n + 1, 2)p1(n, 2))

= - [52 (tfiiclz(;':))]

L _H — " [dcm(z)] ’ (3.75)

=z

2 dx
donde, dado que A = }(z + 271},

_ 1
My)  m=F (3.76)
dz 22{,‘
Asi, por la ecuacién (3.61), tenemos

[dcf)]m =~ S v zen(nz,)

Zj n="00

Z [¢(n,2))*. (3.77)

Z.n“ ‘1 ZJ n=—o00

Por o tanto, tenemos, a partir de (3.62) y de (3.64), que

[de(Z)] — _cn.(zz,) 1 (378)
dz |, zic3(t)
no se anula. Por Jo tanto z = z; es una rafz simple con el residuo
AT B
1 L i (t)
Bes | ——z=2z| = ! 3.79
[CIQ(Z) J] Cen(z) (-79)
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En resumen, los datos de dispersién que requerimos para reconstruir el poiencial consisten

de

1. Los valores propios de los estados ligados: z(j = 1,2,...)
2. Las constantes de normalizacién de las funciones propias de los estados ligados: c;.

3. El coeficiente de reflexion: R(z).

Tenemos ahora una descripcin del espectro del problema. Is decir, dados los coeficientes
0n ¥ Dy podemos determinar las propiedades espectrales. Hemos visto que sl conocemos
]a funcién K podemos recuperar a, y bn. Ahora se trata de ligar a K con les propiedades
asintoticas del problema, para poder determinar a a, ¥ b,, en términos de los coeficientes
de transmisién. En la seccién 3.5 obtendremos la evolucién temporal de los datos de
dispersién y en la dltima probaremos que cuando z - zj, se tiene que ¢iz(z) — 0y
R(z) 0.

3.4 Ecuacién integral discreta de GLM

Para encontrar la relacién de consistencia que debe satisfacer el micleo X, intercamnbiemos
el lado derecho por el izquierdo en la ecuacion de dispersién (3.48). Multipliquemos por
z™1 (m < n) e integremos a lo largo de un circulo alrededor del origen en el plano

complejo z. Obtenemos

1 "792(”;2) zmwldz — %{}([‘Pl(naz_l) + R(z):pl(n,z)]z’"_ldz . (380)

2rid  cafz)

Reescribiremos ambos lados de la expresién con el fin de hallar una ecuacién que sea
satisfecha por el niicleo K(n,n’) de (3.39).

Primeto, para ¢l lado derecho (d), recordemos que, para 2] <1,

or(nz) = 3 K(n,n)a . (3.81)

nf=n
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Por lo {anto, por el teorema del residuo de Cauchy, llegamos a
-L-fcpl(n "l = L i K{n,n') jlg zm =y (3.82)
; ) - , .
2xi 2wt

K(n,m) (m<n),

Notemos que

1 & .
m 1 _ 1{ I w1 .
mt }(sz Yeer(n, 2)z™ Mz = 5 “?:n {n,n )fR(z)z dz , (3.83)
de donde se obtiene que
(ld) = K(n,m) + Z K(n,nYF(n' +m) (3.84)

donde F; es la contribucién del espectro continuo de z, v estd definido como
Fu(m) = f R(z)7"dz . (3.85)

Por olra parle, para el lado izquierdo (Ii), la integral a lo largo del circulo unitario alre-

dedor del origen, se puede escribir como

N 2(n, z) -
(h) N 27?2 612(2‘) 1

= L+l (3.86)

donde I, es la contribucion de los polos z; (s, = 0) ¢ Iy es la contribucidn del polo en
z = 0. Puesto que cl residuo estd dado por (3.79), lenemos, dado (3.81),

2
m-1z.?cj(£)
- n, 2312, _—
;%( #4) T enlz)

I

It

Il

=2 eiln, 23)2 (1)

[ae]

A0 Z (n,n')z} o (3.87)
J
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Considerando el polo de 2(n,z)z™ !, recordamos que
q

‘192("‘52)

Clg(Z)

Debido al primer término del lado derecho, S(n,2)z™! puede tener un polo en z = 0.

S(n,z) = =(n,z7") + R(2)p1(n, 2) - (3.88)
Para verificar esta suposicién, estimamos $(n, z) para z =~ 0 empleando la ecuacidn

-1
apaS(n—1,2) + axS(n +1,2) + b.5(n, 2) = itz

Sn,z). (3.89)
En el lado derecho de la ecuacién tenemos el factor 271, Por lo que cerca de z 22 0, Lenemos
1 S(n+1,72) = %S(n,z) (z~0). (3.90)
Asi, para z ~ () tenemos
S(n,2) ~ 2za,S(n+ L2} = - o (22)N aptnir -+ g1 S+ Ny 2) (3.91)
Por (3.20) y recordando (3.49) tenemos para N 2> 1
S{N,z) =z (z0,N<1). (3.92)
Ademds, por la forma asintética de y(n, 2), tenemos
K(oo,00)=1. (3.93)

Usando este resultado, obtenemos

1 -n
Por lo tanto, cuando —n -m — 1 == —1, esto es, cuando n = m, el polo # == 0 contribuye

en o de (3.86). Dado que m > m, los términos inferiores 27 (v < n) en S{n,z) no

contribuyen. As{

k= 8{n,m) (m=n), (3.95)

1
K(n,n)
y por el lado izquierdo {{¢) de (3.80), obtenemos

(li) = m&(mm) - i K(n,n")Fy(n’ +m) {(m=n), (3.96)

n'=n
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donde I, define la contribucidn de los estados ligados,

Fy(m) =3 cX(t)z]" . (3.97)
i
Por lo que finalmente (3.80) llega a ser
I 1 = ' ’ Q
_ : > 3.98
I((n,n)6(n’m) K(n,m)+n§nlf(n,n)f'(n +m)  (m=n) (3.98)
con
Flm) = o § R(z)e™ s+ Y (0)a (3.99)
2re A

Esla es una versién discreta de la ecuacién de Gelfand-Levitan-Maréenko (GLM). En
principio, si resalvemos la ecuacién (3.98) dado un nicleo F(m), para obtener K(n,m).
el movimiento en la cadena es conocido por (3.39) o (3.22,23). Aunque la ccuacién (3.98)
parece no lineal con respecto a K (n,m) por €l lado izquicrdo, se puede lincalizar inme-

diatamente en la siguiente forma.

Para los clementos no diagonales de K'{n,m) escribimos

K(n,m)
= <n). 100
R(ni m) I((n,n) r (Tn’ — n’) (3 )
Entonces, para los clementos no diagonales, la ecuacion GLM (3.98) se transforma en
w{n,m) + Fln+m)+ Y. en,2)Fn +m)=0 (3.101)
nf=n+1

que es lineal con respecto a x(n,m). Cuando obtenemos x{r,m:) obtenemos al clemento

diagonal K(n,n) de la ecuacién (3.98) para n = m como

1

[f{(n,n)}2:1+F (20)+ X0 k{n,n)P(n' 4 m). (3.102)

n'=nt1
3.5 El problema de valores iniciales

i o cadena de Toda tiene un problema espectral asociado, También
Hemos estudiado como la cad le Toda t bl pectral lo. Tamb

hemos encontrado explicitamente el polencial del problema espectral, que expresa las
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soluciones del problema en términos de los coeficientes de reflexién y los valores propios.
Ahora deferminaremos la evolucidn de estos parimetros espectrales en términos de la
evolucién de la solucién para la cadena de Toda. Es sorprendente a primera vista que los
pardmetros espectrales evolucionen de manera lineal. Sin embargo, dado que la evolucién
depende del comportamiento asiniético cuando [n] — o, el potencial es cero en ese limite

y esta evolucién puede determinarse.

La ecuacién (3.16) se transforma “linealmente” en la forma (3.101) y (3.102). Si pode-
mos determinar a partir de la ecuacién (3.17) la dependencia temporal del nicleo F(m)
de la ecuacién integral discreta (3.101), entonces podemos resolver ¢l problema de valores
iniciales. En la segunda seccidn del capitulo hemos escrito la forma asintética de la funcién

de dispersién como
27" 4 R(z)z" {n — +0)
S(n, 2z} — ) (3.103)
asz)  (n— o)
sin tomar en cuenta el factor temporal dado por la ecuacién (3.18), cuando estudiamos

el espectro continuo. Ahora reestablecemos el factor temporal ¢! notando que la onda

incidente, el primer término z™" de (3.49) o (3.103), es

S(n,z,t) = [+ R(z,1)z"]e™t,  {n — +o0) (3.104)
donde, por (3.17),
. z—z"1
w=— (3.105)

Dado que S(n, z,t) es una funcién de onda, su dependencia temporal estd dada también

por la ecuacion {3.17) como

d

azS(n, z,t) = ay15(n — 1,2,1) —aaS(n -+ 1,2,1) . (3.106)
Por lo tanto, su forma asintética en el limite n — 400 es

%S(H,Z,t) — %[(zmn-H = zwn»—l) + R(Z, t)(zn—l . zn+1)]elw£

— z ~—-2,z_1 [z_n _ R(Z,t)zn]eiut (n — +oo) R (3107)
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Esta expresion asintdtica debe coincidir directamente con ¢f cdlculo de la derivada

%5(“, z,t) = Eli,l{i%—’—t-)-z”e"“" + fwlz"" + R(z,t)z"]ciw’ (n — +00) . ‘ (3.108)

Por lo que

df 2
= (27 2) Rz, 1) . (3.109)

dR(z,t) _ (z_l_z—z'w) R(z,1)

Entonces, la dependencia temporal del coeficiente de reflexidn es

Cu(z,t) _

R(z,1) = = R(z,0)el" ~9¢ (3.110)

- Clg(Z, i)

Un céleulo similar para la funcidn ¢q(n, 2) nos da que

pa(n,2) = ez, 8)8(n, 2,t)
= [era(z,8) 2™ & ez, t) 2"t {n — 4ca), (3.111)

igualando esta expresidn asintética al célculo directo de la derivada, oblenemos

ca(z,t) = e1z(z,0) (3.112)
enlz,t) = cnlz,0)el "~ (3.113)

I'm el caso del espectro discreto contamos con la forma asintética de los estados ligados
{cuyos valores propios son constantes} y, por lo misme, sélo podemos atribuir dependencia

temporal en este caso a los cocficientes de normalizacién ¢,. Podemos escribir
Ciln, 25,t) — e(t)zy (3.114)
Entonces, a partir de la ecuacién
d
'(-l‘t‘(j(n, z0) = ana Gln — 1, 2,,1) — au(iln + 1. 2,,8) {3.115)
obtencmos el comportamicnto asintético del coeficiente de normalizacidn

-1
d 2y =

}E‘:’(t) = Liﬁcj(t) \ (3.116)
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por lo que obienemos

¢;(t) = ¢;(0)els )2 (3.117)

En resumen, los datos de dispersién al tiempo ¢ se obtienen a partir de los datos iniciales
COmo

L z(t) = £{0) ,
2 ¢(t) = ¢j(0)elT M2
3. R(z,t) = R(z,0)e% =)

4, clg(z,t) = 012(2,0) .

A partir de estos datos obtenemos la dependencia temporal del nicleo de la ecuacidn
integral discreta de GLM,

Fm) = -2-% R0 s 4 3 (0)el5 (3.118)
J

Cuando conocemos los valores iniciales a,(0) y 5,(0) entonces podemos resolver el pro-
blema de dispersién de la funcién de onda S, en la ecuacién lineal en diferencias (3.16),
bajo las condiciones de frontera (3.49). A partir de estos datos iniciales de dispersién
construimos el nicleo (3.118) y resolvemos entonces la ecuacién integral discreta de GLM
(3.101} para &(n,m); entonces tenemos K{n,m} y las ecuaciones (3.24,25,26) dan la so-
lucién al problema de valores iniciales. Por asi decirlo, hemos visto que el problema de
la propagacién de ondas cn la cadena de Toda ha sido linealizado. Por otra parte, vemos
que la "mitad” de las variables espectrales son constantes vy la otra mitad eveluciona
periédicamente con frecuencias que dependen de las constantes. Esto sugiere que la trans-
formacidn espectral inversa es un cambio de variables de accién y dngulo. La solubilidad
corresponde asi a la integrabilidad completa. Desde luego, la solucién no es explicita ya
que debe resolverse una ecuacién integral, pero usaremos este hecho como punto de par-
tida para construir en forma explicita soluciones exaclas y basar en ello una teoria de

perturbaciones en el préximo capitulo.



- 68 8. Método de Dispersidn Inverse
3.6 Solucién con un solitén
Si el coeficiente de reflexién se anula inicialmente (12(z,0) = 0), permanecerd igual a cero
para todo tiempo ¢. En esla seccién consideraremos esta situacién y hallaremos soluciones

tipo solitén, como en el primer capitulo. Los solilones estan caracterizados por los ceros

z; del coeficiente e13(2) y por los coeficientes de normalizacion c,(0).

Estudiamos el caso donde tenemos un sdlo valor propio discreto. Escribimos entonces
7 =+e® (ER), (3.119)

Si imponemos que |z;| < I, entonces & > 0. Pero tenemos dos posibilidades z; > 0y

z < 0. Tl coeficiente de normalizacién que pertenece a z se puede eseribir como
a(t) = e (0), {3.120)
con

= _2ﬂ — senh(x) . (3.121)

Fl niicleo de la ecuacion GLM es, en este caso,

Fm) = ciz" (3.122)
y la ecuacién de GLM se reduce a
&{n,m) + a0t 4 z w(n,n)zy =0. (3.123)
nf=nt1
Proponemos como solucidén a
o, m) = e A (3.124)

y la sutituimos en (3.123) para obtener

clA(")z;" ™ 4 02 T Z clA("’zf"' =0,

f'=n1
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de donde despejamos a A™

T
AW G5 . 3.125)
1+ Cg E:‘-J:n-u z%n (
pero
o2 2t le_(n+l) :
T om ———— <1
n‘=2n+1 S (la} < 1)

es una progresién geométrica. Por lo tanto, sustituyendo obtenemos finalmente

clz{‘
- H{n+1y
1+ 2z

Al —

1-z

12y
- _W , (3.126)

con

s~ o) _ sse (3.127)

o = a0 (3.128)

Entonces, por la ecuacién (3.102), tenemos

[K(n,n)]™? = 14+ F@2n)+ Y, &(n,n)F(n +m)
nf=n+l
& 4
= 1420+ 3AME Y 2
ni=n+1
1 +e2(6—mc)
= T (3.129)
Notemos que
n 26,—n

(K (n,n)]™* = _aterm (mn=e¢""), (3.130)

PR Gl P
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de donde se observa que

HETOO[K(n,n)]_z - 1 {3.131)
y
HEIPN[I((n,n)]"z - 2 (z1=¢7%) {3.132)

Las ecuaciones (3.24), (3.120) a (3.128) dan,

[%}2—1

e(@n=Qn-1) _q

1+ e2(5-—(n+1)n) 1+ e2(6~(n—1)n)
1+ eé—nx) :| [ 1+ e?[&—nn) ~1

cosh?®(x) — 1
cosh®(§ — n«)
senh®(x)sech?®(§ — n&)

Bisech®(nk — §)

It

pero é = &y 4 B, por lo que oblenemos finalmente
e (@n=Cnt} g = Brsech(nk — Bt — &) , (3.133)

que es un soliton y corresponde a la ecuacion {1.6) del primer capitulo. La onda se mueve
hacia la derecha cuando 8 > 0 (2 > 0) y a la izquierda cuando 8 < 0 (z < 0). s claro

que tomando N estados ligados oblenemos una solucién exacta con N solitones, [Toda,

1989].

3.6.1 Los estados ligados

En osta scecién calculamos explicitamente las funciones propias para ¢l problema espec-
tral, ya que son la base de la leorfa de perturbaciones que describiremos en el préximo

capitulo. La funcién de ouda del espectro diserelo se calcula a pariir de la expresion

o0
wi(n,z) = EK(n,n')z;"

n'=n



3.6 Solucidn con un solitén 71

i

3 K(n,n)x(n, n')a

00
= K(n,n) {2+ Y &(n,n)2f| (3.134)
n'=n+1
donde sabemos que
k(n,n') = w———‘ﬂiﬂi’zf—z;" (3.135)
' 1+ alzf("“)
con
2
C
e = _lzf (3.136)
Por lo tanto,
e ¢ > szn i
3 k(n,n)f = — R e e
o ! n‘§+1 I+ 0’123( )
2.n -]
o 20
= - 2
14 alz;(n.*.l) n'§+l '
= - depa (3.137)
B (1 +a Antihy(g o2y .
oz (1 - 2)
De lo anterior obtenemos
C‘Zanz(n'H-)
eifn, z) = K{n,n) |z} - LA
() |4 = )
zﬂ
= K(n,n L .. 3.138
( ) 1 + le'll(n+1) ( )
en donde, de la ecuacién (3.130), sabemos que
L
- 1+ Gizf(nﬂ) : .
I = |t 3.139
() = | (3.139)
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La funcién de onda (3.138) satisface las ecuaciones (3.16,17). Si multiplicamos la constante

de normalizacién por la ecuacién (3.138), entonces la funcién de onda del estado ligado

llega a ser

(i, z) = al0)coi(n,z) (3.140)

Zr — &1

g = — (3.141)

Pademos escribir a ecuacién (3.140), empleando las definiciones de oy y €%, come

- Bt . S
{(n,zn) = e0)eP K(n, n)l N alzf(n+1)
2 (1 ~ 1)

= CI(U)I{(H, ?I)W

2P el
1+ ez(ﬁa-‘-ﬁt)zf(n-i-l)

Il

a1 (0)K (n,n)

9elfo+80) n1

1
0K P
Cl( ) (n;n)Qe 2"1 1+62(sﬂ+ﬁt)zf(n+]}

2
elfo+Bt—r{n+1)} 4 o—(fo+Bft—s(nil)) *

il

1
e (0K (n, n)ﬁe_‘%zl—l

Por lo que finalmente

{(n,z) = c,(O)e"'s“K(n,n)%sech(m(n +1)—Bt—4), (3.142)
donde hemos empleado z; = 7. La forma asintdtica de K(n, n) es, nuevamente,
1 {n - 400)
K{(n,n) — (3.143)
z1 (n — —o00) .

Por lo tanto, asintdticamente la funcién de onda del estado ligado toma la forma {(n, z;) ~
el — z|1"| o mas precisamente
c1(0)zre {n — +o0)
((n, 1) — (3.144)

{0y teht (n — —o0) .
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3.6.2 Movimiento sin reflexidn

Para {z| < 1, un cilculo similar para ¢;(n, 2) conduce 2 lo siguiente,

73

=
pi(n,z) = Y, K(n, n')z" (3.145)
n'=n
(3.146)
o0
= K(n,n) [z“ + 3 clA"z{"z"'} , (3.147)
wmaqdl
donde hemos usado el hecho de que
K(n,n') = K(n,n)x(n,n') = K(n,n)c, A"z} . (3.148)
Luego entonces,
o
@ z) = K(n,n) |2*+ Y, 22" (3.149)
n'=n+1
¥
=, 1 z nt1
3 (n2)" = glil-wlw-—- (lz] < 1) . {3.150)
n'=n+1 — Az
Por lo tanto,
A* n+l, ntl
wi(n,z) = K{n,n)|z"+ ath (3.151)
1— %2
Hagamos uso de las expresiones
n_ clz? 2 _ .2 _ C?
At = "-_1 +alz]z(n+1) ; €1 = (1'1(1 zl) y o= 1=z .
obtenemos
{a41) 22041
_ z" (1+ arzf™N(1 — mz) — it
pi(n,z) = Kin, n)l N alzf(n+1) 1 — ==z
= Ky [@ s = m2) el - e
- T 4 oy 22D 1 —z2
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n

z
= Knan)——— 1 4+ a2
( )1+a1zf(n+l)[ 1

1yl 21z — (1 — )z =
1 1 — 2

= K{n,n)

1—zz7t
{1 * “‘“‘3‘““’“1“:1—:4] :
- <1

1 + o Zf(n+1)

Por lo que finalmente obtenemos

P z—l _ Z_]'
- K 14 1 2(n+1) 3.152
P (n, 2) (n’n)l 1 a2 [ o P ! ( )
con la consiguiente forma. asintética
P {n — oo}
p1(n,z) — o . (3.153)
z“zlzz—_lz_% (1~ —o0)

5i la onda incidente desde la derecha es ¢, — e, y reemplazamos z por z~' oblenemos

cthn (n — -+oo)
pi(n,e™*) . (3.154)
e ikng—in (h = —o0)
donde,
et U (3.155)
7 — Z

Para un solitén zy € R y su valor absoluto es menor que la unidad. Por otro lado, a

parlir de la definicién del coeficiente de transicién, donde imponemos que

) R(Z, i) = Cll(Z, t) =0 s (3.156)
Lenemos
. iwan, 2,1) —1y it
{) = — 2 " 7 . .
S(n,z,1) e wi(n,z7 e {3.157)
Dado que

wa(n, z,t) = 27" en n— —c0, (3.158)
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obtenemos que

L o (3.159)

012(2) =° ’

lo que significa que la funcién de onda incide desde la derecha y se transmite sin reflexién.

Sélo hay un corrimiento de fase dado por la cantidad 4. Por otro lado,

e”‘ —
zetk—1°

c12(z) = (z =) (3.160)

donde se ve que cyz(z) = 0 para k= ix y e = z;. Asi, ¢12(z1) = 0 representa un estado

ligado.
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4

Perturbacién del Método de Dispersion
Inversa

En el segundo capitulo mostramos que a la ecuacién de movimiento de Toda le podemos

asociar, mediante el formalismo de Lax, una ecuacién matricial de evolucién, a saber

Le=[B,Le .

La ecuacién opera sobre vectores ¢ y es equivalente a una ecuacion espectral y a una

ecuacién de evolucién temporal de dichos vectores; es decir, se trata del sistema
Lo = Mg
¢ = By,

que corresponden 2 las ecuaciones (2.65,66) del capitulo 2. Este formalismo nos permitié
obtener las cantidades conservadas de la cadena, la invariancia del espectro y resolver el
problema de valores iniciales de la cadena infinita empleando el MDI en el capitulo 3.

El propésito de este capftulo es construir soluciones al problema no exactamente in-
tegrable, que se aparta un poco de la cadena de Toda. Consideraremos una teorfa de
perturbaciones que se basa en ¢l MDI, a fin de obtener la evolucién temporal del espec-
tro y de los datos de dispersién en presencia de una perturbacién. El conocimiento de
estas cantidades es el fundamento del método, que en ultima instancia nos proporciona

la descripcién de los solitones cuando se somenten a perturbacion.
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Iiste capitulo estd dividido en cinco secciones. Ton la primera proponemos un método
perturbativo; en la segunda mostramos la ecuacién malricial de movimiento modificada
por la perturhacién; en la tercera obtendremos, a partir de la ecuacién anterior, una
ecuacién inhomogenea para la diferencia ¢» — By, la gue resolveremos mediante variacidn
de pardmetros y cuyos coeficientes de dicha solucién los podremos comparar con los
coeficientes de los limites asintéticos de la propia diferencia, esto nos permitird, en la
cuarta seccidn, obtener la evolucién en el tiempo del espectro y de los datos de dispersion
perturbados. In la dltima seccién mostramos un estudio cualitativo sobre el movimiento

de un solitén a su paso por la impureza.

4.1 Método perturbativo

Consideremos que cada particula que conforma la cadena tiene masa unilaria y suponga-
mos que sélo una de cllas, la de la posicién n = 0, tiene masa diferente (ver Pigura 4.1),
es decir,

my = (1 + €bp0)t, (4.1)

donde 8,4 cs ¢l simbolo de Kronecker. La particula de masa diferente o impureza juega el
| ] §

papel de la perturbacion que modifica los paramelros de los solitones a su paso. También

supondremos que la interaccion entre fa impureza y las particulas vecinas es la misma que

hay enire ¢l resto de las particulas. Lo que debemos modificar en la ecuacién malricial

i,

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fignrad.l, Esquema de la cadena con impureza en la posicidn 0

de evolucion es ¢l Lérmino de la derivada temporal de la matriz L, ya que ella contienc la

perturbacion debido a la impureza; es decir, mostraremos que debemos pasar de

Do) a  Lip(n) + cM(S)p(n) ,
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en donde p(n) es, como antes, la n-ésima componente del vector ¢, [ver (3.11), capitulo
3]. Para mostrar que esta es la modificacién, consideremos la siguiente igualdad

dL dag,—; db,, da,
S P(n) = ——eln — 1)+ —ren) + —Fe(n +1) (4.2)

en donde la evolucién en el tiempo de las variables ¢, ¥ b,, estd dado por las ecuaciones
de evolucién de la cadena de Toda [ver (2.36,37) capitulo 2}

dan - bn. bn-l-l

dt = {n ("r'n—n - —mn+1) (43)
@{ — 2 2

& - 2(“7&—1 - a‘n) ? (4'4)

Por lo que al sustituir la derivada de la variable a, en la expresién Lo(n) (la derivada de
b, no tiene términos perturbativos), obtenemos

Po(n) = an ( bt _ b—“) oln 1)+ Drp(n) + an (”—“ - b—i‘—) o(n+1)

Mp—1 My My Mp41

db,
= tn_1[{1 + €6n-10}bn-1 — (1 + €bn0)ba]io(n) + Ilp(n) +

an[(1 + €60)bn = (1 + €6ny1,0)baralip(n + 1)

db,
= tna(bunt ~ bn)e(n — 1) + _CE'"‘P('”) + n(bn — bay1)o(n + 1)} +

6{G'ffn.--"l(6:'1—1,06'n.—1 - 5n,0bn)99(n - 1) + an(&n,obn - 6n+1,0bn+1)§9(n + 1)} .

Por lo tanto,

4L

=7 #(n) = [B, Lip(n) + eM(8)e(n) , (4.5)
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Yo
0 -
0 0
M(S) = = 0 = s
0 0
0

donde,

= = “n—l(én—ll,obn—l _6n,0bn)

E2 = an(én,ﬂbn _6n+1,0bn+1)
o bien,

M(5)go(n) = tn1(8r-100n-1 — Gnpba)p(n — 1) + anlbuobn — Snyr,0bnsr)(n +1) (4.6)

¥
(B, Llp(n) = an-1(ba—r — bu)ip(n — 1) + % () + an(bn — baga)p(n + 1) 5 (4.7)
det,_y db,, da,
[B, Llp(n) = — =w(n — 1) + —=e(n) + —=p(n -+ 1) (4.8)

4.2 Ecuacién de evolucion en presencia de la perturbacion

La formulacién habitual del método de perturbaciones consiste en el desarrollo en po-

tencias de €, empleando expresiones no perturbadas de las funciones de onda 5 ¥ ¢p2 en

la ecuacién de valores propios [Lamb, 1980}. Sin embargo, es mas ventajoso formular ¢l
¥ )

problema de evolucién de los datos de dispersion dircctamente como lo presentamos en

esta seccidn.

En el caso perturbado

(L — [B, L)p(n) = eM{8)p(n) , (4.9)
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las funciones de onda ¢ no satisfacen la ecuacidn de evolucién ¢ = By exactamente; es
decir, el sistema de ecuaciones

Ly = Ay {(4.10)

¢ = By (4.11)

ya no corresponde con la ecuacién (4.9), tenemos que modificar la ecuacién de evolucién

(4.11). De hecho, la estructura de la ecuacién de evolucién la consideramos en principio
desconocida. Para ello estudiamos asintéticamente la evolucion de la diferencia

&=¢—Byp. (4.12)

Esta funcién jugara un papel fundamental en el analisis perturbativo subsecuente. La idea
principal es obtener una ecuacién que relacione a la funcién ® con los términes perturba-
tivos v la dependencia temporal del espectro A, de manera que cuando la perturbacion se
anule {¢ — 0), la solucién ¢ corresponda al problema sin perturbar; es decir, satisfaga la
ecuacién de evolucién (4.11). Lo anterior impone una condicién de frontera que debemos
determinar tal gue & — 0. Consideremos el problema de dispersién de la funcién de onda
. Supongamos que la funcién ¢ estd relacionada con la funcién propia ya(n, z) mediante

la ecuacién
w = h(t)ea(n,z) . (4.13)

Probaremos més adelante que en ¢l limite n —+ —o00, se cumple que & — 0, imponiendo

condiciones sobre la funcién de normalizacién h{t).

Consideremos la n-ésima componente de una funcién ¢(n) que satisface el problema de

valores propios
(L=ADen)=10. (4.14)
Derivamos la ecuacién (4.14) respecto al parametro ¢ y obtenemos, como antes,
(L~ AD)p(n) + (L — AD)(n) =0,
o bien,

Lip(n) — Ap(n) + (L — AD)p(n) = 0 .
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Aquf sustituimos la nueva expresién para (4.2):
[B, Llp(r) + cM(8)p(n) — Ap(n} + (L — M)p(n) =0,
ordenando llegamos a que
L{p(n) — Be(n)) + BLp(n) — Mp(n) = Ap(n) — <M (8)p(n) ,
sumando y restando Blp(n) obtenemos

L((n) —~ Be(n)) -+ B(L - M)p(n) = Mg(n) — Be(n)) = dp(n) - eM(8)p(n)

(L= AD((n) — Bo(n)) = kp(n) - cM()p(n)

1l

por lo que,
(L = AD&(n) = G(8) , (4.15)
donde &(n) = ¢(n)—Bep(n) y G(6) = hp(n)—eM(8)p(n). La expresién §(6) representa:
o(5) - { ho(n) — eM(8)p(n) - estados ligados } _
—cM(8)p(n) soluciones de dispersién

4.2.1 Variacion de pardmetros

La ccnacidn (4.15) es una ccuacién en diferencias inhomogenea para ®. Una solucion se
puede construir a partir del conjunte fundamental de soluciones de la ccuacion homoge-
nea, mediante el método de variacién de parametros. Luego se ajustaran las soluciones
del problema homogenco usando las condiciones de frontera apropiadas. Iin este proceso

delerminaremos la evolucién de los datos de dispersion.
Escribamos a ®(n) como combinacién lineal de w1 ¥
D{n) = c(n, z, (1, 2) -+ (0, 2,60, 2) . (4.16)

Queremos determinar a las variables ¢ y v mediante variacién de parametros. Omitivemos

por brevedad la dependencia en = y £. Enlonces tenemos que

O(n) = e(n)ei(n) + T(n)o2(n) , (4.17)
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expresion que sustituimos en la ecuacién (4.15) explicita

tn1®(n — 1) + 0,8(n) + 0, ®(n + 1) — A®{(n) = G(§) , (4.18)

la que proporciona la siguiente expresion
tumt{e(mea(n — 1) + r{n)paln - 1))
an{e(n)pr(n + 1) + 7(n)pz(n + 1)}
be{e(n)pr(n) + T0a(n)} — Me(n)pr(n) + r(n)pa(n)}
an({e(n — 1) — e(n)}pr(n — 1) + {r(n ~ 1) ~ r(n}}pa(n — 1))
an({e(n + 1) — c(r)}es(n) + {7(n + 1) — 7(n) }pz(n))

Los tres primeros renglones suman cero, es la ecuacion -

+ o+ + +

Gg(s) -

il

e(m)(L ~ M)px() + T(n)(L — AD)pa(n) = 0,

puesto que tanto @i{n) como @z(n) son funciones propias de L. Tenemos libertad de
escoger el cuarto renglon igual a cero y recorrer el indice en uno, por lo que obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones lineales para las ¢’s y 7's:

¢
1
E:G((’D .

{e(n+ 1) — e(n}}er(n) + {r(n + 1) — 7(n) }pa(n)
{eln +1) —e(n)}piln + 1) + {7(n + 1) — 7(n) }pe(n + 1)

1l

En forma matricial el sistema se ve como
e1(n) pa(n) e(n+1) —e(n) \ 0
( er(n+1) @aln+1) ) ( T(n41) — 7(n) ) - ( 1G(5) ) . {4.19)

De esta ecuacién definimos el determinante

W(n) = @i(n)pa(n +1) = @a(n)ps(n + 1) (4.20)
como el wronskiano de las funciones ¢ (n) y pa(n).

Entonces, la solucion es

cntl)—cm) ) 1 elntl) —aln) 0
(T(n-!—l)—'r(n)) W (n) (_wl(nﬂ) @1{n) ) (ig(a)) N R3Y

on
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Por componentes obtenemos que

ot 1) o) = — gl (1.22)
mn4 1) ~r(n) = %%(n) . (4.23)

Se trata de ecuaciones en diferencias de primer orden en ¢ y 7. Por otra parte, del capitulo
3, ecuacion (3.56), sabemos que

W (n) = —-%(z — 2 Vep(2) , (4.24)

es independiente de n. Por lo tanto, las soluciones generales estdn dadas por

: Zn: G(8)p2(m, z) , (4.25)

eg(2)(z — 21} 0,

: S Gle)erlm,2) - (£.26)

Ten()(z — 2 Wi

c(n)

7(n)

De donde observamos que las soluciones de dispersién, cs decir, G{6) = —eM{8)p(n), se
anula conforme n — —oo y € — 0. Nétese que las expresiones convergen. Conio verenios
més adelante, en el caso discreto las funciones de onda decaen exponencialcmente y son,
por tanto, de cuadrado sumable, de hecho, pertenecen a 4. En cambio, en el continuo,
sabemos que las funciones propias convergen a funciones periédicas y por tanto estin

acoladas. En ambos casos, los lérminos perturbativos sélo representan un nimero finito.

Calculemos el compertamiento asintético de ®(n) conforme n —+ -00. Partimos del
hecho de que

B(n) = cln)pr(n,2) + 7(nYpaln, ) (127)
pero en cste limite n — +-o0o fecuacién (3.46), capitulo 3],
@a(n,2) = ex(2)pr(n, 2) + cra()ea(n, 27) {4.28)
luego entonces, sustituyendo esta expresion en (4.27) obtencmos

@(n) = [¢(n) + cu(z)T(n)ler(n, 2) + cra(2)7(n)ea(n, 2. (4.29)
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Tomemos ¢l limite n — +00, obtenemos

Jim & = [e(4+00) + cr(2)7(+o0)]z" + era(2)T(400)2™™ ,

donde
2 4o
cf+o0) = W,@;m G(8)pa(n, z) ,
T(+00) = “WS‘T“;WQ(‘S)%(H z) .
Por lo que
e(+00) + en(z)7(+o0) = Z {wa(n, 2) ~ en(2)pa(n, 2)}G(8)

¢ (Z) 2= 271 Wl

pero por la ecuacion (4.28), se obtiene

e{+00) + en(2)7{+o0) = 7 _1) Z: G(8)pa(n,27Y) .
El otro coeficiente es, por lo mismo,
cus(2)r(-+oo) = —(z Z G(8)pa(n, ) -

Finalmente la expresién (4.30) se convierte en

9 +00 oo
lim &= ———|[z" 3 G()r(n,z7) — 2™ 3 G(8)pa(n.=

£.2.2 Liémite asintdtico de & en —co

(4.30)

(4.31)

(4.32)

, (4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

En el limite n — —oo debemos hallar una condicién sobre la funcién de normalizacion

h{2), de tal forma que se cumpla la condicién de frontera @ -— 0. Para ello derivamos a la

funcién (4.13) respecto a t ¥ obtenemos

o) = PO, ),

(4.37)
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de ahi que

lim ¢(n) = Mz”" . (4.38)

A—+—00 dt

Por otra parte, la ecuacién de evolucién en el tiempo de (4.13) estd dada por

Bel(n) = ap_19(n — 1) — anp{n + 1)
= [ana1pa(n — 1) — anpa(n + 1)]A(2) (4.39)

y tomando el limite obtenemos

lim Bo(n) = %(z‘“‘“-—z‘“‘l)h(t)

Ti—+—00

1 -1 —-n
= E(z—z V()™ . (4.40)

Por lo que finalmente, comparando (4.39) y (4.41), llegamos a que

lim @ = (‘”‘(t) 56~ z“‘)h(t)) .

noroo dt

Por lo que de la condicidn de frontera, ® — 0, se debe cumplir que
R{t) = h(0)els M2 (4.41)
Esta condicién nos asegura, como mencionamos arriba, la igualdad (4.11)

p(n) = Be(n) .

£.2.83 Limite asintdtico de ¢ en oo

Para obtener ¢l limite n - 400 de la funcién @, procedemos nuevamente empleando las
expresiones (4.12,13) y (4.28). Queremos comparar cste limite con el de la expresién que
se obluvo mediante variacién de pardmetros (4.36).

P = gd;["t(t)soz(n,z)l — Blh(t)ps(n, 2)]
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entonces

n—+-hoo

lim & = df;(:)(cu(z)z“ + e12(2)27") + k() (én(2)2" + é1a(2)27") ~

%h(t)[.cu(z)(zuul — 2t ep(2) (27 - z""—lw)]

_ oAl )(,011(7.)2 + ea(2)2 ") + A1) (Cll(z)z + éra(2)2” n)

1
—2~h(t)(z — 2 H(en(z)z" — e1zz™) ,
pero sabemos, del limite anterior, que (4.41) se cumple, por lo tanto,

lim ® = h(t)(z— 2 en(2)2" + b(t) (éu(2)e" + énal2)2™")

n—+fo0

h(tHe™(én(z) 4 (2~ 27 )eu(2)) + 2" (2)] - (4.42)

4.3 Dependencia temporal de los datos de dispersion
perturbados

La determinacién asintética de @, en los limites n — oo, nos conducira a las expresiones
de la dependencia temporal del especiro A, también como de los coeficientes de reflexién
y transmision en presencia de la perturbacion —eM(8)p(n).

Las ecuaciones que gobiernan la dependencia temporal de ¢11(2) ¥ ¢12(2) se pueden
obtener igualando los coeficientes z*" de las ecuaciones (4.36) y (4.42). El resultado es el

siguiente
é19(2) = -(«7—_ﬁn_§_jmg ei(n, 2) , (4.43)
y del otro exponente,
énl2) + (2 — 2 Nen(z) = h_(zﬁjj— n;mg(a pi(n, 271y . (4.44)
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Cabe hacer notar que estas ecuaciones (4.43,44), en ausencia de la perturbacién, co-
rresponden exactamente con las ecuaciones (3.112,113) del capitulo anterior. Obsérvese
que son ecuaciones implicitas, ya que las funciones ¢ dependen de las variables @, y .
De hecho, son ecuaciones que, dados los pardmetros de dispersidn, necesitan de la deter-
minacién de @, para luego dar el siguiente paso. Son exactas y no hacen mds que escribir
el problema perturbado en otro sistema de coordenadas en el espacio de funciones.

Sustituimos explicitamente a G(6) cn las expresiones. Para ello usaremos una notacién
abreviada de las expresiones

2

érp(2) = —W[A& — ch(t)Mi] , (4.45)
donde,
Si=h(t) 3 galm, ea(m,2) (4.46)
h
M = bofao(ia(1, 2)ie1(0, 2) + ¢2(0, 2)n{1, 2))
— a_1(pa(0, 2)pr (=1, 2) + @2(—1, 2)ea (0, z))] - (4.47)
Por lo que,
é1a(z) = — _224 (j\ +zo:e wa(n, 2)p1(n, z) — eMl) . (4.48)
De igual forma para el olro dato de dispersién
C.u(z) + (2: - z"l)cu(z) = };(—t)—(z—z"T”l)[ASZ — h(t)Mz] 4 (449)
donde,
o0
S =h(t) 3 paln, 2)er(n,z7") (4.50)
¥y

My = bolao(pa(l, 2)e1(0,271) -+ a(0, )i (1, 271))
a—l(‘PQ(Oa Z)‘Pl(“laz_l) + (P2(“112)(P1(01 2—1))] . (4'51)
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Por lo que finalmente,

én(z) + (z — 2" Nenlz) = 2 ()\ f wa(n, 2)p1(n, 27 ') — eMg) . (4.52)

z—2 V55
Espectro continuo perturbado

En el continuo tenemos gue considerar que dA/d¢ = 0. Es decir, que el espectro no cambia,

por lo que las expresiones se reducen a las siguientes:

bnle) = M. (4.53)
én(2) (2= euls) = ——ageMs (4.54)
@(}'(;—)'F(Zﬁz_l)fﬁ(z) = —(‘z—_glilfmeMa. {4.55)

con

Ms = bopa(0, 2)[eops(1, 2) — a—rpa(—1,2)] .

4.4 Evolucién temporal del espectro discreto

En el caso no perturbado sabemos que el espectro es independiente del tiempo. En tal
situacién A = 0. Ademds, cuando ¢ — 0 en la expresién (4.48) recuperamos la evolucién
temporal del dato de dispersién

612(2.’, t) = 612(2,0) )

que corresponde a la ecuacién (3.112) del capitulo 3. Por otra parte, cuando consideramos

al especiro discreto, es decir, a los valores de z = z;, también cosideramos que
C12(23,t) =0.

Y, por lo tanto, que entre las funciones propias del problema de dispersién hay una

proporcionalidad, expresada por las ecuaciones {3.59) a (3.64).

wa(n, z;) = enlzi)er{n, 2;) -
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Incorporaremos en lo que sigue, a la evolucidn temporal del espectro discreto, la pertur-
bacion, IIn esta situacidn ya no se cumple que A = 0, pero si que ¢(2;,t) = 0. Lo que

necesariamente se debe expresar ahora por
e1a(2;(t),8) = 0. (1.56)
La derivada lotal respecio de ¢ de (4.56) debe ser cero

de(Zj, t)
dt

Pero precisamente esta es la expresion que calculamos en (4.48). Lo que implica, de la

=0,

ecuacién (4.48), que

dA(z;) Mi(z)
=€ . 4.57
P P (NP P (50
Donde M, resulta ser igual a
Mi(z5) = 2e11(25)bos (0, 23) @01 (1, 75} — acripr (=1, 2,)] -
De (3.64) y (3.77,78), obtenemas
20 cualz
> paln, 5)ea(m ) = 22
n=—00 3
Por otra parte,
1 -1
Mai) = 5z +27),
de donde se obtiene la igualdad
d)\(Zj) _ 1 . x‘:’_,
1 1 %5
= 5(31 - jl)z_;
PPar lo que finalmente obienemos
. 4z;
4(t) = € ———=1 &3(1) bo p1(0, %) [aopr (1, 25) — acaipa (-1, )] - (4.58)
1 H
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4.5 Modificacién del solitén a su paso por la impureza

En la seccién anterior deterrmninamos la evolucion temporal del especiro discreto en pre-

sencia de una perturbacién. El resultado de la ecuacién (4.57) nos dice que la derivada

temporal del espectro A es distinta de cero, como era de esperarse. Con el método pertur-

bativo que cmpleamos pudimos mostrar que esta derivada es de orden € exactamente, El

pardmetro € nos da una medida del defecto de la masa de la impureza ya que
1

1 +e

Mo

(4.59)

Sie>0,mp<1ysie<, mp> 1. Lamasa de las particulas de la cadena es igual a 1.

Para € = 0, la ecuacién (4.58) nos da un valor propio discreto constante que corresponde

a un solitdn, cuya expresion analitica es
e~ @n=Qn-1) 1 = B¥sech®[kn — Bt — )] , (4.60)
donde 3% es la amplitud de la onda. El pardmetro 8 estd definido como

1, _
B = 5(21 t-m). (4.61)
La posicién inicial ng déi solilén estd definida a partir de la ecuacién

%:mum%:mﬁﬁ@ﬁ, (4.62)

donde ¢;(0) es el coeficienie de normalizacién de las funciones de onda de Jos estados

ligados, ecuacidn (3.128).

Inicialmente colocaremos al solitdn en la posicidn ng a la izquierda de la impureza, La
impureza ostd colocada en la posicién 0. Mientras que § > 0, el solitén se desplazard hacia
ta derecha conforme el tiempo transcurra. La velocidad del solitén también estd definida

por medio del parametro 3,

v(k)=nh

g, (4.63)

¥ & > 0 se define por

e =z . (4.64)
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La distancia promedio h.entre las particulas la tomamos igual a 1. Por otra parte, en
el primer capilulo, seccién 1.3, mostramos que para & < 1, la velocidad del soliton es
aproximadamente

2

v{g) 1+ % ) {4.65)

es decir, mayor que la velocidad con que se propagan las ondas en la correspondiente
cadena lineal. Por lo que con estas estimaciones tomamos en los cdlculos siguientes velo-

cidades mayores que 1.

La ecuacién (4.58) nos sugiere que cuando € # 0; es decir, que z; ya no es constante,
entonces se verd modificado el parametro # y, por lo tanto, la amplitud y velocidad del
soliton cuando éste se encuentre con la impureza. Por esta razén cuando el solitén celisiona
con la impureza debemos poder estimar los cambios en sus pardmetros a partir de esta
ecuacién, pero notemos que la solucién al problema de evolucidn del solitén en la cadena
con impureza requiere mostrar a an(t) y ba(t) explicitamente.

Para obiener la solucién a,(t) y ba(#) debemos resolver la ecuacién integral discreta
que nos plantea el MDI, pero necesitamos conocer la evolucion en el tiempo de los datos
de dispersion, lo cual es relativamente sencillo sélo si no hay perturbacién. En general,
la perturbacidn no se anula y los datos de dispersién evolucionan de manera complicada,
dependiendo de las funciones propias del problema cspectral, ecuacién (4.58). Pero estas
funciones estan dadas como funciones de a,,(£) y b.(t), que son las que se deben determinar.
Asi, el procedimiento de solucién en el caso perturbado cae en un circulo. Aqui empleanos
la. aproximacion de que las {funciones propias que aparecen en las ecuaciones de evolucion
perturbadas de los datos de dispersién son reemplazadas por aquellas en las que no hay
petturbacion.

Por lo anterior, escribimos la ecuacién (4.58) en términos de las funciones de onda
((n,2) de los estados ligados, ecuacién (3.142), como

() =2¢ ;_2—';5 bo(t) €(0, 21, 1) [ao()C(1, 21,8) — aca (1)C(—1, 20,8)] ,  (4.66)

donde, por las ecuaciones (3.22), (3.23), (3.100), (3.104) y (3.139), ienemos que

-1

£(0,21,8) = ¢ (Q)e% K(0,0)z—lz——sech(ﬁ — B+ &),
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~1
C(,z,t) = ef0)e KL, 1)-"'-‘2—sech(2n —Bt+b),
-1

((=1,2,%) = cl((])e‘5°I{(——1,—1)%sech(—ﬂt+60),

O+ + izt
ast) = 2(1 + a2y ?) !
ity = VU@ tous),

2L + )

AN EN
N o= 4 1
ba(t) 2 [1+a1 1+aozf] "’

1+ 022
l"i‘ﬂ!l ?

14 o528
K(1,1) = T?Tz%

K(0,0)

I

_ 14+ e
K(~-1,-1} = 4 T oe?
¥
c}(0)e*Pt
M= 1]. — 22
Observemos que
‘él(t) = 6f(zl(f‘)" t) E) (467)

donde

Z1

Flz(8),t) =2 e bo(t) (0, 21, t) [ao(t)C(1, 21, t) — a(t)(~1,21.8)) . (4.68)

z -
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es una ecuacién diferencial de primer orden no lineal y es un sisiema no auténomo. En
vez de intentarla resolver directamente vamos a llevar a cabo un andlisis perturbativo,
cn donde supondremos que z; varfa muy lentamente en ¢l tiempo comparada con la

exponencial e, Aproximamoas a z; por una serie de potencias ¢n ¢
7 = 2£0) + ezil) + e”z&” e {4.69)

Si sustituimos la serie de potencias en la ecuacién (4.67) oblenemos que a orden cero

#Y=0 obien 22 =cte, (4.70)
a primer orden en ¢
#9= 17,0 (4.71)
L8]
00 = [ 10, 7)ar (4.72)

Los ordenes mds altos los vamos a considerar despreciables. Definimos el cociente

A= -5,_; , (4.73)

como un pardmelro efective de la perturbacién. Con este pardmetro estamos comparando
¢l tamaiio del defeclo de masa, €, con la amplitud del solitén, 8% Vamos a considerar una

perturbacion efectiva pequedia, A <€ 1. Supondremos éntonces que el tamaiio del defecto

de masa es siempre mucho menor que de la amplitud de la onda.

En las figuras (4.2) a (4.8) se muestra la grafica de la ccuacién (4.71) para diferentes
valoles de z{u). Dada la definicién del pardmetro 8, ecuacidn (4.61), podemos ver que

. . i
A=—#0 (1 + W) . (4.74)
#
Si sustituimos las devivadas por incrementos finitos, obtenemos que

1
AB = AL (1 N W) , (4.75)
1
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' . . 1 1) - . N
lo que nos indica que los incrementos en z{ ), Az{ ), implican decrementos en 3 y viceversa.
En las graficas los incrementos en z{l) estdn dados directamente por el area bajo las curvas,

que, como podemos apreciar, pueden ser tanto positivas como negativas.

En la figura (4.2) se puede ver, grosso modo, que cuando la perturbacién ¢ < 0, entonces
Az{l} > 0. Esto significa que el efecto neto que tiene el solitén cuando atraviesa una
impureza de masa mayor (pesada) que la del resto de la cadena es que disminuye su
velocidad. En cambio, cuando ¢ > 0 (parte inferior de la figura) el solitén aumenta su
rapidez ¥ por lo tanto su amplitud. Los cambios en el pardmetro § son del orden de las
escalas que estamos considerando, asi, en ambos casos ./_\zgl) R 5 x 1073, lo que implica
que AS =~ £0.1, o bien de +10%.

Es importante notar que después de que el solitén interacciona con la impureza, nueva-
mente z; tiende a ser constante, lo que implica necesariamente que el soliton recupera su
forma, aunque modificado en sus pardmetros, pero no se destruye. El resto de las figuras
nos permiten contrastar los cambios que modifican los pardmetros del solitén cuando este
es mds lento o més rapido, también cuando la impureza es ligera o pesada. El efecto es
hasicamente el mismo. El solitén se frena cuando a su paso se encuentra una impureza

pesada, y se acelera cuando la impureza es ligera.

Supongamos que estamos en presencia de una impureza ligera, como en la figura (4.2)
inferior. De algin modo, cuando Ilega a la impureza el solitén se deforma alargdndose un
poco, baja la velocidad y su altura, pasa la impureza y se encuentra una masa mayor gue
deberd mover, el solitén se comprime y eleva su altura en mayor proporcién de lo que
la disminuyé cuando se encontrd con la impureza, por lo que sale con un poco més de
velocidad que la inicial. Lo contrario debe ocurrir cuando tenemos una impureza pesada.
El solitén lega y se comprime y eleva un poco, pasa la impureza y se alarga y disminuye
su amplitud en mayor proporcién que su compresidn y elevacién iniciales, deja la impureza
con menor velocidad y menor amplitud. En ambos casos la onda no se destruye y prosigue

su camino, como podiamos esperar de los solilones cuando colisionan con otros.
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PERTURBACION e=-0.5; Mo = 2; z=0.2; No=-4
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~0.005 B
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0 1 2 .3 4 5 6
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0.0051 .
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3
-0.005 .
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_0‘015 I | | 1 1
4] 1 2 3 4 5 6
fiempot

Figurad.2. A ~ 1/10. Fi drea bajo la curva es el incremento neto Azgl), que significa un cambio en el pardmetro
A2 y, por tanto, en la amphitud y velocidad del solitén, El pardmetro ¢ > 0 significa que la masa de la fmpureza ¢s
menor que la unidad, y viceversa, ¢ < 0 significa que la masa es mayor. La cadens estd compuesta por particulas
de masa igual a I y ealdn espaciodas por una distancia b que también hemos tomado igual a 1. En la figura se
presenta dos caszos, el de arriba muestra un Azin > 0, lo que implica una disminucion de o velocided del solitdn,
el de abago da un Azﬁl) < 0 y por lo tanto un aumente en la velocidad del solitén. El solitdn tiene una amplibud
original de 3% 22 2.40, segdn see ol signo de ¢, awnenta o dismunuye la amplitud er un 10%
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PERTURBACION e=-0.5; Mo=2;z=0.4; No=-7
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Figurad.3. En esta figura come en la anterior, ln masa de la impurezamg contraste con las demds de la cadena,
pero se puede apreciar @ primera vesta que el drea bago Izs curvas cest es cero y por tanlo Azgl) = 0, lo que implicy
que ¢l solitdn, que es relativamente lento (8% = 1.1}, no sienie la presencia de la tmpureza o grandes distancius.
A= 0.4
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xi0™? PERTURBACION 6=-0.5; Mo = 2; z=0.07; No = -3
15 T T T T = T T T Y
10| : :
3 st
i =)
0
s ; . ; ; ! ; i ; ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
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x 107 PERTURBACION ¢=0.5; Mo = 0.66; 2= 0.07; No = -3
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Figurad.d. Para las mismaes masas mg de la impureza de la figura unterior hacemos interactuar a un solitdn mds
ripido. Ei confraste es inmediato. Se pueden apreciar cambios mds significativos en Azgl). Inicralmente el soltton
tenia % 22 50.5, estimando las dreos de las curvas podemos dectr que |AB| 2 0.30, o bien, del 30%. A =001
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Figurad.5. En esta figure podemos ver sobrepuestas las grdficas de égm de dos solitones gue viazan, no af mismo

tiempo, en una cudena donde la impureza tene ung mase mo = 0.9, En la grdfica la primera curve representa o

un'solitén con zSO) = 0,15, es un solitdn rdpido y alto, 8% = 10.6, A = 0 01, La segunda muestra el efecto sobre
un sequndo solitdn z§°) = 0.4 mda lento y mds aplanado, §° = 1.1, A & 0.1, Contrasta el efecto que mayor siente

el solitdn mds rdprdo que el que srenie el solitdn mds lento al pasar por la mustma impureza
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado las ecuaciones de movimiento de la cadena Toda infinita.
Mostramos que el sistema posee soluciones de ondas-pulso no lineales de perfil permanente
(solitones) viajando en la cadena y que es un sistema integrable cuando no tenemos

impurezas en la cadena.

Una adecuada transformacién de coordenadas permitié obtener la solucién de las ecua-
ciones de movimiento no lineales por medio de un problema espectral lineal Ly = Ay
asociado al sistema, donde L = L{ax(t),b.(¢)}. En las nuevas coordenadas an(t) y ba{t),
mostramos que el sistema posee una infinidad de cantidades conservadas y que el espectro
A es invariante en el tiempo. El problema espectral es el punto de partida del Método
de Dispersién Inversa (MDI). Con el MDI resolvemos el problema de valores iniciales en
las nuevas coordenadas mediante una ecuacién integral discreta, dada la evolucién en el

tiempo de los datos del problema de dispersién de las ondas ¢ de la ecuacion espectral.

Cuando introducimos una perturbacién como impureza en la cadena, las ecuaciones
de evolucién de los datos de dispersién ya no son simples y por lo mismo no es facil
resolver la ecuacién inlegral discreta. En este caso el espectro A ya no es constante y es
lo que nos permite estimar los cambios en los pardmetros de los solitones cuando viajan

en presencia de impurezas. Hemos presentado un estudio aproximado mediante teorfa de
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perturbaciones que nos da la solucidn exacta al problema no lineal a primer orden. Esta
solucidn nos permilid obtener estimaciones sobre la variacién de los pardmetros del solitén
cuando éste colisiona con la impureza en su viaje en al cadena.

La presencia de una impureza ligera en la cadena provoca un incremento neto de la
velocidad del solitén y la impureza pesada una disminucién en la misma. ¥n ambos casos
el cambio en la velocidad cs relativamente pequeiio comparado con la velocidad inicial
que lleva el solitén. Por olra parte, el decaimiento en ¢l tiempo de la derivada temporal
del espectro discreto z; nos dice que 2y tienda nuevamente a ser constanie y por lo tanto
cl solitén no se destruye, vuelve a recobrar su forma, aumentando o disminuyendo su
amplitud segin el tamaiio de la impureza.

L.a propagacién de ondas en cadenas de osciladores no lineales con impurezas fue estu-
diada antes que el conceplo de solitén fucra establecido. Estos estudios, en el contexto de
la conduccién del caler en sélido dieléctricos (no metdlicos), apuntaron hacia la hipdtesis
que establece que la no linealidad de la vibracidn en una red de 4tomos o moléeulas tiende
a incrementar el flujo de energfa de un lugar a otro. Posteriormente estos resultados se in-
terprelaron en términos de solilones. Las ondas no lincales pierden muy poca cnergia ain
cuande atraviesan por las impurezas. En una cadena arménica desordenada, en donde
las impurczas estan presentes, casi todas las funciones propias estdn localizadas por la

presencia de estas impurczas y por consigniente la corrienic de calor es limitada.

Por otra parte, debemos recordar que junto con los solitones se pucden propagar pe-
quefias ondas o rizos (ripple-like) a través de medios no lincales en modelos més realistas
[Toda, 1979]. Estos rizos generalmenie transportan sélo una pequeiia parte de la energia
en las cadenas, comportindose casi como ondas lineales de amplitud pequefia y estdn
asociadas a grandes nimeros de onda, mientras que los solitones son considerados como
ondas enyos nimeros de onda se anulan.

Otros experimentos [Watanabe, 5.] y resullados numéricos han sefialado la existencia
de vibracioncs localizadas, inducidas por la prescncia de impurezas ligeras en cadenas
uniformes de osciladores no lineales. Cuando la impureza ¢s més ligera que las hudspedes,
una pequeiia parte de la energia es compartida por el pesible modo localizado, un solitén es
transmilido y la onda reflejada esta compuesta por rizos. Yajima, {Yajima,1979], mostré

que si cl defecto de masa es pequefio (¢ = |(m — mg)fm| < 1), al orden ¢ ¢l solitén
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no pierde energia cuando pasa a través de la impureza. La dispersidn serd al menos de
orden ¢2. Pero estos resultados, dice Toda, dependen de la energia del soliton incidente, Si
esla energia revaza un cierto umbral, entonces la oscilacién localizada serd répidamente

amortignada.

En nuestro modelo no hemos incluido un andlisis que permita estimar directamente
los cambios en la energia del sistema: solitén y cadena. Cuando la impureza es ligera, el
solitén adquiere mas rapidez y amplitud, de algin modo este incremento energético se
debe explicar por cambios energéticos en la cadena. Si la impureza es pesada, el solitén
debe ceder parte de su energia a la impureza o a la cadena. Pero el mecanismo que
explique este fendmeno de cambios en la energia no lo contiene nuestro modelo, nosotros
hemos hecho estimaciones en cuanto a la fase del solitén cuando atraviesa la impureza. El
solitdn se desfasa y aumenta o disminuye su velocidad. Esencialemente hemos considerado
pequeiia la cantidad A, que es un co ciente entre el defecto de masa ¢ y la amplitud del
solitén 4?2 que es proporcional a su energia que transporta. Esta energia comparada con
el defecto de masa es grande pero el cociente A no, que es el pardinetro perturbativo que

hemos considerado importante.
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