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RESUMEN

La energia por particula en el estado base de un sistema infinito de esferas duras
bosénicas a densidades entre cero y el méximo empaquetamiento posible, se modela con
una expresién anslitica que reproduce lo primeros términos de Ia. serie exacta a bajas
densidades asi como el comportamiento hacia infinito de Ia energia conforme el sistema
se acerca a la densidad de empaguetamiento, que proponemos es la de Bernal, repro-
duciendo el valor experimental del residuo. Se parte de los primeros términcs de la serie
exacta para bajas densidades y utilizando métodos tipo Padé ¥ su generalizacién “tail-
ing”, extrapolamos a todo el intervalo de densidades del sistemna. Se consideraron cuatro
términos, ademds del trivial, de la serie original. De los 40 aproximantes obtenidos 36 son
diferentes y sélo dos satisficieron las propiedades fisicas para ser una ecuacién de estado
del sistema de esferas duras. Una de estas dos ecuaciones de estado genera una energia
s6lo 21 % menor que los reportados por simulaciones de computadoras para cuatro den-
sidades del orden de la densidad de saturacién del Helio cuatro. De nuestras expresiones
ansaliticas para la energia es inmediato obtener la presién y la velocidad del sonido, las

cuales tarubién reportamos .
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Capitulo 1

Introducciéon

La importancia de estudiar el sistema idea) infinito de esferas duras est4 en ¢l hecho de
que este sistema siTve como una primera aproximacién a un sistema de muchas particulas
interaccionando via un potencial de pares con una parte repulsiva de corto alcance. La
aproximacién es mejor a bajas densidades cuando las particulas experimentan la parte
atractiva del potencial sélo débilmente, como también a muy altas densidades donde la
parte repulsiva es predominate. A densidades intermedias, o densidades fisicas, la parte
atractiva del potencial juega un papel esencial en la descripcién del comportamiento
de un sistema real. No obstante, ¢l sistema de esferas duras persiste como sistema de
referencia (a orden cero} en las teorfas perturbativas que intentan describir el sistema con

la interaccién completa.

Para describir un sistema de N esferas duras bosénicas de didmetro ¢ y masa m debe-

mos resolver la ecuacién de Schrédinger de N-cuerpos con el Hamiltoniano

h2 N N
H=—=3"Vi+3 V(r—x;), (1)
. 2m = i<j
donde
o0 si r<e
Vir) = (2)
: 0 en otro caso,

V? es el Laplaciano tridimensional ¥ 1; es el vector posicién de la particula i-ésima.

&7
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Los esfuerzos més importantes para obtener la energia del estado base de este sistema



se realizaron a fines de Ia decada de los cincuentas. K. Huang, T. D. Lee y C.N. Yang
[1, 2] utilizando el método del pseudopotencial, calculando sélo los dos primeros términos

de la serie infinita exacta para la energia del sistema, lo cual restringié su validez a muy

bajas densidades.

En 1959 T. T. Wu [3}, utilizando métodos de la teoria de campo cuantico, caleuld
un término mas de la serfe exacta de la energia por particula en el estado base de un

sistema infinito de N-bosones. Los primeros cuatro términos, ademss del trivial, de la

serie infinita son

E/N =

2
2“:;"“ { 1+Ci(p6%)'72 +Capa® In(pa®) + C3 pa® + C; (pa®)¥2 In{pa’) +--- } 3)

donde @ es la longitud de dispersién de onda-S del potencial de interaccién de pares de
particulas, O} = %‘;, Cy = 8(*F — v/3) y los coeficientes C3 y Cy son desconocidos. Para
un sistema de esferas duras a se reduce al didmetro ¢ de las esferas, con p la densidad
de mimero de particulas y m la masa de cada bosén. Desafortunadamente los primeros
dos términos de esta serie, no de potencias, no son suficientes para describir sistemas

reales tales como “He o Hidrégeno atémico polarizado HJ, etc., cuyas densidades superan

sobradamente las densidades para las que (3) es valida.

Avances en el sentido de describir sistemas fisicos a densidades reales se dieron hasta
los afios setentas, en que con el apoyo de la computadora se llevé a cabo una solucién
numérica de la ecuacién de Schrddinger. Entre otros, el cdlculo méas exacto fue realizado
por Kalos, Levesque y Verlet [4], utilizando el método conocido como Green Function
Monte Carto (GFMC), mediante el cual la Ec. diferencial de Schrédinger (1) se trasforma
en una ecuacidn integral a través del uso de las funciones de Green, y la integracién se lleva

a cabo con el método de Monte Carlo. Esto permite conocer la energia por particula a



densidades intermedias, desafortunadamente sélo se dispone de cuatro puntos en la rama

fluida y cinco puntos en la rama cristalina.

Un primer intento de dar un expresién analitica para la energia del estado base del
sistema de esferas duras en todo el intervalo de densidades fisicas, fue realizado en 1954
por London [5], sin embargo la expresion propuesta por él, no es muy buena a bajas

densidades, pues sélo reproduce el primer término de la serie (3).

En este trabajo nos proponemos dar una expresién analitica para la energia del estado
base del sistema de esferas duras bosénicas para densidades que van desde cero hasta
la densidad de empaquetamiento, de tal manera que la expresién propuesta, reproduzca
cuatro términos de la serie (3) en el limite de bajas densidades. Para ello desarrollamos
un método de aceleracién de la convergencia més general que el de los aproximantes de
Padé: método “tailing”, que nos permite extrapolar (3) a densidades intermedias e incluir
el comportamiento esperado de] sistema cerca del empaquetamiento. Dos intentos I6, 7]
anteriores han mostrado la bondad del método asi como la necesidad de mejorarlo. En
éstos se obtienen los aproximantes de Padé a Ia serie (3) sélo tomando tres términos, el
coeficiente desconocido del tercer término, se ajusté numéricamente a los puntos que se
tienen via simulacién por computadora. En el primer trabajo [6] se cometié el error de

tomar sélo la mitad de los valores de la energia calculada via simulacién por computadora.

En nuestro trabajo, al ignal que en trabajos antes mencionados 5, 6, 7], proponemos
" una expresién analitica para la energia de un sistema de N bosones en el estado base
para todo el rango de densidades fisicas, pero con la novedad de que no hacemos un
ajuste numérico, sino que la expresién propuesta para la energia, se obtiene requiriéndo
del sistema que satisfaga un minimo de propiedades fisicas. Para lograr nuestro objetivo,

el trabajo se divide en seis capitulos.



El capitulo 2 es de revisién y referencia, donde se describe un sistema ideal de N
bosones. A partir de su gran funcién de particién se obtienen las funciones termodinamicas
que describen al sistema en su fases normal y condensada. En el capitulo 3 se describe el
gas de Bose como un gas imperfecto, en el cual el potencial de interaccién entre ellos es
de tipo esferas duras mutuamente impenetrables. Ademis se introducen las expresiones
para la energia exacta a muy bajas densidades. Al final se analiza la expresién de London
(modificada) en los limites de bajas densidades y empaquetamiento compacto. En el
capitulo 4 describimos el método de aceleracién de convergencia utilizado ¥, las hipdtesis
fisicas que nos permiten determinar los coeficientes desconocidos C ¥ Ci, ademds de
optimizar l2 expresién analitica para la energia por particula del sistema de esferas duras
bosénicas. En el capitulo 5 se analizan los distintos aproximantes generados por el método
“tailing”, descartando aquellos que no reproducen las propiedades fisicas del sistema,
dando por resultado que sélo dos aproximaates cumplen las hipdtesis fisicas propuestas.
Inmediatamente calculamos la presién y la velocidad del sonido del sistema derivando
una y dos veces las expresiones analiticas para la energia. En el capitulo 6 se resumen

nuestras conclusiones.



Capitulo 2

Gas Ideal de Bosones

En este capitulo se describe un sistema ideal de N bosones. A partir de su gran
funcién de particién se obtienen las funciones termodinamicas que describen al sistema en
sus fases normal y condensada. Este capitulo sirve como base ¥y referencia para capitulos

posteriores donde se considerard un gas de bosones no ideal.
2.1 Definicién del sistema

Sea un sistema de N bosones idénticos, sin interaccién entre ellos, confinados en un
cubo de volumen V, en el asi llamado limite termodindmico, esto es, V = 00, N = oo,

pero con una densidad de particulas p = N/V fija.

Como no existe interaccion entre los bosones, el Hamiltoniano 4 del sistema de bosones
se puede escribir como una suma de Hamiltonianos H; de un solo bosén. La energia £ del
sistemna sera Ja suma de las energias ¢; de cada bosén, y ta funcién de onda {11, T2, s TN,
con r; las coordenadas de i-ésimo bosén, el producto de las funciones de onda 1(r;) de las

particulas individuales. Es decir, el gas ideal de bosones debe de satisfacer Ia ecuacién de

Schridinger
HE¥(ry,r2,., 7N} = E¥(r1, 72y oy TN) (4)
donde
N -
H=% H con Hap(rs) = ep(rs). (5)

i=1
Dado que las particulas del sistema son bosones indistinguibles, el operador Hamilto-

niano asociado al sistema es invariante ante un intercambio de todas las coordenadas de



algin par de particulas, y la funcién de onda del sistema es simétrica ante el intexcambio
de coordenadas. Los valores propios de la energia asociada a un bosén confinado en una
caja ciibica de volumen V es [8]

RA(r2 + 72 4+ 72)
Ei =6 = Erupyir, = W Te, Ty, T, =1,2,3,... (6)

La energia del sistema de N bosones, con n; bosones en el nivel de energia k-ésimo, estd

dada por

E(N,V) = Y ma (7
k

donde N = zk:m (8)

2.2 Propiedades Termodindmicas

La conexién entre el mundo microscopico y macroscépico se establece a través de
la mecdnica estadistica. De acuerdo con la mecdnica estadistica, todas las funciones
termodinimicas, se obtienen a partir de la funcién de particién Q(N,V,T) = TgeE.
Los célculos matematicos se simplifican si se trabaja con la gran funcién de particién
E(z, V\T) = T 2"Q(N,V,T), donde z es la fugacidad que ‘esté. relacionada con el
potencial quimico u por z = ®* y @ = 1/kpT. Entonces, las funciones termodinimicas

estan dadas por [8]:

Be Vi) = Me(l~zeP)” 9)
%mlns = —}T‘:ln(l—ze'ﬁ‘*) (10)
F: zeBen
N=z—a:ln:. = gw {11}
L1
E = —5% hE = % 1_2?_;7“ energia interna (12)
X
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Cy = (?-E) capacidad calorifica (13)
v

ar
F = wkgTlnZ+NkgTlnz energia libre (14)
g = —-gg- entropia (15)

En el limite termodindmico, como V — o0, el espectro de particula simple es casi un
continuo, por lo que es posible remplazar la suma del lado derecho de las ecuaciones (10)

¥ (11) por una integral

o [ulk) di= [ gle) as,

k
donde g(e) es la densidad de estados o nimero de estados con energias entre £ y € + de,
que estd dada por g(e) = (2—,’;}1) (2m)®2¢'/? [8]. Sustituyendo las sumas por integrales
y multiplicando cada ecuacién por la densidad de estados, las ecuaciones {10} y {11} se

transforman en [9]

P 2m\¥2 fo | In{l - 2)
P _ o (¥ 2 1n(1 — ze=Pde — M1 —2)
T 2 (,ﬁ'2 ) [) £/21n(l — ze™"*)de v
_ gss2(2) _ In(l - z2)
= A3 V t (16)
_N 2m\¥? oo zg¥2e~Prde z
PEY T 2 (?) .[0 1— zef + V{l-2)
. 932(2) z
=% tvaowy (17)

donde A es la longitud de onda térmica

P S
= @rmksT) R’

¥ 9u(z} son funciones de Bose las cuales estdn definidas por

_ 1 oo :z:"‘ld:r o0 zl
g.(z) = T(v)Jo z-le=—1 —EF‘-




El segundo término a la derecha de las Ecs. (16) y (17) son las contribuciones a la
presién y densidad respectivamente, de las particulas que se encuentran en el estado base
del sisiema (g = 0).

De las ecuaciones (8) y (11), se observa que el nimero de particulas en el estado base
es ny = z(1~2z)~", este niimero de particulas se incrementa cuando z — 1; la acumulacién
de particulas en el estado base, da origen al fenémeno de la condensacién de Bose Einstein.
También, es posible mostrar que para todo valor de 0 < z < 1, el término V=" In{1 — z) de
la ecuacién (16) es completamente despreciable [9]. Entonces, de lo anterior se desprende

que las ecuaciones (16} y (17) pueden escribirse asi

P 9512(2)

kB——T = B (18)
33

—f/@ = pA* ~ g3pa(2). (19)

La magnitud de z puede sér considerada como una medida del grado de compor-
tamiento cudntico del sistema, esto es, cuando z — 0 corresponde a una situacién cerca
del limite cldsico, y cuando 2 — 1 los efectos cudnticos juegan un papel muy importante
(8. De la definicién de gs/2(z), se observa que la funcién es acotada, positiva, continua y
monétonamente creciente, para todo valor de 0 < z < 1. Entonces, g /2(2) tiene su valor

méximo en z = 1, el cual estd dado por

o0
1
932(2) = 3y = 2612... = ((3/2). (20)
=1
De las ecuaciones (19) y (20) se desprende que la condicién para que un mimero

apreciable de bosones se junten en el nivel de energia ¢g =0 (ng/V > 0) es
Ap > gap(1). (21)

YLa energis del estado base segiin (6) es gy = 5;‘%;7,, perc fisicamente los resultados deben ser
independientes de donde se fije el cero de energia del sisterna, por lo que se define g0 = 0.

8



La condicién (21) divide el espacio termodindmico en dos regiones, las cuales estdn

separadas por la superficie

X2p = gy(1) (22)

e La regién “normal”, aqui los hosones estdn distribuidos suavemente entre los estados

cudnticos accesibles al sistema ( A*p < gs2(1) ).

e La regién “condensada”, una fraccién apreciable de bosones ocupan el estado base
(¢ = 0), y el resto se distribuye suavemente sobre los estados accesibles al sistema

(A3p> g3p2(1) ).

De las dos ecuaciones anteriores se deduce que para una densidad (temperatura) dada
existe una temperatura {densidad) critica a partir de la cual el estado base del sistema
comienza a ser fuertemente poblado. Sea p. y T, la densidad y temperatura critica re-

spectivamente, dadas por
_ g3p2(1)

pe="%3 (23)
s}
h2 p 2/a
Te= Samis (ga/z(l)) ‘ (24)

En términos de T; y p., la regién condensada es 1z regién donde se cumple T <7, o
P> pe

Para hallar la fugacidad 2, se debe despejar ésta de la ecuacién (19) y sustituirla en la
ecuacién (18). Esto no se puede hacer en forma analitica, la solucién mediante un método

grifico est4 dada por {8}

1 si T<T,
z= (25)
solucién de gsp2(2) =A% si T >T,.

9



La fraccién ng/N de bosones en el estado base puede obtenerse de la ecuacidn anterior

y de la ecuacién (19}, la cual resulta ser

70 1-(T/T? s T<T
N (26)
0 si T>T.,

en términos de la densidad resulta ser

1-pfp st p>py

z(&

0 st p<pp,
con pp = ng/V.

La ecuacidn anterior muestra que en la regién “normal”, la probabilidad de encontrar
un bosén en el estado base es précticamente cero. En la regién “condensada”, existe una
fraccidn finita de bosones en el estado base, y a temperatura T = 0 todos los bosones
ocupan el nivel base de energia (gp = 0) . Esta condensacién de los bosones en su estado
base es conocida como condensacidn de Bose Finstein. La condensacién ocurre debido a
una “interaccidn efectiva”, a través del requerimiento de la simetria de la funcién de onda

de N cuerpos del sistema.

De las ecuaciones {12), (13}, (14), (15), (18) y del valor de z en cada regién del
espacio termodindmico, se deducen las funciones termodindmicas del sistema. Aqui las
reproducimos, y para cada funcién termodinimica la ecuacién superior se refiere a la

~ regién para T > T, y la ecuacién inferior se refiere 2 la regidn para T < T, [1]

P ] 9splz) E | 38T gsp(2)/2X%p o)
kT ~ N~
95/2(1) 3keT gslg(l)/zAsp

(28)

10



F 9s572(2)/Xp —Inz s _ 59s/2(z)/Ap—Inz
NkgT ~ s Nip , (29)
g572(1)/X%p 5g5/2(1)/X3p
(30}
C, 15gs/2(2)/X*p — 995/2(2) /41/2(2)
Nkg (31)
B 15g5/2(1)/40%p

11



Capitulo 3

Fluido de esferas bosdnicas

En un gas real de bosones las particulas interacttian entre ellas. El potencial de inter-
accién es del tipo Lennard-Jonnes con una parte fuertemente repulsiva de corto alcance
més une parte atractiva que se hace noteria dependiendo de la densidad del sistema.
Como una primera aproximacién, describimos al gas real de bosones como un gas im-
perfecto en el cual el potencial de interaccién entre los bosones es de tipo esferas duras
mutuamente impenetrables. Ademds, se recuerda la forma analitica de la energia del
estado base (T = 0) de un sistema de bosones para densidades de particulas muy bajas
expresin de Wu y la expresién analitica en el caso de densidades de empaquetamiento

compacto expresién de London .

3.1 Modelos de esferas duras bosénicas

Un primer modelo para encontrar la energia por particula en el estado base de un
sistema de N bosones contenidos en un recipiente de volumen V, es considerar a este

sistema como un gas ideal el cual fue analizado en el capitulo anterior.

Como un segundo modelo para un sistema fisico real, consideramos un gas imperfecto
de bosones el cual estd definido como un sistema de N bosones contenidos en una caja de
volumen V, con N ~ 00 y V' — oo pero manteniendo la densidad constante p = N/V.
Las particulas interactian a través de un potencial de corto alcance de tal manera que
no existe estado ligado de dos partfculas. El hecho de que el gas sea diluido (p — 0)
hace posible tratar el potencial de interaccién entre las particulas como una pequeiia

perturbacién del gag ideal. Por lo tanto, un modelo de gas imperfectc es la primera
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mejoria a un modelo de gas ideal para describir a un sistema fisico real.

Es conocido que para muchas sustancias sus fases liquida y cristalina o amorfa, tienen
caracteristicas en comin, por ejemplo: (a) el volumen de la fase liquida es muy parecido a
ese de la fase cristalina o amorfa; (b) los liquidos son tan incompresibles como los sélidos.
Estas propiedades sugieren que las fuerzas repulsivas entre los 4tomos tienen un papel muy
importante en la fase liquida. Entonces, el modelo mds sencillo de estructura atémica que
se puede imaginar, es el de un conjunto de esfera duras mutuamente impenetrables y sin

otra interaccién.

Sabemos que a muy bajas energias (T — 0) la teoria cuéntica de la dispersién [10]
afirma que la desviacién que experimenta una particula no depende de 1a forma del po-
tencial de interacci6n, sino sélo de un pardmetro llamado la longitud de dispersién a. El
cdlculo de la seccién transversal total de dispersién a bajas energias resulta ser 4wa®. Por
lo anterior, podemos decir que a bajas energias el potencial de interaccién se comporta

como si fuera producido por esferas duras.

Los argumentos anteriores sugieren que un modelo aceptable de interaccidn entre

bosones es el potencial de esfera dura, el cual estd dado por

oo sir<e
Vir)= (32)
0 sir>e

donde ¢ es el didmetro de las esferas, es decir, la distancia minima a la cual pueden

" acercarse dos bosones.
3.2 Ecuaci6n de London
London [5] fue el primero en proponer una expresién analitica para Ja energia por

particula del estado base (T = 0) de un sistema de esferas bosénicas en funcién de la

densidad de particulas p. Recientemente se modificé [11] la ecuacién de London para
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incluir el comportamiento experimental de las esferas duras en el régimen densidades

cercanas al maximo empaquetamiento compacto. La energia por particula es:

E onhe 1 1

N , 33
N m (p—1/3 — pa'lla)z (p_1/3 + bpa-l/:;) ( )

donde b = 2%%/x — 1 para la ecuacién de London, y para la ecuacién modificada de

London b = 2%%/r — 1. Con m y c respectivamente la masa y el didmetro de la esfera
dura, po = V2/¢* es la méxima densidad de empaquetamiento de esferas en un arreglo
ciibico centrado en las caras {fec) o hexagonal (hep). La densidad varia en el intervalo
0 < p < po- La ecuacién de London es tal que se reduce a las expresiones esperadas en

los siguientes dos limites

E 2k pe . . '
N (densidades bajas) (34)
E AR _n s -

¥ m(p - 0o 1) (densidades altas) (35)

donde la cantidad adimensional A = x22%/3 se conoce como el residuo.

La ecuacién (34) expresa que en el limite de bajas densidades, una particula gue viaja
a traveés del sistema experimenta un cambio de energia como si éste fuese producido por
un potencial constante de determinada profundidad. Este resultado se puede justificar
debido a que en la aproximacién “independiente de la forma™ (bajas energfas), es posible
remplazar el potencial de esfera dura, por un potencial de pozo cuadrado de largcl) alcance
pero de poca profundidad, siempre que la longitud de dispersién a no cambie.

La ecuaci6n (35) dice que para altas densidades, el sistema de esferas duras se aproxima
a una densidad de empaquetamiento compacto. En este limite de empaquetamiento,
las esferas estdn cada vez mis localizadas por lo que, de acuerdo con el principio de

incertidumbre, la energia diverge y lo hace en la forma que indica la ecuacién (35).
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3.3 Energia a bajas densidades

Para muy bajas densidades, la forma analitica exacta de la energia por particula en
el estado base de un sistema infinito de esferas duras bosénicas es una serie infinita [3] de

la cual se conocen sélo los siguientes primeros términos

--ﬁ = FPG EQ(I) ;= ‘/ﬁ?, (36)

con

eo(r) =1+ Ciz+ Coz’Inz® + C32® + Cor’ Inz? + ..,

donde m es la masa del bosén, e es la longitud de dispersién de onda S del potencial de
interaceién, que para el caso de un sistema de esferas duras, a se reduce a el digmetro de
las esferas duras ¢, con C) = 128/15\/7 ~ 4.1844, C, = 8(4n/3 ~ /3) = 19.6539 y los
coeficientes Cy v C; no son conocidos.

Es de notar que mientras los coeficientes C; y C» son independientes de la forma del
potencial de interaccién, los coeficientes de los términos de orden superior dependen de la
ley especifica de fuerzas. Esto es, no importa que interaccién da origen a la longitud de

dipersién g, los coeficientes C; y C» no cambian, mientras que el resto de los coeficientes

dependen de la forma de la interaccién [12).
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Capitulo 4

Expresién analitica para la energia

La expresién para la energia por particula en el estado base de un sistema de muchos
bosones con densidades muy pequefias, estd dada en términos de una serie no de potencias
de la densidad, de la cual se conoce exactamente sdlo los primeros tres términos, de los
restantes solo se conoce su forma y sus coeficientes son desconocidos. Cor el objeto de-
extender el intervalo de densidades de aplicabilidad de la expresién para la energia, en
este capitulo introducimos un método de aceleracién de convergencia, inspirado en, y
mdés general que, el método de Padé conocido como método de acolamiento o “tailing”.
Iniciamos con la serie original con 5 términos y mediante el método “tailing” generamos
40 aproximantes que mostramos en la Tabla 1, de los cuales sélo 36 de ellos son diferentes.
La virtud de estos aproximantes es que reproducen los primeros cinco términos de la serie

Aqui también, enumeramos y discutimos las propiedades fisicas que debe de satisfacer
el sistema en cuestidn y que nos permiten determinar el aproximante éptimo para la
energia.

4.1 Extrapolaciones “Tajling™ a densidades fisicas

La energfa por particula en el estade base de un sistema de bosones bajo el modelo de
esferas duras, en el asf lamado “limite termodindmico”, dentro de la regién de densidades

muy bajas estd dado por (Cap. 3)

E 2K N
-—ﬁ=-—-—-—;pceo(z) con  p= 3 T=/pc?
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e(z) =1+ Ciz + Coz’Ina® 4+ Coz® + Cy¥ Inz? + . .. para z < 1 (37)

donde NV es el nlimero de particulas contenidas en el volumen V, m y ¢ son respectivamente
la masa y el didgmetro de la esfera dura, C, = 128/(157) y C, = 8(47/3 — V/3) son
constantes que no dependen de la forma del potencial de interaccién entre las particulas

pero no asi las constantes C3 y Cj, que son desconocidas.

Como la ecuacién anterior es correcta sélo para densidades muy pequefias, nuestro
propésito aqui es extender el intervalo de aplicacién de esta ecuacién a todo el rango de
densidades fisicas. Consideramos que la energia tiene un polo de segundo orden cuvando
la densidad se aproxima a la densidad de empaquetamiento compacto sea este regular o
irregular. Entonces, si la ecuacién (37) debe ser vilida en todo el intervalo de densidades
fisicas, ésta debe tener un polo de segundo orden cuando la densidad sea 1a de empa-
quetamiento compacto. Pensando en visualizar y manipular este comportamiento de la

energia hacia infinito, en lugar de (37) se analizard su raiz cuadrada inversa?.

eEW(z) = (1 +C1z 4+ Cortlng® + Caz?Coz®nz® + .. ) i

2

1 1 1 3 1
1- 501.'»" - 50232 lll.'u"2 - 5 (03 - 4—012) Iz faad 5 (04 b gclcg) 3:3 lnzz

4

1+ Kz + Kozl lnz? + Ksz? + Kyzlnz? + ... (38)
' donde

1 1 3 1 3
K = —,%—Cl, K= _502’ Ky = -3 (Ca - chz) y K;= -3 (Cq - QCICZ) .
(39)

%)a expansién binomial (1+z)"=1+n:+ﬂ%'r'—ux‘+...

17



Con €] objeto de extender el intervalo de densidades de validez se aplicara ahora el método
“tailing” a la Ec. (38). Este estd inspirado en, pero es mds general que, el método de
Padé (ver Apéndice A). El método “tailing” aplicado a e/ *(z) produce aproximantes

€ 172 (), los cuales estdn definidos por la estructura
&% =Pz }+ E ; e con rKl. (40)

El método “tailing” inicia escribiendo los ditimos términos de la “cola” de la serie (38)
que puedan expresarse como un cociente de dos funciones N(z) y D{(z), de tal manera que
la expansién alrededor de z = 0 de el cociente N(z)/D(z) reproduce todos los términos
de la “cola” de la serie. La funcién P(z} en (40) esta formada por los primeros términos
de la serie, es decir, la porcién a la izquierda de la “cola”. El primer paso del método,

consiste en factorizar la serie (38) de la siguiente manera
1/2 Ky
() =1+ K1z + K33’ In2? + K3z* 1+-K—:cln:z: +. {41)

Ahora se aplica el método de aproximantes de Padé a la “cola” de la serie {(41), es decir,

a la expresién entre paréntesis cvadrados, lo que resulta

K, A K, 2] .
£ —_— t
[1 Kaxlnz +. ] [1+Kazlnn: (trivial)
N S
1—%x1n12

Sustituyendo la ecuacién anterior no trivial en (41), da por resultado el primer apro-

>

donde £ significa “aproximado por”.

ximante a eg "/ %(z), y éste es etiquetado con B401(x) (ver Tabla 1)

&V =1+ Kz + KyrPlnz® + "“'!1{_?.3%‘—2‘ B401(z) , (42)
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el cual es de la forma de la ecuacién (40) con:

P(z) = 1+ Kyz+ Ky?Inz?,

N(z)

2
K3x )

1-— éxlnxz,

D(x) X,

donde los coeficientes P(z), N{(z) y D(x) son tales que para z < 1 la expansién binomial

de 1/D(zx) reproduce a e; '/ %(z) hasta el orden deseado (z?In2?).

El siguiente paso en el método “tailing” consiste en factorizar el término Kz de la

ecuacién (38) en la siguiente forma,

~1/2 j‘2 2 1‘3 1‘4 2 2
=1+ K. == _ _
&g + Kz [1+Klzlnx + K1$+Kl:z: Inz +] (43)

Ahora buscamos los aproximantes de Padé de la “cola” de la serie, es decir, de la expresién
entre corchetes de la ecuacion anterior, esto implica que la “cola™ debe ser de la forma

N{z)/D(zx), esto es

Kz 2 Ka K4 2 2 N(.'.C) 1+N1(.’L')
—rl it —xz°] _— =
TR R B T N B T 15 D)

(44)
donde la expansién binomial de N(2)/D{z) = (1 4+ M(z))/(1 — Dy(z)) para z < 1 debe
reproducir la parte izquierda de Ia ecuacién (44).

Para encontrar la forma explicita de de las funciones Ny(z) y Dy(z), se propone que

* sean funciones de zlnzx, z y 2%ln2? con coeficientes a determinar®.

%La parte izquierda de la ecuacién (44) tiene 4 términos con 3 coeficientes a determinar. Dado que,
la forma de la pé:te derecha de la (44) determina el primer coeficiente. Esto es, para z < 1

1+ Ny(x)

oo (1+ Mi(2))(1 + Da(z) + Di(z) +...) & 1 + Ny (z) + Dy(x) + Na(2)Dy (z) + .-

entonces, debido a la forma de la parte derecha de (44) el nimera 1 aparece a ambos lados de esta
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Con la condicién de que la suma del mimero total de términos de Ny(x) y Dq(x) sea
3, pues 3 son los coeficientes a la izquierda de la ecuacién (44), de esta forma, el sistema

de ecuaciones que resulta queda bien determinado.
La primera ecuacién que se ocurre probar es
Nifz) = 0
Di{z) = ayz+axnz®+azz’Ing®

donde a3, ay, o3 son coeficientes constantes por determinar. Sustituyendo el par de ecua-

ciones anteriores en la ecuacién (44) resulta

K. 1
1+——211n22+£x+-&221n32+...-'-\- +0 {(45)
K K

K T 1-a1z — ez lnz? — a3z Inz?’

Desarrollando (45) para = < 1, se obtiene
~ 1+ a1z + @z Inz? + a32% In 2% + a2? + 2022 Iz + ...
=~ 1+ agzlnz® + a,z + (a3 + 2a;82)z% Inz® + ...,

de donde igualando coeficientes, se obtiene un sistema de 3 ecuaciones simultidneas que
dan por resultado

Kg K. 3 K.| 2K. 2K 1
az X, ay X, a3 X, e, (46)
Por lo tanto, un aproximante de Padé a la “cola” de la serie (43) es (ver ecuaciones 45 y

46)

K Ky Ky A 1
14+ Zzlnz® + =tz + 22l + ... &
Ky K K 1—%:51:1:52—%:5— ﬁl —3%‘,’51) zzln(zz)
47

ecuacién. Por lo tanto, sdlo 3 coeficientes son independieﬁtes. También observamos que la expansién

binomial anterior aparece el término Ny(z) -+ Dy(x)} y esto permite proponer que Ny(z) y D;(x), sean
combinaciones lineales de z, zInz® y 2% In2?, dado que la expansién binomial de la parte derecha debe
reproducir 1a parte izquierda de (44).
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Sustituyendo este aproximante de Padé en la ecuacién (43}, da como resultado el segundo

aproximante del método “tailing”,

-1/2 _ le

€ z)=1+4 = B402(z), 48

o (z) 1- Ggingt - Ky - %‘:—gﬁﬁz&)w?lnﬂ (z) (48)
1

el cual claramente es de la forma € /*(z) = P(z) + N {(2)/D(z), con

P(z)=1, N{z) = Kz,
L K, K (K UK\ 5
Diz)=1 Kla:ln:z Klz (Kl K2 z°Inz*.

Por lo tanto, la ecuacién (48) da un nuevo aproximante a eE” 2 ¢l cual es etiquetado con

B402(x) (ver Tabla 1}

Lo que sigue ahora es hacer todas las combinraciones posibles de funciones de zlnz?, =
y z2Inz? en Ni(z) y Dh(z), con las condiciones sefialadas antes, es decir, 1a suma total
de sus términos sea 3 y que la expansién binomial de (14 N1(z))/(1 — Dy(z)) reproduzca
la “cola” de la serie (43). Para hacer este proceso de una forma ordenada observemos la
Fig. 1. En esta figura aparecen columnas de funciones, donde las flechas a la derecha
indican la combinacién de funciones que debe contener D, (z), y las flechas a la izquierda

la combinacién de funciones que contiene Ny(z).

— 0 0
z A0z — oz ﬁ
zinz? zinz? ] fﬁs
z2ln z? 2 ln 1?
{a) (b
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0 0

B410 B404 B408

T ] x
— zinz? rlnz? j
= Inzx? ::' —s z?lpnx? :'
(e) (d)
0 0
Ba11
e —— r —
E zlnz? a2 zhnz? a3
z?lnz? & 22 Inz? —
(e) (f)

Figura 1. Diagramas que nos permiten observar la forma ordenada como se
construyen los aproximantes a partir de la “cola” con tres términos (44). La

etiqueta sobre las flechas indica el aproximante al cual dan origen (ver Tabla

1).

La Fig. 1 muestra sélo algunos ejemplos de las distintas combinaciones posibles que
pueden aparecer en el numerador y denominador de (44). Las flechas & la izquierda de
cada columna dan la combinacién de términos que deben aparecer en Ny(z); las flechas
a la derecha de la segunda columna, muestran los términos que debe contener D (), las
flechas a la derecha de la segunda columna que no tienen etiqueta, se debe a que esta

combinacién de funciones no reproduce a (44).
Ejemplo 1. La Fig. 1(b), muestra que existen tres funciones de la forma (1 +
Ni(2))/(1 — Dy(z)) con Ny(xz) = ayz, éstas son:

1+01$
1 —agz —azzInz?’

(49)
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1+oz
1—apz — azzx2lnz?’
14+az
1 —aprinz? —azr?Inz?’

(50)

(51)

Al hacer la expansion binomial de las funciones anteriores y encontrar los respectivos
coeficientes a,, a2 y @3, en términos de K3, K3 y Kj se observa que las ecuaciones (49)
y (51) reproducen correctamente los términos de la “cola” de la serie (43). La ecuacién
(50) no reproduce la “cola” de la serie (43) y por lo tanto es descartada. Los posible

aproximanes a la serie (43) son

Ky 2, Kz K, 2 1+a.z
—zln —= —_
1+KI:|: x +K1m+KIxina: + v
1+ (%

— K2 2__ (Ks _ I
1 Kla:lnm (Kz 0

>

i

,  {52)

K> Ks Ky 1+ a1z
rlng® + = ) I
1+K1x +K13+K1z + 1-azInz? — azz?Ina?
14 2z

(53
1~ —%xlnz? — (% - %—’?‘1) 2lnz?

>

)

Sustituyendo estos aproximantes de Pad¢, Ecs. (52, 53) en (43), obtenemos los siguientes
aproximantes de la serie (38)

Kz + (2Ks - Xf0) 22

= B409 54
1-£2ing? - %—ﬁl)m (=) (54)

651/2(2) =1+

K)$+K3I2
K X K K
1 - §2zlng? - (54 ~ Kafa) 72 In g2

& @) =1+ = B405(z). (55)

Estos aproximantes son los etiquetados con B409(z) y B405(z) respectivamente (ver Tabla

1).
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Ejemplo 2. La Fig. 1(f), nos muestra tres funciones de la forma de la Ec. (44) con

Ni(z) = a7 + apz? In 22, éstas son:

1 +az+ apz?Inz?

1—azz (56)

1401z + gz’ In2® 57)
1-agzzlnz? °

1+ a1 + apz® Inz? (58)

1 —azz?lnz?
Al tomar la expansién binomial de las funciones anteriores, se observa que sélo la ecuacién
(57) reproduce los términos de la “cola” de la serie (43). Las ecuaciones (56} ¥ (58) no

reproducen la “cola” de la serie, y entonces, no son tomadas en cuenta.

K, K; K, a1+ a1z + azz?lnz?
1+ Zzing® + 22z + o2llnz? 4
N A A 1- aszln? (59)
1 Eag (Ko _ Kala) 523 52
—_ i (Kl K], ) (60)

1~ fzlng?
1
Sustituyendo el aproximante de Padé de la “cola” de la serie (60) en la ecuacién (43), da
origen al siguiente aproximante

Kz 4 Kaz® 4 (K.; - 5}(%2) z° In ¢

-1/2 —
@ (z) =1+ 1 %221n22
1

= B403(z) . (61)

Este aproximante es el etiquetado con B403(x) en la tabla 1, De esta forma se fabrican

los aproximantes a la serie (38), los cuales son etiquetados con B402(z) hasta B412(z)

(ver Tabla 1).

El siguiente paso en la aplicaci6n del método “tailing” a la funcién e; 2(a:), consiste
en tomar en cuenta el siguente término a la izquierda de la “cola” de la serie {43). Esto
es, en este caso la “cola” de la serie es la serie completa; entonces, el método “tailing” se

reduce al método de Padé (P(z) = 0), ver Ec. (40).
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Se buscan aproximantes de Padé a la serie (38) de la forma

N(z) 14 N(x)
D@ = 1-DiG)’ (62)

& (z) =

con la condicién de que el desarrollo binomial de N(z)/D(z) reproduzca los términos de
la serie hasta el orden deseado, (z%1nz?). Ademis la suma del niimero total de términos
de N(z) y D(z) sea cuatro, pues cuatro son los coeficientes a determinar. Esto es, se
buscan funciones N1(z) y Dh(z) que dependan explicitamente de z, z%In 22, % y 2% In 22,
con cuatro coeficientes por determinar.

Para encontrar los aproximantes de Padé en forma ordenada, procedemos como en
el caso anterior. La Fig. 2 muestra columnas de funciones en las cuales las flechas a
la izquierda de cada columna, indican la combinacién de términos que deben estar en
Ni(z) {numerador) y las flechas a la derecha de cada columna muestra la combinacién de

términos que debe contener Dy(z) (denominador).

— 0 0
:c 413 — oz 429 B431
z?Inz? %2 Inz? s
z? z*
7% Inz? z8Inz?
(a) (5)
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433 417
z T ?ﬂ? —
! i
|
— z%lnz? 22 In 22 — .

() (d)

0
T 434 436 438
[: 2%Ing? Tj dad )
2 i_—_| ] 422
2 Inz? i

(e)
Figura 2. Diagramas que nos permiten observar la forma ordenada como se
construyen los distintos aproximantes a partir de la “cola” con cuatro términos
(38). Las etiquetas sobre las flechas indican el aproximante al cual dan origen

(ver Tabla 1).

La Fig. 2 muestra sélo algunos ejemplos de las varias combinaciones de funciones
que pl.Jeden aparecer en (62). Las flechas de la primera columna dan la combinacién de
" términos que deben aparecer en Nj(z); las flechas a la derecha de la segunda columna
indican los términos que debe contener D, (z). Las columnas a la derecha que no tienen

etiqueta, se debe a que esta combinacién de funciones no reproduce a (38).

El ejemplo 3 muestra la forma en al cual se obtiene el aproximante de Padé de la

funcién ey v *(z) a partir del esquema que se muestra en la Fig. 2. De la Fig. 2(b), se
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observa que existen cuatro posibles funciones que pueden ser aproximantes de € Y 2(:0),

éstas son:

1— a2 _2:;2;: 72 — szt (63)
1—axx— 33}5:;:1; - a4z3 Inz2?’ {64)
1-ayz —la:;gl—zmze' Inz2’ (65)
1—%$2Inx:j;1;_a4zslnzg' (686)

Se toma ahora el desarrolle binomial de las ecuaciones anteriores, €l cual, al ser com-
parado con la serie original (38) hasta el término z3In 22, da como resutado un sistema
de ecuaciones simulténeas que proporcionan el valor de los coeficientes a;, as, a3 y a en
términos de K, K,, K3 v K,. Se deduce ademds, que la ecuacién (65) en su desarrollo
binomial no reproduce a la serie e; Y 2(z), por lo que la descartamos. Por lo tanto, la com-
binacién de funciones dada en la figura 2(b) da origen a los siguientes tres aproximantes,
los cuales son etiquetados con B429(z), B431(x) y B415(z) respectivamente (ver Tabla
1).

1+ Kyz + Koz Inz? + Ky2® + Kz®lnz® + . ..

14+ {2K, — )¢
Y - (ex: - 2) T = B42%(z),  (67)
1- (8 - K1)z — Kpz?lna? — (K, - 55+ kD) o
1+ (K ~ &)z
A (%~ %) R = B431@),  (69)
1~ —K-;-:c—Kzzzln:cz- (IQ—K,KZ - —I’Ei)z Inz
A 1'+K1.'B

1— Kza?lng? — Kaa? — (K, — KoKg) 2 Ina? = B415(z). (69)
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Forma

P(x)

N{x) D(x} K3 K4
B401 | 1+ K;z+ K3a? 1- %;- z lnz? 2.1820 3.3922
Kgz? Inz?
B402 1 Kz 1- 2 zing? - - 39071 | 39.4434
(-ﬁ—: -2 Eﬁ?&)xz Inz?
B403 1 Kiz+ Kzzie 1- % zinz? 1.5431 8.3103
(Ks— 5—;’%‘—2):3 Inz?
Bao4 1 Kiz+ Kp2? Inx? 1- -j‘ﬁ z— 4.0162 | 38.1782
(% - 52822 Ino?
B40S 1 K1z + Kax? 1- Rz tna?~ 15239 | 131231
(F- 3%?-1)::2 inz?
B406 1 Kiz+ Kaa? Inz®+ 1- 511 z 46454 | 26.0713
(Ko = 535222 1042
B407 1 Kiz+ Ky22 lnz? + K32 1~ 422 Inz? 1.5664 | 21.1238
B408 1 Kiz+ 1-Rzha?- Pz 3.9610 | 35.0873
(Ke—2 Ei,:—‘z)za Inz?
B4109 1 Kiz+ (2K - Ky 2 1-zing?- 24,1200 | -270.1883
(52~ )z
B410 1 Kyx+ L- (- @R)zinz®~ 32 | 38493 | 39.7525
(2K2 = ¥354) 22 1a2?
B411 1 Kiz+ K3z? Inz®+ 1~z -76.9482 | -525.4711
(K3~ Epfsy =2
B412 1 Kiz+ 1-Fazina? 1.5032 9.1149
(Ka— Ek:ﬁ-):’ Inz? 4+ Kyz*
BA13 0 1 1- K1z — K22? In2? — {K5— no sol. no sol.
K322 o (K4 - 2K K2)2® Inz?
B4ld 0 14 Kaz? Inx? + (K3 1-Kiz 5.1624 31.6863

—K) 23+ (K4 — Ky K3) 2 Inz?
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Forma. | P(x) N(x) D(x) K3 Ky
B415 [} 1+ K= 1- Ko2z? Inz* — Ksz? no sol. no sol.
=(K¢—~ K1 K3)23 Inz?

BA4l6 0 14+ K12+ Kazs?+ 1-K22% Inz? 1.5504 22,7345
(K4 — K1 K2) 23 Inz?

B417T { 0 1+ Ka2z? Inz? 1-Kyz - (K3 — K3y 22— nosol. | nosol

(K4 — K1 K3) 2 Ina?
B418 0 1+ Kz + Kpx? nz?y 1-Ksz® 29.5837 { 15.2131
Kiz® Inz?
B419 0 14 {Ks - K§)2? 1-Kyz—Kzz* Inz2 4.9724 57.779%
—(Ka—2K1 K2) 2% Inx?
B420 0 1+Ki1z+ K22* In2? 4 K322 1~ K428 Inz? 3.2842 | -130.888
B421 0 1+ {Kq =2 K K2)23 nz? 1= Kyz— K222 Ing?— -6.9123 | 43.5024
(K3~ K3)22

B472 0 1+ (Ks - K?)=*+ 1- KiT=Kz22 Inz? 5.0966 | 46.7360
(K4 —~2K1 K1) z® na?

B423 0 1+ Kiz+ Kzz? Inz? 1~ K3yz? — K4z% Inz? no sol. no sol.

Baz4 | o 14 Kz2? In2?+ 1-Kiz—(Ky - K])z? - 57144 | 28.7575
(K4 — Ky K3) 23 Inz?

B425 0 1+ Kiz+Kyz2? 1- Kax? Inz3— 13505 | 404217

(K — Ky Ka)z® Ina?
B426 | © 1+ Kz2? lnas?+ 1=Kiz—(Ka— K1 Ka)=* Inz? | 6.8961 | 122.5297
(K- K] x?
B427 | 0 |14 Kiz+4 (q— Ky Kp)2S Ina? 1- K223 Ina? — Kyz? 28.3857 | 29.957%
B4z | 0 | 1+(Ki-$3)z+Kaz? lna?s 1-fz -76.9482 | -525.4711

(K3 = EpEe)z?
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Forma

P(x)

N(x) D(x) K Ka

B9 | 0 1+ (2K - g)w 1~ (§ - K)oz ~Kro? Ing? | -63841 | 38.4005

~(K3— K551 4 g3 52
B430 0 | 14(K~ ﬁ-}) z+ K222 Inz?+ 1-%ag 4.645¢ | 26.0713
(Kas— 3—{?315233 Inz?
B431 0 14 {K1 - %)z 1- %:—szz in z2 3.6119 | 51.2414
—(K4 = K1 K2 — K3 %})aﬁ Inx?

B132 0 | L+ Kiz+ (Ko~ §8)2? ina?+ 1- K507 na? 1.5664 | 21.1238
K3z

B#33 | o 1+ 2Kz — §4)2% Inz? 1~ Kiz~(§8 - K2)2® Inz?~ | 124833 | 37.1909

(Kz— K?)z?
B434 0 14 (/) — %)H 1- -ﬁ-} z= 4.0162 | 381782
(Kg-%d-%—i)z’ Inz? (%—%{P‘)x’ Inz?
B3 | O 14 (2K — $4)z+ 1~ (FA—Ki)z— K22 Inz® | 10.9769 | so.6367
(K3 + KE~ '—(}(TK*) 27

B3G5 | o0 1+(K: - £z + K222 Ina? 1~ $ao—(fy = Epayo2 | 935055 | 3s.50m
2 2 2 - -

B&7 | 0 14 (K1 - §)z+ 1-f2z~ K% lng? 40028 | 39.3141

(Ke—K1 K2 - E-k':-“‘)rs Inz?
Ba38 | o 1+(Ki - §2)z + K3 2* Inz? 1-fAa- 87186 | -113.7705
(K4~ "—‘k:—‘-‘-):’ Inz2
B49 | o 142Kz - §1)2® lnz?+ 1= Kiz— (4 - K2)2? lnz? 51010 | 45.7302
{Ks ~ K?) z?
B40 | o 14+ Kyz+ (K2 — §3) 2 s 1w 8 2% Ina? - Kya? 27.5386 | 40.3868

Tahla 1. Cuarenta aproximantes ql,/ ? 2la serie (38). En las columnas 5 y 6, se

tabulan los valores de los coeficientes K3 y K que hacen que los aproximantes

satisfagan las propiedades fisicas del sistema.
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Siguiendo el mismo proceso que en el ejemplo {3) para obtener los aproximantes de
Padé a €5/ *(z), pero ahora con todas las combinaciones posibles de funciones (de las

cuales, la figura 2 sélo muestra unas pocas), se originan los restantes aproximantes de

Padé los cuales se muestran en la Tabla 1.

Se concluye que la funcién e;?/*(x) se puede aproximar hasta orden z%Inz? como
uno de los 40 aproximantes obtenidos con el método “Tailing”, de los cuales sélo 36 son
diferentes como puede observarse en la Tabia 1.

4.2 Propiedades fisicas que satisface el sistema

En la seccién anterior hemos obtenido los 36 aproximantes diferentes a la serie (38) los
cuales mediante una expansién reproducen sus primeros cuatro términos ademdés del trivi-
al. Sin embargo, para que uno, o varios, de los 36 aproximantes representen correctamente
las propiedades de la energia en el estado base de un sistema de N particulas bosdnica,

requieren ser congruentes con las propiedades conocidas del sistema fisico. Nétese que K

y K4, atin son desconocidas.

Sabemos que la densidad p = N/V/, de un fluido de esferas duras clésicas o cudnticas,
tiene un limite finito y que es la densidad de empaquetamiento al azar. Para el fluido de
esferas duras cldsicas, esta densidad es la densidad de Bernal pg = 0.86p, con pp = v/2/c3.
la maxima densidad de empaquetamiento regular (hep o fec) de un sistema de esferas duras
de didmetro ¢. Aqui proponf‘zmos que para ¢l fluido de esferas duras cudnticas la densidad
de empaquetamiento al azar debe de ser igual a la de las esferas clésicas debido a que
en el empaquetamiento las esferas cudnticas estén localizadas, y por tanto, pierden la
indistinguibilidad comportdndose como esferas clésicas. Esta suposicién nos lleva a fijar
una de las constantes desconocidas Ky o K. Por otro lado, conforme la densidad del

fluido cudntico se acerca a la densidad de empaquetamiento, las particulas se localizan y
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la incertidumbre en su posicién tiende a cero mientras que su energia se vuelve infinita con
un polo de orden dos en la densidad de empaquetamiento. Imponer este comportamiento

a los aproximantes, nos fija la segunda constante desconocida. A continuacién mostramos

el proceso.

En general, la aplicacién del método “tailing” a la funcién ej /2 (z) da como resultado
aproximantes de la forma (40)

Ni{z)  P(z}D(x) + N(x) _ Flz)

—If2, y - _
e ' (z) = g 1/2(3.) = P(z) + D) D) ~ D)’ (70)

donde
F{z) = P(z)D(z) + N{z). (71)
Los aproximantes € 1 2(:z:) en general se pueden denctar como cociente de dos funciones.

Entonces, la energia por particula en el estado base de un sistema de bosones puede ser

extrapolada para densidades grandes, mediante los aproximantes de Padé, en la siguiente

forma
% - g_mﬂ%zz? eo{z) paraz <1, (72)
pero & /*(z) £ &5 /*(z) |
o Rk RO )
sustituyendo la Ec. (70)
2 2
¥ = e ) o

Se iinpone ahora la condicién de que la energfa por particula debe tener un polo de orden

dos en r == zp. Esto significa que debe cumplirse
F(zp) = P(zg)D{zg) + N(z5) =0 (75)
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Por otro lado, se sabe que para altas densidades, la energia por particula en el estado

base de un sistema de bosones se comporta de la siguiente forma [5]

E 5

2
= - -2
Eoa ey, m

donde A es una constante adimensional conocida como el residuo, su valor experimental
es A =15.7 2 0.6 [18] el cual tomamos aqui. Haciendo el cambio de variable z = /pc® y
asumiendo que la densidad de méximo empaguetamiento es la densidad de Bernal, {76)

se transforma en
_» A
2mc? [$-2/3 _

2|t

$_2 /3] 22 (77)
B

donde x5 = +/ppc®.
Debe cumplirse ademds, que una buena extrapolacién de la energia por particula (Ec.
74) tiene que coincidir con la energia por particula para densidades grandes (Ec. 77), esto

es, igualando (74) y (77) y despejando el residuo se obtiene

1/2 x
()" =slr-un] 22 (s

Notemos que cuando z = x5 la ecuacién (78) produce una indeterminacién 0/0 . Para
salvar esta dificultad, aplicamos la regla del H'opital a (78)
(£) " [lm"’” =25"|D(z) +2{~2/3 D(z)s™ + [5~%3 — 23%F) D'(a)]
4n

i, Fle)
(79}
_ -2/3
_ Y 3&%73:3 (80)
/2
=>(£?)1 F'(z)|,,+§zg2/39(x5)=o. (81)

Las ecuaciones (75) y (81) son un sistema de dos ecuaciones simult4neas con dos incégnitas®

T

4Otra forma de encontrar las condiciones (75) y (81) para obtener los coeficientes K3y K,, esigualando
en sus dos primeros términos el desarrollo en series de Taylor de (74) y (77) alrededor de z = z5, lo que

da. por reautado las condiciones antes mencionadas
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cuya solucidén proporciona el valor de los coeficientes Kz y K. Estos valores se muestran

para cada uno de los 40 aproximantes, en las columnas quinta y sexta de la Tabla 1.

En la bisqueda de una expresién analitica para la energia de un sistema de esferas
duras bosénicas en todo el rango de densidades fisicas, se encuentra la ecuacién de Lon-
don y los trabajos reportados en las Ref. [6, 7, 13]. En estos tiltimos se obtienen los
aproximantes “tailing” hasta el término K3z? de la Ec. (38) luego ajustan el valor del
coeficiente K de tal manera que los aproximantes aceptables pasen por los puntos dados

via simulacién por computadora.

En este trabajo, se encuentran los aproximantes “tailing” hasta el término K,z3Inz?
de (38) y se ataca el problema con una filisofia diferente; aqui los valores de los coeficientes
K3 y K4 se obtienen de imponer a la energia del fluido que se comporte como es conocido

alrededor de la densidad de empaquetamiento.

Resumiendo, el fluido cudntico debe de cumplir las siguientes hipétesis fisicas:

1. La energia por particula de un sistema de bosones E/N = 2xh’z2ey(x)/mc? en todo
¢l rango de densidades fisicas debe incrementarse monétoramente con la depsidad.

Por lo que, un aproximante aceptable ¢5'/*(z) debe incrementarse més lentamente

que z.

2. Como descripcién de la estructura de un liquido, J. D. Bernal propuso un modelo
de esferas duras de igual tamafio, las cuales se agrupan con una densidad de em-

* paquetamiento compacto aleatorio (o densidad de Bernal) pp. Bernal [14] fabricé
un nimero grande de esferas de plastilina, las introdujo en una cimara de balén de
futbol, extrajo el aire para evitar burbujas, y entonces, comprimié la cdmara hasta

que las esferas Henaran todo el espacio. El resultado del experimento fue que las
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esferas se hacian peliedros de varias formas irregulares, el ntmero mas frecuente
de caras fue trece, y el nimero més comin de lados en una cara fue cinco. M4s
recientemente Finney [15] repiti el experimento de Bernal pero ahora con 7934
esferas duras de igual tamafo, encontrando que la fraccién de empaquetamiento®,
7y, €5 0.6366 (la fraccién de empaquetamiento para la estruetura fee yhepes 0'.74).
que equivale 2 una densidad igual a la densidad de Bernal pg. Modelos, via simu-
lacién por computadora [16], también han sido propuestos para encontrar la fraccién
de empaquetamiento, n,, cuyo valor encontrado concuerda aceptablemente con el
valor experimental. Por lo tanto, en este trabajo se toma el valor experimental de
la densidad de empaquetamiento compacto aleatorio como el valor limite de empa-

quetamiento de las esferas duras, dado por la densidad de Bernal

e = 0.86p con o= g (82)

donde ¢ es el didmetro de las esferas duras y py es Ja densidad de empaquetamiento

compacto regular de las estructuras fce y hep.

3. La energfa del sistema de esferas duras bos6nicas debe ser finita y mayor que cero
en el rango de densidades 0 < p < pp. Entonces, un aproximante aceptable ¢5 */*(z)

no debe tener polos ni ceros en el intervalo de densidades.

4. Si la densidad de particulas p de un sistema de esferas duras se aproxima a la
densidad de empaquetamiento aleatorio compacto, que proponemos sea la densidad

de Bernal pg. Entonces, por el principio de incertidumbre 3 energia viene dada por

5La fraccién de empaquetamiento es el cociente entre el volumen total de las esferas y el volumen del
sistema. La relacién entre la fraccién de empaquetammiento ny, y la densidad de niimero de esferas pen

p=tbnyfne® .
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(35), donde el valor del residuo A depende de la configuracién geométrica particular
del sistema de esferas duras. Si el empaquetamiento compacto es ctibico centrado
en la cara (fcc) o hexagonal compacto (hep), célculos tedricos [17] predicen que el
velor del residuo estd en el intervalo 1.63 < A < 27. Por otro lado, Cole [18] a
partir de datos de alta presién para la rama cristalina de sistemas ‘He, 3He, Hs
¥ D2 encuentra que el valor experimental del residuo es A = 15.7 4 0.6. El cual
concuerda con el valor del residuo deducido a partir de la ecuacién modificada de
London [11]. Por lo tanto, para nuestros célculos se tomard el valor experimental

del residuo.
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Capitulo 5

Resultados y discusion

Aqui resumimos nuestros resultados y discutimos sus consecnencias.
5.1 Expresién analitica dptima para la energia

Buena parte del esfuerzo realizado en esta tesis se ha usado para construir los distintos
aproximantes “tailing” a la serie (36) para la energia a bajas densidades, donde destaca
un término més respecto a los intentos previos {6, 13] de extrapolar dicha expresién
a densidades fisicas. La inclusién del cuarto término de la serie (38) nos llevs de 12
aproximantes obtenidos para la misma serie con tres términos, a 40 aproximantes de los
cuales s6lo 36 son diferentes. Una discusién mds detaliada al respecto se puede ver en el
Apéndice A. Por completez, en el Apéndice B reproducimos los distintos aproximantes a

(36) con tres y dos términos, ademas del trivial.

Cada uno de los 36 aproximantes fue analizado en detalle y cuestionado sobre su
validez con base en las propiedades fisicas discutidas en el capitulo anterior, que debe de
satisfacer, al menos, un aproximante para representar la energia del sistema considerado.
Como muestra, en la Fig. 3 graficamos los 1iltimos siete aproximantes de la Tabla 1 donde
claramente se puede observar en los Gltimos culatro la existencia de polos, no justificables,
que los descartan como buenos.

Resumimos nuestro andlisis en la Tabla 1, donde cada uno de los aproximantes se
numer6, columna 1, con la letra B de bosén seguida del nimerc 4 que representa el
nimero de términos considerados en (36), terminando con el niimero del aproximante

correspondiente. Los distintos aproximantes, P(z) + N{z}/D(z), se ordenaron poniendo
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Figura 3. Ultimos 7 aproximantes ¢; /*(z) de la Tabla 1, como funcién
de z = (pc®)/2. Los aproximantes B437(x), B438(x), B439(x) y B440(x),

muestran los polos que los descalifican.

primero a aquelios con una P(x), columna 2, menos simple. En las columnas 3 v 4 se

escriben las distintas funciones N(x) y D{z), respectivamente.

En las columnas 5 y 6 reportamos los valores de los coeficientes K y K que obligan a
los apfoximantes a satislfacer las propiedades fisicas del sistema discutidas en el capitulo
anterior. -

De los 36 aproximantes s6lo seis estuvieron libres de polos a lo largo de todo el intervalo
de densidades, muestran un energia de empaquetamiento en la densidad de Bernal y
reproducen el residuo experimental. Estos seis aproximantes (lineas llenas) son graficados

en la Fig. 4 junto a los puntos GFMC {4] {circunferencias pequenas), los datos variacional
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Figura 4. Aproximantes ¢, Y 2(.av:) libres de polos, con empaquetamiento en la

densidad de Bernal ¥ que respetan el valor experimental del residuc.

Monte Carlo (cruces) [20], el aproximante éptimo B303(z) (ver Apéndice B) obtenido de
entre los once aproximantes a la serie {38) con 3 términos e imponiendo las propiedades
fisicas del capitulo anterior, y el aproximante B311(z) que se venia usando para calcular
la energia del sistema de esferas duras. Este iiltimo aproximante tiene el inconveniente de
que su tercer coeficiente se ajusté para dar la minima desviacién cuadrédtica media respecto
a los datos GFMC. En esta misma figura mostramos en trazos delgados el aproximante
B411(x) que muestra un excelente acuerdo con las simulaciones de computadora dentro del
intervalo de densiciades donde estas iltimas existen. Sin embargo, B411(z) tiene un polo
en z = (.01870 que lo descalifica como un buen aproximante, pero que podria representar

la energfa del sistema dentro de intervalo de densidades restringido.
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De los seis aproximantes mencionados arriba, cuatro mostraron una ne monetonicidad
creciente en la energia en términos de la densidad por lo que fueron descalificados. Sélo
los aproximantes B410(z} y B436(x) estuvieron libres de polos en Ia region fisica ademds

de satisfacer las condiciones fisicas requeridas:

Kiz+ (2K, — L"-L’-fi)xQ inz?

B41 =
=) 1- (% _z) zlnz? — —E-liz ’ (83)
con K3 = 3.8493 y K, = 39.7525,
y K
Ky -2}z + Koz2inz?
B436(z) = + (- ) 2 (84)

1—-4:17-(1(3 )x2 ’_
con K3 = -23.5255 y K, = 35.5921.

En la Fig. 5 graficamos (83) (dos trazos cortos y uno largo) y (84) (linea gruesa
continua) como funcién del pardmetro adimensional z = /pc3, y se comparan con los
aproximantes 6ptimos para la misma. serie (38) con dos y tres términos, la ecuacién de
London y los datos GFMC. Resalta la gran similitud en el comportamiento y cercania
del aproximante ajustado B311(x) y el aproximante B436(z). En la Fig. 6 hacemos una

ampliacién de la Fig. 5 en el intervalo de densidades 106 < p/p, < 0.1.

En términos de € /*(z), ya sea B410(z), B436(x) o cualquiera de los aproximantes

Sptimos previos, la energia para el fluido de esferas duras queda dada por

27rh 2

(z) &5 (@) (85)

A efecto de comparacién, en la Tabla 2 mostramos los valores de ¢;/*(z) asf como las
energias en unidades de h’/ me? y el porcentaje de error relativo de las energfas respecto

a los datos GFMC, para cada uno de los aproximantes éptimos allf mostrados.

40



N
'\8201 © GFMC {fluid)

N, B410

(2=#%ocN/mE) "2

0.4
0.2

1 X--. LON
0.0 — s

IIIlIlIIIIIlIIIII’IIIII'?

00 02 04 06 08 10
p/P

0

Figura 5. Aproximantes e; /%(z) 6ptimos B410(z) y B436(z), a la serie (38)
con cuatro términos ademds del trivial. Se comparan con los aproximantes
optimos B201(z), B303(x), el aproximante ajustado B311(z), la ecuacién de

London y los datos GFMC. Se grafican como funcién de p/pq.

En la Fig. 7 mostramos el comportamiento de la energia en unidades de K /me?,
como funcién del pardmetro adimensional z, para el aproximante ajustado B311(z), el

semi-aproximante B411(z), los aproximantes éptimos de este trabajo B410(z) y B436(z),
¥ los datos GFMC.
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= Vi@ | elycl(T) B201 | B303 | B311 | B410 | B4il | B436 { London

0.407 | 0.5013 1+ 0.0030 | 0.7543 | 0.8010 | 0.5187 | 0.5933 | 0.4932 | 0.5657 | 0.4965

4.15 £ 0.05 1.83 1.63 3.88 2.96 4.29 3.26 4.23

56% (61% |65% [20% [34% [21% {19%

0.447 0.4699 -+ 0.0021 | 0.7268 | 0.7833 { 0.4719 | 0.5570 | 0.4572 | 0.5192 | 0.4650

5.69 % 0.05 2.38 2.05 5.64 4.05 6.01 4.66 5.81

58% (64% |08% [29% |56% [18% |21%

0.494 0.4340 4- 0.0024 | 0.6907 | 0.7612 | 0.4203 | 0.5146 | 0.4166 | 0.4675 | 0.4292

8.14 £ 0.09 3.21 2.65 8.68 8.79 3.83 7.01 8.32

60% |67% |66% [29% [85% [14% [22%

0.520 | 0.4019 1 0.0013 | 0.6685 | 0.7482 | 0.3933 | 0.4912 | 0.3948 | 0.4406 | 0.4100

10.50 £ 0.07 3.80 | 3.03 10.97 | 7.03 10.88 | 8.74 10.09

64% [T1% |45% [33% (36% |[17% [39%

Tabla 2. ¢, M2 energias en unidades de i%/mc? y porcentaje de error relativo

de las energias calculadas con aproximantes e, Y2 an mostrados, respecto a

los resultados GFMC.

5.2 Presion y velocidad del sonido

Es inmediato obtener Ja presién P y la velocidad del sonido v, del fluido, como funcién

de la densidad, a partir de la expresién para la energfa (85) y las correspondientes expre-
siones para las e5 "/ %(z). La presién
23 d

P = pd(E[N)/dp = 5 E[N(z) (86)
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Aprox K K, residuo | p/po | zp C Cy vgfm/s]
B201 ? ? 0.8076 | 0.52 | 0.86 7 ? 250.62
B303 | 5.535514 ? 0.4198 | 0.86 | = | 6.31204 ? 197.53
B311* | -27.956 ? 17.05 | 0.776 | 1.05 | 73.2960 ? 517.25
B410 | 3.8493 | 39.7525 | 157 | 0.86 | zp | 9.68536 | 62.4282 | 373.43
B411** | -76.9482 | -525.4711] 15.7 | 0.86 | zp | 171.2804 | 1192.8754 | 483.58
B436 |-23.5255 | 35.5921 | 15.7 | 0.86 | zp | 64.4350 | 70.7490 | 448.82

Tabla 3. Resumen de los aproximantes 6ptimos con sus correspondientes

pardmetros. En la dltima columna se muestran los valores de la velocidad del

sonido para el ‘He, como un sistema de esfera duras, usando para su energia

el correspondiente aproximante. zg = 1.10, * ajustada, ** tiene un polo.

o, en unidades de A?/mc5, nos queda
P = ns8 2 {252 (z)]2).
dz 0

La velocidad del sonido se obtiene de la relacién

m? = 3z~d-E/N(:c) + x2-d-2—E/N(:c)
' 4\ ds dz? )

La velocidad del sonido v,, en unidades de /A% /m2e2, nos queda

T

. \]5 (ax:_x{zz[;;m(z)1~z} +a o tatlg "z(f)l"})-

(87)

(88)

(89)

(90)

St modelamos al fluido *He como un fuido de esferas duras de didmetro ¢ = 0.8368¢,

con o = 2.556A y m = 4.0026 uma, y calculamos su velocidad del sonido a T = 0 donde
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su densidad de saturacién es p, = 0.0218547° = 0.3648¢—2 o x, = 0.4623, obtenemos
velocidades mayores que 373 m/s, dependiendo de la ¢ Y2 ysada. En la columna 9 de
la Tabla 3 mostramos las velocidades obtenidas con cada uno de los aproximantes alli
mostrados. Por suspuesto, estas velocidades son mucho mayores que la velocidad del
sonido del fluido real que es de 239 m/s, pero lo més extrafio es que también son mayores
que la velocidad del sonido de 295 m/s reportade por Kalos et al. [4], para el mismo
sistema de esferas duras. Este resultado parece extrafio porque aun la funcién B311(z)
ajustada a los datos reportados por ellos, da una velocidad del sonido de 517.25 mfs
como puede verse en la Tabla 3. Sabemos que la primera y, mds avin, la segunda derivada
de una funcidén ajustada son muy sensibles tanto a la forma de la funcién como a las
incertidumbres de los puntos ajustados. No obstante, si calculdramos la incertidumbre
en la velocidad haciendo uso de la funcién B311(z), esta incertidumbre no incluiria el
valor de Kalos et al, que seguin’é. siendo mucho menocr. Por lo anterior, creemos que la
velocidad del sonido para el sistema de esferas duras reportada por Kalos et al. pudiera
estar equivocada. En las Figs. 9y 10 graficamos la presién en unidades de h%/mc® y
la velocided del sonido en unidades de \/I?/Tc?, respectivamente. En ambas figuras
mostramos las respectivas expresiones con el aproximante ajustado B311(z), el semi-
aproximante B411(z), los datos GFMC y los aproximantes éptimos B410(zx) y B436(z),

- deducidos en este trabajo.
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Figura 6. Ampliacién de la Fig. 5 en el intervalo de densidades 1075 <

ofpo < 0.1

E/N[#2/mc?]

X ___ (pca)uz |

Figura 7. Energias E/N(z) como funcién del pardmetro adimensional z =

(pc®)'/2, para cada uno de los aproximantes mostrados alli.
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0.0 0.2 0.4 0.6
X = (p03)1/2
Figura 8. Presién P como funcién del parametro adimensional z = (pc®)V/2,

para cada uno de los aproximantes mostrados alli.
15

0.0 0.2 0.4 0.6
X = (pca)uz

Figura 9. Velocidad del sonido v, eomo funcién del pardmetro adimensional

.z = (pc3)!/?, para cada uno de los aproximantes mostrados alli,
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Capitulo 6

Conclusiones

El deseo de construir una ecuacién de estado para el sistema de esferas duras bosdnicas,
para todo el intervalo de densidades, nos ha llevado a proponer ¥ extender un método de
calculo alterno a los perturbativos, variacionales o a las simulaciones por computadoras.
Partimos de los primeros cinco términos de la serie exacta para la energia por particula de
un sistema infinito de esferas duras bosénicas, tres de ellos conocidos y dos més descono-
cidos. Esta serie truncada, 4til sélo para muy bajas densidades, se eﬁctra.polé a densidades
resles mediante el método de aceleracién de convergencia denominado “tailing” que es
una generalizacién de los aproximantes de Padé. El ntimero de aproximantes crecié 2 40
en lugar de los 12 que se obtienen cuando consideramos sélo 4 términos de Ia serie. De
los 40 aproximantes sélo 36 son diferentes. Considerar un término més en la serie original
n6s llevaria a un niimero tal de aproximantes que empezaria a convertir al método mismo
en impractico.

Para que las extrapolaciones pudieran ser consideradas como posibles expresiones
analiticas para la energia del sistema de esferas duras, se les requirié que satisficieran un
minimo de caracteristicas deducidas de las propiedades conocidas del sistema en cuestién.

- Ademds, dichas propiedades nos permitieron deducir los coeficientes desconocidos de la

serie original en lugar de hacer un simple ajuste.

De las dos expresiones que sobrevivieron, B410(z) y B436(z), esta tiltima reproduce
las energias GFMC dentro de un 21 % de error, mejorando a la expresiones B201(z)

obtenida previamente y a la B303(z) obtenida aquf{ mismo. La bondad de la expresién
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analitica se manifesté inmediatamente cuando calculamos la presién y la velocidad del
sonido del sistema, simplemente derivando una y dos veces la expresién para la energia.
Finalmente, podemos afirmar que hemos aportado una expresién analitica para la

energia del sistema, suceptible de ser mejorada, pero a la vez base para una futuro estudio

del sistema de esferas duras més alla del estado base.
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Apéndice A

Aproximantes de Padé y “Tailing”

El objetivo de este apéndice es mostrar dos métodos de aceleracién de convergencia:
Padé y “Tailing”, aplicados tinicamente & series de potencias, resaltando Ios aspectos

operativos més que los tedricos.

1 Meétodo de Padé

Sucede con frecuencia que la solucién a un problema. fisico o matem4tico queda expresada

en términos de una serie de potencias infinita

@) =S s, (o1)

=0
donde la mayoria de las veces sélo se conoce exactamente un nvimero finito de constantes
ai. Sila seri,e (91) converge, un niimero finito de términos serd una solucién aproximada.
Si la serie (91) no converge, y sélo se conoce un nimero finito de términos, se puede
aplicar un procedimiento conocido como aproximantes de Padé [19), en el cual la funcién
f(z) se aproxima por un cociente de dos polinomios

@)~ 5 = (L) (92

donde N (z} y Day(z) son polinomios de grado L y M respectivamente

L M
NL(.'.C) = Ebg.’t‘, DM(:L') = Zc.-:c‘. (93)

i=0 im0
El valor de los coeficientes b; y ¢;, se determinan de la condicién de que el desarrollo de
Taylor de Ni(z)/Dp(z) coincida con el de la funcién f(z) hasta el grado Z = L+ M al
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cual se quiere aproximar la serie (91). Esto es, que las Z primeras derivadas de f () ¥

Np(x)/Da(z) sean idénticas,

. dar NL(I}
~ dz (DM(I)) n

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de f(z) y Np(z)/Das{z) se obtiene

df(z)

dz»

para n=012 ...,Z (94)

_ o0 i z d‘f(x .'I."
"L e e “
Y
N@) _&d (M@ ¢, & & (N@)| =
ek o) Tt S E Bl @

de donde restando y aplicando la igualdad de las derivadas (94) hasta grado Z, se obtiene

N, (:r:) _ L+M+1
flz) - D;(x) =0z ). (97)

Esto implica que, la diferencia entre las funciones (95) y (96) es un polinomio de grado

n>L+M+1l=2Z+1.
Sin pérdida de generalidad se hace Dy(z = 0) = ¢ = 1. Multipicando (97) por
Dut(z) se obtiene
f(z)Du(z) = Ni(z) + O(="+¥+), (98)

sustituyendo (91) y (93) en la ecuacién anterior resulta
o0
Zc,x Za,:r:’ + Y, e Z bea® + Ozl M), (99)
=0 J=Z+1 k=0
de donde reacomodando términos se obtiene
M Z

3.3 ceztd + 0% = Zb,,z +0(z%*). (100)

i=0 j=0
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De esta iiltima ecuacidn se obtiene el valor de los coeficientes ¢; y b, los cuales se extraen

de el sistema de L + M + 1 ecuaciones lineales simultineas siguiente

be=3 co; paratodai, jtalquei+ji=k k=0 1,2,...,L (101)
i

0=) co; paratodai,jtalque i+j=L+1,L+2....L+M. (102)
ij

Sustituyendo los coeficientes en los polinomios Np{z) y Dys{x), resulta el aproximante de

Padé [L/M](x) dado por

Ni(z) _ botbiz+ba’+---+bat
Dy(z) l+az+ez?+---+epyaM

Fz) = [L/M)(a). (103)

Concluimos que si tenemos una funcién f(z) expresada en términos de una serie de po-
tencias de la variable =, es posible encontrar Z(= L + M) cocientes de polinomios que
coincidan con la funcién f(z) en sus desarrollos de Taylor hasta grado Z. Estos aproxi-

mantes son

Q

f(z) [0/2)(z) = e
R/(Z - 1))z} = ppdbe ey

/(2 - 2)|(z) = gzt (104)

Rl

2

2

botby z -t bg_ pE—l
(Z - 1)/1)(z) = SEhiaene |
En la. discusién anterior, Z es un nimero fijo. Si ahora se elimina esta restriccién, es
decir, suponemos que Z puede variar desde 0 hasta infinito, entonces se puede generar un

arreglo infinito de aproximantes de Padé conocido como la tabla de Padé, que mostramos

como la Tabla 4.
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/o fo]  [o/2 ... /Zz-1  [0/2]
f/ep [/ [/ /ez-19 [z

20 /] [2/2 [2/2]
[(z ~1)/1] [(z-1)/2]

[zr0) {21} o [z/2)

Tabla 4. Tabla de Padé formada por todos los posibles aproximantes de Padé

(92) a una serie infinita de potencias (91).

El conjunto de aproximantes de Padé [N/M] con N fija es un renglén de la Tabla, el
conjunto [N/M] con M fija es una columna, mientras que el conjunto {N/N] es 1a diagonal
de la Tabla. Notemos que los aproximantes de Padé [N/M] tal que N+ M = Z es
un nimero fijo, es decir, los aproximantes de Padé discutidos anteriormente, son los
elementos que estdn sobre las diagonales inversas de la tabla de Padé. Entonces, si f(z)
es una funcién expresada en series de potencias de la variable z, y se desean todos los
aproximantes de Padé de grado menor o igual a Z se tendrd que existen, Z aproximantes
de grado Z, Z — 1 aproximantes de grado Z — 1, Z — 2 aproximantes de grado Z — 2, y
asf sucesivamente. Por tanto, el nimero total de aproximantes a f(z) hasta grado Z es®
Z(Z +1)

—

&En el conteo no se toman en cuenta los aproximantes de Padé de la forma [N/0] {(primera columna

14+243+44 -+ (Z-D+(Z-1D+ 2= (105)

de la tabla de Padé) pues estos son elementos de la misma serie (91).
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2 Meétodo “Tailing”

Se presenta un método de aproximacién inspirado en el procedimiento de aproximantes

de Padé pero un poco mds general, conocido como metédo “tailing” [6].

Sea una funcién f(z) dada en términos de una serie de potencias de grade Z, es decir,

solo se conocen sus Z + 1 primeros términos
f@)=a+az+agz® +---+azz? +.... (106)

El método “tailing” establece que un aproximante a la funcién (106) estard dado por

la expresion
N(z)

(107)

donde P(z) es igual a los primeros términos de la serie (106} y N{z)/D(z) es el aprox-
imante de Padé de la “cola” de la serie (106). Para aclarar esta idea se desarrolla el

siguiente ejemplo.

El método de “tailing” inicia factorizando el pemiltimo término de la serie (106), esto

- - T
(@) =g+ mz +ap2® + -+ 62055 7 + 071357} [1+ aiz__+] : (108)
Z-1

Ahora, se obtienen los aproximantes de Padé (hasta primer grado) de la “cola” de la serie

. (108), es decir, de la expresién entre paréntesis de la ecuacién anterior,

[1 +222 4 ]
2z~

>

[1/0)(z) (trivial) (109)

(0/1](=) (110)

>

donde el simbolo £ significa representade por. Esto quiere decir que, la “cola” de la serie
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{108) estd representada por dos aproximantes de Padé uno de Jos cuales es trivial® (109).
Remplazando la “cola” de la serie (108) por su aproximante de Padé (110) se obtiene un

primer aproximante a f(x), dado por
f(@) = a4+ a1z + apz® + -+ + 620277 + az-12% 7 [0/1](2), (111)

observemos que la Ec. (111) tiene la misma forma que la Ec. {107), donde

Plx) = ap+oz+az’+---+az_pz®? (112)
N{z) = bz?! (113)
Diz) = eg+eaz. (114)

Notemos que la Ee. (111) es el aproximante de Padé [Z — 1/1}{z) a f{z). Esto es,
en este primer pasc el método “tailing” da un aproximante ya dado por el método de

aproximantes de Padé.

El siguiente paso consiste en factorizar el término ez.27%~2? de la serie (106) en la

forma siguiente

2
az-1% azx

f(2) = ag + 12+ agz® + - - + az_327 " + ag_oz?" [1+;I +az— (115)
Z=2 Z—-2

Ahora se buscan los aproximantes de Padé de la “cola” de la serie {115), o sea de la

expresidn entre paréntesis cuadrados de la ecuacién anterior

[1 +ﬂz -1T +“Z_372 ] A (2/0](z) (trivial) (116)
az_s az-2

2 /1) (117)

2 [o/2)(a) (118)

TNétese que los aproximantes de Padé de la forma [Z/0]{z), conocides como triviales no proporcionan

ninguna informacién adicional, ya que estos aproximantes dan la serie original de la cual se partid.
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Sustituyendo en (115) los aproximantes de Padé no triviales {119), (120) se obtienen los

siguientes aproximantes a f(x)
fl@) = ap+arz+ a2’ + -+ + 022387 + 05027 2(1/1](2), (119)

flx) = 6o + ez + axz® + -+ + az377 7 + az_02% Y 0/2(x), (120}

los cuales son claramente de la forma {107). Observemos que el aproximante escrito en
(119), es el aproximante de Padé a f(x) dado por [Z — 1/1}(z). También notemos que
la Ec. (120) es el aproximante de Padé {{Z — 1)/2](z), y este es un nuevo aproximante
no dado por los aproximantes de Padé hasta grado Z. Por lo tanto, el método “tailing”

produce aproximantes adicionales a los producidos por el método de Padé normal.

Continuando con el método “tailing”, el siguiente paso es factorizar el término az_sz %3

de (106} en la forma siguiente

Z-3

fzl=a+az+---+az 3z (121}

2 3
az—2T  Gz_1T°  Gz%
z-2% | Gz 62T
6z-3 az-3 az-3

Se encuentran ahora los aproximantes de Padé a la “cola” de la serie (121), es decir, de
la expresién entre paréntesis cuadrados de la ecuacién anterior

3

2
az_ax az_1T azx
+ +

t az-3 az-3 Gz-3 = [3/0)(z) (erivial) (122)
£ [2/1(z) (123)
2 /2 (124)

[0/3)(z) (125)
Sustituyendo los aproximantes de Padé no triviales en la serie (121), se obtienen los
siguientes aproximantes a f(z)

fl@) = ap+az+--+az_sz?2/1](2) (126)
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) =~ ep+ayz+---+ az_3zz_3{1/2](:1:) (127)

flz) = a+awx+- +az_327%0/3](z) (128)

Una vez mas las Ecs. (126) y (127) generan los apreximantes de Padé normales iz -
1)/1{z) ¥ [(Z —2)/2](z). La Ec. (128) genera el aproximante de Padé (Z - 1)/3)(z)
el cual es un nuevo aproximante a f(z) no incluido en los aproximantes de Padé a f(z)
hasta grado Z.

El proceso anterior se repite hasta acabar con todos los términos de la serie (106).
Es claro que en €l iltimo paso de este proceso la “cola” de la serie es la serie completa,
entonces, los aproximantes de Padé de la “cola” son los aproximantes normales de Padé
de la serie {106}, es decir, en el iltimo paso del método “tailing” se reduce al método de
Padé (P({z) = 0).

Por definicién, se sabe que los aproximantes a f(z) Ec. (106) utilizando el método
“tailing” son de la forma f(z) ~ P(z} + N(z)/D(x), con P(z), N(z), y N(z) polinomios
con ceeficientes constantes. Para obtener estos coeficientes se procede como en el método

de Padé normal. Es decir, que la serie de Taylor de f(z) y P(z) + N{z)/D{z) coincidan

- £ (o 59)

Donde al igual que en el método de Padé, se obtiene un sistema de Z + 1 ecuaciones

hasta grado £ esto es,
@ f(z)

dxﬂ

, n=0,1,2...2 (129)

Zo z0

 simultineas, cuya solucién da el valor de los coeficientes de los polinomios P(z), N (:L')I y
D(z). De esta forma se generan los aproximantes de forma explicita.

Por lo tanto, al aplicar el método “tailing” a una serie de potencias hasta grado Z Ee.
(206), se producen aproximantes con la forma dada por la Ec. {107), tal que su desarrolio

en potencias reproduce la serie (106) hasta grado Z.
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3 Aplicacion del método “Tailing” y de Padé

En esta seccidn se aplica el método de Padé y “tailing” a un ejemplo concreto. Ademds,
¥

se obtiene el niimero de nuevos posibles aproximantes dados por el método “tailing” no

contenidos en el método de Padé.

Como ejemplo concreto tomemos Ja funcién exponencial

2 £ !
e‘=1+z+a+§+ﬁ+..., {130)

calculemos entonces, por los métodos antes expuestos, los aproximantes de Padé y “tail-
ing” de cuarto grado de la serie (130), es decir, los aproximantes de Padé y “tailing”
deben cumplir con que sus desarrollos de potencias coincidan con la serie (130) hasta el

término z*/4!. Estos aproximantes vienen dados en la Tabla 5 y son graficados en la Fig.

10.

Aproximantes de Padé Aproximantes “Tailing”

[0/4] = 1—z+=2ﬁ5’-1=3/3!+z¢/4! BN =1+z+ 12_? + 'IE;%
/3] = it | (3/1) =14 54 L2
[2/2) = pefme 3/2) =142+ =5l
[3/1] = Mislbishjesatje | (37) o 4 mtefjsscie
(2/2) =1+ 5%

(3/3) =1+ i

Tabla 5. Aproximantes que se obtienen por el método de Padé y “tail-

ing”cuando se aplican a los primeros 5 términos del desarrollo la funcién e=.

Para una visualizacién mds clara del comportamiento de los aproximantes obtenidos
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Figura 10. Diferencia relativa de los aproximantes de Padé y “tailing” [f{z)}
respecto de la funcidn e*, tomando en cuenta sélo cinco términos del desarrollo

de Taylor.

por el método de Padé y “tailing” dados en la Tabla 5, en la Fig.10 se muestran las
curvas de (f{z) — e*)/e*, donde f(z) es un aproximante de “tailing” o Padé. Es de notar
que todos los aproximantes tienen el comportamiento esperado para £ < 1, aunque el
aproximante “tailing” (3/2) es el que mds se acerca a la funcién e*. La grafica superior

. muestra las mismas curvas en una escala distinta.

En la Tabla 5 y Figura 10 notamos lo siguiente:

* El primero, segundo y cuarto de los aproximantes “tailing” son iguales entre ellos y
al aproximante de Padé {3/1].
o8 P i
LRS! ekl s Aol g ‘
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e El quinto y sexto de los aproximantes “tailing” son iguales entre ellos y al aproxi-

mante de Padé [2/2].

e Por lo que se verd més adelante, el método “tailing” aplicado a (130) debe producir
dos posibles nuevos aproximantes no dados por el método de Padé, estos son, el
tercero y sexto de los aproximantes “tailing” en la Tabla 5. Pero sélo el tercero
de los aproximantes “tailing” es un nuevo aproximante. El sexto de los aproxi-

mantes “tailing” tiene un coeficiente igual a cero, por lo que se reduce a uno de los

aproximantes de Padé.

¢ Para mostrar que efectivamente los aproximantes de Padé y “tailing” tienden a la
funcién exponencial para valores de « < 1, se hace una grifica de (f(z) —e%}/e* vs z,
donde f(z) representa a el aproximante de Padé o “tailing”. En la Fig. 10 se observa
que aungue todos los aproxima.ntes de Padé tienen el comportamiento esperado, el
aproximante de “ta.iling’; (3/2) es el que se “pega” m4s a la funcién €. Sin embargo,
de aquif no podemos asegurar que para cualquier funcién los aproximantes “tailing”

extras sean mejosres que los de Padé.

De lo discutido en las primeras secciones de este apéndice y del ejemplo anterior,
se originan las siguientes preguntas jcudntos aproximantes son generados por el método
“tailing” ?, jcudntos aproximantes dados por el método “tailing” son idénticos a los dados
por el método de Padé? y entonces jcudntos aproximantes distintos a los de Padé produce
el mé:etodo “tailing”? Vamos a tratar de dar respuests a estas preguntas.

Sea ﬁna funcidn de la variable z expresada en series de potencias donde sélo se conocen

sus £ + 1 primeros términos.

flz)=ao+az+apz® 4+ --- 4 azz? 4.+ (131)
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Z-¢+1) gz _
= floy= 3 e+ Y af, (132)
i=0 i=Z—k

entonces, la factorizacién k-ésima en el método “tailing” resulta ser

Z—(k+1)
, _ az.. -
fle)= Y axitagge? k|14 ZE gz, 02 zz:k]. (133)
=0 az—r az_;

Aplicando el método de Padé al polinomio de grado k de la Ec. (133), se obtienen &

aproximantes con la siguiente estructura

Z—(k+1) . ZL bxd
z) = 05’ + ag_pz? kI T 134
f( ) ;} £ Z—k Z?:ocjx',’ ( 3 )

con N+ L = k y k puede tomar los valores® k = 1, 2,...,(Z ~ 1). Esto es, para el

polinomio de grado Z de la Ec. {131) se pueden generar por el método “tailing”

1+2+3+---+(Z—1)=£(-ZT,2_—1) (135)

aproximantes {no todos necesariamente distintos) tal que su desarrollo en series de po-
tencias coincida con el de la funcién (131) hasta grado 2.
Por otro lado, el aproximante “tailing” (134) puede escribirse de la siguiente manera

(Esz;o(k“) aimi) (}:;Lo C:‘Ij) +az_pa?k (E_f-;o bjmj)

E_?:'-.o &z

Fz)= (136)

De (136) se desprenden dos casos interesantes

Caso 1

" Partimos de un aproximante “tailing” (134) y a partir de este, se construye una estructura
tipo Padé (136}, luego notemos cuando esta estructura corresponde a un aproximante de

Padé.
83i k = 0 entonces el caso es trivial, si k = Z entonces el método “tailing” se reduce al método de
Padé.
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La Ec. (136) tiene la estructura de un aproximantes de Padé a f {z}, si cumple que el

grado del polinomio del numerador de (134) satisface
-k+1)+N<Z-k+L {137)

= N<LL+1 con L4+N=k {138)

Esto quiere decir que cuando se satisfacen las restricciones (138) los aproxirnantes pro-
ducidos por el método “tailing” son idénticos a los producidos por el método de Padé.

Este resultado se justifica por el hecho de que, los aproximantes de Padé son dinicos.

Otra forma de obtener e! resultado anterior es procediendo a la inversa, es decir,

partimos de un aproximante de Padé a f(z) (131) dado por

P o
f@) = ERE S o prg=2z (139)

=0 ez
Si nos fijamos en los aproximantes con ¢ = N, y ademas sumamos y restamos en ¢l

numerador de (139) la cantidad (37, e;z") (Xf_'o(k“) ) obtenemos

foye R sy Dot~ (Toeir) (S7" )

§=0 iy @z

(140)

Lo anterior indica que el desarrollo en potencias del segundo término a la derecha de (140)

debe dar ¢l polinomio

ag_ k.’t +az k+1xz k+L "'+az$z +--- (141)

pero, el polinomio (141) también estd representado en (134), y debido a que la repre-

sentacién es 1inica se tiene

az-k2?7k (2,._05 l ) Thodist - (E,_o C:xi) ( f_—o(kﬂ) a;z’ )
ez Tino Gz

(142)
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La Ec. (142) se satisface si
Z—k+L>N+Z—-(k+1) (143)

= N<L+1 con L+N=k (144)

Entonces, los aproximantes de Padé y “tailing” son idénticos si se satisfacen las condiciones
(138). Como una verificacién de las restricciones (138), estas se cumplen en el caso del
ejemplo concreto de la funcion exponencial (130).
Caso 2
Si ahora la Ees. {136) y/o (142) no tienen la estructura de un aproximante de Padé si se
cumple que
Z—-(k+1)+N>Z—-k+L {145)

= N>L+1 con L+N=k (146)
Por lo tanto, todo aproximante construide con el método de “tailing” que satisface las
restricciones (146) es un posible nuevo aproximante no dado por el método de Padé.

Como una verificacién de las restricciones (146) ellzfas se satisfacen en el caso del ejemplo

concreto de la funcién exponencial (130).

Vamos ahora a encontrar cuantos nuevos posibles aproximantes distintos de los de

Padé, se obtienen por el método de “tailing”.

Se puede utilizax la tabla de Padé con €] propésito de contar estos nuevos aproximantes,

pues las restricciones (146) nos dicen que

e Los nuevos aproximantes estdn “arriba” de la paradiagonal que tiene elementos

[L/N)econ N=L+1
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e El valor méximo de k es kyor = Z — 1 y como N ++ L = k entonces, los nuevos
aproximantes estin “arriba” de la diagonal inversa que tiene elementos [L/Nj tal

que L+ N=2 -1,

Si se elimina la primera columna y el 4ltimo renglén de la tabla de Padé, la nueva tabla
tendrd Z2 elementos v Z elementos en su diagonal. Si m es el ndmero de nuevos posibles
aproximantes dadas por el método “tailing”. Entonces, el niimero total de elementos de

la nueva tabla se obtiene de las siguientes relaciones
siZespar = Z'=4m+Z+2Z (147)
st Z esimpar = Z%?= 4m+Z+(Z2-1) (148)

Es decir, si se tiene un polinomio de grado Z, el niimero de nuevos posibles aproximantes
producidos por el método “tailing” no dados por el método de Padé son {despejando m

de (147) y (148))

2

51 .2 es par = 1'-n=—Z———-4—~2£ (149)
2

si Z esimpar = m=£# (150)

Resumen

Si f(z) es una funcién dada por (131) entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones

¢ Existen Z aproximantes de Padé [L/N}(z) a f(z) tal que L+ N = Z con Z un

numero fijo.

» Existen Z(Z + 1)/2 aproximantes de Padé [L/N](z) tal que L+ N = Z' con Z' =
1,2,...,2

e Existen Z{Z — 1)/2 aproximantes dados por el método “tailing”.
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« 5i los aproximantes dados por el método “tailing” cumplen con las restricciones

N £L+1yL+ N =k Entonces, estos aproximantes son idénticos a los dados

por el método de Padé.

» El método “tailing” produce posibles nuevos aproximantes no dados por el método
de Padé, si se cumplen las restricciones N > L+1y L+ N = k. El nimero de

nuevos posible aproximantes estd dado en (149) y (150).

s Se encontraron los aproximantes por el método de Padé ¥ “tailing” para el ejem-
plo concreto de la funcién exponencial (130}, en esta se tuvo la oportunidad de

comprobar los puntos arriba mencionados.



Apéndice B

Aproximantes “tailing” de grado menor

Aqui se reproducen los aproximantes “tailing” a la serie (38) tomando en cuenta sélo
g

dos y tres términos de ésta.
Aproximantes “tailing” de grado menor

Se aplica el método “tailing” a la serie (38), discutido en el capitulo 4, pero ahora
tomando en cuenta sélo dos y tres términos de (38) ademas del trivial. Da como resultado

4 y 12 aproximantes, los cuales son mostrados en las Tablas 6 v 7 respectivamente. Fstos

aproximantes ya han sido reportados en la Ref. [6] y aqui los reproducimos por completez.

Form | P(x) N(z) D(z) Comentario
B21 1 Kz 1—%zlnz2 z, ~ 0.86
B22 1 0 1 1- Kz~ Kpz?lnz?

B23 0 |1+ Kzx?Ing? 1- Kz
B24 0 1+ kz 1 = Kyz? In z2

Tabla 6. Muestra los aproximantes “tailing” cuando se toman en cuenta sélo

los dos primeros términos de la serie (38), adem4s del trivial.

La columna 5 de la Tabla 6 indica que $6lo el aproximante B201{z) puede ser tomado
en cuenta, pues los restantes aproximantes no cumplen con la condicién de monotonicidad

requerida para la energia. El aproximante B201(z) es mostrado en la Fig. 5.
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Forma | P(x) N(x) Dix} K Residuo Polos
B301 1 Kvz + K22 In(z?) 1-K3/Kiz 8.718603 0.2641 no
B302 1 Kiz+ Kyz? 1— K2/K) = In{z?} 2.085151 0.0015 no
B303 1 Kz 1 - K2/K1 z In{x?)— 5.535514 0.4198 no

KsfK1z

B304 ] 14 (K1 - K3/Ky)z 1- Ks/K1z— K27% In(22) | 3.611888 134.8364 | 0.2048
0.8525

B305 0 14 (K1 — KafKi)z+ 1-Kz/Fz 8.718603 0.2041 no

Kzz® In{z?)
B306 [ 1 1—Kyz— Kz2? In(z?)~ | no solution — —
(K3 — Ky K1) x®
B307 0 1+ Ktz + K222 In(z?) 1--Kzz? no solution — —
B308 0 1+ Kz22* In(z?) + (K3 1-Kix 6.896064 0.1063 no
-K¥)z?

B309 0 1+ K12+ K3z® 1~ Kzz? n(z?) 1360548 | 15095.8104 | 0.1692
0.9446

B310 [ 1+ K% 1- K22* In(z%) ~ K32® | no solution —_ —

B311 0 1+ K22? Inf{z*) 1~ Kyz~(Ks—K¥)z* | nosolution - —
B3I2 0 1+ (K3~ K})2? 1— K1z — K22? In(z?) 4.972436 53.5525 | 0.2340
0.7890

TRUN | 0 1+ Kiz+ K222 In(2?)4 3.284176 0.0110 no

Kya?

Tabla 7. Aproximantes “tailing” cuando se toman en cuenta sélo los tres

primeros términos de la serie (38), ademés del trivial.

En la Ref. [6] se reportan los 12 aproximantes a (38) con tres términos y se obtienen
dos aproximantes (B302(z) y B303(z)) que mejor se ajustan a los datos GFMC. Sin

embargo, el ajuste fue equivocado pues considerd sdlo la mitad de la energia correcta.
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En un trabajo posterior [7] se hizo el ajuste correcto apareciendo el aproximante B311(x)

como el que mejor se ajusta a los datos GEMC.

Aqui analizamos cada uno de los 11 aproximantes diferentes aplicdndole las condiciones
fisicas discutidas en el Cap. 3. Las columnas § y 6 de la Tabla 7, proporcionan los valores
de I; ¥ de el residuo respectivamente, los cuales se obtienen bajo la hipétesis de que
la maxima densidad de empaquetamiento posible es la densidad de Bernal. La columna
7 muestra los valores de la variable z donde los aproximantes tienen polos dentro del
intervalo de densidades. En la Fig. 11 mostramos los aproximantes €0 2 que estuvieron
libres de polos. Nétese que el aproximantes B305(x) es idéntico al apr;)ximante B301(x).
Es de notar que sélo el aproximante etiquetado con B303(z) cumple con las condiciones

requeridas de monotonicidad para la energia y no polos en el intervalo de densidades

fisicas.

€5

00 02 04 06 08 10 1.2
Figura 11. Aproximantes ¢;/2 a la serie (38) cor 3 términos ademds del

‘trivial, que estuvieron libres de polos.
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