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Introduccién

En la Teorfa de Ia Probabilidad, uno de los teoremas més célebres es el teorema del Mmite
central (TLC), que ocupa un lugar muy importante debido a su antiguedad y al fructifero
papel que ha jugado en el desarrollo tanto de la teorfa como en aplicaciones,

El TLC establece que dada una sucesién de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas {X,},x, ¥ si la suma S, = i X; se normaliza adecuadamente
para que tenga media cero y varianza uno, la funcién‘zze distribucién de S, converge a la
funcién de distribucién de una normal con pardmetros cero y uno.

Mi4s especfficamente nos dice que (5;7";’5) N (0,1) donde u es la media y o2 la
varianza de X sin importar la distribucién de las Xis.

La primera demostracién del teorema del ifmite central se debe a De Moivre, quien
la dio alrededor de 1733 para el caso especial de variables Bernoulli con p = % Después
Laplace lo hizo para valores m4s generales. La primera demostracion rigurosa para casoa
m4s generales (no necesariamente Bernoullis) la dio Lyapunov alrededor de 1901. Aunque
el teorema como lo conocemos actualmente se debe a J. W. Lindeberg (1922). Una
lectura de estas demostraciones nos confirma que el método de la funcién caracteristica
desarrollado por P. Lévy utilizado para la demostracién del teorerna, expuesto en este
trabajo, es impresionante por su elegancia y brevedad.

El propésito de esta tesis es exponer algunas generalizaciones del teorema del lfmite
central, en el sentido de si tomamos una funcién de la suma S, ;qué condiciones hay que
pedirle a la funcién ¢ para que v (Sa) pueda normalizarse de tal forma que su funcién

de distribucién converja a la de una normal con pardmetros cero y uno? Sabemos que en
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el caso particular en que ¢ sea la funcién identidad, es el TLC, asf que cualesquiera sean
las condiciones sobre las funciones ¢, la identidad debe cumplirlas.

Para llegar a esto se desarrolla el material necesario y su ubican estos resultados
en los dos primeros capftulos de este trabajo. En el tercer capitulo se presentan las
generalizaciones mencionadas.

Més precisamente en el capitulo uno estudiamos formas de convergencias de sumas
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. En particular se dan
demostraciones de las leyes de grandes mimeros que nos dicen bajo qué hipétesis las

siguientes convergencias de los promediocs ocurren:
1 1
—5n LA i, -8, 5 .
n n

Abora bien, si queremos decir algo més sobre la convergencia de (%2=22) necesitamos
multiplicarlo por @ y vemos que este producto converge débilmente a una N (0,1).
Este resultado es €l teorema del Limite central, que nos permite dar aproximaciones tan

precisas como se quiera de P (? (S2=me) < z) , de hecho

mr(F(55) <) - [ e

Vale la pena resaltar, que en este capftulo se incluye un teorema que relaciona con-
vergencia en distribucién y convergencia en funcién caracterfstica cuya demostracion es
relevante por gu originalidad, ya que no se incluye en la bibliograffa clésica del tema.
Ademss, su estudio nos llevé a elaborar un apéndice acerca de la convolucién de funcio-
nes.

En el capftulo dos presentamos algunos resultados de la Teorfa de Variacion Regular,
necesarios para las demostraciones de los teoremas que conforman el capftulo tres. En la

primera seccién se estudian las funciones de variacién lenta, es decir aquélas funciones
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positivas y medibles, definidas en algtin intervalo {M, oo) que cumplen con que

i 102)
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=1 paratoda A > Q.

Se demuestra que el limite converge uniformemente para X en un conjunto compacto
K del (0,00), se da una representacién de tales funciones y se prueba que satisfacen
ciertas propiedades. Ademis presentamos un teorema llamado de caracterizacién que

nos dice como son las funciones f y g que satisfacen

’li.ngo "}(():;) =g(A) € (0,00) paratoda A>0

siempre que f sea positiva y medible. En la segunda seccién del capftulo dos, estudiamos
las propiedades de las funciones de variacién regular, es decir, las funciones positivas y

medibles que cumplen

i £02)

= \F
dn ) M paratoda A >0, conpcR.

Los resultados del capftulo dos fueron tomados de Bingham, Goldie y Teugels, 1989,
en donde la mayorfa est4 simplemente indic.a.da omiténdose la demostracién. Dichas
demostraciones las desarrollamos aqui.

En el capftulo tres exponemos tres teoremas que generalizan al! teorema de! lfmite
central en el sentido que buscamos. Estos teoremas fueron publicados en un artfculo
por el Dr. José A, Villasefior Alba, en 1997. Aquf hacemos un estudio de éste con
todo detalle. Cabe aclarar que resultados similares a los presentados en este capftulo, se
pueden obtener con el Método Delta en ciertos casos particulares, por ejemplo cuando la

funcién ¢ () es diferenciable y satisface una de las siguientes condiciones:

i) plz/y) = ¢ () /e (y) cuando p (1) =1y ¢' (1) # 0

ii) ¢(z/y) = ¢(z) — ¢ (y) cuando (1) =0y ¢/ (1) #0.



El Métode Delta estd basado en el siguiente teorema.
Teorema. Sea {T,},,.y una sucesién de variables aleatorias tales que /n (T, — 8) /6 2
N(0,1}. Si ¢(z) es una funcidn real, continua y diferenciable en § con ' (8) # 0, en-

tonces -

; Vrp (T,) ~— @ (8))
&y (6)

x4 N({0,1) cuandon — oo.

Si una funcién ¢ (z) satisface i), entonces ¢ (i) = (%) = oy, de donde

w(n) (W) =p(np). (1)
Como ¢ (f) = 53((3, si derivamos con respecto de z, se tiene %w’ (;) = v(: , €8 decir
[T v (z)
Zy=5E ) 2
i (y) v () @

Entonces para una funcién ¢ (x) que satisface i), por el TLC y el Método Delta, se

tiene
Vi (e (18.) — o (w)
o’ ()

con § = uy § = 0. Usando las propiedades de la funcién ¢ (z) se tiene

L N(0,1) cuandon — o0

L4

V(e (iSa) —v(B) _ Vale(Ss) —ple)p(n)

o7 (8) = T e
- _ Vnulp(8s) — p{np) .
' T T e e (por 1)
_ Vrp(e(Se) —w(nw)
= T e e (por 2)

por lo tanto
Viu (i (5a) — ¢ (n)
o@’ (1) (nu)

iv

N(0,1) cuandon — oo
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que es un lfmite de nuestro interés con b, = ¢ (ny) y a,, = Eﬂ%ﬁﬂl

Algunos ejemplos de los resultados de los teoremas enunciados en el capitulo tres se
pueden obtener usando el Método Delta, en particular nuestro ejemplo 1, y el 2 para el
caso @ = 1, ya que entonces logz cumple con la condicién ii). Sin embargo, hay veces
en que no es posible aplicar este método a la sucesién S,, como en el ejemplo 3, y en el

2 para el caso a # 1. En este sentido los resultados aqu( expuestos son mds generales.
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Capitulo 1

Leyes de grandes nimeros

n
Dada { X}, una sucesién de variables aleatorias y S, = Y X sus sumas parciales, nos
=1
interesa estudiar el comportamiento asintético de S, cuando n — oo, el cual depende
crucialmente de la sucesién original de las X;'s. El problema general puede describirse

asf: ;bajo qué condiciones la siguiente convergencia ocurre?

S,
= —a,— 8 cuando n — oo

b

donde {an}uen ¥ {bn},en SON Sucesiones de nimeros reales, S una variable aleatoria, y
la convergencia se da en algiin modo especifico.

La teorfa general de tales relaciones estd bien establecida y es extensa. Aquif res-
tringiremos la atencién a la parte de la teorfa cuando las X;’s son independientes e
idénticamente distribuidas. Decimos que la sucesién {Xn}nen satisface la ley débil de
los grandes mimeros si existe una constante u tal que la sucesién {15,}
probabilidad a u

nen COMVEIZE en

Al resultado mis fuerte, a saber la convergencia casi segura de la sucesién {150} 1en

ap



le lamamos la ley fuerte de los grandes mimeros.
Buscamos condiciones necesarias y suficientes en la distribucién de las X;’s para que
tales leyes sucedan. Como el nombre lo indica, la ley fuerte implica la débil dado que

convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad.

1.1 Ley fuerte

En el teorema uno daremos una condicién suficiente para la ley fuerte de los grandes
mimeros. En general, consideraremos a las variables aleatorias X;’s definidas en el espa-
cio de probabilidad (Q2, F,P), donde  # @, F es una o—4lgebra y P una medida de
probabilidad en (€2, F).

Primero demostraremos un par de lemas que posteriormente se usar4n en las pruebas

de los teoremas de esta seccidn.

Lema 1 Sea {Xn},.n una sucesidn de variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas. Para cada n € N definimos las siguientes funciones:
X: (w) = max{-xn (w),O} Xew)= _m'in{Xn (w)io}

entonces:
i) X, (w) =X} (w) - X (w), para toda n € N y pare toda w € Q.

ii) {X}}.cn es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas. Lo mismo pasa pare {X },cn -

Demostracién.
i} Para toda w € Q se tiene: X} (w) — X7 (w) = max { X, {w},0} + min { X, (w),0},
asf, si X, (w) < 0, entonces X} (w) — X;; (w) = 0+ X (w) = X, (w). Y, si Xn(w) >0,

8



X3 W) =X, (W) = Xa(w)+0 =X, (w). Para el caso X, (w} = 0, el resultado est4 claro.
Por lo tanto X, (w) = X} (w) ~ X (w), para todan e N.

ii) El méximo y el minimo de dos variables aleatorias son funciones de R? en R
continuas y por lo tanto medibles. Ademis Z, (w) = (X {w),0) es un vector aleatorio,
entonces (f o Z) (w) = max{Xa(w),0} y (g0 Z)(w) = min {X, (w),0} son medibles
como composicién de funciones medibles, de ahf que en efecto sean variables aleatorias.

Para demostrar 1 independencia consideramos P (X;' € A, X] € B) paratodai # j,
donde A, B € B(R) =({la o—4lgebra generada por los borelianos en R). Hay cuatro casos
posibles, a saber si A, B € Rt = (0,00), s AL BER—{0},5i0c Ay0¢ Bysioe A
y 0 € B. Sélamente probaremos el tercer caso ya que se hace de manera similar para los
demds.

Sea 0 € Ay 0 ¢ B, usando la independencia de las variables aleatorias X; y X;

P(X} € 4,X}€B) = P(X € ((ANR*)U(-00,0)),X; € BARY)
P(X, S (AﬂR*’U(——oo,O]))P(Xj € BﬂlR+)
P (X} € A)P(X} € B)

es decir, las X;" son independientes. Similarmente se prueba para las X;.
Para ver que son idénticamente distribuidas, sean i € N y F;* (z) la correspondiente
funcién de distribucién de X, para z > 0,

t

Ff(z) = P(X}<2)=P(Xi<zyXi>0)+P(X;i<zy X: <0)
P0<Xi<z)+P(X;<0) |

= (R@)-FO)+E)

Fi(z)

i



" donde F; (z) es la distribucién de X;. En el caso z = 0,
Fr(0) =P (X} <z} =P(X] <0) =P(X; <0) = F;(0)

y sl z< 0, P(X* < z) = 0. Entonces tenemos,

F* (z) = Fi(z) siz>0
0 siz<0

Como las X; son idénticamente distribuidas, se tiene que F;' (z} = F}' (z) , para toda
z€R yparatodai# ;0

El siguiente resuitado tiene que ver con modos de convergencia de variables aleatorias:

Lema 2 Sea A, (¢) = {|Xn — X| > €} y Bm () = Upopm 4n (€) - Entonces:
i) X 25 X siy solo si P(By) — 0 cuando m — oo, pare toda € > 0.
if) Xa 5 X si Y P(A,(€)) < oo para toda g > 0.

Demostracién.
o0 o
i) Sea A (¢) = limsup A, (g) = [} U Am(e) ={w € § :para toda n € N, existe una
n—oo n=1m>n
m > n tal que w € A (€)}.
Nétese que X, {(w) — X (w) si y solo si para toda € > 0, existe ny € N tal que
w ¢ Ap (g) siempre que n > ny, es decir,
oo 00
Xo(w)— X (w) siysolosi paratodae >0,we |J N AS (e).
n=1m2n
o o0 oo
SeaC = {w € : Xy (w) = X (w} cuando n — oo}, esclaroqueC = U N 45 (2)
. k=l n=Im>n
por lo que ¢l conjunto C € F. Ademss

P(C)=lsiysdlosil’(fj ﬁ Af,,(s)) =1 para toda ¢ > 0.

n=1lm>n

10



Lo que significa que P (hﬂlﬂﬂf AL (s)) = 1 que es equivalente a P (lig}ﬂ:p A, (e)) =
0, y esto vale para toda £ > 0.

Como {B (€) : m > 1} es una sucesién decreciente de eventos con limite A (€), tene-
mos P(fl (€)) = 0'si y s6lo si P (B, (¢)) — 0 cuando m — oo.

ii) De la definicién de B, (¢)

P(Bn(e) <Y P(Anle))

entonces P(By, (¢)) — 0 cuando m — o ya que como E P(A,(£)) < oo entonces

EP(A,.(E))-—-'OSJm—ooo, por la primera parte del lema, esto implica que X, &%
X |

Teorema 1 Sean X, ..., X,, ... varigbles aleatorias tndependientes, idénticamente distri-
buidas tales que E(X7) < co. Si p = E (X)) entonces

;ZX.— —+ i casi seguramente y en Lq.
i=1

Demostracién.
Primero demostra.remos la convergencia en L.

Sea S, = EX, entonces E(S,)=nuy

E [(ﬁs —u)a] - B[S —nu)’]

= B [(Sw —nu)]



La independencia de X;,..., X,,... s¢ usé en la cuarta desigualdad ya que bajo esta
hipdtesis la varianza de la suma es la suma de las varianzas, y de hecho el que sean
idénticamente distribuidas se usa para ver que i‘,varX.- = nvarX;.

Es claro que HIEEO "—“’-n—{l = 0 ya que por hi;éta;is varX; < co. Esto demuestra la
convergencia en Lj.

Dado que. 1S, converge en L, a y, sabernos que existe una subsucesién de { %S,.}ﬂ N
que converge casi seguramente a . Probaremos que tal subsucesién puede tomarse como
{5} ne,; , ¥ después extenderemos el resultado a toda la sucesién.

Sea Z, = 150 ¥ Zna = 3Sn, usando la desigualdad de Chebychev tenemos que

P(| 2,2 - pl>e) = P (7—11-2- ,S,.z - ﬂ2p| > E)
= P(|Sp: — n*u| > n%)
1 ) 12
< g (18w ~ w2l
1
= an.rlsn:[
1
- nzezmlxll

sumando sobre n
e var | X;| e 1
—_ L O i § P
E-; P(|Zp2 —pl>€) < o 2—1 — <o

lo que implica por el lema (2)
Z,2 S5 cuando n — oo, (1.1)

Para ver que toda la sucesién converge a p casi seguramente, primerc supongamos

que X; > 0 para toda i € N. Entonces {S,} .y €s una sucesién monétona no decreciente,

‘Sl'2 S Sn S S('-+1)2 si i2 S n S (Z + 1)2

12



siif<n<(E+1)?

n i2
pero
Sa 32 Sa i
- = — e Za
(i +1)? G+1)2 2 (i+1)
Serp _ (i+1) Sgny _(i+1)?
Y T = : e = - 2 1va
i2 ? 0 {i+1)? )
es decir,

1',2
(+1)2 )
Es claro que n tiende a infinito si y sdlo si  tiende a infinito. Por ello, si se toma el
lmite en la desigualdad anterior cuando n tiende a infinito se obtiene, usando (1.1),

: 2
Za< % < ('_t_zﬂ.z(ﬁ_l)z si <n< (i+1)2

— = u cuando n — oo (1.2)

ya que lim SH — fim ~2, = 1.
=400 =00

Ahora si suponemos que X; es arbitrario, consideramos las variables aleatorias Xt X
definidas en el lema (1). Claramente X;* y X;” son no negativas y X; < |X:ly X7 <)X
Asf usando la hip6tesis se tiene que E ((Xf‘)z) <ooyE ((Xl‘)z) < 00, y cada una de
las sucesiones { X7} .y {X7} ncy Satisfacen las hipétesis de independencia e idéntica
distribucién por el lema (1). En consecuencia por lo ya demostrado

1 1 ki 1 2 + —y &8 . —
;S.,=HZX,-=;§(X,- - X7) S EX}-EX] =EX,

i=1
cuando n —.c0. 8

Antes de demostrar la ley fuerte de los grandes nimeros sin la hipétesis de segundo
momento finito, enunciaremos tres lemas que se usan en tal prueba. El primer resultado

es acerca de la esperanza de variables aleatorias positivas.

13



Lema 3 5i X es una variable aleatoria positiva, entonces

iP(X 2 LE{(X) < 1+§:P(X >1).
=1 =1
Demostracién.
Sea A; = {we: z—1<X(w)<t} para i = 1,2,..., . Entonces, {A }iex €5 una
particién de 2, es decir, 2 = U/LconA.nA —ﬂsu;éj,yporiotant.o Z]P(A.)-—l
Ademss = =
(i—1)14 < X1, <ily,

¥y sumando,
ol

Z(t—l)lg" <XZ]'A' <Z‘11AI

i=1 i=1

Si tomamos las esperanzas,

E (i (i - 1) 1A.~) <E(X)<E (i m‘)

=
PpOr convergencia monétona se tiene
E (i i-1) 14) Z(s -1)P(4) y E (iﬂ&) = i:‘P(A,-)
= =1 =1 =1
es decir,
iiP(A.-) - iP(A.-) <E(X) < iiP(A.-).
Pero como 3° P(A;) = 1, basta con demastrar que TP(A) =1+ zp(x >1i).

i=1 i=1

Para ello desarrollamos la suma
o

Y iP(4)

i=1

P(A) + 2P (A3) + ...+ nP(A,) +

iP(A.-)+P(A2)+...+(n—1)P(A,.)+...

i=1

14



= 1+iP(A.-)+-..+iP(A.-)+...

=2 i=n
= 1+ZP(¢—1<X<:)+ +ZP(:—1<X<:)
=2 i=n

= 1+P(X>1)+ +P(X>n-1)4..
= 1+Z]P(X_>_i).l

i=1

El siguiente resultado es acerca de series convergentes en los reales.

Lema 4 Dada una sucesion de nimeros reales {Zn},cn tal gue hm 1 ZI. = ¢, con ¢
'=l
una constante, se tiene que lim ;:r:.1 =0.
=0

Demostracién.

Sea S, = -E::‘, por hipétesis hm Sa = c y también l.un 8._; = ¢. Entonces
(S S..._l) 0 Desarrollando la dlferencm

Sn - Sn-l

1 1
;($1+...+$n)—ﬂ——1($1+...+In_])

z, 1 1
= =2_ (————;) (x1+---+xn—1)

n n—1

_ Zy 1

= - n(n_l)(zl-i-...-l-mn_l)
z, 1

= T = —opy
n n

Como lim S,_; = ¢, entonces lim 15,1 =0, de donde
T 00 —00

lim 2% = Jim (——“Sn—)=u_'11£lolo(3n—3n—1)=0-l

nesco 71 N0 n

Lema 5 Sia > 1y 8, = [a*], la parte entern de o, entonces existe A > 0 tal que para

todam > 1
1
Z—ES‘%-
ﬂk ﬂm

k=m

15



Demostracién.
Sabemos por un lado que,

OSQk—ls[ak]

entonces
1
L——— paratodakelN
ok = ot P
de donde
=1 i 1
< .
g [ak]z k=0 (ak -Ij)
Y por otro, dado que o > 1 existe un mimero m > 1, tal que para todo & > m,
{a*-2)>1
per lo tanto,
(a*—l)zza"(a"—2)2a">0.
De ahf que,
= < — <00, pues|—f<l.
z{a"! Z 1)2 Za"(a"—Z) ;mak o
Entonces, para esa m y para cualquier m' > m
21 &1 1 & /1)
== < — -] =—-C«
L7 .m[akl"amé(a) om TS
donde C = E()
S:1<m <m,
o —1 oo -1 m-1
1 1 1 1 1 1
2 P RN S N e
k=m' Mk k—m' k—m k ),:onak

16



m=1 -1

pues 2 —gesunasuma.ﬁmtayentoncmemsteunnumeroB>0ta.l que Z =28
k=0 “*
dedonde
— 1
E — —(B-I-C')( (B+C)<oo

7 =
k=m' Mk

Queda claro entonces que para todo m > 1, existe una 4 > 0 tal que
[= ]
k—m

A continuacién demostramos la ley fuerte de los grandes mimeros sin la hipétesis de

a-u] -

A
—5—.

segundo momento finito.

Teorema 2 Sean X, Xy, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
butdas. Son equivalentes:

i)l Z X: =5 p, sin — oo para alguna constante ;

#)E |X1| < 00,

yen tal caso p = E(X)).

Demostracidn.

i)=ii) Por hipdtesis y el lema (4) afirmamos que

%X.,‘:‘»'o sin — oa. (1.3)
Por otra parte,

o0

S P(IXal2n) <o (1.4)

n=1

- .

ya que de lo contrario, 3 P(|X,] > n) = co y por la segunda parte de! lema de Borel-
n=]

Cantelli se tendrfa que ,

n—+00

P (tmsup (1, 2 n}) =

es decir,
P(weﬂ:l—x"%ﬂzlparaunainﬁnidadden’s) =1

17



lo que contradice a {1.3). Por el lema (3) tenemos

o0
E(IX:)) 1+ ) P(IX| 2 n)
n=]
que es finito por (1.4).
ii}=+i) Supongamos que X; es una variable aleatoria no negativa para toda i € N,

entonces E[X,| = E(X)) = u < oc. Definimos una nueva sucesién de variables aleatorias

{¥a}.en de la siguiente manera,

Xn st Xo<n

Y, = an{x“<n}=
0 si X,>n

Nétese que 3P (Y, # X,) = L P (X, > n) < EX; < o0, por el lema (3).
Claramente ];(Xﬂ >n)= P(X'; > n) pues las X; son idénticamente distribuidas.
Sea An = {w € Q] X, (w) # Ya ()} entonces TP (4,) < 00, y por el lema de Borel-
Ca_.ntelli, "
p(nmSupA..) =0y P(liﬂingAf,) =1.

n—00

Sea (ly = hﬂg}f A, C (1, entonces para cada w € (p se cumple

23 (K@) = Vi) — 0 (19)

n»
=1

[==]
yaque Q= UJ [} A4 , lo que indica que w estd en € si y s6lo si existe un ng € N,
a=lm2n
tal que para todo m 2> ng, w € AL, es decir, si y s6lo si existe un ng tal que para todo
m 2 ng, X (W) =Y, (w).
n
Por (1.5) vemos que basta demostrar que i)—:] Y: =% u, ya que eso implicarfa que
n
1Yy XS p

=1

18



Sea 8!, = 2 Y Paraa > 1, & > 0y {8,},,cx sucesién definida como 8, = [a"] Ia
parte entera de a , usando la desigualdad de Chebyshev y que S, tiene segundo mormento
finito, se tiene

ol 1 ,
;P(ﬂ_,, S

B(5)]>¢) < 5

A
J
gk
R~
g
—
2
p —

1{1&
= ?(Ezm(}")+ +ﬁ22var(}’)+ )

1 =1 B =1

- Eiz[(varm)+.--+vm(l’m)) (i%%

¥ (var (Yp,_a1) +...var (%3.)) (g. iz) +]
< 5—12 (var (11 + var (Y3,)) ('%)+

() + v (6,0) (1 )+
< ) g+ v (1) 7+

+var (Y, _,+1)
A1
= gzﬁw(y)

A1 .
< 5—225—213(1:?). (1.6
=

A
(B +1)

La segunda desigualdad se obtuvo por la independencia de las variables aleatorias y
en la quinta se uso el lema. {5).

SeaB;; ={j-1< X, <j}={weQ|X:(w) €[fj—1,5)}, obsérvese que P(By;) =

19



o0
P(B,;). Ademas Q = | ) By;, para cada i € N,entonces,
i=1

Z Z]E (¥15,)

i=1

zEZE(f’IBﬁ)
Z ZJ P(By;)

j=1

+o [P (Bu) + 2°P(Bn)] +

3 1E()

i=]

IA

M

P(Bll

1
P(By)) [1+2,+

ip (Bys) [Z ]

=1 i=j
o0

> P( Bl,

J-l

221'1’ (B1;)

2[E(X1)+ 1} < o0,

IA

IA

]+...+P(B,,.) [1+

(n+ 1)

. En ]a séptima desigualdad se usé el criterio de la integral,

1

S

2,

<- sj2

] =
b

G

iMs

La novena desigualdad se debe a que por ser {B);} jen particién de Q:

E(Xl)&fXIdP Z

j=1" By

G-1P(By) = [ (-1aps

Bu

20
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entonces

> G = 1}P(By) 52/; XidP =E(X))

=t =1

pero desarrollando la primera sumatoria obtenemos,

G- 1)P(By) = ZiP(Blj) - ZP(Bn) = iP(By) - 1<E(X))

i=1 i=1

teniendo asf,

Y P(By) <E(X:)+1

=1
de donde se concluye,

25" 1P (By) < 2[B(X) +1].

J=1

De (1.6) y (1.7) vemos que
= 1
.
G

Como esto es vdlido para toda £ > 0 y por el lema (2)

Sp. ~E(Ss,)|> e) < oo.

50 si n—oo. (1.8)

Lo .
s, -B(5)
Ademds, por convergencia monétona

E (Yn) =E (an{X..<n}) =K (Xll{quu}) n:ao E (.X]) =4

por lo tanto
1 1 Bn
CARES S
y de (1.8)
BIZS"’“ Sy sin— oo | (19)
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Para ver que toda la sucesién converge, obsérvese que por ser las Y/s no negativas,

se tiene que {5}, N s monétona no decreciente y por lo tanto

1
Bnia

S’ﬁ, S:n-ﬂ S’ﬁ_,_ Slﬁn<m<r6n+l
. ﬁ ak+l : °
Haciendo m — oo y dado que —g—:i = —1 — a cuando k — oo,

o p<11mmf S’ < limsup — S' < au.

m—oo m—oa

Como es para toda & > 1, si hacemos & tender a uno obtenemos que % i Y; 2 4
cuando n tiende a infinito que es a lo que querfamos llegar. =

Para el caso general, se procede como en la demostracion del teorema (1), usando
las funciones positivas X' = max {X;(w},0} y X; = —min{X; (w),0} definidas en
el primer lema . Por lo ya demostrado y por el lema (1) para variables aleatorias no

negativas, se tiene:

1< s, 1y o ca -
R SB() v LY X S E(X)

=1

de donde,

—ZX-—Z(X* X7)SE(XH) -E(X7)=E(X).m

=l

1.2 Ley débil

Para la demostracién de la ley débil de los grandes mimeros y del teorema del lfmite

central, hacen falta dos resultados que probaremos a continuacién.

22



Definicién 1 Dads una verioble aleatoria X, se define la Juncion caracterfstica de X
como
éx (t) =E("¥), teR

Teorema 3 Sean X, X, X3,... variables aleatorias reales, Fx,Fy, F;, ... sus respectivas
funciones de distribucién y ¢x,@,, d,,... sus funciones caracterfsticas. Entonces son

equivalentes:

i) X, A X, i.e.lim F,(z) = Fx(z}, para todo z € Cp, = {z € R |Fx es continua en

z}. -
ii) E(f (X)) - E(f(X)) sin — oo, para toda f : R — R continua y acotada.

iii) E(f(X,)) — E(f(X)) sin — oo, para toda f : R — R continua y de soporte

compacio.

iv) r!i_.ualoq&,, () = ¢x (t) para todat € R.

Demostracion.

Se va. a demostrar primero ii) =i) = iii) = ii) y luego que ii) = iv) = iii).

if) =1)

Sea zq € Cr, y sea £ > 0. Se usan las funciones auxiliares definidas asf:
1 T < T

g(@) =3 —lz+ 3t ze(zgz5+¢
0 T>xo+e

23



at

\

X XotE

Figura 1 La funcion g(Z).

1 T<Ip—¢€
h@)=9q ~lz+2  z¢(z—¢, )
0 >

Figurs 2 La funcion h(z).
ambas funciones son continuas en R y acotadas.
Por ii}: n]j__{goE (g (Xn)) =E (g (X)) y Pero 1(—09,:0] <g 51(—oo,zo+e|r de donde

F, (IO) = P(Xn < IG) =E (1(—uo,::o] (Xn)) < E(g (Xn))

E(9(X)) S B (1(-oozete (X)) =P (X < zg+&) = Fx (20 +¢).
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De las dos desigualdades se sigue que,
lim sup £5, (20) < lim B (g(Xx)} = E(g(X)) < Fx (z0+e¢).
Esto es vilido para toda ¢ > 0, entonces tomamos el Ifmite cuando e tiende a cero
HELS;EP Fo(zg) < lgiﬂ}l Fx (a;o +e) = Fx (zf) . (1.10)
Anglogamente, si se usa la funcién k tenemos por if) :
Jim E(h(X5) =E(r (X)) ¥ Lcoze-e] Sh < Lerorq

por lo cual

Fx (20— €) = P(X < 20— €} = E (L{coozo—q (X)) < B (h (X))

E (A (Xa)) < B (L(coo,zg) (Xa)) = P (X < 70) = Fy (0).

De las dos desigualdades anteriores concluimes que
Fx (30~ €) SE(h (X)) = lim E(h(X,)) < liminf F, (zo)
¥ comno esto es clerto para toda € > 0, se tiene
F (z3) =1€i}€Fx (z—¢) < liminf Fp, (zo). (1.11)
De (1.10) y (1.11) se concluye que si z € Cp, .

Lim F, (o) = Fx (zo)

25



si Tp € Cpx.

i) = iii)
Se hard primero para f de clase C! (R), de soporte compacto.
Por hipétesis HIEoF“ (z) = Fx (z), paratodo z € Cry, pero

Fa@) = PXa<a)= [ dx = [1en(o)abs, (5
1-Fo(z) = P(Xa>z)= f Py, = fn 12 00 (5) &P (s).

Por otro lado,
E(f (X)) = /. F@Fx @) B (X) = [ f @R (@),
Calculando [, f (z) dFx, (z) por partes con

u=f(z} v=(1~F.(2))
du= fldz dv=-dFx, (z)

se tiene

[ f (@) dFx, (2) = — [f (2) (1 - Fa (@)}, + f (1= Fu()) f (2) de
® k .

¥ el primer término se anula, de donde,

E(f (X)) = f f(z)dFx, (z) = [R (1— Fu(2)) f' (z) da.
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Lo mismo pasa para E (f (X))

B ()= [ 1@ = [1-F@) /@) e
Como por hipétesis (1 - F, (z)) ol (1 - F(x)) para toda = € Cp se tiene

A= Fule) f(=) — (1~ F(z)) f'(z)

—

casi dondequiera con respecto a la medida de Lebesque en R (ya que sabemos que el

conjunto de discontinuidades de una funcién monstona es a lo m4s numerable). Ademss,

(1 = Fo (2)) £ (@)} < max|f" (z)} < o0.

Por lo tanto y por convergencia dominada, se tiene

tim (=R f @)= [(-FE)f @

es decir

lim E(f (Xa)) =E(f (X)).

Ahora quitamos la hip6tesis de que f sea de clase C! (R). Primero se recuerda que
dado £ > 0, existe g € C' y de soporte compacto, tal que sup|f () — g (t)| < £ (ver
apéndice). b

Por otra parte, existe Np tal que sin > No = [E(g(X,)) — E{g(X))| < § (porlo
demostrado en la primera parte).

En consecuencia

[E(f (Xa)) =E(f (XD < |E{f(Xa)) — E(g(Xa))| + [E (9 (X.)) — E (g (X))|

+[E(g (X)) —B(F (X))
[

<
4

£ [
+’2-+Z-—-6.
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iii) = ii)
Sea f una funcién continua, acotada y positiva (f > 0), y sea £ > 0 fijo. Supongamos
que |f| <1, (st no, se normaliza). Sea 8: R — R, continua y de soporte compacto tal

que:
oga<l
i) foB(z)dPx(z)>1—=.

Entonces existe ng € N, tal que [; 8(z)dPx, (z) > 1 - § si n > ng. Por otra parte
la funcién (5f) es también continua de soporte compacto, por lo que existe g € N, tal

que

B(8(Xa) f (Xa) ~E(B(X) S (X)) <3 sin2m.

En consecuencia

A

[Blf (Xa)] -E{f (X)]| < [EIBf (Xa)l - E[Bf (Xa)}l + B {{(1 - 8) - F}(Xa)}]
+[E{{(1-8)- f1(X)H}]

= +E[(1- A (X +E[(1-8)(X)] sin>mg
€ £ £

< §+Z+4_=€ sinzngyn>my.

IA

La dltima desigualdad se debe a que :
") BB(X)>1-¢=E[1-A (X)) =1-EB(X)) <§<}

i) E(B(Xn)) >1-§=>EB[(1-B)(X)|=1-EB(Xa) <%, n2m.

Si ahora suponemos f continua y acotada, tomamos las funciones positivas f*y f-
tales que f = f+ — f~, definidas como

fr(@)=max{f(z),0}  f(z)=-min{f(z) 0}
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y aplicamos a cada una lo anterior para obtener,

E(f*(X.) = E(f*(X))
E(f(X.) — E{f (X))

dado que E(f (X)) = E{f* (X)) — E{f~ (X)), por lo de arriba podemos concluir

E(f(Xa)) = B(f(X)).

ii)=>iv)
Es inmediato porque las funciones cos(s) y sen (s) son continuas y acotadas de los
reales en los reales. Al ser e” = cos(s) + isen(s) , ésta es también continua y acotada,

entonces por (ii)
o, () =E (e“x“) = B (cos (tX,))-+iE (sen (tX,.)) T E (cos (¢X))+E (sen (tX)) = ¢y (£)

es decir lim ¢, (t) = ¢x (t) paracada t € R.

iv)=iii)
Sea f una funcién continua de soporte compacto tal que su transformada de Fourier
f dada por
foy= [er @
es integrable

jlf(/\)ldz\<oo.
R
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La inversién de Fourier nos permite escribir

entonces,

E(f(Xn))

Por hipétesis lim ¢, (=) =
N= 0

1@=g [ e fnn

i
S
‘-.“
g
B
y
O

g B g B g

8 ~—3

e f () d)‘) dPx, (z)

TN

fn e f (A} dPx, (z)) dA

¥~

Sy

(A E (e} di

x| -

Sy

(A) @ (=) dA.

¥l-

I
8

¢x (—)), ademds para toda n

que es integrable. En base a estc y por convergencia dominada

lim E(f (X)) =

-]

. ]qs,, —NFOydr

n—oo 21r

—f¢( i

(f (X))

{(por Fubini)

(-0 F )| < [f],

Para quitar la condicién de que f sea integrable, recordamos el siguiente resultado

de la transformada de Fourier: Si f € C?(R) y es de soporte compacto, entonces f es

integrable.
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Ademds, dada f de soporte compacto y ¢ > 0, existe una funcién g € C?(R), de
soporte compacto tal que |f (t) — g{f)| < &, para toda t € R. (Ver apéndice). Pero la

respectiva § es integrable, y por lo ya demostrado, tenemos que

lim E (g (X..)) = E (g (X))

n—o0

es decir, que dado § > 0, existe un Np € N tal que para todo n > Np,

[B(g (X)) - E (g (X))} < 2

¥y entonces

B (f (Xa)} —E(f (X)) < [E(f(Xa)) —E(g(Xa))| +B(g(Xa)) — E(g (X))l
+ B (g (X)) - E{f (X))

< E-’:-E+£—esl
4 2 4

Teorema 4 Sea X una variable aleatoria tal que E (|X |k) < oo, entonces ¢x € C*(R)

¥

OEDY (XJ (i) +o(t*),

=0
donde ¢ es la funcidn caracteristica de X.
Para la demostracién de este teorema necesitamos el siguiente lema.
Lema6 PaaneNyt>0
. an—1 n
it (it) <

| L R 311 B !

Demostracién.
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L.

Se har4 por induccién.

. . n—1
Sea p,(t)=e*—1—-% - 3(;‘)1—)” entonces, para n =1

t
pl(t)=e“—1=i/ eTdx
0

y como |p, ()| = |f0 "da:l < [y le#dz = J; dz =t, tenemos el resultado |p, ()| < ¢.
Para n — 1, se tiene
!
|Pn l. I P (ﬂ _ 1)|

. Veamos que se cumple para n. Tenemos que

Pn(t) = i/; Pn—yy (z) dT

ya que

¢ - ‘. iz )
i./o Pn-yy (T)dz = i./o. I:e"—l IE—...—((nlz)!]dm

_fet 1 "2
=[St )
— it 1 _ f__t_ - (‘t)n—

1! {n-1)!

Como se vale paran ~ 1
n—1 e

en@1 < [[lowy @l s [ Zae=Em

Demostracién del teorema.
Demostraremos primero que si E (iX ]") < oo, entonees ¢y € C*(R) y 4% (0) =
i*B (X"). Se hard por induccién.
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(1)

Para k = 1 por hipétesis se tiene E (|X|) < oo, y sabemos que

o

ox (t) = E(e*¥) = /e“’dF(x)

—o0

entonces

— % . fhr _
¢X(t+h]z ¢X(t)=fetwe : ldF(:L')

—00

. . dhx .
pero por el lema anterior, para n = 1 se tiene, I" - 1' < |z}, entonces por convergencia

dominada

_ T ihz _
}'I_I'I(l) ¢X(t+hfz ¢X (t) = ./‘E‘tz’l‘l.._l'flo(e l)dF(I)
- / ¢ (iz) dF ()

= =
oo

i f ze"dF (z).

—0o0

Por lo tanto ¢y € C'(R), y ¢y (t) =i [ e**zdF (z), evaluando a ¢/, (£) en t = 0

tenemos,

Suponemos que el resultado es cierto para k — 1, es decir, ¢, € C*~! (R) y

o

¢S5V (1) = i+ / e*=z*1dF (z).

—00
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Para k, sabemos que B (IXI") <00y

(k-1) _ 4D 7 the
$x (th); $x_ (1) _ gt / gt et (e_i"_l) 4F (z)

ety

pero otra vez por el lema anterior, para n = 1 se tiene, |=— [ < fz|, y por convergencia

dominada,
(k—1) _ k1) 7 . ihe _
qusx (t+h)—ox () = fzk—leluﬁm (e l)dF(:c)
frd 3 h—0 h
woo
= i / z*e=dF ()
de donde .
¢S’(°) {t) =¥ / zhe™dF ()

]
que valuada ent = 0 es,
¢®) (0) = *E (X*) .

Hemos demostrado que si E (IX |’°) < oo, entonces ¢y (t) tiene k-ésima derivada
continua y ¢’ (0) = i*E (X*).

Por otro lado, la aproximacion de ¢y (¢} dada por el polinomio de Taylor de orden k
para la funcién ¢y (), alrededor del cero es:

E0) oy
¢xm=§:ﬂﬁﬂﬂ+ow)

=0

sustituyendo a ¢S’P (0) por #E (X7) obtenemos

k i .
bx® =320 @y 40 (2)

i=0
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que es justamente lo que querfames demostrar. B
Tenemos entonces ya los resultados necesarios para demostrar el teorema de conver-

gencia débil.

Teorema 5 (de convergencia débil) Sean X, X,, ...variables aleatorias independien-

tes e idénticamente distribuidas y E|X,| < oo, entonces
1 i PO
;ZX,‘ — U cuando n — oo,
=1

en donde p = B(X,).

Demostracién.

Dado que convergencia en distribucidn a una constante implica en convergencia en
probabilidad, nos bastard con probar la primera.

Como E|X,| < oo, por el teorema anterior sabemos que la funcién caracteristica de

Xy estien C' (R) y es igual a
¢x, () =E () =1+itu+o(t).

n
Sea ¢1, la funcién caracterfstica de 15, = (% > X.') , entonces
" i=1

$is, (t) =E (e"%sn) -E (eiﬁ(x1+...+x,.)) _ klle (e"%xa) _ [¢X1 (%)]n

sustituyendo a ¢y, (%),
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Como la funciones caracterfsticas convergen y por el teorema (3), se tiene la conver-

gencia en distribucién. B

1.3 Teorema del Limite Central

El teorema del limite central establece condiciones bajo las cuales la suma parcial de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, es asint6ticamente dis-
tribuida como una normal con parametros cero y uno. Ocupa un luger muy importante
en la teorfa de la Probabilidad debido a su antiguedad y al fructffero papel que ha ju-
gado en el desarrollo de la teorfa y en aplicaciones. Lo enunciamos y demostramos a

continuacion.

Teorema 6 (del Lfmite Central) Sean X, Xy, ... variables aleatorias indépendientes
e idénticamente distribuidas tales que E(X;) < oo y var(X;)} < o0. Entonces

§1'o-f/—-_£-& 2N (0,1) cuando n — oo,

donde p = E(X;) y 0? =var{X,).

Demostracidn,

Sea Y; = Zizt; entonces E (V) = LE(X)-p) =0y var(V;) =E (¥?) = 1.

Aplicando el resultado del teorema (4), escribimos a la funcién caracteristica de Y;
como

¢y‘(t)=1+t't-0+~{—%)i+o(tz).

Si8 = (71?. > Y.-) = s;ﬁ}:ﬁ, entonces como se vid en la demostracién del teorema

i=1
oo ()]

anterior
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sustituyendo a ¢y, (t)

s (t) = [1 - (%)2 % +o ((%)2)}“ o et = By (1)

Como se da la convergencia puntual para la funcién caracteristica, por el teorema (4)

sabemos que S, converge en ditribucién a una normal estandar. B
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Capitulo 2
Variacién regular

La teorfa de variacién regular fue introducida por Jovan Karamata en 1930. En forma

simple, variacién regular se puede ver como el estudio de la siguiente relacion:

lim fa) = g{A) € (0,00) paratoda >0

e

asf como sus numerosas ramificaciones. Esta teorfa ha resultado tener muchas aplicacio-

nes en la Probabilidad y por ello nos interesa.

2.1 Funciones de Variacién Lenta

Definicién 2 Sea ! una funcidn positiva, medible, definida en alguna vecindad {M, co)

de infinito, y que satisface

. U{Az)

SHTE)

=1 para toda A > 0.

Entonces se dice que I es de variacidon lenta.

Estas funciones fueron introducidas por Karamata en 1930 para funciones continuas

en lugar de medibles. Cabe observar que la vecindad [M, co) es de poca importancia;
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podemos suponer a ! definida en (0,00) — por ejemplo definiendo I(z) = {(M) para
z € (0,M).

Ejemplos de funciones de variacién lenta son aquéllas positivas que tienen lfmite
en infinito, es decir 1155,10 I(z) = ¢, con ¢ > 0. En particular, las funciones constantes
positivas. La funcién logaritmo (log z) y sus iteradas (log, ) también varfan lentamente.
Un ejemplo de funcién no logarftmica es I(z) = exp {logz/loglogz}. Sin embargo,
funciones de variacién lenta pueden tener

liminfi(z) =0, limsup!(z) = o0

T—a0 T=+00

un ejemplo de estas funciones “de oscilacién infinita” es

I{z) =exp {(log z)g cos [(logz)é] } .

Antes de continuar daremos un lema que da una caracterizacion de las funciones de
variacién lenta. Este serd importante ya que se usars en casi todas las demostraciones

subsecuentes.

Lema 7 Seah(z) = logi{e®). La funcidn! es de variacién lenta si y solo 3i=li1£1° hiz+u)-
h(z) =0 pars toda 1 en R.

Demostracién.
=) De la definicién de A (z) se tiene

h(z +u) — h(x) = logl(ee*) - log (e%) = log (Il(e(i:‘)‘))

s MeTedy e M) = =
ycomozl_%iﬁ,%—ylgg—&ﬁl—l,toma.ndoy—e’y/\—e“>0pa.ratoda.uE]R,se

tiene

:lijl‘}oh(:c +ul-kz)= ,l_if,lobg (ll(e(i:';)) = 0.
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<) Por definicién de h, tenemos que e*® = I (&) de donde

I{(My) ehllosin)

G — oM} —h(logy) _ hla+ul-h(a)
i eh(losw)

entonces, al tomar el limite cuando y tiende a infinito y hacer el cambio de variable

x=logy y u=log A, se tiene

yl;]{go [%} = :]j_x’{.lo Mot} — 0 — 1 paratodoucR. W

Muchas veces preferiremos trabajar con la correspondiente funcién h en vez de con la
propia i.

El teorema. considerado como el de mayor importancia en el tema, es el lamado Teore-
ma de Convergencia Uniforme (T'CU), y se demuestra a continuacién. Para este teorema,
necesitamos el siguiente concepto. Diremos que zli_x.go f (Az) = ¢ converge uniformemente
para A en un conjunto compacto K del (0,00), si para toda £ > 0 existe un zp > 0 tal
que |f (M) — ¢l < s-para todo z > zp y para toda X € K.

Teorema 7 (de Convergencia Uniforme ) il es una funcidn de variacidn lenta,

entonces
I(Az) , .
@) = 1 converge uniformemente para A en un conjunto compacto de (0,00).
T—OD
Demostracién.

Sea h (z} = log [l (¢%)], por hipétesis tenemos que
lim [A(z+u)~h(z)] =0, paratodaucR (2.1)

Hay que demostrar que (2.1) se da uniformemente para « en un subconjunto compacto
de R. Pero basta con probar uniformidad en cada intervalo [0, 4], ya que transladdndolo
obtenemos uniformidad en cada intervalo cerrado y acotado.
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Tomamos ¢ € {0, A). Para = > 0, sean

I, = [z,z+24]

E = {te],:|h(t)-h(a:)12%s}
E = {te[0,2A]:|h(z+t)—h(z)|2%s}.

Nétese que E; = E; + {z} . Entonces como [ es medible, E, y E también lo son y
v(E;) = v(E.}, donde v (-) denota la medida de Lebesque.

Por (2.1) existe un zp > O tal que si z > z, entonces [a{z+t) —h(z)] < Je ¥y
t ¢ E;, es decir 1g, (t) = 0 para toda x > zo y por lo tanto li]:&lg; (t) = 0 para
toda £ € R. Ademds 1g; (t) < 1jpz24) (t) ya que E; C [0,24]. Enm:ces por convergencia
dominada. f; 1g; (t) dz = v (E.) también se va a cero. De ahf que exista un cierto zo tal
que v (E;) < ie para z > z,.

Para c € [0, 4], Iz4c N Iz = [z + ¢,z + 24] tiene longitud 24 — ¢ > A, mientras que

para T > Iy,
V(B UEsye) <v(Er) +v(Beye) =v(B) +v(El.) <e<A.
Entonces para ¢ € {0, 4] y £ = zo,
(Ie4e NI} \ (B2 U i)

tiene medida positiva ya que la medida de (I.,. N I.) es mayor que A y la de (E. U E;,.)

menor estrictamente que A. Por lo tanto es no vacfo. Sea t un elemento en Ry, o), entonces

A0~ h@) < 357 b))~ h(z+0)| < 3.

41



+

De aquf que para toda ¢ € [0, 4] y para z > x5,
[hiz+c)—h(z)| <e

lo que demuestra la uniformidad en [0, A]. B
El siguiente teorema, nos dice exactamente como son las funciones que varfan lenta-

mente.

Teorema 8 (de Representacién) La funcidn | es de variacidn lenta si y sélo si se
puede escribir de la forma

1(&) = ¢ () exp { / #du} (z > a) 22)

pare alpina a¢ > 0, y donde c(z) — c € (0,00) y e(z) — 0, cuando x — oo.

Demostracién.

Demostraremos primero, que { (z} definida como en (2.2) es de variacion lenta.

Dado que }i_gloc(x) = ¢ € (0,00) sabemos que c{z) es de variacién lenta, entonces
por el TCU, para A > 0 y para cualquier ¢ > 0, existe una zo > 0 tal que para toda
T >z ' )
< (1+e). 23

Si A > 1, dado que ‘}_1_.111 e(u) =0, para € > 0 y para z suficientemente grande
Az _ Az Az
/ —Edusf fl“—)dugf du
s U z u s U

pero
e
f ;du = g [log (Az) — log ()] = £log ())

teniendo asf que

—e(log(A)) £ /:z ﬂdu. < e (log(A)). (2.4)

u©
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Como la funcién exponencial es estrictamente creciente, al aplicarla a (2.4) no se
altera la desigualdad, y al multiplicar por (2.3) obtenemos,

Ax
f(%exp{/ #du} < (L+e)exp{e(log (A)}

Az ]
Vo {["28as} > G-geniemson oo
ademds,
lim [(1 + €) exp {& (log (A))}] = 1
y

li [(1 - &) exp {—¢ (log (A))}] = 1

de donde vemos que para ¢’ > 0,

[(1+&)exp {e (log (A))}] < 1+¢

[(1-€e)exp{-e(log (A} >1-¢

8i €' < 8. Por lo tanto

1—5’<cc—(('\5—)exp{./;h-££—u)du} <1+¢

lo que implica, por definicién de lfmite

i 100 i €02 1200, )
= u

z—00 | (z) Tz ¢(z)

Para 0 < A < 1 la desigualdad (2.4) quedarfa como

—clog{—A) = —¢log (%) < /: %dﬂ < elog (;—) = glog (—A)

Az
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es decir

—elog (—A) £ fh f?du < elog(—A)

¥ procediendo como en el caso anterior, se llega a que

lim Haz) lim E:Mexp{/hE—(-t-llldu}=1.
: U

o 1(z) e (@)

Como ya vimos que pasa para toda A > {, se concluye que ! es de variacién lenta.
Para demostrar la otra parte del teorema, necesitamos del siguiente resultado acerca

de una propiedad importante que cumplen las funciones de variacién regular.

Lema 8 (Seneta 1973) Sil es positiva, medible, definida en alqn intervalo [A, 00) y

lim 1{Az)

s 1(z)

=1 paratoda A >0,

entonces | es acotada en todo intervalo finito suficientemente lejos a la derecha. Es decir,
eziste o > 0 tal que si I = [a,b] con e > x4, entonces existe M; > O con la propiedad de
que 1 (z) < M; para toda z € M;. Si definimos h(z) = logl(e®), h es también acotads
en intervalos finitos suficientemente lejos a la derecha.

Demostracién.

Por el TCU, podemos encontrar una z, suficientemente grande tal que
la(z+u)—h(z)l <1 paraz>z¢ (ue(0,1)])

de ahf que
|2 (z)| £ 1+ |h(zo)| en [zo,z0 +1].

Ahora, por induccién se prueba que

|h(z)] < n+|h(x0)] en [zo, o+ ]



por lo tanto, h es acotada en intervalos finitos lejos a la derechs, de donde concluimos lo
mismo para [ (z) =exph (logz). @
Demostracién del Teorema (continuacién)

Podemos reescribir a (2.2) como

l(z) =exp{c, (z) +j: £~E—:i)du}

donde ¢; (z) y £(z) serfan funciones acotadas y medibles, ¢; (z) = log (¢ () = d =
logc € Ry e(z} — 0 cuando 2 — oo. Si definimos A (z) = logi(e*), por €l lema 7, el

que [ sea de variacién lenta implica:
hiz+u)—h(z) il 0 paratodauecR (2.6)
Entonces probaremos que h se puede escribir como

h(x)=d(z)+f€( \du (> a) (2.7)

donde b=loga,d(z) =¢ (¢*) - d =logc.

Haciendo el cambio de variable v = logu en (2.7) , tenemos que

[%‘ldu ='[=as(e”)dv='/:6(v)d”

donde e(z) = £ (") y e(z) — 0 cuando  — oc.
Por el lema de Seneta, sabemos que h es integrable en intervalos finitos lejos a la
derechs, siendo asf acotada y medible. Por otro lado, para z, suficientemente grande

podemos escribir

/th(:c)dt—f t)dt+f+ h(t)dt
f h(z)dt—(f h(t)dt+ :Hh(t)dt)+(L?+lh(t)dt+[c::h(t)dt)
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- ]z+l{h(x)—h(t)}dt+'/’:{h(t+1)—h(t)}dt+/=n+lh(t)dt

g

donde el 1iltimo término es una constante, digamos c.
Si e(z} = h(z +1) — h(z), entonces dado que ! es de variacién lenta y por (2.6),
e(x) ol 0.
Ademss [T {h(x) ~h(t)}dt = [} {h(2) —h(z+u)}du = 0 debido al TCU.
Por lo tanto

h(z) =d(z)+j;ze(v)dv

x0

+1
h (t) dt — ¢
00

d(:c)=/:+1{h(:c)—h(t)}dt+/

Xg

e(z)=h(z+1)—h(z). 0

Usando este teorema, vemos que la funcidn logaritmo que es de variacién lenta, se

logz = lexp{/ ulc:gudu}

donde ¢(z) = 1,&(z) = gl
Cabe noter que la representacién dada por (2.2} no es unica, de hecho existe una

representa como

funcién de variacién lenta !;, con ciertas propiedades, que es equivalente a i, (I; ~ 1), es

decir lim ,": = 1. En el siguiente teorema se demostrars esto.
T=00

Teorema 9 (Bruijn 1930) Ses | una funcidn de variacion lents. Entonces I{z) ~
li(z) donde I, (z) € C®[a,00), y si hy (z) = logl; (¢*) entonces tiene la propiedad de
que

h(l") (z) ol 0 paran=12,..

Entonces les de variacion lenta con representacién I, (z) = exp (c1 + f: L‘,(gdt), en
donde ¢; = hy (loga) y &; (t) = R} (logt).
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Demostracién.
Sea p(-) € £ (R) una densidad en R con soporte [0,1].
Sea h(z) = log!(e®) y sea

efzy={h{in+1)=h(n)}p(z—n) (n<z<n+1)

con n suficientemente grande para que [n, o0) esté en el dominio de h, digamos n > B
(B un nimero entero) .

Entonces e(z) € £ (R) en cada intervalo (n,n + 1) y también para los extremos,
ya que p y todas sus derivadas son cero en 0 y 1. Para k = 0,1,...definimos M, =
s;t{:]pl l {p* ()|, donde p'@ = p. Todas las M; son finitas por lo que:
2e[0, .

€9 (@) = HAa(z]+1) = a (=)} [p™ (= - [z])]

[{A (2] +1) - B (D} Ms_— 0.

in

Sea hy (z) = A (B)+ [, ; e (t) dt, entonces hemos demostrado que h; (z) € C*® (R)y que
todas sus derivadas son o{1) cuando £ — oo.

Finalmente, para x > B

hiz)—hy(z)

@) -hE)- [ ewa
B+1 [=] T
[h(z)-h(a)]—VB e(t)d:+...+/[ e(t)dt+L]e(t)dt]

]—1

[A{z) - h(B)] - {(h(B+1)-h(B)) - (R(B+2)—h{(B+1))
e = () = A (fe] - 1)) -f e(t)dt]
[=}

h(x)—h([z})—ge(t)dt

z—[z}
h(z)—h(lz]) ~ {A{lz}+ 1) —’1([31)}_/0 p(t)dt
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y por el TCU, lo anterior se va a cero cuando z tiende a infinito. Entonces { (z) ~ [ () =

exph, (logz). ®

En el siguiente teorema veremos que si f no es “demasiado patolégica” y S (el conjunto
de todas las A > 0 tales que zlinolo 17%’)) = g (A) € (0, 00) se cumple) no demasiado pequeiio,
el limite es cierto para toda A € R* donde g (A) = A’ para algin real p. Tal resultado

caracteriza los posibles lfmites g.

Teorema 10 (de Caracterizacion) Si la funcidn positive f es medible y tal que

- f02) _ -
lim 205 =9 () € (0,00)

para toda A en un conjunto de medida positiva, entonces:

1) el ltmite (2.8) es cierto para toda A > 0,

ii) eziste un nimero real p, tal que g(A) = A° para toda A > 0, y
iii) f(z)=2zl(z), conl de variacién lenta.

Demostracién.
i) Sea S el conjunto de todas las A > 0 tales que (2.8) se cumple.
8i A, ; € S,entonces

lim £ O02) _ o FOwa) [ (p)

s f(z) e flpz}  f(z)

=g(Ng(p

dedondeseve que A\p€ Sy

gr)=gN g (\pes).

También vemos que si A € S, entonces 1 estd en S, ya que:

(M) v | f(y)
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donde en la segunda igualdad se hace el cambio de variable y = £

Obteniendo asf que g (1) = ﬁi'

Entonces S es un subgrupo multiplicativo del (0, c0) que contiene a un conjunto de
medida positiva, lo que nos permite concluir que 5 = (0, oo) .

ii) Sea h (z) = log[f (¢%)] y k (u) = log [g (¢*)], entonces (2.8) es equivalente a

Jim e+ o) — (o)) =g [L70] —togg () e B, vueT o

donde T = {logA: A € §}. Como S es un subgrupo multiplicativo, T es entonces un
subgrupo aditivo de R, y k(u+1v) = k{u) + k(v),{ conu,v € T). Por un resultado
conocido de andlisis se tiene entonces que la funcién & es de la forma: & (v)=p u, con
p € R. De ahf que log[g (¢*)] = p - u y finalmente que

9(A) = exp (logg (e'#*)) = exp (plog A) = ).

. s . fO2)/(x .

iii) Si tormamos I () = Lz(;l' entonces 31520 7(155! = ,Ii.lg dafay _ 1 (:,-]'EE@ !,\: ) _
1l paratoda A > 0.0

En la siguiente proposicién enunciamos algunas propiedades de las funciones de va-

riacién lenta.

Proposicién 1

i) Sil varfa lentamente, entonces lim %‘;—‘1 =0.
T 00

if) Sil varta lentamente, también lo hace (I(z))* para toda a € R.

lii) Si b, l; verfan lentamente, también lo hacen ) (z) I, (z), I @) +h(x), ysily(z) -

oo cuando £ — 00, l; (I2(x)) es de variacisn lenta.

iv) 8ily, ..., g vartan lentamente y r (z,, -+ Tk} €8 una funcién racional con coeficientes

positivos, r (I (1), ...,k (zx)) es de variacion lenta.
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Demostracién.
i) Sea I; (z) € C=(R) tal que § ~ I La existencia de tal funcién ests garanti-
zada por el teorema de Bruijn. Como lim {-((9— = 1, se tiene que lim log [—l-@-] =
z—oo z) T ll(’)
lim {log (I (z)) — log {1, (z})] = 0, por otro lado
z—00

i (28020 =l 4, ) ) - jm (o8l _ ket LI

200 logz logz logz

Z=+00

logi(z) _ (log (i{z)) _log{h (z))) 4 Joghi (=)
logz logz logz logz

de donde vemos que basta demostrar que

Lim 084 _ o
z=c0 logz

Haciendo z = ¢¥, claramente x — oo si y s6lo si y — oo, de donde,

logh (a) _ loghy () _ logly (¢") _ hu (3)

logz logev y y
5i hy (y)es acotada,
lim B4 (") _ o
Y= Y

Si por el contrario A (y) e aplicamos la regla de L'Hopital y el teorema. (9)
para obtener:

i) Dado que zli_pélo !—,((“-‘;’;) =1,y la funcién f (z) = z* es continus para toda o € R,

(i()“"—))a—li [I()‘I)Q=Lh' l()\:r:)]a=1.

= ((z))" s | 1(z) ~e 1(z)
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iii} Para ver que el producto de dos funciones de variacién lenta es también de varia-
cién lenta, se calcula directamente el lfmite

Km Il (J\x) 12 (A.’L’) = Lm 11 (A:l:) lim 12 (AI) _

2o

z—o h(z)l(z)  emeo (z) ey Ia(z)

En el caso de la suma, se observa que

4L ()u:) + 13 (-\I) -1 = L (A"E) + 1 (Az) -1 (:l’.‘) -1 (:1‘)
L(z)+;(x) Li(z)+ 1 (x)
(h (Az) — L (=) + (la (Az) — ba (2))
hi(z) + 2 (2)

(h(O2) b (=)] | (2 (Mz) — & (z))
L{z)+b(z) L (z) + & (z)
(h Az} ~ b (@) | |2 (Az) - la(z))
h(z) 2 (z)

100
h(z)

A

IA

lz ()u:)
* L (z) ‘ll

donde el wltimo término se va a cero cuando z tiende a infinito, por ser I, ylzde Wién

lenta, de ahf que
-l (Az) + 1 (Az)
lim 2222
zwoo ) (2) + b (2)

Para el tercer resultado, sustituimos a la funcién I, (z) por su equivalente
¢ (z) exp { f %ﬂldu} (Teorema de Representacién), en el cociente:

W) _ " (”("’”’e"p{f s}
- i)

e e i)

T

b (crte) e { [ ttlan])
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(urgn(1200)
L {1z (z))
h(k(z)g()z))
L (iz2 (%))

cz(z)

Az ' Az
donde g (A, z) = 2 exp {f ‘—(’u‘—‘ldu} Debido a que lim 222 =1y Lim [ 2Mgy; =0
se tiene que *
lim g (A z)=1.

Podemos entonces recurrir al TCU. Como I; es de variacién lenta, se sabe que para
toda € > 0, existe una § > 0 tal quesi [e — w|-|y] < §, entonees |l (¢ y) — L (w-y}] <=

Lo anterior implica que si hm l&‘—”l = 1 entonces hm =1.Enestecasoc =1,

llfy
y w=g{A,z), por lo que en efecto lce—g(Xz)| <6, y y = I3 (2}, que sabemos tiende a

infinito cuando £ — oc. Por lo tanto podemos concluir que,

h02) . hkEen)
A h @) e @) ¢

a1zt fdx -y

bt e, UNa funcién racional con coeficientes positivos,

iv) Sea r (x5, ... %) =

entonces

. r{ly(Az1),.. delAze R T ay!;!.\:zlﬁ-...a}oa!-!k!.\n[ bi-ly (za )+ +be-ln{zn)
Jim 'ur(x.‘(z' Ig, .4;5:.)) = lim

Z00 blvll(n\zl)i-...-l-brli(lrg) ’ arh(z‘ﬂ-i—...-}-ﬂyh(zk)
— hm alb1-Il(Azl)h(::1)+...+a|.bp4-h.(.\z.,)1,,(::;.)
T zooe Mk (Az )i (z)4 - donbe L { Az M (24)

=1R

2.2 Funciones de Variacién Regular

Definicién 3 Si una funcidn positiva f (z) , medible, definida en el intervalo [z,00) con

:c>0,esta1que'
f (Az)

)

dectmos que es de variecidn regular en infinito con fndice p, y escribimos f € R,

= M para toda A > 0.
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Definimos R = [J R, 2 la clase de todas las funciones de variacién regular.

PER

Proposicién 2 Si f es de variacion regular con tndice p # 0, entonces cuando £ — oo

f(z) - oo sip>0
0 sip<O

Demostracidn.

Si f es de variacién regular con fndice p, vimos en la seccidn anterior que podemos

escribirla de la siguiente forma:

f=z) = =*i(z)

= zﬂc(z)exp{f%du} (z 2 a)

pa.ra.a.lgunaa>0,dondec(z)—»ce(0,00),5(:)—+0cua.ndoz—->oo.Dea.hIque
f(x)={c+o(1)}exp{/[—’iiui‘l)—]du} (O<c<o)  (29)

(redefiniendo a f en alglin subconjunto compacto de (0, 00), de ser necesario).
T . sip>0
Entonces exp{f L‘*—*%(mdu} N e
1 el Osip<0
¥y por la representacion de f (z) en (2.9) queda demostrada la proposicién. B

A continuacién veremos algunas propiedades de las funciones de variacién regular.
Proposicién 3
i) Si f(z) € R, entonces f (z)* € Ry,
ii) 5i f; (z) € Ry, (i=1,2), fa (2} — oo cuando = — oo, entonces f, (f2(z)) € Ry b,

iii} Si fi(z) € Ry, (i=1,2), entonces f, + f2 € R, donde p = max (P1,02) .

53



Ll

-1l

iv} Si fi(z) € Ry (i=1,....k) y 7{2y,...,7x) es una funcion racional con coeficientes

positivos, entonces v (fi (z1),..., fi(z}} € R .

Demostracién.

i) Puesto que lim 1’,%5)2 = X y la funcién g (z) = z* es continua para toda a,
T—rod

NTIE) [f()\x)]" e
S GET @] T
de donde f (z)* € Rap.
ii) Por el Teorema de Caracterizacién, sabemos que f; (z) = 2%l (z), y que I (z) =

x
ez {x) exp { f ﬂt?ldu} se sabe por el Teorema de Representacién. Sustituimos ambos

a
valores en el cociente

I G taa ),

a

hRE) T T, (xp,q(x)m{cfﬂgldu})

i (f2 (2) '\”%‘%e"l’{:f: ﬂ"ﬂd“} )

fi(f2(z))
_ fhilEgl)
hHfa(z)

Az
donde g (A, z) = A2 oxp d [ €My b v entonces lim g (A, z) = M2,
eafz T Y z—00

Aplicamos el Teorema de Caracterizacién a f, (z) ,

Hif(zlghz) | (@) e o)L (f2(x)g(\ 1)
H(fa(z)) (f2 ()Y Ly (f2 (z))
_ gz 4 (fa () g (M)
h{f2(x)) )
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Ahora tomamos el lfmite cuando z tiende a infinito. Dado que lim fr(z) =0y por

la propesicién (1), inciso iii), se tiene,

i LB (2)900,2)

ST L (@) !

por otro lado,
Em (g (X z})** = AP,

Concluyendo

AlaG2) L AR )
BRE - TG
= Tim (g (A! :”'))P1 Il (f2 (I)g (A)z))
3~ h(fa(z))

_— AP),Pz

lo que implica f1 (fa (z)) € R, ,,.
ili) Sin pérdida de generalidad, supondremos que p, €s mayor que p,, es decir p, =
max {p,,p,} . Por el Teorema de Caracterizacién:
lim £ {(Az) + fo (Ax) _ o (AZ) 4 (Ax) + (M) g (M)

=0 fi{z)+ fa(z) zh-ﬁlo () i (z) + @ lh(z) (2.10)

Usando el teorema de Bruijn, si ¥ € € (R) es la funcién de variacién lents, tal que

h~1yly~1U, (210) se simplifica a

2 (75) (Frrom)] - (58 am (Gri)
i (o)

() (14 (Azyma)

= (2 (T+ @)

i 1+(A$)P2"P1

= M lim
T—00 1+($)P2—P|

I— o0

(py ~ py <0)
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= N\

lo que implica f, + f; € R,, donde p = max (p,, p,) -

iv) Sea r(zy, ..., 24} = %{—:{ﬁﬁf, entonces

lim Tilege.faldza)) lim G:-b!hl%-i--n-i-ﬂk-fkj/\n! Chen(E b fi(ze)
oo T fa(ze)) oo N NOFF e fe(Aze) e fi(z0)F e fu(Te)
= lim ﬂxbrf:ﬂl-'f:!h!:x!+---+Gnh'&§hklik§1k!
zesoo Wb Ai(AT1 M i ()4 Herbe- Fu(ATy) fulze )

=1

de donde se concluye r (z;,...,2x) €ER. W
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Capitulo 3

Generalizaciones del Teorema del

Limite Central

Una vez estudiado el teorema del lfmite central, consideramos el siguiente Mmite:

lim P (&i‘—”_" < :c) — L{z) (3.1)

en donde al igual que antes { X, },, .y s una sucesién de va.riables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con varianza finita, S, Z Xi, ¥ {an}oen ¥ {Bn} ey S0
sucesiones de reales con a,, > 0 para toda n'c N. Entonces surge la pregunta. ;Bajo qué
condiciones de ¢ (z), se asegura la existencia de sucesiones de constantes a, > 0, y by
tales que el tmite (3.1) exista?

En este capftulo presentaremos condiciones suficientes sobre ! (z), para que el limite
(3.1) exista cuando L (z) tiene la distribucién normal (0, 1), denotada por (), y cuando
las X}s tengan una distribucién diferente de la exponencial ¥ con esperanza u positiva.
El caso exponencial ha sido estudiado en [6]. .

En adelante S, denotara la suma Z; X; de variables aleatorias X!s independientes e

identicamente distribuidas, esperanza i > 0 y varianza ¢? < oco.

A continvacién demostrarermos un lema que relaciona funciones diferenciables con
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n

funciones de variacién regular, el cual usaremos posteriormente en las pruebas de los
teoremas que enuncian las generalizacicnes del TLC que buscamos.
En adelante la funcién h (z) denotard a una funcién real positiva no decreciente con

valores en el intervalo (z,00) con z > 0, y tal que lim h(z) =
Lema 9 Sea h(z) una funcion diferenciable en el intervalo {zo, 00), con zo > 0.
i) $i para algin a € (0,00)

W) _
fim i = (3.2)

Entonces h(z) es una funcidn de variacidn regular en infinito con fndice o.

if) Si 4’ (z) es una funcion mondtona y h(z) es de variacion regular en infinito con

fndice a, entonces (3.2) se cumple.

Demeostracién.

i) Por hip6tesis tenemos que dado ¢ > 0, existe un ¢ > 0, tal quesit>iy

es decir, para t > ty

_€<_h%< +a

a—e H({t) eta

IO (3.3)
si tomamos = > 1,
(a—s)f — < / ()dus(a-ke)./wgg
(a—e)log-t— < / (()) du < (a+e¢)log ?
expl(a - ¢)loga] < xp[ ’,f((:))du} <epla+elogs].  (3.4)
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Por otra parte

h(tz)

e Ay
De (3.4) se deduce entonces
exp[(a — €) log 7] < h((tt)) < expl(a + ) log a]
es decir,

—e . h(tz)
£ g ="t g gote

Como hma:"‘“ #* =limz%"¢ tenemos que para toda ¢t > ¢,

e=—0

h(tx)
e

=z* paratoda z > 1.

8i z € (0,1) como tz < ¢, de (3.3) se obtiene

- [ T<

t pt t
:((:))dus(a+s)]tz%

de ahf que

_(Q—E)f,:% 2 h‘u) a+e)/
u)
)

h
o Y,
P

1
-—(a—e)log;

o] 2 ool

Por otra parte

v

T duz —(a+te) log -
K (u)
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(e = o llog (h(tz)) —log (h(¢))} =exp{ = B (u)du}_

h(a) du] 2 exp [— (e +€)log %] .

(3.5)



v = e llog (h(ta)) ~ log (A ()}
_ “  (u)
= exp{[ R (4) d"}
_ lh'(u)

e""{ = () d“}

entonces
exp [— (a+e)log ﬂ < ’;;(;:;) <exp {- (a—c)log -]
@ < se )
es decir,

h(tx) _
a4 < < s.
T ~ —_h (t) g

Procediendo como antes, tenemos que

. htz)
30

=z para toda z € (0,1). (36)

De (3.5) y (3.6) vemos que h(z) es una funcién de variacién regular en infinito con
ndice a.

ii) Supongamos primero que A' (x) es no creciente. Entonces paraz > 1yt >0,

lt)

h (tz) L_hmn—hu)zﬂuwugmz (
h(t)

R(ty T hf) h(2)

< oL (tz — 1)

asf,
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h(tz) o h() K@),
i n L= liminf R 1T° hfn-.gfh(t) (z-1)
entonces,
-1 R (1),
=1 t—s00 h(t)
Y

LAUbY 3.7)

Similarmente, paraz <1y £ > 0,

ko) A -h(e) _ fok(Wdu K@)

h(t) h{t) N ht) h(t) (= tz)
haciendo t — oo,
I_H{Eﬂlp’;l((t;) _ 1_‘%’;(;’;) 1-22> hmsup-h’(L))f(l—z)
entonces,
1-2z= '()
1=z 2 hﬁigp h(t)
Y

) e K (t)
= —— > lim .,
o=l 2 lmsw ot (38)

De (3.7) y (3.8),

B (t) B,
a<hn—]»£fh(t)t<hﬂi h.()
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lo que implica,
o YO,
=T10N

Supongamos ahora que A’ (z) es no decreciente. Entonces paraz > 1yt > 0,

h(tz) . h(tz) - h(t) j; K (u W (1)
RO T AW h(t, SR vACED
asf,
htz) . h{tz) e - K (@)
S8Ry T Mgy 1=t - 12 imsup gtz - )
entonces,
it 2 lirn sup f (t)

-1 K,
B > limsup 3ovt. (39)

Similarmente, paraz < 1yt > 0,

hitz) _h{t)—hitz) _ Lok (Wdu _ K (5)
1- R(t) R  A@ -h(t)(t_t)

haciendo ¢ — oo,

t !
1~ limint R2) _ g _ th]gh(tz) 1-z® <hm1nfh(t)t(1—:z:)

t—oo  h(t) h(t) t—o K (t)
entonces,
-2 A (t)
l—r = t=o h (t)
o 1-g® .10}
ahll—rﬁl—z_ t_m h() (3.10)
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De (3.9) ¥ (3.10) se tiene,

W), k()
o < lpinf 7yt Slimsup grst <a
de donde,
K,
=I0N

Con lo que termina la demostracién. W

Una vez obtenido este resultado, presentamos tres teoremas que nos dan condiciones
suficientes sobre la funcién ¢! (z) para que existan sucesiones {aa}en ¥ {Bu}nen con
@, > 0 para todo n € N, tales que el lfmite (3.1) es cierto cuando L{z) =®(z),1a
funcién de distribucién de una normal estandar.

Teorema 11 Sea h(z} una funcidn diferenciable en (zo,00) para cierto zg > 0.
Si
th'(t)

t_‘mh—(t-)—=a eon a € (0,00),

entonces para @ (z) = A~ (z} y = € R se cumple que
im p(ﬂ“_"ﬂs_z) = & (),
N—00 a’l

donde b, = ¢ (nu) y%:%.

Demostracién.
Primero verificaremos que en efecto la funcién inversa de A existe. Por hipétesis sa-
bemosquepa.rao<e<a,existeto>0ta.lquesit2to

—o] <

]w ) .

h(t)

es decir, para £ > ¢
Q‘—E(h’(t) < ate
t A(t) t
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y como h es positiva
h(t) (1;—") <H () < h(t)@.

Pero (a — €) > 0, por lo tanto k' (£) > 0. Es decir, h es estrictamente creciente en €l
intervalo (tg, o0) y por lo tanto la funcién inversa existe ahf.
obsérvese que

p(‘i(_‘?."_)_ig_fg) = P(p(Sn) € za, + by)

Gy
P (S, < h(zan + by))
_ Sn—np _ h{za,+b,) —nu
- P( o = )

I

ovn

Ahora supongamos que

lim ____h(a,,z-i—bn)—np:a:

n—o ovn

es decir, que para ¢ =  existe una Ny € N tal que para toda n > N;

(3.11)

h(anz:+b,,)-—np_z (l

ay/n k
0 sea

1 h{anZ+bn)—np
EST o/m <

Entonces definiendo g, = -‘%&Eﬂ se tiene,

1 h{anz +bp) — np 1
Plg.<z-=) < < T T Y e < =
(gn T k) = P(gn = \/f_l < Gnsz+ k

:r:+l
%

para esa ¢ fija, hacemos n — oo,



. 1 . hianz + by) — nu . 1
Ly, iy I < -
nliml‘(gn_a: k)_ﬂh_glP(gns o7 < lim P ST+

¥ por el teorema del limite central,

) 1 1
nlgm;ol’(ynshz) = q»( “E)

Y
1 1
nh_?clol’(gn<z+;)=¢>(z+;)
por lo tanto .
1 ) h(anz + bs) — nu 1
-~ 2 < < < -1.
(P( k)_nli—-n;:P(gn_ a/n <o .7:+k
Como esto iltimo es cierto para cualquier k, hacemos k — oo
. 1 . h(ani+bn)—nu' . 1
Jm (o= g) < Jim P (< ML) ¢ i g (o4 ]
y de ahf,

=00

. So—np _ hionz+b8) —np
< =
lim P ( Y oTn & (x)
que es lo que queremos demostrar. Vemos entonces que basta con probar que (3.11} se
cumple bajo la hipétesis (3.2).

Sea T, = a2 + by,

h(za) —np  hiza) = h(bn)
ofn  oy/hlbe) (312)
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_ VA~ k()

o/ h{by)
= \/?ﬁ(\/h(a:n —\/h(b,.)) (1+ ';((::)))

i a : fu In
Entonces demostraremos que '31_{20 Vh(za) - Vh(b,) = 7GTY n]i-nc}o 1+ I{EB'.,'% =9
Para el primer lfmite consideramos la siguiente igualdad,

Vh(zs) ~ VRG) = L 2\’;}?‘(_2‘
Zn ‘U.h' u)
by

Como h (z) es creciente, entonces &™! (z) también lo es. Ademas h~! (ns) = b, — oo
cuando n — oo. Por (3.3) y por la igualdad anterior, tenemos que para todo ¢ € R tal
que § < £ < a y n suficientemente grande,

(a—¢) f - ——V;‘tf“)du < VA (am) — VA (B) < (o +) f " ——V;Eu)du (3.13) -
b br,
mo 1/ (u) es una funcién no decreciente, podemos acotar las integrales :

om0 [T,

v

J%ti)\/mf’“f&
b U
= (Lz_-i)-\/h(b.,)log (:—:)
= %ﬁmlog(%z+l)

(a+€)./h‘/h(u)du < (a:s)mﬁn%

b 2u
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= EE;_“:)\/WM; (Ex+ 1) .

Por lo tanto

CC Vg (22 +1) < VA - VAT
< (“;‘)mmg(gfn 1).

Multiplicando y dividiendo por o= m"..

n ?

VA (Za) — v h (bn)

IA

&an—log (&.7:+1)%:‘L
b 2

h
= (1+£) (2\/__) z((:“))log( z-l-l)

¥
an (@ —¢) an =
VARG - VARG 2 2 i (22 41)
bn
= (1 5)(2\/_)1013( +1)'“
de ahf que,

'y
IA

Vh(za) — Vh(b)
bn
(1 _)(ZJ‘) h(( )log(1+£);14)
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Como & = 247 _, o cuando n tiende a infinito y por el limite:

Iimlog(1+§)“=x

n—o0

vemos que tomando limite cuando n tiende a infinito en (3.14) , obtenemos,

(-2 )

lim inf v/A (za) — v/h (bn)
liit:ﬁp\/h(zn - Vh(b)

(1+ 2) (5%) z lim 4 / ';((:;‘)) (3.15)

IA

IA

Por otro lado

y como 2 = %= — 0 cuando n es grande,
lim (E"—z + 1) =1
n—~oo \ b,
Lo que implica que para toda & > 0, existe una N € N, tal que para todon > N
a,
l—e<—z+1<1l+e
bn
Entonces, si multiplicamos por b, que para n grande es positivo,

bn(l—e)<bn(%z+l)<b.,(l+s)
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aplicamos la funcién & (z) que es no decreciente,
hibo(1—€)j<h [b,.{%z + 1)] <hb. (1+¢)
y finalmente dividimos por A (b,) que es poesitivo para n grande, obtenemos

Mlba(1—e) [+ 1] hpagre
N (% A TR

Por la primera parte del lema (9), sabemos que lim 22 = z* y como b, — oo

t—o0 h(t)
cuando n tiende a infinito, tenemos que

A (1-e)] .o h[bn(%‘:ﬂl)]

TRy - @t slm il — e

hba(faz +1) ‘

o g L] )
Como%(li—e)“=£i_1£(1+e)"=1,setiene
. h[b,,(%:x+1)] _ B [b(322 4 1)]
B T TC e A T aan
de donde {

‘ h bn('-;nﬂz:-i-l) _ h(z,)
TR S T (316)

Entonces como la funcién rafz cuadrada es continua y el limite de %‘&.‘% cuando n

. . . . . “ . Alzn
tiende a infinito existe, tenemos que nli.IEo %%-)3 = nh_{:go ;%f:)l =1,y asf

]ji'?::p\/h(Tn_\/m.S(l'*'g) (ﬁ)x
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Haciendo € — 0 en (3.15), concluimos que

=0

liminf /K (z,) — v/ (b) = lim sup VA (Za) — Vi (B) = (fﬁ) z. (3.17)

Por lo que de (3.-17) +(3.16), (3.12) obtenemos (3.11) :

. h{anz+b,) —nu
r}l‘n; ov/n

P
»N
|a
tﬂ
SN’
—~——
ot
+
—
o
I
]

como querfamos. B
Ejemplo 1. Sea h(z) = o3, con o > 0. Entonces &’ {z} = ix*}“ yh1l(z) = z°.

Vemos que

¥ por el teorema (11),

. Sg = (n)® _
n{%P(mSI)—@(Z), zER.

Corolario 1 Ses h(z) una funcion diferenciable en el intervalo (z0,00) con 24 >0. Si
h(z) es de variacion regular con fndice a > 0, y ¥’ (z) es mondtona, entonces lo enun-

ciado en el teorema (11) se cumple.

Demostracién. Por el lema (9) segunda parte, sabemos que tlim %%1 = ¢, que es

la hipétesis que se necesita para obtener el resultado del teorema anterior. W

Teorema 12 Sea h (z) une funcidn diferenciable en el intervalo (%0,00} com zo > 0.
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i (
R,
vy

=a, cona>0yf>-1 (3.18)

entonces para ¢ (2} = k™! (z) se tiene que

Jim P (E(S':%‘l"- 5.:) =& (x)

donde b, =  (ny) ya.,,=m‘fﬁ.

Demostracién.

Porhjpétwistenemoequedadoo<s<a,existeto>0talquesit>to

k' ()
Ph(t)

—a|<Ee

es decir, para todo £ >

K (t)
a-—e(tﬂ—-h(5<a+£.

Por ser h positiva, ‘multiplicamos por t°h (t) que es positivo, y no sé altera la des-
igualdad,
' Pht) (a—e) <K () <tPh(t) (o +e).

Como (a - £) > 0, se tiene que A’ (t) > 0, lo que no dice que Ia funcién A es estricta-
mente creciente y por lo tanto que la inversa exdste.

obsérvese que como en la demostracién del teorema anterior, bastard con probar que

- hlanz+by)—np
nh—I-Eo o =z,

Sea z,, = a,z + b, entonces

B (@) = np _ h(z) = h(b) B (2a) = h (b)
A

p h(zn)
ovm o/n h (B oV [_“ 1] - (319)

h(ba}
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Por otro lado,

Rz)\ ™ K ()
os (565) = | W
bn

Por hipétesis, para 0 < € < o y para n suficientemente grande,

(a—s)f:“uﬂduglog(ﬁ::))) S(a-i-s)[:nuﬂdu.

También notemos que,

'Tn 1
L Pl = o (@ - )

bﬂ“ x.g+1 - bﬁ“
T B+l ( s )
_¥n ((a,,z+b,,)ﬂ“ _ 1)
- B+1 bﬁ“

bﬁ“ B8+1
= B+ (——z + 1) J

g
bB+1 (‘—‘ﬂ:r + 1)
B+1 tag

| §

B+1
1 (%:Z + 1) -1 or
B+1 oz apn/n

Como 3= = m‘ﬁ—-ﬁ — 0 cuando n tiende a infinito, y por el limite

(1+z) -1
o -

vemos que m [~ ufdu = lim 22 — ¢,

n=op TN

=8+1

(3.20)

- (3.21)

(3.22)

Entonces por (3.20) se sigue que hm log Mzn) » 0,y que hm Mza) _ 1. Ademds 2{En)

Alba) co MHow)

hiba}

se acerca a 1 por la derecha, ya que z,, > b, y como h es no decrecmnte, hzn) > R(5,)
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implica que "::) > 1,y asf log [%E:—:}] > 0.
Dado que hn{ “L = 1, sustituyendo a z por %g_—f‘}, tenemos que para n suficientemente
I~
grandey 0 <e <1

(1-z)log [-’-lh%;—')l] < :—((E:—)) ~l<log [%%"))] (e+1).

Debido & esto y a (3.19),

bl o [ )]

Por (3.20) y para n suficientemente grande,

g\/ﬁ [log [:((::))] {e+ 1)] < ’;‘\/ﬁ [(a+e) .[:' u"du] {e+1)

y por (3.21),

gﬁ[(aw)]:u"dv](e+1)=(1+§)(€+”a-ln oz

Utilizando la definicién de lfmite y (3.22),

B+1
1 (1 + ‘;'::r) -1

£ 2
< £
B+1 ez z_(1+a)(e+1)x

(1+5) e+

teniendo asf que )
h(z,.c)r;’; (bn) < (1 +§) (e +1)%a. (3.23)

Andlogamente se obtiene la desigualdad por el otro lado,

h(znl\_/ﬁh (bﬂ) > (1 _ g) (E,' — 1)2_1-;_ (324)
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Finalmente, haciendo € — 0 y tomando el lfmite cuando n tiende a infinito en {3.23)

¥ (3.24), se tiene lo que se querfa demostrar

lim h(za)—h(bn) . h(anz+b,)-np _
n—oo o/n *T om0 ovn -

z. B

1
Ejemplo 2. Sea h{z) = e*,a > 0. Entonces A’ (z) = ﬁz:&‘le“é

(log z)*.
Vemos que la hipétesis del teorema (12) se cumple

yh'l(z) =

por lo tanto

im p | (085)" ~ (log(n))* _ 1 _
Ji“ép[aa/p(lognu)“"\/ﬁ < ] 2(z), «zeR

Teorema 13 Sea h(x) una funcidn diferenciable en el intervalo (zp,00) con zy un real
positivo. Si

1 {logt):
}) lim h@E "0

t(logt) &' (t) —

#) lm == |
(3.25)

para alguna o € (0,00}, entonces pare ¢ (z) = h~! (z) se cumple:

&x&l’(—vﬁz—l——h"gx)=¢'(z),mek

con by = p (nps) y 6 = ZLelogn
Demostracién.
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Notemosqueporla.hipétasisii),tenemmquedado0<£<a,existeto>0talque

sit>1g
t(log )i (t)
! YO
es decir, para t > ¢
. t{logt) R (t)
a—g< X0 Le+a

entonces,

."g_t)(a_e) < (log ) (t) < h—sﬂ(e+a).

Perosit > 1, logt > 0. Entonces para toda t > max {1,1p} se tiene

h ()

h(t)
t{logt) (e+a).

(@—e) <N

()“t(l

Por ser h una funcién positiva, & > £ y £ > 1, se tiene que A'(t}) > 0, para toda

t > max {1,¢0}, lo que implica que k es estrictamente creciente a partir del max {1,,}

¥ por lo tanto que su inversa existe ahf.

Resulta claro entonces, que para la demostracién de este teorema, como en las dos

anteriores, bastard con demostrar que

lim 1(@nz — bn) hiba) _
w—mo ovn

Sea Tn = anZ + by, entonces, como en (3.19),

h(zn) —np _ f(h(zu) )

o PYEN
Por otro lado,
h(za)  [™H(uw), [™u(logu)h'(u) du
Ryl Ay o d“‘/ h{u)  ulogu

entonces para 0 < € < a y para n suficientemente grande, por (3.25),

7%

(3.26)



*n du h(z,) = du
— < < . .
(a—e) /,," ulogu — tog hib.) ~ (a+e) _/,; ulogu (3.27)

Tomando lmite cuando n tiende a infinito en (3.27) se sigue que hm log (ﬂ’—’ﬂ) =

h(by)
(z,‘!
lo que indica que hm 0 L = 1.

Ahora usaremos el resultado: lim fos = 1, que por definicién dice que para 0 < ¢ < &
3—.

existe § > 0 tal que si [z — 1| < 6 entonces

dedonde,sil<z<1+44
{(1-€)logz<z-1<(1+4¢)logz.

Sustituimos a z por % > 1, con n suficientemente grande, que ya vimos también
tiende & uno, y multiplicamos por (£./n),

evaa-an o] < 2a (R 1) <Lafu g g 563

bn) h(b,)
y por (3.27),
i € * du h(xu) B £ f"‘ du
a‘/ﬁ(l s)(l a)a./hn ulogu a\/n cr\/;(1+e)(1+a)a b, tlogu’
Notemos que
/hd" = loglogu [*= log] log log b
. ulogs oglogu |,»= loglog z, — loglogb,

logz,,
= e [log br :I
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Por (3.28),

h(z,) ~ ny
o/n

h(za) — np
ov/n

Por otro lado, {2 =

tenemos que

Entonces,

lo que implica,

[1og (bn (1 + ;;_nm))

log b

|

= log ogh

-

= log{l+ og b

Eva(+e) (14 5) alog

5\/;(1 —€) (1 - g) alog

77

14

14

i y -
(M_LM::;) » 8sf por i) y dado que lim b, =

hm (log bn)’] } 3

—05‘3 -
apyn a\/ﬁ
(ogh)?\! o
lim L = =
fi—oo h(bn) Qjt | n—soo
= du .
log {14 2az
lim 1+ ( b ) =1,

h (bs)

:logb., + log (1 + %:-:1:)]

(3.28)

log b,

log (1 + ‘—;:x)]

log (1 + %':a:)

Togb. ] . (3.29)

oo

=0.



Sustituyendo a z por (1 + E(,%i:ﬂ) , en el limite Im} %E{- =1, se tiene,
—

lng! l+=“! It
log {1 + Tog b, :,
lim ~ =1

n—oo log{ 1+ 52z
log bn

(3.30)

log( 1 T -
endondei(b:%—z=M—w:%&:ﬂ—“—l>0,puaE‘;-’;’&>lyaquelogmn>logb"

por ser z,, > b,.
Usando Ia definicién de Umite y que log(1+3:) > 0, en (3.30) tenemos que para n

log by
suficientemente grande
log (1 + -‘;:a:) log (1 + i-:m) log (1 + %::z)
(1-¢) <log {1+ S(l+e) ——4L
X log by, log by, log b,

Nuevamente usando que hn} 'f;‘;‘ =1, peroconz =1+ ﬁ_ﬂz, se tiene,
z—

(1-¢) (:—:z) < log (1 + %z) <(1+¢) (:—:-z)

por lo que
log 1+ 3z ] [ o
log 1+‘%b—-—) < (1+€)(1+£)E%E-=(1+€)2a#ﬁm
- :
log {1+ {nz [ o
log I+—(lo—g—bn—)— > (1——5)(1—6)1—:;—!,—=(1—-£)20#ﬁm.

Entonces, por la desigualdad (3.29), obtenemos,

< B0 (14 D) ati 4ot S e = (e (145 s
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h(za) —ny
ovn

gﬁ(l_e) (1 B E)a(l —e) a:\/ﬁx= (1-e)’ (1 B 2) =

Claramente si tomamos € — 0 y lfmite cuando n tiende a infinito, se tiene el resultado
buscado

h (In) ~h (bn) _
L RS

Ejemplo 3. Sea h(z) = (logz)” donde v > 2. Entonces k' (z) = 2 (logz)™' y
h™1 (z) = exp 3. Verificamos que las hipétesis del teorema se cumplan:
i) hm 1M2) = lim -('3‘517 hm (log:t:)"""’r =0

T—00

n) lim !lﬁ‘:!h ;3! lim -‘l(hsz)‘:(lns’)’_

Tr00 a(z) z—00 (logz)” -

asf, de acuerdo con el teorema (13)

7l 1
lim P exp{S'n}l exp{fnu)} <z|=%(z), zeR
T\ oexp {("ﬂ)’ } (ru)™ /1uv/n

79



Apéndice

A continuacién demostraremos que para toda f : R — R, continua y de soporte com-
pacto, y para toda € > 0, existe una funcién g de clase C! (R) y de soparte compacto,
tal que sup |f (t) — g (t}] < §. Veremos que dicha g es la convolucién de f con otra fun-
¢ién esp:l;ﬁca que llamaremos e,. Antes de definir a tal funcién, hace falta enunciar la
definicién de convolucién y demostrar algunas propiedades de ésta.

Definicién 4 Le convolucion de dos funciones f y g es la funcion

400
[mfh-wﬁw@
y se denota por f * g.

Un ejemplo notable se da cuando f y g son las densidades de dos variables aleatorias
independientes X y Y respectivamente, entonces se tiene que f * g es precisamente la
densidad de la suma X + Y.

La convolucién de funciones como operacién binaria, cumple con ciertas propieda-
des tales como la conmutatividad y la asociatividad, que demostramos en la siguiente

proposicién :
Proposicién 4 Sean f,g y k funciones, entonces:
i) fxg=g=f

if) (fxg)xh=fx(g*h)
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Demostracién.
i) fs9(z) =fflz-v)aly)dy
= f(8g(z-3s)ds, (s=z-1y)
=g+ f(z)
i) (feg)*h(z) =f(ffl@e—2z-v)a(w)dy) h(z) dz
= o (faf(z-s)g(s—2)ds) h(2) dz, (s=z+y) .
= faflz-23) (fng {(s—2)h(z) JZ) ds, (por Fubini)
=[fx(gsh)(z).m
Proposicién 5 i f y g son funciones continuas, de soporte compacto K,yf€C'(R),

entonces f » g es de clase C' (R).

Demostracién.

Observemos que como f y g son continuas y de soporte compacto, entonces estan en
Ly, es decir, f3|f(z)|dz < o0y [;lg(z)|de < 0.

Ademss son acotadas, de donde

fnf(y)dy=Lf(y)dy5MlA(K)

jg(y)dy=jg(y)dysmw0
R K

con v (K) la medida de Lebesque del compacto K.
Para poder hablar de la convolucién de f y g, hay que ver que f (z) es integrable con
respecto a la medida g (y) dy. Esto es claro ya que

/f(-’c—y)g(y)dy=/ f(x—y)g(y)dySfog(y)dy<00-
R K R

Entonces f, f (z — y) g (y) dy estd bien definida como funcién de z. Con un argumento
similar, y dado que la derivada de una funcién continua en un compacto es acotada, se
ve que [ f'(z — y) g (y) dy también est4 bien definida.
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Si h(z) = (f*g)(z), entonces para toda £ > 0, existe una € > 0 tal que £ =
€ fala @)l gy, y por la continuidad de f para esa ¢ > 0 existe una 6 > 0 tal que si
|z — z| < 8, entonces |f (x) — f ()] < e. De donde,

[h(m)-h(Z)!S/lif(‘w")-f(Z)Ilg(y)ldySEAIy(y)ldy=€

De lo anterior se desprende que h{z) = (f * g) (z) es una funcién continua. Por otro
lado,

' . flz+e—y)—flz—y)
h(x)=11_lgn[ z - y]y(y)dy

y si tomamos una sucesién {en},,.x tal que ,!1_120 €n = 0, y definimos una sucesién de
funciones {A, (1)} nen €00 ha(y) = [ﬂ’“—"’fz:ﬂ’—'ﬂ] 9(y), para cada n en N. Se tiene

que Lim hy, () = f' (z — y) g () que es integrable. Entonces por convergencia dominada

g0 €

Kig) = hm(f(z+e-y)g(y)—f(z—y)y(v))dy

fﬂ@—wﬁw@
B

que en efecto es continua . Por lo tanto f « g (z) es de clase C' (R).W
Ahora definimos la siguiente funcién:

a. (z) ={ cexp ("3!‘1‘;5) s? It <6
0 g |z| > 6

82



v

Figura 3 La funcién o, (z).

Veamos que a, (z) es de clase C! (R).
Hay que demostrar entonces que a, es continua ¥ con derivada continua en z = §, -6
¥y2 que claramente lo es en los intervalos (-4, §) (—o0,8} ¥ (§,00) . Como es una funcién
par, bastaré con que Io probemos en €l punto § nicamente. Consideramos los siguientes
lfmites:
Iim e, (z) =0 "

z—abt

. . 1
o (2) = lim cexp (:2 - 6’) =0
como ambos coinciden, se tiene que a, (z) es continua en &, similarmente se obtiene la
continuidad en —&. En el cero no hace falta probarlo y2 que es funcién par. Por lo tanto
a. (z} es continua.

Para calcular a derivada en = = § consideramos los lfmites

Ge(f+h)—a(®) .0 _
- h h—ot h
y
1
i 2e(8+A) ~ o (8) &P ((6+r-)’—3")
= ¢- lim
b h h—0- h



i &P (zzm)

= ¢ h—0- k
1
_ . A
= ¢ m —"——
h—0 exp (2&'\1—"!
1
] —3
= ¢ lim b {por I'Hopital)
— —2(6+h -
=0 [2sh+h2)? SXP (”"l"’)
(26 + h2)°
= - m_ 2 =1
h—0- 2h2 (6 + ) exp ('25h+h7)
_ . 46% + 45h + h?

'h~0-2(5+h)exp(m':—h§

Como los dos lfmites son iguales, el ltmite cuando h tiende a cero existe ¥ por lo tanto
la funcién es derivable en &, de igual forma es derivable en —§.

Finalmente hay que demostrar que la derivada (e, )’ (z), es continua.

Se tiene que la derivada definida en R* es

—2z-caxp ?f_—l:!
() (z) = (#-27)
0 z>6

0<z<§

que es claramente continua en (0, §) y en (4, o) . Para verificar la continuidad en el punto
6, hace falta de un resultado que enunciamos en el siguiente lema.
Lema 10 Pars p € N, se tiene que lim %=0.
u—0+
Demostracién.
Lo haremos por induccién:

parap =1,

-1
e .

u—0+ ul u—s0t+ eé u=s0t ;1!"3& u—0+ &,eé st e.‘l.

Lo suponemos cierto para p = n.



Para p = n + 1 se tiene,

1 1 —-n=2

e . . AT . =m+1)u . I

o7 = lim 5= = lim ( 1)1 = lim —(n+1)u"e
u— 0t U u—lt gy uv—0t oze u—0+

pero por hipétesis de induccién,
L

m —(n+1)u” eu=—(n+1)]1m—T on

0t u—0t U

Para verificar la continuidad en el punto 6, calculamos el limite por la izquierda de
(ce) () 1
lm (o) (a) =20 lim %
y por el lema a.n.terior conp=2yu= 6§ — z2 que en efecto decrece a cero cuando
crece a b, se tiene
lim (0.} (c) =

Ademis,

‘_‘lix?+ () () =0.

Dado que ambos lmites son cero, tenemos que el limite en § existe y por lo tanto que
la funcién (o)’ (z) es continua en §. Como lo mismo pasa para o (z) definida en R~ se
sigue que la funcién original a, () es continua y con derivada continua en los puntos §
y -6, concluyendo que a, (z} es de clase C! (R) por todo lo ya demostrado.

Cabe observar que . () es una funcién positiva, de soporte compacto [-8,6] y que
la constante ¢ puede tomarse de tal forma que fk o, (t:) du=c¢ f[_ 5, €XP (m) du=1,
Simplemente tomando ¢ = ( f[ 5,5 &P ( Py ) du) .

Ahora si tenemos todo lo necesario para demostrar que dada una funcién f continua

y de soporte compacto, definida en los reales y una € > 0, g(z) = f * a. () es una
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funcién de clase C* (R) y de soporte compacto tal que sup |f (z) — g (z)] < §.

Notemos que por la proposicion 5, la convoluciénzj'k:k a, (z) € C'(R). Adems4s es
de soporte compacto. Finalmente vemos que si tomamos el soporte de a. : [—6, 5] con
§ > 0 la que se obtiene de la continuidad de f, es decir, la 6 tal que dado un § > 0, si
|s — t] < &, entonces |f (s} — f(t)] < § . Se tiene

frac(e) - ()] = Ua{f(rwy)—f(x)}az(y)dy
fk (2 =) - f (2)] e (&) dy
] If (@ 3) - £ ()] o (w) dy
[_6-6]

£
T

0 IA

1A

De donde, sup |/ () -9 (2)| = sup|f(z} - fracla)l < §.
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Notacidén y resultados

¢ Convergencias

Definicién 5 Sean {X;},cy es una sucesion de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas en (Q,F,P). X, converge 6 X :

1. casi seguramente (X,, = X) 8 P({w :ﬂ]i_x.lan.,(w) = X(w)}) =1
2. en £, (X,.—'»X) si lim E (X, - X[} =0
0
3. en probabilidad (X,,—'»X) si para toda € > 0 lim P(|X, ~ X| > €) = 0
4. en distribucidn (X,. A X)si lim Fy, (z) = Fx (z) para toda z € Cp, donde
Crx = {z € R: z &s punto de continuidad de Fy}.

¢ Desigualdad de Chevychev. §i-X es una varighle aleatoria tal que

X € Ly (Q, F,P), es decir, E(|X|") < co. Entonces

P(X|>€) < EipEufo'), para toda e > 0.
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¢ Lema de Borel-Cantelli. 8i {A,},.x €5 una sucesidn de eventos, entonces
i) iIP(A,,) < oo implica P‘(liﬂ?:p Aﬂ) =0.
ii} Si {An}.cn ©5 una sucesion de eventos independientes entonces
i’)j'_'fr(A,.)<oosiysazoaiP(umsupA,,)=o |
n=1 n—sc0

i) 3 P(A) = oo si y sdlo 5i P(umsupA,,) ~1
n=1 n—o0

¢ Funciones

1. La funcién indicadora de A, se define como

1 size A
l{A}($)= 0 sizg A

2. Decimos que f =o(t) si gl_i_.% %g%l =0Q.
3. Decimos que [ ~ l; si lim J&L = 1.

OO !1(3)
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