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0 Introduccidén

La presente tesis trata sobre la demostracion de Lu [Lu2| del Teorema de Kirby [K] en el
cual se basa el lamado Calculo de Kirby que es el estudio de las modificaciones de enlaces
enmarcados que no cambian la 3-variedad que determinan via cirugia. Este teorema, o
mas bien la versién de Fenn-Rourke {FR] del teorema de Kirby, establece que dos enlaces
enmarcados L, v Ly definen la misma 3-variedad orientada si y sdlo si es posible pasar de
L, a L haciendo un nimero finito de modificaciones, llamadas jugadas K y jugadas K-1,
que se describen pictéricamente en la figura siguiente.
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Como ejemplo consideremos los enlaces con coeficientes Ly y Lo de las Figuras 0.2{a)
¥y 0.2(d).

- jugada X 3
OOOO( IS

(a) (b) (<) (d)
Figura 0.2

Estos enlaces determinan, por cirugia, la misma 3-variedad. Por el teorema de Kirby,
L, debe obtenerse de Iy hactendo jugadas K y K. En efecto, la Figura 0.2 muestra cémo
pasar de Ly a Ly mediante jugadas K y K~! (los cambios en los coeficientes de cirugia se
explican en la Proposicién 2.1).

La versién original de Kirby [K] utilizaba en vez de la K-jugada como movimiento
elemental, dos jugadas una de las cuales es la jugada disceidal que €s una K-jugada en la que
la componente k de L que se elimina no enlaza a L—k. La equivalencia de las dos versiones
no es dificil (ver por ejemplo [PS), Teorema 19.5). En la demostracién original de Kirby
la teoria de Cerf, que no es ficilmente entendible, jugaba un papel central. M4s intuitiva
es la demostracién de Lu en la que se utiliza una presentacién del grupo de homeotopia
Homeo™(Z,) de una superficic £, dada por Wajnryb [Waj], basada en un articulo previo
de Hatcher y Thurston [HT}. Supondremos véilida esta presentacion, el teorema clisico
de Singer-Reidemeister sobre equivalencia estable de descomposiciones de Heegaard de
una 3-variedad (ver' [C]) ¥ un resultado de Lu [Lul] que da un conjunto de generadores
para ¢l subgrupo de Herneot(Z,) de elementos representados por homeomorfismos que se
extienden a homeomorfismos de un cubo con asas Hy con 8H, = E,.

En la seccién 1 damos las definiciones necesarias, incluyendo la de enlace enmarcado, y
describimos la 3-variedad ortentada obtenida haciendo cirugia en éste. También definimos
cubo con asas, descomposicién de Heegaard y enunciamos el teorema de Reidemeister-
Singer. Si W y W' son cubos con asas determinamos cudndo un homeomorfismo de W
sobre W' se extiende a uno de W sobre W’. Definimos el concepto central de giro en
una superficie, y damos un teorema sobre composiciones de giros (Teorema 1.2) del cual
se deduce después el teorema de Wallace-Lickorish (Teorema 3.2) que afirma que toda
3-variedad orientable cerrada se obtiene haciendo cirugia en un enlace enmarcado de §3.

En la seccién 2 definimos la jugada de Kirby (o jugada K) y describimos, usando giros,
el efecto de una jugada K en una curva paralela a un meridiano (Propesicién 2.2).

En la seccién 3 definimos para cada sucesién finita ¢ de giros un homeomorfisme f;,
que es la composicién de los giros de o, y un enlace enmarcado L,. Pegando dos cubos con
asas por el homeomorfismo f, se cbtiene una J-variedad M(f.;), y haciendo cirugia en L,
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obtenemos M(Ly). Se prueba que M(f;) y M(L;} son homeomorfos (M(fs) = M(Ls}).
También se hace ver que todo enlace enmarcado es de la forma L.

En la seccién 4 enunciamos y probamos el teorema de Kirby (Teorema 4.1}, usando el
teorema de Reidemeister-Singer (Teorema 1.1), el de Lu (Tecrema 4.2} y el de Wajnryb
(Teorema 4.3). Para probar que si M(L;) = M(L,) entonces L, se obtiene haciendo

jugadas K y K~! adecuadas en L, {L, X L) se siguen los siguientes pasos:

0. Usando el teorema de Reidemeister-Singer se puede suponer que la descomposicién de
Heegaard natural de M(f;) es equivalente a la de M(f).

1. Usando el teorema de Lu 4.2 se obtiene o) tal que L, K Lo ¥ for = S

2, Usando el lema de conjugacién 4.2 se obtienen oy y o5 tales que fy, = fo, = for = f,;.
las componentes de g3 y de o} son giros de las curvas de la Figura 1.8, L,, X Lo ¥
Ly ..

3. Usando la presentacién de Wajnryb se prueba que Lg, K Lg.
En el apéndice se demuestra una versién unidimensional del teorema de Kirby, en la

cual aparecen las ideas principales de la prueba del Teorema 4.1.

Usaremos notacién de Nielsen, es decir, la composicién A N 8 -2 ¢ de funciones f y
g la denotaremos por fg como en los articulos previos de Lu, Wajnryb y Hatcher-Thurston.
También la imagen de a € A bajo una funcién f : A —+ B la denotaremos por (a}f.




1 Preliminares

Un espacio topoldgico X es de Hausdorff si puntos distintos de X tienen vecindades ajenas.

Un espacio topoldgico X tiene base numerable si existe una [amilia numerable B de
abiertos de X tal que todo abierto de X es unién de miembros de la familia B.

Sean X y Y espacios topolégicos, AC X y ¢: 4 =Y. Entonces X U, Y denota el
espacio obtenido de la unién ajena X 'Y identificando, para toda z € A4, = con (2)p.

Sean X y Y espacios topoldgicos. Un homeomorfismo de X sobre Y (resp. encaje de
X en Y) es una biyeccién {resp. inyeccién) continua f : X = Y talque f~1: ¥ =+ X
(resp. f7' : (X)f — X) es continua. La frase “homeomorfismo de X" querrd decir
“homeomotrfismo de X sobre X”. X es homeomorfo a Y si existe un homeomorfismo de X
sobre ¥.

Utilizaremos con frecuencia la siguiente proposicidn o su corolario.

Proposicién 1.1 Sean Ay y Az cerrados de X tales que AyUAs = X. Sea f : X - Y
suprayectiva y tal que f | A; 1 Ay = (A;)f es homeomorfismo (i = 1,2). Supongamos
que (A1)f y (A2}f son cerrados de Y cuya inferseccion es (A1 N Ag)f. Entonces f es
homeomorfismo. O

Corolario 1.1 Sean f; : A; = B; homeomorfismo (i =1,2), ¢: C = A2 yo: (C)fL = B,
tales que C,(C)o, (C)fi ¥ (C)frty son cerrados en Ay, Az, By y B2 respectivamente. Su-
pongamos que (chefz = ()1 Vo € C. Entonces existe un homeomorfismo de A U, Az
sobre By Uy By que coincide con f; en A; (i =1,2). a

Dos homeomorfismos (resp. encajes) f y g de X sobre Y (resp. de X en Y) son
isotdpicos si existe H : X x [0,1] = Y continua tal que:

{i) La funcién f; : X — Y, definida por (z)f; = (z,t}H, es un homeomorfismo de X
sobre Y (resp. encaje de X er Y) para toda ¢ € [0,1).

(i) fao=fyh=¢

Decimos entonces que { f}se[o,1} €8 una isotopia de f a g.

La isotopia es una relacién de equivalencia en el conjunto de homeomorfismos de X
sobre Y (resp. encajes de X en Y). Una clase de equivalencia se llama una clase de
isotopiy.

Frecuentemente identificaremos dos homeomorfismos f, g de X sobre Y si son isotdpicos
y escribiremos f = g.

Usaremos después las siguientes observaciones. Si fo, f1,90 ¥ g1 son homeomorfismos
de X tales que fg es isotdpico a fi ¥ go es isotdpico a ¢; entonces fogp es isotdpico a

4



figi- Sik es un homeomorfismo de X isotdpico a la identidad entonces, para cualquier
homeomorfismo f de X, f~ hf es isotdpico a la identidad.

Consideraremos ademas del espacio euclidiano R" los subespacios siguientes:
H* = {(z1,...,Tn) € R": 2, 2 0}
D" = {{z1,....%) ER :zi+...+z; <1}

También identificaremos a D? (resp. a S') con el espacio de los complejos de médulo
menor o igual que 1 (resp. médulo igual a 1).

El término curve significara curva simple cerrada, s decir, espacio homeomorfo a 5.

Una n-variedad M™ es un espacio topolégico de Hausdorff con base numerable tal que
todo punto de M™ tiene una vecindad abierta homeomorfa a R” o a H™.

Un punto z de la n-variedad M" es interior (resp. frontera) si z tiene (resp. no tiene)
una vecindad abierta homeomorfa a R". El conjunto de puntos interiores (resp. puntos
frontera) de M™ se llama el interior (resp. la frontera) de M™ y se denota por intM™
{resp. #M™). Por ejemplo D% = ST,

Una n-variedad M™ es cerrada si M™ es compacta, conexa y dM"™ = @.

Un subespacio W" de la n-variedad M™ tal que W™ y M™ — W™ son n-variedades se
llama una n-subvariedad de M".

Una n-variedad M™ es orientable si ninglin  subespacio de M™ es homeomorfo
a F? x D*72 donde F? es la cinta de Mébius. .

Una orientacion de la n-variedad orientable conexa M™ es una clase de isotopia de
encajes de D™ en M™,

Puede probarse que una n-variedad orientable conexa M™ tiene exactamente dos orien-
taciones: si ¢ : D™ — M™ representa una orientacién entonces py : D™ — M™ representa
la otra, donde p : D™ — D" esti definida por (zy,%2, ... \Zp)p = (—2Z1,T2, ..., Tn)-

Una n-variedad orientada es una n-variedad orientable conexa M™ junto con una
crientacion de M™.

Sean M]' y M} n-variedades orientadas en donde ¢y : D* = M7 y 2 - D" — M}
representan las orientaciones de M; y My, Un encaje (que puede ser homeomorfismo)
h : M} — M} conserva orientacion si p1h es isotdpico a ¢3. Obsérvese que si el ho-
meomorfismo A conserva orientacién entonces todo homeomorfismo isotdpico a h también
conserva orientacion.

Si existe un homeomorfismo que conserve orientacidn de la n-variedad orientada M7
sobre la n-variedad orientada MT, escribiremos M = MZ. El simbolo (M}, X, 1) =
(M, X2, Y2} significa que existe un homeomorfismo h de M{' sobre MJ que conserva
orientacién tal que {X1)h = Xz y (Y1)h = Y2,

Sea M™ variedad orientada; el conjunto de clases de isotopia de homeomorfismos A de
M™ sobre M™ que conservan orientacién es un grupo que llamaremos el grupe de homeotopia
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de M™ y que denotaremos por Homeot (M"). Nétese que si £ : M™ — M" es un homeo-
morfismo que conserva orientacién cuando se da una orientacién a M™ en deminio y ¢codo-
minio, entonces h también conserva orientacién si se cambia, en dominio y codominio, la
orientacion de M™. Por lo tanto podemos hablar del grupo de homeotopia de la n-variedad
orientable conexa M™ (aunque no esté orientada).

Si W™ es n-subvariedad conexa de la variedad orientada M™ entonces W" es orientable y
la orientacién inducida en W™ es la representada por ¢ : D" = W" tal que i : D" - M"
representa la orientacién de M", donde i : W™ — M™ es la inclusién. Nétese que si cambia
la orientacién de M™ entonces cambia la orientacion inducida en W™.

La orientacién que damos a D" es la representada por la identidad y la que damos a
R" es la representada por la inclusién de D” en R™.

Orientamos D? x [0,1] de tal manera que el encaje de D? x [0,1] en R® que manda a
({z1,22),t) en (z;,z2,t) conserve orientacion.

Sea $% = R% U {0}, la compactificacién unipuntual de R*; S es orientable y cerrada.
La orientacién estindar en S° es la representada por la inclusidn de D3 en R® U {oo}.
Orientamos §! x [0, 1] de tal manera que induzca en 5% x (0,1] una orientacién tal que el
encaje de S* x (0,1] en D? que manda a (z,t) en ¢z conserva orientacién.

A 8!, el espacio de los complejos de m()dqlo 1, le damos la orientacién representada
por el encaje de D! en §' que manda a t en e'4. A edta la llamamos la orientacion usual
de S1.

Si & es homeomorfo a S! una orientacién de k, representada por un encaje ¢ : D = k,
frecuentemente se indicard con una flecha dibujada en k que indica el sentido en el que
{t)e se mueve cuando ¢ crece; esta flecha determina la orientacién de k. Por ejemplo, en la
Figura 1.1 la flecha indica la orientacién usual de S*.

L

i

w

-1

Figura 1.1

Sean ky y ko curvas orientadas en una variedad Y. Diremos que ky y k2 son isotdpicas
en Y si existen homeomorfismos ¢; : St — & (i = 1,2) que conservan orientacién, tales




que los encajes o1y ¥ gz son isotépicos donde j; < k; — Y es la inclusidn.

Un tore sdlido es un espacio homeomorfo a ' x D? Sean T un toro sélido y k una
circunferencia contenida en T. Se dice que k es dnima de T si existe un homeomorfismo
¥ de §! x D? sobre T que manda a S' x {0} en &.

Figura 1.2

Un cubo con g asas es una 3-variedad orientable W2 tal que existen g encajes
e; : D* x [-1,1] = W? (i=1,..,9) con imégenes ajenas tales que
(OW3e! = (8D*) x [-1.1] (i=1,...,9) y W3 — UL, (D? x [-1,1])e; es homeomorfo a
una 3-bola.

Si W3 es un cubo con g asas y se tienen encajes e; de D? x [—1,1] en W? que sa-
tisfacen las condiciones de la definicién anterior diremos que (J{_,(8D? x {0})e; es un
conjunto meridiano de W3, que cualquiera de sus componentes es un meridiano de Wiy
que [J{_,(D? x {0})e; es un conjunte discoidal meridiane de W32, Cuando digamos que
51US2U...US5; es un conjunto meridiano de W se sobreentendera que cada S; es un
meridiano de W.

Obsérvese que un toro sélido es un cubo con 1 asa.

Nétese que la frontera de un cubo con g asas es una superficie orientable de género
g. Veremos después, en la Proposicion 1.3, que st W y W' son ambos cubos con g asas,
entonces W y W’ son homeomorfos.

Si W y W’ son cubos con g asas queremos saber cudndo un homeomorfismo de W
sobre 8W' se extiende a uno de W sobre W'

Lema 1.1 (Alexander) 5i A y B son homeomorfos a D™ entonces todo homeomorfismo
h de AA sobre OB se extiende a un homeomorfismo de A sobre B.

Demostracidn: (Truco de Alexander) Sean o D™ —+ Ay §: D™ -+ B homeomorfismos
y f = ahf~!. Definimos F : D® - D" por (t-z)F =t (2)f ,conz €dD"y 0 <t < 1.
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Entonces F es un homeomorfismo (su inversa F~! se define como (¢t z}F~t =t (z)f1)
y es extension de f. ]

Proposicion 1.2 Sean W y W' cubos con g asas ¥ Sy,..., 5y circunferencias cuya unidn
es un conjunto meridiano de W. Sea h : W — OW' homeomorfismo tal que (UL, S))h
es un conjunio meridiano de W'. Entonces h se extiende a un homeomorfismo de W sobre

w'.
@

—>

~

Figura 1.3

Demostracidn: Sea Dy U Dz U ... U D, conjunto discoidal meridiano de W tal que
AD; = S;. Sean Sl = (S)h (i=1,... ,g) y DYUD,U...U D, conjunto discoidal meridiano
de W' tal que 8D} = S!. Por el Lema de Alexander con n = 2, h se extiende a un
homeomorfismo Ay de (AW)U Dy U...U Dy sobre (W)U D U... U D' Lo que haremos
a continuacién serd cortar Wa lo la.rgo de U1_1 D; (resp. cortar W’ a lo largo de | J_, D})
obtemendo asi una 3-bola B (resp. B) de tal manera que hy induce un homeomorﬁsmo
h, : 8B — 8B’ el cual se extiende a g : B — B que induce el homeomorfismo H : W — W'
buscado. (Ver Figura 1.3).

Parametrizamos una vecindad de D; en W como D; x [—1, 1] de tal manera que (D; x
[~1,1]) N 8W = (8D;) x [~1,1} . En lo que sigue [0, —1] denota el intervalo {~1,0]. En
la unién ajena (W — (49, D;) I (LI{D; x [0.€])), donde j y € recorren respectivamente
{1,...,9} v {-L,1}, si 0 < {¢| < 1 identificamos (z,t) € Dj x {0, ]—[] con




{z,t) € W—{J{_, Di. Al espacio que resulta, que llamamos W cortado a. lolargode |2, D,

lo denotamos por B. Si en B identificamos {2.0) € D; x [0,1] con (z,0) € D; x [0, —1}
donde 1 < j < gy € D, obtenemos W como cociente; denotamos por g : B —+Wala
funcién canénica. Nétese que &8 es la unién de 8W — |Ji_, Si con 2g discos que son las
copias de D; x {0} en LI(D; x [0,£]).

De manera andloga, utilizando vecindades D} x [-1,1] de Dj en W, definimos W’
cortado a lo largo de | Y-, D}, espacio que denotamos por B' y ¢' : B — W' la funcién
canénica.

Definimos h; : 8B — @B’ como (p)hy = (p)hn € W' — UL, Sisipe W — UL, s;
y, si p = (z, 0) € Dj x [0.¢], entonces (p}hy = ({z)h1,0) € Dj x [0, g] (e = =£1).
facil ver que h1 es un homeomeorfismo asi que por el Lema de Alexander para n = 3, se
extiende a un homeomorfismo Hde B sobre B’. Nétese que, si (m)g = (p2)q, entonces
(pl)Hq’ = (p2)Hq'. Se ve entonces que H induce un homeomorfismo H : W — W' y que
H restringido a W es h. a

Corolario 1.2 Sean T y T' toros sdlidos. Si f es un homeomaorfismo del toro IT en el
toro 8T que manda un meridiano de T en un meridiano de T' entonces f se extiende &
un homeomorfismo de T sobre T'. ]

Sea M3 una 3-variedad cerrada orientada. Un enlace L de M3 es una unidn de circun-
ferencias ajenas k1.. .. ,kx(n > 0) en M3, Siempre supondremos que el enlace es manso, es
decir, que existen toros solidos ajenos T1,... . T, tales que k; es anima de T(i=1,...,n)
y 3 —inf(TLUT2U...UT,) es variedad. A TiUT2U... UTy se le llama una vecindad
tubular de L.

Si L es un enlace y tanto T como 7" son vecindades tubulares de L se puede probar que
existe un homeomorfismo de $3 sobre $* que manda a T sobre T’ ([[RS], Teorema 3.24]).

El ezterior de un enlace I de M?® se define como M3 — intT donde T es vecindad
tubular de L.

Un enlace enmarcado de M3 es un enlace L = ky UkaU. ..Uk, de M? junto con curvas
(lamadas marcos} fi,- .., fn tales que f{U f2U.. .U fa C 8T, donde T es vecindad tubular
de L, y existen anillos ajencs 4i,. .. , An contenidos en T tales que JA; = k;U f;. Diremos
entonces que f; es el marco de k;.

El enlace enmarcado L de M es equivalenie al enlace enmarcado L' de M’ si podemos
numerar las componentes de L como ky,... ,kn ¥ las de L' como ki,... , ki, de tal manera
que existe un homeomorfismo de M sobre M’ que conserva orientacién, manda a k; en &
y al marco de kjenelde ki (i=1,... ,n).

Las frases “enlace” y “enlace enmarcado” significardn respectivamente “enlace de 5%
y “enlace enmarcado de 5.

Un nudo es un enlace que consta de una sola componente.

Al enlace vacio lo denotaremos por @.




Sea L = ky U ks U... Uk, un enlace enmarcado con marcos respectivos fi,... . fr. La
3-variedad cerrada orientada M{L) obtenida por cirugia en L se define como sigue:

Sea L = k; U...Uk, con marcos respectivos fi,..., fo. Sea T =T U...UT, vecindad
tubular de L con &; C T,y f; C T; (i = 1,...,n). Sean D?,... D2 n copias de D?,
v @ : I 8" x 8D — §° — intT encaje con imagen 0T tal que ({1} x aDp = f;
(i=1,...,n). Entonces M(L) = (IL, $' x D}) U, (5% — intT).

No es dificil probar, usando otra vez el lema de Alexander, que si ¢' es otro homeo-
morfismo de 1%, x 307 sobre 4T tal que (1 x 8D*)' = f; (i = 1,...,n) entonces
(LI, S x D?) Uy (§3 — intT) es homeomorfo a (LU, S' x Df) U, (5* — intT).

1be12

Figura 1.4

Nétese que S3 — int T es 3-subvariedad conexa de S° y de M(L). Damos a M(L) la
orientacién que induce en §% —int T la misma orientacidn que la orientacién esidndar de
52,

Si I = @, entonces M{L) = §3.

Hagamos ver ahora que si L ¥ L’ son enlaces enmarcados equivalentes entonces

M(L) ~ M(L').

Sean L = ky U...U Kk, con marcos respectivos fr,...,fny L' =k U... U k! con
marcos respectivos fi,..., fn. Sea h: §3 — 5% homeomorfismo que conserva orientacién
tal que (k)h =kl y (fdh = fi (i=1,...,n). Sea T =Th U...UTn vecindad tubular de
Lcon f; C 87T; (i = 1,...,n). Escribimos 7" = (T}h. Se tiene que M{L) = (U, 8 x
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D2) U, (§% - intT) y M(L') = (LI, S x D?) Uy (5% — intT") con ({1} x 8D = fi y
({1} x 8D}y’ = f! (i = 1....,n). Como (X, {1} x 8DF)ph(p')~! = UL, {1} x 8D}, se
extiende el homeomorfismo wh(p') ™! de I, ! x #D? a un homeomorfismo de 17, 51 x D?
por el Corolario 1.2. Se tiene entonces que M(L) = M(L!) por el Corolario 1.1.

Sean k v f dos nudos orientados ajenos en R®. El niimero de enlace de & con f, que
se denota por {k(k, f), es un entero que se puede calcular como sigue (ver [Ro], p. 132).
Considérese una proyeccién regular de kU f, es decir una proyeccién sobre un plano en la
que hay un namero finito de puntos miiltiples, los cuales son todos dobles y en cada uno
de ellos un arco cruza a otro (ver [CF] Capitulo VI pags 72-73); un punto doble es positivo
{resp. negativo) si f cruza sobre k de la izquierda de & a la derecha de k (resp. de la derecha
de k a la izquierda de k), donde izquierda y derecha se definen con respecto a un observador
que viaje por k en la direccién de k. No se contabilizan los puntos dobles en los que f
cruza a k por debajo ni aquellos en los que f cruza a f o k cruza a k. Entonces lk(k, f)
es el nimero de puntos dobles positivos menos el imimero de puntos dobles negativos. Por
ejemplo en la Figura 1.5 Ik(k. f) = -1.

lh(kf)=—1

Figura 1.5

Puede probarse que tk(k, f} = tk(f, k). También si se cambia la orientacién de una de
las componentes entonces el niimero de enlace cambia de signo. Si k es frontera de una
superficie orientable en R* que no interseca a f entonces {k(k, f) =0.

SiL =kUk U...Uk, es un enlace enmarcado, donde los marcos respectivos son
fis.ov s fas el coeficiente de cirugia de k; es el nimero de enlace 1k(k;, fi} en donde k; y
fi se han orientado de tal manera que son isotdpicos en una vecindad tubular de ki que
contiene a f;. En la Figura 1.5, en que f es marce de k, el coeficiente de cirugia de &
correspondiente a f es -1.
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Dado un enlace L = & Uka U... Uk, v enteros {coeficientes de cirugia) cy,... ,c, es
facil ver que existen marcos f1,... , f, de L tales que ¢; = tk(k, /i) (i=1,... ,n).

Sea L el enlace enmarcado & Uk U ... Uk, con marcos f1,...,fa y sea L' el enlace
k1UkaU. . .Uk, con marcos f1, ... , fr. Supongamos que lk(k;, fi) = tk(ki, f) i = 1,... ,n),
es decir, que los coeficientes de cirugia de L coinciden con los de L'. Entonces L es
equivalente a L' y, por tanto, M(L) = M(L'). Asi, M(L) depende sélo del enlace L y de
los coeficientes de cirugia. Por lo anterior un enlace enmarcado se puede describir como un
enlace k) Uko U ... Uk, con marcos fy,..., fy o bien con coeficientes de cirugia asociados
a sus componentes.

Consideramos §% = R? U {oo} como el plano zy junto con el punto oo.

\RR..,

R

Figura 1.6

Sean h = {(z,p,2) : 2* + (V3E+ 22— 2)2 < 1,z > 0},T : R* > R® la traslacién
definida por (z,y,2)T = (z,y+8,2) y ki = (R)T* (i = 1,2,...). Las h; son asas (es decir,
h; es homeomorfo a D? x I) ajenas, sin puntos abajo del plano zy y tales que $2 1 8h; es
la unién de dos discos ajencs. Definimos, para g > 1,

Ty = 52U (Bh1 U8R U...UBRy) — (int(S*Nhy) U... Uint(§% N hy))
H, es 1a unién de {(hy Uha U... UhgU {co}) con el conjunto de puntos de B3 cuya tercera
coordenada es menor o igual que cero y H; =8 -H,
Es decir Hy y H son las cerraduras de las componentes de 5% — .

La orientacién que damos a I, es la representada por el encaje de D? en 4 que manda
a (x,y) en (z,y,0).

Sea M? una 3-variedad cerrada orientada. Una descomposicion de Heegaard de M? es
una pareja de cubos con asas (U, U} tal que VU =M y UNU' =8U = aU'.

Del hecho de que toda 3-variedad es triangulable {{M] Teorema 35.3) se sigue que para
toda 3-variedad cerrada orientable M? existe una descomposicién de Heegaard de M3: la
vecindad regular U de la unidn de las aristas de una triangulacién de M3 es un cubo con
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asas y M3 — U también lo es. (Véase [He] Teorema 2.5 p. 17: [Li3] Lema 12.12 y [Ro] Cap.
9, Teorema 2, p. 240).

Sean (U, U} y (U2, /) descomposiciones de Heegaard de My y Mo respectivamente.
Decimos que (U, U}) y (Ua, U3} son equivalentes si existe un homeomorfismo h : My — My
que conserva orientacién, (U1)k = Us {y, por consiguiente (U}h = U3).

La pareja (H,, f{;) se llama la descomposicién estdndar de género g de 3.

Sea BY = {(z,14,2) € R®:y 2 0} U {oc} C 5°.

Sean (U, U’) una descomposicién de Heegaard de M3, y r un entero positivo. Sea B
una 3-bola en M3 tal que BN AU es un 2-disco con ind (BN U) C intB. Sean €l,... . 0r
encajes de D? x [0,1] en I NintB con nmagenes ajenas tales que (OU')e]! = D?* x
{0,1} (i=1,...,n). Escribamos t; = (D? x [0,1]) ¢; y supongamos ademds que existe
un homeomorfismo de B sobre Bi que manda a (/N B)U{; U...Ut, sobre Bf’{__ M Hy.
Entonces no es dificil ver que (U Y. .Ut )y U’ = (t1U... Ut,) son ambos cubos con
asas; lhuego (U Ut U.. Ut U —(hu.. .U t,)) es una descomposicién de Heegaard de

M? que decimos se obtiene de (U, U") agregando r asas iriviales.

Teorema 1.1 (Reidemeister [Re], Singer [S]) Sean (U.U') y (V, V') dos descomposiciones
de Heegaard de M3. Entonces existen descomposiciones de Heegaard equivalentes (U U’) y
(V, V’) de M3 que se obtienen respectivamente de (U, U") y (V. V') agregando asas iriviales.

{Ver [C]). o

Sea 8 una curva simple cerrada en una superficie F, que no es frontera de un 2-disco de F.
Una vecindad anular de 8 en F es una vecindad de # que es homeomorfa a un anillo.

Sean F una superficie orientada y 8 una curva simple cerrada {no necesariamente orien-
tada) en F. Definiremos un homeomorfismo © : F' — F como sigue: Parametrizamos una
vecindad anular A de @ en F como §' x [0,1] por un encaje de S* x [0,1] en F que conserve
orientacién: entonces ® : F — F es la identidad fuera de A y (2,6)® = (ze72"%,1) 5
{z,t) € 5! x [0,1)]. Nétese que si cambiamos la vecindad A o la parametrizacién obtenemos
un homeomorfismo isotépico a ©. A © lo llamamos un gire positive de § y a ©7 ~1 un giro
negativo de 8. (Véase la Figura 1.7).

8i F es una superficie orientable y # es una curva en F, un giro de # es un homeomorfismo
O de F tal que, dando a2 F' una orientacién, © es un giro positivo o negativo de 8. A las
curvas en T, indicadas en la Figura 1.8 las llamaremos curvas de Lickorish y a los giros
positivos y negativos de estas curvas giros de Lickorish.

Notacién: Si una curva simple cerrada la denotamos por 8;, entonces al giro positivo
de 8; lo denotamos por ©;. (El giro negativo de 8; seria 9;‘1).

Sea F superficie compacta y sean a y [ curvas simples cerradas en intF. Definimos
a - 8 como el minimo nimero m tal que a N () k consta de m puntes, donde h es un
homeomorfismo de F isotépico a la identidad y « interseca transversalmente a (3) h. Nétese
que a - 3 estd bien definidoy - 8=2"«a.
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& S'x {1}
giro pos:two
S'x {0}
& S'x {1}
o
giro negativo g
S'x{0f

Figura 1.7 Giros

4

Figura 1.8

Diremos que una curva ¢ en la superficie F es separante si F — o no es conexo.
El simbolo | X| significara el nimero de puntos del conjunto X.

Denctaremos por G'r al conjuntc de homeomorfismos de la superficie orientable com-
pacta F' que son isotdpicos a una composicién de giros y son la identidad en OF. Es facil
ver que G es un subgrupo del grupo de homeomorfimes de F.

Teorema 1.2 Sean ai,...,qn curvas simples cerradas ajenas en el interior de una su-
perficie orientable compacta F' tales que F — |JI_, o es conexo. Sean Bi,...,Pn curvas
simples cerradas ajenas en intF tales que F — | Jl. Bi es conexo. Entonces existe un
homeomorfismo h € Gf, tal que (a;h=4; (i=1,...,n}.

Demostracion: La prueba serd por induccién en n. Demostraremos primerc el caso
n = 1 por induccién en a - $. Escribamos ¢ = o, 8 = 1 y m = a - 5. Podemos suponer
laN 8] = m y que « interseca transversalmente a 3.
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CasoI: m=1.

Aplicando un giro 73 de § seguido de un giro 7, de a se transforma o en una curva 3’
tal que (#) = 3 para algiin homeomorfismo ¢ de F isotépico a la identidad con ¢ | OF la
identidad (véase la Figura 1.9). Entonces 7g7ac € Gr y ()} 7p7at = 8.

B y T T, : !
. 3
i

Figura 1.9

Caso H: m = 0.

En las dos situaciones posibles, F — (a U 8} conexo y F — (U 3) con dos componentes,
ejemplificadas en las Figuras 1.10(a) y 1.10(b}. es facil ver que existe una curva no separante
4, que interseca transversalmente a a y Geony-a=v-83=1as que, porel Caso I,
podemos transformar a @ en ¥ y a -y en § con homeomotfismos en Gp.

{a) (b)

Figura 1.10

Caso IIL: m > 1.

Razonaremos por induccién en m. Serd entonces suficiente probar que existe una curva
no separante v talque y-a <1y y-f <m. En efecto, si se tiene tal curva -y podemos
transformar con homeomorfismos en Gr a e en + por los Casos Iy II, y a 7, en B por
induecion.

Para probar la existencia de tal -y, considérese un areo I contenido en f tal que iNa = dl.

Los puntos de Al subdividen a « en dos arcos oy y o2 Si los extremos de ! estin en lados
distintos de ¢, entonces tanto IUay como [Ucap son curvas no separantes pues son isotépicas
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a curvas que tocan a & en un punto y, tomando y = a; U{, se tiene v- 3 < [aN G =m
lo que termina la prueba en este caso. Supdngase ahora que los extremos de { estdn en &l
mismo lado de a. Sean A, A; y A, los subespacios de F mostrados en la Figura 1.11 que
son homeomorfos a § x [0,1) y son tales que 4 = @, 84 = a1 Ul y 843 = e UL

Figura 1.11

Como o no es separante existe un arco en F — o que une un punto a de A con un
punto b de A;. Este arco llega a intA; U intAs antes de intersecar a [, es decir, se tiene
un arco en F — (@U1) con extremos a y ¢ donde ¢ € A; (j =102). Ahora existe un
arco en Aj U A, que une ¢ y ¢, e interseca a o en un solo punto, lo eual muestra que
«; Ul no es separante. Definimos entonces v = a; U L. Nétese que v-a £ 1 y que

= (a;Ul)- B < |aj N Bl < |aN | = m. Esto termina la demostracién del Caso I1I y,
por tanto del teorema para el cason = 1.

Supongamos ahora n > 1. Por Ia hipétesis de induccidn existe un homeomorfismo hy €
Gr tal que (o) hy = Biparai=1,... ,n— 1. Sea F 1a cerradura del complemento de una
vecindad tubular N de f1UGU...U ,Bn 1. Por lo ya demostrado existe un homeomorfismo
en Gp que manda a (an) i en Bn; extendemos este homeomorfismo a un homeomorfismo
hz en Gp definiéndolo como la identidad en V. Entonces hihs € Gr ¥y (o:) h1ha = 5; para
t=1,...,m Q

Nota: Con algo mas de trabajo se puede probar el Teorema de Dehn [D] y Lickorish [Lil)
que afirma que si F es orientable cerrada entonces Gr es el conjunto de homeomorfismos
de F que conservan orientacién. De hecho, por [Li2] y [Hu] se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.3 Si F' es una superficie orientable cerrade entonces todo homeomorfismo de
F es isotdpice a una composicidn de giros de Lickorish. a
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Aprovecharemos el Teorema 1.2 para probar que cualesquiera dos cubos con g asas son
homeomorfos:

Proposicién 1.3 Si W y W' son ambos cubos con g asas entonces W es homesmorfo a
W

Demostracion: Sean S;U...U S, y S{U... U S} conjuntos meridianos de W y W’
respectivamente. Las fronteras W y W' son superficies orientables cerradas de género
g W —(S1U...US,) y W —(S{U...US;) son ambos homeomorfos a una 2-esfera con
2g agujeros. Sea hy : 0W — W' homeomorfismo. Como WU, (Sokhy W -UL, 5
son conexos existe, por €l Teorema 1.2, un homeomorfismo hy : W' — oW’ tal que
(S;) hihy = §{ (i = 1,... ,g). Por la Proposicién 1.2 h1hs se extiende a un homeomorfismo
de W sobre W'. o
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2 Jugadas de Kirby

Sea L un enlace enmarcado en §°. Supongamos que una de sus componentes k estd
desanudada y tiene coeficiente de cirugia § = £1. Sea Ej el exterior de £, esto es, la
cerradura del complemento de una vecindad tubular T de k que no interseca a L — k. Como
k est4 desanudado Ej es un toro sélido, y existe un subespacio de Ey el cual identificamos
con D? x [0,1], cuya interseccién con J7T es 8D? x [0,1]. Aqui suponemos que el encaje
de D? x [0,1] en S* conserva orientacién. Sea A : Ey — Ej el homeomorfismo tal que
(£)A=zsiz ¢ D*x{0,1] y (z,t)A = (262 4) si (z,t) € D? x [0,1]. Si el encaje de
D? x [0,1] en 5% no conserva orientacion, la misma A, salvo por isotopia, estaria definida
por (z)A = zsiz ¢ D*x [0,1] y {zt)A = (z¢727 ¢t} si (2,2} € D?® x [0,1]; esto lo
utilizaremos en la demostracién de la Proposicidn 2.2. Nétese que la imagen bajo A del
marco de k es frontera de un disco en T. Sean ky....,kn las componentes de L — k ¥
sean fi,...,fn Sus respectivos marcos. Sea L' el enlace (k1JA U ... U (kn)A con marcos
(A, ..., (fz)A. Decimos entonces que L' se obtiene de L haciendo una jugada K fo
jugada de Kirby} en k; st 8 = 1 se dice que se hace una jugeds K izquierda {o de mano
izquierda), si § = —1 se dice que se hace una jugada K derecha (o de mano derecha). {(Viéase
la Figura 2.1).

Si L' se obtiene de L haciendo una jugada K, decimos que L se obtiene de L' haciendo
una jugade K1

Sean L y L' dos enlaces enmarcados en 5. Decimos que L y L son K-equivalentes (y
escribimos L K L') si existe una sucesién finita de enlaces enmarcados Ly, ..., Ly tal que
Li=L, L,=L"y paral €i < n, Ly se obtiene de L; haciendo una jugada K o KL

Si I’ se obtiene de L haciendo una jugada K en & y si k es frontera de un disco en
$3 cuyo interior no interseca a L entonces decimos que L' se obtiene de L haciendo una
jugada discoidal.

Diremos que dos componentes k), k3 de un enlace L son paralelas en L sl tk(ky, ko) =0
y existe un anillo A en $% tal que BA =k Uk e intANL =@,

Sean k; y ko componentes paralelas desanudadas en el enlace enmarcado L tales que los

coeficientes de cirugia de k; y k2 son 1 y —1, respectivamente. Sea L' el enlace enmarcado
obtenido de L suprimiendo k; y k2. Entonces decimos que L’ se obtiene de L haciendo

una jugada anular. Nétese que L Kru porque haciendo una jugada K izquierda en ky y
luego una jugada K derecha en k; se obtiene un enlace enmarcado equivalente a L'.

18







La siguiente proposicién nos dice el cambio que debe hacerse en los coeficientes de
cirugia cuando se hace una jugada K.

Proposicién 2.1 Sean L un enlace enmarcado, k una componente desanudade de L con
coeficiente de cirugia § = £1 y k; une componente de L con marco f;. Sea A : Ep — Ey, el
homeomorfismo deserito anteriormente. Entonces Lk{{(k;)A, (fi)A) = lk(ky, f;) — 81° donde
L= lk(k, k).

Demostracidn: Orientemos a k; y a f; de tal manera que sean isotdpicas en una vecindad
tubular de k; que contiene a f;.

Consideremos la parte izquierda de la Figura 2.2(a), en que § = 1, y partes de k; y de
fi aparecen como arcos verticales sin que f; cruce a k;. Sea p el mimero de arcos de k; de la
figura que se dirigen hacia arriba y n el mimero de arcos de &; de la misma que se dirigen
hacia abajo. En la parte derecha de la figura aparece la parte de k; que cambia bajo A.
En ésta hay p +n arcos de (k;)A y p+n arcos de {f;)A. Si un arco s de {(k;)A y uno ¢ de
{f;)A se dirigen ambos bacia arriba o ambos hacia abajo entonces s cruza una vez sobre ¢
y de derecha a izquierda; si s y ¢ tienen sentidos opuestos entonces s cruza una vez sobre
t, y de izquierda a derecha. Luego, la contribucidn a {k((k;}A, (fi)A) de cada arco de k;
de la figura es n — p si se dirige hacia arriba y p — n si se dirige hacia abajo y, por tanto,
la contribucién a tk({k;)A, {f;)A) de la parte mostrada en la derecha de la Figura 2.2(a)
es —p(p — n) + n(p—n} = (n — p)(p — n) = —({p = n)® = —1? ya que Lk(k, k) =p—n.

Como en la parte no mostrada en la figura (k;)A coincide con ki ¥ (fi)A coincide con
fi se sigue que tk((ki)A, (f:)A) = lklky, £) — 1%

En el caso 4 = ~1, mostrado en la Figura 2.2(b), si un arco s de (k)A y uno ¢ de
{(fi)A se dirigen ambos hacia arriba o ambos hacia abajo entonces s cruza una vez sobre
t, y de izquierda a derecha; si s y { tienen sentidos opuestos entonces $ cruza una vez
sobre t, y de derecha a izquierda. Un célculo anilogo al anterior muestra también que
(K}, (F)A) = Uelki, fi) + 2. =
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La siguiente proposicidn afirma que si se hace una jugada K derecha (resp. izquierda)
en una curva en intH (resp. intHy) paralela a una curva A de &, que bordea un disco en
H, (resp. Hg), el efecto en curvas de I, es el mismo que el de un giro positivo de A. Si
intercambiamos las palabras derecha e izquierda el giro serd negativo.

Proposicién 2.2 Sean A y 8 curvas simples cerrades en Sy y D un 2-disco en S tales
que DNEg=Xh CintD. Sea X = 0D y § tal que |d| = 1. Sea L = N U8 enlace enmarcado
de dos componentes donde el coeficiente de cirugia de A es § si X C intH, y es —4 si
N CintH]. Enionces el enlace obtenido de L haciendo una jugada K en X' es {(6)AS donde
A es el giro posttivo de A.

Figura 2.3

Demostrecion: Sea T vecindad tubular de A’ tal que E,NT = £,N8T y esta interseccidn
es una vecindad anular de A en ,. Sea ¢ : D?x[0,1] — S? encaje cuya imagen no interseca
intT, ((8D%) % [0,1))e = Z, T y, si A € intH (resp. X' € intH,), conserva (resp. no
conserva) orientacién. Entonces puede verse que e|S! x [0,1] : §* x [0,1] — I, conserva
orientacién.

Parametrizamos el subespacio {D? x [0,1])e de $° — intT como D? x [0,1] via e, es
decir, escribimos (z,¢) en vez de (z,¢)e. Sea A el homeomeorfismo de S3 —intT, el exterior
de X, que se define al hacer una jugada K en A'. Si (z,t} € D? x [0,1] entonces, en el
caso en que A € intH;, (2, )A = (ze? (=07 1) v en el caso en que A € intH,y, también
(z,8)A = (ze~ 27 ). Como (z,t)A% = (297 ) si (z,£) € D? x [0, 1] y ademas tanto
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A como A’ son la identidad en £y — S x [0. 1], se sigue que & y A% coinciden en ;. En
particular (8)A, el enlace obtenido de L haciendo la jugada K, es (8)A°. O
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3 Enlaces y variedades

Si 6 es una curva simple cerrada en £, el indice de encaje de § en Ly, que denotaremos
por e(8), es 1k(6,8%) donde 8 es una curva paralela a ¢ contenida en T, y las curvas 4, 8%
han sido orientadas de tal manera que son isotdpicas en una vecindad tubular de 6 en T,
que contiene a 47,

Sean #;,...,0; curvas simples cerradas en alguna L, y 4,,...,d; nimeros tales que
|6 = 1. Sea o = (©%F,... ,932,9{1) la sucesién de giros correspondiente. Definiremos
Ly. Vagamente L., sin considerar los coeficientes de cirugia, es la union de las §; donde 8;
“se empuja arriba de ;" si ¢ > j. M4ds precisamente consideramos una vecindad regular
Ty % [0,1] de I, tal que. Ty x {0} € Hy, Ty x {§} = T, y T, x {1} C Hj. Sean
€1:--. ,&r € (0,1) tales que £; < &2 < ... < ¢r.Entonces L, = U_, (% x {&:}) C Z, x [0,1];
el coeficiente asociado a la componente 8; % {g;} de L, es e(8;) + &;. Definimos también

a:@i*oef"_‘llo---oeﬁj_,zoef‘ 13Xy = B,

Lema 3.1 Sean o y T sucesiones de giros y sea 6 una curva en Ly que es trivial como

nudo en 5% y tal que e(6) = 0. Entonces, 5i © es el giro de 8, L,p0-1), £ L.

Demosiracidn: El enlace enmarcado L,- se obtiene de L, (g g-1), haciendo una jugada

anular asi que L,g g-1y- X Lyr. ]

Corolario 3.1 Siy = (8f,...,05,6%), 0;, es trivial como nudo en §* y e(6;) =0 (i =
1,...,7) entonces L - £ . m]

Notacién: 8i f : £g =+ I es un homeomorfismo entonces M{f) es la 3-variedad que se
obtiene identificando, en la unién ajena H, UH,, = € 8H; = I, con (z)f € 0H, = Z,.
Se le da a M(f) la orientacién que induce en Hy la misma orientacién que la orientacién
estindar de S5°. Nos referiremos a f como el homeomorfismo de pegado. M(f) tiene una

descomposicién de Heegaard natural, a saber, {H,, H;).

Proposicién 3.1 Si fy y fi son homeomorfismos isotdpicos de B, entonces

M(fo) = M{fr).

Demostracidn: Escogemos una vecindad de L, en H;v la cual parametrizamos como
I, % [0,1] con £y x {0} = E,. Definimos un homeomorfismo h de M(fp)} sobre M{f,)
como la identidad en Hy U (H ~ Z, % [0,1]}, y en Iy x [0, 1] por {(z,t)h = () fef Tt 8)
donde {f:}ie[o,15 s 1a isotopia de fo a fi. Se sigue que M(fo} = M(f1) pues h conserva
orientacion. O
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Demostraremos ahora que M(Lq) = M(fs).

Lema 3.2 Sea © : T, =+ £, giro positivo de 8, |6] = 1 y A vecindad anular de 8 en Ly
tal que © es la identidad en Ly — A. Sean A una copia de A A ye: A=A hameomorﬁsmo
Supongamos a < ¢~ < et < 3. Sea 0: HAx [¢7,et]} = A x [e7,¢*] definida por

(a,e%)p
(a,t)y

Entonces eziste un homeomorfismo ¥ de (Zg x [0, 5] — A x [s‘,e‘*])uw(ﬂx [e=,eT]) sobre
Ty x la, ] tal que (z,5)¥ = ()0, 8) y (z.a)¥ = (z,a) siz € L,.

{(a)B,ct) siac Ay
{{ade,t) sif{a,8) € (A x[e7, et} - Ax {7}

it

Demaostracion: Se define ¥ como sigue:

((2)0%,t) sizeyye <t<p

(z, )% = ¢ (z-1) si (z,t) € Ty x [a, e} — A x [e7, 7]
((x)c~,t) si{z,t) € Ax[g,e7]

(Véase el dibujo esquemitico de la Figura 3.1).

Zex [0,f]

zzx {C(,ﬁ] . ¢eid
id>

Figura 3.1

Nétese que:
si z€Ly— A entonces ((z)8°%, %) = (=, E+)
si a€ A entonces ((a)@%,¢) = (@)%, eM) ¥
si (a,2) € 3(A x [¢7,67]) — A x {¢7} entonces (a,t) = {{a)ec™t, t)

asi que ¥ estd bien definida.
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Por la Proposicién 1.1, tomando

A=, x 7.8y Ao =y x [a,eF] — A x [e7,¢],

¥ manda homeomoérficamente a

Ty % [o, B ~Ax[em,et]en Ty x [o, 8] — A x [e~, ]

Aplicando nuevamente la Proposicién 1.1 ahora con

A=y x[afl-Ax[e,et]y A2 =Ax e, e

se concluye que ¥ es un homeomorfismo.

Claramente (z, 3)¥ = ((2)8%,8) y (z,a)¥ = (z,qa). O
Teorema 3.1 Sea o = (©%,... ,Gf‘). Entonces M(f,) = M{Lg).
Demostracion:
Supongamos e}, <& <& <ef < (i=1,...,r) coneg = % ye, =1
Podemos pensar en M {f,) como el espacio obtenido de la unién ajena
Hy LT, x [eh,e}] 11 S x [eh, 4] 1. ISy X fe_y, €} U HY — T x [% 1]
haciendo las siguientes identificaciones:

1 .
(I, 5) € By x [ep,€})] se identificacon (z)f, € Hy; para (i=1,...,r =1},
(z,€}) € B x [e},€i41]  se identifica con  {z,€;) € By x CRNAR;
(z,1) € Hy = T4 x [%, 1] se identifica con  (z,1) € T, x [e}_y,67)
Consideramos también el espacio M {f,) obtenido de la unidn ajena
1
HyUE, x [eh, ) LIS, x [¢}, &b} 1. I By x {el_y,et] L H} — Ty x [5, 1]

haciendo las siguientes identificaciones:

x, 2
(z,e}) € By % [g1, €1,  se identifica con (()0%,€) € £y x 1.l ¥

1 . )
( l) € Xy x [gg,£}]  se identifica con (a:, §) € Hypara{i=1,...,r—1),

1
(r,1) € Hy —Zy % [5, 1] se identifica con  {{x)0%,1) € £y x [} _.€l].
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Usando e} Corolario 1.1 se tiene un homeomorfismo de M({f,) sobre M {fs) definido
como:

la identidad en H, y en H} — Eg x [%, 1]:

y como
Gf'QJ"’ 0% xiden Ty x [gj_y,€l] (i=1,....7)

r—1

(En la parte izquierda de la Figura 3.2 se ilustra esquematicamente el caso r = 3).

Parai=1,...,r denotemos por ¥; a (T x [€,_,,&) — Ai X [e7, 67 ]) Uy, (A; % [e7, 7]
donde A; es vecindad anular de 6;, A;es unacopiade A;, ¢; 1 A; = Et- es un homeomorfismo
y @i B{Ai x [e].€}]) = Aix [e7 . €] esté definido por (a,€7 )i = {(a)B%ci,ef) st a€ A

v (@ )i = (@i, ) si (a,t) € D(A: x [e7.&f]) — Ai x 7.

Por el Lema 3.2 existe un homeomorfismo ¥; de ¥; sobre Eg% [g]_), £}] tal que {7, &) ¥; =
()%, €)) ¥ (7,6 ) ¥ = (z,&}.y) 5i 5 € By,

Denotemos por M (Ls) al espacio obtenido de
1
H,UY UYa UL TY; U H — &g x [3,1]
hactendo las siguientes identificaciones:

1
(:r:, %) €Y7 se identifica con (z, 5) € H,,
(z,£}) € ¥;y1  se identifica con (ze) €Y; (i=1...,r=1)y
(z,1) € Hy—Eg % [% 1] se identifica con (z,1) € ¥;.
Usando el Corolario 1.1 se tiene un homecmorfismo de M(L,) sobre M(f,) definido como

la identidad en Hy y en H) — Ty x {3,1], y como ¥; en ¥i(i = 1,... ,r). (En la parte
derecha de la Figura 3.2 se ilustra esquemdticamente el caso r = 3).
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Notese que

M{(L,) = (53 - (0 4; % [s;,s;‘])) Up (U A; x [s;,e?])
R i=1

donde:

o: ) otas x5t — U A x et

i=1 i=1

es tal que

o= en dA; x [e7, 6N (i=1,...,r}

Como Ul_, 4 x [e]",&]] es vecindad tubular de Ui; & x {&i}. se ve que M{Ly) se
obtiene por cirugfa en |J_, #; x {¢;} utilizando como marcos las curvas /i definidas como
fi=(six {s7HU((8si) x [e] .U ((.s,')G)i—J‘ x {€{}} donde s; es un arco de A; que une
las dos componentes de 4;. (Ver Figura 3.3).

Orientemos 8; x {e;}, ((3.—)9,-"5" x {ef}YU (s: x {&7}) ¥ fi de tal manera que sean
isotdpicas en A; x [g] ,s;"}. El nimero de enlace entre las dos primeras curvas es el indice
de encaje e(6;) de §; en T, y el nimero de enlace entre §; X {&:} y fi es e(8;) + 4. Porlo
tanto, recordando la definicién de M{L,}, se ve que M(Ly) = M(L,). Luego

M(f,) = M(f,) = M(L,) = M(L,). ©
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Proposicién 3.2 Sea o = (00....,0%).

(i} §i f, = id entonces eziste un homeomorfismo de M(L,) sobre 5% que es la identidad
fuera de Ty x [0,1].

(ii) Si f. se extiende & un homeomorfismo de H, entonces existe un homeomorfismo de
M(L,) sobre §° que es la identidad en Hy— By x {%, 1.

(ifi) Si f, se estiende a un homeomorfismo de H; entonces eriste un homeomorfismo de
M(L,) sobre S que es la identidad en Hy — Sy x [0, 5],

Demostracion:

(i) Como f, = id se tiene que M(f,} = 5°. La demostracién del Teorema 3.1 da el
homeomorfismo buscado.

(ii) Usamos la notacién de la demostracién del Teorema 3.1. En la demostracién del
Teorema 3.1 se mostré que existe un homeomorfismo a de M(L;) sobre M (fs) que
es la identidad en H; — Xy [%, 1]. Sea § el homeomorfismo de $* sobre A—Z(f‘,)
que es la identidad en Hj — £g x [§,1], es hheit... 85 x id en Ty x [€]_,.¢€]]
(i=1,....n) y en Hy es un homeomorfismo sobre H, cuya restriccién a T, es f,.
El homeomorfismo af~! es el buscado.

(iil) Usamos otra vez la notacidn de la demostracién del Teorema 3.1 excepto que tomamos
€, = 0 ye, =1L Existe un homeomorfisme & de M(L.,Lsobre M({f;) que es la
identidad en Hy — £, x [0, 11. Sea 3 el homeomorfismo de M(f,) sobre $? que es la
identidad en H,— £, % {0, 3], es ot .okel xidenE, xel_, &l i=1,...,n)y
en H, es un homeomorfismo sobre H, cuya restriccién a g es f,. El homeomorfismo
«f3 es el buscado. |
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Proposicién 3.3 Todo enlace enmarcado es equivalente a uno de ls forma L,.

Demostracién: Considérese un enlace arbitrario enmarcado I = ky U ... Uk, con
coeficientes de cirugia ci, ... ,en y una proyeccion regular de él. Escogemos un subconjuato
de L que consista de 2g puntos que subdividan a L en 2g arcos, g pasos superiores ajenos
¥ g pasos inferiores ajenos, de tal manera que ningiin paso superior contenga un cruce
inferior y ningiin paso inferior contenga un cruce superior (ver Figura 3.4(a}). Recuérdese

la definicidn de las asas h, hy,... , kg y de la traslacién T dadas en la pagina 12. Aplicando
un homeomorfismo adecuado ¢ : §% — §° se transforma L en un enlace equivalente L'
contenido en L, y tal que, parai=1,... .g, I'NA; es la imagen bajo T* del conjunto de

puntos de A a distancia 1 del origen. (Ver Figura 3.4(b)). Definimos &} = (k).
Necesitamos ahora corregir coeficientes de cirugia.

Parai=1,... ,n, sean m; = c;—e(k{) — 1 y 7; tal que h;, interseca a k. Considérese las
curva meridiana a;; contenida en el asa h;; mostrada en la Figura 1.6. Sea A4;; el giro posi-
tivo de aj; (i = L,...,n). Definimos L” = (L')AT 7% - -- AT, k' = (K{) AT AT? - AT

yo=(K{,... K) donde K/ es el giro positivo de k{'. (Ver Figura 3.4(c)).

Entonces L es un enlace equivalente a L” por un homeomorfisme que manda a k; en k!

{i =1,...,n). Es decir, ¢l enlace enmarcado L = k; U ... U k, con coeficientes de cirugia
€1:--- ;Cn €5 equivalente al enlace enmarcado L” = k{'tJ... Uk} con coeficientes de cirugia
Cly--- 1 Cn-

Nétese que L, como enlace es equivalente a k) U ... Uk, es decir a L”, ya que
1:--- 1Ky son curvas ajenas de L. El coeficiente de cirugia de &', como componente de
Lo, es elk!y+ 1 = e(k]) + mi + 1 = ¢, el coeficiente de cirugia de k; en L. Por lo tanto, el

enlace enmarcado L, es equivalente al enlace enmarcado L. a
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Terminamos esta seccién probando el Teorema de Wallace {(Wal] y Lickorish [Lil} que
afirma que toda 3-variedad cerrada orientada es de la forma M(L).

Teorema 3.2 Sea M? una 3-variedad cerrada orientada. Entonces eriste una sucesion o
de giros tal que M3 = M{L).

Demostracion: Como toda J-variedad tiene una descomposicién de Heegaard existe un
ntimero ¢ y un homeomorfismo p de I, tal que M3 = M{p). Sea S;U...U S; un conjunto
meridianc de H. Por el Teorema 1.2 existe una sucesién ¢ de giros y un homeomorfismo h
de £, isotépico a f, tal que (S} =(Si)p (i=1,...,9). Como ph~! manda al conjunto
meridiano S{ U ... U S; de H; en si mismo, se extiende a un homeomorfismo E de H;
por la Proposicién 1.2. Se tiene entonces un homeomorfismo que conserva orientacién de
M (p) sobre M(h) definido como la identidad en Hy y como E en Hy. Luego, usando la
Proposicién 3.1 y el Teorema 3.1 se tiene M? =~ M{p) = M(h) =~ M(f,) = M(L,). O
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4 Teorema de Kirby

El siguiente teorema es el principal de este trabajo.
Teorema 4.1 (Kirby) M(L)~ M(L") <= LA L'

Para probar que L Ay =wm {L} = M(L') basta probar que si L’ se obtiene de
L haciendo una jugada K en k entonces M(L} = M{L'). Sean L = kUk U... Uk,
y TUTLU...UT, vecindad tubular de L, donde T es vecindad de k y T; de &;. Sean
fif1,--. ; Fn los marcos respectivos. Consideramos el homeomorfismo A de S —intT que se
utiliza al definir la juzada K. Escribimos k] = (ki)A, f{ = (f)A y T' = (T))A. Entonces A
define un homeomorfismo de §3 —int(TUTU. . .UT},) sobre 53 —int(TUT{U.. . UT},), (A
es un meridiano m de 8T y f es el marco de &} (¢ = 1,... ,n). Recordemos que

ML) = (S'xDHU(S'x DHU...u(S' x DHU(S* —int(TUTLU...UTy))
con 1x8D*=f y 1x8D¥=f; (i=1,...,n).

Observemos que

I

(8! x DHU...U (8" x D2)U (8% —int(T{U...UTL)}
(' x DHYU(S* x DH)U.. . U(S' x DHU(SP —int{(TUT{U...UTy))
donde 1x8D*=m y 1x3Di=f (i=1,...,n).

M(L')

It

Como el homeomorfismo A de §2 —ing(TUT .. .UT,) sobre §3 —int(TUT{U...UT})
manda los meridianos £, fi... . , fa de los toros sélidos $' x D?,5' x D},... ,S' x D enlos
meridianos m, f], .- . , fi de los toros sélidos S x D?,8' x D}, ... , 8" x D}, A se extiende
a un homeomorfismo & de M (L) sobre M (L'} por el Corolario 1.2 y el Corolario 1.1.

Esto prueba que L Ep— M(L) = M(L).

La demostracidn de la implicacién M(L) = M{L') = L £ L' ocupara el resto de la
tesis.

Supongamos entonces que M {L) = M(L'). Por la Proposicién 3.3, podemos suponer
quel =L,y =1L,

Si las curvas ; correspondientes a ¢ estdn contenidas en I, entonces también estan
contenidas en T,., (porque podemos suponer que §; no interseca a las asas hg.y, hgyo,.-.),
asi que f, puede pensarse como un homeomorfismo de Iy 0 como uno de Zg4r. Sin embargo
M(f; : Zg > S4) = M{fs : Zgtr — Lg4r) y de hecho la descomposicion de Heegaard
(Hgir, Hy,,) de M(fy : Tyrr — Tgsr) se obtiene de la descomposicién de Heegaard de
M({fs : By — £,) agregando r asas triviales.

Se tiene M(f,) = M{Ly) = M(Ly) == M(f;). Por el teorema de Reidemeister-Singer
1.1, si se agrega un piimero suficiente de asas triviales a M(fs) y a M(f,r) se obtienen
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descomposiciones de Heegaard equivalentes. Es decir existen r y r’ tales que: g+r = ¢/ ++'
¥ (M(fa : Ey+-r —* E_g+r);Hg|H_(;) = (M(fcr' : Z:_q‘+r-' - Zg’-}—r')ngs H;)

La demostracién de que L, X Lo se hard en 3 pasos:

PASO 1 (Igualacién de homeomorfismos de pegado): Probar que existe o, tal que
L XLy fo=fr
PASO 2 (Sustitucién por gires de Lickorish): Probar que existen og y a5 tales que
fon=fo=fo =1z,
las componentes de o3 y de o3 son giros de Lickorish, L,, X Le v Ld& X Ly

PASO 3 (K-equivalencia de los enlaces): Probar que L,, £ Ly,
(sabiendo que fy, = f,; ¥ que las componentes de o3 y o4 son giros de Lickorish).

PASQ 1: Igualacién de homeomorfismos de pegado.

Sean Ly y L, tales que M(L,) = M{L,}. Probaremos que existe ¢y, tal que L, X Ly,
¥ for = for.

Como se explicé anteriormente podemos suponer, agregando asas triviales si es nece-
sario, que (M(fd)r Hgs H;) = (M(fa")a Hyv H;)

Existe entonces un homeomorfismo ¢ de M{f;) sobre M{fs) que conserva orientacién

y tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
) ] ,
Hg T)’ Hy
U o U
— ' —
E, = 0H, —— 0H, = I,

-’:.‘If, - %J'fﬂ:

E, = 80Hy —— 8H;, = I,
n n
Hy Hy

L)

JH &

wlHg

donde ¥ =y |[0H, y ¥ =¢|aH,.
Entonces U o for = f,o ¥, asique: fp =¥ o f, 00,

Nétese que T'~! se extiende a un homeomorfismo de Hj, y ¥ se extiende a un homeo-
morfismo de H,.
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Considérense las curvas a1, b1, ... , @g, by, 21, ... , zg—1 contenidas en L, y mostradas
en la Figura 4.1

Figura 4.1

Sea A; el giro positivo dé a;, B; el giro positivo de b; y Z; el giro positivo de z;. Definimos
los homeomorfismos ¥, 7; ¥ ¥ como sigue:

x=A1Z{ By

= (A;B{A,;)z i=1,...,9

v = (AiBiZiAip Bi)? i=1,...,9-1

Estos homeomorfismos tienen descripciones mas geométricas:

m; Tota el asa ¢ 180° y v; intercambia las asas i e 1+ 1 con un giro de 180°. Sin embargo
no utilizaremos estas descripciones.

Los homeomorfismos x,7; y v; se extienden a homeomorfismos de Hy y H;_: A; se
extiende a un homeomorfismo de Hy y B; se extiende a un homeomorfismo de H .:2'

Lu (en [Lul]) ha probado el siguiente teorema:

Teorema 4.2 Sea h un homeomorfismo de I, que se estiende a un homeomorfismo de
Hg (resp. Hy} que conserva orienfacidn. Entonces h es isotdpico o una composicion de
Ay (resp. Br), x, 71, .. Ty V1, ... Vgat Y SUS inVETSOS. a

Notacién: Si a es una sucesién finita de giros y 3 es otra, entonces o es la sucesidn
finita que se obtiene escribiendo A a continuacién de o. Por ejemplo si o = (A, B2) ¥
B = (A7}, Bs, By') entonces aff = {A1, B2, A7, B3, By ).

Sia=(6%,...,08 6%} definimos la inversa de a como:

- - —dr— —0r
a 1=(e]_ l"“!er-l l1er6)‘

Se tiene que f,—: = f! porque 07 0857%0.. .08 4100 % = (B 0-- 0 OF o881,

~1..-1, . ~—1

[#4 o

Si n es un nimero natural, o” denotard ac--- (n veces) y a™" serd o
(n veces).
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Nétese que A1 = fia,), Br = fiayy X = fla,zotmy ® = fia oy v =
fias B 20 A w0 B

Usando fa, ¢ fay 0+ fan = faraz.on ¥ fil = fo-1 se ve que cualquier composicién
de estos homeomorfismos y sus inversos es igual a f, para alguna sucesién a de giros.

Proposicién 4.1 Sez p sucesidn de giros tal que L, £ &

. . K . , .
(i} Si f, =1id entonces Lgpr ~ Lyr para cualesquiera sucesiones de giros o y 7.

- . K .
(i) Si f, se extiende ¢ un homeomorfismo de H, entonces L,, ~ L, para cualquier
sucesidn de giros o.

(1i) Si f, se extiende a un homeomorfismo de Hy entonces Lypr ~ L, pars cualquier
sucesion de giros 7.

Demostracidn: Sea L = Lyp- en el caso (i), L = Ly en el caso (iF) y L = L,- en el
caso (tii). Entonces L, es un subenlace de L y podemos suponer que L — L, no interseca
a X, x [0,1].

Sean Ly, L, ... , L}, enlaces enmarcados tales que Ly = L,, L), = & y L se obtiene de
L;_, por una jugada K, en cuyo caso definimos ¢; = 1, o por una jugada K1, en cuyo caso
definimos £; = —1. 8i L] se obtiene de L_, o bien Lj_, se obtiene de L, por una jugada
K en ki, sea A; el homeomorfismo del exterior de k; sobre si mismo correspondiente a dicha
jugada. Entonces L} es el enlace enmarcado obtenido al aplicar A* al enlace enmarcado
L ;- Si hacemos una jugada K~! podemos suponer que la nueva componente en L! estd
contenida en I, x [0, 1]

Sea Ly = L e, inductivamente, sea L; el enlace enmarcado obtenido de L;_; al hacer
la misma jugada, K o K~!, que cambia a L]_; en L. Es decir, L; es la unién del enlace
enmarcado L] y el obtenido al aplicar Ay a L; — L_,.

. K
Se tiene entonces Ly ~ L.

En la demostracién de la implicacién L Ap— M(L) == M(L') al principio del Teo-
rema 4.1 se muestra que hay un homeomorfismo Al M (Li_y} = M{L}) que restringido
al exterior de Li_, en 5% es Af'. Por lo tanto, la imagen bajo A;" del enlace enmarcado
L;_y— Lj_, de M(L]_,) es el enlace enmarcado L;— L} de M(L}). Luego Z\:El 3:;2 e &;5"
es un homeomorfismo x que conserva orientacién de M{Lj} sobre M(L.)(= 5°) que manda
al enlace enmarcado Ly — Ly de M{Ly) en el enlace enmarcado L, — L}, (= Ly).

Nétese que Lo = Lj no interseca a Ty x [0, ] ¥ en el caso (4d) (resp. (#ii)) estd conterido
en H;r {resp. en H,) asi que, por la Proposicién 3.2, existe un homeomorfismo £ que
conserva orientacién de M{Lj) sobre S® que manda a Ly — Lj en Ly - L.

Por lo tanto, £~! o x es un homeomorfismo de % sobre $% que conserva orientacién y
manda al enlace enmarcado Ly — Lj en Ly; es decir, Ly — Ly ¥ Ly son equivalentes. Como
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Lo £ L,, se tiene L Kp- L,, es decir, Lg,r X Lyr en el caso (i), Lgp £ Lg, en el caso

(i) y Ly K L; en el caso (di1). a

Corolario 4.1 Seay = (8%, .. 65",8‘5‘) tal que 8; es trivial como nudo en S% y e(8;) =
0(i=1,...,r). Supongamos que L, X3 ¥ fy se eztiende a un homeomorfismo de H,

o a uno de H’ Entonces Ly Ky

Demostracidn: Si f, se extiende a un homeomorfismo de Hy (resp. H) entonces, por
la Proposicidn 4.1, L1 X Ly-1y (tesp. Lo X L.y-1) asi que, por el Corolario 3.1,
L,r-l X . a

El siguiente lema se usard en la demostracién de la Proposicién 4.2. Recuérdese la
definicién de componentes paralelas dada en la seccién 2.

Lema 4.1 Sean o y 3 componentes paralelas desanudadas en un enlace enmarcado L.
Supongamos que el coeficiente de cirugic de a es 0 y el de B es 1. Sea L' el enlace

enmarcado obtenido de L eliminando 5. Enfonces L' XL

Demostracion: Supongamos que el coeficiente de 5 es 1.
La prueba se muestra en la Figura 4.2 (a),(b),(¢),(d)

El enlace en (a) se obtiene del enlace en (b) haciendo una jugada K derecha en ~ ; al
hacerlo cambia el coeficiente de @ de —1 a —1+ 1*> = 0. El enlace en (c) se obtiene del
enlace en (b) haciendo una jugada K izquierda en §3; los coeficientes de las componentes
que intersecan al disco con frontera 8 pueden cambiar mas no los coeficientes de « y v
que son —1 . El enlace en {d), que es L', se obtiene del enlace en (c) haciendo una jugada
K derecha en a. Nétese que L — {a U 3) en (b) se convierte en un enlace equivalente
en 5% — . También si L; es una componente de L — (@ U 3) en (b) y tiene coeficiente
rj, al transformarse L; en L (en la Figura 4.2 (c)} el coeficiente cambia a r; — {2, donde

L =1k(L;,5), yal transformarse LJ1 de (c) a (d) el coeficiente cambia a r — IZ + {2, donde
I = lk(L},a), el cual es igual a rj porque !} = I5. Esto demuestra el lema si # = 1.

Si 8 = -1 la demostracién es andloga. O
Proposicién 4.2 Sea o cualquier sucesion de giros.

(i} Siaes (A} o (A7Y) y 5i B es (By) o (ByY) entonces Loq % Ly y Lgs % Lq.
(i) Si~y es cualquiera de los sucesiones (Al, zZrt, Bg), (A;,Bi, 402, (Ai, By, Zi, Ajea,

B;11)® o sus inversos entonces Lo, X L; y Loy X L.
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Figura 4.2

Demostracion:

(i) Nétese que f, es Ay 0 A7" asi que f, se extiende a un homeomorfismo de Hy. Ademis

L, es un nudo trivial con coeficiente +1 por lo que L, X @. Luego Lgq X Ly porla
Proposicidn 4.1.

Andlogamente fg es B o Bfl, fp se extiende a un homeomorfismo de Hy y Lg Ko
asi que, por la Proposicién 4.1, Lg, X L.

(ii) En cualquiera de los casos f, se extiende a un homeomorfismo de Hy y también a
un homeomerfismo de H; por lo que, por la Proposicidn 4.1, bastard probar que
L, X @ en cualquiera de los casos. De hecho, por el Corolario 4.1, bastard probar

K K K

que Lff‘-x.z{'l.Bn) ~ @, Liapap~ Oy L{Ai.Bi.Zs.Ai+1.Bi+1)3 ~ D puesa; by z
son triviales como nudos en 5* y tienen niimero de encaje 0.
El enlace L(Al'zl—llﬂ.z) es trivial, es decir, es frontera de la unién de tres discos ajenos

en 5% Sus coeficientes son 1, =1 y 1. Por tanto, haciendo tres jugadas discoidales se
convierte dicho enlace en el enlace vacio.
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Consideremos al enlace Ly, p, 4,17 mostrado en la Figura 4.3. Una componente
{paralela a a;) es frontera de un disco que no interseca al resto del enlace y se elimina
con una jugada discoidal. Otra es frontera de un disco que interseca al resto del enlace
en un punto que pertenece a una componente bj; la suprimimos con una jugada K
izquierda lo cual cambia el coeficiente de b; de 1 a 0. Una tercera componente es
frontera de oiro disco que interseca al resto del enlace en un punto que pertenece a
b} ; la eliminamos también con una jugada K izquierda lo cual cambia el coeficiente
de b} de 0 a -1. A continuacién suprimimos b, y una curva paralels a b} con una
jugada anular. Finalmente eliminamos la sexta y iltima componente con una jugada
discoidal obtentendo asi el enlace vacio.

Figura 4.3

El enlace La, B; 7 A:4,.8:41) 5€ TOUESTE en la Figura 4.4 {a). Hacemos jugadas K
enaf, al,y, b} ybl,; las cuales cambian los coeficientes de B, b, al y aly de
1 a0 (ver Fig. 4.4 (b)). Utilizando el Lema 4.1 eliminamos las curvas al y z} por
ser paralelas a a} que tiene coeficiente 0, y eliminamos las curvas b7, y 2} por ser
paralelas a b}, que tiene coeficiente 0 (ver Figura 4.4 {c)}). Hacemos jugadas K en
b? y en a2, las cuales cambian los coeficientes de a} y b, de 0 a —1 (ver Fig. 4.4
{d)). Ahora hacemos jugadas K en a} y en b}, cambiando los coeficientes de b}y
al,, de 0 a1 (ver Figura 4.4 (¢)). A continuacién hacemos jugadas Kendlyal,
las cuales cambian a —1 el coeficiente de z¥ (ver Fig. 4.4 {f}). Finalmente haciendo
una jugada K, en z; se obtiene ¢l enlace vacio. a
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Terminaremos ahora el paso 1.

Por el Teorema 4.2 ¥ 1 = faofmo-ofs, ¥y ¥ = fo,0fa,0 --0f,, dondecada §G; es una
de las sucesiones (B;™), (Ay, Z7 1, Ba)=Y, (A, By, Ai)*2, (A;, Bi, Zi, Ay, Bip1 )2 y cada o
es una de [as sucesiones (Ai‘—l), (Al, Zl_l, Bg)i!, (A,', B,‘, A,')fz, {A,‘, B,‘. Z.', AI'-H.! B{.H)ia .
Definimos o7 = fifh -+ Bmoaiaz -+ ay. Entonces f . = V-lof,ol = fa 0 fa, 00
fan©fs0 fay 0 fax o+ 0 fon = fo, ¥. usando la Proposicién 4.1,

K K K K K K
Ls ~ Loay ~ Loayag ~ -+ ~ Lamaz-an ~ Lonaaragean ~ -*- ~ LgyBnoaiagan = Lay-

Esto concluye el paso 1.
PASO 2 : Sustitucién por giros de Lickorish.

Al terminar el paso 1 se tienen sucesiones de giros gy y o’ tales que f;, = for, L = Ls X
Ly, y L'= L,

En el paso presente probaremos que existe o9 tal que foy = for, Loy X L;, doude las
componentes de g3 son giros de Lickorish.

De manera andloga se tendrd o3 , con componentes que son giros de Lickorish, tal que
K
Joo=fo ¥ Loy ~ Ly

Lema 4.2 {Lema de Conjugacién) Sean 8 curva simple cerrada en , y A1, ... , A; cur-
vas de Lickorish en L, Sean §,dy,... 0, nimeros tales que || = |&1 =1 (i=1,...,r).
Sean Ay,... ,A,.,G,é los giros positivos de Ay, ... ,A,,9,§ donde 8 = (G)Af‘Ag’...Aﬁ'.
Seay = (A,.“", ey AI_J' , 0%, A'{‘ veeas Af’). FEntonces, si o y 7 son sucesiones cualesquiera

. X
de giros, foor = o(@8yr ¥ Loyr ~ L.,(‘é&)f'

Demostrucidn: Lo demostraremos por induccién en 7.

Supongamos » = 1.

Sea A una vecindad anular de . Entonces (A)AJ’ es vecindad anular de & ¥ A“sleA"’
es la identidad en el complemento del anillo (A)A1 y se puede ver que es un giro positivo.
Luego, puede escribirse 8= A’J‘OA‘{’ ¥, por tanto, 8-1= A"S‘E) 1A‘s‘ Por consiguiente
f f{A-J: o9, \61) = AI—JIGOAJI = 9 - f(ea] Yy .fa‘rr = .fa'f';fr = faf{g&)f‘r = f,,(e&),.

Probemos ahora que Lgr X Ly . {Véase la Figura 4.5).
o1y CintH,, L

Podemos suponer que Ly = La(A"l) Uuau L(Afl)f donde La(Al (A1) C
intHy, y el coeficiente de cirugia de 6 es e(8) +8. Nétese que Ay, por ser curva de Lickorish,
es frontera de un disco D contenido en Hy 0 en Hy. Sean A] y A] las componentes de Loy
que corresponden a A1 AJ‘ donde A} C intD. El coeﬁ(:lente de cirugia &} de A} es -4 si
DCHyyesdysiDC H;. Ha.ciendo jugadas K en A{ y A se obtiene un enlace enmarcado
con dos componentes menos. La parte de éste contenida en intH;, es equivalentea Ly y la
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contenida en intHy es equivalente a L., por tener signo distinto —4, y 4;. Ademds, la parte
coutenida en &, es # , por la Proposicién 2.2: el coeficiente de cirugia de & es () +5 — 52
donde {2 es el cuadrado de [k{8.\). Nétese que, aplicando la Proposicién 2.1, tomando

-~

como marco la curva paralela a § contenida en Ty, se ve que e(6) = e(8) — 6}1%.

Luego el enlace enmarcado obtenido de L, haciendo jugadas K en A} y A] es L 8yr
Esto prueba el lema para el caso r = L.

Sea ahora r > 1. Se tiene, Eor la hipétesis de induecién, foyr = fa( AZEnY@iyaryr ¥
Lgvyr £ Lyaztrydenainy, donde 8 = (Q)Af‘ Aii_,’ .. Af"_'l‘. Como el lema es valido parar = 1
~ = o K
y 8 = #(A%) podemos escribir fg(‘«;"r)(é-s)(,\gr), = fodyr ¥ La(A;")(é")(A‘ﬁ")r ~ Ly (56y
K
Por tanto, foy, = g(éé)TyLavr ~ La(éﬁ)f. w}

Supongamos que oy = (€%r,... ,07'). Las curvas f,,... 6] son no separantes. (Las
compeonentes de L, no separan porque atraviesan cada asa cuando mucho una vez. Las
componentes de L;, son o componentes de Ly, 0 A;, 0 By, 0 Z; ; todas éstas son no
separantes).

Sea 1 < j < r. Por el Teorema 1.2 existe un homeomorfismo que conserva orientacion
h: B, = &, tal que (8;)h = a;. El homeomorfismo h es composicién de giros de Lickorish,

es decir, A = Afro. .. oAg"' OA‘{‘ donde Ay,... , A, son giros positives de curvas de Lickorish
Ats--- A (ver [Li2) y [Hu)). Se tiene entonces f; = (a1 )A7 A% .- ATS
Sea v = (A¥, ... AR AN AT ATH, A%, AS%). Nétese que todas las compo-

nentes de -y son giros de Lickorish.

Entonces, por el lema de conjugacién 4.2, si sustituimos, en oy, ej.i por < se obtiene
una sucesion oy tal que fz = fr, ¥ Ly K Lg,.

Si se hace esto para cada j se obtiene finalmente una sucesién o3 tal que fy, = fqy,
Lo, £ L, y todas las componentes de oz son giros de Lickorish.

Esto termina el paso 2.

PASO 3: Utilizacién de la presentacién de Hatcher-Thurston-Wajnryb.

Se tienen ahora sucesiones de giros oy y ¢} cuyas componentes son giros de las curvas
Ags Aty ..., Agy indicadas en la Figura 4.6 (a) y tales que f,, = f,,nz. Se quiere probar que

Lg, £ LU&' Para ello se utilizard una presentacién finita del grupo de homeotopia de la
superficie de género g, con g > 3, encontrada por Wajnryb y basada en un artfculo previo
de Hatcher y Thurston.

Sea Homeo™ (E,;) el grupo de homeotopia de B;. Segiin el Teorema, 1.3, este grupo esta
generado por los giros de Lickorish. Supongamos g > 3. Consideremos Ag, Ay, ... , Aag,
g, 21, Qa, Q3 ¥ 4 los giros de las curvas Ay, Ay,..., Az, Wp, Wi, we, Wz ¥ wy mostradas
en las Figuras 4.6 (a), 4.6 (b) y 4.6 (c).
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Definimos las palabras P, Fy, Fy, F2, Fy, Fy en Ay, Ay, ..., Agy como sigue:

( P = Agy oo AaAa A AT ASAS - - A'_)g

= (A4A3A2A1A1A2A3A4)_1

Fl = A4A3A5A4

Fy = AoAjAsAaAgAsAsAy

= (A2A3A4A5A5)—1A5A5A4A3A51‘\4A0(A5A5A4A3A5A4)_1A1A2A3A4
By = (UhUa- - Upm) T Mth Uz - Upy

Ui = AgiAgiz1 AsiroVi(AgizoAnipr AniAai )™ (i=1...,9-1)

donde V= (A4A3A2A1A1A2A3.‘\4)_11\0A4A3A2A1A1A2A3A4
Vi = T TiVi (T 1) ! (i=2,...,0-1)
{ T; = Aoihoic1Azici Ag (i=1,...,¢-1)

Estas palabras tienen las siguientes propiedades: (wi)F; = Ag (f = 0,1,2,3,4) ¥
{ws)P = wq. Esto permitird la utilizacidn del lema de conjugacién 4.2 en la demostracién
de la Proposicidn 4.3.

Wajnryb [Waj], basado en un articulo previo de Hatcher y Thurston [HT], probé el
siguiente teorema.

Teorema 4.3 Sea g > 3. Entonces Homeo™ (£,) tiene una presentacidn con generadores
Ao Aq, . Aag o, , D22, Q3 y Q4 y relaciones
(a) Ai = AjAATY s M =2
{b) A; = 1\,-1\,-!\3-1‘\,-‘11‘\;1 si A y A; se intersecan en un solo punto
(c) (Mhahs)AT g = 1
(d} Ao ATIA A =1
fe) Qy = PQuP!
(f) Q= FihF7 i=0,1,2,3,4. Q
Por el teorema de Wajnryb si dos palabras en los generadores Ag, Ag,...,Aq, o, O,
£, Q3 y £24 representan el mismo elemento de M, entonces se puede pasar de una palabra
a la otra utilizando un nimero finito de veces las siguientes operaciones:
(1) Insercién o eliminacién de aa™! o bien a~'a donde a es un generador.

(2) Sustitucion del primer (resp. segundo) miembro de (a),(b).{c),(d),{e) o {f) por €l
segundo (resp. primero).
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Ahora bien g2 y o} son palabras en Ag, Ay, .. . ; Agy que representan el mismo elemento
de M, ya que fo, = f,,;e . Por lo tanto se puede pasar de o2 a o4 aplicando un nimero finito
de veces las operaciones (1) y (2).Por el Lema 3.1, si o y  son palabras en los generadores
Ao Ay, A2y 0.1, 22,03 y 4, ¥ si a es uno de estos generadores con {§] = 1 entonces
Lygig-6r £ L,.. Por lo tanto, para demostrar que Ly, X Ly, serd suficiente probar la
siguiente proposicién.

Proposicién 4.3 Sean o y 7 palabras en los generadores Ag Ay, .. Mg (o, 1, 2,23
Q. Sean p y s el primero y segundo miembros de (a),(b},(c),(d),(e) o (f), pensados como

K
palabras en estos generadores. Entonces Lapr ~ Logr-

Demostracion:
(f) Q% = FidoF!
Sea F; = Af:-: cee A‘;,‘ la expresién para F; dadaen (+), yseay = (Ag:, cee s Aji, Ag, Aj‘l‘s‘,

. AJTr‘s'). Como se menciond anteriormente w; = [A.:))Fi‘1 = (AU)A;‘S‘ ---A_,,-_f". Por lo
tanto, usando el lema de conjugacién 4.2, con o y T vacias. se tiene que Loyr K Lotnyr-

De forma andloga se prueban los casos correspondientes a (a), (b) y (e} pues en €l caso
{a) A = (A)A7!, en el caso (b)) X; = (A_,-)A;]‘I\J-“1 y, como se mencioné anteriormente, en
el caso {e) wy = {ws)P.

Para probar los casos que corresponden a (¢} y (d) serd suficiente, por la Proposicién
. K H
4.1 (i), hacer ver que Ly \, y,y4a;tazh) ~ @ ¥ que Lisoquianyiariaziazh ™ 2.
Ahora bien, L(‘\o‘nhn_jvngl“\rld\;l"\5—1) es un enlace trivial, es decir, es frontera de la

unién de siete discos, y sus coeficientes son 1,1,1,-1,-1,-1, -1 {ver Figura 4.7), por lo
gue haciendo siete jugadas discoidales se obtiene el enlace vacio.

Consideremos ahora el enlace enmarcado L(.\l.‘\:..\a)*(.\g‘.ﬂ;‘)* mostrado en la Figura
4.8 {a). Los coeficientes de Ap y wp son —1I; los restantes son 1. Eliminamos primero g, wo
¥ Az4 con jugadas discoidales (ver Figura 4.8 (b)). Después hacemos jugadas K en Az ¥y
en Ay 4 las cuales cambian el coeficiente de Agq,dela—1 {ver Fig. 4.8 {c)). A continuacién
suprimimos Az4 y 23 con una jugada anular (ver Fig. 4.8 {d)). Después, con jugadas
discoidales, quitamos Aza ¥ A3 (ver Fig. 4.8 {e)). Hacemos jugadas Koen Asq yen A2
las cuales cambian el coeficiente de Aga de 1 a —1,(ver Figura 4.8 (f)). Ahora hacemos una
jugada anular que elimina a A2z y @ A2, (ver Fig. 4.8 (g)). Finalmente, con una jugada
K, desaparece A1 y queda el enlace vacio. [}

Esto termina el paso 3 y. con ello, la demostracion del teorema de Kirby.
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A El andlogo del teorema de Kirby en dimensién 1

Daremos aqui el (1,0} - andlogo del teorema de Kirby (el cual es (3,1}). La razén principal
por la cual damos esta versién unidimensional es que en ella aparecen las ideas importantes
de la demostracién de Lu del Teorema de Kirby aunque, naturalmente, las dificultades
técnicas son mucho menores. Pensamos que esta versién ayuda a entender mejor dicha
demostracidn.

Algunas pequedias diferencias que aparecen son:

(i) Se olvida uno de la palabra orientacién.
(i1) Sélo hay 2 marcos para un nudo y los coeficientes de cirugia son elementos de Z.
(iii) Si © es una transposicién de {1,2,... ,2g}, el andlogo de un giro, entonces & = 61,

{iv} No se distingue entre jugada K derecha y jugada K izquierda.

A.1 Preliminares

Sean D' = {-1,1], §% = 8D! = {-1,1}. X; = X, significars “X es homeomorfo a X,
¥ (X1, A1, B1) = (X3, A2, By) significard “existe un homeomorfismo h : X; — Xa tal que
(A1}h = A2 y (Bi1)h = By".

El modelo de §! que consideramos conveniente es ¢l subespacio de R? U {oc} definido
por ' = {(n,y):n€Z y |yl €1} U(UnezSn) U {co} donde Sy es la semicircunferencia

con ecuacidn:
2
n 1 1
y={-1) (1+ i (z—n—z) )

Al punto {n,0) de S? lo denotaremos por n.

Para cada g > 1 definimos los siguientes subespacios de 5! :
L, = {1,2,...,2¢}
Hy = {(nyes:1<z<2 y y<0}
H, S' — intH,.

Ml

I

(Ver Figuras A.1.1 y A.1.2).

También identificamos al subespacio {(z,y) € §* :z € {1,... ,2¢} y ly| < 1} con
Dgx [=L1); y a {(L,&),(2,¢),... ,(2g,£)} con I, x {c}.

En lo que resta de A.1, M y M’ denotaran variedades homeomorfas a 5! y S! es el
modelo que se acaba de describir.
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Un (1,0)-enlace de M (o enlace de M simplemente) es una coleccién {ky, ... ykn}, con

n > 0, de n subespacios ajenos de S homeomorfos a 5% La palabra “enlace” significard
“enlace de S!”.

Se permite n = 0, es decir, el enlace vacio.
Sin =1 el enlace se llama nudo.

Si k y f son nudos ajenos en S! entonces lk(k, f) es el elemento de Zp definido como
sigue:

Ik(k, f) = 0 si existe un 1-disco en §* — f con frontera k
Y771 1 sino existe un 1-disco en S! — f con frontera k

Un marco de un nudo k es una 0 — esfera en M = k. Si lk{f, k) = ¢ decimos que f es un
& —marco de k.

Un enlace enmarcado L de M es un enlace {ky,... ,k,} de M junto con marcos ajenos
fis.--, fa de ki,...  ky tespectivamente, tales que existen subespacios ajenos Ay,..., A,
de M, homeomorfos a §% x I, eon 84; = &; U f;; equivalentemente un enlace enmarcado
de M es un enlace ¢ = {k.... ,k,} junto con elementos de Zy asociados a ki,... kg Al
elemento asociado a &;, que es [k(k;. f;}. se le llama también coeficiente de cirugia de k;.
La frase “enlace enmarcado” significara “enlace enmarcado de §17.

El enlace enmarcado L de M es equivalente al enlace enmarcado L' de M’ si podemas

61




a
N

lg e 3e ie 5@ 6o

Figura A.1.2

numerar las componentes de L como k1, ... ,ky y las de L' como &y, ... . k!, de tal manera
que existe un homeomorfismo de M sobre M’ que manda a k; en &} ¥, si el marco de ki es
un ¢;-marco, el de £} también es un £;-marco.

Una vecindad tubular de un enlace {ki,... ,k.} es una coleccion {T},... ,Tn} donde
T: es vecindad de k; en 5* homeomorfa a S9x D (i =1,... .n) y iNT; =@ sii #j.

Definamos ahora la 1-variedad M (L) para un enlace enmarcado L.

Sea I ¢l enlace enmarcado {ki,... ,k,} con marcos fi,..., fn. Sean D},... , D} copias
de DUy ¢ : 12, (% x 9D}) — 8(UL, T} un homeomorfismo tal que ({1} x 8D = fi,
donde {T1, ... , Ty} es vecindad tubular de {4i,... Jknly fi €8T (i =1,... ,n). Entonces

M(L) = (I}, (5° x DD} U, (8! - int(LnJTs))-

i=1

Nétese que M (L) estd bien definido, independientemente de la copia de fi que se elija.
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Si L es el enlace vacio entonces M{L) = 5*.
Si L y L' son enlaces enmarcados equivalentes entonces M(L) = M(L').

Sea # una O-esfera contenida en T,; asociamos a 8 el homeomorfismo © : I, — B, que
es la identidad en Iy — 8 e intercambia los puntos de §. Llamamos a O la transposicidn de
# y diremos que es una fransposicidn en X,

Si @ es de la forma {i,i + 1} a la transposicién © de @ la llamaremos una transposicidn
de adyacentes.

Una transposicion es el andlogo 0-dimensional de un giro y una transposicién de adya-
centes es el andlogo O-dimensional de un giro de Lickorish.

A.2 Jugadas de Kirby

Sea L = {k,ky,... ,kn} un enlace enmarcado de S'. Supongamos que k tiene coeficiente
de cirugia 1. Sea Ey el exterior de k, es decir, la cerradura del complemento de una
vecindad tubular T de k que no interseca a L — k. Sea A : By — Ey homeomorfismo que
es la identidad en una componente de E; y no es la identidad en la frontera de la otra
componente. Nétese que la imagen bajo A del marco de & es frontera de un 1-disco en T
Sean f1,... , fx los marcos respectivos de ki, ..., kn. Sea L' el enlace {{(k1)4, ..., (ka)A}
con marcos {f1)A,....(f.)d. Decimos entonces que L' se obtiene de L haciendo una
jugada K (6 jugada de Kirby) en k.

Puede notarse que si se intercambian los papeles de las dos componentes de Ej en la
definicion de A se obtiene un enlace enmarcado equivalente a L.

En la Figura A.2.1 se ilustra un ejemplo; los cambios en los coeficientes de cirugia se

63



Juad Kenk

JUGADA DE KIRBY

Figura A.2.1

explican en la Proposicién A.2.1.

Nétese que hacer una jugada K en k, que cambia a L en L, equivale a hacer cirugia
en k, es decir, (S1, L') = (M (k), L} donde k tiene coeficiente de cirugfa 1.

Si L' se obtiene de L haciendo una jugada K, decimos que L se obtiene de L' haciendo
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una jugada K1

Sean L y L' dos enlaces enmarcados en 5. Decimos que L y L' son K — equivalentes
(y escribimos L £ L") si existe una sucesion finita de enlaces enmarcados Ly.... Ly tal
quel; =L, Ly=L'y para 1 £i<n, Ljy se obtiene de L; haciendo una jugada K &
K-l

Si L' se obtiene de L haciendo una jugada K en k y si k es frontera de un 1-disco en
5! cuyo interior no interseca a L entonces decimos que L' se obtiene de L haciendo una
jugada discoidal.

Sea L = {k1, k2, ... . kn} enlace enmarcado con marcos fy, fz,..- . fn tales que th(ky, /1) =
tk(ka, f2) = 1, tk(ky, kg) = 0 y existe un subespacio A de 5! tal que A 7 SUx T, 0A = kK Uky
yintANL =@.

Sea L' el enlace enmarcado obtenido de L suprimiendo &y y kg Entonces decimos que

L' se obtiene de L haciendo una jugada anular. Noétese que L ~ Er porque haciendo una
jugada K en k) y luego otra en %y se obtiene un enlace enmarcado equivalente a L.

La sigulente proposicién nos dice el cambio que hay que hacer en los coeficientes de
cirugia cuando se hace una jugada K.

Proposicién A.2.1 Sean L = {k.ki.... .kn} enlace enmarcado con marcos f. f1,... . fa
y lilk,f} = 1. Sea A : E; — Ej el homeomorfisme descrito anieriormente. Entonces
Ik((k:i) A, (f)A) = k(ki, fi) + kK, &) mod 2 O

A.3 0-Enlaces y 1-Variedades

Sean B;,... ,0 O-esferas en alguna Ty y sea @ = (Oy,... , 61) la sucesién de transposiciones
correspondiente. Definimos

-
L= J(6: x {&}) CEg x [~L ] donde ~ 1 <er < ... <&, <
=1

s 8 = fa;, b} el coeficiente de cirugia de 6; x {¢;} es bi — a; mod 2.

Definimos también

Jr=6ro0-- 08y : T~ K,

Notacién: Si f : £4 — Iy es un homeomorfismo entonces M({f) es la 1-variedad que se

obtiene identificando, en la unién ajena Hy 11 Hy, = € 9H; = Iy con (z)f € 0H, =&,

Demostraremos que M{L;) es homeomorfo a M(f;).

Lema A.3.1 Sean ©: 5, =+ L, tmnsposzcwn def, A=48, A una copia de A yc: Ao A
homeomorfismo. Supongamos o< <et < B Seaw: Ax[,eT) - Ax e et
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definida por

((a)@c,e) siac A
({ade,t) si (a,t) € HA x{e™,e]) — Ax {e*}

(a.e%)p
vy (athy

Entonces existe un homeomorfismo ¥ de T, x [o. ] — A x [e7,¢t] U, Ax[e™,e%] sobre
T, x [, 8] tal que (z, B}¥ = ({2)©, 8) y (z,0)¥ = (z,) siz € Ty 0

(Véase la Figura A.3.1)

kY ]
ng [avB] -~
o ]
|
id
Figura A.3.1

Teorema A.3.1 Sea g = (6;,...,91). Entonces M(f,) = M(Ls).

{Véase la Figura A.3.2. La notacién es la de la demostracién del Teorema 3.1) u’
Proposicién A.3.1 Todo enlace enmarcado L = {k1,... ,kn}. es equivalenie a uno de la
forma L,.

Demostracion: Sea {61,... ,60,} enlace equivalente a L tal que Ur,6:={1 3.5 ...,
4n -1} y (ki)h = 6 para algin homeomorfismo h : S' = S§'. Escribamos 8; = {a:, b;} con
a; < bi. Sea b} = b; si el coeficiente de cirugia de &; es & —a; mod 2; en caso contrario sea
By=bi—1 Si6 ={a;b}y -1<¢e <e2<...<& <1entonces |J, & x {e;}, donde
el coeficiente (marco) de & x {e;} es b} — a; mod 2, es un enlace enmarcado de la forma L,
que es equivalente a L o
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A.4 (1,0)—Teorema de Kirby

En los dibujos que aparecen en esta seccidn los nudos & de un enlace enmarcado se tomaran
siempre “horizontales”, es decir, los dos puntos de k tendrin la misma ordenada (nétese
que los nudos de un enlace L, son horizontales); el marco de k serd 1 a menos que se
indique lo contrario con un par de ceros (0 0) cercanos a k.

Teorema A.4.1 M(L)~ M(L) = LE I/

La demostracion de que L Krasum {L) = M(L') es andloga a la correspondiente del
Teorema 4.1. La Figura A.4.1 ilustra un ejemplo.

En el resto de este apéndice probaremos la implicacién M(L) = M(L) = L Er

Si n es un entero llamaremos n — desplazamiento a un homeomorfismo D de S (sobre
§') tal que
(z+2,y} siz2n
(z,v) sir<n—1

@D ={

(Sa1}D = 8p 1 USUSpn U{(z,y) €S iz e{nn+1}, 0<y <1}

Un desplazamiento es un n—desplazamiento para alguna n.

Denotemos por |X| al nimero de componentes de un espacioc X. Sean g un nimero
natural y o una sucesién de transposiciones en E,. Si C1,... ,Cr son las componentes de
M(f,) numeradas de tal manera que |Cy N Hyf < {C2aNHy| < ... <|Cr N Hy| diremos que
(JCL N Hy|, |CaN Hyl,. .. ,|C. M H,|) es el tépo de 0. Puede verse que si ¢ ¥ T son sucesiones
de transposiciones en I, entonces {M(f,), Hy, H) = (M(f:), Hy, Hy) siy sélosio y 7
tienen el mismo tipo.

Si el punte n de I, pertenece a la componente C; de M(f;) y si & es la sucesién
de transposiciones en Tg.; tal que Lz es la imagen del enlace enmarcado L, bajo un
n—desplazamiento entonces el tipo de &, sélo difiere del tipo de ¢ en la componente co-
rrespondiente a C; la cual aumenta en 1.
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Proposicién A.4.1 Sean o y 7 sucesiones de transposiciones en I, tales que

M(fe} = M(f7)

Entonces existen §, con § > ¢, y sucesiones de transposiciones 7 y T en E; tales que L; es
equivalente a Ly, Ly es equivalente a L, y

(M(fz), Hy, Hy) = (M(fz), H, Hg)

Demostracidn: En la Figura A.4.2 se muestra un ejemplo.

Sean (a1,... ,ar) el tipo de o, {(b1,... , b} ¢l tipo de 7, m; = max(a;, b;) y
F=g+) (mi—a)=g+> (mi-b)
i=1 =1

Con una composicion de ¥ ;_,(m; — a;) desplazamientos obtenemos una sucesién &
de transposiciones en Iz tal que L; es equivalente a L, y el tipo de 7 es (my,... ,m,).
Andlogamente con una composicién de 3}[_,(m; — ;) desplazamientos obtenemos una
sucesién T de transposiciones en Z; tal que L7 es equivalente a L, y el tipo de T es
también {my,... ,m,). Entonces (M{f3), Hy, H}) =~ (M(f;),Hﬁ,Hé.) a

Supengamos ahora que M (L) = M(L'). Por las Proposiciones A.3.1 y A.4.1 podemos
suponer que L = Ly, L' = Lyt y (M(f,), Hg, H}) = (M(f:), Hg, Hy). (En la version (3,1)
esto se logra invocando al teorema de Reidemeister-Singer 1.1).

La demostracién de que L, X L}, se hace en 3 pasos:
PASO 1 (Igualacién de homeomeorfismos de pegado): Probar que existe o, tal que
K
Lo~Lyy ¥ for=fo

PASO 2 (Sustitucién por transposiciones de adyacentes): Probar que existen o3 y
ay tales que fo, = fo, = for = fo4 las componentes de o y de o3 son transposiciones

de adyacentes, L,, X Ly y L,,é K Lo

PASO 3 (K-equivalencia de los enlaces): Probar que Ly, £ L, (sabiendo que fq, =
fo, ¥ que las componeates de o2 y o3 son transposiciones de adyacentes).
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PASO 1: Igualacién de homeomorfismos de pegado.

Sean Lo y L, tales que M(L,) = M(L,}. Probaremos que existe oy, tal que L, X Lo,
¥y fal = fa"-
Como se explicd anteriormente podemos suponer que

(M(fﬂ’):Hgl H;) = {‘!w(fﬂ”)l Hg: H;)

Existe entonces un homeomorfismo ¢ de M(f,) sobre M(f»} tal que el siguiente dia-
grama es conmutativo:

wiHy
Hy, —— H
U e U
& | fo | for
T, = 0H, —— 0H, = I,
n - n
H — H;
| Hg

donde W' = |3H; y ¥=yp|dH,.

Entonces ¥' o fpr = f, 0 T, asi que fr = gt ¢ fool.

Nétese que ¥'~! se extiende a un homeomorfismo de H _,’, sobre H, ; y ¥ se extiende a un
homeomorfismo de H, sobre H.

Consideremos los siguientes homeomorfismos de Ty: la transposicion (i j) que deno-
taremos por A;; y la permutacidn (i i+3)(i+1 i+2)} que denotaremos por C;; los indices
los tomamos mod 2g. Escribimos también 4; = Ay 2 ¥ By = Aa;.

El siguiente teorema, que es ficil de probar, es el andlogo de! teorema tridimensional

de Lu [Lul] que describe un conjunto de generadores para el grupo de clases de isotopia
de homeomorfismos de la superficie £; que se extienden a Hy(o a Hy).

Teorema A.4.2 . Todo homeomorfismo de E; que se extiende ¢ un homeomorfismo de H,
{resp. H;) es composicién de Ay, Cy, Ca,..., Cog—5 y Cag—3 (resp. By, Cy, C4,...,C’25_4
y Cag—2). a.

En lo que sigue utilizaremos la notacién de la seccidn 4.

Las demostraciones de la siguiente proposicién y corolario son iguales a las de la Proposi-
cidén 4.1 y el Corolario 4.1.
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Proposicidn A.4.2 . Sea p sucesién de transposiciones tal que L, -3

(i) 5i f, = id entonces Lypy ~ Ly para cualesquiera sucesiones de transposiciones o y
T.

I

(i) Si f, se extiende o un homeomorfismo de Hy entonces Ly,
sucesion de transposiciones .

L, pora cualguier

. . K ,
(i) Si f, se estiende a un homeomorfismo de Hy entonces Ly ~ L. para cualquier
sucesion de transposiciones T. m]

{Véase la Figura A.4.3).

Corolario A.4.1 Sea v une sucesion de transposiciones tel que L., o y f+ se extiende
¢ un homeomorfismo de Hy 0 a uno de Hy. Entonces L, g ]

Probaremos ahora el andlogo de la Proposicidn 4.2.
Proposicién A.4.3 Sea o cualquier sucesién de transposiciones en .

{i) Si a = (A1) y 6= (B)) entonces Lyqo X L, y Lgy X L,.
(ii) Siy es (Aqira, Airr,iz2) 0 su inverso, con i impar enfonces Lo, X Ly.

e o . . K
(iii) Si~y es (Aiirs, Aig1,iz2) 0 su inverso, con i par entonces Ly ~ L.
Demosiracion:

(i) Notese que fo = A a51 que f, se extiende a un homeomorfismo de H,. Ademds
L, e por lo que Ly, X L, porla Proposwxon A.4.2(11). Andlogamente fz = B, fj
se extiende a un homeomorfismo de Hy y Lg X & asi que, por la Proposicidn A.4.2(%4i),
Lgo = Lq.

(ii) Obsérvese que con dos jugadas discoidales pasamos del enlace enmarcado L., ilustrado

en la Figura A.4.4, al vacio. Por lo tanto, por la Proposicidn A.4.2 y el Corolario
K
A4l Ly~ Lg.

(iii) La dernostracién es andloga a la de (ii). a
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A

v

« A‘H‘l.ﬁ‘] X {El } —->

La

Figura A4.4

La+3!A:+l a+2)

Terminaremos ahora el paso 1.

Tenemos que ¥~ = f5 0 fg, 0. -0 fg yque U= fo © fo, 0+ 0 fa, donde cada 3;
es {B1) o (Aiies, A.+1 i+2)*! para alguna. i par y cada o; es una de las sucesiones (4,) o
(Aii+3) Aig1,342)" para alguna i impar. Definimos oy = (61.52.... , Bm)o{on, a2,... ,an).

Entonces f, =‘I"—1°fo'°q’ =fﬂ|°fﬂe°“'°fﬂm°fa°fm°faz°"'°fcxn = fa, ¥, usando
la Proposicion A.4.3

K K K K K
Ly ~ Loay ~ Loarea ~ -~ ~ Loayogan ~ Lgnoaragan ™~ ~ L fnoaiaz—an = Lo,

Esto concluye el paso 1.
PASO 2 : Sustitucion por transposiciones de adyacentes

Al terminar el Paso 1 se tienen sucesiones de iransposiciones o y o' tales que

fo=fa b =Ly A Ly y L' = Ly

En el paso presente probaremos que existe op tal que f,, = fs,. Lo, £ L, donde las
componentes de o9 son transposiciones de adyacentes.

De manera andloga se tendrd o5, con componentes que son transposiciones de adyacen-
K
tes, tal que fﬂ,n2 = foy Lf,r2 ~ Ly,

Ahora probaremos el andlogo del lema de conjugacién 4.2.

Lema A.4.1 Sean Ay, ... A, tmnspo-nczones de adyacentes de Eg. & = {a,b} une O-esfera
en Ly y 8 = (6)A1--- A, Sean O y © las transposiciones de 6 y 6, y

'T:(Ar:--- !AlterAlr“- 1Ar)

. . - K
entonces, si o y T son sucesiones de transposiciones en Ly, forr = fa(é}r Y Lgyr ~ La(é)f'
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Demaostracion: Lo demostraremos por induccidn en ».
Supongamos r = 1.

Obsérvese que & = A;OA,;. Por consiguiente

f‘r = f(.‘q.@,x\;} = AleAl = é ¥ fa-y-r = fo’f(é)f'r = o(é)'r

Probemos ahora que Lyyr X La’(é)r' Podemos suponer que
Lowr = Lopan U gu Lp,)r donde L4,y C intH;, Liayr CintHy,

y el coeficiente de cirugia de # es cp = & —a mod 2. Sea A; = {ay,a, + 1} tal que A; es
la transposicién de A,. Nétese que A; es frontera de un l-disco D contenido en H, 0 en
H;. Sean A} y A’l’ las componentes de Ly, que corresponden a las dos copias de A; en 7,
donde A} C intD. Haciendo jugadas K en X, y A; se obtiene un enlace enmarcado con
dos componentes menos. La parte de éste contenida en intH; es equivalente a L, y la
contenida en intH, es equivalente a L, porque Ay = Al_l. Ademds, la parte contenida en
I, es 8 con coeficiente de cirugia cp + [k(8, A]). Luego el enlace enmarcado obtenido de
Lo+ haciendo jugadas K en A} y A] es L@y Esto prueba el lema para el caso r = 1.

So A So Sz

\_/

Sl Sl
L(Ap@,"\J L(Af’Aj’ArAj)
Figura A4.5
Sea ahora » > 1. Se tiene, por la hipdtesis de induccién, fo\r = AB A Y

L donde 8 = (MA1A2--- Ay, Como el lema es vdlido parar = 1 y

K
arr ~ Lo @ianr
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= G(Ar) podemos escrlblr f BiiAnr = Joidyr ¥ Lu(A,)(é)(Ar)r £ La(é)r' Por tanto,

fa'y’ = fa(e),. Y La”yr "" Lo'{e)" a

Supongamos que o3 = (©;,... ,©) donde B; es la transposicién de #;. Sean a; la
O-esfera {1,2} ¥ A; la transposicién de ;. Sea 1< j <r. Sea h: Ly — &, homeomorfis-
mo tal que (@1)4 = ;. Podemos escribir h = Ao Age---0 A, donde, Ay, As, ..., A, son
transposiciones de adyacentes.

Sea v = (Ar, ... A2, A A, AL Agy AL Nétese que todas las componentes de
son transposiciones de adyacentes. Entonces, por el Lema A.4.1, si sustituimos, en oy, 0;

por - se obtiene una sucesién o) tal que fz, = f,, y L3, X L.

Si se hace esto para cada j se obtiene finalmente una sucesién o9 tal que

K
fO’ = fa‘u Lﬂg ~ LO’]
¥ todas las componentes de o2 son transposiciones de adyacentes.

Esto termina el paso 2.

Paso 3: Utilizacién de la presentacién del grupo simétrico. Se tienen ahora
sucesiones de transposiciones de adyacentes o2 y o4 tales que f,, = f"é' Se quiere probar
que Ly, X L,,. Para ello se utilizard una presentacion finita de Homeo(Z,), el grupo de
permutaciones de I, (ver [CM] p.63). Esta presentacién no es dificil de obtener. Escribimos
de ahora en adelante A; en vez de A; 4.

Teorema A.4.2 El grupo Homeo(L,) tiene una presentacidn con generadores
A Aa, ... Agy y relaciones:

(i) AiAjA,'Aj =lsti+l <y
(ii) A,‘ = A,’+1A§A,‘+1A,‘A,‘+1 (’l = 1, e g = 2)
(iii) Ay =1 (i=1,...,9-1). n]

Nétese que A; = AT

Por el Teorema A.4.3 si dos palabras en los generadores Ay, ..., Ag—1, con todos los
exponentes iguales a 1, representan el mismo elemento de Homeo(L,) entonces se puede
pasar de una palabra a la otra utilizando un nimero finito de veces, la siguiente operacion:

Sustitucidn del primer (resp. segundo) miembro de {{), (i) o (i#i) por el segundo (resp.
primero).

Ahora bien. g2 y o4 son palabras con exponentes iguales a 1 que representan el mismo

elemento de Homeo(Z;) ya que f;, = fay. Por lo tanto se puede pasar de o2 a ah
aphcando un numero finito de veces la operacmn de sustitucién. Luego, para demostrar

que L, X L. serd suficiente probar la siguiente proposicién:
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Proposicién A.4.4 Sean o y 7 palabras en los generadores Ay,... Ay, con todos los

erponentes iguales a 1. Sean p y s el primero y sequndo miembro de (i), (i) o (i)
K

pensados como palabras en estos generadores. Entonces Lopr ~ Lg,r.

Demostracidn:

(iii) Nétese que es posible pasar de Ly, 4,) al enlace vacio con dos jugadas discoidales asi
que L, A oy ¥, por la Proposicién A.4.2(1), Ly, ayr X Lo

—hx g}

(——Z_,.X {g!}—)

L(A:"Ai)

Figura A.4.6

(i) Siendo i + 1 < j se puede pasar de L4, 4;,a..,4;) 8l enlace vacio haciendo cuatro
jugadas discoidales.

b— 2. x (s

] e s 0 (—le {53}
— R {e}—
- (—-}ij {g L —

1!

Liaaan) (1<)

Figura A.4.7

Luego Ly, A;.4:.4;) Ko y, por la Proposicién A.4.2(i)

K
Logasa; a8 ~ Lor
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