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Fendmeno de Stark y vector de Hamilton

Introduccion

Desde principios de este siglo se consider6 a la mecdnica cldsica como una rama de
la fisica pricticamente cerrada; adn se estudiaban algunos problemas teéricos pero
como meras curiosidades o como problemas con un interés puramente matemdtico
(esto explicaria el desarrollo de la mecénica estadistica, de gran importancia en la
actualidad). Quizas los tltimos que entonces se esforzaron por profundizar en el
estudio de la mecdnica hayan sido Poncairé {1892, 1893 y 1899) y Birkhoff (1927,
1931). No habia nada nuevo que decir en este campo, los resultados obtenidos a
partir de esta teoria se consideraban obsoletos desde el mismo momento en que se
abordaban los problemas. La mecdnica clasica era ttil desde el punto de vistade la
resolucién de problemas pricticos, perc nadie esperaba de ella nuevas aportaciones
en el terreno de la teoria. Habia surgido, durante el primer cuarto de siglo, un
nuevo paradigma: la mecénica cudntica. Por afios a ésta se le tuvo como la panacea
del mundo de la fisica y casi todos los problemas, principalmente los microscépicos,
se abordaron bajo su cobijo. Este punto de vista permea la presentacion de libros
de texto como el de Goldstein (1980) que justifica el aprendizaje de la mecdnica
cldsica, mds que nada, como una oportunidad para introducir conceptos y técnicas

que pudieran ser utiles en regiones que se consideraban mas “vivas” de la fisica.

No es sino hasta las décadas de los afios sesenta y setenta, cuando el nuevo enfoque
planteado por Kolmogorov (1954), Arnold (1963), Moser (1962) y los estudios
numéricos de Hénon y Heiles (1964), Walker y Ford (1969) y otros (Toda 1969,

Ornstein 1974, Piesin 1976, Berry 1978) comenzd a difundirse entre los fisicos,

QOctavio J. Campuzeno Cardona 1




Fendmeno de Slark y vector de Hamilton

cuando la mecanica cldsica se revalora y con ella se abordan nuevamente pro-
blemas tedricos importantes incluso a nivel mieroscépico (Arnold 1978, Gutzwiller
1990, Reichl 1992). El enfoque cldsico, mds que deducir resultados, permite inferir
algunas de las caracteristicas cualitativas de los problemas atémicos. El principio
de complementareidad, como se recordard, permite, bajo condiciones bien deter-
minadas, extender ciertas interpretaciones de una teoria a otra. En este trabajo se
estudia un sistema tipicamente cudntico usualmente conocido como el fenémeno

de Stark, con las herramientas de la mecanica cldsica.

El fendmeno de Stark que, como se sabe, resulta de introducir un dtomo de
hidrégeno en un campo eléctrico, en general uniforme, desde su observacién inicial
(Stark 1916), se ha tenido que explicar cuinticamente y, de hecho, en los cursos de
esta materia, se ha estudiado como ilustracién de las técnicas perturbativas para
casos degenerados {(en el dtomo de hidrégeno) (Hezel ef ol 1992). La contribucién
que representa el enfoque clasico se decidié a partir de observar el hecho de que
el 4tomo de hidrégeno, entendido como el sistema de un electrén que se mueve en
torno a un protdn, tiene un potencial igual al del legendario problema de Kepler
(ie. como 1/ r). Para el analisis cldsico que se propone en este trabajo, no se
toman en cuenta la radiacién debida a la aceleracién de cualquier particula car-
gada, el campo magnético ocasionado por las corrientes amperianas ni los efectos
¥ correcciones relativistas; por otro lado, para el fenémeno de Stark, se considera

un campo eléctrico uniforme como interaccion adicional.

El problema de Stark ha sido abordado con diversos enfoques (Redmond 1964,
Hezel et al. 1992, Greenberg 1966) y hasta hace poco practicamente todos los
autores habfan utilizado el vector de Runge-Lenz-Laplace (R-L-L) en sus distintos
tratamientos. Aqui se explora un tratamiento a partir del poco conocido vector
de Hamilton (Heintz 1974, Moreno 1990, Martinez y Romero et al. 1993, del Rio
Correa 1997), que es una cantidad conservada “adicional” del dtomo de hidrégeno
¥ que esta estrechamente relacionado con sus propiedades en el espacio de las

velocidades y, por ende, con su hoddgrafa, esto es, con la trayectoria del sistema

© Qctavio J. Campuzanoe Cardona 2




Fendmeno de Stark y veclor de Hamilton

en el espacio de las velocidades (Gonzdlez Villanueva et al. 1996, 1998a,b.c).

Con el fin de dar un contexto adecuado al estudio del fenémeno de Stark se in-
troduce una breve discusidn acerca de la integrabilidad y superintegrabilidad de
los sistemas cldsicos y una revisidn acerca de las integrales de movimiento: en
particular acerca de los vectores de Runge-Lenz-Laplace y de Hamilton (Capituio

1), de vital importancia para este trabajo (Martinez-y-Romero et al. 1992, 1993).

En lo que se refiere a los resultados, se encuentran tres cantidades escalares conser-
vadas, la energia, la componente del momento angular en la direccién del campo
eléctrico y la que aqui se ha llamado 2, que, como se demuestra, esta asociada con
el vector de Hamilton (Capitulo 2). La existencia de estas tres constantes muestra
que este sistema es integrable. En el capitulo 3, para aprovechar su integrabili-
dad, se utilizan coordenadas parabélicas rotacionales expresando el problema en
forma hamiltoniana, y se introducen las tres constantes antes mencionadas, las
que permiten separar el problema en dos unidimensionales equivalentes, lo que, a
su vez, permite especificar las regiones donde e} sistema tiene 6rbitas ligadas y,

finalmente, se expresa su solucién en cuadraturas.

Octavio J. Campuzano Cardona 3
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Cap. 1 Acercamiento a la mecdnica cldsica

Capitulo 1
Acercamiento a la Mecanica Clasica

En el transcurso de los afios se han desarrollado diversos métodos para la descrip-
cién del estado y evolucién de los sistemas mecdnicos. Las distintas formulaciones
se utilizan de acuerdo al tipo de sistemas que se pretende estudiar o interés en sélo
algunos aspectos de un mismo problema. Los primeros sistemas que se consideran,
por su relativa simplicidad, son los integrables, de los cuales se puede obtener, en
algunos casos, informacién precisa sobre su evolucién (Arnold 1978, Gutzwiller
1990}.

1.1 Integrabilidad

Un probleme no es ni integrable ni no integrable, sino mds o menos integrable.

Poincaré*

El estudio de los sistemas mecanicos ha mostrado, desde el siglo pasado, que la in-
mensa mayoria de éstos no se puede integrar. Se dice que practicamente todos son
cadticos y que no es posible siquiera obtener una solucién aproximada (Gutzwiller
1990). Por este motivo se hace alin mis importante estudiar la integrabilidad de
un sistema: existen muy pocas joyas de este tipo. Resulta paraddjico que durante

muchos aiios el ejemplo para ilustrar los sistemas mecdnicos fueran los sistemas in-

* No se asume necesariamente la postura de Poincaré, es sélo un hermoso epigrafe fuera

de contexto.

Octavio J. Campuzano Cardona 5




Cap. 1 Acerramiento a la mecdnica clisica

tegrables y que los que no lo eran .. . simplemente no se estudiaran; Poincaré decia,
a principios del siglo, que estudiar los sistemas no integrables era como abrirle la
puerta a monstruos desconocidos y en su tiempo eso era muy cierto {Szebeheli
1974). Actualmente la atencién en la mecdnica se enfoca a los sistemas caéticos,
y los integrables son casos excepcionales; éstos ltimos abren ahora las puertas a

problemas fascinantes.

Una forma de abordar la integrabilidad de los sistemas dinimicos es acercarse
primero a los movimientos periddicos. La gran importancia de las soluciones
periodicas y el por qué éstas merecen atencién probablemente se deba al hecho de
que otras soluciones presentan grandes complicaciones; dicho en palabras llanas,

su importancia reside en su simplicidad (Arnold 1978, Pérez Pascual 1998).

La mecdnica tuvo que esperar mas de medio siglo, desde principios de esta centuria,
para que se ampliaran los criterics de integrabilidad y se pudieran considerar
problemas que hasta entonces solamente cumplian pia.rte de los requisitos minimos
para ser considerados integrables. Esto fue posible gracias al desarrollo de la
matemdtica durante ese largo pericdo, asi como a la ruptura de los tabies que
rodeaban a los sistemas no integrables. El cambio fue radical, desgarrador, y los
frutos de esta “revolucién” ain no se digieren del todo. Los artifices del nuevo
camino fueron Kolmogorov, Arnold y Moser y se sintetiza en el teorema que lleva

sus respectivas siglas (Reichl 1992, Pérez Pascual 1998 ).

:Como se entiende la integrabilidad hoy? La primera idea que se maneja en los
cursos basicos de mecénica acerca de integrabilidad es que un sistema es integrable
si todas las coordenadas pueden ser expresadas como “funciones conocidas™ del
tiempo (Symon 1968). Evidentemente existen muy pocos problemas que se puedan
llevar a una expresién tal, por lo que ha sido necesario ampliar el criterio de
integrabilidad de tal forma que abarque a aquellos sistemas en los cuales se puede
analizar el movimiento de manera por lo menes cualitativa. Existen al menos dos
criterios para definir si un sistema es integrable: el primero consiste en encontrar

tantas integrales de movimiento como grados de libertad tenga el sistema; mds con-

Octavio J. Campuzanoe Cardonae ]




Cap. 1 Acercamiento & la meednice cldsica

cretamente, los sistemas mecanicos conservativos de N grados de libertad deben
tener N constantes de movimiento independientes del tiempo, en involucidn y
aislantes, para considerarse integrables; éste es un resultado clasico conocido como
el teorema de Liouville (Kozlov 1996). La involucién implica que los paréntesis de
Poisson entre aquellas integrales deben ser nulos. Més precisamente, cada cantidad
conservada tiene una imagen en el espacio de fases —una subvariedad de éste— que
es una “sabana”, i.e. una hipersupetficie. Sobre la sibana viven las lineas de flujo
(o, simplemente, el flujo). Estas lineas de flujo son generadas por el paréntesis de
Poisson entre el vector de fase v (v es el “estado” del sistema en el espacio de fases
cuyas componentes son (1, - -, 2n,P1.-- -, Pn)) ¥ 12 cantidad conservada I. Elflujo
de cada cantidad mecdnica conservada vive sobre su propia hipersuperficie, pero no
necesariamente sobre la hipersuperficie de otra cantidad conservada. Ahora bien,
el paréntesis de Poisson de cualesquiera dos cantidades describe la interseccidn de
sus respectivos Aujos. Si el paréntesis de Poisson entre dos cantidades mecénicas
es ;::ero, sus superficies de nivel son comtines y las .ca.ntida.des mecanicas q;le ellas
representan son constantes a lo largo de ambos flujos. Asi el espacio fase tiene
una organizacién simple con respecto a esas cantidades. Ademads, una constante
es aislante si puede reducir en una dimensién la variedad donde estdn confinadas
las trayectorias fisicas y es capaz de aislar regiones completas del espacio fase.
(Evans 1990, Martinez y Romero et al. 1992 , Oliver 1994).

El segundo criterio de integrabilidad, de alguna manera relacionado con el anterior,
considera la separacién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en por lo menos un -
sistema de coordenadas. En el espacio de N dimensiones si § es la accién en la
ecuacién de Hamilton-Jacobi y se propene una solucién del tipo § = S1+ 852 +...+
Sy, donde S; es una accién que sélo depende de una de las coordenadas y Siy)
depende de otra diferente, entonces se deben obtener N ecuaciones diferenciales
independientes, lo que en principio permite encontrar una integral completa en

cada ecuacién {Landau y Lifshitz 1977, Gutzwiller 1990).

Arriba se habld de lo escasos que resultan los sistemas mecénicos integrables, por

Octavio J. Campuzano Cerdona




Cap. | Acercamniento a la mecdnica cldvica

ello resulta realmente extraordinario encontrar sistemas que proporcionan, sigu-
iendo el criterio de las constantes de movimiento, mas integrales de movimiento
que el ndmero de sus grados de libertad. A estos sistemas se les llama superinte-
grables (Evans 1990). Una manera de reconocer estas rarezas es que la ecuacién
de Hamilton-Jacobi se puede separar en, por lo menos, dos sistemas de coorde-
nadas diferentes; otra es simplemente encontrar, para sistemas de N grados de
libertad, més de N constantes de movimiento, aislantes, globalmente definidas,
univaluadas y funcionalmente independientes: las constantes de movimiento del
sistema son funcionalmente independientes entre si cuando, en el espacio de fases,

el contradominio del jacobiano

a(In)/a(chpu); (1)

también tiene dimensién N. Aqui las I, son las constantes de movimiento. Deben
estar globalmente definidas para poder asociarlas con las simetrias itiles del pro-
blema; éstas, se dice, son constantes “buenas” del movimiento. Esto porque en
7el problema puede haber integrales de movimiento que cumplan localmente la
condicidén de aislante en el espacio de fases, pero que no lo hagan fuera del mismo,
lo que puede no servir para delimitar todas las soluciones. Ahora no pueden estar
todas en involucién dado que en un sistema de N dimensiones la superficie comutn

de los flujos sélo puede ser de 2N dimensiones (Evans 1990).

El dtomo de hidrégeno clasico (también el problema de Kepler) y el oscilador
arménico son los Unicos problemas méaximamente superintegrables en los cuales
las trayectorias viven sobre una superficie de menor dimensién que el numero de
grados de libertad (todas son planas, i.e. estdn confinadas a un planc aunque su
potencial actia en tres dimensiones). Se debe destacar que se pueden encontrar
muchas constantes de movimiento pero no todas son funcionalmente independi-
entes o univaluadas, por lo que no son de interés. En un sistema de tres grados
de libertad, si existen cinco integrales aislantes, todas las trayectorias cldsicas fini-

tas son cerradas y su orientacién estd completamente especificada (consecuencia

Octavio J. Campuzanoe Cardona 8




Cap. 1 Acercamiento a la mecdnice clisica

de la constancia del vector de Hamilton). Si dnicamente hay cuatro, entonces
las trayectorias estdn restringidas a una superficie de dos dimensiones. Un as-
pecto importante de algunos de estos sistemas superintegrables (p. ej. dtomo de
hidrégeno) es que ante ciertas perturbaciones no se destruye completamente la
frigil degeneracién (Martinez.y-Romero et al. 1992). Este hecho permite, como se
verd en el siguiente capitulo, resolver el problema del fenémeno Stark y demostrar

que es integrable.

1.2 Cantidades conservadas

En el dtomo de hidrégeno clasico, la energia es una constante del movimiento
porque en el hamiltoniano no aparece explicitamente el tiempo. Una segunda
constante del movimiento, el momento angular, L. = r x p, también se puede
extraer del hamiltoniano, donde no aparece la coordenada angular (es decir, es
\una coordenada ignorabie) (Symon 1968, Landau y Lifshitz 1977, Gutzwiller 1990}.
La conservacién del momento angular implica que el movimiento se desarrolla en
un plano caracterizado por la direccién del propio momento angular (Landau y
Lifshitz 1977, Arnold 1978). La tercera integral de movimiento a deducir es el
vector de Hamilton (figura 1).

1.2.a Vector de Hamilton

El camino gue se sigue aqui para la obtencién de este invariante es similar al de
Leach and Gorrige (1988) y al de Gonzédlez Villanueva ef al. (1996, 1998a,b): se

considera la segunda ley de Newton

. -kér
P=—35" )
o bien, si se usa la magnitud del momento angular L = mr2d,
kb8,
p+ =0 (3)

ésta se puede reescribir de otra manera

Octawio J. Carnpuzano Cardona




Cap. ! Acercamiento a la merdnica cldsica

d mk
Lip-"E8) =0, 4
5P — %) {4)
dado que el momento angular es una integral de movimiento la cantidad entre
paréntesis es una constante de movimiento
mk

M= P — Tég. (5)

Esta cantidad es el vector de Hamilton. Una forma més general de escribirlo es

M=p—?kﬁLxr. (6)

Basta observar a ML y ver que este vector habita en el plano de la érbita; adernis
es paralelo al semi-lado recto de la cénica (Moreno 1990, del Rio Correa 1997).
Este invariante tiene especial importancia porque describe las propiedades de la
. hodégrafa (la curva trazada por la punta del vector velocidad cuando la base del
mismo esti situada en el centro de fuerzas) y permite construir las trayectorias a

partir del espacio de velocidades; utilizando la ecuacién (5),

t)g=‘l"é=V-éa:M0068+m-—L'—k, (7)
entonces
- P
T ecosf—1' (8)

en donde p = L?/mk y e = LM/k. La ecuacién (8) es una seccién cénica de
excentricidad € y semi-lado recto p. También se puede estudiar la precesion del
pericentro de la 6rbita a partir de este vector y, por otra parte, usando M, el vector
de Runge-Lenz-Laplace (R-L-L) A se calcula simplemente como el producto M x L
(Sivardiére 1992 y 1994, Gonzdlez-Villanueva et al. 1998a).

Octavie J. Camnpuzano Cardona
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Cap. 1 Acercamiento a la mecdnica cldsica

I.2.b Vector de Runge-Lenz-Laplace

Una cuarta integral de movimiento a deducir es el vector de (R-L-L) {Kaplan 1986,
Sivardiére 1986). Para hacerlo se procedera nuevamente a partir de la segunda ley
de Newton. Esta se escribe de la siguiente forma

. —k8,
P=— 9

o también

] rir
T
donde f(r) es una funcién cuya forma explicita se reserva.

Considérese el producto vectorial de la ecuacién (10) con el vector momento an-

gular
pr=mf£r){r'x(rxf)] ' (11)
o,
pxL= m@[r(r £} - r2); (12)

debe observarse la relacion entre las derivadas vectorial y escalar

S = (13)

Al usar éste resultado en la ecuacién (12), el segundo miembro se puede reescribir

rr=

como una derivada total respecto al tiempo

d d ., r
— L)=- 2 (= 14
Z(px L) = —mf(r)r S (5), (14)
luego, si f{r) = —k/r? (campo central para el 4tomo de hidrégeno: k = Ze?, para
el problema de Kepler k = Gm;m,)
d d r
5 (P x L) =mk—(-), (15)

Qctavio J. Campuzano Cardena 11




Cap. I Acercamiento a la mecdnica cldsica

se reacomodan términos

d r
E(p x |- mk;) =0 (16)

A:pxl—mk;. (17)

Donde A es el vector que se estaba buscando. En la érbita del problema de Kepler
el vector de R-L-L estd dirigido hacia el pericentro. Del producto escalar de A
con el vector posicion r se obtiene la trayectoria de la particula y la excentricidad
de la trayectoria resulta del cociente entre la magnitud de A y mk {Leach and
Gorringe 1988, Sivardieré 1994); fisicamente la invariabilidad de A implica que el
pericentro de la 6rbita no precesa (Hezel et al. 1992, Garavaglia 1987).

Si se hace un recuento de las constantes obtenidas para el Atomo de hidrégeno, re-
sulta un total de diez: la energia, tres componentes del momento angular, tres més
del vector de Hamilton y otras tres del vector de Runge-Lenz-Laplace. Parecen
demasiadas para un sistema con 3 grados de libertad; sin embargo, es claro que no
todas las constantes son funcionalmente independientes. De hecho, para el prob-
lema del dtomo de hidrégeno, el niimero de constantes con estas caracteristicas se
reduce & cinco (Evans 1990, Salas Brito et al. 1997).

En este capitulo se ilustré cémo se obtienen algunas cantidades mecénicas cons-
tantes para el problema de Kepler, que servird de base importante en este trabajo.
En el siguiente capitulo se obtendran tres integrales de movimiento para mostrar

que el fenémeno de Stark es un problema mecanico integrable.

Octavig J. Campuzane Cardona
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Cap. 1 Acercamiento a la mecdnica cldsice

Figura 1. Ubicacién de los vectores momento angular (L),
Hamilton (M) y Runge-Lenz-Laplace (A) en una 6rbita eliptica.

Octawvio J. Campuzano Cardona 13




Cap. ! Acercamiento a ln mecdnica cldsica
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Figura 2a. Fenomeno de Stark: un atomo de hidrégeno
perturbado por un campo electrico uniforme.

Figura 2b. Ei problema se transforma al de un s6lo cuerpo.
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Cap. 2 Atomo de hidrégeno en un camnpo eléctrico: fendmeno de Stark

Capitulo II

Atomo de hidrégeno en un campo eléctrico: fenémeno de
Stark

El dtomo de hidrégeno es uno de los problemas mas relevantes y significativos
en la fisica clisica y cudntica contemporéneas. Este problema tiene tres grados
de libertad y diez integrales de movimiento. Sin embargo, sélo cinco de éstas
son funcionalmente independientes: la energia, la magnitud 'y dos componentes
del momento angular y una componente del vector de Hamilton. También son
funcionalmente independientes los mismos cuatro primeros invariantes mas una
componente del vector R-L-L. Es por lo tanto un sistema superintegrable (Evans
1990, Martinez y Romero et of 1992).

Ahora bien, si e! 4&tomo de hidrégeno se introduce en un campo eléctrico uniforme,
se tiene un nuevo problema (figuras 2a y 2b). El interés en el presente capitulo
€5 mostrar que este nuevo sistema es integrable y esto es posible debido a la
. superintegrabilidad del 4tomo de hidrégeno. Para demostrar dicha intégrabilida.d
€5 necesario, como se seiialé en el capitulo anterior, encontrar por lo menos tres

constantes de movimiento independientes del tiempo y que estén en involucién.

Para encontrar tales integrales de movimiento se procederé a partir de la analogia
entre el fenémeno Stark y el dtomo de hidrégeno clisico (o problema de Kepier).
Asi, se partird de este iltimo sistema —donde no se toma en cuenta la radiacién
debida a una carga acelerada, los campos magnéticos de Ampere ni los efectos

relativistas— y a partir de algunos de sus invariantes asociados, se buscaran los

Octavio J. Campuzano Cardona

15



Cap. 2 Atemo de hidrégeno en un campe eléctrico; fenémeno de Stark

que corresponden al fendmeno de Stark. El hamiltoniano para el problema del
atomo de hidrigeno (H,) es:

Hp = %,;I - é; (18)
obviamente el hamiltontano que corresponde al fendémeno de Stark se construye
agregando al anterior un término de potencial debido al campo eléctrico. Este se

expresa matematicamente como eE - r (Landau y Lifshitz 1977),

2
P _k. .5
H—2m r+eE r. (19)

Al revisar someramente esta expresién, se observa que no depende explicitamente
del tiempo, lo que indica que el hamiltoniano corresponde a la energia del sistema
¥ s una cantidad conservada {Symon 1968, Landau y Lifshitz 1977, Arnold 1978).

A partir del formalismo hamiltoniano se obtienen las ecuaciones de movimiento

=P
= (20a)

%-l-:— = —%r —eE. (205)
El primer conjunto de ecuaciones se refiere a las relaciones triviales que describen
la definicién de momento como una variacién de la posicién y la masa con el
tiempo; por su pa.rté el segundo grupo de ecuaciones introducen la dindmica del

problema, incluida, por supuesto, la interaccién con el campo eléctrico.

E]l momento angular es una de las cantidades conservadas del atomo de hidrégeno,
por lo que es plausible que en el fenémeno de Stark también esté relacionado con
alguna de las integrales de movimiento (Redmond 1969). A partir de la derivada

del momento angular L = r x p con respecto al tiempo se obtiene

dL
‘(E =—erx E, (21)

Octarvio J. Campuzano Cardona
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Cap. 2 Atomo de hidrégeno en nun campo eléctrico: fendmeno de Stark

donde se ha utilizado el segundo conjunto de las ecuaciones de Hamilton. A
continuacién se realiza el producto escalar de dL/dt con eE y puesto que dE/dt =

0, se tiene

d(L-eE)
d

La cantidad dentro del paréntesis es una cantidad conservada a la que se denomi-

(22)

nara I™:

I'=¢E.L. {23)

Otra cantidad conservada en el dtomo de hidrégeno es el vector de Hamilton, y
andlogamente al caso anterior se buscara otra integral de movimiento asociada con

aquella.

Para encontrar la tercera integral de movimiento se partird de la derivada del-

vector de Hamilton (ecuacién 6)

df dt [rL2 } (24)

al desarrollar las derivadas e introducir las ecuaciones de Hamilten y la derivada

de L con respecto al tiempo se obtiene

dM -k k

I:—r—sl'—eE 3L2(1' p)LXl‘
2""“‘3(“,;) (exE)Lxr (25)
km (er) r——LXp

Un poco de dlgebra permite sunpliﬁcar la expresion anterior y tener términos més

comodos para trabajar, esto es

i‘% = 2’“;’:"3 [E- (L x r))(L x r) + {rzE — (r-E)r] - ¢E. (26)
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Cap. 2 Atomo de hidrégeno en un campo eléctrico: fendmeno de Stark

Ahora conviene hacer la proyeccion de dM/dt sobre L x eE para obtener

adM 2kme?
e—‘—i?‘LxE—— T4 [E-(Lx)j{(Lxr)-LxE
kme? , kme? (27)
+ TL2 rE-(LXE)—T—sz(r-E)Ir-(LXE)]
—e’E- (L x E);

evidentemente el segundo y cnarto términos desaparecen porque E - (L x E) es

cero. Los dos términos que sobreviven se pueden escribir de la siguente forma

dM 2kme?
@ VX ETT L

kme?
+ W(I‘ - E)[E - (L X l‘)],

[E.(L x £))(L x r} - (L x E)
(28)

con e} fin de reducir atin mds la Gltima expresion, conviene desarrollar el siguiente

término

(Lxr)- (L xE) ={r*p— (r-p)r]-[(r - E)p - (p-E)x)
= 2p%(r - E) ~ *(r - p)(p - E) — (r- p)(r - E) + r2(x - p)(p - E)
=7rp*(r-E} - (r- p)’(r- E)
= L*r-E),
(29)

la ecuacidn (28} toma entonces una forma muy simple:

me2 m62
o LxE=— 2P B)E- (L x 1))+ T (¢ B){E - (L x1)

= e e B)E- (L) (30)

kme?
= -z (Lxr)-[(r-E)E].

Octavie J. Campuzano Cardona 18



Cap. 2 Atomo de hidrégeno en un campo eléctrico: fendmeno de Stark

Se puede observar que (r-E)E = (r x E) x E+ E?r por lo que la ecuacién anterior

se puede reescribir como sigue

dM kme? 2
C.F.LXE_.— 2 (Lxr):[(rxE)x E+ E*rj
kme?
=~~73 (Lxr)-f(r xE) x E] (31)

kme dL
—?LT(LXP)'(EXE),

con ayuda de la ecuacién (21). Enseguida, con el objetivo de encontrar una
derivada total que involucre al vector de Hamilton M, se debe restar y sumar

ep - (dL/dt x E) a la ecuacién anterior, donde resulta

dM kme dL dL
E?‘LXE={E§(LXF)—EP}'(EXE)"‘CP'(EXE)
= —cM-(% x E) —e*p - [(r x E) x E] (32)

=-eM-(% x E) +e*(r x E) - (p x E);

finalmente se reacomodan los términos para obtener la siguiente expresién

ed—:f—.LxE+eM-(%xE)—ez(er)-(pr)

2
SleM - (L xB) - 215 x B

%[eM—(LxE)—in-g-z-(er)2]=0 (33)

¥ la integral de movimiento a la que se denominara {7 es:

Q=eM-(LxE)—%€ﬁ(er)2. (34)

Al observar la ecuacion (34) se puede detectar un vector mds general que el vector

de Hamilton, éste es
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Cap. £ Atomo de kidrégeno en un campo eléctrico: fendmeno de Stark

A=MxL--";(er)xr, (35)

donde la proyeccién del vector A sobre el campo eléctrico ¢E es justamente la
constante Q (figuras 3 y 4).

Se ha demostrado que el fenémeno Stark posee tres constantes de movimiento H,
Iy §fi. Cada una de ellas estd asociada con uno de los invariantes del dtomo de
hidrégeno: la primera es la energia, en la segunda esta involucrado el momento

angular y en la iltima el vector de Hamilton,

Se han utilizado las constantes de movimiento del 4tomo de hidrégeno como guia
para obtener otras constantes relativas al fenémeno de Stark. Se ha mostrado asi

que el problema es integrable.
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ANE

A

Figura 3. Orientacion relativa de los vectores
campo electrico (E), momento angular (L) y R-L-L (A)).

Figura 4. Ubicacion del vector A
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Capitulo III

Resoluciéon del problema

El dtomo de hidrégeno cldsico posee una simetria oculta SO{4) —que implica
rotaciones en el espacio de cuatro dimensiones— directamente relacionada con la
superintegrabilidad del mismo (Goldstein 1980, Prince and Eliezer 1981, Martinez
y Romero ef al 1992). Tal simetria permite que todas sus 6rbitas habiten en un
plano (conservacion del momento angular) y tengan un pericentro fijo durante
todo el movimiento (consecuencia de la conservacién del vector de Hamilton).
Para cierto tipo de perturbaciones a este sistema, las 6rbitas afin permanecen en
el plano pero su pericentro precesa, sefial de que el vector de Hamilton ya no
se conserva (Garavaglia 1987, Hezel 1990, Sivardiére 1992). Conocido el hecho
de que el fendmeno de Stark es un problema. integrable, ahora sigue determinar
la evolucidn del sistema; mas exactamente, una vez obtenidas las integrales de
movimiento para el fendmeno de Stark, el siguiente paso es utilizarlas para encon-
trar en qué regiones es acotado el movimiento. Hecho esto, se intentara encontrar
una expresién analitica cerrada para la érbitas del problema (i.e. una relacién

entre las coordenadas que describen al sistema).

En primer lugar se separard el problema utilizando las constantes {1 y T obtenidas
en el capitulo anterior. Por la simetria axil del problema, determinada por la
direccion constante del campo eléctrico, las coordenadas més adecuadas para se-
parar el hamiltoniano del sistema son las parabélicas rotacionales (Hauser 1963,

Banks y Leopold 1978, Landau y Lifshitz 1977, Arfken 1970, Hezel 1990). En

QOctavio J. Campuzano Cardona
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Cap. 3 Resolucidn del problema

aras de simplificar el problema, pero sin restarle generalidad, el campo eléctrico se
orientard en la direccidn z, o sea E = £é,. Las coordenadas que aqui se utilizardn
son las usadas por Banks y Leopold (1978), que difieren en un factor de 2 respecto

a las que emplean Landau y Lifshitz (1977):

T =2\/Encos ¢ (36a)
y = 2V/€nsengd (366)
z=£ -, (36c)

a partir de las cuales se puede encontrar que:

r=£+m1, (37

r= 8 e, 4 \/'5 7.6, + 08y, ' (38)
£ n
v= \/gz"ééﬁ \/5;”#&,7+2\/5_n<bé¢, (39)

la funcién lagrangiana del sistema es:

1 k
L=_mv?+=—eE-r; {40)
2 T

el hamiltoniano H = pi§; — L se puede escribir en coordenadas parabdlicas rota-

cionales como

RS IO ST BV RN S o
H_Qm[(5+n)p‘+(6+n)"  Smen Eag T mM =B ()

donde se observa que E-r = &£z. A partir de este momento la expresién (41) se
considerara simplemente como la energia E, pues las transformaciones que se efec-
tuardn en el capitulo no permitirdn utilizar plenamente la estructura hamiltoniana

{i.e. no son candnicas).
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Cap. 8 Resolucidn del problema

Se multiplica la energia por 2m(€ + 1) y se obtiene

P& +n)

T 2%km + 2me&o(€2 — %), (42)

2m(€ +n)E = £pf + npl +
se agrupan ahora todos los términos de £ al lado izquierdo de la igualdad y los

relativos a 77 al lado derecho, es decir

2 2

2mLE - Ep?l - % km - 2me&ot? = —2mnE + npl + Z—z —km — 2mefon?.  (43)

4€

Como esta ecuacidn es valida en general, o sea para toda £ y toda i, la dnica
posibilidad es que cada lado de la igualdad sea idéntico a una constante C

2méE — Ep; - Z{—ﬁ +km —2me&ot? =C, . (44)
y
p2
-2mnE + r]p‘f, + ﬁ — km - 2me&yn? = C; (45)

si se reacomodan los términos en cada una de las ecuaciones se obtiene la energia

FE en términos de cada una de las coordenadas

2 2
P P (K CNI
E_2m+8m£2 (2 Y E-i-eé'o{ . {46a)
Yy
2 2
_Ph o, Ps (K CNL_
E—2m 8mn? (2+2m) n e&on (466)

Puesto que I' = epy&p de acuerde con la ecuacién (23), la expresién anterior
contiene dos de las tres constantes de movimiento (E y [') en términos de las
cuales se pretende resolver el problema, faltando por introducir §2. La ecuacién

(34) se puede expresar de la siguiente forma:
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e?m

5 (r x E)%, (47)

Q=e(p? - Z2)(r-E) -~ elp E)p 1)

si en ella se sustituye el momento lineal previamente despejado de la energia

{(ecuacion (41)) resuita

1= e(2mE+ %n- — 2mefyz — k—r—m)(r ‘E)—e(p-E)(p-r) - —c;—m(r x E)2. (48)

Ahora se expresa esta ecuacién en cocrdenadas parabélicas rotacionales

Q =2mEeo(€ + 1) + kmety (& —n) — 262E2(€ — n)?
(E+m )
£
- -(-t‘;TO-T-I')-(ng + 'IPn) ’ (‘fpf - T)pq) - 282171{1)802;

al igual que para la energia, se multiplica (49) por (§+7), se simplifica y se agrupa,;
para obtener entonces otra ecuacién que se pueda reescribir como una expresién

que sélo dependa de £, igual a otra expresién que sélo dependa de 7

2me?£263 4 (efopi — 2meboE)E” + (2 — kme&o)E =
—2meE3® + (eﬁopg ~ 2me&oEM? — (Q + kmeko)n.

Analogamente, las expresiones que dependen de £ y 7 se igualan nuevamente a una

(50)

constante, que, por supuesto, debe ser diferente de la anterior, y que se llamara
D.

Ime E2E3 + (ebop? — 2mebo EYE? + (2 — kme&o)E = D, (51)

—2me*E3n® + (efop? - 2meby E)n? — (Q + kme&on = D. (52)
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Al reacomodar términos resultan

2
e D 1 [k 0 \1
E= om 2m.e£05_2 (2 2meky ) £ + eboé, (53a)
2
_P_ D 1 (k@ N1 .o
E= o Tmeba (2 Smeks ) 7~ °7 (536)

las ecuaciones (53) son muy similares a las ecuaciones {46) y de la comparacién

directa de ambos pares se pueden extraer los valores precisos de C' y D:

2e&
D=2 (54)
4
Y
Q
C= & (55)

Este resultado era de esperar, dado que el problema tnicamente tiene tres cons-
tantes de movimiento en involucién. Finalmente considerando que & = Ze?, las
ecuaciones para E se escriben en términos de las integrales de movimiento (£2,T)

obtenidas en el capitulo anterior como sigue

2 2 2
p=2, T 1—(5 L )f—+esog, (56)

T om " 8mefi 2 \2 2mei&) €

2 2 2

P 1 (2, 8 e
E=gh+ o3 a7 (2 + e’y ) 7 e&on, | (57)

donde las ecuaciones (56) y (57) son, cada una, un potencial unidimensional que

tiene una. parte cinética y otra potencial.

rz 1 Z Q e?
Vf-mg—z'(rm—sﬂ)?“&’f’ (58)
rz 1 zZ f e?
"= Bmeity ggq—z“(ﬂm—gﬂ);‘e&"‘ (59)

son los potenciales de £ y de 1, respectivamente.
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A continuacién se buscan las condiciones necesarias, en términos de las cantidades
conservadas y el campo eléctrico, para la existencia de trayectorias acotadas en
el sistema. La clave para ello es considerar los puntos de retorno Vp = E y
Vo = E. Cuando en la ecuacidn de £ existen dos puntos de retorno positivos
y en la correspondiente a 7 los tres son mayores que cero, entonces el sistema
tiene trayectorias acotadas. En este caso, ambos potenciales tienen “pozos” del
lado positivo y uno “estd” dentro del otro; ademds, ambos son intersecados por la
energia {figuras 6a y 6b).
Una condicién equivalente resulta de considerar los puntos criticos de los poten-
ciales, csto es

maz (V... V, (60)

Bmin

y<ESVY,

Tiax”

Las ecuaciones cuyas rafces son los puntos de retorno se pueden escribir como sigue

€~ 26 (3 - o) o+ gz = (61)

el 2T e, ) & 8me3E3
E V4 0 e r?
3 a2 = —_ Vg —— =0, 2
T ety + (2 + 2me3£0) & 8me3ES 0 (62)
También es posible reescribirlas como sigue

E\? I B k-w
—— ) = 4 —— 63
(5 25;,) 86t T agE T g (63)

+E 2.-._._]'”2 +E_2_k+_w (64)
TV ) T BEon T WER T 28

donde k = Ze?, £ = e, " = mie&ol y w = efofl.

Se puede observar que en ambas ecuaciones, (63) y (64), se tiene una parabola
del lado izquierdo de la igualdad y una hipérbola del lado derecho. Las raices de
de las ecuaciones ciibicas originarias (61) y (62) son justamente las intersecciones
entre estas cénicas. Para que en ambas ecuaciones existan tres raices reales, de

acuerdo con las figuras (52) y (58), la energia debe ser negativa. También k +w y
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k —w deben ser mayores que cero para que las ecuaciénes (63) ¥ (64) posiblemente
contengan dos y tres soluciones positivas, respectivamente. Ahora bien, la ecuacién
(63) poseerd de manera segura dos raices positivas desde el momento en que la
parébola y la hipérbola son tangentes y seguiran asi conforme [ disminuya su
valor. La condicién de tangencia en un punto se expresa mateméticamente al

igualar las pendientes de las curvas en tal punto, esto es

E r?
2% =
¢~z = g (65)
que se puede escribir de la siguiente forma
E r?
3_ D2 17
& 2866 16& 0. (66)
De las ecuaciones (63) y (66) conviene eliminar 2. Resulta shora una expresion
mds simple
2E (k ~w)
22 WY _,
se (¢~ gme- E2) <o (©7)
Existen dos posibles soluciones
E=0 (68a)
o
2F (k —w)
2 _ b =0- 68b

la primera es la solucién cuando I' = 0 y no se tomara en cuenta por el momento.

De la ecuacidn (68) se obtienen dos puntos criticos, pero sélo uno es positivo:

_E [ 3ENk —w)
gc_ﬂ(—u 1+-°2—), (69)

donde se ha hecho el cambio £ = —e con e > 0.

Ahora se sustituye este punto critico en la ecuacién (66) y se obtiene la condicién

sobre la constante FE
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> €
I'? < 16&, (gg + E—,gﬁ) : (70)
(1]
En resumen, para la existencia de los puntos de retorno positivos en &, ademaés de

la ecuacion (70} deben cumplirse las siguientes relaciones

E <0, (T1a)
k—w>0, (71b)
Y
262
k+ —— . 1
+ 36 <w (7lc)

Un tratamiento similar para la ecuacién (64) {esto es, buscar las condiciones para
que ésta contenga tres puntos de retorno positivos y el cuadrado del momento

angular resulte positivo) arroja las siguientes condiciones

E<q, (72a)
kdw>0 (725)
¥
22
w< —k+ ﬁ, (726)

los cuales se pueden expresar en una sola desigualdad

2
38,

Los puntos criticos y sus respectivas constantes I son

€ 3&
nc+=§23[1+\’1_262(k+W)l’ (73a)

Octavio J. Campuzanoe Cerdona 30
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€ 3,
LI § Y § Y

e 38 l:l 1 % {(k+w){, (73b)

€
TZ < 16Egn2, (—er + '2?0) (74a)

Y

2 2 £

P:,,_ < 16&gmz_(—ne— + i".;) (74b)

Para que [‘:f+ siempre resulte un niimero real, es necesario que w cumpla la sigu-
iente relacién

€2
Las desigualdades (71c) ,(72d) y (75) tienen un intervalo en comin sélo cuando

€2

k< = 76
38 (76)
entonces la ecuacion para w resulta
2 2
€ {3
k— — —k+ — T
2% <w<-—k+z 2 (17

De la relacién (76) también se obtiene una restriccién para la energia del sistema,

ésta es

E < 3k {78)
Debe tomarse el minimo de Ty, Ty y T,

En el apéndice se encuentra el programa desarrollado para obtener trayectorias
acotadas, considerando los criterios obtenidos arriba, en el programa de manipu-

lacién simbdlica Mathematica.

Para completar e] presente analisis, se describe un procedimiento para obtener los

puntos criticos de los potenciales asociados al problema.
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Los puntos extremos de los potenciales (esto es, sus méiximos y minimos) se ob-
tienen al derivar las V¢ y V;, e igualar el resultado a cero. En cada caso resulta

nuevamente una ecuacién cubica:

'Z 0 e r2
3_1 = oy = —_— =
" (2 + 2me3£0) %" dmesgg =0 (79)
zZ Q € 2
a 4% Ve, 1 _ b
&+ (2 2m6350) 805 Ame3ES 0 (79)

Asi pues, segiin Uspensky (1988), el discriminante de la variable 7 es el siguiente

z Q \V/e)® rz \?
A= (E+2me3£o) (E) +27(4m6383) ’ (80)

si éste es menor que cerc tiene tres scluciones reales, que son las siguientes:

. g+ a e ;
2 2'118!80 E()
-_— 03

m =2 3 %) . (8la)

_ _2 (% + 2m?580) Eio ™ _ f (Slb)
2 = 2\ 3 “S\3 73/
A 1] e
(§+2me350)23 m ¢0
m = -—2\ g oS (§ + 5) . (8l¢c)

Se debe agregar ademds la condicién para que dos de las soluciones sean positivas;

esto sucede cuando

0
(Z + m) >0, (82)
no se debe olvidar que ¢ estd dado por (siempre segin Uspensky (1988))
VT
cos¢p = — demEn . (83)

Z [ 3 Z Q e
2(72”-*- 2mc3£‘o) £o (3+2me3£n) o
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£ también tiene tres raices reales, pero sélo una de ellas positiva:

oo mem)E (e )
3= 3 “C\zT3)

Como se sabe los valores criticos de los potenciales se obtienen evaluando en ellos

los puntos extremos; los puntos que interesan son los positivos.

Verin = Vel&r), (85a)

Vomin = Val(m2) (85b)
y

Vama: = Vo(m3)- (85¢)

III.1 Reduccidon del problema a cuadraturas

Por otra parte, se puede deducir una relacion entre § y 1 que permite, en principio,
encontrar la trayectoria del electrén para este problema. Se parte de las ecuaciones

{(56) y (57), de las cuales se despejan los términos cuadréticos en el momento lineal,

pi/2m y p[f2m,

2 2 2
Pe _p _® 1 (Z @ Ne
om = C 8me2€Z €2 ( 2 2m63&)) ¢ ebot; (86)
2 2 ' 2 .
Py _p I 1 (2, @ \e
2m 8me2EZ n? (2 + 2med&y ) 1 + eban. &7)

Si ahora se considera otro cambio que permite expresar a las ecuaciones como

funcién de las variables

2

p? = m? (5{—'1) é, (88a)
2

pl =m? (%) i, (88b)
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y ademds, si se divide la primera expresién entre la segunda y se extrae la raiz

cuadrada de ambos lados, se obtiene

é (_85063 + E‘Ez + (%’ ImeSEn 6") 6 m) ?

- = gt (89}
]
(et€o1ff"+En2 + (% + ggsg; Jetn + —m?r)
como £ = df/dt y 1 = dn/dt, se obtiene facilmente la siguiente relacién
zZ Q rz \"\”?
—efofd + B+ (5 - e — dé =
f ( ebol” + B+ (5 — gmeig, 0 € 3me253) < (90)

Z Q 2 —-1/2
/ (e&ms + En? + (3 + TV )e2n + Smezfg) dn,

con lo que se ha reducido el problema de encontrar las 6rbitas de un electrén en el
fenémeno de Stark a una simiple cuadratura. Cuando el campo eléctrico es cero,
las integrales anteriores corresponden a las que se obtienen en la resolucién del

atomo de hidrégeno en las mismas coordenadas, como debe ser.

Todo se reduce ahora a efectuar las integrales de la ecuacién (90). La integral en
€, que se denominari Jg, se puede evaluar de manera explicita y, evidentemente,

sucede lo mismo con la integral sobre la variable n. Luego

Je = f (—65053+E£2+( ye’€ - C )'_md€ {91)

2me350 8me?£

de acuerdo a las tablas de Gradshtein y Rishyk (1978) corroboradas con ayuda del

programa de manipulacién simbélica Mathematica

2
v Ea - €C(Eb - fc)

en donde F(¢|m) es la integral eliptica de primera clase. Ademds, se han definido

Je = F(og|me) (92)

las cantidades
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‘E — &
56 - {C (93)
=

en donde los niimeros £,, & y & (el orden que siguen estos nimeros es del més
pequeno £, al mas grande £.) son las raices del polinomio que aparece en el de-

nominador de (79), perc una vez “normalizado”,

< Ze Q F2
P&y =¢ e<‘,'0£ (280 2me253) t+ 8e3mER’ (o4)

Encontrar tales raices se puede hacer empleando el método descrito por Uspensky

(1988) y mencionado arriba. La solucién de la integral en 5 es

2
T T )| (Pl 9

donde F(¢y,|m,) es la integral eliptica de primera clase. Ademis, se han definido

6, —arcsen ( /1’1) ,
= N (96)

m, =21
Na — Te

Las raices de 1 se obtienen del siguiente polinomio

las cantidades

E Ze 1 T2
R R + 53 ) 1 g 97)

para obtener la trayectoria hay que igualar la ecuacién (92) con la (95) y resolver
para 1 como funcién de £; esto es algo que puede hacerse numéricamente o con
ayuda de programas de manipulacién simbdlica. Para que tales trayectorias sean
acotadas, las raices de ambos polinomios (92) y (95} deben ser reales. Sin embargo,
por simplicidad, aqui se obtendrén las trayectorias descritas por ef electrén a partir
de las ecuaciones de Hamilton del sistema (las cuales se obtienen a partir de la

ecuacién (41)) .
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Las ecuaciones de Hamilton en coordenadas cartesianas son las siguientes

i= %I, (98q)
L=t (986)
i= ’:—;, (98¢)
pe= L, (984)
Py = @ (98¢)
b= —eE; (98/)

para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, pueden utilizarse las

siguientes condiciones iniciales

L. = YoPz0 — 20Py0 = 0, (99(1)
L_u = —(-‘Bopzo - ZOP:O) = 01 (ggb)
Lz = Topyo — Yopzo = [ (99¢)

Estas relaciones implican zg = 0 y p,p = 0, ademds, por comodidad es posible
especificar los valores de las variables restantes, yo = 0 ¥ pyo = 0 y tnicamente
basta designar un valor adecuado para zg y determinar p,o de la ecuacién {99¢).

En las figuras 7 y 8 se muestran algunas trayectorias
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m - E? N k—w
TRt 482 T 28

Figura 5a. Dos conicas que se intersecan para £

f(n)

M B ktw
88 T AEE 28

Figura 5b. Dos cénicas que se intersecan para 7
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V' CONTINUA:V(£),ENERGIA (E). DISCT. :V (n)

|
|
|
O i [y . . 3 __ N _ ] g’ n
e ——— R
-1
& = .01
=21 €e=10.184
-3} w=—4170 |
Figura 6a.
I’ =0.541
0 1 2 3 4
|4 CONTINUA:V (£) , ENERGIA (E) . DISCT. :vV(n)
| ! —E"‘--_'_— - - — é"n
N\ -
-200t
66=1000
-400 ¢t
-600 t € = 58.0048
800 ¢ w=—0.4167 ]
000 Figura 6b. I = 0.0304
0 0.005 0.01 0.015 ¢.02
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1/2

6373

-5.5467

0.7617 Yy

Figura Ta. Trayectoria del electrén

£ =1/10

€ = .0581
w = —0.4167
IV = 0.9615

Figura 7b, Trayectoria del electrgn
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Y = 1/10000
€ =0.0184
w = —0.4167
|
£ I = 1.7098

Figura 8. Trayectoria del electron
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Conclusiones

La mecdnica, como se ha sostenido aqui desde el principio, a través de su poderosa
herramienta, permite estudiar una buena cantidad de problemas fisicos (incluso
microscépicos). Algunos de tales problemas los resuelve por completo dentro de
su estructura,; a otros —aquellos en los que no es suficiente un estudio clasico- los
desnuda lo suficiente como para entender cualitativamente algunos de sus aspectos
fundamentales (p.. €j. si existen estados. ligados). Un ejemplo.representativo
de estos iltimos problemas es el 4tomo de hidrégeno perturbado por un campo

eléctrico.

Las razones especificas para optar por un tratamiento clisico del fenémeno de
Stark son, entre otras, que en el estudio cudntico los célculos deben ser repetidos
para cada estado inicial de interés; hay muchos estados involucrados y, ademds,
los resultados pueden ser extremadamente sensibles al método de aproximacién
empleado (Banks y Leopold 1978). En cambio en el problema clésico, el suponer
un sélo electrén, permite encontrar de manera sencilla un intervalo de energias
en el continuo para los cuales el problema tiene estados ligados. Resulta que el
intervalo de energias obtenidas cldsicamente es muy aproximado a lo que resulta

en el experimento (Hezel ef al. 1992).

Por lo que toca a este trabajo, a partir de las integrales de movimiento del dtomo
de hidrégeno cldsico, y con el formalismo hamiltoniane comeo marco, se han en-
contrado tres cantidades conservadas independientes del tiempo, aislantes y en

involucién para el fendmeno de Stark. Esta condicién, como se explicé en cl
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primer capitulo, es necesaria y suficiente para considerar el problema integrable.
Con la idea de separar el hamiltoniano a partir de las constantes del movimiento
obtenidas, se han escrito los resultados parciales en coordenadas parabélicas rota-
cionales —las que también permiten separar la ecuacién de Hamilton-Jacobi del

sistema (Landau y Lifshitz 1977).

Una vez obtenidas las expresiones de la energia en términos de £ y 7, {ecuaciones 56
y 57 ) se ha procedido a analizar sus respectivos potenciales V¢ y V;, con el objetivo
de encontrar las condiciones bajo las cuales el sistema tiene trayectorias acotadas
o bien, cuanticamente, ticne estados ligados. Tales condiciones se sintetizan en
las tres expresiones que deben cumplir el campo eléctrico y las constantes 1 y
I'. Los puntos extremos de los potenciales juegan un papel relevante en esta
parte del trabajo. Finalmente, pero no por ello menos importante, se deduce una
relacién entre las coordenadas £ y n que se puede expresar en cuadraturas y que,
en principio, permite dibujar la trayectoria que sigue el electrén para cualquier

valor de la energia.

Es interesante comparar los resultados aqui obtenides con otros relativos al mismo
problema. Hauser (1965) se ocupa del problema con fines didacticos apoyado
en el formalismo de Lagrange. Su estudio se limita a encontrar una integral
de movimiento —la que corresponde al momento angular— y, por otra parte,
a mostrar que la energia del sistema también es una cantidad conservada. Por su
parte, Landau y Lifshitz (1977) tratan el problema indirectamente al separar en
coordenadas parabdlicas 1ina ecuacion de Hamilton-Jacobi relativa a un problema
més general que el que nos ocupa; se puede decir que se trata también de un ejer-

cicio didactico para explicar la separabilidad de la ecuacidn de Hamilton-Jacobi.

Hezel y colaboradores {1992) aplican un enfoque semiclasico al fenémeno de Stark.
En su excelente contribucidn se “relacionan” pardmetros y resultados cldsicos con
cudnticos. Estudian el problema considerando una pequefia perturbacion eléctrica
al dtomo de hidrégeno. También suponen el movimiento del electrén en la érbita

més rapido que el cambio en el tiempo del plano de la 6rbita. La trayectoria
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sigue siendo una elipse, pero esta se deforma y el plano donde vive se mueve.
La variacién del vector de R-L-L describe la deformacién de la orbita y, por su
parte, la evolucién en el tiempo del momento angular describe el movimiento del
plano en el espacio. Su principal resultado es que el vector de momento angular
precesa alrededor del campo eléctrico con una frecuencia (llamada de Stark} w, =
(3/2)n&. También asi lo hace el vector de R-L-L, lo que significa que la elipse
“pulsa” con la frecuencia Stark. Acaso lo cuestionable de este bello articulo es
que hace suposiciones muy rigidas para el campo eléctrico (ellos admiten que
debe ser suficientemente pequefio para que sea permisible no considerar términos
cuadriticos en el campo) a diferencia de la presente contribucién donde sdlo se
pide un campo tipico que cumpla las relaciones descritas y sin restriccion alguna

sobre su magnitud.

El tratamiento aqui seguido es semejante, pero s6lo en su ultimo trayecto, a una
pequena parte del que siguen Banks y Leopold (1978). Ellos también evaden el
tratamiento cudntico del problema de Stark; su tratamiento cldsico considera los
invariantes adiabdticos de las variables de angulo-accién (Landau y Lifshitz 1977)
para poder obtener conclusiones que puedan ser contrastadas con resultados exper-
imentales angulo-accién (Landau y Lifshitz 1977). En el camino también separan
el hamiltoniano en coordenadas parabélicas y analizan los potenciales en cada co-
ordenada. En la contribucién que aqui se comenta, restringen su estudio al caso
critico, en el cual 7y = 73 (obtenidos en el capitule 3). De capital importancia
resulta el hecho de encha.r sus andlisis a buscar resultados que se pueden com-
probar experimentalmente: aterrizan el problema teérico. Una parte oscura de su
desarrollo es el uso de las constantes de separacién: jqué significan? ;de dénde
salen? En el presente trabajo se tiene la respuesta: las constantes de separacién
no son otras que las integrales de movimiento del sistema que aqui se encontraron
explicitamente (en realidad este comentario es mds aplicable a {2 que a I ya que

la dltima es una constante “trivial”}).
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Inflj:

Inf2):

in{?}:

Infin):=

Infil}:=

Infi2}:=

Inf3l}:=

(+ programa para calcular las orbitas del efecto stark «)
el = 1/10000; (+ campo eleactrico »)

m=1l; (» masa =)

q=1; (s« carga electrica +)

Z=1; {+ numero atomice «)

k=1; (» interaccion couloublana i)

an3d = Sqgrtflcelek/2];

en = 1.5+en3 {« energia «)

oml = k - (2«8n*2) / (Iewl);

em2 = -k + (2+en*2}/ (Inal);

om = oml ¢« (om2 - oml) /3 {(» comega »)}

delmaz = k+om;

delmenos = k - om;

ximas = (en/ {3+el)) + (-1 + Sqrtfl + (3+el+delmenos/ (2een*2))]);
atamas = (en/ (I«ol)) « (1 « Sqrt{l - {(I~alsdelmaa/ (2+en*2))]);
stamenos = (en/ (3s+81)) « (1 - Sqre{l - (Jeelxdelman/ (22en*2})]);
gamxia zd» Sgrefel s+ ximne+3 + sneximan*2/12);

gamxl = gamwxla/2;

gameta = 6+ Sqrt(el sotamaz*d + enseotaman*2/2];

gameto = 4« 8grt(el »atamenog*3 + ensetamenos*2/2];

gametmas = gameta/2;

gamatmenos = gameto/2;

HN[ximas, 5);

Mietamas, S];

N[gamxi, 5]

H[ganstmas, 5]

H[gamstmancos, 5]

gama = Min[gamxi., gametmas, ganetnsnos)
rlt_] = Sqre[x[t]~2+y[t]*2+£{t]*2]s

80l = NDSolwve [
{=x(t] - px[t] == 0,
¥ i) - pylt) == 0,
z’(t] - pz[t] ==
px’[t] + kex[t] /Z[t]*3 ==0,
p‘y' [t] + key[t] fE[t]*3==0,
pzi[t] + kez{t]/c[t]*3 +8l==0,
px[0] == 0, py[¢] == 1, pz{0)] =
¥([0) =x 0, x[0] == (gana + y[O] ‘px[B]) /py[0). =[0] == 0},
{x. ¥. =, px, PY. Pz},
{t, 0, 9000},
MaxSteps -> 10000])

ParamatricPlot3dD[Evaluate|{x[t])., ¥(t]), =[t]} /- sol]. {t, 0, 5000},
PlotPoints -> 4500, ViewPolnt -> (0, -5, ~5}, Axes -> True,
AxagLabel -> {"x=, "y=, "z"}]
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Plot[{gamxia, gameta, gameto}, {el, .1, 10},

PlotStyle ->» {
{Thickness[.0043], RGBColox[i, 0, 0]},
{Thickness[.0065], Dashing[{.02, .02)}, RGBColor([0, @, 1]},
Thickness(.0054)},

Axesg -> True,

PlotRange -> {-1200, 0},

Axeglabel -> {"L", "gama criticov},

Frame -> Trus,

FrameLabel -» {"E=1000,E=-58.0948,0Q=-0.4167,L,= 0.0304",
" %, “CONTINUA:V({),ENERGIA (E). DISCY.:V(n}". * "},

TextStyle -> {FoatSlant -> “Italic”, FontSize -> 16},

Background -» RGBColor(i, 1, 0.72}]



