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En la parte central de la tesis se demuestran ciertas propie
dades de los morfismos H y h respecto a la conjuncién v diayunciég
y acerca de las imdgenes directas e inversas de ambos morfismds.,

 En. los siguientes capftulos se definen' y estudian conceptos
relacionados con la retfcula R-TORS: inyectivos relativos, submé-
dulos radicales y semirradicales y cdpsula semirradical. Tembién
se define y estudia una estructura intermedia entre R-TORS y R-torls
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Finalmente se describe, a manera de ejemplo, la reticula de
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1

Although Dickson defined in 1966 the general torsion theories,
the mathematicians have mainly studied the lattice R~tors of heredi
tary torsion theories over & ring R. In this thesis work the lattic
R-TORS of general torsion theories is studied, together with two
morphisms from R-TORS to R-tors,

The first chapters are preliminary. and give the definjitions
ofs preradical, torsion theory, hereditary tors;on theory, con-
junction, disjunction, generation and cogeneratio }

In the central part of this work some propertiea ¢f the morf-
isms H and h with respect to conjunctiop and dfsjunction are:
proved, as well as properties about direct and inverse inages of
both morphisms,.

In the next chapters some concepts related to the lattice R~-TO
are defined and studieds relative injectives, radical and semi-
radical submodules and semirradicel envelope. An intermediate
structure between R-TORS and BR-tors is defined and studied: R-sher,
the class of semihereditary torsion theories.

Finally the lattice Z~TCGRS of torsion theories over the ring
of integers is described as an example, identifying inside it the
lattice Z-tors and the main nonhereditafy torsion theories.
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INTRODUCCION

Si bien Dickson defini6 en 1966 las teorias de torsion mas generales [2], los
matematicos han centrado su atencion principalmente en la reticula R - tors de las
teorias de torsion hereditarias correspondiente a un anillo R con uno. En el presente
trabajo se estudia la reticula R-TORS de teorias de torsién no necesariamente

hereditarias y se definen dos morfismos de R- TORS a R - tors.

Los primeros cuatro capitulos son preliminares, v en ellos se establecen las
definiciones de prerradical, teoria de torsion y teoria de torsion hereditaria,
respectivamente, definiendo la comjuncion y la disyuncion sobre cada clase de
objetos que les da una estructura de reticula completa. En el cuarto capitulo se

descnibe la generacion y cogeneracion , tanto en R - TORS como en R - tors.

En el quinto capitalo se definen los morfismos H y h de R-TORS a
R-tors, con base en los conceptos estudiados en el capitulo cuatro, y se demuestran
algunas propicdades que éstos tienen respecto a la conjuncion vy disyuncion en
R - TORS. En el capitulo seis se definen ciertas clases de inyectivos que ayudan a
caracterizar la imagen inversa de una teoria de torsion hereditaria bajo el morfismo
H en cualquier anillo R, obteniendo en particular la descripcion de la imagen inversa
de la méyor teoria de torsion, en caso de ser R hereditario. Después se define la
clase H de R-mddulos y se caracterizan todas las subclases de H utilizando el
morfismo H. Andlogamente, en el capitulo siete se describe la immagen inversa de la
menor teoria de torsion, para cualquier anillo R y se define la clase h de R-médulos,

también caracterizando todas las subclases de h, esta vez utilizando el morfismo h.




En el capitulo ocho se desarrolla la teoria de inyectivos relativos para teorias
de torsion no necesariamente hereditarias, en forma analoga a lo hecho por Raggi y

Rios para teorias de torsion hereditanas [10].

En el capitulo nueve se definen los submddulos radicales y como
generalizacion de éstos, los submddulos semirradicales. Luego se define para cada
modulo una cdpsula semirradical que lo contiene y que a su vez esta contenida en la
capsula inyectiva del moddulo. En el capitulo diez se define R - sher, la clase de
teorias de torsion semihereditarias, pretendiendo definir una estructura intermedia
entre R - TORS v R - tors. Se demuestra que R - sher es cerrada bajo conjunciones
arbitranias y se establece una condicién necesaria y otra condicién suficiente para
que una teoria de torsion sea semihereditaria, en términos de su clase libre de

torsion.

Finalmente en el capitulo once se describe la estructura de la reticula de
teorias de torsion para el anillo Z de los nimeros enteros, ubicando a la reticula
Z - tors y a las principales teorias de torsion no hereditarias. Queda abierto el

completar la descripcion de esta reticula.



1. PRERRADICALES

Se denotard como R - Med a la categoria de R-moddulos izquierdos sobre un

anillo R con uno, no necesariamente conmutativo.

1.1. Definiciones: [11]

1.1.1. Un prerradical es un funtor r : R - Mod —— R - Mod tal que
1(M) < M para todo M € R - Mod.

1.1.2. Dados dos prerradicales r y s, se define el prerradical (ros) como

(ros)(M) = r(s(M)) para cada M € R - Mod.

1.1.3. Dados dos prerradicales r y s, se define el prerradical (r:s) como sigue:
(r:s)(M) es el dnico submoédulo de M que contiene a r(M) y que cumple
(r:s)(MYr(M) = s(M/r(M)).

1.1.4. Un prerradical r es idempotente si ror =r.

1.1.5. Un prerradical r es un radical sir . r=r.

1.1.6. Dada una familia de prerradicales {ra}aé1 se define la interseccion

sobre dicha familia como sigue: (ﬂ raJ(M) ={)r, (M) para todo M € R - Mod.

ael el



1.1.7. Dada una familia de prerradicales {ra } .., S¢ define la suma sobre dicha

familia como sigue: [Z ra)(M) = Z r, (M) paratodo M € R - Mod.

acl eel

1.1.8. Dados dos prerradicales 1y s se dice que r < s si r((M) < (M) para todo
M € R - Mod.

1.1.9. Se define el prerradical & como £(M) = 0 para todo M € R - Mod.

1.1.10. Se define el prerradical y como (M) = M para todo M € R - Mod.

Asi la clase de todos los prerradicales, que se denotara como R - prerrad,

resulta ser una reticula completa con elemento menor & y elemento mayor .




2. TEORIAS DE TORSION

2.1. Definiciones:
Dada una clase C de R-mddulos:
2.1.1. C es una clase de torsion si es cerrada bajo epimorfismos, sumas

directas y extensiones.

2.1.2 C es una clase libre de torsién st es cerrada bajo monomorfismos,

productos directos y extensiones.

2.2, Definiciones:

Dada una clase € de R-mddulos se definen las siguientes clases:

2.2.1. L(C) = {M eR-Mod | VN eC Hom(M,N) =0}

2.2.2. R(C)={M eR-Mod | ¥ M & C Hom(M,N) =0}

Aunque hay varias maneras de definir una teoria de torsion, se presenta aqui

la que resulta mas simple, tomando en cuenta las definiciones anteriores:

2.3. Definicién: [2]
Una teoria de torsion es una pareja 7 =(T, L) de clases de R-mddulos tales

que T=L(L) v L=R{T).

La clase de teorias de torsion se denota como R - TORS.



Es conocida la correspondencia biunivoca dada por el siguiente teorema, cuya

demostracion puede encontrarse en [4]:

2.4. Teorema:

Existe una correspondencia biunivoca entre las siguientes clases de objetos:
1) radicales idempotentes

2) teorias de torsion

3) clases de torsion

4) clases libres de torsion

Dada una teoria de torsién t se denota su clase de torsién asociada como T,
su clase libre de torsién asociada como F,, y su radical idempotente asociado como

t,, donde t,(M) es el mayoi submédulo de M que esté en T,

El orden en R - TORS se define con base en la correspondencia biunivoca

descrita por el Teorema 2.4:

2.5. Proposicidén:
Dadas 1, 6 € R-TORS, son equivalentes las siguientes coﬁdiciones:
a) VM eR-Mod t (M) <t (M)
b) T.cT,
¢) F, cF,




2.6. Definiciones:

2.6.1. Dadas 1, 6 € R - TORS, se dice que 1 <o si sucede cualquiera de las

tres condiciones equivalentes de la proposicién 2.5,

2.6.2, Se denota como & a la teoria de torsion cuya clase de torsion es {0} .

2.6.3. Se denota como 7 a la teoria de torsién cuya clase de torsion es
R - Mod.

En R - TORS se pueden definir las siguientes operaciones:

2.7. Definicion:

Dada una famiha de teorias de torsién {ra} se define la conjuncicn de

ael

dicha familia, denotada por /\ T, Como la teoria de torsion cuya clase de torsion
ael

asociada es TA Ty = ﬂT,ca. Obsérvese que efectivamente ﬂTTa resulta ser una
o€l ael a el

clase de torsion.

La sigutente proposicion confirma que esta definicion de la conjuncion

coincide con la de infimo o meet en una reticula completa.

2.8. Proposicién:

Dada una familia de teorias de torsién {r, } _ > la conjuncion /\ ¢ de
o o
a el

dicha familia es la mayor teoria de torsion ttalque 7< ¢, paratoda e €l .



Demostracion:

Digamos que 1 es la teoria de torsién tal que ﬂTTm = T,. Entonces para
ael

cada a €1 se tiene que T; = Te, esdecir, <7, paratoda o €l.

Por otro lado, si ¢ es una teoria de torsién tal que o <7, paratoda ¢ el

entonces para cada o €1 se tiene que To = T, . Por lo tanto T, < ()T, , es decir,
P q Ty o T

a el
o<1,
0
Una vez definida la conjuncion puede definirse la disyuncién de la siguiente
manera:

2.9. Definicion:
Dada una familia de teorias de torsién {ra }aEI la disyuncién de dicha familia,

denotada por A4 T €S

ael

V¢ :/\{0' eR-TORS|Va el o= ra}
o

el

Esta definici6n implica la propiedad de la disyuncion como supremo o join en

una reticula completa

2.10. Propesicion:

Dada una familia de teorias de torsion {r,, }aEI , la disyuncion V t, de dicha
ael

familia es la menor teoria de torsion t tal que > 7, paratoda a l.



Demostracion:

Consideremos la clase C = {0' eR-TORS|o 27, Va eI}. Sea Bel. Sea

oeC. Entonces o>15. Por lo tanto TTB C Ts para toda oceC, es decir,

TTB < ﬂTc =Ty 1, POT la definicion 2.7. Por lo tanto V Ty 2 Tp-

ceC el ael

Por otro lado, si ¢ es una teoria de torsion tal que o> r, paratoda o el

entonces V 1, <o, por definicién.
ael

il
La siguiente descripcién de la disyuncién puede resultar muy util:

2.11. Proposicion:
Dada una familia de teotias de torsion {z.} _ la clase libre de torsién de 1a

disyuncién de dicha familia es: F\Ve, = nFTa

ael el

Demostracion:

Primero obsérvese que efectivamente ﬂFTa resulta ser una clase libre de’
ael

torsion. Si 1 es la teoria de torsion tal que ﬂFra =F,, entonces para cada o €1 se
' ael

tiene que F, < FTOL , es decir, 7> 7, paratoda @ €1.

Por otro lado, si ¢ es una teoria de torsion tal que o2 1, paratodac €1,

entonces para cada o €1 se tiene que F gF.ca. Por lo tanto F5 ¢ ﬂF o €S decir,

a el

cx=T,



Esto demuestra que 7 tiene la propiedad que caracteriza a la disyuncién por la

proposicion 2.10. Por lo tanto 1= V 1.
oel

O

Asi R - TORS resulta ser una reticula completa con clemento menor Ey

clemento mayor .

Identificando a las teorias de torsion con sus radicales idempotentes asociados
s¢ pueden comparar las operaciones que se definen en uno y en otro caso,

obteniendo las sigmentes dos proposiciones:

2.12. Proposicion:

Dada una familia de teorias de torsién {r,z }aEI se cumplen:

1) ¢ <{ |
[/\ra] n *

€l
ael ®

2) D1, St[

ael

7]

(Obsérvese que el segundo miembro de la desigualdad 1) y el primer
miembro de la desigualdad 2) no corresponden necesariamente a elementos de R -
TORS).

Demostracion:
1): Denotemos por r el primer miembro de la desigualdad. Dado MeR - Mod

se tiene que para cada a.€l, r(M) ET‘a’ y por lo tanto r(M) < ':TOL (M) para cada ael.

De esta forma r(M)< ] t. (M).

aecl ¢

0




2): Denotemos por r el segundo miembro de la desigualdad. Sea Me R - Mod

y consideremos la siguiente sucesion exacta en R - Mod:

@1 tr, M)—— T, (M)——0

o€l

Para cada el se tiene que ¢, (M)ETTang\/ .. Por lo tanto
o i T
el T

[ v, por ser ésta tltima cerrada bajo sumas directas. Como
Te
ad %)

@r,a(M)eTv

a el

también es cerrada bajo epimorfismos, entonces .7, (M)eZ
ael @ L Ta
ael

v
J

Luego 3" 1. (M)<r(M). (]

ael

2.13. Propesicion:
Dadas 1, € R - TORS se cumplen:
Dt,, <t oty <t mt,

D+ sttt

VG

(De nuevo es prudente observar que tanto el segundo v el tercer miembros de
las desigualdades 1) como el primero y segundo miembros de las desigualdades 2)

no corresponden necesariamente a elementos de R - TORS).

Demostracion:

1): Dado M e R - Maed se tiene que t., (M) eT,,, =T, ~T,. En particular
tiacM) e, y t, (M) <t (M). Por lo tanto t_, (M) <t {t;(M)) = (t; o t;)(M), lo cual
demuestra la primera desigualdad. En cuanto a la segunda, dado M € R - Mod se
tiene que t(t;(M)} <t (M) v t (t (M) <t (M), es decir, (t, ot )(M) < t (M)t (M).
O



2): Dado M € R - Med se cumple, por el tercer teorema de isomorfismo:

(;r(M)HU(My _ 1, (M)
1. (M) = /(t, (M)ﬁfo—(M)) <.

Por lo tanto:

.00, (M/ M) =lo 1\'Y(M)) “ t“)(M/ (M)

M)+t (M) < (t,:t,)(M), lo cual prueba la primera desigualdad.

- es decir :

Para probar la segunda desigualdad, sea M € R - Mod vy considérese la

siguiente sucesion exacta:

o_—>tt(M)'—-—>(t,:tc)(M)__Jtr:‘c)(“%(M)__»o

Lt (M
Comot M)eT. T, , ¥y 2. X %(M) =1, [l\%r(M)] €7, cT.,, porser T,
cerrada  bajo extensiones se tiene que (t. t;)M)eT., y por lo tanto

(te e JIM) < ty o (M).

10



3. TEORIAS DE TORSION HEREDITARIAS

3.1. Definiciones:

Dada una clase C de R-médulos se definen las sigutentes clases:

11.1. L (C)y={MeR-Mod | VN eC Hom(M,E(N)) =0}

11.2. R,(C)={M eR-Mod | VM &C HomM,E(N)) = 0}

3.2. Definicion:
Una fteoria de torsion hereditaria es una pareja 7=(T,L) de clases de R-

modulos talesque T = L, (LY v L=R/T).

Obsérvese que una teoria de torsion hereditaria es en particular una teoria de
torsion.

La clase de teorias de torsion hereditarias se denota como R - tors.

La correspondencia biunivoca dada por el teorema 2.4 puede restringirse a las
teorias de torsion hereditarias. Una demostracion del siguiente teorema puede

encontrarse en [4]:

3.3. Teorema:
Existe una correspondencia biunivoca entre las siguientes clases de objetos:
1) radicales exactos izquierdos
2) teorias de torsion hereditarias
3) clases de torsion cerradas bajo monomorfismos
4) clases libres de torsion cerradas bajo capsulas inyectivas

5) filtros idempotentes de ideales izquierdos

11



La correspondencia biunivoca entre las teorias de torsion hereditarias y los
filtros idempotentes de ideales izquierdos nos lleva a la conclusién de que'R - tors

€s un conjunto.

La conjuncion y la disyuncion de familias en R - tors resultan ser
precisamente las mismas que se definieron para R - TORS en las definiciones 2.7 y
2.9:

3.4. Proposicién: [6]

Dada una familia {ra }m de teorias de torsion hereditarias;

1) /\ t_ es una teoria de torsion hereditaria.
ael

2) V 1_esuna teorfa de torsion hereditaria.
ael

Demostracién:

Supongamos que paracadaa € I, 1, € R - tors.

1): Cada T;  es cerrada bajo monomorfismos. Asi T At = nITTa resulta ser
ael V=

una clase de torsion que es cerrada bajo monomorfismos. El resultado se sigue del

Teorema 3.3,

2): Cada F; es cerrada bajo capsulas inyectivas. Asi Fy/ " =(F;, es

ael el
una clase libre de torsion cerrada bajo capsulas inyectivas, y el Teorema 3.3 nos
lleva a la conclusion.

0

12




La siguiente proposicidén nos dice que en caso de ser prerradicales
correspondientes a teorias de torsion hereditarias, su interseccion también es una

teoria de torsion hereditaria.

3.5. Proposicion:

Dada una familia de teorias de torsién hereditarias {ra }m se cumple:

Demostracion:

Ya se ha demostrado en la proposicion 2.12.1 una desigualdad. Ahora se
demostrara la desigualdad inversa para el caso en que la familia conste de teorias de
torsion hereditarias.

Llamemos r al primer miembro de la igualdad. Sea M € R - Mod. Para cada

Bel, se tiene que nt‘ta(M)Stﬁ(M)ET‘tﬂ' Como cada Tle es cerrada bajo

ol

monomorfismos entonces [ |t, (M)e[)7; = T[ A
ael ael [

ael

E de donde se sigue que

Mt (M) <r(M). O

el

De la proposiciones 2.13 y 3.5 se concluye inmediatamente la siguiente:

3.6. Proposicién:

Dadas 1, 6 € R-tors se cumple: t_, =t ot; =t . nt;. O

Con la conjuncién y la disyuncién de famitias arbitrarias de teorias de torsion
hereditarias, se obticne también en R - tors una estructura de reticula completa, con

elemento mayor x y elemento menor £. En este caso la reticula resulta ser

distributiva [6].

13



4. GENERACION Y COGENERACION

Partiendo de las definiciones 2.2 y 3.1 se dan las siguientes:

41 Definiciones:
Dada una clase C en R-Mod se definen:
4.1.1. Z(C) = (LR(C}, R(C)), 1a teoria de torsion generada por .C :
4.1.2. X(C) = (L(C}, RL(C)), la teoria de torsion cogenerada por C.

4.1.3. E(C) = (LuRy (C), Ry (C)), 1a teoria de torsion hereditaria generada
por C.

4.1.4. y(O) = (Ly (C), Ruyly (0)), la teoria de tiorsion hereditaria
cogenerada por C.

Estas teorias de torsion cumplen las siguientes propiedades, cuyas

demostraciones pueden encontrarse en [6]:

4.2. Propesiciones:

Dada una clase C en R-Mod:

4.2.1. Z(C) es la menor teoria de torsion tat que C T c,-
4.2.2. X(C) es la mayor teoria de torsion tal que Cc F, Gy
4.2.3. £(C) es la menor teoria de torsion hereditaria tal que C ¢ T.c,-

4.2.4. x(C) es la mayor teoria de torsion hereditaria tal que C ¢ F e
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4.3. Corolarios:
Dadas dos clases Cc Den R - Mod :
4.3.1. Z(C) < E(D)
4.3.2. X(D) < X(C)
4.3.3. £(C) < &(D)
4.3.4. x(D) < x(O)
43.5. 5(C) < O((C))
4.3.6. 0(x(C)) < X(C)

Obsérvese que en la proposicion anterior las desiguaidades 4.3.1, 4.3.2, 43.5
y 4.3.6 se dan en R - TORS y que las desigualdades 4.3.3 y 4.3.4 se dan en R - tors.

O es el morfismo que “olvida” la propiedad de ser hereditaria (ver capitulo 5).

La siguientes proposiciones nos dan una descripcién de la clase de torsion
generada por una clase de modulos que sea cerrada bajo epimorfismos y por una

clase que ademas sea cerrada bajo monomorfismos.

4.4. Pfoposici(m: [11]
Dada una clase C en R - Mod cerrada bajo epimorfismos, se tiene que:

T, ={MeR-Mod |V M —>M"'~0, con M"%0,30->C—M", tal que 0=CeC}

Demostracion:

Llamemos € a la clase de médulos descrita a la derecha del signo de

igualdad.
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C es cerrada bajo epimorfismos:
SeaMe Cy £fM—N un epimorfismo. Si g:N— N'' es otro epimorfismo,
con N’z 0 entonces gf:M—N'" lo es, y por lo tanto existe un monomorfismo

C—>N", talque 0#CeC.PorlotantoN e C.

C es cerrada bajo sumas directas:

Sea {Ma} una familia de R-médulos contenida en C y sea

a &l

f:EM — M w epimorfismo, con M’’%0. Sean 1a:Ma———>@Ma las

el o el

inclusiones en la suma directa. Para cada oael, consideremos el epimorfismo
fi M _——im(fy ). Como M %0 existe una Bl tal que fig #0. Como M, eC,

existe un monomorfismo C— Im(fi,) <M, taique 0= CeC. Por lo tanto

@M eC.

el @

C es cerrada bajo extensiones:
Sea 0——>N——>M-——>L——0 una sucesion exacta, con N, L e C.
Sea g: M—M" un epimorfismo, con M”’ # 0. Sea K=Ker(g) y consideremos el

siguiente diagrama conmutativo:

O 0 0
3 v 4

0 > NnK - K - N+% - 0
{ 2 3

0 - N -> M > L - 0
\ { {

0 - N+% - M' 5 %+K - 0
\2 \2
0 0 . 0
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si N “%( =0 entonces como N e C, entonces existe 0 — C —» N”% Y
por lo tanto existe 0> C >M" talque 0= C e C,

Por otro lado, si NH’%{ =0 entonces M";%+ K-y comoL e C, entonces
existt 0 >C—>M"' talque0=C e C

Asi se demuestra que C cs una clase de torsién.

Obsérvese que C < C, puesto que C es cerrada bajo epimorfismos, v por lo

tanto Tsz; cC. Supongamos que C ¢ I, - Entonces existe M & R ~ Mod tal que
Me C,pero M ¢ T ¢, Podemos suponer incluso que M €F, ¢, ComoM e C,

en particular existe un monomorfismo C—M, con 0 # C e C, v ést0 es una

coniradiccion. Por o tanto e, = C.

a

4.5. Corolario:

Si N e R - Mod entonces:

Teny ={MIV M > M50, con M"#0,30-C->M", IN—>C—0 con C =0}

Demostracién:

Para N € R - Med consideremos la clase de médulos C = {C |I3IN->C— 0}.

Entonces C es una clase cerrada bajo epimorfismos y por la proposicidn 4.4 se tiene

T :{M]\?’M—)»M"—)O, con M"#£0,30>C—->M", SN>C->0 con C:&O}.
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Solo resta demostrar que Z(N) = Z(C). Como N € C entonces E(N) < Z(0).

Por otro lado consideremos F €Fgy, y sea C e C . Asi existe un epimorfismo

g:N—>C.S8if:C— F es cualquier morfismo entonces fcc Hom(N,F)=0,y

como g es epimorfismo entonces f=0 . Asi que F € F(, . Por lo tanto Z(C) < Z(N)

y se da la igualdad.

Si a la clase C se le agrega el hecho de que sea cerrada bajo monomorfismos,

entonces la teoria de torsion generada por C resulta ser hereditaria:

4.6. Proposicion:

Si C es una clase en R - Mod cerrada bajo monomorfismos y epimorfismos

entonces E(C) es una teoria de torsion hereditaria. Es decir, Z(C) = O(¢(C)) .

Demostracion:

Se demosirara que Fe ¢, es cemrada bajo capsulas inyectivas. Sea Ne Foe-

Sea C € Cy f: C — E(N) un morfismo. Sea N’ = Im(f). Como C es cerrada bajo
epimotfismos entonces N” € C. Como C es cerrada bajo monomorfismos entonces

N " NeC PeroN°nN<N € F_ . Por lo tanto N> n" N = 0 y como N es
esencial en E(N), entonces N” = 0, es decir, £ = 0. Asi E(N) e Feey

Esto demuestra que Z(C) es hereditaria.
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4.7. Corolarios:
Si 8 denota la clase de todos los médulos simples entonces:
1) Z(S) es hereditaria.

2) Para cualquier S € S, Z(S) es hereditaria.

Demostracion:

1): Obsérvese que la clase S es cerrada bajo epimorfismos y monomorfismos.

Asi se obtiene la conclusion por la proposicién 4.6.

2): Dado cualquier moédulo simple S podemos definir la clase
C= {C (38> C— O}. Esta clase es cerrada bajo epimorfismos, y como S es simple,
también es cerrada bajo monomorfismos. Como se vio en la demostracion del

corolario 4.5 se cumple que Z(S) = Z(C), y es hereditaria por la proposicion 4.6.

Ahora se dard una descripcién de la clase libre de torsién hereditaria
cogenerada por una clase arbitraria de modulos. En este caso no es necesario agregar

a dicha clase ninguna propiedad adicional.

4.8. Proposicion:
Sic e R-TORS y C es una clase en R-Mod entonces:

Fyo = M|305>M>J[EM,) conM, e}
Demostracién:
Llamemos C a la clase de médulos de la derecha del signo de igualdad. Se

demostrara que C es una clase libre de torsién hereditaria:
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C es cerrada bajo monomorfismos:

Sea M e C . Entonces existe un monomorfismo g:M — HE(MH), donde
cada M, e C. Consideremos cualquier monomorfismo f - N — M | Entonces

tenemos un monomorfismo gf :N — l—[ EM,).PorlotantoN € C

C es cerrada bajo ciApsulas inyectivas:
Sea M € C . Entonces existe un monomorfismo g:M — l_[E(Ma), donde
cada M, ¢ C. Como HE(MQ) es Inyectivo entonces existe un monomorfismo

h :E(M)—>HE(MQ). Por lo tanto EM) e C .

C es cerrada bajo preductos directos:

Consideremos una familia {Mﬁ }M , donde cada M? e C . Asi existen

monomorfismos g, :M*? — Ef donde Ef =[TE(M?) y cada M’ e C. Estos

ag]

monomorfismos inducen un monomorfismo g:[ [M? — [[E?. Asi [[M? e C .

C es cerrada bajo extensiones:

f ., =
Sea 0> N—M—2 5150 una sucesion exacta, con N, L € C.

Entonces existen monomorfismos i :N — HE(N,I) y j:Lo ]—[E(L s, donde
cada N_,,L, e C. Como HE(NQ) es inyectivo entonces existe un monomorfismo
h:M— HE(NQ). Definamos k = jg. Por la propiedad universal del producto

directo E= H E'(Na) X H E(L;) existe un morfismo tM —E que hace

conmutativo el siguiente diagrama:
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00— N — M = L - 0
Li 1 V]
[Me(v,) «— M — [T,

11 St b1

Consideremos x € M tal que f(x) = 0 . Entonces h(x) = pl(x) = 0, y también
18(x) = k(x) = gl(x) =0 . Como j es un monomorfismo, se tiene que g{x) =0y por lo
tanto x € Ker g = Im . Es decir, existe y € N tal que x = f{y) y asi i(y) = hi(y) =

h{x) = 0. Como i es un monomorfismo, entonces y =0, y por tanto x = 0.

Asi se ha demostrado que t es un monomorfismo, y por lo tanto M e C.

Asi se tiene que C es una clase libre de torsién hereditaria, es decir C =F, ,

con T & R - tors . Ahora obsérvese que C < C, puesto que todo M € C puede

sumergirse en su propia capsula inyectiva. Por la proposicién 4.2.4 se tiene que

1< x(0), es decir, F ., cF, =C.

2{c)

Por otro lado, sea M e C. FEntonces existe un monomorfismo

f:M— HE(MQ), donde cada M, e C. Por la proposicién 4.2.4 se tiene que

CcFyy. Como ¥(C) es una teoria de torsion hereditaria, entonces
HE(MQ) €F ,, ¥ como f es monomorfismo, también M €F, . Se ha demostrado

asi que C F,c)- De este modo se tiene la igualdad.
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S. MORFISMOS ENTRE R - TORS Y R - tors

Ya que R - TORS y R - tors resultan ser reticulas completas, podemos
definir ciertos morfismos de reticulas. Comenzamos definiendo las siguientes

funciones:

3.1. Definiciones:
5.1.1. H:R-TORS —— R-tors se define como H(c) = E(Ty)
5.1.2. h:R-TORS —— R -tors se define como h(c) = % (Fg)

5.1.3. O:R-tors —— R-TORS se define como O(1) = 1, “olvidando” el

hecho de que es una teoria de torsion hereditaria y considerandola solo como teoria

de torsion..
En vista de las Proposiciones 4.2.3 y 4.2.4 se pueden hacer las siguientes:

5.2. Observaciones:

5.2.1. Si ¢ € R-TORS entonces H(s) es la menor teoria de torsion
hereditaria tal que o < OH(o).

5.2.2. Si o € R-TORS entonces h(c) es la mayor teoria de torsién
hereditaria tal que Oh(s) < 5.

5.2.3. Dadat € R-TORS se tiene que t € R - tors si y solo si OH(1) = 1

5.2.4. Dada 1 € R-TORS se tiene que t € R - tors si y solo si Oh(t) = 1.

5.2.5. HEE) =&, H(y) = X h(€) =& ;h(y) = x.
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5.3. Proposicion:
Dada una clase C en R-Mod se cumple que:

1) H(E(C)) = &(C)
2) W(X(C)) = 2(C)

Demostracién:
1): Por la proposicién 4.3.5 tenemos que Z(C) < £(C) = OE((C)). Asi que por
la  observacion 5.2.1 se cumple que H(E(C))<&HC). Por otro lado

CgTE(C) g'_T.f Asi  que por la proposicion 4.2.3 tenemos que

(TE(C)] )

HC) < T, ) = H(E(C)). De ahi se obtiene Ia igualdad.

2): Por la proposicién 4.3.6 tenemos que O(x(C)) = x(C) £ X(O). Por la
observacion 5.2.2  se concluye que x(C) <h(X(C)). Por otro lado tenemos
CcF

X(C ng{ ) Y por la proposicion 424 se cumple que

h(X(C)) = ;;:(FX (C)) < 2(C).

5.4. Propesicion:
Sit,0 € R- TORS y 1 < 5, entonces:

1) H(7) < H(o)
2) h(r) < h(c).
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Demostracion:

Supongamos que T < ©.

1): Por la observacién 5.2.1. se tiene que t < o £ OH(c). Por la misma
observacion, H(t) < H(o).

2): Por la observacion 5.2.2. se tiene que Oh(t) <t <. Por lo tanto,
h(1) < h(o).
0

La proposicion anterior nos dice que H y h son morfismos de orden. La
siguiente proposicion nos habla de la relacion que existe entre los morfismos h, H
y O.

5.5. Proposicién:
1) HO=1g_tors

2) hO = 1R-tors

3) Si k:R-TORS——R-tors es un morfismo de orden tal que

kO = 1R_tors, entonces para toda o & R - TORS se tiene que h(o) < k(o) < H(o).

Demostracion:

1) y 2) se siguen de las observaciones 5.2.3. y 5.2.4.

3): Consideremos un morfismo de orden k: R~ TORS —— R —tors tal que
para toda T € R -tors se tiene que kO(t) = 1. Sea 5 € R - TORS. Las observaciones
5.2.1 y 5.2.2 nos dicen que Oh(o) < 6 < OH(c). Como k es un morfismo de orden
entonces kOh(c) < k(o) < kOH(o), es decir h(c) < k() < H(o).

g
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Las siguientes proposiciones hablan del comportamiento de O, H y h respecto

a la conjuncion y disyuncion de familias arbitrarias de teorias de torsion.

5.6. Proposicion:

Dada una familia {ra }m de teorias de torsion hereditarias:

) Oo(V )=V 0(r,)

o€l ael
2) O( AN 1&) =N O(Ta)
o el o el
Demostracion:

Obsérvese primero que por la proposicion 3.4 toda familia de teorias de
torsion hereditarias es cerrada bajo conjunciones y disyunciones arbitrarias. Por lo
tanto ambas igualdades tienen sentido y se cumplen por la misma definicion del
morfismo O,

0

5.7. Proposicién:

Dada una familia {rn }m de teorias de torsion:

D H(V 1 )= VHr)

ael el

2) H(A\ T )< A\ H( )

ael ael

3) (A 1,)= Anh(z)
ael acl

4 h(V 1)z Vh(r)
ael a el
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Demostracion:

1): Por la observacién 5.2.1, para cada o € I, 7, < OH(t,). Por lo tanto

vV T < vV OH(z, )= 0[ V iz, )j , €sto por la proposicion 5.6, de donde, por la

ael ael ael

misma observacion 5.2.1, H( V 'ca) <V H(t_ ). Inversamente, para cada B € I se

a el ael

tiene 1, < V t,. Como H es un morfismo de orden, para cada 3 € I se tiene que

ael
H(tp) <H( V 1), de donde V H(t_) <H( vV 1),
) ael acel ael

2): Por la observacion 5.2.1, para cada a € 1, 15 <OH(t,). Por lo tanto

AN 7T < VAN OH(ra) = 0( VAN H(Tcx )J, por la proposicion 5.6, y de nuevo por la

ael ael ael

observacion 5.2.1 se tiene que H( /\ 1 AN H(z,).

ael ael

3): Por la observacién 5.2.2, para cada o € I, Oh({ty)<1,. Por lo tanto,

usando la proposicién 5.6, se tiene que O(/\ h(z )] =N\ 'Oh(ra) AN 7, de

aeI ax el ael

donde, por la misma observacion 522, /\ h(z, )< h( /\ ‘Ca). Inversamente, para

ael ael

cada 8 € [ se tiene /\ Ty < Tpe Como h es un morfismo de orden, para cada p < I
ael

se tiene que h(/\ 1 )< h(ty), de donde h( N1 )< At

ael ael ael
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4): Por la observacion 5.2.2, para cada a € I, Oh(ty) < 1. Por lo tanto

O[\/ h(ra )] =V Oh(ra)s vV 7o, de donde, por la misma observacion,

o el a el ael
V h(z )<h(V 1,).
ael ael
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6. EL MORFISMO H

Las proposiciones 4.4 y 4.6 seran la base para dar una descripcion de la

imagen de una teoria de torsion bajo el morfismo H, segun lo expresa la siguiente

proposicion.

6.1 Proposicion;:
Sice R-TORS y C= {C cR-Mod | 30> C—> Mcon M'eTa} entonces

H(o)= &(C) = =(C).

Demostracién:

Se demostrara que C es cerrada bajo epimorfismos.

SeaCe C yseap:C— C7un epimorfismo. Como C € C existe un

monomorfismo f: C —> M, con MeTg. Sea K =Ker(p) ysea i : K—>Cla

inclusién. Sea M’ = Im(if) y M”° = %.. Consideremos entonces el siguiente

diagrama conmutativo:

Existe gC —» € que completa €l diagrama conmutativo. Como f es

monomorfismo, también o es g. Ademas M”* = % eT,. Porlotanto C’ & C.

Obsérvese que C también es cerrada bajo monomorfismos. Entonces, por la

proposicion 4.4 se tiene que =(C) es hereditaria, es decir Z(C) = &(0).
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Por otro Iado, obsérvese que T, cC¢c §(TU). Por la proposicion 4.3.3 se
tiene que H(o) = §(Ta) =&C).
[

Combinando la proposicion anterior con la proposicion 4.4 tenemos una

descripcion de la clase de torsién de H(o):

6.2. Corolario:

Si6 € R - TORS entonces:
Ty = {MIVM > M'50, con M'20,305C—>M",30>C N, conC=0,N T, }
0

La descripcion de la clase libre de torsion de H(o) resulta mas sencilla:

6.3. Proposicién:
Si1 0 € R - TORS entonces:

Fu = {M|EM €F, }

Demostracion:

Por la definicion de H(c) ,M € F,,, & VK e T,, Hom(K , EM) = 0 <
EM e F,.
il
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Para describir las propiedades de las imagenes inversas de una teoria de
torsion hereditaria bajo el morfismo H, se dan las siguientes definiciones y los

siguientes lemas:

6.4. Definicion:

Dada ¢ € R - TORS se definen las siguientes clases de médulos inyectivos:
ET = {E eR-Mod | E inyectivo, tcEsE}
o e

EFo- = {E eR-Mod |E inyectivo, 7_E = 0}

6.5, Lema:

Sea 6 € R - TORS. Cualquier E € R - Mod inyectivo puede descomponerse

¢Omo una suma directa;
_ o o
E-= E1 ® E2

donde EY cEp y Ef cEg_.

Demeostracion:

Seac € R - TORS. Sea E € R - Mod cualquier inyectivo.

Definimos E{ = E(I(,E). Entonces E*.f <E , por ser E inyectivo. Por lo tanto
ta(Ef) <t ,E<E?. Siendo ta(E;’) el mayor submodulo de torsion de E;’ enTs, v
puesto que tsE 75, se tiene entonces que tU(E{’) =t ,E<E]. Por lo tanto

e

E? EETO_ .
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Por otro lado, como E‘1:r es inyectivo y ES <E, entonces E = E‘; SES, para
cierto submédulo inyectivo Eg <E. Asi ¢, (E;’) st,E<E7. Por lo tanto
t,(Ef)=E7 ~E{ =0. Es decir, E? <E; .

- [+3

[]

6.6. Lema:

Si 6 € R- TORS entonces la clase ETO’ es cerrada bajo sumandos directos.

Demostracion:

Sea c € R - TORS y sean E eETJ y E4 un sumando directo de E. Asi

E=E4®Ep con Ep<E. Sea 0#xeEy. Como {,E<E existe a € R tal que

<]

0= ax etgE. Ahora bien, t;E = tsE1 @ t;E5. Por lo tanto ax = X1+ X2, €on Xq € txE4
Yy X2 etsEp. Pero entonces ax—xq=xp eE1nEy =0, es decir, ax = X1 €tEq. Se ha

demostrado que t;E1<Eq, es decir, E, cE .
e [«3

0

El siguiente feorema da varias descripciones equivalentes de la imagen

inversa de una teoria de torsion hereditaria bajo el morfismo H:

31




6.7. Teorema:
Dadas o, 1 € R - TORS son equivalentes:
a) H(o)<H(7)
b) ETG' gETT

C) EFO' QEFT
d) E(taE) < E(ZTE) paratodo E € R - Mod inyectivo

e) E(taE)s E(t,E) para toda céapsula inyectiva E = E(M), donde
M € R - Mod es ciclico

Demostracidén:
a) = b):
Sea EEETO_. Es decir, t;E<E. Sea 0=M<E . Entonces
e

0MntzE <t,E < Ho)E<t()E. Por lo tanto, siendo H(r) hereditaria,
M tE € TH(r). Por el corolario 6.2, en particular existen 0= C <MnitsE v un
- monomorfismo f:C—N con NeT,. Sea i:C — E la inclusién, Como E es

inyectivo, existe g: N — E tal que gf = i. Como N €T, entonces g(N) e T, y por lo
tanto g(N) < t.E. Asi, C=gf(C)<g(N)stEy porlotanto 0= C <Mnt.E.

Se ha demostrado que tE<E , es decir, E ETr . Por lo tanto ETa c ETT :
]
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b) = d):
Sea E € R - Mod inyectivo. Consideremos E7 = E(taE). En el lema 6.5 se
demostré que E7 EETJ' Por hipotesis ETJ gETT, asi que E° EETr . es decir,

t.ES <ET. Puesto que ES <E, se tiene entonces que t.EC < t:£ , v por lo tanto,
101 =Ey q que 4 y
e .

E{ = £(r,EV) < E{t,E) = ET.

d) = e):

Es obvio. |

e) = d):

Sea E e R -~ Mod inyectivo. Sea x € EJ = E(taE). Entonces E(Rx)<EY,y
por lo tanto ET = E(Rx}®E' con E'<E7. En el lema 65 se demostrd que
EY cE; . Por ¢l lema 66 también E(Rx) cE; . Ademas por hipétesis

a [e2
E(taE(Rx)) < E(t,E(Rx)) También como x € E(1,E) <E entonces Rx < E. Por lo
tanto  x eE(Rx):E(rcE(Rx))sE(tTE(Rx))sE(rTE). Se ha demostrado que

E(t,E) < E(1,E) .

d)=>e¢)

Sea EeEEp. Entonces tE=0. Asi, por hipétesis se tiene que

E{tC,E) < E(tTE) =0. Por lo tanto t;E = 0, es decir, E EEFO_ . Se ha demostrado que

EF,L- o EFO’ .
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¢) = a)
Supongamos que H(o)zH(r) . Entonces es posible encontrar

0% M eTy 5 NFy,,. Sea E=EM. Como H(r) es hereditaria, Fy, es cerrada bajo
cipsulas inyectivas y por lo tanto E €Fy,- Luego tE<tyE=0. Asi

E e-EFT - EF@ , por hipétesis, es decir, t;E = 0. Por otro lado, como M TH(s)» por

*

el corolario 6.2, existe en particular 0% C <M y un monomorfismo f : C —N, con
NeTs. Sea t: C-E la inclusion. Como E es inyectivo, existe g : N—E tal que
gf=i. En particular g=0. Esto contradice el hecho de que NeTs;y EeFs. Porlo
tanto H(o) c H(z}.

0

Por simetria, se obtiene de inmediato el siguiente corolario.

6.8. Corolario:

Dadas 6, © € R - TORS son equivalentes:

a) H(s)=H(t)

b) ETU = ETf

d) E(IGE) = E(tTE) para todo E € R - Mod inyectivo

€) E(tGE) = E(t.,E) para toda cépsula inyectiva E = E(M), donde
M e R - Mod es ciclico
[l
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Como consecuencia de este corolario podemos analizar el caso especifico en
que H(o)=y:

Llamemos E a la clase de todos los R-médulos inyectivos.

6.9, Corolarig:

HEE))=x

Demostracion:

Por el corolario 6.8, H(c)=y si y solo si 1,E<E, para todo E € E. Pero

tE{E)E =E para todo E € E. Luego H(Z(E))= y.

0

En el caso particolar en que el anillo R sea hereditario se tiene que la clase de

teorias de torsion cuya imagen bajo H es % es un intervalo.

6.10. Definicidn:
Sic,te RTORS, [0,7]={pcR-TORS|c<p<s} es el intervalo

determinado por oy 1.

6.11. Corolario:

St el anillo R es hereditario, entonces H™! ( z) = [E(E) x]
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Demostracién:

Sea o € R - TORS tal que H(c)=y. Sea E € E. Por el corolario 6.8, tsE<E.
e

Como R es hereditario, E{UE € E. Luego 0= fﬂ(%aE) E%G-E , 1o cual implica
que % g= 0, es decir. {GE =E. Por lo tanto, Z(E) < o.

18]

Por otro lado. si Z(E) < o se tiene por el corolario 6.9 y por la proposicion

5.3 que ¢ =H(Z(E)) <H(o) < y.
O

Ahora se considerara una clase de modulos relacionada con el morfismo H.

6.12. Definicion:

H = {M cR-Mod | Vo eR-TORS [M cF, = E(M) eFa]}

La siguiente proposicion nos da dos alternativas para describir esta clase de

madulos.

6.13. Proposicién:

ParaM e R - Mod son equivalentes:

a)Me H

b) X (M) € R - tors

¢) 810 # K < E(M) entonces Hom( K, M) #0
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Demostracion:

a) = b):

Sea N eTy,, . Consideremos un monomorfismo g : N’ > N. Sea f: N’ = M
un morfismo. Por ser £(M) inyectivo, existe un morfismo h - N — E(M) tal que
hg = if, donde i : M — E(M) es la inclusién. Ahora bien, como M eFpyy YMe H
entonces £E(M) €Fy,,,. Pero entonces h € Hom (N, £(M)) =0 . Asi if= hg=0,y
por lo tanio f = 0. Se ha demostrado que Hom (N, M)=0, es decir, N' €Ty de

donde se sigue que X (M) € R - tors.

b) = ¢):
Sea K un submédulo distinto de cero de E(M) y supongamos que

Hom( K, M) =0 . En ese caso se tiene que K €Ty, - Por ser M esencial en E(M) y
K #0entonces K "M =0 . Por hipétesis X (M) € R - tors , asi que KnMeT,,,,

pero por ser submodulo de M, K~M eF,,,,. Esto es una contradiccién, asi que

Hom( K, M) #0.

c) = ay

Sea o € R - TORS tal que M € F,. Llamemos K=t,(EM). Si K # 0 , por
hipotesis Hom( K , M) # 0 | pero ésto contradice el hecho de que K € T,. Por lo
tanto K =0, esdecir, F/M € F,. Porlo tanto M € H .

a
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6.14. Proposicién:

Dada una clase K en R - Mod son equivalentes:

a) KnF, cF, , paratodac € R - TORS
b) Kc H

Demaostracion:
a) = b):
Sea M € K . Consideremos cualquier 6 € R - TORS y supongamos que

M e F,. Por hipdtesis M € K~F, < Fy,y. Como H(o) es hereditaria, también

EM € Fy,, cF,. Esto demuestraque M € H .

b) = a):
SeaM € K~F, . Por hipétesis M e H . Como también M € F,_ se tiene que

EM € F,. Asi que por la proposicion 6.3 se concluye que M € F

H(o) *
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7. EL MORFISMO h

Como en el capitulo anterior, comenzaremos dando una descripcién de la

clase de torsién de h(c). Para ésto necesitamos describir primero su clase libre de

torsion.

7.1. Prepesicion:
S1 6 € R-TORS entonces:

Fugy = {M|30>M - [[EM,) conM, <F,}

Demostraeion:

Se sigue de la proposicion 4.8 y de la definicion del morfismo h.

7.2. Proposicion:
Sic e R-TORS entonces:

Ty = {MIV 05> M >M, MeT, )

Demaostracion:
Llamemos C a la clase de médulos de la derecha del signo de igualdad.

SeaM e T,,,. Consideremos un monomorfismo f : M° — M . Como h(c)

es una teoria de torsién hereditaria entonces M’ e Tyoy € T,. Porlotanto M € C.
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Por otro lado, sea M € C . Llamemos L=M (M) Entonces L €F, ;. Por

th(a’)

la proposicién 7.1 existe un monomorfismo £:L — [TEw,), donde cada L, eC.

el

Supongamos que L # 0. Entonces debe existir un Bel tal que p,f =0, donde

P, :HE(La)——>E(Lﬁ) es la proyeccion candnica. Sea N = Im(pﬁf) =0, Como

z€l

L, es esencial en E(L,) entonces N'—“»NmLB #0. Llamemos L’ a la imagen

inversa de N’ bajo el morfismo p . Entonces tenemos un morfismo distinto de cero

g: L’ > N’. Ahora bien, como L’ < L tenemos que L'= 1\% (M) > Para cierto M’
h(a)

tal que t, (M) <M'<M. Como M € C se tiene que M’ e T,, y por ser T, cerrada
bajo cocientes, también L’ € T_. Por otro lado, como N'<L s Y Ly €F,, también
N'eF,. Pero ésto contradice el hecho de que g # 0. Asi que L = 0, es decir,

M= th(o’)(M) €T,

Se han demostrado entonces ambas contenciones y por tanto se tiene la
igualdad.
W

Como en el corolario 6.11 la clase de teorias de torsion cuya imagen bajo el
morfismo h es § también es un intervalo, con la ventaja de que en este caso no hay

ninguna hipdtesis adicional sobre el anillo R.
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7.3. Corolario:

Siendo S la clase de los modulos simples se cumple que h™'(¢) =[£ X(8)]

Demostracion:

Sea o € R-TORS tal que h(c) = £ . Consideremos M e T,, un modulo S

simple y un morfismo f: M —> S distinto de cero. Entonces es un epimorfismo y por

lotanto S € T,. Por la ﬁroposicién 7.2y el hecho de que S es simple se concluye
|

queSe T, = {0} Esté es una contradiccidn y por tanto f = 0. Se ha demostrado

que M e T, es decir & < X(8S).
I

Por otro lado supo:ngamos que ¢ < X(S). Sea M € R-Mod . Es conocido que

|
el médulo C=[]£(S) es un cogenerador, donde S, es un conjunto completo e

5es° |

irredundante  de repres;entantes' de moédulos simples. Por tanto existe un
monomorfismo f: EM —> C*. Ahora bien, para céda S € S setiene que S €

Fys) € F,. Esto significa, de acuerdo a la proposicion 7.1 que M e F, .. Se ha
!

demostrado que F, , = R:-Mod es decir, h(c) = & .

U |

|
Como en la definicién 6.12, se puede definir una clase de moédulos

. |
relacionada con el morfismo h.
|

|
7.4. Definicién: :

h={Mm &R-Mod | Vo eR-TORS [MeT, >vosM->M,MeT,])

t

De nuevo tenemos dos alternativas para describir esta clase de médulos.
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7.5. Proposicidn:

ParaM € R - Mod son equivalentes:

ayMeh

b) = (M) € R - tors

¢) Si K y L son submédulos de M tales que K <L <M y K # L entonces
Hom( M, L/K)# 0

Demostracidn:

a)=b):
Sea N eF,,,. Consideremos un morfismo f: M —» £(N} y supongamos que

f# 0. Llamemos N’ = Im(f). Como N es esencial en E(N) tenemos que N’ "N = 0.
Sea M'=f"'(N~N)<M. Entonces tenemos un morfismo distinto de cero
g : M’ — N. Ahora bien, como MeT,,, , M"<M yMe h , se concluye que
M'eTy,,. Ademads N eFy,,,. Esto contradice el hecho de que g # 0. Por lo tanto
f=10. Se ha demostrado que Hom (M , E(N)) = 0 , es decir, £N e o\ - Por lo tanto

F-., ©s cerrada bajo capsulas inyectivas. Esto demuestra que = (M) € R - tors.

b) = ¢):
Sean Ky L submédulos de M tales que K SL<MyK#1L . Supongamos que
Hom(M , L/K) = 0 . Entonces L/K €Fgyy- Como L <M y Z (M) € R - tors

entonces L €Ty, . Pero asi se concluiria que Hom(L , L/K) = 0 , lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto Hom(M , L/K) # 0 .
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¢) = a):
Sea 6 € R - TORS y supongamos que M e T,. Sea f: M - M un
monomorfismo. Llamemos K =t_{(M"). Entonces K < M’ < M. Supongamos ademas

que K # M’ . Entonces, por hip6tesis, Hom (M , M’/K) # 0 . Asi existe un morfismo

distinto de cero g : M — M’/K . Sin embargo M € T, y M/K € F_. Esto es una
contradiccion, asi que M'=t_(M) , es decir, M’ e T, .

g
La siguiente proposicion relaciona al morfismo h con la clase h de médulos,

7.6. Proposicién:
Dada una clase k en R - Mod son equivalentes:

a) kKnT, c T,,, paratodac € R - TORS
b)kch

Demostracion:

a) = b):

SeaM e k& yseac e R- TORS . Supongamos que M e T,. Entonces por
hipétesis M € kT, ¢ T, - Ahora consideremos un monomorfismo f: M’ — M .
Como M e Th(;) y h(c) es una teoria de torsién hereditaria, entonces se tiene que

M’ e T,,, < T,. Esto demuestraque M € h .
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b)= a):
Seac € R-TORS y sea M € k~T,. Por hipotesis M € k c h .
Consideremos un monomorfismo f : M’ — M. Como M < h yMe T, por

definicion de h se tiene que M’ € T,. Asi que. de acuerdo a la proposicién 7.2, se

ha demostrado que M e Tio)-

(1
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8. INYECTIVOS RELATIVOS EN R - TORS

Las definiciones y propiedades de inyectivos relativos en R - tors dadas en

[10] pueden extenderse a R - TORS como se vera en este capitulo.

8.1. Definicion:
Dadac e R-TORS,y M e R-Mod,Meso - inyectivo si1 cada diagrama

0 - N -5 N

2 con %. €Ty
M

puede completarse a un diagrama conmutativo:

0 - N —- N

$ d

M > M
Iy

De la anterior definicion se obtiene inmediatamente la siguiente observacién.

8.2. Observacion:

Dadac € R-TORS, si E € R - Mod es inyectivo entonces E es o-inyectivo.

8.3. Proposicidn:
Dadac € R- TORS y una familia {Ea}m en R - Mod se tiene que | ]E,

acl

es o - inyectivo siy solo si E es o - inyectivo para toda ael.
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Demostracion:

=)

Supongamos que nEa es G - inyectivo. Sea ael y consideremos un
a €l

diagrama:
0 - N 1, N

f con % €Ty
Ea

Considerando la inclusion j, en el producto directo , y puesto que éste es

o-inyectivo, existe un morfismo g que hace conmutativo el diagrama:

0 - N —_ N
$f . lg
Ea _J_a___) HEa

ael

Como pgj, = Te,, tambien el siguiente diagrama también resulta conmutativo:

i

0 - N —_— N
If ig
Ea T l—E[IEa
o

Esto significa que E, es o - inyectivo.

46




<)
Supongamos ahora que E, es ¢ - inyectivo para toda ael. Consideremos un
diagrama:
0> N 15N
V£ con N, e T,

[1E,
a€l

Considerando las proyecciones p, del producto directo en cada factor €,

y puesto que cada uno de €stos es c-inyectivo, para cada ael existe g, tal que

hace conmutativo ¢l diagrama:

0 - N 15 N

Lf iga
HEa L E,
ael

Por la propiedad del producto directo, existe un morfismo g:N— J]E, tal
ael

que P g =g . Por lo tanto pygi= g,i = pyf para toda ae 1, es decir, gt = f, y por lo
tanto conmuta ¢l diagrama: |

0 - N' ——l—> N

If lg
[Te. — [I=.
acl el

Esto significa que []E, es o - inyéctivo.
ael
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8.4. Definicién:
Dadac € R-TORS,y M € R- Mod, se define E;M, la cdapsula o-inyectiva

de M, como el submédulo de EM (la capsula inyectiva de M) tal que:

()= 5

La capsula o - inyectiva de un médulo ticne las siguientes propiedades:

8.5. Propaesicion:
Dadac € R-TORS,y M € R - Mod se tiene:

1) M es un submoédulo esencial de E;M

2) EOM/Q eTs

3) EMEUM € F5

4) EgM es un modulo o - inyectivo
5) Si f:M— K es un monomorfismo y K es o - inyectivo, entonces existe un

monomorfismo g: E;M — K tal que conmuta el siguiente diagrama:

0 > M —s EM
£l gy
Ik
K ——— K
6) Si M es ¢ - inyectivo entonces E;M = M

7} SiM e T, entonces E;M € T, y en ese caso EqM = toEM
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Demostracion:

1): Como M<E;M<EM y M es esencial en EM, también o es en EsM.

2): Se sigue de la definicion de EM.

3): Por definicion se tiene que tg(%):E"% y la sucesion

0—- EC‘% ———)E%——>E%GM — 0 es exacta. Por lo tanto E%O'M € Fs.

o
0 - N -5 N
4): Sea £ tal que % € Ts. Consideremos la proyeccidn
E_M
p:Na%. y la sucesion exacta 0 —>EGM--i——>EM—-9~—+E“yEGM — 0. Como EM
es inyectivo, existe g:N — EM tal que gj = if. Entonces qgj = qif = 0, y por lo tanto

existe h: N/, EW ue hace conmutativo el siguiente diagrama:
x % EM 4 vo el sig gr

0 - N' —J) —p) %’l - 0
fi gl hi

O—>E5M~—l—>EM—q>E%M——>O

Como %. €Ty entonces ImheT,. Pero dada la sucesibn exacta
OAEUM% _%E%_—)E%GM_) 0 y por la definicion de E;M tenemos que

fm hsE% M € Fo. Luego lmh =0y por lo tanto qg = hp= 0, es decir Im g<E_M.
(2]
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0 - N 5 N

Por lo tanto conmuta el diagrama: fi gl , lo cual demuestra
I
EcM —— E M

que EgM es o - inyectivo.

3): Sea f:M — K un monomorfismo con K o - inyectivo. Como EUM/G eTg yKes

G - inyectivo, existe g: E;M — K tal que conmuta el siguiente diagrama:

0 > M — EM
fi gd
1k
K —— K
Pero entonces Ker gnM=Ker f = 0. Por 1) M es esencial en EM y por lo tanto Ker

g =0, es decir, g es un monomorfismo.

6): Si M es o - inyectivo, por 5) existe un monomorfismo g:EcM > M tal que
conmuta el siguiente diagrama:
0 » M —s EM

) lMJr gl

1
M——A—”[—-»M

Es decir, gi=%y. Asi g también es un epimorfismo. Por lo tanto E;M =M. Como

M < EgM se da también la igualdad.
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7): Consideremos la sucesion exacta: O—)M—)EGM—WEGM/M—) 0. Como
: ‘. E,M

MeT,, y por 2) se tiene también que — pmE T, entonces E_Me T, . Por lo tanto

- toEM ,

E,M<t EM. Pero entonces por 3) se tiene que '© AO'NI < EI\%D‘M eFs. Asi

t"EMEGM eFs nT5 =0, es decir E_M=t_EM.

[

Dada o € R - TORS se denota como E - a la clase de los mddulos o - inyectivos.

8.7. Definicién:

Dadas ¢, t € R - TORS, se define larelacion o ~ 1 si B g s E - Esta resuita

ser una relacion de equivalencia, y la clase de equivalencia de o se denota como [o]

8.8. Observacién:

Dadas 6, 1 € R - TORS, si 6 < 1 entonces E  SE_

Dada la definicién 6.10 del intervalo determinado por dos teorias de torsion,

tenemos la siguiente:

8.9. Proposicion:
‘Dada o € R - TORS, si 14, 15 €[c] entonces [t1, 12]1c o]
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Demostracion;

Si 11, 12 €[o] entonces E =E‘t1 :Etz. St 14 < 1< 1, por la observacién 8.8

se tiene que Ii‘.12 cE gET1 . Por lo tanto E =E_, esdecir, 1 e [o].

0

8.10. Proposicion:

Dadas o, 1 €« R- TORS, 6 ~ 1 siy solo si E;M=E M para todo M ¢ R -

Mod

Demostracién:

=)

Supongamos que ¢ ~1 ysea M € R - Mod. Entonces EM cE, =E_. Como

EG% €Tg, por la proposicion 8.5.5 existe un monomorfismo f : EcM — EM tal que

conmuta el siguiente diagrama;

0o > M E.M
i £l
1
EM — EM

donde 1, on  inclusiones.  Considerando

la  sucesion  exacta

0~>E “V—>E l\y / v > 0 inducida pof f se tiene entonces que

ET% M € Tr ¥ como EGM ek =E, de nuevo por la proposicién 8.5.5 existe un
18]

monomorfismo g:E:M — E;M tal que conmuta el siguiente diagrama:

f
0 - E;tM —— EM

IRk ng
1
E.M —— EM
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es decir, gf = 1, por lo que g también es un epimorfismo. Asi EcM=EM. Pero

entonces IU(EMAA) = E"% = ET% = t,(EM/M). Luego ¢, (EMA,[) €T, y por

tanto fa(EM/r\/[)Str(EMA/[)- Analogamente se da la otra desigualdad. Asi

Es % = tc,(EN%w) =1, (EI\%\,I) = ET% y por el tercer teorema de isomorfismo

se tiene que E;M = E.M.

<)
Sea M €E_. Entonces por la proposicion 8.5.6 y por la hipétesis se tiene que
M=E;M=E,M y por lo tanto M cE . Asi E cE , y andlogamente se da la otra

contencion. Esto demuestra que ¢ ~ 1.

O

8.11. Definicion:

Dada o € R - TORS se definen las siguientes teorias de torsién:

e :E{EU% | MeR—Mod}

o° =X{E%JM | M eR-«-Mod}

La siguiente proposicion describe las clases de equivalencia definidas en 8.7

como un intervalo:

8.12 Proposicién:
Dada & € R - TORS se tiene que {o]=[og, o°]
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Demostracion:

Sea te[c] y sea M € R - Mod. Por la proposicion 8.10 se tiene que
EsM =E.M. Luego EG% = E’% €T, y entonces por la definicion 8.11 se tiene

que op < t. También dado M € R - Mod y por la proposicién 8.10 se tiene que
E;M=EM y por lo tanto E% oM:Eh%tM eF,. La definicion 8.11 implica

g

entonces que 1< . Asi tenemos que re[co,col y entonces [o]g[co,co].

Obsérvese que en particular o e[y, o]

Por otro lado, como oy <o por la observacién 8.8 tenemos que E cE o

Ahora, dado M cB o POT fa proposmlon 8.5.6 se tiene que Eo M =M. Por o tanto

EGN% < E% =E A M eFg,. Ademas, por la misma definiciéon de o, sucede que
S0

EC‘NXA €Ts, . Esto significa que EqM=M, es decir, M €E . Asi que E_=E_

, O
0

equivalentemente o, cfo].

Analogamente, como ¢ < ¢° por la observacion 8.8 tenemos que E 5 ¢ E . Si
o]

E M
MeE_ entonces E;M=M y por tanto o? 4 < E% = E%JM €F 4. por la

E M
misma definicion de . Ademas ©° /d €T o, lo cual implica que E ;M=M, es
0‘0 g

decir, McE . Asique E_ =E _, o equivalentemente o® [c].
g o

Por la proposicién 8.9 tenemos entonces que (o, o%1ciol, y por lo tanto se
da la igualdad.
O
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9. SUBMODULOS RADICALES Y SEMIRRADICALES

El teorema 2.4 habla de la correspondencia biunivoca entre teorias de torsién

y radicales idempotentes . Asi cada médulo tiene un submédulo de torsién t, (M)

respecto a cualquier teoria de torsion ©. A continuacién se estudian las
caracteristicas y propiedades que tienen aquellos submédulos de un médulo dado

que provienen de una teoria de torsién en ese sentido.

9.1. Definicién:
Dado M € R - Med , un submédulo N de M se ltama radical si existe
c € R - TORS tal que N =t_(M)

9.2. Proposicion;
Para M € R - Mod y N <M son equivalentes:

a) N es un submoédulo radical de M
b) Hom (N, M{)=0
c) tx(%)(M)z N

d) tz{m(M) = tx(%j (M)

€) top,(M}=N
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Demostracion:

a)=b):
Como N es un submodulo radical de M existe 6 € R-TORS tal que

N=t,(M}. Entonces Hom (N, %) =(.

b)=¢): .
= M = .
Sea K tx(%)(M). Como Hom (N | AI) 0, se tiene que N eTX(%).

Luego N < K . Como K eTx(M %) entonces también % eT ( Por otro lado

(M)
% < % eFX(%) . Asi debe suceder que I%\I =0, es decir, K=N.

c)=>d): _

Sea K=t_,,(M). Por hipdtesis tenemos que tx(%)(M):N €Ty,  Luego
tx[% | (M) <K . Por otro lado, sea f: K — % cualquier morfismo y supongamos
que f # 0 . Como K €T, , por {a proposicion 4.4. existiria un monomorfismo

i:C——)%yunepim_orﬁsmog:N — C, con C # 0 . Como

N =tx(%](M) ETX(% ) entonces también C €Ty Ademds, dado el morfismo i,
C EFx(W]' Se tiene una contradiccién, y por lo tanto f = 0. Esto demuestra que
N

Ke Ty ) Por lo tanto K < ty) (M) . Asi se tiene la igualdad.
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d) = e):
Sea K=tE(N)(M)=tX{W)(M). Como N eT,,, entonces N < K . Ademas
N .
én K K/ M Asi
como K ETX(%) , tambien A\J ETX(M/N}. Por otro lado AJ < A\I EFx(M/N)' Asi que

I%I =0, es decir, K=N.

e) = a):

Es obvio.

9.3. Propbsiciﬁn:
Dados K <N <M en R - Mod se cumplen:

1) Si K es submédulo radical de M entonces K es submédulo radical de N.

2) Si N es submodulo radical de M entonces I%( es submédulo radical de

Mi.

Demostracion:

Sean K <N <M en R - Mod.

1): S1 K es submodulo radical de M, por la proposicién 9.2 tenemos que

Hom (K, %) =0.8eaf:K— % cualquier morfismo. Si i ; % - MA( es la
inclusion natural, entonces if € Hom (K , I\%<) =0,y como i es un monomorfismo

entonces f = 0. Esto demuestra que Hom (K , I‘%{) = 0, es decir, K es submodulo

radical de N.
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2): Si N es submoédulo radical de M se tiene que Hom (N, %) = 0. Sea
f: % - I\VN cualquier morfismo y consideremos la proyeccion natural
p: N> I‘%( . Entonces fp € Hom (N , %)' = 0 . Esto implica que

Hom (% , %) = 0 . Por el tercer teorema de isomorfismo se tiene que

M
Hom (% , % ) =0, es decir, entonces 1\%( es submodulo radical de I\%(
K

0

9.4. Definicién:
Dado M € R - Mod , un submodulo N de M se llama semirradical si existe

una familia {aa}ae'[ en R - TORS tal que N = ﬂt% (M).

ael

Los submédulos semirradicales generalizan a los submodulos radicales en el

siguiente sentido:

9.5. Observacién:

St N es submoédulo radical de M entonces N es submédulo semirradical de M.

9.6. Definicién:
Dado M e R - Mod se define 1a cdpsula semirradical de M como:

S(M):n{ta(EM){MStG(EM),O'eR—TORS}
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9.7. Observaciones:
DadoM € R - Mod :
1) M <S(M) < E(M)
2) E(SM) = E(M)
3) S(M) es el menor submédulo semirradical de E(M) que contiene a M

9.8. Proposicidn:
Dado M € R - Mod se tiene que S(S(M)) = S(M) .

Demostracion:

Por la observacion 9.7.2 se tiene para cada ¢ € R - TORS que
SM)<t,(E(SM)) <« S(M)<t (EM). Ahora bien , por la definicion 9.6
SM)<t,(EM) < M<t,(EM). Asi que por la misma definicién se concluye que
S(S(M)) = S(M) .

O

Las siguientes proposiciones describen los dos casos extremos para S(M),

considerando 1a observacion 9.7.1.

9.9. Proposicién;
Dado M € R - Mod se tiene que S(M) = M si y s6lo si M es submédulo
semirradical de E(M).
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Demostracion:

SeaM e R-Maod.

=)

Se sigue de la observacién 9.7.3.

<)

St M es submodulo semirradical de E(M) entonces Mzﬂt s, (EM) para

acl

cierta famihia en R- TORS . Luego S(M) <M y por lo tanto se tiene la igualdad.

O

9.10. Preopesicion;:
SM) = E(M) para todaM € R - Mod si y s6lo si R - TORS es estable.

Demostracion:

=)

Sea c e R-TORS y M € T,. Entonces Msta(EM) y por lo tanto
EM) = S(M)<t,(EM) < EM). Asi EM)=t_(EM)eT,. Se ha demostrado que
toda o € R - TORS es estable.
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<)
Sea M € R - Mod . Sea ¢ € R - TORS tal que M<t_(EM). Como

t.(EM)eT, y o es estable entonces E(ta(EM))eTU. Por otro lado como

t,(EM)<EM entonces E(t,(EM)}<EM. Y como M< E(tc,(EM)) entonces
M < E(ta(EM)). Por lo tanto M = E(td(EM)) =t_(EM).

Asi que por la definicién 9.6 , S(M) = E(M) .
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10. TEORIAS DE TORSION SEMIHEREDITARIAS

A continuacion se pretende definir una clase de teorias de torsidn
“intermedia” entre R - TORS y R - tors. Para esto partimos de la correspondencia
biunivoca dada en el teorema 3.3 entre teorias de torsion hereditarias y radicales
exactos izquierdos y de la caracterizacion de radicales exactos izquierdos dada por

la siguiente proposicion, cuya demostracion puede encontrarse en [4].

10.1. Proposicién:

Un radical r es exacto izquierdo si y sélo si para cada M € R - Mod y cada
N < M se tiene que N (M) =(N).
a

10.2. Definicion:
Una teoria de torsion ¢ se llama semihereditaria si para cada M € R - Mod y

cada submddulo semirradical N de M se tiene que Nt (M) T, .

La clase de teorias de torsion semihereditarias se denotard por R - sher

La siguiente proposicion da una caracterizacion de los elementos de R - sher

en términos de su clase de torsion.
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10.3. Proposicién;
Para ¢ € R - TORS son equivalentes:

a) o es una teoria de torsion semihereditaria
b)Paracada M € T, y N <M <K, si N es semirradical en K entonces

NeT,.

Demostracion:

a) = b):
Sea M € T, y N <M <K, donde N es semirradical en K. Entonces

N~t,(K)eT,. ComoM e T, entonces N<M<¢,(K). Luego N=Nnt (K) eT,.

b) = a):
Sea M € R - Mod y N un submédulo radical de M. Por definicion,

N =ﬂt°‘a (M). Sea L=¢,(M). Entonces NnL =(")t, (M)nt,(M) es semirradical

ael el

en M. Como NL <L <M por hipétesis NmL € T, .

La proposicion anterior permite demostrar que R - sher es cerrada bajo

conjuncidn arbitraria.

10.4. Prqgosicién:

Dada una familia {aa}m en R - sher se tiene que /\ o & R-sher.

ael
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Demostracion:

Consideremos una familia {au}  en R -sher . Sea M e Tags =T v
Qe fe) O'a

ael & ael

sean N £ M <K tales que N es submoddulo semirradical de K. Como M e T, para
cada o« € I, por la proposicion 10.3 se tiene que N Ty, paracada o € 1, es decir,

NeT /;0_ - Nuevamente por la proposicién 10.3 se concluye que /\ g_ esuna
« ‘
(23

a el

teoria de torsién semihereditaria.

Las siguientes proposiciones somn, respectivamente, una condicién necesaria y
ofra condicion suficiente para que una teoria de torsién sea semihereditaria, en
términos de su clase libre de torsién. Estas condiciones hacen referencia al hecho de

que una clase libre de torsion hereditaria es cerrada bajo extensiones esenciales.

10.5. Propesicion:
Dadac € R -sher y M € R-Maod, si N es un submédulo semirradical y

esencial de My N € F, entonces M € F, .

Demostracion:

Sean ¢ € R - sher ,M € R-Mod y N un submédulo semirradical , esencial
y libre de torsion de M. Como N es semirradical en M y 6 € R - sher entonces

Nt (M) eT,. Luego Nt (M) <t_(M)=0. Como N es esencial en M entonces
t,(M) =0, es decir, M € F,.

[
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10.6. Proposicidn:
Sea 6 € R - TORS con la propiedad de que para cada diagrama

conmutativo:

0 — —

K
¥

0 - N -
A
0

o ¢« Z « -

donde K es un submodulo semirradical de L, y N es un submédulo esencial de M, si

N € F, entonces M € F_ . Entonces ¢ € R - sher .

Demostracion:

Seac € R - TORS con la propiedad. Sea N un submédulo semirradical de

M. En ese caso Nt,(M) también es semirradical en M . Seai: Nt (M) - M
la inclusion natural. Se demostrara que Nt (M)e T,. Sea L « F, y
consideremos un morfismo f : Nt (M) — L . Sea L’ = Im(f) . Considerando la
inclusion j @ L’ — E(L’) y como F(L’) es inyectivo, existe un morfismo
g:M — E(L’) tal que gi = jf . Sea K = Im(g): Entonces se tienc que L’ <K < E(LY),

de donde L’ es esencial en K. Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 > Nmt,M) —> M

If lg
0 - L —-—k——> K
V) \

0 0
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donde k es la inclusién natural. Por la propiedad que cumple o se tiene que K € F_ .
Por lo tanto g(Nmtg(M)) sg(ta(M)) €T, nF,=0 . Es decir, kf=gi =0, y como k

es monomorfismo entonces f =0 . Esto demuestra que N~ t,(M)e T,. Asi que por

definicion o € R - sher .
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11. APLICACIONES A LAS RETICULAS Z-TORS y Z - tors

Aunque la descripciéon completa de Z - TORS es todavia un problema
abierto, con los resultados que se han obtenido en el presente trabajo es posible
ubicar a teorias de torsion importantes, asi como describir ciertos atomos vy el hecho

de que existe un 4nico coatomo dentro de Z - TORS .

Denotemos por 7, a la teoria de torsion de Goldie en Z - tors. Son hechos
conocidos que 7, = y(Z) = &S). A continuacién se estudian las teorias de torsidn

correspondientes en Z - TORS, =Z(S)y X(Z).

Recuérdese que el corolario 4.7 dice que en cualquier anillo R la teoria de
torsion =(S) es hereditania y que =(S) es hereditaria para cada S e S, y por la
proposicion 5.2.3 se tiene Z(8) = OH(Z(S)) = O(&(S)), y andlogamente tenemos que
Z(S) = O(&(S)) para cada modulo simple S. Es un hecho conocido que las teorias de

torsion E(S) con Se S constituyen los atomos de R - tors . De manera que en

Z - tors se tiene que E(ZP)= O( f(Zp)) y los atomos son é(Zp) :

Las siguientes proposiciones muestran la ubicacion de X(Z) en Z - TORS.
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11.1. Proposicidn:

La teoria de torsion X(Z) no es hereditaria.

Demostracion:

Consideremos Q, el grupo aditivo de los niimeros racionales y un morfismo
f: Q = Z y supongamos que Im(f) = 0. Entonces Im(f) = Z y asi existe un
epimorfismo g : Q — Z . Como Z es proyectivo entonces serfa un sumando directo

de Q, lo cual es imposible. Por tanto f =0, es decir, Q € T,,,. Por otro lado Z es

un subgrupode Qtalque Z ¢ T

X{z)-

11.2. Corolario:

0(z, ) <x(2)

Demostracién:

Por la proposicion 5.3.2 tenemos que h(X(Z))= () y como X(Z) no es

. hereditana  entonces por la  observacién 524  tenemos que

0lz,) = o(1(2)) = On(X(2)) < X(Z).
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11.3. Proposicién:
X(Z) es el elemento mayor de la clase {a €Z -TORS |o = z}.

Demostracié_n:

Observemos primero que X(Z) # y , pues de otra forma X(Z) seria hereditaria
y ¢ésto contradiria a la proposicién 11.1. Ahora consideremos o € Z - TORS tal que

G # ¥ y supongamos que existe Me T, y un morfismo distinto de cero M — Z, . Pero
en €s¢ caso existe un epimorfismo M — Z y por lo tanto Z T, . Esto implicaria

que ¥ = E(Z) < o, lo cual es una contradiccién. Se ha demostrado que 6 < X(Z) .

O

11.4. Corolario:

X(Z) es el tnico coatomo en Z - TORS.

Se ha hecho ya referencia a los atomos en Z - tors. A continuacion se tratara
la cuestion sobre los atomos en Z ~TORS . Primeramente se hari referencia a un

resultado conocido.

11.5. Lema:

Sea p un primo. Si existe un epimorfismo Z _— N distinto de cero
?

entonces N=Z _ .
]

J '3; !ﬂﬂqlﬂ n 1" m

¥iv vivad 1133
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11.6. Proposicion:
Para cada primo p se cumple &(Z ) = Q(me)

Demostracion:

Como Z < Z _ setieneque Z € T
P

425.)

Por otro lado sif: Z _ —> E(N) es un morfismo distinto de cero entonces por
]

. Porlo tanto &(Z ) < &(pr‘).

el lema 11.5 se cumple que Im(f) = zZ,. Pero entonces habria un monomorfismo

Z,— E(N) . Esto demuestra que F cF y por lo tanto se da la igualdad.
dz,) —  dz,.)

O

11.7. Proposicién:

Para cada primo p se cumple E(me) <E(Z))

Demostracion:
Sea p un primo. Combinando las proposiciones 5.2.1, 5.3, 11.6 se tiene que

E(me) < OH(E(ZPw ) = O(é(pr ) = 0E(Z,)) = E(Z,) . Se demostrara que
E(pr) < OH(E(ZPOD ).

Obsérvese que Z, < Z .. Ahora supongamos que Z,e T(Z
P = poo

. Por la
)

proposicion 4.5 deberia existir un monomorfismo C — Z, y un epimorfismo

Z ., —>C,conC=#0. Pero entonces C = Z _, lo cual contradice el lema 11.5. Por
P

lo tanto Z ¢ T ) Esto demuestra que Z( pr) no es hereditaria y por la

proposicion 5.2.3 se da la desigualdad estricta. 0
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Esta uitima proposicidn implica que si bien para cada primo p, §(ZP) €s un

atomo en Z-tors , no lo son vistos como elementos de Z - TORS . La siguiente

proposicion nos dice especificamente quiénes son estos atomos.

11.8. Proposicion:

Para cada primo p se cumple que E(me) es un atomo en Z - TORS .

Demostracion:

Sea 0 € Z - TORS tal que &€ # ¢ < E(me ). Entonces debe existir

0xMe T, cT, ) Por la proposicion 4.5 existe un monomorfismo C > M vy

(2 o
un'epimorﬁsmo pr ~>C,conC#0.Porellema 11.5 se tiene que C = me y por

lo tanto hay un monomorfisme Z . — M. Como Z _ es inyectivo entonces es
p P

w "

sumando directo de M, pero ésto implica que existe un epimorfismo M — Z
- p

Luego Z € T,, esdecir, Z(Z _)=o . Esto demuestra la proposicion.
P p

a

11.9. Propaesicién:

Para cada ¢ € Z - TORS tal que o # £ existe un primo p tal que E(me) <o.
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Demostracion:

Sea o & Z - TORS tal que o # & . Entonces existe 0 # M e T,. Siendo

A
I1 z .. un cogenerador de Z - Mod existe un monomorfismo f: M -~>( 1z wJ :
P p

p pnmo primo B

A
HZPmJ -]z, - zZ,.

p primo p prime P

Consideremos las proyecciones naturales g (

Como M # 0 existe a € A y un primo q tales que my #0.

Ahora bien, dado un epimorfismo distinto de cero Z _ — L se tiene por el
q
lema 11.5 que L = Z _. Pero entonces hay un monomorfismo distinto de cero
g
Im (77 £) = L . Esto demuestra, por la proposicién 4.5, que qu & T, - Por lo tanto

HZ )<EM)< o.
q

11.10. Corolario:

Los tnicos atomos en Z-TORS son los elementos del conjunto

{E(me] | p primo} .

g

A continuacion se estudiara la teoria de torsién cuya clase de torsién esta

generada por la clase E de los modulos inyectivos.
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Z ¢s un anillo hereditario y neteriano. Esto implica que la clase E (que en este
¢aso son precisamente los grupos abelianos divisibles) es una clase de torsion, que
no es hereditaria. Llamemos a la teoria de torsion correspondiente € = (E | R), donde
es la clase de los modulos inyectivos y R denota la clase libre de torsion , que consta’
de los grupos abelianos reducidos, que se caracterizan por no contener submédulos

inyectivos. Asi que en este caso Z(E) = & , y por el corolario 6.11 tenemos que

H'(y)=[E.z].

Las siguientes proposiciones ubican la teoria de torsién € en Z - TORS. Para

demostrar la primera de ellas usaremos el siguiente lema:

11.11. Lema:

Todo grupo abeliano H tal que pH = 0 es un espacio vectorial sobre Z,.

11.12. Proposicién:
EnZ - TORS se cumple que £ = X(S).

Demostracién:

Para demostrar que & < X(S), consideremos un médulo inyectivo E . Dado un
morfismo f : E — S distinto de cero, siendo § un médulo simple, se tendria que f es
epimorfismo, y como Z es un anillo hereditario S seria inyectivd Esto es una

contradiccién y por tanto Hom(E |, S) = 0, es decir, E e Tys)-
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Por otro lado, si G es un Z - médulo que no es inyectivo, entonces no es

divisible. Por lo tanto, existe un primo p tal que pG < G, es decir M = %G #0.
Por el lema 11.11 M es un espacio vectorial sobre Z, , y por tanto tiene un subgrupo
maximal N. Entonces % # 0 es simple y la composicién de proyecciones naturales

G —> M - M/ es un morfismo distinto de cero. Asi G ¢ Tys) -

11.13. Propesicion:
En Z - TORS se cumple que X(S) < X(Z).

Consideremos M € T, y cualquier morfismo f: M — Z . Para cada primo

p consideremos la proyeccion natural g, :Z—~Z. Entonces g f =0, lo cual implica

que Im(f) < pZ para cada primo p. Luego Im(f) < {)pZ = 0. Por lo tanto M e Ty

p pnmo

y asi se tiene la desigualdad.
Para verificar la desigualdad estricta obsérvese que, por la proposicion 5.3.2

tenemos que h(X(Z)) = x(Z) = 7, y por el corolario 7.3 tenemos que h(X(S)) = .

De manera que  X(Z) # X(8).

11.12. Proposicion:
e=Z(Q)
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Demostracion:

< ) : Obsérvese que para cada pnimo p hay un epimorfismo

Q- % = @ Z _— Z . Esto tmplica que para cada primo p, Z _e T_,, . Por

q primo =(Q) -

supuesto también Q € T. ... Como todo inyectivo en Z - Mod se descompone como
p 2(Q) y p

suma directa de inyectivos inescindibles, se concluye que £ < Z(Q).

>) : Es obvio, puesto que Q es inyectivo.

11.13. Proposicién:

(‘BZ < g

p primo

Demostracion:

Como @ Z ,, es un médulo inyectivo entonces = D Z < e

ppnme P P pnmo

Para venficar la desigualdad estricta se demostrara que Q ¢ T {er)"
Z

De hecho Q@ € F , puesto que @ Z €T Q €F y asi
E(Gazpm) 'z Tg

p prime ’

Hom( @ z Q=0

p pomo

O
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11.14. Proposicion:

E@Z =€ AT

p primo Pm 8

Demostracion:

Como & me es un modulo inyectivo que es de torsion Goldie entonces

p prims

=z @Dz < & A 7, . Por otro ladosi Me T se trata de un moédulo

2
p pritno ” Entg

inyectivo de torsion Goldie. Por lo tanto Q no puede ser sumando directo de M. Por

tanto M es suma directa de copias de Z _, con p primo, es decir, M €T 4 . Asi
P =

=Dz pw)

se ha demostrado la igualdad.

Ahora podemos mostrar los siguientes diagramas. El primero resume los
resultados obtenidos en este capitulo sobre la reticula Z - TORS y muestra a
Z - tors como subreticula de la primera. El segundo y tercer diagramas muestran el
comportamicnto de los morfismos H y h respectivamente sobre las teorias de torsion

estudiadas en este caso.
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unico codtomo en Z-TORS : X(Z

mo en Z-tors

Z-TORS

Diagrama ]
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Z-TORS H , Z-tors

Diagrama 2
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Z-TORS h . Z-tors

Diagrama 3
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