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OBJETIVO

+ Presentar el Analisis con base en la Tecria de Wavelets como una teoria

Alternativa al Analisis de Fourier.

« Difundir y promover el estudio de la Teoria de Wavelets dentro de la
Licenciatura en Matematicas Aplicadas y Computacion.
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INTRODUCCION

La transformada de Fourier ha sido usada durante muchos afios, como una
herramienta eficaz para el analisis de sefiales. Es considerada una parte fundamental del
analisis moderno de sefiales que ha demostrado una increible versatilidad de aplicacion,
pues es usada desde para reconocer sefiales, hasta procesar imagenes. Pero no debemos
olvidar sus limitaciones. En afios recientes surge la Transformada Wavelet, la cual ha
demostrado ser tan potente y versatil como la transformada de Fourier, solo que sin las

limitaciones que ésta presenta.

A diferencia del analisis de Fourier, el anélisis con base en la teoria de wavelets,
no hace uso de curvas seno y coseno, solo llama a las curvas wavelets. Este trabajo es
parte del campo del anélisis armonico y aporta una familia de wavelets, las cuales son mas

eficientes para modelar fenomenos complejos.

Dentro del analisis de Fourier, una funcion en el dominio del tiempo es trasladada
al dominio de 1a frecuencia, donde es analizada por el contenido de su frecuencia. Esto es
porque la transformada de Fourier expresa la funcion original en términos de funciones que
pertenecen a una base ortonormal de curvas de senos y cosenos de duracion infinita. Los
coeficientes de Fourier de la funcion transformada, representan fa contribucion de cada

curva seno o coseno en cada frecuencia.

La transformada de Fourier trabaja bajo el supuesto de que las funciones
originales pertenecen al dominio del tiempo y son periédicas por naturaleza, por lo que al
no contar con este tipo de funciones, trabajar con la transformada de Fourier se vuelve

engorroso, y no aporta informacion referente a la traslacion de la senal.
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La transformada wavelet, traslada una funcién que se encuentra en el dominio del
tiempo a una representacién no sélo en la frecuencia, sino también en el tiempo. Esto
gracias a que sus bases no necesariamente tienen que ser de duracién finita, y para

rangos pequefios, pueden ser diferentes de cero.

El analisis wavelet se inicia con dos funciones fundamentales: La funcién de
escala ¢(t) y la wavelet madre y(t). Ambas utilizan dos escalas y son el prototipo de una
clase de bases ortonormales, $;«(t) ¥ w;x(t), donde j controla la dilatacion o compresion de la
funcién en el tiempo y la amplitud, mientras que k controla la traslacién en el tiempo, lo que
conduce a afirmar que el conjunto de bases formadas por ¢(t) y w(t) es un sistema de

escalacion y traslacion.

Al igual que en el andlisis de Fourier, contamos con coeficientes de expansion, los
cuales representan la aproximacion a [a sefial, con una resolucion de 2! puntos de la senal

original.

|.a transformada wavelet puede ser implementada con dos filtros especiales: Filtro
de Impulso de Respuesta Finita y Filtro de Imagen Cuadrética, el primero transforma el
producto interno en filtros de coeficientes y muestras discretas, lo que nos permite obtener
la sefal original a partir de un muestreo discreto y finito. E! segundo, toma las muestras y
selecciona s6lo aguelias que pueden ser incluidas en un espacio dual; al resto las descarta.
Esta operacidn puede llevarse a cabo en un algoritmo recursivo, ya que el filtro de imagen
cuadratica divide el espectro de la sefial original en bandas de octavas con alargamientos

en el tiempo, generando asi esquemas de filtros de subbandas.

Ambos filtros dan paso al Analisis de Resolucion Mdultiple, cuyo principal objetivo
es obtener una copia de la sefial original, la cual sea lo mas fiel posible. Esto se logra
gracias a que el andlisis de resolucion multiple divide el dominio de la frecuencia en

octavas, y no en bandas tineales de igual ancho, como sucede en et analisis de Fourier.

Puesto que no tendria caso utilizar un analisis alternativo a Fourier, si nuestro
problema tiene solucién con el analisis de Fourier, el presente trabajo, sblo desea exponer

un analisis alternativo a éste, ya que como antes se menciond, dentro del analisis de
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Fourier si no se cuenta con una sefial con ciertas caracteristicas no llegaremos muy lejos.
El analisis wavelet es solo una de muchas alternativas. No pretendemos decir que es la
panacea, ya que eso solo el lector lo decidira.

No podemos hacer a un lado el analisis de Fourier, pues el analisis wavelet es

resultado de un hibrido de la teoria de wavelets y la transformada de Fourier con ventana.

Concluyamos pues, diciendo que el analisis wavelet nos permite ir mas alla del
analisis de Fourier, ya que si éste no nos permite solucionar el problema planteado, el

anilisis wavelet puede ser una opcidn.

El presente trabajo consta de cinco capitulos, donde los cuatro primeros presenta
toda la construccion del analisis wavelet y el Gltimo capitulo muestra como lo visto en los

primeros puede tener una aplicacion real.

En el capitulo 1, se presenta la Transformada Wavelet Continua como una
herramienta eficiente que supera los inconvenientes de la modulacion correspondiente a la
Transformada de Fourier para la caracterizacion de sefiales de intervalos muchos mas
grandes o mucho mas pequefios que el ancho de la ventana. Se muestra como la teoria
general no esta aislada y forma parte de una estructura general y, como consecuencia,
pueden ser demostrados ciertos teoremas, formulas de reconstruccion, condiciones de
consistencia y aproximaciones por minimos cuadrados para marcos generalizados y esto
se extiende a diferentes ambitos. También se muestra como la teoria de marcos
generalizados proporciona una herramienta por la cual diferentes analisis, como el analisis

wavelel, pueden ser desarrollados estudiados y comparados.

En el capitulo 2, se desarrolta una formulacién para la construccion de sefiales que
utiliza solamente un subconjunto discreto de la transformada, lo cual permite ignorar
elementos con parametros demasiado grandes en el tiempo o en la frecuencia. Se
desarrolla también un método para procesar ei espectro de frecuencias de una sefial por
medio de subbandas. Se construye una formula de reconstruccidon usando soélo un
subconjunto discreto de notas. Aunque esta reconstruccién es redundante, es mas eficiente

y puede ser aproximada numéricamente ignorando notas con parametros de tiempo o
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frecuencia muy grandes. Asimismo, se demuestra el teorema de Shannon, en el cual se

basa la tecnologia digitai de audio.

Ya en el capitulo 3, se estudia el anélisis de marcos discretos por medio de
wavelets y se muestra que, en este caso, las frecuencias correspondientes a bandas
adyacentes del espacio de frecuencias estan relacionadas entre si por una razon
constante, lo que da origen a la reconstruccién de la transformada wavelet discreta. De
aqui se demuestra que la familia de wavelets discretas es un submarco discreto del marco
continuo y la funcion de coeficientes discretos es una muestra de la funcion de coeficientes

continuos.

En el capitulo 4, se desarrolla la teoria del metodo de Anélisis de Resolucion
Mdltiple. Se muestra que este método es recursivo y consecuentemente ideal para ser
implementado como un proceso computacional, ademas de que permite que la senal
original puede ser reconstruida con tanto nivel de detalle y suavidad como se desee. Se
hace ver que las wavelets construidas por este método aparte de formar un marco también
forman una base ortonormal, lo que permite reconstruir la sefial de forma eficiente. Esto
conduce a nuevos algoritmos, los cuales hacen uso de filtros que junto con las ecuaciones
de dilatacion, determinan las funciones de escalacion en el dominio de la frecuencia y en el
dominio del tiempo. Ya en la ltima parte de este capitulo, se muestra como el método de

acumulacién proporciona un esquema alternativo para la construccion de filtros.

El capitulo 5, presenta tres aplicaciones del Analisis con Base en la Teoria de
Wavelets. Se muestran las ventajas y desventajas de usar wavelets en cada una de las
aplicaciones. La primera de ellas se refiere a la compresion de imagenes. El algoritmo
presentado separa las lineas de la textura, lo que nos permite adaptar la precision de la
codificacién a las propiedades de las percepciones visuales del hombre. Se codifica el error.
y se observa que éste presenta esencialmente informacion sobre la texiura, la cual se

codifica con una base wavelet ortonormal.

La segunda es una aplicacién de wavelets acUsticas donde se construye un grupo
adaptado que transforma las ondas acusticas, lo que hace que haya un marco de

referencia Unico. También se construye una familia de parametros wavelets no unitarios,
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cada uno de los cuales cuenta con su propia unidad de resolucion. Y se termina
demostrando que todas las wavelets aclsticas, construidas bajo los criterios aqui

planteados, se pueden separar en dos partes una de absorcion y otra de emision.

Finalmente en el tercer apartado de este capitulo se trata la aplicacion de wavelets
a radares y dispersion de sefales. El objetivo es obtener informacion acerca de un objeto a
través de analizar las ondas electromagnéticas reflejadas por éste. Ademas de la
informacién visual que se obtiene de analizar el espectro visible, es posible localizar el
objeto si se mide el tiempo que transcurre entre la emision y su deteccion.
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1. TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA.

Todos somos seres enteros y no
necesitamos perseguir nada con
el fin de estar completos, solo
necesitamos transformarnos.

Wayne W. Dyer

1. 1. Transformada Wavelet.

La transformada Wavelet surge a partir de buscar un método que permita procesar
Bl
una sefial, sin necesidad de perjudicar la escala. El analisis wavelet es un método de

escala independiente. Inicia con una funcién ventana de valor complejo w(u), llamada

Wavelet Madre o Wavelet Basica la cual proporciona una escala al analisis, lo que permite

usar escalas de y y no necesariamente y . Esto es gracias a que para una p=0ys#0

{para s real), tenemos que:
- 1
(U =s| pw(%] @

Ahora bien, si s>1, entonces y (u) es una versidn extendida de y sobre el gje u.
Por lo que respecta a 0 <s < 1, y, se reduce sobre el mismo eje. Si s = -1, y es un
reflejo de y, y si-1 <s <0, y,es un reflejo reducido de w . Finalmente, si s < -1, tenemos
que y, es un reflejo extendido sobre el eje horizontal de y. De aqui en adelante para

referiros a s, lo haremos como factor de escala.
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Asi como s es el factor de escala del eje horizontal, [s|™® es el del eje vertical. Si

p > 0, v se comprime scbre el eje vertical, siempre que v se haya extendido sobre el eje
horizontal y se extiende sobre el eje vertical si se redujo en el horizontal'.

Para localizar una sefial cualquiera y, es necesario ohservar sus traslaciones ..

Si y es vélida dentro de un intervalo de longitud T cerca de u = 0, entonces y (u) es

valida en un intervalo de longitud |s[T, cerca de u = 0 y la funcién:

- - 2
W) = v (u-1) =g pw(ﬂ.s.l) @)

es vélida en un intervalo de longitud |s|T cerca de u =t.

Asumiendo que y <L?(R) entonces ¢, también pertenece a L2(R), ya que:

2 1-2p8 w2 (3)
du =[s{ ]

bl = (%5

Las funciones y,, son las wavelets generadas por yy juegan un papel simitar al
de fas notas g,,.(u) dentro de la transformada de Fourier con ventana. La transformada

Wavelet Continua de una sefial f() se define como:

Tat= [ wa, @fwdu = (y,.f) = vid @

El producto interno existe si vy, y f pertenecen a L3(R).

' 8i p=1, la integral I lq;(u)ldu no se ve afectada por el factor de escala. Si p=1/2, si se afecta la

integral, pero no a L(R), es decir, [y ] =|w|. Por Io que el valor de p es irrelevante dentro de la
teoria béasica.
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La transformada Wavelet ?(s,t) se puede entender como una interpretacidn

directa, dependiendo de la wavelet usada, de una funcién de t para un valor s, la cual

representa una parte de la sefial en la escala de s.'

1. 1. 1. Obtencién de la Transformada Wavelet.

Nuestro principal objetivo es obtener f(u) y esto es posible a partir de su
Transformada Wavelet Continua f(s,1). Aplicando la identidad de Parseval a la expresién

(4), tenemos:

T(s.) = (weu f) = (W5 F) (®)
y obteniendo:
Veu(@) = [s] " e (sw) (6)
de donde:
Tt =ls"" [ e™(sw)i(w)do = 7)

= I8 {Hs0)@)

Obsérvese que 'f(s,t) es la inversa de la transformada de Fourier de \T;(am)f’(m) con

respecto a ® y s como parametro. Aplicando la transformada de Fourier en ambos iados de

la igualdad tenemos que:

[ e2T(s, tat =[5 " Gso)i(@) ®

' Eluso de escalas y traslaciones fue propuesto por Moriet en 1983.
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De aqui podemos obtener f(t), a partir de ?(m). Para realizar esto necesitamos una funcion

de peso W(s), la cual no conocemos, pero sera determinada durante el proceso de
obtencion de f(t).

Mas adelante, cuando estudiemos el caso discreto, tendremos que separar las
escalas en positivas (s>0) y negativas (s<0). Por lo que desde este momento integraremos
solo sobre s>0. Ahora bien, por la expresion (8), tenemos que:

[we) [ e is0)f(s, hetds = ()

= [W(e)s|i(so) (e)ds
Si definimos:
Y(o) = EW(s)s‘-f’m;(sm)jzds

y asumiendo que Y(®) y su reciproco son constantes, tales que:
A<Y(w)<B (10)

Para cualesquiera A, Bcon 0 <A < B < o, por (9):

f(0) = Y(@)™ [Wis) [ e (s0)f(s, etcs = (M
= Y(o) " [W(s)s* [ e (o)F(s tetds =
= [W(s)sP [ ey (w)f(s.t)tds

donde se ha definido un nuevo conjunto de wavelets y*'(u) a través de sus transformadas

de Fourier {*'(u):
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o) = Y(a))—1 o) = S"pY(oa)_1e“2"‘“’sq“J(soa) (12)
Obsérvese que:

]11;5" (0))| A5 (o) (13)

y ademas, por (10), (3) y que y*'(u) eL*(R), tenemos que:

2 -
o I A e e (14)
En el dominio del tiempo las nuevas wavelets tienen la forma:
ws.t (u) —g™P _[:ez"i"’“Y(co)—1 \Il(sa))da) = (15)
=i (u-t)
donde:
Y ()= 5" [ e v(0)i(s0)do = (16)
—
=gP ez“‘“‘“Y[g) ¥(o)do

Ahora la sefal original se puede obtener de tomar la transformada inversa de
Fourier de (11):

(17)

f(u)= [W(s)s™" [ v (u)f(s. s

f es una superposicion de los nuevos vectores w*, con f(s,t) como coeficientes de la

funcion.
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Usar f(u) no es muy conveniente, ya que requiere que se obtenga la nueva familia
de vectores w*'. Un punto a su favor podria ser el hecho de obtener a toda la familia de

vectores a partir de una sola wavelet madre por medio de traslaciones y dilataciones, como

se hizo con las wavelets originales y,. Para ello sera necesario obtener la nueva wavelet

y generar la nueva familia. Si retomamos la expresién (15), veremos que ahi hemos
manejado la traslacioén, por lo que nos enfocaremos a la dilatacion.

Por la expresion (16) sabemos que una condicién suficiente para que la nueva

familia tenga una wavelet madre es que:

1
Y[%) = Y(o) para casitoda © €R,s>0 (18)

donde yw°(u) = w‘(—z) y por (16):

(19)

ARy

donde ' =y® con s=1. La ecuacién (18) sugiere que Y(o) sea constante para @ <0y

® > 0, aunque no necesariamente igual. Con lo anterior ya podemos elegir una funcién de

peso W(s) que permita fijar el valor de (18). Como « esta dentro de la definicién de Y(co),
en el producto s, es necesario que:
W(s)s*Pds = d—: (20)

Esto porque, para toda o > 0 el intercambio de variable so = £ permite que:

Y(o) = EW_SS“’)Edsz fié)lz—dgsg @1)
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siguiendo el mismo procedimiento para o < 0, el cambio de variable s = -£ da:

v(o)= [ Mj(—s:))ljds= E\N—Tﬂz . (22)

La expresion (10) es valida para toda o = 0 siy solo si:

N 2
0<C, = f&ﬁ-dé’;<m

la cual es la condicion para que la Wavelet Madre sea aceptada. Obsérvese que la funcion
W(s) elegida para (20), WAs) = s 2, garantiza la existencia de una wavelet madre para la

nueva familia y ademas hace que Y(o) sea constante, lo que simplifica la obtencion de .

Con s = 1 la expresion (16) es ahora:

y'(u)=c' fmez“iw“@({o)dm +c: fez"i“’“@(m)dco _ (24)
=C'y_(0)+Cily,(0)

donde y, son las frecuencias' positivas y negativas de v, las cuales surgen de tomar la

inversa de la transformada de Fourier de /() en los intervalos positivo y negativo. y'esla

inversa de la wavelet madre y, y consecuentemente {w"’"} la familia de wavelets inversas

a {wa}-

!y, son tambien conocidas como funciones analiticas de .
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Teorema 1.

Sea v vélida para la expresion (23), y sea {ws"} la familia de wavelets inversas a
{\ys_l}. Entonces cualguier sefial f eL2(R) puede obtenerse de su transformada wavelet

continua T(s,t) = y_,f:

()= [[s2 [ v Fs.)otcs (25)
que proporciona una unidad de resolucion en LAR):

f sZp—S ‘E’ Y 5.t W ;“dtdt = | (26)

Demostracién. Sustituyendo 'f-(s, )= 1y;’tf en (25), tenemos que:

f(u) = f g3 iws"w;tf(u)dtds
Pero If(u) = f(u}, por lo que:

if(u) = [s%7° [ vyl f(u)dtds
factorizando f{u):

1= ['s% [ vty s o

Si y es tal que C. = C, = C/2, entonces (24) es y' =[%pr, lo que no implica

obtener y' a menos que se desee obtener C. Esto sdlo se presenta cuando y(t) es real y

{(-0) = (o) . Aunque es conveniente usar wavelets cuya transformada de Fourier no sea
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valida para < 0 0 @ > 0, la expresion (23) no se satisface ya que C. = 0 o C, = 0. Si

recordamos la formula (7), vemos que si y(-o)=0 para o < 0, entonces para s > 0 la

transformada ?(s,t) depende solo de ?(co) con o > 0 por lo que es practicamente imposible

obtener la frecuencia negativa de f, ya gue solo se integra sobre la escala positiva.

Teorema 2.

Sea y tal que 0 < C < «, donde:

o .

wron d
w(§)||—§|-=c+ +C.

Entonces f el*(R) puede obtenerse de f por medio de:
f(u)=C"* JL I8/ o () (s, t)dsct
y con la unidad de resolucion:

c™ L[‘z I8y dsdt =1

(27)

(28)

(29)

Demostracién. La demostracién de este teorema es muy sencilla, ya que si retomamos la

idea del teorema 1 y consideramos ahora que la integral es sobre toda s # 0 y una funcion

de peso W(s) = |s]Zp ”3, vemos que debemos seguir la misma tematica que en el teorema

anterior. ¢

De (29) podemos ver que:

"f"2 =C .[ Lz lslzp_zf.Ws.l‘V;,tdedt =

= [l [Fs.t) asat

(30)
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La funcion:

p(s.t) = C I [f(s.t)” @

se entiende como la densidad de energia en la escala del tiempo.

Ahora bien, sea 3= {?’:f eLz(R)} el espacio de todas las transformadas wavelet

(con respecto a una wavelet madre y cualquiera). Por (30), 3 es un subespacio del espacio

de todas las funciones medibles que son doblemente integrables con respecto a la funcién

2p-3
de peso [s|*” para las cuales la norma es:

Il = ¢ [, I8l (s, tf dsdit < (32)

Por (30) podemos afirmar que "f";(a) = ”?"2 . Lo cual implica que el mapeo f-» f

define un operador T :L*(R) — ./ que cumple las caracteristicas ||f]|fzm, = ||Tf||2 . Por como

definimos 53, observamos que este es el rango de T. Aplicando [a identidad de polarizacion

a (30), obtenemos una expresion similar a la identidad de Parseval.
{f.8)zqey = (TF. Tg) , vhgel’(R) (33)

Obsérvese que T conserva el producto interno® y por tanto, las longitudes vy los

angulos. T es parcialmente isométrico ya que su rango es 3 el cual no es totalmente /.

No toda funcién h puede ser la transformada wavelet continua de una seiial

f eL2(R). Es decir, si h= T, entonces por (29):

' El conjunto de tales funciones forman un espacio de Hilbert con producto interno. El cual
denotaremos por /-

2 Entiendase al operador T como la formula de Planchere! en el analisis de Fourier.

3 A los operadores con las caracteristicas de T y rango ./, son llamados isométricos.
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()= Wt =l = "
=C” ,[_Lz |s|29-3 W ;'.t'w stV ;,tdedt =
= {[L sl K(s" s, (s, dsct

donde:

K(S'-t'ls: t) = C_1<‘Ps',t'=‘1’s.t) =Cc” (@s'.l‘vﬁ’s,t) = (35)
=ce's|"? [ ™l (s'0)i(s0)do

K(s', t' |s, t) es el kernel de reproduccién asociado a y. Obsérvese que (34) es una

condicién suficiente para que una funcion he  /, pertenezca a 3. esta condicion se
relaciona con la dependencia lineal entre las wavelets vy, . También es una aproximacion

por minimos cuadrados, f,, determinada por las funciones h(s, t) que no necesariamente

pertenecen a 3.

1. 2. Seiiales y Frecuencias.

La Transformada Wavelet Continua f representa el analisis de la escala del
tiempo de una sefial. Ahora agregaremos el tratamiento de sefiales de valor real,

considerando sélo sus componentes de frecuencia positiva, las sefiales analiticas.

Las condiciones para que una wavelet madre sea aceptada en los teoremas 1y 2,

requieren que P(w) —» 0 conforme © — 0. Si (o) es continua, entonces {(0) =0, esto

e8!

(36)

ﬂw(u)du =0
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Como y(w) es doblemente integrable, ésta decrece conforme |u)| — . Si esto sucede,
{(o) estara ligeramente fuera de una banda de frecuencia o <|o|<B para 0<a <.

o

Entonces (8) demuestra qué Vo (@)~ 0 fuera de Ia banda de frecuencia |S|

B
<lols 2,y (D)
o 5

también prueba que 'fu(s,t) posee informacion acerca de ?(m) en esta banda, con {(so)

jugando el papel de ventana de localizacion en la frecuencia, por lo que la Transformada

Wavelet Continua usa escalas en el tiempo para ajustar ia ventana en la frecuencia.

Si la wavelet madre y es de valor real, entonces su transformada de Fourier es
simétrica, esto es m =wy(-a), por lo que la banda de frecuencia efectiva, mencionada
hace unos momentos, es simétrica respecto al origen. Puede parecer poco obvio el decir
que algunas veces es conveniente trabajar sdlo con wavelets madres de frecuencia
positiva, w(w) =0 para o < 0, ya que estas funciones, como en el analisis de Fourier, se
pueden expresar en forma exponencial compleja o en términos de senos y cosenos, pero
las imagenes de las funciones sen(2nt) y cos(2nt) no son localizadas facilmente dentro de
la frecuencia, ya que se concentran en o = +1. La inclusién de ambas frecuencias hace
que las relaciones de ortogonalidad sean mas complejas, resultando un mayor problema la
expresion de féormulas de una funcidn cualquiera como una superposicion de senos y

cOsSenos.

Para evitarnos todo lo anterior dentro de la transformada wavelet continua,
usemos solo un lado de la wavelet. Si recordamos el teorema 1, v, y y. eran solo
frecuencias positivas y negativas respectivamente’, por lo que f e L%R) se puede expresar

como una suma Unica f = f, + f. de una sefal analitica superior e inferior, definidas como:

()= [e™io)o  f(u)= [ e*™Fo)do (37)

' Estas funciones las propuso D. Gabor en en su escrito de Teoria de la comunicacién en 1946,
tambien las lama sefiales analiticas, porque pueden prolongarse anallticamente a la mitad superior
del tiempo en el plano complejo. Similarmente para frecuencias negativas, solo que en este caso es

la mitad inferior del plano. Por lo que una funcién f e LZ(R) es una sefial analitica superior si f((n) =0

para @ < 0 y es llamada sefial analitica inferior si f(w) =0 para o> 0.
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y < f. £ > = 0 por la identidad de Parseval. Ademas f. € L’(R) y f e L’(R), donde
L2 (R) < L2(R) por lo que L(R)es la suma ortogonal de L*,(R} y L°(R). Los operadores:

P,:L2(R) - L2(R) definido por P,f =f, - - (38)

son las proyecciones ortogonales en L2(R).

Es claro que cuando tenemos sefiales f(u) reales no perdemos informacion al

considerar sélo las frecuencias positivas f.(u), pues f(—w) = ?@T) De aqui que f_(u) =f, {u)

y f(u) = 2 Re f.(u).
Teorema 3. A

Sea y una wavelet analitica superior, es decir y €l?2(R), y sea f una sefial

cualquiera en L*(R). Entonces la transformada wavelet f(s,t) de f eL2(R) con respecto a

y, estd compuesta solo de informacion sobre la frecuencia positiva de f si s > 0 e

informacién de la frecuencia negativa si s < 0. Esto es:

' F(s.0)= f(s.t) si s>0 (39)
e f(st) sis<0

donde f, son las transformadas wavelet de las sefiales analiticas superiores e inferiores de

f. Ademas:

f, =C IL 1877 . T (s, t)dsdt (40)

donde RZ = {(s,t) eR%:ts > 0} y las proyecciones ortogonales en los subespacios L3 (R)

de las sefiales analiticas superior e inferior estan dadas por:
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P,=C™[ L I5[77® s (isclt (41)
Demostracién. Sea s > 0. Entonces por (5):

?(S,t) —g™P J:ez’mﬁ(sm)?(co)dco _ (42)

=5 ["e* i (sa)f(n)do =T (5.1

donde (sm) no es valida para o < 0. Similarmente para ?(s, t) = E(s.t) paras < 0. Por el
teorema 2, la integral sobre R®, en (40) es f, donde ?(s, )= 'ﬂ(s,t) para s > 0. La expresion

(41) la obtenemos de (40), donde ?(s,t)ij;,tf. La demostracion para el caso de

frecuencias negativas es analoga. +

Obsérvese que (P, +P_)f =f +f. =f, por lo que P, + P. = |. Cuando en el

teorema 2 incluimos la expresion (41) y una wavelet analitica superior de y, obtenemos una
mayor claridad dentro de este, debido a que no existe una combinacién de frecuencias

positivas y negativas.

1. 3. Wavelets y su Distribucién de Probabilidad. Un Ejemplo.

Si hacemos un recuento, recordaremos que para una funcién de t con s = 0, la
transformada wavelet ?(s, t) representa detalles de la sefial en la escala s. Esto sera de
suma importancia cuando nos refiramos al caso discreto aunado al analisis de resolucion
miiitiple. Lo que se pretende en esta seccién es dar una interpretacion de ?(s,t) como

detalles de la senal.

Supéngase que tenemos una funcidon de distribucion de probabilidad ¢(u) con

media cero y varianza uno. ¢(t) es una funcién no negativa que cumple con:



U. N. A. M. EscueLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 15

[4du=1 [ opau=0 [ s(uu*du=1 (43)

Asumiendo que §(u) es diferenciable n - veces (n > 1) y su (n - 1) derivada satisface:

lim ¢ (u) =0 (44)

U—tco

y sea:
V()= 40 “9

Entonces:
_[: y" (u)du = (—1)"[4,(“-1) () = ™Y (_oo)] _o (46)

Por lo que y" satisface la condicion para que la wavelet sea aceptada y pueda usarse para

definir una transformada wavelet continua. Paras =0yt € R sea:

BOECH tb(uT_t) i =ls” w“(”—_i) (47)

S

Entonces ¢, es una funcién de distribucién de probabilidad con media t y varianza s’y

yo, es la nueva familia de wavelets de y". Sea:
fat)=ouf  TE0)=yviT (48)

f(s, t) representa el promedio de f en t tomado en la escala s. 'ﬁ',(s,t) es la transformada

wavelet continua de f con respecto a y". Pero (45) implica que:
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ft.n " n " 49
Vi) = (s T )= 5" L0 )

por lo que:
(50)

T = wih(u)fu)du=
o" " <
_en ‘a‘{[ KX (u)f(u)du:| =52 s
de donde la transformada wavelet continua de f con respecto a y" es proporcional (por el

factor s") a la n - ésima derivada f"(t) del promedio de f ((s,t)) en la escala s. La n - ésima

derivada f™(t) es un momento de n - ésimo orden en la escala cero el cual nos habla de

caracteristicas de f.

1. 4. Unidades de Resolucién.

La transformada wavelet continua analiza una sefal usando las wavelets

ye(u)= s“’\p(gi;—t)] con s >0, esto es T(s,t) = y;,f. Suformula es:

F= [[,s% " T(s t)dsat (51)

donde {q;"‘"} es la familia reciproca de wavelets definidas por (19) y (24). Que junto con el

analisis dan paso a una unidad de resolucién en L*(R) en términos de {\ps.,, \us"} :
Lty @

Donde la expresién esta en términos de bases reciprocas {bn,b“} con las caracteristicas:
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a) La familia {b,,} es finita, a pesar de que cada familia tenga un numero infinito de

vectores, ya que L%(R) es de dimensién infinita.

b) {b,,} esta indexada por una variable discreta n, aunque [as familias lo estén por

variables continuas: (s,t) eR2.
c) Aunque {b,} son linealmente dependientes y consecuentemente no son bases,

la unidad de resolucion permite trabajar con éstas en forma similar a una hase.

Estudiando en qué sentido {q;s,,} son vectores linealmente dependientes,

tomamos la adjunta de (52) y obtenemos:
IL2 82"'3Lp'$.t (\ps’t)*dsdt =| (38)

lo que hace que {\p‘s_t} sea reciproca a {ws"} . Haciendo lo mismo para vy,

Wer = ILQ SZP_SWS.I (W . ). Ws'.t'det = (54)

= IL? %Py, K(s', tls, thdsdt

donde:

K(St18.8) = (W ™) = (™ W (55)

Pero K(s’, t' | s, t} no se anula cuando s #s' 0 t=t' porlo que (54) demuestra que [‘Ps,t}

son linealmente dependientes ya que todos los vectores se pueden expresar como una

combinacién lineal continua de otros.

La dependencia lineal de {q;s,,} es precisamente la causa que origina la condicion de

consistencia que cualquier transformada wavelet continua debe satisfacer. Tomando el

producto de ambos lados de la expresion (54).
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T(s'.t) = wief = [, 8% °K(s" t]s. thu; folsdt = (56)

= [[Ls7°K(s' ts.t)F(s. t)asclt

Lo anterior muestra que las unidades de resolucion son herramientas mucho mas eficaces
que las bases, ya que una base proporciona sélo una unidad de resolucién, pero no toda
unidad de resolucion proviene de una base.

Para tener una unidad de resolucién son necesarias dos familias reciprocas las
cuales surgen a partir de una familia de vectores que debe satisfacer ciertas condiciones,
para que la familia reciproca exista, de hecho esas condiciones son una generalizacion de

las condiciones de una base. En general:

a) Para el analisis (f—)?) se requiere de un espacio de Hilbert H de posibles

sefiales, un conjunto de indices M y una familia de vectores h,, eH indexadas

por meM. H=L%(R), M=R? el conjunto de todas las escalas y momentos

m= (81 t), hm = Ws.t'
b) Para la sintesis (f —» 'f') es necesario construir una familia de vectores {h‘“} eH

reciproca a {hm} . Ademas de poder integrar sobre los indices en M, de tal forma

que la sefial se obtenga de una combinacion de los vectores h™. Esto es, que
dado un subconjunto medible AcM, podemos asignarle una métrica
u(A), 0 < u(A) <o lo que lleva a poder integrar una funcion medible F:M— C,

LF(m)dp.(m) .
Los espacios métricos deben ser:

M=R? p(A)= jLsZP-adsdt (57)

para cualquier subconjunto A< R?. Laintegral es:
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LF(m)du(m) = Lz s%P~°F(s, t)dsdt (58)
Dado un espacio métrico M con métrica p y funcién medible gM — C:

lalf: = [ Jo(m)|” da(m) (59)

Puesto que |g(m)|2 es medible y no negativa, la integral existe y es finita, o ||g||f2 = +e0. Sea

L2{u) el conjunto de las funciones g, para las cuales |[g|[i2 <o, entonces L*(u) es un

espacio de Hilbert con producto interno:

(91.02) = LEIF“—)QZ (m)dp(m) (60)

gue es resultado de polarizar la norma. Para ser mas claros, podriamos entender aM = R"
y a 1 como la métrica de Lebesgue en R’, entonces L2(u) es L2(R");obienM=2Z"y pla

métrica contable, u(A) = nimero de elementos de A, por lo que L3(p)= £(Z").

Habiendo entendido lo anterior, podemos dar paso a la definicion de marcos
generalizados lo cual se estudiara en la siguiente seccion.
1. 5. Marcos Generalizados.

Un marco generalizado es una familia de vectores en H indexados por M, donde H

es un espacio de Hilbert y M es un espacio métrico con métrica , definido por

Hy = {h, eH:m eM}, tal que:

a) Paratoda f eH, la funcién f:M - C definida por:
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F(m) = (h,, 1), (61)
b) Existe un par de constantes 0 < A < B < « tal que paracada f eH:
Al < Hf"lz;(R) : (62)

Los vectores h, €H,, son llamados vectores de marco, (62) es la condicion de
marco, y A y B son los limites de marco. Obsérvese que [§ el?(n) siempre que feH. La

funcion T(m) se conoce como la transformada de f con respecto al marco.

1. 5. 1. Obtencion de Marcos.

Hasta este momento hemos considerado el hecho de que 0 < A < B < «, pero

¢ qué sucede cuando A = B ? pues la condicion se reduce a:
At = ©9

Bajo estas circunstancias, el marco es llamado marco limitado el cual puede ser

considerado como una analogia de la formula de Plancherel en el analisis de Fourier, lo

que asegura que no se pierde informacion en la transformacion f — T, que permitira

obtener fde 7.

Dado un marco, podemos asumir que todos los vectores de marco estan

normalizados |h,,[=1 Vm eM. De no ser el caso, debemos definir otro marco equivalente

a Hy. Para esto sera necesario eliminar todos los indices de M para los cuales h,, =0y

denotemos el nuevo conjunto como M. Para meM', definimos los nuevos vectores de

h
marco h',, = —™ por lo que |, | =1. La transformada de f e H con respecto a los nuevos

e

vectores de marco es;



U. N. A. M. Escueta NacionaL DE ESTuDIOS PROFESIONALES ACATLAN 21

Fom) = (o By = Inall F(m), mem (©4)
Por lo que:

[, = FC aniem)= [Iralf o cn(r) )

donde hemos considerado el hecho de que el integrando no es valido cuando m ¢M', pues

(m) = (0.f) = 0. Definiendo una métrica w'eM' por dp'{m) = ]|hm]|2 du(m), esto es:
R(R) = [ Ialdu(m) (©8)

para cualquier subconjunto métrico A —M', entonces (65) proporciona:

.., - Ll e[, &7
por lo que ahora la condicién de marco es:
Al <[, "> Blf|? (68)

quedando demostrado que H'M‘E{h'm:m eIVl'} es también un marco, con los mismos

limites de marco para Hw.

Dado que los vectores de marco no tienen una normalizacion natural y ésta no es
. . 1% s oyr
necesariamente la unidad, entonces |h, | f(m) de f no es analitica por lo que no
podemos asumir que |h,,| =1 en general, pero consideremos la normalizacién de h, como

una libre incorporacion a la teoria de marco.
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Ya que fel? (1) vf eH, el mapeo f - T define una funcion T:H - L2(w), Tf = T,

donde T es lineal y llamado operador de marco de Hy. Si normalizamos f, por la

desigualdad de Schwarz:

F” =[O <Ial® =Hm) ©9)

i~ 2
la iguaidad se cumple solo cuando f es un multiplo de hy,. Esto hace que ‘f(m)‘ este
dominada por H{m) la cual esta determinada por el marco. Ademas para una mg, "f(m)‘z

alcanza su maximo valor en H(mg) si y sélo si f es un mditiplo de h, . Por lo que

~ 2 ~ 2
If(m)l <H(m) para toda m=m,. El numero If(m)‘ analiza qué tanto del bloque

construido h,, se encuentra en la sefal f. Por lo que T analiza la sefial f en términos de hy,

T es un operador de analisis asociado al marco Hu. La sintesis u obtencion de la sefial se
encuentran a partir de un mapeo inverso, esto es f - f. Por la definicién de operador
adjunto T :L%(u) > H:

il =7, = (e, = (7T), (70)

La condicion de marco se puede reescribir en términos del operador G = T'T.:H-> H sin
hacer uso de un espacio de Hilbert auxiliar L2(n):{f,Gf) = f'Gf y ||f||2 =f'f, asumiendo que

las normas y productos internos estan en H. Entonces tenemos que la condicion de marco

es:
Aff<fGf<Bff, feH (71)
Queda claro que G es autoadjunto, G = G, por lo que sus valores caracteristicos son

reales. Si H es un operador de Hermitte en H, tal que fHf > 0 para toda f e, entonces

todos los valores caracteristicos de H son no negativos. Ya que (71) se puede expresar
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como (G - Al > 0y, (Al - G)f > 0, es equivalente a la desigualdad G - Al > 0, Bl - G> 0,

Ql
Al<G<BI (72)

Esta desigualdad hace que todos los valores caracteristicos A de G cumplan A< <B,
que es la condicién de marco en forma de operador. G es llamado un operador métrico de

marco.

La desigualdad (72) expresa que el operador Al < G < Bl esta limitado, ya que

B < « y tiene inverso, G, pues A > 0. De hecho, G satisface la igualdad:

B1<G' <A™ (73)
Por lo que la condicion de marco garantiza la existencia de un operador inverso.

Ahora bien, paratoda fgeH:

f'Gg=(f,T'Tg)_ —(Tf Tohs = [ F(m)(m)du(m) = (74)

= [ hufngdu(m) = [ F'hohgdu(m)

Por lo que G se puede expresar como una integral sobre M de los operadores

hohoH— H:
G= Lhmh;,,dp(m) | (75)

Queda claro ahora que la condicidn de marco generaliza la idea de unidades de resolucion.
Cuando G = |, es necesario contar con una familia reciproca {h™ para obtener [a unidad de

resolucién y la reconstruccién asociada.
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1. 5. 2. Condicion de Consistencia.

Hasta este momento sabemos que si tenemos un marco para cualquier sefal
feH la transformada f(m) <Ll?(u). También es necesario saber si para una funcién
gel?(n), g=f para cualquier f eH. Esto es muy simple, ya que al conocer el rango del

operador T:H — L?(p) el subespacio:

3= {Ff eH) cL*(y) (76)

y si gim) = f(m) para cualquier f eH, entonces, ¢ de donde obtendremos f?. Para esto es
necesario encontrar un operador inverso por la izquierda de T, esto es S:L2(u) — H tal que

ST = | en H. Si se cuanta con S, entonces  f = Sf lo cual es lo que buscamos. Para poder
flevar a cabo esto es necesario encontrar el inverso del operador métrico G, el cual esta

garantizado por la condicion de consistencia.

Supongamos que G es conocido. Entonces el operador S = G T mapea sobre

los vectores de L*(u) a H:
L2 (i-‘) LG ? LN 2 (77)
Ademas, ST = G'T T =G"G =1, lo que demuestra que S es el inverso por la izquierda de
Tyf= ST . Porlo que S es el operador de sintesis asociado al operador de andlisis T. Para

encontrar el rango de T, definamos el operador P = TS:L3(u) — L2(n). Se podria pensar

que P es el operador identidad en L%(p), pero hasta este momento no se ha demostrado la
conmutatividad entre los operadores, por lo que no podemos garantizar esto. De hecho

tenemos gue:
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Teorema 3.

P=TS=TG'T que es el operador de proyeccién ortogonal al rango 3 de T en
L2().

Demostracién. Cualquier vector g el?(p) se puede expresar como una suma Unica
g= ?+gl donde T e3 y g, pertenece al complemento ortogonal 3t de I en L2(n). El
decir que P es la proyeccion ortogonal de 3 en L2(p) significa que Pg= . Esto es que

f=Tf para feH por lo que Pf =PTf=TSTf=Tf=f. Ademas, para g, 3",

——

gl.?')Lz =0 paratoda f'e .

Ya que T'= Tf' para cualquier f ¢H:

0=(g, ), =(Tg,.f) VfeH (78)

por lo que T'g, debe ser el vector cero en H (si f'=T'g, tiene ”T*gl||=0) donde

Pg, =TG'T'g, =0 y:
szP(?+gL)=‘F+O='fU (79)e.
La familia reciproca se define por:
h™ =G'h,, meM (80)
El nhueve marco reciproco de Hy es el conjunto:

HY = {h”‘:m eM} (81)
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Entonces, por (75):
[, h™hrdn(m) = G™ [ hahmda(m) = GG =1 (82)

que es la unidad de resolucion que andabamos buscando, la cual esté en términos de Hu ¥

H. Tomando la adjunta de (82):
[ynn") () =1 ®9
lo que nuevamente demuestra que Hy es reciproca a HY. Ya que:

[(h™h™ dp(m) = G [,hahnG'dp(m) = GGG = G (84)

y B'<G<A™ se sigue que H" = {hm} que también es un marco, con limites de marco

B", Ay operador métrico G™.
Teorema 4.

La adjunta T":L2(u) — H del operador de analisis es:
(T'g)(m) = Lhmg(m)dp(m) (89)
donde el producto interno de ambos lados de la igualdad con un vector f e H esigual.

Demostracién. Para f eH y g el?(n):

(1T°g), =(Th.9)s = [ hnfo(m)du(m) = (86) +.

= [, Fhag(m)du(m) = (,«, Lhmg(m)d“("‘))
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Teorema 5.

El operador de sintesis S = G™'T":L?(u) - H esta dado por:
Sg= Lh’“g(m)dp(m)
f eH se puede obtener de fesg por :
f=8F = [ h"F(m)du(m)

Demostracion. Para g eL?(u), por (85):

Sg=G™" || hng(m)dn(m) = | G hag(m)di(m) =

= Lh”‘g(m)dp(m)
Teorema 6.

La proyeccion ortogonal P:L* (1) — L*(n) alrango I de T es:
(Pa)m)= [ K(mIm)g(m)en(m)

donde:

K(m'|m) = {hp,h™) = (hm..G"hm>

(87)

(88)

(89) ¢

(90)

(91)

Una funcién g.el?(u) pertenece a 3 siy solo si satisface la condicion de consistencia:

o(m) = [ K(m'm)a(m)du(m)

(92)
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Demostracién. Por el teorema 5.
(P)) = (TSQY() = (i S6) = [ {16 alm)(m) (©2)
yaque geJ siysblosig= Pg, obtenemos (92). ¢+
K(m' | m) es el kernel de reproduccién de 3 asociado el marco Hy.

Teoremal7.

Un marco generalizado es una base si y sélo si el operador T:L?(p) > H esunoa

uno.

Demostracién. Una base en H es un marco Hyu cuyos vectores son linealmente

independientes. Si g eL?(n) es tal que:
Lhmg(m)dp(m) =0 enH (94)

entonces g = 0 como un elemento de L%(u), esto es, el conjunto {m eM:g(m) = O} tiene
métrica cero. Por (85), T g = implica que g = 0, que es equivalente a decir que T es uno a

uno, puesto que T (g, —g.) =T g, —T'g; =0 lo que hace que g, -9, = 0.+

1. 5. 3. ¢ Por qué Marcos y no Bases?.

Cuando los vectores de marco hy, son linealmente dependientes, la transformada
f(m) contiene informacion redundante. Esto es, debido a un sobremuestreo de la sefal.

Aunque esto podria parecer insuficiente, la redundancia tiene ciertas ventajas, ya que

puede detectar y corregir errores, los cuales pueden aparecer cuando la informacion es
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minima. Dentro de los marcos, la correccion de errores se expresa como una aproximacion
por minimos cuadrados, que es una propiedad de los marcos.

Teorema 8. Aproximaciones por Minimos Cuadrados.

Sea g(m) eL?(u) no necesariamente en J. Entonces, la Unica seial f eH que

minimiza el error:

(95)

Jo- 7. = [Jotm)~ T} anir)
esta dada por ug - 'fu; = L!g(m) - ?(m)lzdp(m).

Demostracién. La Onica f eH que minimiza “gu f“Lz es la proyeccion ortogonalde g a J,

la cual es Pg=TSg = Tfg= 'f'g. +

El hacer uso de vectores linealmente dependientes significa que los coeficientes
usados en la expansion de la sefial no son unicos. Dentro de los marcos, esta carencia de

unicidad se puede entender como que la reconstruccion se logra al aplicar el operador

SG'T:L?(n) » H a la transformada de T def. Como T'g, =0 siempre que g, e3t, que

es el complemento ortogonal de T en L2(u), de (78) Sg, = 0. Por lo que por el teorema 5:
f=Sf= S(? + gJ_) = Lh“‘[?(m) + gl(m)]dp(rp) Vg, 3t (96)

Ahora bien, para el caso contrario, cuando los vectores son linealmente independientes,

I =12(n), por lo que I* = {@} y la representacion de f es Unica. Si los vectores de marco

son linealmente dependientes, entonces 3* es no trivial, es decir los vectores que

pertenecen a <L son diferentes de cero, y existe un nimero infinito de representaciones de
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f (una para cada g, e 34). De hecho, (96) expresa la funcién de coeficientes mas general

que podamos usar para hacer una combinacién de hp, si €l objetivo es obtener f.

Teorema 9. Representacion de la Energia Minima.

De todas las posibles funciones de coeficientes g el?(n) para f eH, la funcién

- " I e Tl
g = f es la tinica que minimiza la energia [gf. .

Demostracién. Yaque T y g, son ortogonales en L%(u):

- o

2
L2 t?

L+l 2|

"9"52 = l|?+ 91
siendo iguales solo cuando g, =0. ¢

La funcién de coeficientes g= T se distingue porgue es la Unica que satisface la

condicién de consistencia (teorema 6). Ademas, la eleccion de la funcion de coeficientes

esta limitada, ya que F(m)l=l|hm|l [full = [l pues en general los elementos de 12(u) no

estan limitados.

Los dos ultimos teoremas son similares ya que en ambos hacemos una

comparacién de f con los operadores de andlisis y sintesis, sélo que en el teorema 8, para
una g el?(p) cualquiera, la comparamos con todas las posibles sefales f eH, tales que

Tf ~ g mientras que en el Teorema 9, para una f e H cualquiera la comparamos con todas

las g el?(u) tales que Sg =f. Obsérvese que los teoremas son reciprocos uno al otro.
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1. 5. 4. Obtencion Recursiva.

Como hemos visto, la obtencién de una sefial f requiere de forma muy importante
de los vectores de marco h™ = G'h,,. por lo que conocer f depende de la obtencion del
reciproco del operador métrico G, G, La condicion de marco se puede expresar como:

1 1 1 (98)
—-2—(B—A)IsG——z-(B+A)Is§(B—A)!
Haciendo & = B-A) - tenemos:
BCendo o= +n)’ T T B+A) '
-3l<l-aG <3l (99)

Como 0 <A <B <, implica que 05 <1y (99) hace que los valores caracteristicos del

operador E = | - aG cumplan |s|56 <1. Si fuera representada por una matriz regular

(finita), por medio de (99) probariamos que la serie:

G'=afl-E) = o> E" (190

converge. Esto, es valido inclusive para el caso infinito. Obsérvese que conforme & es mas
pequefa, la serie converge mas rapido. 8 es una métrica de la vecindad del marco, ya que
5= 0 si y solo si el marco esta limitado y § — 17 conforme A — 0* y/ 6 B— ». Conforme
1a vecindad del marco va decreciendo, es mas facil operar con G™'. Cuando 0<d<<1 el
marco es llamado marco compacto. Cualquier marco tiene un conjunto (nico de limites
optimos de marco, A,y =SUPA Y By = infB, el limite maximo de los minimos sup, y el
limite minimo de los maximos inf, son tomados de los limites superiores e inferiores

respectivamente.

Es obvio que en (100) no podemos obtener una suma infinita, por lo que Ia

obtencion de G es sélo una aproximacién que estéa dada por:



U. N. A. M. EscucLA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 32

N 101
Hy = aZEn (101)

n=0
donde Hy se puede convertir en una expresion recursiva, esto es:
Hy = ol + EHy_ = ol + (| - aG)Hy.q (102)
y el inverso de los vectores de marco estan dados por:
h™ = Hyh,, = ahy, +Ehy, (103)
por lo que la obtencién de f queda en términos de:
fy = HGf =Hy [ hyhrfdu(m) = [ hTF(m)diu(m) (104)
Como H,G — | conforme N — «, entonces fy — f por lo que podemos demostrar que:
-t <] (105)

converge exponencialmente y conforme & toma valores pequefios (105) converge mas

rapido. Finalmente, una forma de calcular f, mas facil es a partir de la expresion (102):

fy = {01 +EHy;)Gf = aGf + Efyy = f +Efy (106)

1. 6. Marcos Discretos.

Consideremos ahora que M es un conjunto discreto o contable, esto es que los

elementos de M son indexados por los enteros positivos M = {m,,m,,mj,...} .
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Si M es discreto, entonces A M es medible por lo que toda funcion gM—~ C es

medible, y la integral sobre M es ahora una suma:
[, 8m)dn(m) = 3" ng(m) (107)
mehd

donde p,, = u({m}) es decir, la métrica de uno de los puntos de conjunto. En general,
0 < p,, <. Asumiendo, sin generalizar, que 0 <, <o ¥Vm eM, si p, =0 para alguna
m, €M, entonces g(mo) no aporta en la suma (107) por lo que podemos eliminar my de M.
Por ofro lado, si p, ==, entonces cada funcidn integrable g(m) no es valida en mg y

nuevamente se elimina mo de M. Con esto, la condicion de marco (64) es:

~ 2 108
A < Sonaf ) < B "

Cuando p, =1VmeM, p es la métrica contable en M, va que p(A) es el niumero de

elementos en A cM. Por lo tanto, la condicién de marco se reduce a:

(108)"

A < S fff <ol

razén por la cual en la seccion 1. 5. se hablo de marcos generalizados. Cuando M es

discreta y o es la métrica contable de M, nuestra definicién se reduce a (107).

No siempre se cuenta con métricas contables como para el caso discreto. En el
siguiente capitulo hablaremos de marcos limitados continuos, Hw, asociados a la

transformada wavelet continua y de ahi obtener un submarco discreto, el cual obtiene un
muestreo de 'f'(m) en un subconjunto discreto I' <M donde cada muestra mel

representa una region A, cM con meA, v, naturalmente, p,, = u(Am].

1 Esta definicion es la definicidn clasica de marco, la cual fue introducida por Duffin y Schaeffer
{1952).
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Durante el desarrollo de los marcos se ha hablado de la dependencia ©
independencia lineal entre lo vectores de marco. Ahora necesitamos saber bajo qué
condiciones son una base, puesto que en la seccion 1. 5. 3. se dieron fundamentos para
preferir un marco sobre una base.

Teorema 10.

Un marco discreto es una base, si y solo si su kernel de reproduccién esta dado

por:

K(kim) = hih™ = pi3  Vkm eM (110)

m
Entonces {1 hy,} es la base biortogonal a {h,} .

Demostracién. En el caso discreto, las unidades de resolucion (82) y (83) son:
Z#mhmh‘-“ =1, Zp‘mhm(hm)' =] {(111)
mevl me\i

Usando la segunda identidad:

f= Y tnhah™) T2 X hahnT*(m) (112)
meM meM

donde 'f"(m) = (hm,f> lo que demuestra que los vectores de marco hy, describen H, lo que

es cierto para cualquier marco. Por tanto forman una base si y solo si son lineaimente

independientes.

Ahora:

h, = %umhm(hm)'hk =Y ih K (kM) (113)
m meM
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Si los vectores de marco son linealmente independientes, entonces K(k[m)= no'sr. Por

otro lado, si K(kjm)=p-3¢", la condicién de consistencia (92) es ahora:
g(k)= 2 bk {Km)g(m) (114)
meM

lo que es ya una identidad. Por el teorema 8 demostramos que si I =L%(n), entonces

gt = {Q)} . Suponiendo que la combinacion de h,, es valida:

Y h,c™ =0 (115)
meM

donde melcmr <0, entonces la funcién g(m) = c™ el?(n) y, paratoda, f eH:

(?’ Q)Lz =D Pnf hng(m) =0 (116)

meM

Puesto que ?(m):f'hm lo que demuestra que g es ortogonal a feS. Esto es que
geS't={@} por lo que g =0 consecuentemente ¢ = 0 VmeM. Finalmente,
concluimos que los vectores de marco son linealmente independientes y forman una base.

La igualdad h;h™ =57 es equivalente a la condicion de biortogonalidad entre

{pmhm} y {hm} *

Es importante recordar que (113) es una expansion de f en términos de los

vectores de marco ham, con f*{(m) como funcion de coeficientes. Las funciones de

coeficientes T y T en (112) y (116) son iguales si y s6lo si h™ = hy, para toda m, lo cual se

cumple siy solosi G = 1|,
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Teorema 11.

Sea Hy un marco discreto normalizado con y > 0 (constante), para toda m en M.
Entonces su limite de marco superior satisface B2y . Ademas el limite marco optimo

Bopt =7 StY solo si Hy es una base ortonormal. Por [o que G =yl y H est4 limitado.

.r . . . 2 .
Demostracién. Si asumimos que el marco es normalizado y N, =]h,|" > 0; aplicando la

condicién de marco (108) af = h

AN, < T y|hn i = NE +N,O, <BN, (117)
mehi
donde:
Oy =N;' Sy ) 20 (118)
mzk
por o que:
A<yN +0, <B (119}

y B2 yN, vk. Como asumimos que el marco esta normalizado, B > y sigue siendo valida.
Ademas, B,y =y si y s6lo si O, = 0 para toda k: lo que significa que <hp, hy> = 0 siempre

que k #m que, aunado con |h,[=1, da, <hm, h> = 8m". Entonces hy, describe a H, por lo

que se forma una base ortonormal y thmh;1 =lyG= zmyhmhm =l.e

El niimero Oy, definido en (118) es una métrica numérica del limite para el cual el
vector h, es ortogonal al resto del marco. Es ortogonal si y solo si O = 0 y es “casi

ortogonal” 5i 0 < On << Ny Esto es:

O =SupO,, (120)
m
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que es el limite hacia el cual es ortogonal (no necesariamente ortonormal). O es llamado
indice de ortogonalidad del marco. Si Hy, estd normalizado y limitado por G = Ci, entonces

(119) prueba que O, =C-yVmeMYy principalmente, O, es independiente de m.

Corolario.

Sea Hy un marco discreto normalizado con métrica contable. Entonces H es

autorreciproco (G = 1) si y solo si Hy es una hase ortonormal.

El corolario anterior se refiere a los marcos autorreciprocos por lo que es
necesario contar con un método para obtener un marco autorreciproco de un marco
cualquiera. Esto involucra obtener G para lo que requerimos una matriz H positiva. H'?
se define como la matriz cuyos valores caracteristicos son |a raiz cuadrada de ios valores
caracteristicos de H y el cuadrado de H" es H por lo que G se obtiene de forma similar

que G™.
G =Vo(i~E)" = (121)
2+t A8 e 138,
2 72.4- 246

y converge uniformemente conforme -8I<E<8l y 0<8<1. Nuevamente, la serie

converge rapidamente si el marco es compacto (8 << 1) y el operador resultante satisface:

-1 < i -1 (122)

por lo que ahora podemos definir:

= -2 (123)

entonces
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G= Rl = (124)
meM

=

=3 G TG
meM

-GGG =|

donde (G“"zhm) = h,;(G"’z) = h G porlo que h™ =h,,, y Hy es autorreciproco. En el
teorema 11 y el corolario se podria considerar que H, es una base ortonormal, pero no
. . oy’ - 2’ a o 2
siempre. Y si um =y paramen My N, s"hk” y O, =N; Zy](hm,hk)) la contraparte de
mzk

(119) obliga a que YNy + Ox = 1, m = k para toda k eM. Para que H,, sea una base

ortonormal es necesario que Nk =717, Yk eM, que en lo general no es cierto. De hecho:

N, = (G‘%hk,e‘%hk> _n.G~h, (125)

y, generalmente, Flk N, por lo que ﬁM no estd normalizado aunque Hy si lo esté.

Ademas, si Hy es un submarco discreto de un marco continuo, entonces N, = N,, es decir,

el multiplicar por G™ no altera la norma de hy por lo que si Hy es normalizado y i, = y para

todam, entonces G = 1y:

1= lhnlf’ = Trffun =7+8n v (126)
4

De aqui que ém es independiente de m, y el indice de ortogonalidad de Hy es O=1-ypor

fo que también ha quedado demostrado que ¥ < 1.
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2 ANALISIS Y MUESTREO DE SENALES EN DOMINIOS

DISCRETOS.

La flor se desvanece por si misma
al crecer el fruto. Asi se
desvanecera tu yo interior al
crecer el divino dentro de ti.

Vivekenanda

Una funcién f(t) es lamada de banda limitada si su transformada de Fourier ?(co)

es valida dentro del intervalo -Q < ® £ Q, donde Q2 es el ancho de banda de f.

Como la frecuencia de f esta limitada, la variacion de f(t) es lenta y su grado de
precision esta en funcion de €, esto es, si Q es pequefia, la variacion es lenta. De aqui
que, si una sefal varia lentamente, puede ser interpolada a partir de conocer un conjunto
de valores discretos, los cuales se toman por muestreo. A menor variacion, menor es la

frecuencia de muestreo de la sefial. Lo anterior quedara mejor explicado en el siguiente

tema.
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2. 1. Teorema de Shannon.

Sea fel?(R), fl®)=0 Vjo|> Q. Entonces podemos reconstruir f(t} a partir de

muestreos, llevados a cabo cada t, = Enﬁ n € Z intervalos de tiempo, por la interpolacién:

senf2xQ(t - t, )] (1)

=2 270t -, ) ft.)

neZ

Demostracion. Obsérvese que:
M gy = L i) do = [ o) ¢o @

por el teorema de Plancherel, donde f eL*({|-©,€Y). Podemos expandir f(w) por medio de

una serie de Fourier en el intervalo -Q <o <
3 1 2ot (3)
flw) = g™ e
)55
donde:

n wlol, § _ oty £ —
t, =5g ¥t = _[;ez hf(w)deo = J:ez “hflo)da = f(t,)

Esto es, los coeficientes de Fourier en (3) son muestras tomadas de f(t). Por lo que:

f(t)= [ e*Ho)do = [‘n ¥\ = (5)
sen[2xQ(t - t, )]

_ 1 2nia(t-1,) _
) 2922: [ it )do = 3 270t - t,) f(t.)

nel
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y se cumple para L*R). Las funciones de banda limitada, al igual que el resto de las
funciones, se extienden al plano complejo, por lo que la igualdad también se cumple en

este plano. ¢

Como se puede observar f(t) es una superposicion de los exponenciales complejos

e, (t) = e*™ con |o| < Q y que satisfacen:

= 21'|'.|co||e(D (t)l <210

d
%)
De donde podemos demostrar que:

|f'(t)l < 2nQC,, donde C; = n;lgxif(t)| <o (7'

La expresion anterior garantiza que f(t) no crecera o decaera en mayor proporcion

a 270. Similarmente, la n - ésima derivada de f quedara limitada por fm (t)| <(2nQ)". Lo

cual tiene sentido si las muestras de f se tomaron frecuentemente, es decir, si medimos
f(t,) cada t, periodos de tiempo, donde t, - t4 €8 muy pequefa, Asi obtenemos f(t) para
todo t a través de una interpolacion, siempre que los muestreos sean lo suficientemente

densos.

El intervalo de tiempo entre cada muestra para el teorema de Shannon es
At=t, -t = é y la razén de muestreo es R = -g—t = 2Q muestras por unidad de tiempo.

R es tedricamente el valor minimo de muestras para obtener f(t) totalmente. También es
conocida como la razén de Nyquist. En la préctica, una sefial necesita ser muestreada a
una razén mayor gue R por dos causas: primero, porque el muestreo y la interpolacién no
se ajustan exactamente a la sefial tedrica u originak; y segundo porque un sobremuestreo

reduce errores.

' Esta desigualdad es un caso especial de la desigualdad de Bernstein.
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Otra caracteristica de las funciones de banda limitada es que todo su analisis se
extiende al plano complejo, como las funciones analiticas.

De hecho, sustituyendo t— t+iv € C en el andlisis de Fourier, tenemos que f(t)

es!
f(t+iv)= [ e i(u)do ©)

la cual converge siempre que f(t + iv) quede definida como una funcion entera’.

El ancho de banda, O, esta relacionado con la razén de crecimiento de f(t + iv) en
el plano complejo, pues las funciones analiticas estan determinadas por sus valores en
conjuntos discretos®, por lo que f(t} puede ser determinada a partir de muestras discretas
f(t.) aungue el conjunto {t,} carezca de puntos de acumulacion. El teorema de muestreo es

una consecuencia de la razén de crecimiento de f(t + iv).

2. 2. Muestreo en Tiempo y Frecuencia.

Hasta este momento hemos hablado de marcos y submarcos continuos. Ahora en
este apartado, hablaremos de submarcos discretos Gy, los cuales tienen la caracteristica
de que por si mismos forman un marco. Nos referiremos a dos tipos de ventanas en

particular:

« Cuando g tiene un rango compacto en el tiempo, donde g(u) = 0 para
toda u fuera del intervalo a < u < b (por lo que la funcion esté limitada en
el tiempo).

« Cuando g es una funcién de banda limitada, con d(®) = 0 para toda o

fuera del intervalo o < @ < B.

' Cuando f(t + iv) no es una funcién de banda limitada, esto es, Q2 — oo, la integral diverge porgue

e 2" tiende a infinito.
2 Entiéndase como una analogia a los puntos de acumulacion.
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Es claro que g no puede ser ambos tipos de funciones al mismo tiempo. Si g es de
banda limitada, entonces su anélisis se extiende a funciones analiticas enteras, como la
expresion (8). Una funcion entera es valida en cualguier intervalo, aunque no en forma
idéntica. Esto es, que el comportamiento que presente en un intervalo no sera el mismo
gue presente en otro, por lo que g no puede ser de tiempo limitado. Aplicando el mismo

razonamiento cuando g es de tiempo limitado, entonces o(e) se extiende al plano de
frecuencia compleja, por lo que g no puede ser de banda limitada y g(w) concentrarse en
[c.B] © contrariamente, que g sea de banda limitada que se concentra en [a,b] o bien que

g sea una funcién que no se ajusta a ninguno de los casos anteriores, pero g(t) y glo) se

concentren dentro de sus respectivos intervalos.

Suponiendo que contamos con una ventana que es de tiempo limitado y la sefial f
no necesariamente es de tiempo o de banda limitada, podemos obtener una version del
teorema de Shannon para la frecuencia, en el tiempo. Es decir que una sefial localizada

f (u) = g(u- Hf(u) se mantiene de forma firme en el intervalo [a+t,b+t], esto es, que la
funcién se puede extender en el intervalo, a través de series de Fourier con frecuencias

m
(b-a)

armonicas @, =
_ N g 2rienu —(b_a)" (9)
f{u)=vY e?™c,(t), donde v={b-a)
meZ

donde;

(10)

cul)= (o™ ™glu - (u)au =

= E e 2 ™ gl - f)f(u)du = T(mw, 1)

La expresién anterior explica que los coeficientes de Fourier de f(u) son muestras
de -f'(co,t) en las frecuencias discretas o, =mv, por lo que estamos hablando de un

muestreo de funciones de tiempo limitado en frecuencias discretas y el intervalo de

frecuencias v es reciproco al rango de la sefial en el tiempo. Lo que buscamos es obtener
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la sefal f(u) de la expresion (9), usando sélo valores discretos de t, lo que implica tomar
muestras en el tiempo y la frecuencia. Es claro que (9) no esta establecida fuera del

intervalo [a+tb+ t], ya que el lado izquierdo de la igualdad no esta definido fuera de este,
mientras que el lado derecho tiene un comportamiento periédico. Para obtener una
igualdad global, debemos muitiplicar ambos lados de la expresion (9) por g(u - {) y usar
(10}

o~ 01 =0 0ol - ) - "
=0 Gy (W)f(mu, t)
meZ

De donde obtenemos f(f} si integramos con respecto a t y recordamos que

J.|g(u--t)|2 dt= ]|g]|2 Esto produce ciertos inconvenientes para obtener un submarco Gy, ya

que la expresion que arroja la integral es una superposicion semidiscreta de vectores de

marco, pues la frecuencia es discreta y el tiempo continuo.

En lugar de esto podemos usar 1> 0 y:
u)=1Y Jo(u- m)|2 (12)
nez
que es una aproximacién a ||g]|2 por medio de sumas de Riemann, pues:
im H, ()= o =C 1)

Es claro que para toda t>0, H, es periédica de periodo t. Retomando (11), haciendo

t, = nt y realizando la suma, tenemos que:

H, (U)F(U) = 0T Y Gmo ( F(mo,n7) (14)

neZ meZ
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Para obtener f es indispensable dividir por H,(u), ademas de garantizar que
converge y es positiva. La convergencia no representa mayor discusién, por la forma en
que se ha llevado a cabo la construccion, pues (12) esta conformada sélo de un nimero
finito de términos, esto porque el rango de g es compacto. Para asegurar que sea positiva
es condicion necesaria que H, > 0 para 0 <1<b-a, yaque de otra forma H, =0

cuando b < u < a + 1. Es decir, no se puede obtener famenosque 0 <vr<1.

Para tener una reconstruccién numérica estable, es necesario algo mas que
H, > 0. Asumiendo que el maximo de los minimos de las constantes de H.(u) es positivo
ademas de considerar ventanas que no son de tiempo limitado, sera necesario asumir que
(12) converge a una funcién constante pues el minimo de los maximos de las constantes H,

es finito. Sea:

A, = i:}fHT(u) >0, B,= SlipH1(U) < (15)

Por lo visto en (13), es obvio que para tener la mejor ventana, s necesario :

imA, = limB, =C (16)

0% 0%

De aqui que (15) se satisfaga con valores muy pequefios de 1. Si consideramos que (15)

se cumple, entonces:

0<A, <H,(U)<B, < (17)

y podemos resolver (14) para f(u). Por conveniencia sera:

Crn () = Gmone () (18)
™ (1) = H, () "o ()
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<A

T

La expresién (17) implica que HF”"“

Fm,n[]=%<oo, pues I'™" ¢ *(R). Con esto

tenemos que:
f(t) = U‘EZ Z rme (t)?(mu, ) (19)
neZ meZ

por lo gue todo ha quedado en términos de marcos.

Teorema 2.

Sea g €L?(R) una ventana compacta de rango b-a= -1— que satisface (17) para
v

1 )
0<1t<x 3 Sea P,, una latice regular, {(mu, nt):m,n eZ} en el plano del tiempo y

frecuencia con métrica u,, ., que asigna el valor vt a cada punto (mv, nt). Entonces la

familia de vectores g, € G, con (w,t) eP,, esto es:
Gox = {Omom = TmaiMin €2} (20)

es un marco con parametros en P, .. Cuyo operador métrico G; consiste en multiplicar H,

por el dominio del tiempo:
(G.H)(H) =H.(BF() (1)

y cuyos limites de marco 6ptimos son A, y B., que se refacionan con la constante de marco

C= |]g||2 del marco continuo limitado G, por la expresion:

A, <C<B (22)

T

Una senal f eL*(R) puede obtenerse a partir de muestras de su transformada de

Fourier con ventana en P, ; por:
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f= UTZ Z l"m'“?(mu, nt) (23}
neZ meZ
y la unidad resolucion es:
vt Zr’"-"r,;ln =| (24)
mneZ

donde T, = G;'T,,, son los vectores del marco reciproco G™.
Demostracion. Por las expresiones (21) y (14):

G f=vt Zl"m.nI"r;,nf = J.l"m_nl",;lnfdj,tu.1 (m,n) (25)

mneZ

donde el lado derecho de la igualdad es la integral con respecto a du,., por definicion
(Capitulo 1), lo que demuestra que G, es el operador métrico de G, .. Para toda T el? (R)

la definicion de G, proporciona:
(6,1 = [ T(OR, (@t = [ H, () ot (26)

Por la expresion (17), A,||f||2s(f,GTf)sB,||f||2, que es la condicion de marco que

buscabamos. Para probar (22), cbsérvese que:
[H. @du =<3, flofu-no)du=fgf* = <C @)
nel

Integrando (17) en el intervalo 0 <u << obtenemos (22). +

P,.. €s una métrica contable que asigna el valor de uno a cada muestra (m, n). En

este caso el factor vt en (19) y (23) es considerado por I'™". Esto es, que G. es
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) 1 ~1 (b - a) i ] t!
reemplazado por G', ={vt) G, ={—|G, v los limites de marco son A’ =(vt) A,y
T

+iet +2 micot

B, = (ot)"B,. También existe un factor extra, 2x, por usar e** en lugar de e en la

transformada de Fourier, lo que significa que la frecuencia es medida en radianes (en lugar

de ciclos) por unidad de tiempo y debemos cambiar v por EU—
i

G, es un submarco discreto de Gy pues toda I, € Gp, pero nho necesariamente

pertenece a G” pues Hr(u) generalmente no es constante, por lo que G°* no es un
submarco de G°. Entonces podemos garantizar a priori que todos los vectores de I'™" se
puedan obtener de una traslacién y modulacion de una ventana (dentro de marcos
continuos esto es seguro, gracias al hecho de que g®' =C™g,,). Esta es una propiedad

muy importante, ya que de no contar con ella, cada I'™" se tendria que obtener de manera

separada. Afortunadamente, esto es, por la periodicidad de H:

g(t-nt)
HA)
— eZnimtl—-Q,O (t " n'c)

2rioot g(t = nT) _ (28)
H, (t - n‘c) -

mo (t) — g2nont e

Por lo que todos los vectores I'™" se obtienen de I*° por traslacién y modulacion.

G, es un marco lo suficientemente compacto para 1, pues la suma que representa
a G, en (21) tiende a Cl conforme T — 0. No necesariamente la suma es igual a su limite,
por lo que G, . no es limitado en lo general. El formalismo de la teoria de marcos puede
considerar esta posibilidad y nos proporciona una unidad de resolucion que adecua un
analisis y sintesis en forma exacta. La desigualdad (22), sugiere que t se incremente

conforme A—0 0B — .

Consideremos una escala de g:g'(t)-—-s'%g[%] para s>0, tal que

Cs"g‘”z:"g"zzc. Entonces el rango de ¢ es el intervalo [a',b]=[sasb], y
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-7 - . . . . '
u':[b-a] =s~'v. Siguiendo el mismo procedimiento anterior, ahora para © = sz,

tenemos que:

Hy (= Slg(t-ne) = (29)

neZ

Y, ademas:

AU'T' = ianU"t' (t) = AU‘! (30)
: AR .

B, =supH, (1) =B,
t

Esto es, que el conjunto de vectores Iy, =@, generado por ¢ por

traslaciones y madulaciones y con parametros en P, también forman un marco con
limites de marco. Esto demuestra que A,. y B,. dependen solo de vt y que todas las

funciones de ventana se relacionan por su escala.

Es claro que:

oforg) =L - 2=2 (31)

es el radio del ancho de la ventana para los intervalos entre muestreos. Esto mide la
redundancia de nuestros marcos discretos. Como 1 — 0 para una v cualquiera, G, se
vuelve infinitamente redundante. Ofra forma de entender la redundancia es interpretando a
p(v,1) como la densidad de muestreo en el plano del tiempo vy la frecuencia, ya que
tenemos exactamente una muestra en cada celda, con At=+t y Aw =v. El area de esta
celda es AA = vr, que se mide en ciclos o repeticiones. La desigualdad vr <1, que es
necesaria para la reconstruccién, es una manifestacion del principio de incertidumbre. Esto
es, que necesitamos al menos una muestra por cada ciclo, para obtener ia sefial. La
relacién con el principio de incertidumbre es que la desigualdad vt <1 no requiere de un

gran desarrollo, pues puede tomar lugar en una ceida del area AA = 1 en el plano del
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tiempo y la frecuencia, por lo que una muestra en cada celda es suficiente para determinar
f.

Para hacer esto mas eficiente, sera deseable tomar t lo mas grande posible, para

minimizar el nimero de muestreos. Si tomamos el maxime valor de = = b - a, entonces

jo(u—t,)

satisfacer (17). Tal discontinuidad en g conduce a una discontinuidad en f, lo que significa

? y ]g(u—t,,_,)l2 no se empalmaran, lo que obliga a g(t) a ser discontinua y asi

que ft(m)s?(m, t) contiene una componenie de alta frecuencia para producirla. Estas

discontinuidades en g introducen ruido innecesario en la transformada de Fourier con
ventana. Si queremos hacer esto mas eficiente, debemos tomar ©~b-a. Mientras se
mantenga constante el valor del limite inferior A, y g siga siendo continua, entonces g se
vera obligada a cambiar cerca de los puntos criticos de su rango, para satisfacer (17). Esto
nuevamente introduce componentes de alta frecuencia en la transformada de Fourier con

ventana, por lo que mas coeficientes f(mo,nt) con valores altos de m son

significativamente grandes. Por ello, una reduccién del rango de muestreo en el tiempo,
incrementa inevitablemente el nimero de muestras en la frecuencia. La (nica solucion es
que si g es permanentemente continua debemos hacer A, lo suficientemente pequefio
conforme t-— b-—a, pues H(t) debe ser pequefia en el empalme de las dos ventanas
consecutivas. Asi la reconstruccién es inestable y es lo que queremos evitar. Por esta
razén, es mejor aceptar que g{t) es continua y dar margenes entre T y b - a lo que sugiere
un sobre muestreo, que es preferible. Esto es exactamente el tipo de intercambio

caracteristico del principio de incertidumbre.

La ecuacién (19) es similar a la férmula de Shannon (1) excepto que la sefial se

toma ahora en el tiempo y la frecuencia y no solo en el tiempo. No es necesario asumir que

f es de banda limitada pues la expresion es aplicable para toda f eL*(R).
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La interpolacion dada a una muestra por ciclo, también se aplica al teorema de

Shannon. El muestre se lleva a cabo sélo en el tiempo, con intervalos At < :—2-15 donde Q es

el ancho de banda de f. 2Q es el ancho del rango de ?(m), y AoAt<1.]

Teorema 3.

Sea g el?*(R) una ventana de banda fimitada, con §(w)=0 fuera de a <o <B.

Seat=(B-a)", O<v< —1—, y definase:
T

K,(©)=v y?Z lg(@ - mv)’ (32)

. ce 2 .
como una aproximacion discretaa |§|” = C . Supdngase que:

A, =infK, (0)>0 y B', =supK, (o)< (33)

Sean P,. v G,, definidos por el teorema 2. Entonces G,, es un marco con parametros

dados por P, .. Su operador métrico es el resultado del producto K, en la frecuencia:
(G.1)" (@) =K, (0)f(«) (34)

y las constantes dptimas son A’, y B’,. Que se relacionan con la constante de marco

C =|g[* del marco continuo limitada, G, por:

A, <Cx<B, (33)

! Esta es una forma mas facil de entender la razén de muestreo de Nyquist
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Una sefial f cL?(R) se puede obtener de muestreos en su transformada de Fourier con

ventana en P, por:

f(co) = VUt Zf‘m'" (a))?(mu, nt) (36)
’ mneZ
y la unidad de resolucion:
vt Y T, = (37)
mneZ

donde T'™" = G™'I',,,, son los vectores de marco de G™".

Demostracién. La expresion (32), es periodica de periodo v para v > 0. Sumando sobre

o = N, tenemos que:

Ko (0)f(©) = 01> > dmom (@)f(mo,m) "(38)

neZ meZ

por (38) y (34).

(Guf),\ =vt Zrm,nrr’n,n% = ;rm.nrr;.n?dp'v.t (39)
mneZ

con lo que hemos demostrado que G, es el operador métrico de G,, .. Para toda fel? (R),

la definicion de G, proporciona:
(o) = [ K, (@f)o - [ i) K, (o) (“40)

como (33) implica que A', ||f||2 < (f,Gﬁ) < B'[|f]|2 , tenemos la condicién de marco necesaria.

Para demostrar (35), sea:
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_{:Ku(m)do) = UZ ﬂg(a) - nu)|2doa = u”g”2 =vC (1)
nez

integrando 0 <A’ <K (0)<B', < en 0 <® < v, obtenemos (35). ¢

2. 2. 1. Muestreo en el Tiempo y Muestreo en el Tiempo y la Frecuencia.

Supongamos que f(co): 0 fuera del intervalo de la frecuencia de banda [co} <Q

para Q > 0. Para la ventana, se toma una g(t) tal que g(w) =P (») donde:

Po(0) 1o} < Q (42)
W)=

? 0,0 > Q

Llamamos a Pg el Filtro Ideal, con ancho de banda Q, ya que al multiplicar la

frecuencia por Pgq, son filtrados los componentes de la frecuencia, cuya |co] > Q, dejando

sélo los componentes no afectados. Haciendo g =P, tenemos:

sen(2nQt) (43)
it

(1) =Pa(t) = [ €*™do =

Ya que g tiene un rango compacto, el teorema 3 se aplica al intervalo de muestreo en el

tiempo 1 = (2(2)_1. En este caso, podemos tomar el intervalo de muestreo en la frecuencia

maxima u=1=29, pues K(m)=2§2, por lo que (33) es ahora A',=B',=v (éxcepto
T

cuando o es un muitiplo de €, y este conjunto es insignificante, pues su métrica es cero).

Todos los términos con m= 0 en (36) no son validos. Esto porque:
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fema,t) = [ e* eV - 2mo)f(w)do = (44)

= J:ez"i“"f(m + ZmQ)do)

y el rango de f{o+2mQ) es -(1+2m)Q <0 <(1-2m)Q. Ademds, (40) muestra que

?(0, t) = (t), por lo que:
F(mu,me) = 85,f(ne) (45)
en (36). También:

sen[ZnQ(t - m)] (48)
21Q(t - nr)

1 1
o (t) = 555 Fon (t)= 55 g(t~nt)=

Sustituyendo (45) y (46) en (38) y tomando la inversa de la transformada de Fourier

tenemos la formuta de muestreo de Shannon.

Para sefales de banda limitada, el teorema 3 conduce a una generalizacion del
teorema de Shannon. Nuevamente, supéngase que f(co) =0 para |o| > Q. Para un entero
M >0, sea L = 2M + 1, y sea una ventana g(t) =P.(t), entonces ¢ =%. Si tomamos el

20
L

, . . . 1 2Q
intervalo de muestreo en la frecuencia méxima v=-—= T’ K(w)
T

, segun (33). Ahora
bien, la suma sobre m en {36), se reduce a una suma finita en |m| <M, pues L = 2M + 1

Q . -
subbandas, de ancho —2—, son necesarias para barrer el ancho de banda de f. Por lo que

tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 4.

Sea f una funcién de banda limitada con f(m) =0 para |o|>, sea M =0, 1

un entero y sea:

20 1 @
M+1 v
Entonces:
R G o
) imlzsmée zﬂg(t_m) f(mu,n—;)

Por lo que la obtencion de la sefial de banda limitada, puede ser hecha en paralelo en

oM + 1 subbandas de frecuencia diferentes B, (m = -M, ..., M) de [—Q, Q], donde

- (49)
B, = {m:lco —~my| < 9} - [(2m ) Q, (2m+1) Q:I
L 2M +1 2M +1
Demostracion.
Bm :{(O:I(D—ml)lsg}:{@:—ggw_musg} (50)
L L L

paraQ>0,comoL=2M+1, v= 229 , fenemos que:

(61)

r-],b
1A
e
|

™| '.O

/\

2M+1 [2M+1) 2M 1
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2me
d 51 ———:
Sumando a {51) Mt

2m—1QSms2m+1Q (52)
2M+1 2M+1

Esto es:

L 2M+1 " 2M+1

B ={a):|m—molge}={(2m_1)g (2m+1)9]_‘

Una ventaja que tiene este esquema, es que el rango de muestreo para cada

subbanda es:

= 2Q - RNyquist (53)
2M+1 2M+1

Ru

Cuando M = 0, (48) es la formuia de Shannon con razén de muestreo de Nyquist.
Para M > 1, un rango mas amplio puede ser usado en cada subbanda. Lo ideal seria usar
fa menor razén de muestreo en subbandas de baja frecuencia, pues las frecuencias bajas

varian en forma muy lenta a diferencia de las frecuencias altas.

En la practica, sélo un nuimero finito de operaciones pueden ser calculadas. Por lo
que las sumas en m y n en (19) y (36), asi como las sumas en n en (48), deben ser
truncadas. Esto es, la reconstruccién en todos los casos es una aproximacion por medio de

una suma finita:

fum (U) = vt Z ZF‘“‘" (u)'f(mu, nt) (54)

Jej=Min]sN

Esta frecuencia es buena si la ventana esta bien ubicada en la frecuencia y en el tiempo y

si My N son lo suficientemente grandes.
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2 2. 2. Submarcos Discretos en Tiempo y Frecuencia.

Supoéngase que tenemos una funcidn ventana g eLz(R) tal que ni g ni g tienen

rango compacto. Seav > 0, v > 0, Py, ¥ G .. satisfacen los teoremas 2 y 3. G, no puede

ser un marco si vt > 1.

Aungue no es condicion necesaria y suficiente para que G, sea un marco cuando
vt < 1, es de gran ayuda dar dos condiciones, una necesaria y otra suficiente, las cuales
estan estrechamente ligadas con otras condiciones. Sabemos que G,. €5 un marco y
estimamos sus limites de marco, por lo gue podemos usar el esquema de aproximacién
recursiva para hallar el marco reciproco y asi reconstruir una sefial con los valores de su

transformada de Fourier con ventana tomados de P, .. Sea:

H, () =<3 fo(t - o) 55)

neZ

K. (»)= tngzlﬁ(co - mu)‘2

que son aproximaciones discretas a "g]l2 y HQHZ por medio de sumas de Riemann por lo que

sig(t) y §(w) son continuas:

im H, (o) = o = (s0)

im K. (o) = =
Sea:

A, =infH ()  B.=supH.(t) (57)
A, =infK (o), B, =supK,(o)

Cuando ambas g y § se comportan de forma regular, (56) sugiere:
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iim A, = lim B, =G (58)
lim A', = lim B',=C
v=0* u—0*

De donde para una v y 1 lo suficientemente pequehas, se cumple:

0<A, sH,(t)<sB, <= (59)
0<A, <K, ()<B, <o
Por lo teoremas 2 y 3:
0<A 2C<B, <oy 0<A <C<B <x (60)

De donde g es de tiempo limitado y G,. es un marco, y entonces los limites de marco
optimos para G,; son A', y B',. Los limites de marco {(cuando G, es un marco), dependen

de v y Ty no pueden ser calculados exactamente.

Teorema 5. Condicién Necesaria.

Sea G,; un submarco de G, parametrizado por P,. con limites de marco

0<A,, £B,, <w=. Entonces H.() v Ky(o) satisfacen ias desigualdades:

0<A,, sH(t)sB,, <o (61)
0<A,, <K,(t)<B,, <w

Por lo que los limites de marco de G, estan relacionados con la constante de marco C de

Gy, por:

A,, <CsB,, (62)

Demostracion. Por transitividad, obtenemos (62) de (61) y (27). ¢
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Teorema 6. Condicién Suficiente.

Sea g(t) tal que:
a0 N1+ 1) 3
parab> 1y N> 0. Sea 1> 0 y supdngase que:
A = it}fHT >0,8B, = SLthH1 <0 (64)

entonces, existe una frecuencia inicial v,{t)>0 y paratoda 0 <v < v,(t) un niimero 3(v,

1) con 0 < 8(v,t) <A, tal que:

A, =A, -8v,1) (65)
B,. =B, +3(u,1)

son los limites de marco para G,., es decir, el operador:

G,,=vt Zrm,nr,;.,, (66)

mnel

satisface A, I1<G,, <B,.l.

Demostracién. Supongamos que g es continua con rango compacto en [a, b] y g(t) #0 en

(a, b). Entonces el teorema 2 demuestra que G, ; es un marco siysolosi 0<t<bh-a= —1—;
v

como A, >0si O<1 <1, pero A, =0sit -1 Porlo que este teorema impone v, (<) = l.
8] v T

* Condicion de Regularidad
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Cabe aclarar que no es necesario que A,; ¥y By, sean los limites de marco

dptimos. Si tomamos 0 <v < uo(r) tal que G, garantice un marco, podemos afirmar que

los limites de marco satisfacen:

O<A,, <AFP <BY <B, < (67) ¢

u,T = Wt —

La expresion (65), junto con 8(v, 1), es llamada estimacion de los limites de marco

optimos.

Para corroborar la importancia de los teoremas 5 y 6, sea G,, un marco cuya

existencia esta avalada por el teorema 6, lo cual implica que:

A, < ir}fH,(t) =A, (68)
B,. >supH_ (1) =B,
1

Esta es una afirmacion un poco mas débil que (65) (si tenemos forma de obtener 3(u, 1)).
De hecho, esto demuestra que la diferencia entre la condicién necesaria del teorema 5 y la

condicion suficiente del teorema 6, es el factor 8(v, 1).

Por la simetria de la transformada de Fourier con ventana con respecto a la
transformada de Fourier, el teorema 6 puede demostrarse invirtiendo los papeles del

tiempo y la frecuencia. Esto es, iniciar con v > 0 y suponer que A, sinfK, (o) >0y
B', = supK,(0) <. Sea §(e). que satisface la condicién de regularidad. Entonces existe

un intervalo de tiempo inicial, uo(r)>0, y para toda 0<1 <TO(D), existe un nimero

0<8'(v,1) <A',, tal que:

A=A -8(v,7) (69)
B',,=B',+8'(v.7)



U. N. A. M. EscUelA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 61

son también limites de marco. En general, estos nuevos limites diferiran de los anteriores.
El mejor conjunto de limites es aquel que se obtiene de tomar unos A, ; y A’, . mas grandes,

B,. ¥y B, Mmas pequefios.
Para el casc cuando g tiene un rango compacto, G, €8 un submarco de G, pero
en general G** no es un submarco de GP. Es importante saber que los vectores se pueden

obtener todos a partir de un solo vector por traslaciones y modulaciones.

Definamos un operador T de traslacion y un operador M de modulacion:
(TOR) = f(t—r) y (ME)(t) = e>(}) (70)

Entonces, todos los valores de G, . se generan a partir de g por potencias de T y M, esto

es.
T, =M"T"g (71)

y, como se mencioné en el capitulo anterior, ambos operadores son conmutativos con

respecto al operador métrico (66), es decir:

TGU,r = Gu,‘rT r MGU,‘: = Gu.‘tM (72)
Consecuentemente T y M conmutan con G;fr V.
™ =Gy Ty = G M T"g=M"T"G, g (73)

lo que hace que I'™" se obtenga de G;f,g por traslacién y modulacion, de la misma forma

en que se obtuvo ', de g.

El teorema 6 no se aplica cuando vt = 1, ya que v < 00('5) <™. Aungue existen

marcos discretos con vt = 1, la construccion en la seccion 2. 2 sugiere requerir de un
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comportamiento castico de gft) o @(a)), por lo que para resolver esto es necesario hacer

uso del teorema de Balian.
Teorema 7. Teorema de Balian.

Sea G, . un marco con vt = 1. entonces al menos una de las siguientes igualdades

se cumple:
[ et dt=x 0 [ o?ffe) do =« (74)
Esto es, que g decrezca rapidamente en el tiempo o g lo haga en la frecuencia.

Demostracién. Para demostrar este teorema, haremos uso de la transformada de Zak'. Si

asumimos que G, es un marco, entonces:

2 EE[Zf(s.t)|2]Zg(s,t)|2dtds (75)

2[(f.c.)

v,T

y como Z es un operador unitario, tenemos que:

0<As|zg(s. ) <B<w (76)
Los vectores de marco duales estan dados por:
G = (FF) 00, (77)
Como Z(F'F)Z‘1 es igual a multiplicar por |Zg[2, se sigue que:
(78)

75,.=|2d" 29,

" paubechies |, Ten Lectures on Wavelets, SIAM, Philadelphia, 1992.



t. N. A. M. EscucLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 63

(25, o) = 2o e 25 = )

o 27ivs o -2t ml -

gue pertenece a ="' Es decir:

G (1) = e*™g(t-<) (80)

con Z'=;.
Z

[(#)

Ahora, supongamos que jt2|g(t)[2 dt < oo, _{m2|g(co)[2doo <w, es decir que
Tg.Mg €L*(R), que es una contradiccion, lo que terminara demostrando el teorema. Como

TgMg L*(R), tenemos que:
2.(29).2,(29) <*([01") (81)
Por lo que:
0,25=(20) 9,29 vy 0.25=(2) 529
que también pertenecen a L? ([0,1]2); y TaMG cL*(R).

También se debe cumplir que:

' Definimos al subespacio 2> como 2 = {F:R2 — CiF(s,t+1) =F(s.t)F(s +1t) = eZ““F(s,t)} y

FI2, = [ [F(s.9f dsat <oo
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<§,gm) o <Z§.Zgu‘1) = _[: Eza(s:t)zg(s,t)e‘zﬂlus & Pids = 5, 5, (83)

similarmente:

(9.G,7) =5.,8 (84)

by o

i~

Como Tg,Mg el? (R) Y (gw)u_1 EZ.(QU,I)WEz forman un marco dual, tenemos que:

(TaMg) = 3" (6,8, }(go..M8) (85)
Pero:
(Mg.G,.) = [ta(t)e ™ gt - =it = (86)
= Ig(t)e_zﬂiUl (t - T)a(t - ‘[:)jt =
={9_,-Mg)

porque {g.3,,. )= 8,050

Similarmente, para (g, T8) = (T6.§.,—) - Como consecuencia:

(TgM3) = > (M9.G.., - ){g-v - TG) = (MO, TG) (&7)

v,T

donde el tltimo término esta bien definido, porque Tg,Mg el? (R)

Pero (Tg,ij):(Mg,Tﬁ) es imposible, pues para dos funciones fi y f; que

satisfacen lfj (t)l < C(1 + tz)_1 . Fj (co)l < 0(1 +o? )_1 tenemos:
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(TE, M) = [, (O (t)elt = (88)

= - [i{tf", () + f, O (Dot =

= ilf, f, )+ (MF,, Tf,)

Por otro lado, como Tg,Mg eL?(R), existe una g, que satisface |g,(t) < 0(1 + 12)_1 ,

~ _1 0 - -
|, (0} < 0(1 + mz) tal que lim g, =g, mMg, =Mg y Iim Tg, = Tg. Entonces:

(Mg, TG} = lim (Mg,.T§,) = (89)
erl[(Tgn vM§n> + i<gn 'an )] =

=1
=(TaMg) +0.3)

Retomando (88), tenemos que {(g.§)=0, y segin (84), (3.9)=1, lo cual

contradice el teorema y, consecuentemente, lo demuestra. ¢

Por tanto la representacion completa de un marco G, . con ventanas gaussianas
- -_— 2 s
existe. Sea g(t)=Ne™" , para N, a > 0. G, no puede ser un marco si vt > 1. Por lo que

una condicién suficiente y necesaria para que G,,, sea un marco es que 0 < vt < 1, cuando

la ventana es gaussiana’'.

Los marcos discretos G,. no consideran todas las posibilidades, ya que sélo

incluyen latices regulares es decir, At = cte, Aw = cte, estas latices son paralelas a los ejes.

Aunque para latices regulares los teoremas 2 y 6 no agotan todas las opciones ya
que existe un método de deformacion para que a partir de un marco dado se obtenga toda
la familia de marcos relacionados. Este método proporciona marcos que no son de tipo G,

pero conservando los limites de marco. Algunos de estos marcos usan latices regulares en

' Bargmann en 1971 demostré que, para vt > 1, I'mpn expande L%RY), pero no proporciona una férmula
de reconstruccion. Utilizo Teoria de Distribucion de Valor para Funciones Enteras de Tipo
Exponencial, lo que hace posible |a retacion de la transformada Gaussiana con la transformada de

Bargmann.
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el plano del tiempo y la frecuencia, las cuales estén rotadas en los ejes. Otros usan latices
irregulares, que se obtuvieron de latices regulares par una compresion o descompresion.

Para entender este método, considérese el espacio de Hilbert, CN, finito. Sea R(0) una

rotacion del angulo 8 en el plano de C". Entonces definimos R(8)C" —C" como una
rotacion expandida por {b;,b,} . De hecho, R(6) es unitaria, R(8) + R(8) = I. Por lo que R(6)
conserva el producto interno, los angulos y las Iongitudes. Ademas, la familia {R(E)):B eR}
es un grupo de parametros de operadores unitarios, por lo que R(6;) R(82) = R(6, + 0y).
Dado un marco Hy, = {h,} = C", sea hj =R(@)h,, v Hy = {h?n:m eM}. Por o que Hy, es
también un marco con los mismos limites de marco de Hy y Hy; = H,,, donde ia familia
{HE,,:B ER} es una deformacion de Hy. Obsérvese que este es un conjunio cuyos

elementos son conjunios de vectores.

Retomando el caso general, sea H un espacio de Hilbert cualquiera, sea M una
métrica del espacio, y sea Hy un marco generalizado de H. Cualquier operador adjunto H

= H en H genera un grupo de parametros de operadores unitarios en H, definidos por

R(6) = €®"". Si retomamos h° y H’, nuevamente cada Hy, sera un marco con los mismos

limites de marco y Hf, = Hy,. Esta es la idea de deformacion de marco. Existe un nimero

infinito de operadores adjuntos H en H y ninguno proporciona deformaciones iguales.

Es importante elegir un H que conserve el plano del tiempo y la frecuencia del

marco, io que no todos cumplen.

2. 3. Ortogonalidad

En este punto, buscamos construir un marco ortonormal, o algo similar. Sea G,, -

un marco generado por una ventana de tiempo limitado y sea:

' Este operador se defini6 a partir del Teorema Espectral de la Teoria de Espacios de Hilbert.
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¥ =Gy, (90)
Entonces:
Gf=uc Fn‘i.n(ﬂ’;i,n)* oy ©1)
mheZ

y G*_ es un marco limitado por A = 1. Como los operadores de trastacion T y modulacién

A

M son conmutativos con G, también conmutan con G2, Por lo que:

It =G MM T"g=M"T"G7g =M"T"g" (92)

donde:

(93)
g'(t)=

AT
(*9)0- 1

por (21). Entonces los vectores de marco T}, se obtienen de g*, de manera analoga a

como se obtuvieron 'y, de g.

Teorema 8.

Sea gel?(R), 0 <A, <H, (t)<B, < y retomemos g*. Entonces ug#” =1.Siges

de tiempo limitado, (por lo que el operador métrico de G, . esta dado por (21)}), entonces

G*, esta normalizado para toda mneZ.
Demostracion. (92) implica que:

HE D) = < Jg* (t-ne) =1 vt (94)
neZ
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integrando sobre 0 <t<v y usando (27), tenemos que ug#" =1, ¢

De (91) vemos que para toda f eL*(R):

i —Utm%z' r,f,,,,fl (95)
Sif =
1=[eh —UTZ' (rh, i) = (96)
- m[1 N (m,.éj.k) (T T )lz] _
—t

donde Ofk es un marco discreto, que se definid en la Gltima seccion del capitulo 1. Queda
claro que GE, es simétrico, pues Ofk es independiente de j y k y su indice de

ortogonalidad es O —supOJR =1-v1. Por lo que Gﬁ.‘r no es ortonormal si vt < 1.

Ademas, es redundante, por lo que tampoco es una base. No debemos olvidar que p(v, 1)

= (u7)" es una métrica de redundancia. Cuando vt ~1, 0* 0,y G?  es casi orfonormal;

cuando vt — 1, G, . es ortonormal. Requerimos que g y g* sean discontinuas para que

v,
su transformada de Fourier decrezca lentamente. Este meétodo proporciona hases
ortonormales, con una resolucién de frecuencia escasa. Similarmente, cuando g es de

banda limitada, el método proporciona un marco ortonormal en el limite vt -> 17, pero con

escasa resolucion. Es claro que la carencia de bases de notas ortonormales con buena

resolucion, es una caracteristica general de ia transformada de Fourier con ventana.
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3. MARCOS DISCRETOS

Uno de los aspectos mas
interesantes del mundo es que se
puede considerar que esta
compuesto de patrones. Se
caracteriza mas por el orden de
los elementos que fo componen,
gue por la naturaleza intrinseca
de estos.

Norbert Wiener

En el Capitulo 2 demostramos que para obtener una sefial f a partir de su

transformada de Fourier con ventana era necesario contar con un conjunto en el plano del
tiempo y la frecuencia, denotado por P = {(mo.m:): mn e Z} . Ahora, dentro de este capitulo

generaremos un subconjunto discreto regular en el plano del tiempo, que sea apropiado

para la transformada Wavelet.

3. 1. Muestreo en la Escala del Tiempo.

Un muestreo regular en la escala se refiere a que el paso de una escala a otra es
igual. Como el uso de escalas requiere de productos y no de sumas, reguerimos un factor
de escala cualquiera, ¢ > 1, y considerar sdlo las escalas s, = c", meZ lo cual

simplemente proporciona escalas positivas. Valores de m > 0, generan escalas toscas y
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valores de m < 0 dan escalas finas. Si la wavelet madre y se compone de frecuencias
positivas y negativas, como se menciond ‘entro del Capitulo 1, Teorema 1, [as escalas
positivas seran suficientes para reconstruir la sefial, mientras que si y solo cuenta con
frecuencias positivas, como en el Teorema 3 del mismo capitulo, entonces debemos
considerar también las escalas negativas -s,, = -¢" para muestrear la frecuencia negativa
de f.

La transformada wavelet continua cuenta con propiedades, que nos permitiran

llevar a cabo el muestreo. Si escalamos la sefial, esto es:
('t (1)’
f{t)=oc zf(—-)
) =c7<

entonces su transformada wavelet continua se relaciona con f por medio de :
¥ (os.0t) = T(s.1) @

Por lo que la transformada wavelet continua no tiene preferencias entre una escala
y ofra. Para que un subconjunto discreto de wavelets herede esta caracteristica es
necesario que al pasar de una escala sm = ¢ @ Spm = oSy, Se vea incrementado el

intervalo de tiempo de muestreo At con el factor .

Como tomamos At = ¢™'1, donde © > 0 es un intervalo de muestreo cualguiera en la
escala s = 1, el rango del tiempo de muestreo se ajusta inmediatamente a la escala. La

latice regular P, . en el plano del tiempo y la frecuencia es ahora:
S,. = {(c'“,ncmt):m,n eZ} (3)

en el plano de la escala del tiempo. Esta es una latice hiperbdlica, ya que todos los puntos

se encuentran en una mitad del plano hiperbolico {(s,t) eR?%:8 > 0} , donde la geometria es

' f, es una version ampliada de f, pues o > 1.
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tal que conforme los puntos convergen al eje horizontai (s = 0), mas se contrae la
hipérbola.

3. 2. Marcos Discretos con Wavelets de Banda Limitada.

Como se vio en el capitulo 1, el conjunto de todas las wavelets vy, ,, generadas por

una wavelet madre y por traslaciones y escalaciones, forman un marco, indexadas por el

. . fs dt

tiempo en la escala del tiempo s, con métrica ds—-. Denotemos a este marco por Ws. En
s

este apartado, construiremos la teoria necesaria para generar una escala de submarcos

discretos de Ws en el mas simple de los casos, esto es, cuando (o) tiene rango

compacto. Para esto es necesario crear un tipo de submarcos semidiscretos, indexados en
forma discreta en el tiempo, pero de escala continua. Un caso particular de esto, sera

cuando la escala sea discreta.

Supéngase que tenemos una wavelet madre de banda limitada: {(@)=0 fuera
de o < @ < B, para - <o <B <. Retomando la expresion para la transformada wavelet

continua:
~ .o - n 1
F(s) = Gak = i [ 2 F(s0)(0)do “)

donde s=0. Queda claro que estamos considerando ambas escalas, positivas y

negativas. En el desarrollo de la transformada wavelet continua, tomamos la inversa de la
transformada de Fourier de (4) con respecto a t, para obtener E(soa)f(co), que &s una
funcién de banda limitada, valida solo en el intervalo I, = {®:a < s SB}, que puede ser

expandida en una serie de Fourier en lugar de una integral de Fourier, pues o esté limitada

(b-a)

al rango. El ancho del rango es | I que varia segun la escala. Sea:
s

' Conp=1/2.
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i=(p-a)" . ®)

Este sera el intervalo de tiempo de muestreo en la escala s = 1. El intervalo de tiempo de

muestreo en la escala s es__|s|t , Pues:
o] $(s0)i(0) = [s|r§ze“2“'“"’s’cn(s). c,(s)o el )
donde:
ca(8) = Eﬂez"‘“’s‘ |s|%$(sm)f(m)dm = f(s,ns1) 7)

Como el integrando no es valido para o ¢l;, podemos extender entonces la integral a
o eR. La expresion (6} es valida sélo para o €l; pues el lado izquierdo de la igualdad no

se satisface fuera del intervalo, mientras que el lado derecho, como anteriormente se
menciond, es periddica. Para que sea valida en forma global, multiplicamos ambos iados

por lsl_% Y(so):

%ff;(sm)'f'(s, nst) = (8)

|\D(sco) f(co) = 'EZ R
neZ

= TZ {l\J s.nst (0))?(3, DS‘L')
neZ

Ahora bien, para obtener f(co) sdlo debemos integrar ambos lados de la expresion (8) con

... ds . L
respecto a la metrica P usando solo escalas positivas:

. 2 d ~ ~ d 9
f|q}(m)|2f(m)—s—szrn§ fq;slns,(co)f(s,nsr)-gs- ®)

donde:
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Y(o)= [ i) = (9

S

La igualdad (9) demuestra que f y f se pueden obtener totalmente si dividimos por
Y{w), lo cual tiene sentido para casi toda w. Pero si o > 0, requerimos de un cambio de

variable £ = sw :

Y(o)= [l 5=, (1)
analogamente, sio <0, € = -sw:

Y(o)=[ l‘?’(‘e)lgf <. (12)

Por lo que para obtener f de los valores de f(s,nst) con s > 0y neZ, una condicion

necesaria y suficiente es que ambas constantes de marco sean positivas y finitas:
0<C, <> (13)

Esto, como se recordara, es la condicion para que la wavelet madre sea aceptada

(Teorema 1, Capitulo 1). Para que (13) sea valida, es necesario que \I;(oo) — 0 conforme
w — 0 y el rango de { incluya @ = 0, esto es, a < 0 < . En caso de que esto no se
cumpla, es decir, o > 0, entonces tendremos que hacer uso de las escalas positivas para
obtener f. Asumiendo que (13) se cumple, entonces [a divisién por Y(w) tiene sentido

paratoda o =0 (pues Y(0) = 0 siempre que {;}(0) =0) y recordando la expresion (7):

f{o) = TY(m)'_1z [ G0 (5157) gs _ (14)

neZ

=<3, [ (@)f(sns) = o %0

neZ
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donde w*"™ es la wavelet reciproca y>" € W*®, con t = nst. Tomando la transformada de

Fourier, tenemos, en L*(R), que:
SNSTE ds (15)
f=1 Yy (s, nst)—

Con lo que obtenemos un submarco semidiscreto de Ws, usando sdlo vectores de s, 4
cont = nst, neZ, el cual denotaremos por W.. Los limites de marco son los mismos que

para Ws:
A=min{C_.C,}, B=max{C_,C,} (16)

Recordando que si C. = C, el marco es limitado, el marco reciproco, W', es un submarco de
W pues T(s,nst) = (W) f, ¥ tiene una unidad de resolucion discreta en L*(R), la cual es

semidiscreta:

TZ fws,ns‘r (W snse )‘ % =1 (1 7)

neZ

. e . . . ds
Nétese que la métrica de la escala continua de la expresion (17) esta dada por —, en
5
ds . - -
lugar de -, como en el caso donde ambas escalas eran continuas. Las métricas difieren
s

. ds . . : ds .
en el sentido de que —, es invariante, mientras gue —- no, pero si hacemos las escalas s
s s

= As’ para una A > 0, entonces gs =d—S mientras s = lﬁ. En el caso continuo, la

3' S (s,)Z SZ

métrica en el tiempo es:

dsdt _ ds dt (18)
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Esta descomposicién muestra el producto de una métrica invariante en s, con una métrica

covariante en t. Cuando el tiempo es discreto, -(:i} se sustituye por ¥ 1 Porlo que a
s

ds fous - .
1— la podemos entender come una métrica semidiscreta en el conjunto de escalas
s

positivas y tiempo discreto, donde cada n asigna una métrica t. De esta manera, el lado
derecho de (15) es una suma de Riemann en el tiempo, con una aproximacion de la
integral sobre la escala del tiempo asociada al marco continuo.

Para obtener una escala discreta consideremos unas >0y s, =¢™, con un factor

de escala o > 1y meZ. Entonces el incremento en sy €8 ASm = Spaq ~ Sm = {c - V)8, La

N ds As . . .
version discreta de .y es entonces — ™ = o —1. El hecho de que ésta sea independiente

Sm

- . . ds et . As
de m significa que, al igual que su contraparte continua 5 la métrica discreta —™
Sm

maneja a todas las escalas de igual forma. Cuando @(m) es continua, la integral Y(w) es:

(19)

)= -1 5lomol |

c—1

De donde, para ¢ > 1, definimos:
“ z 20
Y(w)=(c~ ‘I)Z,xp(o‘"‘m)| (20)
meZ

gue es una suma de Riemann gue se aproxima a la integral. Como vimos en el capitulo
anterior, H. y K., son de gran importancia para llevar a cabo ia transformada de Fourier con
ventana discreta. Lo mismo sucede con Y, en la transformada wavelet continua.

Retomando (11) y (12):

lim Y, (w)=Y(@)=C,, Vio>0 (21)
o—1"

* Lo cual explica el porque del factor 1 en fa suma (13).



U. N. A. M. EscUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 76

cuando ¥ es continua. En general, (21) es valida para casi toda o > 0, no cumpliéndose

en e} conjunto de métricas cero. Queda claro entonces, que Y {(w) s una escala periédica,

pues:

Y,(c*0)=Y,(0), Vkez (22)

Por lo que Ys{o) es discontinua en ® = 0 pues Yo(0) = 0 ya que ({0)=0 y Y (o) no es
valida en (21), por lo que Ys o) = p > 0 para o =0. Entonces (22) implica que

Y, (ckao)=p, Yk €Z pues s @, — 0 conforme k — e y Y(w) es discontinua en o = 0."

Una consecuencia de la periodicidad y dilatacion es cuando se toma una

frecuencia cualquiera, v > 0, e integrando Yc(ia)) en un periodo v <o < v con métrica

, . do
invariante —
)

(23)

f\)Yﬂ (io:.)--dE = (c - 1)2 fﬁl@(:tcmco)r Emcﬂ =
0' 1)2_[ 2 dE
- (o' 1)2 flq}(+g == .5 1)0

Donde el lado derecho de la igualdad es independiente de v, esto porque la escala es

periddica.

Sean A,, y B, el limite maximo de los minimos (Aw) Y el limite minimo de los

Maximos (Bgyp) de Y, (o) para o > 0%

! Esta discontinuidad es tanto por la derecha como por la izquierda.

2 Tedricamente debemos usar los limites aptimas (A ¥ Bep), 108 cuales ignoran los conjuntos con
métrica cero. Pero como se vio en el capitulo anterior, para el muestreo en tiempo y frecuencia no es
necesario. Sin embargo, para la expresion (24) debemos excluir o = 0. De otra forma no seria valida.
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A, =inf Y, (t0), B,,=supY,(tn) B )
w>0

=0

Esto porque la escala es peridédica para cualguier v > 0 y tomando A y Bsyp de un periodo

[u, ucr]. En el caso continuo, sélo considerabamos la condicion 0 < C, <« para reconstruir
la sefial. Ahora, tenemos condiciones mas fuertes, A, >0, B, ; < por lo que podremos

asumir gue:

0<A,, <Y,(t0)<B,, <o, para casi toda © > 0 (25)

que es la condicion de estabilidad. Cuando se comporta en forma razonable, (21) sugiere
que A,, > C, ¥y B,, = C, conforme ¢ — 1%, y la condicion de estabilidad se reduce a la

condicion para que la wavelet madre sea aceptada.

Sustituyendo (23) en (25), tenemos:
0<A,,Inc<{c-1)C, <B,,Ino < (26)

Probando asi que la condicién de estabilidad genera la condicion para que la wavelet
madre sea aceptada. Por lo que la condicidn de estabilidad es mas fuerte que la segunda.

En la definicidn (20) de Y {w) se pudo haber escogido un factor in o, en lugar de

As .
(6 - 1) para representar —=, pues o-~1~Inc cuandc o~1. Lo que llevaria a
Sm

Ac™ = Ae™"® ~ c"A(mins)=0c"Inc. La expresion (26), se simplifica y queda como

0<A,, <C, <B,, <o,

Retomando la expresion (8), repitiendo el mismo proceso gue nos llevé a obtener

(15), sblo que esta vez usando exclusivamente escalas discretas, y definiendo:

Wnn (t) =Y g pome (t) = cng\p(o"mt — m:) (27)
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entonces ?(c’“,nc"’t)ﬁi’,;lnf. Multiplicando (8) por (o - 1) y sumando sobre sy = o",

tenemos gue:

Y(,%(co) = (0’ - 1)'c Z"i"m'n (w)‘l‘;,,nf (28)

mneZ

Donde el factor {c - 1)1 del lado derecho de la igualdad es considerado como la métrica

asignada a cada punto muestreado en el conjunto S, = {(cm,ncm'r): m,n eZ}. Esto es, la

métrica continua es ahora una métrica discreta definida por:

At 29
dszdtzqq_s_it._)llsm_@=(c-—1)’r ( )
s s S s S

La expresion (28) expone que el operador métrico para el conjunto de vectores {lifmln}

surge de multiplicar por Y {w) en la frecuencia, esto es, un filtro:
(G.1)" (@) = Y, (0)f(0) (20)
Sea:

A, =min{A,, A_} = infY, (o) (31)

[+
w

= max{Bﬂ, ,B_.G } = sup Ya (CO)

[ E0]

[+ 3

Entonces, por (25), tenemos que:

0<A, <Y (0)<B, < (32)

Para toda f <L2(R) Por la identidad de Parseval:
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(5.6, = (. (0.1") = [ @)Y, (o)) - (33)
= [: Y(o) f(m)lz dw

Por lo que, de (32).
A < (.61 < B, I” (34

Con lo que hemos demostrado que {¥,,,} es un marco con operador métrico G, y

limites de marco A, ¥ B.. De [a expresién (28), tenemos que:

f(m) = (c - 1)': Z gmn (m)‘i’,;,nf (35)
m.ne
donde:
e ()=, (m)~1 {I‘Jm.n (o) (36)

son los vectores de marco reciprocos en la frecuencia. En conclusién, todo lo anterior

queda expresado en el siguiente teorema’.
Teorema 1.

Sea v el?(R) una funcién de banda limitada, con {)(w)=0 fuera del intervalo
a<n<B. Sea 1= ({3-—(1)'1 vy Yo{0) que satisface la expresién (25) para una ¢ > 1. Sea
S,. = {(c"‘,nc"‘z):m ez} con métrica i, =(c— 1t para toda (", ne™). Entonces la

familia de wavelets w,, €W, con {s,t) €S, , es decir:

ESTA TESIS N BEBE
SALIR BE LA BIBLIGTECA

' E{ cual s analogo al Teorema 1 del Capitulo 1 por lo que presentar su demostracion serfa
repetitivo.
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W, = {V ompeme = PniMin € Z} (37)

ot

es un marco indexado por S, ; cuyo operador métrico, G,, esta dado por la expresion (30) y
los limites de marco éptimos son A, y B, que estén relacionados con los Hmites del marco

continuo Ws por:

6-1, -1 (38)

Por lo que una sefial f el? (R) se puede reconstruir de sus muestreos en S, ., por:

f= (0' - 1)1: Z ‘-Pm‘“?(o-'“, ncmr) (39)
mneZ

y la correspondiente unidad de resolucion:

(o-ir S wmy, =1 (40)+'
mneZ

Como en el caso del tiempo y la frecuencia, la métrica contable es tomada como la

métrica en S,, .. En este caso, el factor (c - 1)t es absorbido por ¥™ o que significa que
G, es ahora G, > G, =[(c - 1)1:]_1 G, . Entonces los limites de marco también deben ser

redefinidos.

La dependencia de los limites en r=({3—~o¢)"' es total, pues t depende de [a |

wavelet madre. Las sumas de (39) y (40) son aproximaciones al caso continuo, y la relacion
(38) entre los limites de marco discretos y continuos se simplifican mas.

Retomando la idea de funciones razonables,  es razonable si A, > A vy

B, — B conforme o — 17, lo que proporciona continuidad completa entre W, . y W,

! para la demostracién de este teorema, refiérase al teorema 1, capitulo 1.
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La condicion de estabilidad para el teorema 1 permite afirmar que C, >0, por lo
que el rango de {{w)debe abarcar frecuencias positivas y negativas. Debemos recordar

que es preferible trabajar con wavelets de frecuencias sélo positivas o sdio negativas.

Sea . una wavelet madre, tal que s, (0) =0 fuera del intervalo o <@ <, donde

0<o <PB<cw. Entonces C. = 0, por lo que la construccion anterior debe ser modificada.

Evocando (3), tenemos dos soluciones a este problema:

a) Incluir - escalas positivas y negativas en la reconstruccion. Esto

funcionaria ya que paras < 0, ﬁ!(sw) sondea la frecuencia negativa de

la sefial.

b) O bien, elegir otra wavelet y_ de banda limitada con _{@)=0 para

o > 0, y usar y, para obtener la frecuencia positiva, f., de f y y. para
obtener la frecuencia negativa, f, usando sdlo escalas positivas en
ambos casos. Entonces usariamos dos wavelets madres en lugar de

una.

En la opcién (a), tendriamos que trabajar con el doble de escala, y en (b) con el
doble de wavelets madre. De hecho, (a) es un caso especial de (b) ya que la eleccién de

una v_(t) = v.(-) y ¥(0)= 4. (-0} ¥:

T () =[sf [ e _(s0)f(o) = | (1)
=fsf [ e#F, (s0)i(0) = . (-s1)

Por lo que obtenemos mayor generalidad, sin ningin costo, al tomar |a opcion (b).

Obsérvese gue cuando §, (w)# W _(0), v es necesariamente de valor complejo. Tomando

w_(t)= v, (t), tenemos (o) = §_{@),conw<0y:

v, (O +v-() =2Rew. (1), w. () - w_() =2imy. (1) (42)
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Esto es, en lugar de usar y. y y. como dos wavelets madres, podemos usar las
partes real e imaginaria de y.. Aunque dos wavelets madres son usadas, son ahora las

partes real e imaginaria de una funcion analitica en el plano superior complejo.

Sean 1|J+y\{J_,talesque0L_<_(D§]3,COF|05(1<B<w,t=(B-a)'1,c>1

cualquiera, y denotemos los conjuntos discretos de wavelets generados por w. y y. por:

Y, mn(t) = G-%'ql N (c"mt - nt) (43)
Con lo que ahora tenemos la contraparte de (28):

Yo (a))f(oa) =(c-1n Z ‘i’imn (0)F 5 mnf (44)
mneZ

donde:

Y,o(0) = (o~ )}t (o) (45)
meZ
Si ¢, (o) y ¥_(o) son de comportamiento razonable, entonces:
lim Y..(0)= fl\pt a))lz ds _ C. (48)
Donde es claro que Y, (w) =0 cuando tw <0. Sea:
A, = +inf Y, e(®) Big= sup Yt,s,t(w) (47)

A, =min{A, A « B, —max{BM,B of

+,0!

Para obtener una reconstruccion estable de f de sus muestreos:
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i(o’“,ncmt) = (‘I-’t_mln)‘f (48)
de donde asumimos que A,, >0 y B, <=, esto es:
0<A,,; <Y, (0)<B,, <, paracasitoda *o >0 {49)
De donde el teorema 1 tiene una extension directa.
Teorema 2.

Sea y, eL*(R) una funcién de banda limitada, con §,(w) =0 fuera del intervalo

a<to<p,donde 0<o<p.Sea 1= ([3—(1)_1 y Y..(@) satisface la expresion (49) para

cualquier o > 1. Entonces la familia de wavelets:

W, ={\P ¥ amn eZ} (50)

+mnr * -,
es un marco cuyo operador métrico G, esta dado por:
(G1) (@) =] V.o + Yo [i®) 1

y los limites optimos son A, ¥ B, que se relacionan con los limites del marco continuo Wy

por:

o—1 -1 (62)

Una seial f eL?(R) se puede reconstruir a partir de sus muestreos por:

f=(c-1 Z Tp‘m‘"i(cm,ncmt) (53)
mneZ
p=t



3, N. A. M. EscueLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 84

y con unidad de resolucién:

(U - 1)1: Z LI"p'n'l'n(q"p.m.n )‘ =| (54)

muneZ
p=t

Demostraciéon. Por definicion de operador métrico, para W, , es:

G, =(c—1) Z omo (‘Pmn ) ) (53)

maeZ
p=f

Por lo que, por (44):

(G,f) (@) =(c -1 Z ‘i’p.m‘n (@)(‘I‘pm‘n )*f = (56) ¢

mneZ
p=t

=Y, (@)f(@)+ Y., (co)?((o)

3. 3. Otros Marcos Discretos.

La construccion anterior de marcos de wavelets discretas es valida bajo el
supuesto de que y es de banda limitada. Cuando éste no es al caso, el método falla. A
diferencia de la transformada de Fourier con ventana, la transformada wavelet continua no
es simétrica con respecto a la transformada de Fourier, es decir, ésta no puede ser vista en
términos de traslaciones y escalaciones en la frecuencia, por lo que no podemos aplicar el
mismo método a marcos construidos con wavelets con rango compacto en el tiempo. kEn
general, es mas dificil construir marcos de wavelets que no son de banda limitada. En esta

seccién generaremos teoremas sobre marcos de wavelets del tipo W, = {Tm,n} ,
indexados por S, , con ¢ > 1yt > 0, sin asumir que ia wavelet madre es de banda limitada.

Al igual que en los Teoremas 5 y 6 del Capitulo 2, generaremaos en forma separada las

condiciones necesaria y suficiente.
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Teorema 3. Condicion Necesaria.

Sea W,, . un submarco de Wy indexado por S, ; con limites de marco A, ., By, ..
Entonces Y {®) satisface 1a desigualdad:

A 5Y, (0)<B,, (57)
Consecueniemente, los timites de marco de W, , se relacionan con los de Ws por:
A, <S5 A< B (%8)
7 Ino Inc o

Demostracion. La expresion (57) se obtiene de usar (23). Finalmente, de (57) obtenemos
(58). ¢

Teorema 4. Condicién Suficiente.

Sea y que satisface la condicion de regularidad:
- a -b 59
[#(0) <Naf*(1- o) o
para 0 <a<b-1yN > 0 cualquiera. Sea ¢ > 1, y supdngase que:

A, =inf Y, (@)>0 (60)
w0
B, =supY,(0) <
w+0
Entonces existe un intervalo inicial de muestreo en el tiempo t4(c)>0 vy, para toda

0 < t < 14(0) . un numero 3(c, t) con 0 < 8(c,7) <A, , tal que:

A=A, - 8(6,':) (61)
B,. =8B, +6(o‘,’c)
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son limites de marco para W;_., es decir el operador:

G, = (o — Z‘len‘l’,;.n (62)

mneZ

satisface A, 1<G_, <B_.l. ¢

G,1 o1

Obsérvese que, hasta este momento, A, . ¥ B,, . no han sido dados en (61) como

los limites de marco dptimos por lo que, si elegimos 0 <1< 1:0(0), garantizamos que W, .

es un marco, por lo cual concluimos que sus limites de marco satisfacen:
opt opt
0<A,, AP <B® <B, <x (63)

Por tanto, (61) junto con la expresion para (o, T} dan un estimado para los limites de

marco optimos.

Para obtener una mayor visiéon de este teorema, supéngase que tratamos con una

situacion similar a la del teorema 2, donde 1, (o) cuentan ambas con rango [a,f], con

e . ' -1
0 < o < B. Entonces el maximo intervalo de muestreo en el tiempo es 1y, = (|3— a) por 1o

que podemos sobremuestrear tomando o’ <oy B < B, ¥ T < Tmax. Supéngase ademas que

 es continua con (@)= 0 para o <|e|<B. Entonces queda claro que la condicién de

estabilidad (60) se satisface si y sélo si a <o <§. Por tanto, W, . es un marco si y sélo si:

1

(ﬁjaﬂc—nf%(“) o

O<t=

La condicion de regularidad (59) implica que \Iy(m) no es valida cerca de o = 0, asi

. . -1
como |o|" tampoce lo es, y decrece mas rapido que |a|~ conforme @ — oo,

! Es claro que los teoremas 3 y 4 son equivalentes a los presentados en el capitulo 2, teoremas 5y
6. Por lo que sus demostraciones son enteramente correspondientes,
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Consecuentemente, {(®) se concentra principaimente en un intervalo doble,
Costatie < |0 < Postobler  PA@ 0 < Cogame < Pestarie <- COn o que esperamos que

10(0) ~[(c - 1)aestabie] en el teorema 4.

Definamos la densidad de muestreo, iR(c.r), en muestreos por unidad métrica

como el reciproco de la métrica p,, = (o - 1)t por muestra. Entonces (64) demuestra que

para wavelets de banda limitada:

EH(G’, ‘t) = —1—— 20 (65)

(c-1r

En el contexto general, en (65) puede esperarse que « sea cambiada por testane €N

el lado derecho de la igualdad. Esto es semejante a p(u, 1:) >1, en el tiempo vy la frecuencia,

donde p(v, 1) es la densidad de muestreo en muestras por unidad de area del plano de
tiempo y frecuencia. Pero ahora no estamos hablando de una metrica de area, pues p,. €s

una version discreta de dp(s, t) = Ejigi la cual no es una métrica de Lebesgue en la escala
s

del tiempo. Como « puede ser tan pequefia como uno quiera, no existe un limite de marco
absoluto en el muestreo de la frecuencia para marcos wavelets. Esto lo podemos ver como
un argumento “de proporcion”; v y T determinan un nimero de menaor proporcion v, el cual
es considerado como un limite superior para la métrica por muestreo ya gue s es s6lo un

numero, por lo que no hay forma de contar con un nimero de menor proporcion de s y .

Para ver la importancia de las condiciones necesaria y suficiente de fos teoremas 3
y 4 respectivamente, obsérvese que si W, . €s un marco cuya existencia esta garantizada

por los teoremas 3 y 4, implica que:

A, <inf Yy (o)}=A, (66)
! w=0
B, <supY,(0)=8B,

0=
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Esto es una afirmacién un tanto mas débil gue (60), si sabemos como obtener &(o, ). Esto

demuestra que la diferencia entre el teorema 3 y 4 es el factor &(c, T).

Sean los operadores T,D:L*(R) > L*(R), operadores de traslacion y dilatacion

respectivamente, los cuales se definen como:

(7)) = f(t-1) (67)
Of)H) = o (o)

Ambos operadores son unitarios, T = T" y D" = D™, Para toda m,n e Z tenemos:

P T w)) = o7F(Tw)e ™) = (68)

= c_%w(c"mt - n'c) =¥, a(t)
pues ¥, =D"T"y. Los vectores de marco reciprocos son entonces:
ym - G DM Ty (69)

Si W, esta limitado, entonces Gy = Ay ¥™" = D“‘T“(A;f,\y) , lo que demuestra que W**

se genera del vector AZLw. Cuando W, . no esta limitado la situacién es mas dificil. Una

condicién suficiente es que D y T sean conmutativos con G,. DG, . =G, .D vy

1G, . = G, .T, lo que implicaria que también conmutan con Gy Y

q_,m,n =DanG;LW (70)

Quedando demostrado asi que W® * se genera de G_Ly . Verifiquemos ahora que Dy T

conmuten con G, .. Por (68) y la unicidad de D:
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D¥,n = ¥pain, e0tonces ¥, D™ =¥, (1)
Entonces:
DG,,D™ = (o -1t D.D¥,,¥pD" = (72)
mpneZ
= (U - 1)1: Z‘Pmn.nq’r;n,n = Gcm
mneZ

Lo que demuestra que D conmuta con G,, .. De lo que obtenemos ¥™" =D™¥°", por Io
que sélo ¥°" requieren ser calculados para toda neZ. Desafortunadamente, T no
conmuta con G, ; en lo general por lo que los vectores ¥°" no se pueden escribir como

T "¥°°, pues:
(T¥ma)(t) = Yo (t=7) = 0 2 y(0™"(t = 7) - ) (73)

Si m > 0, entonces T¥,,, no es un marco en W, . y no contamos con la contraparte de
(71). Esto es, si m > 0, entonces debemos trasladar en intervalos de tiempo multiplos de

¢™1 > 1 para que persista en el muestreo de la escala del tiempo la latice T,..

Como resuitado del analisis anterior, concluimos que cuando W, . no esta limitado,

el marco reciproco W* ', no se puede generar de una sola wavelet por lo que necesitamos

obtener un niimero infinito de vectores W' para tener una reconstruccién exacta. Cuando

_1
T no conmuta con G, ., tampoco lo hace con G_%. Por lo tanto, el marco autorreciproco

W, . derivado de W, . tampoco se genera de una solo wavelet madre.

Esto demuestra que es importante tener un marco limitado cuando trabajamos con
" wavelets. En la practica, debe ser suficiente para W,, . ser ajustado, es decir, casi limitado

con;
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(74)

entonces los primeros términos del procedimiento recursivo de los apartados 1. 5. 4y 1.8

del capitulo 1, dan una aproximacién razonable a:

1
-1 T2 ’
Gcr,t g y GG.‘: RV

donde:

Por lo que:

(75)

(786)

(77)
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4. ANALISIS DE RESOLUCION MULTIPLE.

Mi pasado no es mas que la
estela que he defado tras de mi.
Lo que impulsa mi vida es la
energla que genero en sl
presente.

Wayne W. Dyer

4. 1. Analisis de Resolucion Miiltiple.

En 1986 surge un nuevo método para el analisis y sintesis de wavelets, el cual se
conoce actualmente como Analisis de Resolucién Miltiple, que es recursivo, lo que permite

se pueda implementar como un método numérico.

En el capitulo anterior hablamos de marcos continucs, los cuales eran
infinitamente redundantes; por lo tanto los marcos discretos con o~1y 1=0 son muy
redundantes. Para que un marco continuo exista es necesario que la wavelet satisfaga la
condicion para que la wavelet madre sea aceptada, y la existencia de un marco discreto
con o ~ 1 no es la excepcién. En este capitulo hablaremos de wavelets que no sélo forman
marcos, también forman bases ortonormales. Dichos marcos no son redundantes, por lo
tanto no podemos obtener sus marcos discretos a partir de un marco continuo genérico. De
hecho utilizaremos un factor de escala 2, el cual satisface las condiciones para que la
wavelet madre sea aceptada. La construccion de las nuevas wavelets se basa en el

Analisis de Resolucién Muiitiple.
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Para iniciar este andlisis es necesario crear el intervalo de tiempo de muestreo
basico en T = 1 y factor de escala ¢ = 2. El tomar © = 1 es sélo por conveniencia, y ¢ = 2

porque el andlisis falla cuando o#2. Lo operadores de traslacion vy dilatacion

T,D:L%(R) -» L*(R) se definen por:

(TH)(t) = f(t - )= (TF)() = f(t-n), neZ

oA = ﬁf(—%}: ) =2"F2™t) mez @

que son invertibles y satisfacen (Tf,Tg)=(f.g)=(Df,Dg), por lo tanto son operadores

unitarios:

T =T, @
D' =D"

No debemos olvidar que Df es una version alargada de fy D*f es una compresion de f y:

DT = T°D, (3)
DT = T:D™"

de donde facilmente podemos demostrar que DTf = T2Df para toda f eL*(R). La primera

igualdad de la expresion (3), describe una traslacion de la funcién f con At = 1 y después un
alargamiento con factor 2, que es igual a primero alargar y después trasladar la funcion con
factor At = 2. La segunda igualdad tiene la misma interpretacién. Ambas expresiones seran

utiles para obtener el cuadrado y la raiz cuadrada de T respectivamente.

El analisis de resolucién mdltiple inicia con una funcién de escala ¢(t) que es

utilizada para generar v. La traslacién y dilatacion de ¢ se definen por:

bma(t) = (D™ T"0)(t) =273 (T"0)(2™"t) = | 4)
=277 4(2""t-n)



). N. A. M. EscueLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 83

que nos permite tomar muestras de la sefial. Las muestras {(¢,,f) = ¢, se presume

representan los valores de la sefial por s mismas, alrededor de una vecindad de ancho
2™W con t = 2™n, de donde:

da(t) = d0n(t) = 6{t-n) ()

Para poder llevar a cabo el andlisis de resolucién multiple, es necesario que ¢

satisfaga ciertas condiciones. La primera es la condicion de ortonormalidad en la escala
m=0:

(bo b ) = 8% (6)

Como T =T, tenemos que (T"¢,T"¢) = (T“"kqa, ¢), de donde (6) es equivalente a:

(nid) = b =387 ' @
Ademas, como D = D™
(bma-Oms) = Drmbn D) = (b} ®

Es claro que (7) implica ortonormalidad en cada escala. Ademas, es necesario que

dmn S€a ortogonal en diferentes escalas.

Sea f una funcion constante f(t)s1. Si ¢ es integrable, entonces el producto

interno ¢.f esta bien definido. Si su interpretacion como muestras de f tiene sentido,

entonces:

4= [ ot-nyat= [ 3t =9(0) =1 ©)
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de donde asumimos que $(0)=1 lo cual consideraremos como una segunda condicion, a

la que llamaremos condicién de promedio. Esta condicién aunada con la condicién de
orfonormalidad no son suficientes para el andlisis de resolucion multiple, pero la
combinacion de ambas sera de gran importancia cuando estudiemos filtros y muestreos.

Sea m e Z y V;; un subespacio de L%R) descrito por {d)mln:n € Z} , €s decir:

(10)

Vo= B bt - B <o}
{fbmlnzn € Z} es una base ortonormal a V. Como:
2 bmatle = D"‘Zﬂ)dnnun (11)
y ;q:nu,, eV, entonces:

V,

m

={D"Ef eV} =D"V,, meZ, (12)

Esto es, V,, s una imagen de V, bajo el operador D™. La proyeccién ortogonal a

V., es el operador P :L*(R) - L*(R) que se define por:

Pon =2 $mabma D" D ¢nd,D ™" =D"P,D" (13)
n n

donde ¢:n‘n=(D"‘¢n).=¢;D‘"‘. No debemos olvidar que P, =P, =P2, propiedad
algebraica necesaria para todas las proyecciones ortogonales. P, produce una

reconstruccion parcial de f a partir de sus muestras ¢,'n.jnf en la escala m:
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()= o)) = b o )

En la expresion anterior, ¢ q(t) actlla como una escala de una funcién pixel, dando

la forma de un punto en t = n2" y escala m.

Cuando una sefial es muestreada en At = 2™, esperamos que se pierdan partes de
la funcidn cuya escala sea menor a 2™. Lo cual requiere que:

Vo, cV, VmeZ (15)

Esta es una condicion que se reduce a:

Do =Y hyb, = h T =h(T)o (186)

donde D eV, v V, cV,, asi que D¢ eV, . Esta ecuacion se conoce como ecuacion de

dilatacién o relaciéon de dos escalas para ¢. {h,} es el conjunto de coeficientes de filtro para

o.

Formalmente, el operador h(t):Zh,,T" en V, € L*R). Podemos considerar a
n

h(T) como el operador promedio, el cual representa el alargamiento del pixel D$ como una
superposicion del pixel ¢,. Podemos considerar a h(T) como el operador que actuarg sobre
¢ para producir D¢: trasladando a ¢ a diferentes posiciones, muitiplicando por los
coeficientes de filtro y sumando. La ecuacion de dilataciéon se puede expresar como el
promedio D™'h(T)$ = ¢ , esto es, tomamos el promedio de ¢ y comprimimos el promedio, lo
que nos proporciona ¢. Esto nos permite determinar ¢ de h(T), a partir de una

normalizacién. La expresion (16), nos dice que:

o(t) = (D-‘h(T)¢)(t) = J/2(h(T)o)(2t) =
= /23 h,8(2t-n) (17)
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Para una mayor comprension del texto, es conveniente homogeneizar la notacion, por lo

que la expresion (16) queda como:

> Ughy = > u,T"¢=u(T) para todos los vectores en Vg (18)
n n

Al igual que con h(T), debemos entender a u{T) como el operador bajo el cual ¢
produce el vector u(T) en V. Los vectores en Vi, pueden ser expresados por D"‘u(T)¢. Se

debe tener especial cuidado al definir los operadores h(T) y u(T), pues cuando la suma
anterior cuenta con un numero infinifo de términos, puede quedar indeterminada. Una
definicién precisa puede ser tomada en la frecuencia, donde T surge del producto

(T) (0) = e‘z"““?(m) .y u(T) actia sobre f el*(R) como:
(UT)) (@)= S u.e (o) = ue>™ () (19)

Como Z]un]2 <o, la funcion u(z) en (19) es doblemente integrable en el circulo
n

unitario |z| =1, con:

"u"2 = £|u(e-—2nim)

zdm _ Z|un|2 (20)

Para {u,} «¢*(Z}, (19) define u(T) como un aperador no limitado en L*R) aunque

podemos obtener aproximaciones en Vo por combinaciones lineales finitas de ¢a. u(T) es un
polinomio de Laurent en T, esto es, un polinomio en T y T', vy u(2) es un polinomio
trigonométrico, entonces u(T) es un operador limitado en L%(R). Nuestro punto de interés es
cuando 4§ tiene un rango cerrado. Entonces (16) es finita y h(T) sigue siendo un polinomio
de Laurent. El conjunto de todos los polinomios de Laurent en T los denotamos por P, que

es un algebra. Por lo tanto la suma y el producto de dichos polinomios pertenecen a p.!

! para simplificar el analisis, asumimos que el rango de ¢ es cerrado, aunque algunos resultados se
generalizan para el caso contrario.
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La ecuacion de dilatacidn (16), no es sélo necesaria para satisfacer (15), también
es suficiente. Obsérvese que (3) implica que Du(T) = u(Tz)D. De donde un vector V; = DV,

se puede expresar COmo:
Du(T) = u(T2)D¢ = u(T2)h(T)é = h(T)u(T* )6 (21)

El lado derecho de la iguaidad pertenece a V,, lo que establece que V, c V, . Aplicando D"

a ambos lados, obtenemos V,,,, = V,,, como fue propuesto.

Para dar una definicién formal del analisis de resolucion maltiple, recordemos sus

propiedades esenciales. Sea una secuencia de subespacios cerrados V,, el*(R), tales

que:

a) ¢,(t) = ¢(t—n) forman una base ortonormal para Vo
b) V,, =D™V, y (22)

C) Vm+1 < Vm

Esta secuencia de espacios anidados formaran un andlisis de resolucién multiple si,

ademas de Io anterior, para toda f €L*(R):

d) fimP,f=0 enL*(R), es decir, lim|P,fl=0
Moo M=o

. 2 - (23)
e) lim P.f=f enLY(R), es decir, njm"hme" =0

Proposicion 1.

Sea ¢ una funcién integrable que satisface las condiciones de promedio ¥y

ortonormalidad, (7) y (8). Entonces (23d) y (23e) se cumplen.

Demostracion. Como V, es generado por ¢ y Vi, es determinado por V,, las dos

propiedades anteriores reducen los requisitos para ¢. Prf es interpretada como una version
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poco clara de f en la escala At = 2. Como el limite de Pf, cuando m — «, es una funcion
constante, y la tnica constante en L*(R) es cero, {d) se cumple. Por otro lado, si ¢ es una

funcién razonable', entonces Pyf tiende a f conforme m — —o, donde (e) se cumple. ¢

Si ¢ satisface (7), entonces ¢(w) es doblemente integrable y, consecuentemente,

fimitada. En el caso méas general, cuando ¢ no necesariamente es ortogonal a sus
traslaciones, es necesario hacer uso de un truco de ortogonalidad para generar una nueva
funcion de escala ¢* que satisfaga (7). Por lo general, ¢” y su wavelet madre asociada no

cuentan con un rango cerrado, a pesar de que ¢ si.

La formulacion de wavelets de un analisis de resolucion mdultiple, surge de

considerar los complementos ortogonales de Vy.1 en Vy:

Wiy = {f eVpi{fg)=0 Vg eV} (24)

Definimos a W, =V, 6V.,, ¥ Vp=Vn,®W,_,,. Entonces f" eV, tiene una

descomposicion unica f* = f™! + d™' con ™ eV, y d™ e W, ;. Como W, =V ¥

W, es ortogonal a W,, son mutuamente ortogonales, a diferencia de los espacios Vn. Ya
que D™ conserva la ortogonalidad, tenemos que:
W, = {Dmf:f e wo} =D"™W, (25)

Sea Q,,:L*(R)— L?(R) la proyeccion ortogonal & Wi, Entonces:

W,, =D™W, = Q,, =D™Q,D™
VLW, =P Q,_ =Q,P, =0 (26)
Vin = Vi ©@ Wiy = Py =Py + Qg

! Una condicién para que $ sea lo suficientemente razonable, es que I |¢(t)ldt <, esto es, que ¢

sea integrable.
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Cuandok > m, V, <V, y W, ¢V, donde:

PPy =P.P =P,
k' m m' Xk k parak>m (27)
QP =PrQy = Q

La expresion (26) puede ser recursiva si reemplazamos los P por su

descomposicion:

M 28
Pn=Py+ ZQk,paraM>m @8

k=m+1

Cualquier f el*(R) puede descomponerse de la siguiente manera: la proyeccion

ortogonal f™ =P, f eV, , paraalguna meZ, es:

M M 29
™ =Puf+ Y Qf =Pyf™ + > Q,f" 29)

k=m+1 k=m+1

por (27). Una sefial puede ser aproximada por una version muetreada, la cual es
identificada por " para alguna m. Como el intervalo de muestreo para f" es At = 2", 2™ es
la resolucion de la sefial. Es conveniente preguntarnos qué sucede cuando |a resolucion de
la sefal inicial es cada vez mayor. El limite de (29) conforme m — « debe ser analizado

para obtener una respuesta. Como P f — f por (23e) y (29), tenemos:

M 30
f=Pyf+ Y Qf, f el?(R) 30

K=-c0

lo que presenta a f como una suma de una version sucia fM = P,f v, sucesivamente, partes

mas finas d* = Q,f, k <M. Si la sefial dada f e V,;, entonces Qif = 0 para k < my (30) se

reduce a (29). La expresion (30), proporciona una descomposicion ortogonal de L*(R):

M 31
L'R)=Vu® & W, @1
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Si ahora tenemos que M —> « y usamos {23d), obtenemos:
f=>Q,f, fel’(R)
k=—o
lo que da una descomposicion ortogonal:

2R)= @ W,

k=0

4. 2. Esquemas de Filtros de Subbandas.

Iniciemos este apartado, definiendo los operadores

G:L2(R) - L*(R) por:

(32)

(33)

HER)>LR) y

H=P,D' =D7'P, (34)
G= QoD_1 =D—1Q1
Entonces:
H =DP, =P,D G =DQ,=QD (35)
y:
HH =PZ =P, GG =Q3 =Q,
HG =P,Q, =0 GH =QP, =0
HH=PZ =P, GG=Q%=Q,
HG=PQ, =0 GH=QP, =0 (36)

HH +GG =P, +Q, =P
HH+G'G=P, +Q, =P,
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A pesar de haber definido H y G para L%(R), debemos poner especial atencién en

su accién sobre V, =V, @ W,. Como:

PV, =V, PW,={0} (37)
Q,V, = {0} QW =W,

De la expresion (35), obtenemos que las imagenes de V; y Wy bajo H y G son:

Hv, =DV, HW, ={0} (38)
GW, =D'W, =W, GV, ={0}

De hecho, como D es unitario, H mapea V, isométricamente en V,, esto es, [Hf| =|f|.

f €V, lo mismo ocurre con G sobre Wy en W,. Lo cual implica que:

H'V, =DV, =V, (39)
G'W, =DW, =W,

Sif=f +d eVocon f' eV, y d' eW,, entonces Hf* = D' y G° = D"d". Ya que f' y d'
se entienden como el promedio (frecuencia inferior) y partes (frecuencia superior) en f,
respectivaments, H es entonces el filtro inferior y G es el filtro superior. Hf° y Gf° son
compresiones de la frecuencia inferior y superior de °, esto por el operador D', Como esto
no altera la informacion, es conveniente para calculos computacionales, pues At = 1 para
Hf° entonces cuando iteramos la descomposicion, la densidad de informacion es constante
y no requiere conservar la escala. Entonces H es un alejamiento (zoom out) a f° con factor
2, perdiendo la frecuencia superior. Hy G son conocidos como filtros de imagen cuadratica,

definidos en Vg 0 en ¢*(Z) = V.

El haber definido H y G es porque ambos pueden describir los subespacios V1 Y
W, y las wavelets asociadas al analisis de resolucion muitiple. El objetivo de H en

u(T)p eV, es explicar:
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H"o(T) = Du(T)¢ = h(T)o(T*}¢ (40)
Entonces:
V, = cerradura de{h(T)u(T2)¢: u(T) e P} (41)

donde la cerradura es tomada en u(T) eP pues cuenta con un nimero finito de términos

calidos. Esto es, incluye los limites de vectores en el conjunto de normas finitas.

Describir Wo, segun (38) es el conjunto de vectores en V, que anulan H. Para
obtener H, es necesario obtener primero H’, el cual lo obtendremos de una forma diferente
a la que hemos estado utilizando. Definamos el operador de muestreo superior

8;:V, =V, por.
Syu(T) =u{T2)p = D u, T2 = 3 Unbs (42)

S, duplica el nimero de muestras, separandolas cada At = 2 e inserta un cero entre cada
par de vecindades, lo que hace At = 1. Por lo tanto, S;u(T)¢ es tan ancho como u(T) y
difiere de Du(T) en que los pixeles ¢, no son alargados. L.a ecuacion (39) demuestra que
H'V, =V, cV,, lo que hace que H defina un operador en V, Segin (40) y (42),

H':V, — V, esta dado por:
Hu(T)p =h(T)S,u(T)p 6 H' =h(T)S; en Vo (43)

Esto es, H' toma un muestreo superior S, en u(T)p eV, y después promedia con h(T).

Este promedio proporciona los puntos faltantes, y el resultado, segln (40), es una version
alargada de Du(T)¢ de la sefal original. Por esta razén, H' es un operador de interpolacion.

El cual hace un acercamiento (zoom in) a la sefal muestreada, tal y como lo hacia H.
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La ventaja del operador H', mostrado en (43) es que H:V, — V, proporciona

inmediatamente su operador adjunto:
H=8;h(T)" =S,h(T) en Vo (44)

donde S, =8; es el operador de muestreo inferior. Por lo tanto, debemos tener bien

definido S, para conocer H. Obsérvese que v(T) &P se puede expresar como una suma

Gnica de los polinomios:
o(T) = v, (T2)+ To_(T?) (45)

donde:

v, (T) = —;-'[D(T) + 1)(-—T)] = ; UZHTZH

(46)
1
v (T)=5T" [o(T) - o(-T)] = D Vo T
La expresién (3) proporciona a v, (T) y v_(T) en términos de o(T) y u(-T):
— 2n ___1_ -1 _
v,(T)= Zn:uznT =D [o(T) +v(-T)P “

v_(T)= Z Vgt T2 = —;-0'1T‘1 [o(T)-u(-T)P
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Proposicién 2.

Los operadores de muestreo superior e inferior, satisfacen las siguientes

proposiciones:

a) SASJ'_ = 1\,0

b) S;u(T T) = Zumn
(48)

) S,u(T)S; =v,(T). §,T"(T)S; = v_(T)

d) STS“’ + TSTS¢T—1 = lVO
Demostracion. Como S, = S;, entonces:

(u(f)¢, $,5,0(T)p) = (S,u(T)6.S0(T)o) = (u(T2)¢, ofT? )¢> =
={u(T)o.o(T)e)

(49)

Donde la ultima igualdad se origina de la condicion de ortonormalidad,

{b2nda) =85k =8y ={$,,¢) . Lo que demuestra (a); para demostrar (b), debemos tomar

en cuanta que para toda u(T) eP, se cumple:

(u(T)6,8,0(T)o) = (S4u(T)b o(T)o) =

(T
(u(T2)o0, (T2 + To (T2)¢) (50)

un resultado de la ortogonalidad entre los polinomios impares. Asi, la expresion anterior es

ahora;

(u(T)6.8,0(T)e) = (u(T2 oo, (T)o) = (T o, (T)0) (51)
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la cual es vdlida para toda u(T¢)eV,, lo cual demuestra (b). Obsérvese que

S;u(Tho(T)o = u(Tz)u(T2)¢ es un operador similar af expresado en (3):
S,u(T) = u(Tz)S,r . u(T)eP (52)
Entonces:

§,0(T)Sy = 8,[v,(T2)+ To_(T*)]8; = (53)
= SLSTU+(T2)+S¢TSTU_(T2)

Pero S, TS;u(T) =S Ju(T"")q: =0 segun (b), como Tu(T?) es impar; entonces S, TS, =0.
Ademas, S,8, =l , por (a), por o tanto (53) se reduce a S (T)84 =v,(T). La segunda

igualdad en (c), surge de tener presente que T 'u(T)= u_{Tz). Entonces:

$,S:0(T)p + TS, 8, T'u(T)d = Syv, (T)o + TS;v_(Tho = (54) +
- u+(T2)c]> + TUH(TZ)t[) =v(T)p

Una forma de entender al operador de muestreo inferior es a través de la igualdad (48b),

que es consecuencia de eliminar la muestras impares de u(T)cb, razén por la cual la sefial

resultante es de la mitad de ancho que la original. Es obvio que perdemos informacién

durante el proceso, contrariamente al operador de muestreo superior.
Sea:

Hu(T)é = S,h(T) u(T) (55)

D~[n(T)"u(T) + h(-T)’ u(-T)pe

1
2

De donde Hu(T)$ = 0 si y sdio si h(T) u(T) es impar, lo que podemos solucionar haciendo:
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u(T) = h(=T) v(T), con v(T) impar (56)

puesto que h'(T)h(-T) es necesariamente impar. Esto demuestra que W, es complemento
de V, en la expresion {(41).

Proposicion 3.
Sea A entero impar, y sea:
o(T)=~T*h(-T) (57)
Entonces toda u(T) <P se puede escribir en forma tnica como:

u(T) = h(T)o(T?) + o(T)o(T?) para o(T), o(T) < P (58)

W, = cerradura de{g(T)oJ(T2 )d):co(T) € P} (59)

Demostracion. Considerando que (58) sea valida, entonces h(T)o(Tz):i; eV, ¥

g(T)m(Tz)tb e W,, segun (56), pues -T'o(T?) es impar. En consecuencia:

h(T)o(T2)p =Pu(T)e, o(T)e(T?)o = Qu(T) (60)

Por lo tanto, {Qu(T)¢:u(T) « P} componen W;, demostrando asi (59). Para demostrar (58)

haremos mencion de un lema:
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Lema 1.

h(T) y g(T) satisfacen las siguientes relaciones de ortgonalidad:

a) S,h(TIN(T)'S; = $,9(T) a(T)8; =y,

b) S,9(T) K(T)S; =S N(T) g(T)S, =0
Equivalente a: (61)

& h(T) n(T)+h(=T) h(-T)=o(T) o(T) +o(-T) o{-T) =2y,

d) o(T) h(T)+g(-T) h(-T)= h(T) g(T)+h(-T) o(-T)=0

Demostracién. HH = P, en L*(R), segln (36), por restricciones de Vo, HH =1, .

Entonces, por (43) y (44):

HH* = 8,h(T) h(T)8, =1y, (62)
Ademas g(T)g(T) = h(-Nh(T)'y SJ,Q(T).Q(T)ST = ly, . Finalmente:
S,h(T) g(T)S; = ~8,h(T) h(-T) T*S, =0 63)

pues h(T)h(-T)'T* es impar y, similarmente, S Lg(T)"h(T)ST =0 . Demostrando asi (61a) y
(61b). Las expresiones (61c) y (61d) se originan de (60) y (46). ¢

Si (58) es valida, entonces por el lema 1:

8, h(T) u(T)8; = Syh(T) h(T)o(T? )8, + (T o(The(T2)S4 =
= §,h(T) h(T)S;u(T) +8,0(T) o(T)S0(T) =

- o(7)

(64)
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De forma analoga:
8,8(T) u(T)S4 =o(T) ©8)

Entonces u(T) y o(T) son Unicos si (58) es valida. Esto permite demostrar que, al sustituir

(64) y (65) del lado derecho de (58), obtenemos u(T) para cualquier u(T) eP dada. Por

(47) y (48c):
o(T2)=Do(T)p~" =DS,h(T) u(T)$;D"" =
= S[H0Y )T ) (66)
ofTZ)=Da(T)D =DS,g(T) u(T)s,D~" =
- 2JaT) () o) o)
Entonces:

h(T)o(T2) +o(T)e(T?) = %[h(T)h(T)' + g(T)g(T)']u(T) +

. —;—[h(T)h(-T) +gMe-TuT)

(67)

Pero por (61):

h(TI(T) +o(T)a(T) =h(T)(T) +h(=T)"h(-=T) =21,
h(T(-T) +g(Ta(-T) = h(T)h(-T) ~h{~T) h(T) =0 (68)

De donde (58) queda demostrada. ¢

£l operador g(T) es un operador diferencial en V,, asi como h(T) es un operador
de muestreo. La expresion (68) explica como estos dos operadores son complementarios

uno del otro.
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En este momento podemos ya definir las wavelets asociadas al analisis de
resolucién muitiple. La wavelet madre pertenece a W, y V, estad compuesto de las
funciones de escala. Como W, = D'W,, el conjunto de vectores de W, estan dados por:

D"g(T)m(Tz)q) = D"1cn(T2)g(T)¢ = o(T)D'g(T) (69)
con w(T) eP . Definiendo la wavelet madre como:

y=D""g(T) e W, , esto es, y(t) =23 g,0(2t-n) (70)

entonces:
W, = cerradura de{o(T)y:o(T) <P} (71)
Las wavelets del conjunto se definen por:
¥, = Ty = T"D'g(T)p = D~'T"g(T)p (72)
gue conforman W,
Finalmente, paratoda m € Z, los vectores:
(73)

Wma =D"T"y es decir, y,,,(t) = 2_%\p(2"mt - n)

describen W,
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Proposicién 4.
Las wavelets {y,:mn eZ} forman una base ortonormal en LX(R).

Demostracion. Hemos demostrado que las wavelets v, en la escala-m = 0, son

ortonormales y, por ende, forman una base ortonormal que describe W,. Entonces, a partir
del operador D que es unitario para toda m, [q;m.n:m,n eZ} es una base ortonormal de Wi,

puesto que L%(R) es el resultado de la suma ortogonal de los Wy,. De aqui que:

(warwi) = (T2g(T)0, T*g(T)9) =
. 74

=(T2““2"¢,g(T) g(T)¢> (74)

Pero ¢ =S.0 y T?*$=S,T"*¢, entonces por el lema 1y la ortogonalidad de las ¢n,

obtenemos:

(W wic) = (8,7 0,09(T) * o(T)S0) =
=(T4.8,9(1) " o(T)S14) =
= (T™*0.8) = (barbi) =3

(75) +

En este momento, podemos expresar la proyeccion ortogonal de Qnm a Wp, en
términos de la base de wavelets, asi como la prayeccion Py, a Vy, fue dada en (13):

Qn = Z Y W:n,n (76)

Entonces, por (30) y (32):

77)

k=—0oneZ

M
f= ) buabmal + O, O WiaWinf
neZ
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(78)

f= ZZWon;nf

keZ nef

El operador H' = DP, definido para L*(R), el cual estaba restringido a H:V, - V,,
fue usado junto con su operador adjunto, para definir las wavelets. Es conveniente
restringir G' = DQ, de forma similar, ya que las cuatro restricciones H, H, G y G, de
manera colectiva, dan paso a los “Filtros de Subbandas” los cuales son un esquema para la
descomposicién de wavelets que es completamente recursivo y propio para ser
implementado en un algoritmo computacional. Segun (39), la imagen de W, bajo G es
W, < V,. por lo tanto, G’ queda restringido a un operador de W, a V,. Esta restriccion,

G":W, - V, se comporta de la siguiente manera;

G'o(T)y =DQea(T)y =Do(T)y = oT? Dy =

= m(Tz)g(T)tb = o(T)S;0(T)o (79)
Puede ser demostrado que G:V, -» W, esta dado por:
Gu(T)¢ = S,9(T) u(T)¢ (80)
donde los operadores S, y S, tienen el mismo efecto en W, como en V;:
Syo(Thy =o(T2)p = 8,0(Ty = o, (T)w (81)

junto con:

H'u(T)é = h(T)S,u(T) , Hu(T)o = S,h(T) u(T) (82)



U. N. A. M. ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES AGATLAN 112

Las expresiones (79) y (80) dan una descripcion clara de los filtros de imagen cuadréatica H,

G y sus adjunto. Estos operadores proceden sobre la secuencia {un} correspondiente a

u(T)p eV, 0 u(T)y e W
Obsérvese que:

oT) = ~TH(T) = =3 () BT =

= Z (—-—1)“ El—nTn

(83)

Entonces:
gn = (_1)11 El—n (84)

{g.} es el conjunto de coeficientes de y o la secuencia del filtro superior. Un cambio de

variablede A, A=A +2pdag'(T) = Tz“g(T), dando origen a una nueva wavelet:
y'=D""T#g(T)p = T'y (85)
que es simplemente una traslacién de . En esto radica la importancia de A.

Al aplicar H’, debe ser sobre los elementos de la base, ¢, de una secuencia:

Hop = h(T)oz = 2 T4 = Y hy oy (86)

De donde:

k

. (87)
H Zuk¢k = Zzukhn-2k¢n = Z[Zhn—m(uk)q)n ,
k k n n

que origina la igualdad:
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] (88)
H {uk}kez ={Zhn—2kuk}
k neZ
Similarmente:
G-Wk = Zgn—2k¢'n'
H¢n = En—2k¢ )
; * (89)
Ghy = 2 Gn-akdi
k
De donde:
G-{uk}kez = {Zgn-zkuk}
k neZ
(90)

H{u,},, = {zk;ﬁn-akun}k

el
keZ

En ias sumas anteriores, el rango de ¢ y vy son finitos, lo que permite sean
incluidas en un método numérico. H y G son filtros de impulso de respuesta finita. La
descomposicion de wavelets y la reconstruccion de sefiales forman un esquema recursivo

en el sentido de gue las restricciones para H:V, > V,, GV, - W,, sus adjunios y la

expresion (36), implican que:

HH =1,

GG =ty

HG =GH =0 @1
HH+G'G=ly,

que al ser aplicados a u° = {ug} e ¢*(Z) ~ V, nos da la descomposicién:
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u® =H'u' +G’d’ donde u' = Hu®, d" = Gu° (92)
Como u' e¢? (Z) ~V, podemos descomponer u' en forma similar a u%

u' =H'u? + G'd? donde u® = Hu', d* = Gu' (93)

De forma similar, obtenemos u™
u™ =H'u™' + G'd™' donde u™' = HU™, d™" = GU™ (94)
expresiones recursivas para el analisis y la sintesis, donde en cada paso se involucra un
namero finito de calculos. Esto es el esquema de “Filtros de Subbandas”. También es
conocido como Codigo de Subbandas, porque los coeficientes {u™, d™} son interpretados

como codigos de la senal, de los cuales podemos reconstruir por decodificacion la sefial

original.

Para entender mejor este esquema de filtros de subbandas, veamos el siguiente

diagrama:
| - [ s, | » u™ o |8 | - [hD
T )
o ® -5
2 -1

amn | - S, | » d"™ o S: — | a(T)

La descomposicién y reconstruccidon podemos explicarlas por los diagramas

duales:
3] 1 2 3
u H u H ) u H ) u
Gl Gl Gl Gl
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El esquema anterior representa la descomposicion wavelet, usando filtros de imagen

cuadratica:
0 . 1 * 2 " 3
u ¢ H u ¢ H u : H u
G'1 G T G 1 G 1
d‘l d2 d3 d4

Los requerimientos para la funcion de escala, para definir las restricciones de h(T)
y g(T) o, en forma equivalente, los coeficientes de filtro h, y g, son:

a) Propiedad de Promedio: $(0) = I¢(t)dt =1.

b) Ecuacion de Dilatacion: Dd) = h(T)$. Integrando sobre t y usando (a),

tenemos que
() =v23 he(2t-n)= > h, =42 (99)
¢) Condicion de Ortogonalidad:

52 = (bu.4) = (O44.D8) = (H(T)ozu D(T) =
= Zhn (Ozkmibe) = >

= Z hn n+2k
n

Las expresiones (95) y (96) se originan de fa interaccién entre la dilatacién y la

traslacion.

Por no contar con un conjunto finito de coeficientes h,, debemos exigir ciertas
condiciones mutuamente consistentes. La relacién entre la condicion lineal (95) y la
cuadratica (96), no debe provocar conflictos. Una forma de evitar conflictos es por medio de
(61):



L. N. A. M. EscueLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 116

2l =h(T) h(T)+h(-T) h(-T) =

- 2[1 + (=1 ]ﬁnh,,+,T‘ ®7)
donde:
[1+ (-1 ]Zﬁnhw = 25° | (98)

para ¢ impar, (98) es una identidad, mientras que para ¢ = 2k, (98) se reduce a la expresion

(96). La ventaja que ofrece la expresién (97) acerca de la condicién de ortogonalidad, sobre
la expresién (98), es la relacién tan transparente que existe con la expresion (95). Tomando

la transformada de Fourier, como en la igualdad (19), obtenemos la sustitucién

T+ e =z, donde h(T) da paso a h{z), un polinomio ordinario de Laurent de variable

compleja 2z, |7=1. De forma analoga, h(T)* = ZﬁnT‘“ es ahora
Zﬁnz‘“ :ZE"? =h(z).

La expresion (97) en el dominio de la frecuencia esta representada de la siguiente

forma:
)’ +h-2)” =2 )
Similarmente, (95) es:
h(1) = v2 (100)
La relacién entre las dos restricciones anteriores, es clara: ambas implican que:

h(-1)=0, estoes, > (-1)'h, =0 (101)
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Esto porque la suma de los coeficientes hy es igual a la suma de los hz.q, donde la suma

de ambos es /2, pues:

1 (102)
hog = 3 hages = —=
; 2k ; 2k+1 ‘\/5
No debemos olvidar que g(T) = T*H(-T)". Por lo tanto, lg(z)l = |h(—z)| para |z =1 y:
2 4
o(@)" +[o(-z)" =2
o) =0 (103)
o-1) = J2
Finalmente:
(104)

A
%gﬂc = '“% gzkﬁ = —\7_—2—

La igualdad (104), implica que la wavelet madre w, satisface la condicion para que

sea aceptada:

v(t) = V2 anb(2t-n) = [ w(tyat = :/%Zg -0 (105)

Los coeficientes de filtro h, y g, satisfacen las propiedades de ¢(t) y w(i)
respectivamente, con la ventaja de que [a variable continua t es reemplazada por la variable
discreta n, los que nos permite asumir que ¢ tiene un rango compuesto de numeros finitos.
La condicién de ortogonalidad para el caso discreto, estd representada en las férmulas (96)
y (99). De forma similar, la condicion para que la wavelet madre sea aceptada esta
expresada en la formuia (104) que es finita y discreta. Finalmente, (95) es la descripcion de

f ¢(t)dt £ 0 en forma finita y discreta. El haber hallado estas representaciones implica que
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debemos contar con descripciones discretas y finitas en términos de los coeficientes de

filtro.

Analicemos las expansiones (77) y (78) en términos de la condicion para que la

wavelet madre sea aceptada, (105).

M
a) ()= dmabmal + O, VeaWral (108)
nel

K=o

by f(t) =D D WiaWyaf

keZ nel

Puesto que I¢(t)dt =1y _[wm_n(t)dt =0, lo que implica:

2 107
[ bun®t=2% [ ya(iat=0 (107)
integrando de manera formal término a término (106}, obtenemos:
a) [ f()dt=22 gunaf
[; nez (108)

b) [ f(t)at=0

(108b) no se satisface en lo general, puesto que el lado derecho de la igualdad es
necesariamente valido para feLz(R). Esta paradoja, es resultado de integrar término a

término (106b). Lo que pretendemos explicar es que la expansion (106b) converge en LAR)

pero no necesariamente en L', lo que significa que las sumas parciales:

N M N
3) fu(®) = D dmadmal + 2, 2 VraWial (108)

n=-N k=~Nn=-N

N

b) fu(t) = i 2 Wi (Wi

k=—Nn=-N
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se aproximan a f en L? normalizado:

If —fu"i = J:|f(t) —fN(t)lzdt — 0, conforme N — (110)

lo cual no necesariamente tiene que ocurrir en L' normalizado:

I -, = j:lf(t) ~fy(t)|dt -» 0, conforme N > o (111)

La funcidon (1) - fn{t) en (109b) se comporta de manera similar a gy, esto es,
f(t) - fx(t) es mas larga y ancha para una N grande, ya que partes de la funcién han sido
removidas. Conforme N -, su norma en L2 no se satisface, pero en L' si, a pesar de

que 'ff(t)dt =0, provocando una paradoja en (108b). Como vimos en (109a), tal paradoja

no es originada por (106a), ya que ésta se compone de términos en P.f. Lo que hace que

se prefiera la expansion (a) sobre ta (b).

4. 3. Dominio de Frecuencia.

A pesar de que se ha afirmado que el analisis de wavelets reemplazara al andlisis
de Fourier, no debemos dudar que el analisis de Fourier juega un papel importante en la
construccion de wavelets. Esto es claro en la descomposicion wavelet, expresiones (30) y
(32), las cuales son de vital importancia para explicar cémo el espectro de la frecuencia de
una sefal f eV, se divide en los espacios Ve ¥ W, lo cual permite explicar el
significado de “promedio” y "partes’. Los dominios naturales para el andlisis de wavelets
son el tiempo y la escala plana del tiempo, lo que permite el estudio en el dominio de la

frecuencia.

En apartados previos nos hemos referido al producto interno (b,.f) como
“muestras” en Vo (con At = 1) de f eL*(R). Estas muestras no son exactamente los valores

de f(n), puesto que ¢ no es una funcion de At. De hecho:
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(q)n' <¢n* ) E’ez’”"“’ (D)f(ﬂ) dOJ F(n) (1 12)
donde la funcion F{t) esta definida por su transformada de Fourier:
F(o) = $()f(o) (13)

Obsérvese que ﬂ!e(m)ldcos SllF =[oJff por la desigualdad de Schwarz y el

teorema de Plancherel, donde ﬁ(m) es integrable y, consecuentemente, F(t) es continua y
sus valores F(n) estan bien definidos. ¢.f son muestras de la funcién F(t) definidos en

(113) y no muestras de f(t). En general, una funcién f eL?(R) no puede ser muestreada tal

como es, ya que su valor en cualquier punto dado, estd indefinido. En el capitulo 2,

tomamos muestras de funciones limite de banda, las cuales son necesariamente continuas
y consecuentemente tienen valores bien definidos. En general, feLz(R) debe hacerse

continua (por ejemplo, pasar la funcién por un filtro inferior) antes de ser muestreada. La
expresion (112) demuestra que ¢ actia como un operador continuo, resuitando la funcion

F(t). Obsérvese que

F(n) = J: 2"‘“‘°F(co)d(o Z f Zain{o+k) 2 F(o +K)do =
- Eez"'"mzkjF(m +Kido = [e*A(o)do

(114)

Las muestras F(n) son los coeficientes de Fourier de la funcidon periddica

Alo) = zk:ﬁ(w +k) de periodo 1. Las copias f:'(m +k) con k =0 son réplicas de le(m) y si el

rango de i:'(a)) es mayor a 1, entonces estas réplicas generaran interferencia, lo cual hara
imposible recobrar de las muestras a F(co). En otras palabras, conociendo F(t) en t=neZ

obtenemos informacién acerca de los periodos de F(o), la cual es proporcionada por las

réplicas.
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En la construccion parcial de f a través de P,f = Zun¢n = u(T)q), u, = ¢,f son las
muestras de las que hablabamos. El operador T, operador de traslacion en el tiempo, actua
en el dominio de la frecuencia por (19):

(T9)" () = 2§(w) , donde z = 2(w) = &7 (115)

para toda gel?(R). Es conveniente usar la notacién §(o)=e,g, a pesar de que

&,(t) = 6™ no pertenece a L%RY), por o tanto (115) es ahora:

e.Tg=ze,9,6 e, T=ze, (116)

{t+1

Esta expresion es el adjunto de T e, (t) = * ) = ze,,(t}, donde (116) define a e, como

un vector propio de T con valor propio Z(»). Entonces;
(Pof)" () = e, Pof = e5u(T)o = u(zecd = u(z)(v) (17)
Pero u, = F(n), luego por (114):

u(z) = Ze‘z“i"“’un =Aw) = Zfe(a) +k) (118)

La expresion (117), permite afirmar que V, es la cerradura (en L%(R)) del conjunto

de todas las funciones cuya transformada de Fourier puede expresarse como el producto
de un polinomio trigonométrico u(z) por una funcion ¢(co) cuaiquiera (la cerradura

incrementa el conjunto, al incluir las funciones u(z) de periodo 1, y cuadratica integrable en

0 <® <1 como en (20)).

El proceso de muestreo f — {u,} __, define un operador Sq:L*(R} > ¢*(Z), esto es,

S,f = {un}nez' S, es llamado operador de muestreo de V,. El operador de muestreo en Vp,
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Sm se define de manera similar, si toda la teoria se extiende a meZ. Si {u,} et*(Z),

entonces la serie de Fourier correspondiente es u(z)= Zunz" que es cuadratica
n

integrable en el circulo unitario T = {z eC|z| = 1} . Denotemos al espacio de funciones por
LXT). El mapeo {u,} _ —u(z) define un operador ":¢%(Z)—L*(T), el cual es una

analogia discreta de |a transformada de Fourier.

Definamos al operador S,:L? (R) - L*(T) como el operador dual de Fourier de S,

esto es, el operador correspondiente a S; en el dominio de la frecuencia:

(8o7)2) = (847)"(2) = X zabaf (119)

Esto es:
f(t) e*(R) _So {oaf = u,} e£2(2)
Ad Ad
ROENG N u(z) eL(T)

S es el operador de muestreo de Vo y su operador dual de Fourier, el operador de réplica éo .

Las expresiones (118) y (113} describen explicitamente a éo :

(éof)(z) = ;&\a(co +k)f(o +k) (120)

El lado derecho de la igualdad, es de periodo 1 y depende solo de z = e razén

por la cual éo es llamado operador de réplica asociade a V,. Tomar muestras en el

dominio del tiempo es equivalente a tomar réplicas en el dominio de la frecuencia.
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Por la manera en que se define So, es facil ver que S;:¢*(Z) » L*(R). Ademas,
So{ua} =u(T)p. S, es un operador de interpolacién, ya que interpola las muestras {u,}

para obtener la funcion > u,é(t—n). La relacién entre los operadores adjuntos S, v S, de

n

Soy éo se describe en el siguiente diagrama, el cual surge de analizar ia expresion (117).

u(T) eL*(R) < {u,} el*(R)
Ad A
u(z)b(e) e*(R) <~ u(z) eL*(T)

El operador de interpolacion de Ve, S; , ¥ su operador dual de Fourier, el operador de réplica éo .

El operador S, produce una funcidn no periddica u(z)p(w) de u(z). Para una

f eL?(R) puede llevarse a cabo una réplica. De hecho, por (120):
(é; S 0%)((,0) =Y ¢(o+ k)f(o + K)b(e) (121)
k

lo cual no coincide con f(m) en general. Obsérvese que S;S, = P, . Entonces S;S,f =1 si

y sdlo si f eV,. Sif=uw(T)¢ e Vo, entonces f(o) = u(z(m))&:(co) yparak € Z;
f(o+K) = u(z(o +K))b(o + k) = u(z(w))b(o +k) (122)

De (121) obtenemos que:

(123)
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La siguiente proposicién confirma que el lado derecho de la igualdad anterior es

u(z)é(w) = ?(a)) .
Proposicién 5.

La propiedad de ortonormalidad ($,.4) = 3, es equivalente a:
K(@) = 3fio ) =1 124
- k

Demostracién. Obsérvese que K(w) es de periodo 1y _[:K(m)doa = ”4)“2 =1, por lo que K es

integrable y se puede expresar en una serie de Fourier. De las expresiones (112) y (114),

con f = ¢ obtenemos:

(bnid) = [€2™K(0)do (125)

Por la condicion de ortogonalidad, tenemos que los coeficiente de Fourier de K(w} son

¢, =58°, lo que significa que K(w) = 1. ¢

Nétese que cuando ¢(t) es de rango compacto entonces ¢{w) es analitica y

continua, y (124) se satisface para toda w, aunque no en todo momento. Cuando e*™ es

usado en lugar de e**", en la transformada de Fourier, la expresion (124) es:

- 21 (126)
;'¢(m+2nk)‘ =

La proposicion 5 da la interpretacion intuitiva de $ . De acuerdo a (120), la k-
ésima copia f(o +k) de i esta modulada por la funcion de amplitud compleja d(w +k) en

el proceso de réplica. En la reconstruccion parcial u(z) - u(z(e))f(e), $(e) actia como
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una sota funcion de amplitud que modula todas las diferentes copias. Si o e[—0.5,0.5] y

~ 2
consideramos 'd)(co +k)[ como una funcién de peso asignada a la k - ésima copia,

entonces la proposicién 5 demuestra que el peso total de todas las copias es 1. Por lo

tanto, podemos decir que ¢ es un filtro de réplica diseminado: Si ¢{0) fuera la funcion
caracteristica de un solo periodo {-0.5 - k, 0.5 - k), entonces u(z)@)(m) filtraria solo esa
copia. Aunque el rango de 43(@) este diseminado alrededor de varios periodos, la

proposicién 5 garantiza que S, genere una réplica exacta de u(z) cuando f € V,. Es claro
que la proposicion anterior no tiene preferencias por alguna copia en particular, ya que es

una trastacion invariante. Para toda a, ¢%(o)= $(e +a) que satisface (124). La siguiente
proposicién demuestra que cuando se requiere que ¢ satisfaga las propiedades de

promedio y ortonormalidad, entonces obtenemos una mayor preferencia por f(c) sobre

todas las réplicas f(o+k), k=0, donde ¢ acttia como un fitro inferior de réplica. Otra

importante consecuencia de las propiedades de promedio y orfonormalidad es que, si para
una sefial f € V, cualquiera, se genera una replica de periodo 1 en el dominio del tiempo, el

resultado es una funcién constante.
Proposicion 6.
Sea ¢ integrable, que satisface {¢,.9) =37 ¥ $(0) = 1. Entonces:
a) p(k) = 8¢ keZ

by > f(t-n)= ?f(u)du vf eV, integrable (127)

¢) {¢,}, forman una particién de la unidad, esto es, D oa(t)=1
- .

Demostracién. Como ¢ es integrable, $ es continua; entonces sus valores en los puntos
o = k estan bien definidos. La expresién (124) junto con $(0)=1 implican que b(k)=0

para toda k # 0 entera, lo que demuestra (a).
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Sea ahora f = u(T)¢ € Vo y considérese la sefial réplica de tiempo P(t) = Zf(t ~n),
n

la cual es de periodo 1 e integrable, pues u(T) es un polinomio, y posee una serie de

Fourier, cuyos coeficientes son:

Cy = ﬂe‘z”ik' zn:f(t - n)dt = zn: Ee“z""“f(t ~njdt=
= [ e ™ 1{t)at = (k)

(128)

Pero (a) implica que ?(k) = u(e'z"“‘ )é(k) =3y, entonces:

P(H) = f(0) = [ f(t)t (129)
lo que demuestra (b). La condicion (c) se satisface al elegir f = ¢. ¢

El término particion de la unidad se refiere al hecho de que una funcién arbitraria,
pero suficientemente razonable, puede ser expresada como una suma de funciones

localizables: (t) = > f,(t), donde f,(t) = ¢, (t)f(})-

4. 3. 1. Inverso Simétrico de la Frecuencia y Estructura Compleja.

Cuando hablamos de esquemas de filtros de subbandas mencionamos pero no .
explicamos la simetria entre la frecuencia superior y la inferior. En este apartado
pretendemos retomarlo con el fin de desarrollario.

Iniciemos con h(T) € P. h(T) determina g(T) por:

o(T) = ~T*h(-T); A € Z impar (130)
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La funcién de escala y la wavelet madre estan determinadas (con previa normalizacién),

por:

D¢ = h(T), (131)
Dy = g(T)

E! filtro de cuadratura HV, - V,, G:V, = V, y sus adjuntos estan dados por:

Hu(T)p = h(T)u(T2)¢
G'u(T)y = g(T)u(T2)o
HU(T)$ = S,h(T) u(T)
GU(T)p = S;9(T) u(T)w

(132)

La simetria de estas relaciones con respecto a W(T) - g(T), ¢y Yy He G es

evidente, aunque no estan expresadas con el debido formalismo. Es claro que ia simetria
es entre los elementos de la frecuencia inferior h, ¢, H y los de la frecuencia superior g, y y
G. Su origen no es muy patente, aunque es evidente que tiene que ver con el hecho de que
V, es un espacio (aproximado) de funciones de banda limitada, y el espectro de la
frecuencia en V, esta dividido en V; y W,. Esta simetria es lo que llamamos Inverso
Simétrico de la Frecuencia. Es ciertamente dificil de estudiar, ya que sin el anélisis de

resolucion multiple, seria imposible definir las wavelets.
El propésito de esta seccion es ofrecer las bases matematicas para desarrollar la

simetria. Nuestro punto de partida es generalizar h(T) y g(T), esto por medio de definir el

operadar LV, = V, por:
Ju(T)p = ~Tru(-T) (133)

donde A es el entero impar usado en la definicién de g(T). El siguiente teorema demuestra

L. .. " n
que J se comporta como una multiplicacién por y, lo que produce una rotacién de 5
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radianes en V, y, ademas, J rota D¢ € V, a Dy € W, y a todo el subespacio V; en W, y W,
en V;. Como se menciond en secciones anteriores, la teorfa expuesta para V,, se extiende

a Vi, por lo que podemos definir un operador Jn, tal que Jy, = D™JD™ para todam e Z.

Teorema 1.

las siguientes igualdades se satisfacen,

a) J2 =,
b) JD¢ =Dy, JDy = -Dp (134)
c) JV, =W,, JW, =V,
Demostracién.
U)o = ~0TU-T) 6= T[T (T = (T (139
ya que A es impary (T* "= T hemos demostrado (a). La expresion (b) sé sigue de:
D¢ = Ih(T)p = ~T*n(~T) ¢ = g(T)o =Dy (136)

y JDy = J*D¢ = -Do, por (a). Para demostrar (c), recordemos que cualquier vector en V,
tiene la forma Du(T)$ = h(T)u(T?¢, mientras que los vectores de W, son de la forma

Du(Ty = g(T)u(T?¢. Entonces:

JDu(T)p = I(T)(T2)p = ~TAh(-T)(T2)] ¢ =

137
= g(T)u(T2)o e W, s

Como {Du(T)¢: u(T) eP} define a V; y {g(T)u(Tz)*q):u(T) eF’} define a W,, se demuestra

que JV, = {Jf:f eV,} = W,. De (a) se sigue que:
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JW, = 2V, = {1 eVif={-fFfeV}=V, (138) »
La relacién entre los filtros esta implicita en (137):
JHU(T) = Jn(T(T2)o = o(T(T2) 6= G'u(T) v (139)
Reemplazando u(T) por u(T) v aplicando J en ambos fados de la igualdad:
JG'U(T)y = SPHU(T)p = -H'u(T) ¢ (140)
El operador J es real y lineal, esto es Jeu(T)p +v(T)p] = cdu(T)o +Jo(T)é para c

e R. Un mapeo real y lineal J en un espacio de vectores reales V, cuyo cuadrado es menor

a la identidad, es llamado “Estructura Compleja”. Obsérvese que para &V, — V,, para

algun complejo c, [cu(T)'} = au(T)", por lo que:

Jeu(T)p = cdu(T)p , estoes, Jc=cJ (141}

Lo que significa que J es antilineal con respecto al producto por un escalar
complejo. Esto es un resultado de vital importancia para la estructura compleja J. Definase

K:V, =V, como:
K =iJ, es decir, K = u(T)$ = Ju(T)p = T u(-T)'¢ (142)

para i = J~1. Segin (141):

K? =idiJ = —i2J% = -1, (143)
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JK = JiJ = —iJ? =}, (144)
Ki=idi=-i?J=J

De suyo, {i,J,K} define una estructura cuaterna en V. Esto significa que podemos

extender las rotaciones generadas por J, a rotaciones en R®.
La implementacién de un inverso simétrico de la frecuencia por una estructura
compleja es un poco abstracta, ya que hasta el momento no se ha explicado el por qué J

intercambia la frecuencia inferior por la superior.

Veamos cémo actua J en L(T):

42) N £2)
Ad At
LT i, LM
Estructura compleja en A2y L)
El operador J es [:L2(T) — L?(T) definido por:
()= =3 (149

Como z = e con periodo 0$|m|s0.5, la frecuencia inferior estd representada por

0< |0)| <0.25 y la superior por 0.25 < ® < 0.5. Es evidente que } intercambia partes de la

frecuencia inferior y superior de u(z), El operador §: 4Z) — £(Z) esta dado por:

j{ua},, = [(—1)“'61_.,] (146)

neZ
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Nétese que, u(~T) =3 ua(-T™")" =u(-T""), donde u(T) es el polinomio definido por
G(T):ZﬁnT". particularmente, si u, es real, entonces u(—T)' =u(—T"), de donde

(iufz) = -z"u(—i), y el mapeo j produce una reflexion del eje al plano Z, generado por -

2t

Las estructuras complejas y cuaternas pueden transferise a £(Z) y L(T),

definiendo k = ij en #(Z) y k =ij en LX(T).

4. 4. Conjunto de Wavelets.

Una de las principales razones por las que el analisis Wavelet es muy eficiente es
porque el dominio de la frecuencia esta dividido logaritmicamente en octavas, en lugar de
bandas lineales de igual ancho. Aunado a esto, prefiere escalaciones y no modulaciones de
muestras de diferentes bandas de frecuencia. EI muestreo de wavelets de frecuencia
superior no presenta mayor oscilacién que el muestreo de frecuencia inferior, 1o que no
sucede con el analisis de Fourier, mas especificamente, en la transformada de Fourier con
ventana. Es de gran ayuda dividir en octavas, lo que permite generar los subespacios Wny
consecuentemente, podemos trabajar con marcos. El consecuente formalismo es resuitado
de un hibrido, de la teoria de wavelets y la transformada de Fourier con ventana, pues ésta
usa wavelets en forma repetida para lograr una resolucion de frecuencia mas fina, asi como
la transformada de Fourier con ventana usa ventanas moduladas. Originalmente, el

conjunto de wavelets fue construido por Coifman y Meyer1.

Para construir un conjunto wavelet, asumamos que V, es real, es decir, sdlo

coeficientes reales componen u(T) e P. Entonces V,, = D™V, es real. Lo que implica que la

! Coifman R, Meyer Y, and Wickerhauser MV, Wavelet analisys and signal processing, in Ruskai MB,
Beylkin G, Coifman R, Daubechies Y, Mallat S, Meyer Y, and Raphael L, eds., Wavelets and their
Applications, Jones and Bartlett, Boston, 1992.
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estructura compleja definida en 4. 3. 1, la cual no es lineal, es anti - Hermitica, esto es,

J =-J, y definamos los operadores F,:V, > V, ¥ Fi:V, = V,, por.
Fo=H, Fi=-HJ (147)

F,, trabaja como G, operador de filtro superior, extrayendo el ruido. De hecho, por (38) y
(39):

a) F1V, = -HJV, = HW, = {0}
b) FiW; = -HIW, = -HV, = V, (148)
) FiVo=JHV = JV, = W,

Consecuentemente:

(149)

i ) = {zgn+2kuk}
k neZ
F1 {un }neZ = {Z gn+2kun}
k K

eZ

Estos resultados son idénticos a los obtenidos para G y G en el apartado 4. 2.,
solo que en este momento consideramos el espacio real. La principal diferencia radica en

que a pesar de que G:V, > W,, F; mapea a Vo por si mismo. Esto permite cualquier

combinacion de Fo, Fq, Fy ¥ Fy, o que conduce a un conjunto wavelet.
Proposicion 4.

a) F,F, =83k, . (@ b=0,1)

. i (150)
b) FGFO +F1F1 = IVQ

Demostracién. Sabemos, por (91), que FoFy =HH =1. Como JJ' = -J’=], , entonces

FFy =1y, . Por (39), (134c) y (38):
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FFV, = -HIH'V, = HIV, = -HW, = {0} (151)

Por lo cual, F,F, =0 lo que implica que F,F, =0. Esto demuestra (a). La demostracién de

(b), es una consecuencia de ias expresiones (91) y (36). ¢

Consideremos una composicién  arbitraria  de nuevos  filtros.  Sean
A={a1,a2,...,am} y B={b,,b2,...,bm} conjuntos de indices, donde a, by = 0, 1y

denotemos la longitud de A como |A| =m. Definamos:.

5 =3585:...50, |A|=[B|=m (162)
Lo cual nos permite hacer una generalizacion de la proposicion 4.
Proposicion 6.

a) FAFp =83k, si |A[=B| =1

. 163
b) Y FaFa =l,, Vm=1 (15%)

in:m
donde la suma en (b) es sobre todos los multi - indices (2™, con lAl =m.

Demostraciéon. Ambas expresiones son, como ya seé menciond, una generalizacién de

(150), por lo que sus demostraciones son enteramente similares. ¢
La proposicion 5, asegura que:
I, =F;Fa (154)

con ]A[:m para todo entero positivo, forman un conjunto completo de proyecciones

ortogonales en V,. Esto es:
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H,.A = HA = Hi

HA HB = 82 HA (155)
2 I0a =1y,

[Al=m

De aqui que cualquier f €V, pueda ser expresada como:

f= Yaf= 31, (156)

|AFm JA=m

con (fA,fB) =0 siempre que A zB. Los esquemas de filtros de subbandas en (92) y (93)
pueden ser generalizados. Dentro de la recursion, cualquier u eV, puede ser expresada

como;

u= Y Fau®,donde u® =Fau (157)
jA[=m
aplicando la idea anterior a:
uAtAZ‘"Af = ZF}:‘_HUA‘AEIHAHi (158)
|Ar+1|=m
donde:
uA1A2-- Aret = FAmuAvAz--Ar (1 59)

La principal diferencia entre la descomposicion wavelet (92) vy (93), vy la
descomposicién del conjunto wavelets, es que la primera, s6lo descompone los promedios,
mientras que la segunda descompone promedios y detalles.
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4. 5. Construccion de Filtros de Impulso de Respuesta Finita.

Sean h(T) y g(T) lamados Filtros de Impulso de Respuesta Finita, ya que la forma
de aperar de h(T) y g(T) es por medio de productos en el dominio de la frecuencia, es decir,
operadores de convolucion. Al ser aplicados a ¢, la cual corresponde (bajo el operador de

muestreo  S,:L2(R)—> ¢*(Z)) a la secuencia de “impulso” {Sﬁ}ﬂez, estos operadores

proporcionan las secuencias {ha} = Soh(T)p ¥ {o.} = Sog(T)$ respectivamente. Entonces,
{ha}y {gn} son las respuestas a los impulsos de h(T) y o(T).

La funcién de escala y la wavelet correspondiente a un filtro de impulso de
respuesta finita, son de rango compacto por lo que tienen muy buena localizacion en el
dominio del tiempo.

Lo que estamos buscando es construir una serie de filtros de impulso de respuesta

finita inferiores, h™(T), N = 1, 2, ..., y sus filtros superiores asociados gh(T). La funcion de
escala y las wavelets asociadas, se obtienen de resolver:

D¢N - hN(T)q)N y DwN - gN(T)(bN (160)

en el intervalo [0,2N -~ 'i].

4. 5. 1. Obtencién Recursiva de ¢ e Interpolacién Bivalente.

Existe una gran cantidad de métodos recursivos para obtener ¢ con gran precision.

Una vez que ¢ se conoce dentro de una escala, y puede obtenerse de la siguiente escala

mas fina, por medio de y =D"'g(T)d, es decir:

y(t)= D dp(2t-n) (161)
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Lo que pretendemos es construir un esquema recursivo en el dominio de la frecuencia el
cual hace uso de los polinomios P(e?™®) = mg(w), para obtener ¢(w) escala por escala.

Cuando contamos con la precision deseada en el dominio de la frecuencia, debemos
aplicar la transformada de Fourier inversa, para asi obtener la aproximacion
correspondiente a ¢(t). Por el teorema de Plancherel, el error global en el dominio del

tiempo, es el mismo que en el dominio de la frecuencia..

Si aplicamos en forma repetida una ecuacion de dilatacion, definida por:
M
o o Y ® (162)
i) =ma(5)i(3) = I35
2/ s 2 2

conforme M — o, ip[z_a:"’_) - ;{,(o) =1'. De esta manera, hemos obtenido formaimente ¢(co)

de un producto infinito:

Ho) = H"‘o( ) ﬁp[ Z'flw) (163)

m=1 m=1

Lo cual proporciona un conjunto de coeficientes de filiro que pueden ser determinados, por
a lo mas, una funcion de escala (ademas, de estar normalizado, $(m)=1). Debemos
analizar la forma en que el producto anterior converge, para asi determinar la naturaleza de
$(0) y asimismo, poder demostrar que &:(m) definida en (163), es la transformada de

Fourier de una funcién en el dominio de! tiempo. Obviamente, es condicién necesaria que
me(0) = P(1) = 1 para todo tipo de convergencia, ya que de otra forma, los factores no se

aproximarian a 1. Si m(0) =1, entonces:

(164)

my(0)=1+7 Zc ( e 2rine ) 1-iy_c,e™ sen(rnw)
n

' Sin olvidar que $(co) es una funcién entera analitica, pues ¢ cumple con un rango compacto.
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Donde:

Imo (@) <1+ 3 Jcn ﬂsen(nnm)] <1+ Ao < elel (165)

con A=) |nc,|, (pues |[senx<|{) y:

w
'“(5") =

ol 327" 166
(Aol 22 )zeA|m| (166)

n=1

Lo cual ha demostrado que el producto infinito converge absolutamente y es uniforme en el
subconjunto compacto’, aunque esto no parezca razonable desde un punto de vista
practico, pues ¢ es una funcién singular en el dominio del tiempo. Para ejemplificar lo
anterior, consideremos P(z) = 1, el cual satisface P(1) = 1, pero no la condicion de

ortogonalidad:

0 (167)
IP(Z)|2 + 'P(—Z)!z =1 z= e—zﬂlm

Lo que origina que ¢(0)=1y ®(t)=3(t). Si P(z) satisface la condicion de ortogonalidad,
entonces § pertenece a L%R) y tiene norma “35“51 pues las condiciones de promedio y

ortonormalidad para P(z), implican que ¢ L? (R) (por el tecrema de Plancherel). Para que
y genere una base ortonormal en L%(R), dentro del contexto de analisis de resolucion
muitiple, es necesario que ¢ satisfaga la condicion de ortonormalidad ¢.0 =382, ademas de

la condicion de regularidad. Aunque la condicion (167) fue necesaria para que la condicion

de ortonormalidad se cumpliera, no es suficiente.

' De hecho, fue demostrado por Deslauriers y Dubuc (1987), que el producto converge a una funcién
entera de tipo exponencial, lo cual es ia transformada de Fourier de una funcién de distribucion en el

rango [0,2N—1].
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Aungue las §, son linealmente independientes, puede ocurrir una inestabilidad,

esto es, que al tener una de las combinaciones lineales Zuncp,, , Clya norma es pequenfa,
n

2 ss e
la suma Z]unl sea muy grande. Consecuentemente, ¢ no genera un andlisis de
fl

resolucion multiple y el resuitado no es una base pero si un marco limitado, con constante

de marco igual a 3.

El producto infinito y la inversa de la transformada de Fourier, nos permiten
obtener §(t). Particularmente, la construccion no es local, ya que en cada recursion, ¢(t)
cambia para todos los valores de t. Lo que pretendemos ahora es demostrar que ¢ se

puede obtener en forma local en el tiempo, sin olvidar las técnicas de recursividad.

La técnica a emplear es llamada Interpolacion Bivalente, la cual tiene [a
peculiaridad, de dar una aproximacion mejor en cada iteracion, proporcionando el valor
exacto de ¢(t). Esto es gracias, a que en cada iteracién, contamos sélo con un niimero
finito de puntos los cuales son la mitad de la iteracion anterior.

Para obtener ¢ a partir de enteros, obsérvese que para t = n, la ecuacion de

dilatacion es ahora:

21 2N-1 (168)

o) = 3-cb2n )= >car.

teniendo presente que ¢, = 0 fuera de 0 < m < 2N - 1. Ambos lados de la igualdad

involucran a ¢, por lo tanto (168) es una ecuacién lineal para ¢(n). Si ¢ se encuentra en el
intervalo [0,2N - 1] y es continua, entonces ¢(1), ¢(2), ..., #(2N - 2) son diferentes de cero.

Consecuentemente, tenemos M= 2N -2 ecuaciones lineales, y (168) es ahora la matriz de

orden M x M de un sistema de ecuaciones lineales, cuyo vector solucidn es
U= [¢(1),...,¢(M ]T, el cual es un vector caracteristico de la matriz Apx = Conie M, k=1, ..., M.

Esto proporciona valores exactos de ¢ dentro de los enteros y permite ser aplicado como

un algoritmo computacional. Para t = n + 0.5, la ecuacion de dilatacion es:
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$(n+05) = mickda(nﬂ—k) (199)
. k=0

que determina el valor exacto de ¢ entre dos enteros. Cualquier solucion de Au = u

determina ¢ para todos los racionales t= 5'-(51— {k,meZ, m>0), el cual es un conjunto muy

denso. Si ¢ es continua, podemos determinarla en cualquier punto. Contrariamente,
cualquier solucion de la ecuacion de dilatacién determina una solucion de Au = u. Como
sabemos, la ecuacién de dilatacion tiene una solucién dnica normalizada,
consecuentemente, u es nica y el valor caracteristico 1 de A es no degenerado.

4. 6. Método de Acumulacion.

Como _[q;(t)dt =1, podriamos pensar en ¢(t) como una funcién de distribucion de

probabilidad lo cual es consistente con la interpretacion de ¢ como una funcion promedio,
aunque no es estrictamente valido, porque ¢(t) puede tomar valores negativos. La idea de

funcién de distribucién de probabilidad, la tomaremos para hacer esta explicacidn mas

sencilla. Cuando nos hemos referido a ¢,f, lo hemos hecho considerandolas muestras de
f. Pero como el rango de ¢, es n <t <n + 2N - 1, |a probabilidad sugiere entonces que b, f

no sean-muestras de fent=n, peroent =+ + n, donde:
= [ tp(t)dt (170)

es la media en el tiempo con respecto a §. Esto es:
Condicién E': ¢,f=f(n+1), neZ (171)

Obviamente, la expresion anterior no es valida para todo f eL*(R), pues f no esta bien

definida. Para f = ¢, esto implica que:
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Condicién E: ¢(z+n)=¢,6 =87, neZ (172)
Nétese que (171) es consecuencia de (172) para toda f e V,.

Si f = u(T)¢, entonces:

f(r+n)= ;ukq)k(x +n)=

173
=Zuk¢(t+n-k)=un =0, f (a73)
k

Decimos que una funcion de escala es exacta si satisface fa condicion E.
{_a expresion (172) es muy util por las siguientes razones:

a) La condicion E da origen a un nuevo algoritmo para construir y trazar ¢. Este
algoritmo es resultado de depurar la interpolacion bivalente y es mas simple que
ésta, ya que no requiere que se resuelva desde el principio la ecuacion
caracteristica.

b) Esta condicion da una interpretacion de los coeficientes de filtro ¢, de ¢ mas

(z+n)

7

¢) El buscar la validacion de la condicién E, nos conduce a un nuevo método para

sencilla y directa; pues los toma como muestras de ¢ en t=

construir coeficientes de filtro para wavelets ortonormales, y probablemente
obtener otros analisis de resolucion mltiple, basados en el concepto estadistico
de acumulacion. Este método es independiente de ta validez de la condicion E.

Para iniciar la construccion de este algoritmo, debemos interpretar a la condicion E

como la definicion de los valores iniciales de ¢ en un esquema recursivo:
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Esto es analogo a encontrar ¢(n) en el esquema de interpolacion bivalente excepto que no
requerimos solucionar la ecuacion caracteristica. Si ¢ es exacta, estamos por encima de la
interpolacion bivalente. Si no, (174) es un buen punto de partida para una rapida
convergencia. La forma de proceder ahora, es exactamente como lo hicimos en la
interpolacién bivalente, excepto que no asumiremos tener valores exactos en ningun
momento. La primera iteracion es:

T+N (175
¢(1)[ > )Ezk:ck¢(°)(r+n—k)=cn )
y cada iteracion se obtiene de la anterior, por la férmula:
S T+Nn T+N (1786)
(52 goa (520

k

Si 1a condicion E se cumple, entonces ¢™ = ¢ para toda m > 0 y (175) demuestra que los

(z+n

coeficientes de filtro ¢, son valores de y en t= 5 ) fo cual es una buena interpretacién

intuitiva de los ¢,.

Para hacer uso de este esquema, es necesario hallar © en términos de los

coeficientes de filtro, esto es:

1 177
T =§Zn:ncn ( )
n

que es la expresion (170) en forma discreta, usando {92—} como una funcion de

distribucién de probabilidad en Z. Como ¢ es integrable con rango compacto, podemos

definir:

(178)

afe)= ["e*a(iet=4 =)
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sin olvidar que tf) es una funcién entera. Entonces (163) es:
®(s) = ﬁP(ezL“‘) (179)
y la ecuacién de dilatacion es ahora:
@(2s) = P(e“‘)cp(s) (180)
Como ®(s} es una funcion entera con ®(0) =1 existe una vecindad D, alrededor

des = 0, donde log ®(s) puede ser definido. Un argumento similar demuestra que log
P(e®) se define en una vecindad Dp para toda m > 0.

La expresion (179), implica que:

log®(s) = ilogP[efﬁ) (181
m=1
en D, nD;. Definiendo los momentos de ¢ alrededor de t = 0, por:
M, = [ t4()at. k=0,1,2.. (182)
Particularmente, Mo =1y M; = 1.
®(s) es una funcion generadora de momentos, pues:
05 ®(s) 50 = My (183)

La ecuacion de dilatacién (180), presenta una relacion recursiva entre los momentos, lo
cual nos permite obtenerlos de los coeficientes de filtro. Pero existe una relacion mas

directa en términos de logaritmos, esto debido a que (180) es un producto.
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Definamos los términos de acumulacién continuos y discretos para k > 0.

Ky = 8% log®(s) -0 (184)
K, = 2% logP(e* ) ;.o

respectivamente. Obsérvese que:

Ko =log®{0)=0
_o(0) (185)
K, = @(0) =1

Ky =M, —7% = [ {t-7)°o(t)ot

Si ¢ fuera reaimente una funcion de distribucion de probabilidad, es decir, ¢(t) > 0, entonces
K, seria su segundo momento central y ,/Kz su desviacién estandar. Como ¢ puede

asumir valores negativos, nuestro concepto de acumulacion amplia su definicién usual.

Debemos ahora buscar una relacién que nos permita expresar K, en términos de

coeficientes de filtro, sin olvidar que:

1 (186)-
sy_ 1 ns
P(e ) =5 ; c,e
y definamos los momentos discretos de los c,, por analogia con (183):
1 (187
e = agp(es) 5=0 = Ezcn“k )

Los términos de acumulacién y momentos discretos, satisfacen relaciones similares a las

expuestas en (184):
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ko =logP(1) =0
P'(1) (188)

K, W i

K, =1y — 1

Lo cual nos permite obtener los k, de los c,, que a su vez se obtuvieron de los K.

Teorema 2.

Los términos de acumulacién continuos estan dados en funcion de los términos

discretos por:

Kk {189)
Ke=or
Demostracion. Por (181):
Ke =05 |ogp(e'?"‘“) =
© m=1 5=0
_ = —mk =k u _ (190) +
= mzf 8% logP(e )0 =
= k
-mk
= 22 mk g, = > k_1
m=1

Para K = 1, (189) se reduce a (177) por lo que podemos proceder con un esquema

modificado de [a interpolacién bivalente.

La obtencion de los coeficientes de filtro de los términos de acumulacién, se basa

en el resultado del siguiente teorema.
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Teorema 3.

Sea P(s)=0.52c,,z“ una funcién entera con ¢, real. Supongamos que P(z)

satisface:
P@)" +P(-2f =1 para ||=1 (191)

y es cero paraz = -1

(192)

P(z)= (—1 - Z)N W(z)
2
con W(z) entera. Entonces:

kg = 0% 1ogP(e5)

=0, 0sk<N (193)
1]

&=

Demostracién. Como fos ¢, son reales, FT(;) = P(E), fa expresion (191) implica que:
P(e” )P(e‘s) + P(—es )P(-—e‘s) =1, Vs eC (194)

Para s = -2nio con o real (194) es (191), puesto que el tado izquierdo de (194) es una
funcion entera de s e igual a 1 en el eje imaginario, lo cual conduce a que ésta sea igual a

1 para toda s. Pero:

Ple) - [1 -zes )" Wie) (195)

Como:
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1-e* (196)
5= sU(s)
donde U(s) es entera. (195) da ahora:
P(e™) = sMU(s) W(-e*) = s"V(s) (197)

con V(s) entera. Entonces:

| PlefPle) =1 -P(-e*P(-e7*) =

= 1- s (=) V(s)V(-5) = (198)
=1+ s™F(s) '
para F(s) entera. Ahora, para [w| < 1:
Iog(1+w)=w—%w3 +%w3—..,=wH(w) (199)

donde H(w) es analitica en |w] <1. Entonces, existe una vecindad D alrededor de s = 0,

donde:
logP(* P(e™*)] = s™F(SH{s™F(5)) = s™C(s) (200)

donde G(s) es analitica en D, sin olvidar que hemos definido a log P(e®) en la vecindad Dp

alrededor de s = 0. Debemos asumir que Dp es circular, de tal forma que —s €D, siempre

que s eD; . Entonces:

log P(es) +log P(e“s) =s™G(s) (201)
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en DD, . Aplicando &% y tomando a s = 0, el lado derecho de la igualdad no se cumplie,

porque existen factores de s después del operador derivada. Por lo tanto, por la definicion
de K

ke +(~1)"k =0,k <2N (202)

para k impar, (202) es una identidad; para k = 0, 2, 4, ..., 2N - 2, la expresidon (202) se
reduce a (193). ¢

Por lo tanto, una condicidn necesaria para la ortonormalidad es que los primeros N
términos de acumulacién discreta, Kz no sean vélidas. Entonces el teorema 2 implica que
los términos de acumutacion continuos tampoco sean validos. En particular K, = 0, dentro

de nuestra funcién de distribucién de probabilidad ¢ es una varianza no valida.

El teorema 3 es el punto de partida para generar filtros ortonormales de resolucién
multiple. Por ejemplo, si ¢ tiene un rango compacto minimo para un valor dado de N,
entonces W(z) en {192) es un polinomio de grado N - 1, lo que significa que se tienen N
coeficientes, por lo que podemos hallar los c, resolviendo {193).

Para un filiro ortonormal de rango minimo, los primeros N términos de
acumulacion determinan los coeficientes de filtro. Los términos de acumulacion impares,
juegan un papel importante dentro de la exactitud del método. Si los filtros satisfacen (192),

entonces:

Nz1=> > ¢(r+n)=1

N>2= Zn:n¢(r+n)=0 (203)

N>3= > n’¢(x+n)=0

Nz4=> > np(t+n) =K, =~’§79-
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obteniendo ecuaciones similares para N > 5y N > 6, etc. Para toda N > 1, debemos poner
atencién en los 2N - 1 valores desconocidos de ¢(r + n) dentro del rango de ¢. Entonces
{203) aporta N ecuaciones para estos valores desconocidos, teniendo N - 1 grados de
libertad. Para N = 1, el caso es trivial. Las primeras dos ecuaciones en (203) son
consistentes para ¢, pero no suficientemente exactas para probarla, pues hay tres
expresiones desconocidas ¢(t), ¢(r + 1), ¢(xr + 2). Lo mismo ocurre para N = 3. La cuarta
expresion de (203) demuestra que 4)" no es exacta para N > 4, a pesar de que K; = 0. Debe
guedar claro que, a mayor orden de los t&rminos de acumulacion impares, mayor es la
inexactitud de los filtros de mayor orden, lo cual es una destruccién a la exactitud.
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5. APLICACIONES DEL ANALISIS CON BASE EN LA

TEORIA DE WAVELETS.

Pero fa vida es corfa y la informacion infinita... La
abreviatura es un diablilfo necesario y la tarea del
abreviador es hacer lo mejor de un trabajo que,
aunque sea infrinsecamente malo, es mejor que nada.

Aldous Huxley

5. 1. Compresion de Imagenes con Wavelets.
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El objetivo de este inciso es describir un algoritmo para la compactacién de
imagenes, el cual separa las lineas de la textura de la imagen, lo que nos permite adaptar
la precision a las propiedades de la percepcion visual det hombre. Las lineas en escalas
mdltiples son detectadas a partir del maximo local de los modulos de la transformada
wavelet. Al reconstruir una-aproximaciéon de la imagen lo hacemos por medio de lineas
importantes, las cuales son seleccionadas por el algoritmo. Generamos un error, el cual es

la diferencia entre la imagen real y la reconstruida.

Los algoritmos de compresién de imagenes han sido divididos en dos
generaciones de métodos. Las técnica mas eficientes de la primera generacion
descomponen la imagen en una base ortogonal. Muchas transformadas ortogonales han
sido usadas para este propdsito: La transformada discreta de cosenos, diferentes
descomposiciones ortogonales de subbandas como la transformada wavelet o el conjunto
de wavelets. La imagen original se descompone en la correspondiente base ortogonal y los
coeficientes de descomposicion se obtienen por diferentes técnicas. Para la transformada
discreta de cosenos v la transformada wavelet sélo se hace uso de una base. No asi para
el conjunto de wavelets que adapta las bases de la imagen a las propiedades estadisticas.
El elegir una base es para minimizar la distorsion de la descomposicién de los coeficientes

y como consecuencia el nimero de bits requeridos para la codificacion.

Los métodos de la segunda generacién, pretenden tomar ventaja de las
propiedades estructurales de |a imagen y la forma en que son percibidas por el hombre. La
informacién es dividida en dos categorias: La primera corresponde a las lineas, las cuales
son particularmente importantes para entender la imagen. La degradacidn del contorno de
la imagen afecta severamente la calidad de la imagen. La segunda categoria reagrupa las
diferentes texturas. La textura es informacion menos estructurada que tas lineas aunque
ésta depende de la escala de referencia. En una imagen, en una escala cualquiera, las
lineas se pueden entender como elementos de textura en una escala mayor, En la mayoria
de los casos, la distorsion de la textura no es muy visible, lo que sugiere una codificacién
de la textura menos precisa que la de las lineas. Este tipo de algoritmos permiten una
mayor compresion, ya que no se afecta la visualizacién de la imagen si se introduce

distorsion. Los métodos de segunda generacion son mas faciles de estudiar, esto porgue la
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deteccidon de lineas y texturas requiere de transformadas lineales, cuyo estudio es mas

sencillo de entender.

Se ha demostrado’ que las lineas en escalas miiltiples pueden ser detectadas y
representadas por la transformada wavelet, pues para una clase particular de wavelets el
maximo local de los médulos de la transformada wavelet proporciona la localizacién de las
lineas en la imagen. Una mayor aproximacion a la imagen original se obtiene de estgs
escalas multiples de las lineas. La imagen reconstruida es visualmente idéntica a la

original.

5. 1. 1. Deteccién de Lineas en Escalas Miltiples de una Transformada

Wavelet.

Las lineas de las diferentes estructuras que aparecen en una imagen son, en la
mayoria de los casos, los elementos mas importantes para el reconocimiento de la imagen.
Esto se muestra con nuestra habilidad visual para reconocer un objeto de un dibujo que
solo presenta lineas. Los puntos de corte en una imagen estan localizados donde la
intensidad de la imagen sufre un cambio. Dentro del 4rea de visualizacion, existe una gran
cantidad de detectores de lineas los cuales buscan fos puntos donde el modulo del
gradiente de la imagen es un maximo local. El detector de lineas de Canny® es una versién
de escala multiple de esta aproximacion. La imagen es suavizada por un filtro inferior gue
es dilatado por una factor de escala. Las lineas son localizadas al calcular el vector
gradiente de la intensidad de la imagen, en cada pixel. Lo anterior puede reformularse con
wavelets, 10 que permite entender con mayor precisién las propiedades de las lineas en
escalas mltiples. Para una clase particular de wavelets los puntos en [a linea se obtienen

del modulo maximo local de la transformada wavelet.

Llamemos funcién de suavizamiento a cualquier funcion 8(x, y) tal que su doble

integral sea igual a 1. Esto es, el impulso de respuesta de un fiitro inferior. Sean:

! Maliat S. and Zhong, Characterizacion of signals from multiscale edges, New York University,
Computer Sciencie, Tech. Report, 1981; IEEE Trans. Pattern Anal. and Machine Intell.

2 Canny J., A computational approach to edge detection, IEEE Trans Pattern Anal. and Machine
Intell. 8 (1986), 679 - 698,
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w‘(x,y)=39-(—w, w2 (xy)= 6(xy) )

Ambas funciones son llamadas wavelets. Dilatemos ambas funciones con un factor de

escala 2' y denotemos:

1 2
0u(x9)= 3953 @

1 X Y 1 X Y , 3)
1 1
\le 41 — V¥ (2] zjj y wzl = 4] Vv (2 d2_j)

Para cualquier f(xy)€L*(R), la transformada waveiet definida con respecto a y'(x, y) ¥

q;z(x. y) tienen dos componentes dados por la convolucion:
W) = wh (xy) ¥ Wil y) = £*wi(xy) (4)

La secuencia de funciones (w;,f(x,y).wjf(xy)) es llamada transformada wavelet

bivalente de f(x, y).

Como la transformada de Fourier estd definida por convoluciones, entonces la
transformada de Fourier de cada componente esta dada por:

Wit(0.8) = Ho.0)i' (Ze2't) y Wie.) = Ho)i?(2'a2'e) (5)

Una transformada wavelet bivalente es una representacién completa de la sefial si y solo si
la dilatacion de la transformada de Fourier de cada wavelet cubre completamente el plano

de Fourier. Esto significa que existen dos constantes A>0yB>0, tales que:

V(&) <R?, A< Y |0 (202) +i*(2o2'e) <B ©)
jeZ
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Entonces, existe un par de funciones wavelets no unicas, 2'(xy) ¥y %*(xy), cuya

transformada de Fourier satisface:

Z n (2j w,Ziﬁ)i" (2%0,2j F,) + @2(2’ ®,2) *@)iz (2‘(0,2l &) =1 )

1

Por lo tanto, cualquier funcion f(x, y) el’(R) es reconstruida de su transformada wavelet

por la suma:

fxy) = D Wi = an (y) + Wit 1y (xy) (8)

jeZ

Una iransformada wavelet bivalente, es mas que completa, es una representacion
redundante de la sefal, lo que indica que cualquier secuencia de sefiales es, no
necesariamente a priori, la transformada wavelet de alguna sefal f(xy) eL?(R). Para que

una secuencia de sefiales sea transformada wavelet bivalente, debe satisfacerse ia

ecuacion del Kernel de reproduccion.

Como las wavelets se definen en términos de las derivadas parciales de la funcion
de suavizamiento 6(x, y), entonces por las expresiones (1) y (4), las dos componentes de la

transformada wavelet satisfacen:

= = 219(f*0,, )(x¥)

(Wzlf("'yﬂ iy ool ©)
wit(xy) | 2! %(f “0, )(xY) |

Las dos componentes de la transformada en la escala 2, definen un vector, el cual es

proporcional al vector gradiente de la imagen suavizada por 0, (x, y). El médulo del vector

gradiente es proporcional al médulo de la imagen:

lef(x,y) = JI;W;f(X' y)|2 4+ |W221f(x, y)|2 (10)
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Para cada punto (x, y), el angulo del gradiente con respecto al eje horizontal esta dado por:

W E(x, y)J (11)
A f(xy)=arcly ——=
#1(09) g(w;.f(xy)

Donde los puntos del vector gradiente tienen una mayor amplitud. Para obtener los puntos

donde el modulo de V(f *0,, )(x, y) es un maximo local, debemos tomar en cuenta que en la

escala 2 el médulo maximo de la transformada wavelet esta definido como los puntos (x, y)

donde el médulo de la imagen M,,f(x, y) es un maximo local en la direccién del gradiente,
es decir, A,f(xy). Estos modulo maximos son los puntos de inflexion de f*9,, (x).
Registramos la posicién de cada médulo maximo y los valores de Mz,f(x, y) y Az,f(x, y)en

la ubicacién correspondiente.

- Las imagenes son medidas en una resolucion finita. Por lo tanto, no podemos
calcular la transformada wavelet por debajo de una escala normalizada a 1. Para modelar
esta limitacion, requerimos de una funcioén §(x, y), tal que el médulo de su transformada de

Fourier satisface:

o] =20 (@ee (Z02)+ (P02t (P o) (12)

21

Por la expresion (7), podemos demostrar que ¢(x, y) es una funcién de suavizamiento y

definir el operador de suavizamiento:
S,f(xy)=T*¢,(xYy) . (1)

donde ¢, (x. y) es una dilatacion de ¢(x, y) con factor 2). Debido a que la resolucién es

finita, suponemos que la imagen es un suavizamiento en la escala 1 de alguna imagen
original f(x, y), y es entonces igual a Sf(x, y). No podemos evaluar la transformada wavelet

en escalas muy grandes, porque es registrada en un dominio finito. Limitemos ahora el
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parametro de la escala sobre una escala dada 2'. Llamamos transformada wavelet
bivalente de S{(x, y) a la secuencia:

{(Wﬁrf(x« VWET(xY)),  Suf(x y)} (14)

De donde la transformada wavelet se encuentra entre las escala 1y 2’ y el resto de la

informaciéon es llevada por la imagen de baja frecuencia Ssz(x.y). Sqf(x, y) se puede

obtener a partir de su transformada wavelet bivalente finita. Si la imagen original tiene N
pixeles, entonces estimamos la transformada wavelet bivalente finita con un algoritmo que
solo requiere de O(Nlog(N)) operaciones. La figura 1', muestra la transformada wavelet
bivalente finita de la imagen que se encuentra al inicio de este capitulo. L.a imagen S,f(x, y)
se encuentra en la esquina superior izquierda y la imagen de frecuencia inferior 8, f(x, y)

en la esquina superior derecha. Las primeras dos columnas muestran f(xy) y

A

W2f(xy). ¥ la escala incrementa de arriba hacia abajo. Podemos reconocer el efecto de
la derivada parcial sobre x y y, en cada componente de la transformada wavelet. Las

wavelet usadas para estas estimaciones se definen de una funcién de suavizamiento

0(x, y), que es separable y de una funcién clbica unidimensional de soporte compacto. El
médulo de la imagen, M,f(x,y), y el angulo de ésta, Af(x,y}, son mostrados en la tercera
y cuarta columnas. La quinta columna presenta [a posicion de los puntos de las lineas

definidos como los maximos locales de los médulos-de la imagen en la direccién indicada
por el angulo de Ila imagen. Cuando la escala 2} es pequenia, el suavizamiento aportado por

Oz,f(x,y) es insignificante. Cualquier pequefia fluctuacion, debida al ruido de la imagen,

genera un punto en la linea. En escalas grandes, el suavizamiento desplaza las variaciones

y lineas de los limites de las estructuras mas importantes de la imagen.

' Las figuras 1, 3 - 13 se muestran al final de este subtema.
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5. 1. 2. Reconstruccion de Imagenes a partir de Lineas en Escalas Multiples.

Dentro de la codificacion de imAgenes, es necesario reconstruir una aproximacién
de la informacion de las lineas en escalas mulitipies. Zhong' construyé un algoritmo que
reconstruye imagenes, las cuales estan constituidas por lineas en escalas multiples, que
obtenemos con la transformada wavelet. Cuando todas las lineas se han reconstruido, el
algoritmo recobra la imagen que visualmente es idéntica a la original. En cada escala, un

punto en |a linea se define por su posicion en el plano de la imagen, ademas de los valores

M f(xy) ¥ A, f(xy) en la locacion correspondiente. Como puede observarse en la

columna de la derecha de la figura 1, el comportamiento de suavizamiento en escalas
multiples modifica la posicién de los puntos en las lineas. Estos aparecen en una escala
2" los cuales se pueden encontrar en una escala mas fina 2l pero su posicién ha
cambiado. Codificar diferentes lineas en diferentes escalas es muy costoso, por lo gue sélo
detectamos lineas en una escala de referencia, cuyo médulo de la fransformada wavelet es
un maximo local. Dentro de este ejemplo, tomamos como escala de referencia 2°. Esto
porque las lineas en la escala 2! se ven mas afectadas por el ruido de la imagen y lo ’
aspero de la escala, lo que origina que !_a deteccién de lineas sea menos precisa. La
imagen del lado derecho de la figura 3 muestra las lineas que se obtuvieron de la imagen
de la mujer, en la escala 22 Podemos seleccionar un subconjunto de lineas que sean
consideradas “importantes” para la visualizacion de la imagen. Las lineas de la imagen
derecha de la figura 4 han sido seleccionadas con el método que se describe mas

adelante.

Sea ((u,,,u,,))nEz la posicion de los puntos en la linea que son seleccionados por la

escala 2%. Supongamos que:
(M1 00) A5 (U0 0n)) ez (15)

son el médulo y el angulo en estos puntos. El detector de lineas puede entenderse como

un muestreo de los modulos y los angulos de la imagen. En la escala aspera 2’, para

! Mattat, S. and S. Zhong, Characterization of signals from multiscales edges, New Yoark University,
Computer Science, Tech. Report, 1991; IEEE Trans. Pattern Anal. and Machine Intell.
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propésifos de codificacién, necesitamos reducir fa frecuencia inferior de la imagen
S,.f(xy) . La transformada de Fourier de la imagen tiene una mayor energia concentrada
en frecuencias mas pequefias de 27z, Por lo tanto debemos muestrear uniformemente la
frecuencia inferior de la imagen en el rango 2" en x y y. Dados los valores de los médulos

M,f(xy) y el dngulo A,f(xy) en el punto de la linea ((Un.vn )MZ, para 1 < j < J, ademas
de un muestreo uniforme de Szdf(x,y) en el rango 2°, permite recuperar la mejor

aproximacion posible de f(x, y). Esperamos obtener una imagen que contenga las
principales caracteristicas de las lineas que han sido seleccionadas, aungue algunos

detalles hayan desaparecido.

El objetivo es recuperar una imagen S,h(x, y) tal que su transformada wavelet

bivalente tenga los mismos valores de la transformada wavelet bivalente Sf(x, y), en los

puntos de las lineas. En cualquier punto de la linea ((un'un))nez de M,f(xy} ¥y A,f(xy),

podemos obtener 7,f(u,,v,) ¥ W3f(u,,0,), ¥ Viceversa. La transformada wavelet

bivalente finita de S;h(x, y) debe satisfacerse para toda (u,, vp) ¥y 1 <j 2 &
WN(U,.,) = W (U, 00) ¥ WAEH(U,,v,) = WH(Un0,) (16) °

y para todo par de enteros (m, n):
8 4h(n2’,m2’) = §,,f(n2’,m2") (17)

Fuera de los puntos (u, vy), N0 conocemos los valores de la transformada wavelet de
S:h{x, y). Por omisién, S:h(x, 'y) debe ser continua. La expresion (9) explica que la
transformada wavelet se refiere al gradiente de la intensidad de la imagen, lo que implica
recuperar una transformada wavelet cuya energia sea lo mas pequefia posible. Para evitar
que mas de una linea contenga los puntos (Un, v,), debemos condicionar los componentes

de la transformada wavelet de tal forma que estos contengan la menor oscilacion posible

de forma tal que no ocasionen un méximo local en el modulo de la imagen Mz,f(x,y). Si
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suponemos que w'(x, y) y (X, y) son continuas y diferenciables, entonces la transformada

wavelet en cada escala es también diferenciable.

Sea ||g| 1a norma de cualquier funcion g(xy) eLz(Rz), e imponemos condiciones

de continuidad, minimizando la norma de Sobolev:

v’ 19
ox

2
m((ng h th)%jsJ'SZJh) ‘ =J§=I; ||1/"’21'h"2 +2%

23

2
W |+

+ ZJ: “wjh"z + 2%
j=1

E! minimizar esta norma nos proporciona una transformada wavelet donde la energia de

wz',h y wzz,h es pequefia y tiene la menor oscilacién posible'. Las derivadas parciales

son importantes para 2’ porque la continuidad de 47, y W/} incrementa con la escala 2!

. . '! 2
Definamos un espacio K de todas las funciones ((w (oY) wi(x, y))1sjs.1,s](x)) , de tal
forma que la norma de Sobolev (18) es finita. Sea el espacio K un espacio de Hilbert, con

respecto a esta norma. Sea I el conjunto ((w] (xy)wi(x y))1sjsJS (x)) , que pertenece a Ky
|

todos los puntos de la linea (Uy, vy), para 1 <j < J:
wl(u,,00) = W T(Ua0.) ¥ WiUy,00) = Wif(u,,0,) (19)
y para los enteros (n, my.

SJ(nZ",mZ") = S?_Jf(nz",mZ") | (20

! La norma de Sobolev hace uso de ta derivada parcial con respecto a x de W;,h, porque este
componente se define como una derivada parcial con respecto a x. (9), por lo tanto, oscila sobre la
variable x. Andlogamente, para wjh , con respectoa y.
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El conjunto I es cerradura de K.

Definamos ahora el espacio V como el conjunto de funciones que son la
ransformada wavelet bivalente de alguna funcion Sig(x, y) con g(x,y)eLz(Rz). Por

definicion el conjunte de transformadas wavelet bivalente que satisfacen las expresiones

(16) y (17) son la secuencia de funciones que pertenecen a:
A=TnV (21)

Los elementos de este conjunto son las transformadas wavelet bivalentes que satisfacen

esta condicién y minimizan la norma de Sobolev. Este conjunto se obtiene de la proyeccion
delyV.

Figura 2. Una aproximacion de la transformada wavelet de f(x, y) es reconstruida a partir de una proyeccion

ortogonal en un espacio afin I' en el espacio V de todas las transformadas wavelet bivalentes. La proyeccion

inicia en el elemento cero y converge a su proyeccion ortogonal en rmv

Sea P el operador que realiza la proyeccion ortogonal en I', con respecto a la
norma de Sobolev. Este es aplicable a cualquier elemento de K, a los cuales transforma en
elementos de I, con respecto a la norma de Sobolev. Sea Py el operador de proyeccion

ortogonal en V, con respecto a la norma mencionada. Sea P =P, P, una proyeccion

alternativa en T y V. Sea P" las n iteraciones del operador P. Como I" es una cerradura y V
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un espacio de Hilbert, por la expresion (20) podemos demostrar que para cualquier
elemento de K, se cumple:

x = ((w}ler)w (55) . 0,05). @)

imP"X =P, X (23)

N—kso

La proposicion alterna converge a la proyeccion ortogonal de X en el espacio A.SiX=0,
esto es, que todas las funciones de la expresion (22) son iguales a cero, entonces el limite
(23) converge a los elementos de A, cuya norma de Sobolev es minima. Este aigoritmo se
ilustra en la figura 2. Si la imagen original tiene N pixeles, la implementacién de Pr y Py,
requiere de solo O(Nlog(N)) operaciones. Una imagen se reconstruye al aplicar la inversa
de 1a transformada wavelet en la transformada wavelet bivalente reconstruida. Para efecto
de procesamiento de imagenes, 10 iteraciones son suficientes para obtener una
aproximacion gue no represente diferencias visibles. Debemos hacer énfasis en que esta
solucion no es igual a la imagen original S4f(x, y). Meyer‘ demostrd que aungue se cuente
con toda la informacion de las lineas, no reconstruimos la imagen original en forma exacta,
sélo obtenemos una aproximacion a la imagen, donde los componentes principales son

restaurados.

A la izquierda de la figura 4, se tiene una imagen reconstruida de los valores de su
transformada wavelet sobre el mapa de lineas mostrado a la derecha. Esta imagen se
obtiene de aplicar 10 veces el operador P. La transformada wavelet fue evaluada sobre una
escala de 4, (J = 4). Las lineas que han sido seleccionadas se recuperan de manera muy
precisa, pero los pequefios detalles que fueron eliminados, han desaparecido de la imagen

reconstruida.

' Meyer, Y., Un contre - example a la conjecture de Marr et a celle de S. Mallat, CERAMADE,
University Paris - 1X; 1991, preprint.
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5. 1. 3. Compactacion de Lineas.

Un algoritmo de compactacion de imagenes basado en lineas, involucra dos
pasos: El primero seleccionar los puntos de linea mas importantes para la visualizacion de
fa imagen. Y el segundo, codificarios eficientemente, En lugar de procesar en forma
individual los puntos de lineas encontrados, la transformada wavelet une los puntos para
éonstruir curvas. En la locacion de una linea, la direccion del vector gradiente es
perpendicular a la curva que atraviesa este punto. A este procedimiento, va aunado el
considerar dos vecindades de puntos de linea cuya posicion relativa es perpendicular a la
direccion dada por el angulo de la imagen, ademas de haber impuesto que el médulo de

Mzif(x, y) varie de forma continua a través de la curva, a lo que la intensidad de la imagen

no presenta madificaciones abruptas a lo largo de la curva. La maxima unién de puntos que
obtenemos es localizada generalmente en los limites de la estructura de la imagen. La
seleccion de las curvas mas importantes, requiere de algoritmos sofisticados, si tomamos
en cuenta el contexto de la imagen. En el caso de la imagen que se ha venido manejando,
es importante no introducir distorsiones alrededor de los ojos, porque estos son de gran
importancia para el ojo humano, o que implica encontrar la locacién de los ojos, lo cual
presenta un problema de reconocimiento de patrones. Los limites de estructuras
coherentes generan curvas largas, por lo que debemos mover cualquier curva cuya
longitud sea menor a un limite dado. De las curvas restantes, seleccionamos las que
correspondan a las variaciones mas intensas de la imagen. Esto se lleva a cabo moviendo
las curvas, con lo cual el valor promedio del médulo de la transformada wavelet es mas
pequefio que el limite de una amplitud dada. En la figura 4, la imagen de la derecha es la
representacion de las curvas, en la escala 2°. Los parametros de la seleccion de lineas
dependen solo de cuantos bits se desean usar para la codificacién de la imagen. Conforme
mas lineas se seleccionan mas bits se requieren. La imagen presentada al inicio del
capitulo, es una imagen con 512 x 512 pixeles, y la figura 6 es el mapa de lineas en la
escala 22, ademas de desplegar las curvas seleccionadas por ser el doble del limite de
longitud y el limite del médulo promedio, que fueron usados por las curvas seleccionadas

en la figura 5. Como resultado, mas curvas son eliminadas en esta seleccion.

Ya que la seleccion de lineas ha sido realizada, debemos codificar eficientemente
la informacion restante, lo que requiere codificar la posicién de los puntos de linea que
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hayan sido seleccionados. Para cada escala 2 1 <j < J, debemos codificar el médulo y el
angulo de la transformada wavelet sobre esas curvas. Finalmente, debemos hacer un

submuestreo de la frecuencia inferior de la imagen S,.f.

Hasta este momento, la imagen ha sido codificada sélo por sus lineas. Por lo que
el error generado por este procedimiento esta codificado por la transformada wavelet, y
podemos analizar las lineas con muy pocos bits, aunque el error produzca distorsiones

visuales importantes las cuales se reducen en una segunda codificacion.

La posicién de cada curva es registrada, y es codificado el incremento de un pixel
a otro. Carlsson’ demostrd que con un codigo de entropia se requerian, en promedio, 10
bits para el primer punto y 1.3 bits para cada punto sobre la curva. Para reducir el costo de
esta codificacién con un factor 2, debemos submuestrear con factor 2 la malla de la imagen
donde las curvas estan definidas. De las curvas que se encuentran en esta submalla,

estimamos con interpolaciones lineales la geometria de las curvas en la malla original.

De una curva en la escala de referencia 2°, sabemos que el angulo Azzf(x,y)

indica la direccion del vector gradiente, que es perpendicular a Ja tangente de la curva.

Podemos estimar el valor de Azzf(x, y) en un punto de la linea, esto si previamente hemos

evaluado la direccién de la tangente en la linea. Consecuentemente, no necesitamos

codificar los valores de los angulos. En ofras escalas 2!, aproximamos Az,f(x,y) a
Azzf(x,y) en la misma locacion. Sobre cada curva, el mdédulo Mz,f(x,y) varia

continuamente.

La imagen de la derecha de la figura 5 es una interpolacién del mapa de lineas
que es usado para codificar la imagen original. A la izquierda se encuentra la imagen
reconstruida del codigo de lineas. Esta imagen requiere de 0.166 bits por pixel.
Comparandola con la original (figura 3}, que fue codificada con 8 bits por pixel, estariamos
hablando de un factor de compresion de 72. La imagen reconstruida presenta las

principales caracteristicas de la imagen original, pero muestra una importante distorsion y

! Carlsson, S., Sketch based coding of grey level images, Signal Processing North - Holland 15 (1)
(1988), 57 - B3.
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toda la textura ha desaparecido. La figura 8, es una reconstruccion de los valores
codificados de la transformada wavelet sobre el mapa de lineas en la figura 7 con 10
iteraciones del operador P. Esta imagen de 512 x 512 fue codificada en 0.043 bits por pixel,
lo que corresponde a una razén de compresion de 186, pero la imagen codificada es
sobremuestreada. Pocas curvas fueron seleccionadas, lo que sblo permite obtener los
principales componentes de la imagen. A pesar de esto, la imagen es clara y no incluye

grandes distorsiones.

5. 1. 4. Error de Codificacion de Imagen.

El algoritmo de codificacion de lineas restaura las principales caracteristicas de la
imagen pero elimina las texturas ademas de los detalles mas finos de la imagen. Podemos
evaluar el error de la imagen, susirayendo la imagen codificada de la original, La figura 8,
es el resultado de sustraer la imagen codificada (figura 8), de la original (imagen
presentada al inicio de este capitulo). La textura aparece en esta imagen de error, ademas
de algunas caracteristicas como son la linea vertical de la derecha cuyas lineas no fueron
seleccionadas en la figura 8. La imagen de error incluye informacion acerca de la
codificacion de lineas. Para obtener informacién acerca de la textura, debemos codificar el

error con una base wavelet ortonormal.

Una base wavelet ortonormal, provee una de las transformadas mas efectivas para
la compactacion de imagenes. Estas bases se adaptan de forma muy eficiente a las
propiedades estadisticas de las imagenes y a los artificios de codificacion que pueden
ajustarse a la sensibilidad humana. En un rango de compresién amplio, las bases wavelets
ortonormales producen el fendmeno de Gibbs de etror en la locacidon de lineas, lo cual
degrada considerablemente la calidad de la imagen. Como ya hemos codificado la mayoria
de las lineas, podemos comprimir un error con un amplio rango de compresion sin crear
mas error. Una base wavelet ortonormal descompone Ja imagen en partes que aparecen en
diferentes resoluciones y con diferentes orientaciones. En dos dimensiones, podemos
construir una base wavelet ortonormatl de las tres wavelets y'(x, ¥), v*(x, ¥) y w*(x, y). Cada

una de éstas es dilatada por el factor de escala 2 para1<k<3:
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y (24)

1 X
w0 =59 (55

Cada 2, estas wavelets se trasladan dentro de una malla uniforme cuyos intervalos son 2,

Las tres wavelet se encogen de tal manera que Ia familia resultante de funciones:

(-2 2mphe-2ing -2 g2 O

es una base ortonormal de LZ(RZ). Cualquier funcién es representada por el producto

interno con cada elemento de esta base.

Una imagen es medida en una resolucion finita, normalizada a 1. Se descompone
con la dilatacién de wavelets con factores de escala mayores a 1. La figura 10, muestra la
descomposicion de! error de la imagen (8), con wavelets derivadas de ia wavelets de
Daubechies' de soporte compacto en una dimension. Cada 2! escalas, hay tres imagenes
de tamafio 27N, donde N es el nimero total de pixeles de la imagen original. Esta imagen
corresponde al producto interno de la imagen original con cada una de las fres wavelets
dilatadas por 2l y trasladadas a una malla de tamafio 27N. Los pixeles blancos indican los
coeficientes ortogonales cuyos valores absolutos tienen una mayor amplitud. Como puede
verse, estos coeficientes se concentran en las regiones de textura del error de la imagen.
En este ejemplo, el error se descompone en 5 escalas. Ei numero total de muestras de la
representacion ortogonal es igual al numero de muestras del error original. Una gran parte
de los coeficientes ortogonales se aproximan a cero y aparecen en negro en la figura 9.

Para reducir el ntimero de coeficientes wavelets a codificar, debemos hacer tantos -
coeficientes como sea posible iguales a cero. Esto se lleva a cabo en un primer paso en
una simple operacién de limitacion. En cada escala 2, y para cada orientacién, medimos el
total de energia de los coeficientes wavelets en bloque de 16.27 x 16.2' pixeles. Si la
energia total es menor a la dada, entonces debemos hacer cero a todos los coeficientes de
bloque. Esto Aes, no habra textura en ese bloque de la imagen y cualquier coeficiente
wavelet no insignificante, muy probablemente corresponda a una fluctuacién de la imagen

' Daubechies, |., Orthonormal bases of compactly supported wavelets, Commun. Pure and Appl.
Math. 41 (1988), 909 - 996.
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poco importante. El registrar el resto de coeficientes diferentes de cero, permite adaptarse
a su distribucion de probabilidad. Un registro exponencial se adapta muy bhien a la
distribucién de probabilidad de los coeficientes wavelets ortogonales, lo que conlleva a un
error cuadratico medio pequefio. El error de la figura 11 es codificado con una base wavelet
ortonormal, con 0.038 bits por pixel. Este tipo de codificaciones restauran las texturas mas
irregulares de la imagen. La figura 12 surge de afiadir el error codificado a la codificacion
de lineas de la figura 8. Esto requiere de un total de 0.043 + 0.038 = 0.081 bits por pixel
para su codificacion, lo que corresponde a una razén de compresion de alrededor de 100.
Es clara la diferencia con respecto a la imagen original aunque, dada una razén de
compresion alta, las lineas importantes y texturas se recuperan de forma precisa. La
esquina superior derecha de la figura 13, es el resultado de codificar el error en una base
ortogonal con 0.086 bits por pixel. La irﬁagen inferior derecha se obtiene de agregar el error
codificado a las lineas codificadas de la figura 5, lo que finalmente requiere de
0.116 + 0.086 = 0.202 bits por pixel, lo que representa una compresion con factor 40.

Nuevamente, las caracteristicas principales de la imagen se restauran en forma favorable.

Concluyamos este ejemplo, analizando las ventajas proporcionadas por esta
técnica que nos permite comprimir imagenes con factores entre 40 y 100. Codificando
especificamente Ias lineas y texturas de la imagen, no debemos olvidar que la distorsion en
la textura es menos visible que la distorsion en las lineas. Es importante tener claro como
seleccionar de forma 6ptima las lineas de la imagen, dada una razon de compresidn final.
Debe ser claro cémo distribuir los bits entre las lineas y texturas, para igualar la informacion

de la imagen y la percepcion humana.

La transformada wavelet es una herramienta importante que determina lineas en
imagenes. Una representacion precisa del tipo de lineas, se obtiene del comportamiento de
los valores de la transformada wavelet en las escalas, lo cual es aplicado en

reconocimiento de patrones.
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Figura 1. La S,f(x, y) de la imagen original se encuentra en la esquina superior izquierda. En la esquina

superior derecha se encuentra fa frecuencia inferior de la imagen, 824 f(x, y) . La primera columna de la
derecha se refiere a W;, f(x. y) y la escala incrementa conforme se avanza de la parte superior a la parte

inferior. La segunda columna despliega szif()(, y) . Los pixeles negros, grises y blancos indican los valores
negativos, cero y positivos respectivamente, de las muestras. La tercera columna presenta los médulos de las

imagenes Mz' f(x, y). Los pixeles negros indican valor cero, mientras que los blancos, corresponden a

mayores amplitudes. La cuarta columna representa el angulo de las imagenes A 2 f(x, y) . L.os vaiores de los
angulos van desde cero (negro), hasta 2r {blanco). Finalmente, si observamos la quinta columna vemos la

posicion, en color blanco, de los maximos locales M, f(x, y) en la direccion dada por el angulo de la imagen

A f(x y).
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Figura 3. A la izquierda, la imagen original de 256 x 256 pixeles. A la derecha las lineas que se obtuvieron de

los médulos maximos de la transformada wavelet, en la escala 22,
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Figura 4. A la izquierda, la imagen reconstruida a partir de los valores de |a transformada wavelet aportados
por el mapa de iineas de la derecha. Esta reconstruccién se obtiene después de 10 iteraciones del operador P.
A la derecha, las lineas seleccionadas de las lineas de la figura 3. La seleccion se realiza a partir de [a longitud

de 1a lineas y sus mddulos promedio.
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Figura 6. A la izquierda, la imagen reconstruida a partir de la representacion de las lineas codificadas por la
transformada wavelet . Esta reconstruccién se obtiene después de 10 iteraciones del operador P. Esta imagen
de 256 x 256 pixeles fue codificada en 0.1186 bits por pixel. A |a derecha, las curvas seleccionadas y
codificadas en una submalia.
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Figura 6. Lineas detectadas por €l maximo local del madulo de la transformada wavelet, en la escala 22,
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Figura 7. Curvas seleccionadas después de haber considerado su fongitud y ef valor promedio del médulo de
la transformada wavelet en la escala 2°. La longitud y los médulos son dos veces mas grandes que en [a figura
5.
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Figura 8. Imagen reconstruida de los valores codificados de la transformada wavelet a partir del mapa de
lineas de la figura 7. Esta codificacion requirié de 0.043 bits por pixel.
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4

Figura 9. Esta imagen presenta el error, el cual se obtiene de sustraer |2 imagen codificada de la figura 8 de la
imagen original. Los pixeles negros, grises y blancos corresponden a coeficientes negativos, cero y positivos
respectivamente. La mayor parte de la energfa se concentra en las regiones de textura.
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Figura 10. Descomposicién wavelet ortogonal del error de la figura 9. Desplegamos el valor absoluto de los
coeficientes ortogonales. Los pixeles negros y blancos corfesponden a los valores cero y de amplitud mayor
de |os coeficientes. Los coeficientes con mayor energia se concentran principalmente en las regiones de
textura de!l error de la imagen.



U. N. A. M. EscueLa NACIONAL DE EsTupiOS PROFESIONALES ACATLAN 175

Figura 11. Error de la imagen codificado en 0.038 bits por pixel, con una base wavelet ortonormal. Las texturas

principales son restauradas.
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Figura 12. Imagen codificada, que se obtiene de unir las lineas codificadas de la figura 8 y el error de la

imagen codificado de Ia figura 11. Esta imagen es codificada en un total de 0.081 bits por pixel.
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‘Figura 13. En la esquina superior izquierda, el error de la imagen que se obtuvo de sustraer la imagen de la
derecha de la figura 5 a [a imagen original, ia cual esta representada en la esquina inferior izquierda. En la
esquina superior derecha, el error de ia imagen codificado en una base wavelet ortogonal, con 0.086 bits por
pixel. En la esquina inferior derecha, la imagen que se obtiene de unir el error de codificacion (esquina superior
derecha) con las lineas codificadas de la imagen de la izquierda de la figura 5. Esta imagen fue codificada en
0.202 bits por pixel.
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5. 2. WAVELETS ACUSTICAS.

5. 2. 1. Construccion de Wavelets Aclsticas.

En este apartado usamos la transformada de sefiales analiticas para generar una
familia de escalares wavelets relacionados con una ecuacion de onda. Debemos esperar
que estas wavelets' sean usadas para modelar |la dispersién acistica. Construimos una

familia de parametros ¥ ., indexados por una variable continua o > 2. Para toda o, el

z 1

conjunto {‘P; 1z eT} forma una familia wavelet.

1 a solucién de la ecuacion de onda se obtiene por medio del analisis de Fourier,

esto es:
F)= [ L [t (p.o) + et 1(p,-0)|d%p = (1)
*16n°0 L
= [ e"*f(p)dp
donde:
x = (x, t) = vector de Fourier en el espacio del tiempo.
p = (p, o) = vector de frecuencia de onda.
p, = |p}, por la ecuacién de onda. (2)

© = |p] = valor absoluto de la frecuencia.

p - X = pot - p - x = producto escalar de Lorentz.

C= {p=(p.po) eR*:p2 ={p|".p = 0} - C, uC_ = Cono de luz.

1 |as wavelets acGsticas son escalares, por lo gue no requerimos de una matriz wavelet.



U. N. A. M. EscUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 179

C, = {(p Po):Po =|P|> 0} = Frecuencia positiva del cono.
C. ={(p.Po):Po =P < 0} = Frecuencia negativa det cono.
(2)
: Vi C.
/
\ p - plano
é V\S C.
Figurat. C, =0V,
~ d°p o
dp = 5— = Métrica de Lorentzen C
161"
Para definir las wavelets requerimos de un espacio de soluciones de Hilbert.
Seaa>1, y:
2 2 2] d’p 2 dp (3)
I = [l + oo} |rae= [ 2
Sea H, el conjunto de soluciones de (1), para las cuales Ia expresién anterior converge:
(4)

H, = {FfF|" <<

Entonces H, es un espacios de Hilbert bajo el producto interno, que se define de polarizar

(3

dp (5)
a1

w

PRl

F'G=(F.6)= [ HF)a(e)
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La informacidn que nos proporciona o, s que para valores muy grandes de a, f(p) decrece
rapidamente a ® = 0 para F eH,. Esto significa que F(x) necesariamente tiene varios
momentos cero en la direccion del tiempo, lo cual implica que se tiene un alto grado de
oscilacion en el eje del tiempo. Por ofro lado, conforme o — «, F(x) sera discontinua. Esto
es, para valores grandes de o se tiene oscilacién y discontinuidad. Las wavelets que
construiremos oscilaran pero no seran discontinuas, ya que se forzaran a decrecer en

forma exponencial en la frecuencia.

Para construir las wavelets debemos extender F(x) del espacio real R* al espacio

T= {x +iyeChy? < 0} , esto lo haremos aplicando la transformada de sefiales analiticas:

ﬁ(x + iy) = % fm F(x + ty)% = _L 2(—)(p . y)e'lp-(x+iy) f(p)dﬁ (8)

Donde 0 es el rango de crecimiento. Multiplicando y dividiendo el integrando de la expresion
anterior por ®*', podemos expresar la integral como el producto interno de F con otra

solucién Wy, la cual es la wavelet acdstica con parametro z = x + iy:

dp (7)
a-1

F(e)= [ 20000 )er(e)-r = [, (PI(P)-

donde:
v ,(p)=20°"0(p « y)e P (8)

y, es el coeficiente de Fourier de la funcién para fa solucion:

¥, (x') = Lelp-x'wz(p)d‘ﬁ - szu—19(p . y)eip-(X'-E) dﬁ (9)

a la cual llamaremos wavelet actistica de orden a. Por la definicion (5) de producto interno:
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E(Z)=\P£F=(‘PZ.F). VYFeH, yzeT (10)

Para wavelets acUsticas es recomendable expresar las soluciones F(x) como la

superposicion de ¥,. Lo cual implica contar con una unidad de resolucidn. La restriccion de

a sefial analitica F(2) a la region Euclideana E = {(x,is): xeR® s O} enT es:

F(x,is) = L26(pos)e"’°‘°‘e"p"‘f(p)dﬁ =
3 (11)

—ip*x -8 o d
- [ e [o(e)e*1(p.0) + 8(-)et(po)] g six
Entonces, por el teorema de Plancherel:

d’p (12)

L) x= [, [o()e =[] +o(-s)e oo}’ |5 <

Obsérvese que parao. > 2:

- 13
'[:'Slﬂl":i T-ZdeS__ Esa -3 -stds_ ((1. 2) ( )

(20))“_2

Para obtener ||F||?' de (12), debemos integrar ambos lados de la igualdad con respecto a s,

-3 .
con un factor de peso [s|” , asumiendo que o > 2:

F(x ix)l2 d®xds =

I

- rz(a)u.zz)[f(m)lz o) 5 - (14)
T Dy

2(2—3
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Sea ﬁa el espacio de soluciones de sefiales analiticas en H.,.:
H, E{EZF EHG} (15)
La expresion (14) sugiere definir un producto interno en ﬁu :

FG= (I':' é) LF(Z)G(z)duu(z) (16)

donde dp.(2) es la métrica en la regién Euclideana, definida por:

a-3
dp,, (x.is) = F(:‘)&-—_~2—)|s|“'3 d®xds (7)

Con esta definicion obtenemos los siguientes resultados:
Bajo el supuesto de o > 2,

a) El producto interno en H, , (16), satisface:

F'&=F"G, es deci, LF’\P;P;G=F‘G (18)
En particuiar, “ﬂ\ =|F] v fi_ es un subespacio cerrado de L*(dp).
b) La wavelet acustica de orden o cuenta con la unidad de resolucion:
(19}

[ ¥, %;du(2)=1, débilmente en He

Esto es, (18) es valida paratoda F,GeH, .
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c) Toda solucién G eH,, se puede escribir como:
G= _L‘I’Z‘P;deu (2)= LF'?Zé(z)dpa (z), débilmente en H, (20)
Nuevamente, (18) se satisface para toda F eH,, . Entonces:
G(x) = L\Pz (x)G(z)du (2) (21)
d) La proyeccién ortogonal en L?(d,) al subespacio cerrado f—ia esta dada por:
(Po)(z)= _L K(z' |z)cD(z)d Ro(2), @ el?(dy,) (22)
donde:

K(Z[e)=ts¥, = 4 [ 0" a(p- y)Olp+ v dp =

" (23)
=46(y - v) Lm“"16(p -y)e"* I dp

es el Kernel de reproduccién asociado.

Para o < 2, {13) demuestra que ia expresién del producto interno en ﬁa diverge y

las proposiciones anteriores no se cumplen. Entonces decimos que ¥, son validas si y sdlo

si o > 2 y solo las wavelets validas proporcionan una unidad de resolucién en E.
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5. 2. 2. Emisién, Absorcion y Curso.

Para que el producto interno ¥ F converja para toda F <H,, ¥, debe pertenecer a

La norma de ¥, es:

B @4

-1

i

g L4m 2e-26(p » y)e P

=4 L @*'0(p+ y)e**Vdp

Aty

‘Px_iynz =|[‘Px+,y||2, por lo que podemos asumir que y

donde 6(p - y)? = 6(p - y). Claramente, |

pertenece al cono V. Entonces:

[ =4[ 0" e VdF=2"E,(y) (25)

donde:
E.(¥)= L 0* e PYdp (26)

Como:
pry=0s-pey2os-oly @7)

y s—|y|>0 para y eV], el integrando de la expresién (26) decrece en forma exponencial

en el radio (®), y la direccién y el integrando convergen. Si el integrando decrece en la
direccion donde p es paralelo a y, entonces ¥, favorece a los coeficientes de Fourier. Lo

que demuestra que ¥, eH, para cualquier o > 1ytoda zeT.
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Evaluemos E.{z) cuando o es un entero positivo. La expresion resultante sera

valida para cualquier o > 1, y la usaremos para encontrar una forma explicita de ‘¥;(x’):

oy 1 1 1 (28)
)= LBy
Haciendo u=ly|# 0, S(y) es:
1 11 (29)
S()= aﬂzu[s—u s+u]
Entonces:
EL(y)=(-0,)""'8(y)= (30)
1 o-1 1 1
- Snzu(_as) [s—u_ s+u]’ u=ly|=0

)

_ (a){ 1 }
8r?u| (s - u)” (s+u)”

Para obtener E.(y), cuando y = 0, debemos tomar el limite u— 0. Aplicando la regla de

L'Hopitat:

Fa+1) (31)

EG(0'3)= 4 a+l ' s>0
ns

A pesar de que las expresiones (30) y (31) se originan del supuesto « N, en la expresion

(26), se demuestra que ¥, €H,, para todaa > 1.

La igualdad (30) nos permite evaluar las wavelets, pues solo necesitamos conocer
¥{x), pues:

Wi (X) = Py (X-X) (32)
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Pero:
¥,()=2[ oo eV dF= 28, (v +iY) (33)
Y ademas:
(y-ix)* = —(x+ iy)* 20, VyeV (34)

Como un primer resultado, E(y) tiene una {nica continuacién analitica a E.(y - ix).

Esta continuacion se obtiene formalmente al substituir:

s> s_it, u=( )% ((y ix) ) (35)
en (30)'. Y obtenemos:
¥(r.t) =¥, ,(x t) = (36)
_zL ot elri-ex g r=[x]
W es esféricamente simétrica. Entonces, segun (35):
7 (37)

s—>1-it, u—>(—x) =ir

obteniendo:

1 Usamos la notacién (y - ix)> = (y - ix) - (y - X) = y? - %% -2ix - y, evitando crear confusion con
ly - ixl2 fa norma de Hermitte en C°.



). N. A. M. EscuELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 187

r (38)
¥(r,t) = (Z) 1 - L , =0
anir| (1-it-in)®  (1-it+ir)”
w(0.t)= —“1:@?
2n? (1 - it) "
La expresion anterior se puede reescribir como:
() =2 () + ¥ (1) (39)
donde:
I'(a) 1 (40)

vY= 4nir (1-it - ir)*

¥ r,) =¥ (-1t

¥*(r,t) son singulares en r = 0, lo que anula ¥(r, t). De esto observamos que ¥(r, t) se

concentra en el conjunto:
{(xf) eR*:t=—r=-xf <0} =oV". (41)

esto es, ¥ (r, t) se concentra cerca de los limites del cono inferior en el espacio del tiempo,
y no olvidemos que ¢ = 1. Esto es, el conjunto de eventos de los cuales se puede emitir una

sefial y extenderse al origen en x = 0 en t = 0. Entonces:

e W(r, ) representa una wavelet de absorcion, la cual es asimilada cerca del

origen x = 0 en el espacio del tiempo.

similarmente, ¥'(r, t) se concentra cerca de:

[(x8) eR*:t=r= x>0} =V, (42)
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Los limites del cono superior.
Este es el conjunto de todos los puntos que se pueden obtener de extender una
sefial emitida del origen.

o P'(r, 1) es una wavelet de emision que se origina cerca de x = 0,

Al aplicar escalas, incrementos y traslaciones a ¥ {(r, t), se genera una familia de
wavelets ¥, (x') que son interpretadas como absorciones en X' = X y cuyo centro se mueve

con velocidad l. Como ¥, noes simétricamente esférica a pesar de y = 0, su espacio
Yo

de localizacién en el momento de absorcion no es uniforme, lo que nos hace pensar que es
de orden y, :y, dependiendo de la direccion, la cual esta relacionada con los rangos de

decrecimiento de 6(p - y)e®” en las diferentes direcciones de p. Simitarmente, ¥(r, t)

genera una familia de wavelets ¥ (x), interpretadas como emisiones de x con velocidad

Yy

v=—,
Yo

Las wavelets WF no son soluciones globales de la ecuacion de onda, pues son

singulares en el origen. De hecho, usando:

71 araf )

podemos demostrar que ¥(r, t) y W(r, t) son soluciones fundamentales de la ecuacién de

onda en el sentido:

2yq- 2y-{rt)=- F(a) X
~2{r.t)+ V2P (rt)= —‘"—in@—it)“ 8(x)

2yt 2\t r _ F(C!.) X (44)
—o2PH(rt)+ V2 (,t)_—m——inﬁ_“)a 3(x)
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La segunda igualdad es una continuacién analitica de la primera a otra division de
1
ir=(—xz)“. La interpretacién es la siguiente: La segunda expresion afirma que a una

emision de ', necesitamos producir un curso elemental en el origen dado por:

T ey = -is(t)(x) )

A t)— in(1- it)”

y la primera expresion asevera que la absorcion de ¥ crea el mismo curso con signo
contrario. La suma de las dos wavelets parciales satisface la ecuacion de onda ya que
ambos cursos se cancelan. Para una funcién de una variable, la cual decrece rapidamente,

esto es;

(a) (46)
olt)= n(1+it)" |

se concentra en una linea en el espacio del tiempo. Entonces ¢(t) es solo una sefal
pasada, detectada o transmitida por una “apertura” (antena, micréfono o bocinas) inmovil
en el origen. Evidentemente, la expresion (44), presenta una relacion precisa entre las

wavelets ¥* y la sefial ¢. Esta relacion esta dada por (38):
¢'(t) = 2ni¥(0, 1) (47)

la cual no se da por accidente. ¢'(t) es el coeficiente de la funcion de 8(x) en {45), pues
aplicando V? a ¥ cambia el factor (ir)" en (40) por 4nid(x). Otra forma de eliminar este

factor es tomando el limite r—> 0* en (38). Esto requiere de aplicar la regla de L'Hdpital, lo
que implica una diferenciacion con respecto a r. Pero el diferenciar a ¥ con respecto a r

afecta de manera similar que si se diferenciara con respecto a t.

Segln (47), la sefial actiia como una potencia para '¥. Usando las propiedades de

las wavelets aclisticas bajo traslaciones y dilataciones, queda claro que por (44):



U. N. A. M. EscueLA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 190

[ ] s (%) = 0 (£)8(x %) = =J e (X) (48)
D "W s (x' ' t') = —if (t')S(x'—x) = —Jyuis (x')

donde

(49)

[ J=-0f+viy ¢s.t(t’)EIs|_u¢(£:S:1J

Aplicando [a transformada de Lorentz a (48), obtenemos una expresion similar, valida para

toda zeT {(con v= Y no necesariamente cero), la cual relaciona D"P: (x') con JA{xX').

Yo

Jysyy S€ €ncuentra en R’, con pardmetros:
X{t)=x+wy (50)
Lo cual se extiende a la relacidn entre wavelets y a la familia de sefiales wE

La expresion (48) sugiere un metodo de analisis y sintesis para wavelets

acusticas, el cual consiste en reconocer la sefial recibida i¢gsy en x eR?® como la marca de

«uis - ESte proceso representa el analisis, y la sintesis se basa en usar -igps4 cOmo un

+

ingreso en x para generar una wavelet ', de salida. Esto permite relacionar el analisis
de la sefial (como una linea de voltaje o la presion en una cuerda de violin) y las
caracteristicas fisicas de la sefial. Si usamos ¢ como la wavelet madre para pruebas, la
expresion (48) presenta una relacién entre wavelets ¥} y las de prueba ¢, que después

permitiran formar ia familia originat. Esta relacion se extiende a las ondas arbitrarias y las
sefiales. Consecuentemente, la informacién de la sefial se puede transmitir directamente
en el espacio del tiempo, considerando que usamos las wavelets de prueba ¢, compatibles

con ¥,.
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La sefial ¢(t) tiene centro en t = 0 y grado de oscilacion controlado por a. Sin
olvidar que para valores altos de a |a sefial oscila con mayor rapidez y mayor decrecimiento

en el tiempo, con norma:

r(e) (51)
o(®]=——=
a1+ £2)?
Para « N es facil evaluar ia transformada de Fourier de ¢:
. (o -kt (52)
¢(‘ta)= ( )_[: ° dtIu_1 =

2

(1-it)*
= (o0 [(-2mele)e ™ ] s =
- 29(};)& a-1g-%

donde ha quedado establecido el limite superior del plano si£ <0y el limite inferior si £ > 0.
Comparando (52) con (8), observamos que (%) es la transformada de Fourier y,,de la

wavelet de referencia ¥ =¥, es decir:

$(po) = 26(po )PS5 '™ = wo,(P.Pa) (53)
Recordando (46):

CB = E|€IB_1|$(‘E})12 d?; _ 24-—20(-13 1—-(2a " B _ 2) <o (54)

para todo 2 + B > 2. Entonces ¢ es valida seglin (47), y puede usarse como wavelet
madre para el espacio de prueba de Hilbert:

(55)

ES 2
f
Hsrueba ={fR> Cﬁ—%‘d§<w , B>2-20€
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La expresion (28), es el resultado de separar '¥;, que a su vez surge de haber separado V..
Las wavelets parciales 7 son soluciones fundamentales de la ecuacion de Maxwell, el

lado derecho representa cargas eléctricas elementales y corriente.

El haber tomado o = 3, fue porque el producto interno en H asi lo requeria, pues
éste es invariante en el grupo conformado, lo cual implica gue la representacion de C en H
es unitaria. Esto es importante para representar la transformada de Lorentz, en términos de
operadores unitarios en un espacio libre, ya que no se prefiere a algin marco de referencia
en el espacio libre. Si los operadores que representan la transformada de Lorentz no son
unitarios, entonces la norma de alguna solucién podria cambiar. Podemos entonces elegir
soluciones minimizando la norma, y hacer alusién al marco de referencia. Veamos ahora

Y

como la norma de ¥, depende de la velocidad v =|v|=

(56)
e, | = Ie) { ! L } zeT,

- 211:2(23)0”10 (1-v)" - (1+v)"

.—.% <1. Por (25} y (30):

Ahora;
A(y)=y? =sv1-v? (57)

que es invariante bajo la transformada de t orentz. Entonces, eliminando s:

(¢+‘I)

1"(0,)(1—02)7 1 1]
272(22)" o )

(1-v)" (1+v)
_rap1-v? [(1 ¥ u)“ ) (1 - u”

- 21;(2},“’10 1-v 1+v

(58)
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La meétrica dp tiene unidades [2'”&"], donde [t] y [¢] son las unidades de tiempo y

longitud respectivamente; entonces ||‘Pz[|2 tiene unidades [£‘1t‘°‘]. Como A tiene unidades

de longitud, multiplicamos (57) por ¢, y sustituimos v por 2.
c

Proposicion 1.

o 2 . , .
El Gnico valor o > 1 para el cual [¥Z]" es invariante bajo la transformada de

2 L x . z .
Lorentz, es o = 1. Para a > 1, |[¥2]" es una funcién creciente monétona, con velocidad

y

Yo

del centro de la wavelet, dada por:

ofy)=

_ T(a)e” senh(c0)

bl = o semnd

donde 9 se define por:

v

— =tanh6
c

(59)

(60)

Demostracion. Sabemos que v s la tangente hiperbolica de una rotacién de un angulo en

la geometria del espacio del tiempo de Minkowsky, lo cual sugiere un cambio de variable

(60) en (58), lo que conlleva a (59). Como A es invariante bajo la transformada de Lorentz,

solo 0 depende de v en (59). Entonces la expresion es independiente de v siy solo si

oo=1. Paraa>1, sea

_ senha8)

f(6) =

senh©

(61)

Podemos demostrar que f(0) es una funcion creciente monétona de 6. La derivada de f es:
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o senh® cosh(o8) — cosh @ senh{ab) (62)
senh® &

f(6)=
Entonces, es suficiente demostrar que:
tanh(ce0) < atanhd, 6>0, a> 1 (63)

Si consideramos el hecho de que:

cosh(c) > cosh, 6>0 (64)
esto por la monotonia del coseno hiperbdlico en [0, oo) , entonces:
sech?(c®) <sech®s, 6>0 (65)
integrando ambos lados sobre 0 < 6’ < 6, obtenemos (63). ¢

La expresion (59) puede ser expandida en potencias de % Los dos primeros

términos son:

LD AT, 0
z n2(21)u+1 6 C2

Las wavelets ¥, se comportan como particulas: sus parametros incluyen posicion y

velocidad. Las wavelets son una mezcla de los conceptos de particulay onda.

Supongamos que o« > 1. Para cualquier z='(x,is)eE, y considerando toda la

familia de wavelets que se pueden obtener de ‘¥; al aplicar la transformada de Lorentz, es
decir, obtener a ¥, a partir del marco de referencia en todos los posibles estados de

movimiento uniforme. Segun la proposicion 1, ¥, tiene menor energia que cualquiera de las
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- . "2
ofras wavelets, pues las otras wavelets tienen el mismo valor de +/(y)” =4 = |s{. pero solo

¥, tiene v = 0, esto define un marco de referencia unico al que podemos interpretar como
el marco donde se encuentra el punto medio. Como la transformada de Lorentz no

conserva la norma de ¥,, la representacion de C en H, no es unitaria para o > 1.

Hasta este momento hemos presentado en forma teérica el comportamiento de las

wavelets actsticas. Las siguientes graficas muestran diferentes aspectos de Y(r, t) y

(1), para o = 3, 10, 15, y 50. Lo cual nos dara una idea mas clara de lo que hemos

hablado en este apartado.

x o'

P07 06.05 04 0145 0.2 o 02 04 0.6 i

Figura 2. £n direccion a las manecillas del reloj, ®(r, 0) con . = 3, 10, 15, y 50.
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Figura 3. En direccién a las manecillas del reloj, '¥(0, t) con a. = 3, 10, 15, y 50, la linea solida es la parte real y
la linea punteada es la parte imaginaria.
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0.15,

0.1

0.05

=3

Figura 4. La primera grafica presenta la parte real y la segunda !a parte imaginaria de ¥(r, t), con o
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Figura 5. La primera grafica presenta la parte real y la segunda la parte imaginaria de la absorcion W7(r, t) (0

=3

deteccion) con o
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0.2\

0.15,

0.1

Figura 6. La primera grafica presenta la parte real y la segunda la parte imaginaria de la emisién ¥ (r, 1), con

a=3.
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Figura 7. La primera gréfica presenta la parte real y la segunda la parte imaginaria de la wavelet ¥(r, t) con

o =10,
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x 10

1.5

0.5

Figura 8. La primera grafica presenta la parte real yla segunda la parte imaginaria de la wavelet ¥{r, t) con

o= 15.
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x 107

0.5

0.5

Figura 9. La primera gréfica presenta la parte real y la segunda la parte imaginaria de la wavelet ¥(r, ) con

a =50,
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En la figura 2, vea como se presenta una excelente localizacion en t = 0 cuando
o = 3, también obsérvese que ¥(r, 0) es real para toda r. Para el caso cuando r = 0 (figura

3), obsérvese como incrementa la oscifacion y decrece la duragcion.

La figura 4, es una muestra evidente de cuan eficaz es el analisis wavelet, pues al

reconstruir 1a sefal original, esta es casi idéntica. Si observamos en las figura 5 y 6, vemos
como se satisface la ecuacion de onda, pues si sumaramos ¥~ (r,t)+ ¥*(r,t)=0, ambas

partes, la real y la imaginaria se anularian.

Finalmente, las figuras 7, 8 y 9, corroboran lo que se ha venido mengcionando en el
texto, que para valores altos de o la sefial oscila con mayor rapidez y mayor decrecimiento
(menor duracién) en el tiempo, sin que los valores de r y t influyan para hacer esta

afirmacion.
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5. 3. Aplicacion de Wavelets a Radares y Dispersion de Seiiales.

En este apartado presentamos una aplicacion de wavelets al analisis de sefiales
de radar y la dispersion de sefiales electromagnéticas. El principal objetivo dentro del
analisis de sefiales de radar es obtener informacion acerca de objetos (por ejemplo, la
localizacién y velocidad de un avioén) a través de analizar las ondas electromagnéticas
reflejadas por este objeto, ademas de que la informacion visual se obtiene de analizar las
ondas electromagnéticas reflejadas en el espectro visual. La localizacién de un objeto se
puede obtener de medir el tiempo de dilatacion < entre la emision de la sefial y su
absorcién. Ademas, el movimiento del objeto produce el efecto Doppler en la absorciéon en
la escala del tiempo, donde el factor de escala s presenta una correspondencia de uno a
uno con la velocidad del objeto. La funcién indeterminada de banda ancha es el resultado
de la correlacion entre la absorcion y una version dilatada y escalada en el tiempo de una
sefial emitida cualquiera. Es un maximo cuando la dilatacion en el tiempo y el mejor factor
de escala corresponden a la absorcién, lo cual nos permite determinar s y t, que a su vez
dan una velocidad y localizacién aproximada del objeto. Cuando la sefial emitida ocupa una
frecuencia de banda angosta dentro de una frecuencia alta, el efecto Doppler puede ser

aproximado a una frecuencia uniforme.

5. 3. 1. Funciones Indeterminadas para Sefiales en el Tiempo.

Supongamos que queremos encontrar la localizacién y velocidad de un objeto.
Una forma de hacer esto es enviando una onda electromagnetica en direccién al objeto y
observar el refiejo al origen. La comparacién entre la sefial emitida y su absorcion nos
permite determinar la distancia (rango R) del objeto y su velocidad radial v a lo largo de la -

linea deseada. Este es el problema de radar en su forma mas elemental’.

' El analisis wavelet presentado aqui, fue iniciado por Naparst (1988), Auslander y Gertner (1990), y
Miller (1991), aunque algunas de las ideas de Swick (1966, 1969) fueron retomadas.
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La sefal emitida por un radar es una funcién de tiempo real, esto es, v.R=>R, la

cual representa el voltaje dentro de una antena de transmision. La antena convierte y(f) en
una onda electromagnética y dirige esta onda en la direccién deseada (En la fase de
biisqueda, todas la direcciones de interés son examinadas, una vez que los objetos son
detectados, puede ser localizada su trayectoria, por medio del método aqui descrito). La
onda electromagnética emitida puede ser representada como un vector complejo, resuitado

de haber evaluado Ia funcion F(x, ) = B(x, t) + iE(x, t) en el espacio del tiempo, es decir

£-R* — C%. Por supuesto, sélo los valores de y y F en regiones limitadas de R y R?,
respectivamente, son de interés practico. El punto principal es que la recepcion, ademas de
la onda electromagnética, sea convertida por el mismo aparato (una antena en modo
receptor) a una sefial en el tiempo de valor real f(t), la cual nuevamente presenta un voltaje.
Mas adelante, demostraremos que w(t) y f(f) son representaciones de la onda

electromagnética emitida F(x, t) y su absorcion respectivamente.

Aunque pueda parecer que sea necesario presentar el proceso general de
transmisién, propagacion, reflexion y recepcion, para asi poder obtener mayor informacion
acerca del rango de velocidad y el proceso de comparacion de f y v, a la larga este proceso
sera ignorado. La situacion es tan sencilla como una conversacion telefonica: y(t) realiza
una pregunta y f(t) proporciona la respuesta. Para obtener la informacion deseada, sélo
necesitamos dos factores, los cuales surgen de las leyes de propagacion y reflexion de

ondas electromagnéticas:

a) Las ondas electromagnéticas se propagan con una velocidad constante c, a la
velocidad de la luz (~ 3 x 10° m/sec). Consecuentemente, si el objeto de
reflexion se encuentra en reposo y la reflexién ocurre con un retraso R de -
donde se encuentra el radar, entonces f sufre una dilatacion igual al tiempo

E, necesaria para que la onda haga el viaje completo. Entonces:
c

1(t) = a(t - d). donde d= 2" siv =0 Q0



U. N. A. Nl. EscueLA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 208

En la expresién anterior, a, representa la reflexion del objeto y la atenuacion (perdida de
amplitud) que sufre la sefial.

b) Uria onda electromagnética reflejada por un objeto en movimiento con una

velocidad radial v, sufre un efecto Doppler; esto es, la onda es escalada por el
(c+v)
(c-)

siguiente manera:

factor s(v)= en la reflexion. Entonces, el rango varia con el tiempo de la

R{t)=R, + vt )

Como el rango varia durante el intervalo de observacidn, ocurre una dilatacién en la

absorcién en el momento t. Entonces:

ot) 3
odft) = 2R t-—=| = 2Ro + 2vt - vd(t)
lo que conduce a:
R 4
df)=2-27 ot “
C+v
que generaliza 1. Cuando sustituimos la expresion anterior en (1), obtenemos:
20 2R, t—1 (5)
ft=a (t— t—————):a [____0)
( ) v cC+L C+V v So
donde:
sosc+u,tOE2R° 0_80—10’ .= Ct, (6)
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Todos los objetos materiales se mueven con velocidad menor a ¢, entonces s, > 0 siempre.
Si v > 0, es decir, el objeto esta en movimiento, entonces f es una versién alargada de .
Esto tiene una explicacién muy sencilla, ya que cuando v > 0, las ondas sucesivas, toman
mas tiempo en ser recibidas por el objeto, esto es debido a que la separacion de las ondas
en la absorcion es mas larga. Similarmente cuando v <0, la sefial reflejada es una version

comprimida de y. Es evidente que el valor de a depende de la cantidad de amplificaciones

i . . '
realizadas dentro de la absorcién. Si a=s,?, entonces f tiene la misma energia que v, es
0 W

deair Jff" = [l

Para toda © eR y s > 0, introduzcamos 1a notacién:

Wse(9)= S%w(t—i) (7)

s

entonces:
) = W oo (V) ®)

En el dominio de la frecuencia:
N 1 s
f(oa) = gIg 2riuno \U(S om) (9)

Si v > 0, entonces so > 1 y todas las escalas de los componentes en la frecuencia se
encontraran en la escala anterior. De manera similar si v < 0, entonces s < 1y las escalas

de sus componentes en [a frecuencia se encontrarén en la escala superior.

El objetivo es predecir la trayectoria del objeto, y esto va acompafiado (con las
limitaciones del modelo) de encontrar Ro y v. Para finalizar, consideremos toda la familia de

escalas y traslaciones de y:

{WS_T:S>O,1 eR} (10)
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Debemos entender a ys. como una sefal a prueba, con la cual compararemos f. Una

funcién de retorno f(t) corresponde a . al tomar el producto interno con ys,q:

?(S,‘c)=(qjs|t,f>5\p;’1f= _[:S_%‘V(t )f(t)dt . (11)

-1
s
Sin olvidar que w es real. Si fuera compleja, entonces seria necesario usar y en (11).

?(S,T) es la funcion de banda ancha indeterminada de f. Si el modelo (8) es valido para f,

entonces:
"F(S, 1:) = (W st Yy S5.Tg ) (1 2)
Por la desigualdad de Schwarz:

-Ivf (9

Wso.t0

F(s, ‘t)l < “\p o

siendo igual siy s6lo sis =S ¥ T = 7o Por lo tanto, necesitamos maximizar \'f(s, ‘t)\ para
hallar s, y to, asumiendo que (8) es valida. Noétese que aunque f y y son reales, es

suficiente maximizar f(s.t) en lugar de F(s, 1)‘

En general (8) no se podria cumplir por varias razones: La reflexion de! objeto
podria ser no rigida en diferentes partes con diferente velocidad radial (considérese una
mancha). O el objeto aunque sea rigido, podria cambiar su aspecto (orientacion con ‘
respecto al radar) durante el intervalo de refiexion, por lo que en diferentes partes tiene
diferente velocidad radial; o existen diferentes objetos de reflexiéon, cada uno con su propia
velocidad radial. En el presente texto, modelaremos todas estas situaciones asumiendo que
existe una funcién de distribucién de reflectores en el plano del tiempo, descrita por una

funcién de densidad D(s, ). Entonces (8) se sustituye por:
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f(t): _[J."S_,‘g—w%_to (t)D(So ;To)dsod‘to (14)

D(so, t0) €s lamada la distribucién de reflexidén. En este contexto general, el objetivo es
hatlar D(s, 7). Esto, entonces, es el problema inverso a ser resuelto: Conociendo y y dado f,

encontramos D.

Por las ideas expuestas anteriormente el analisis wavelet es una herramienta
natural aqui. f(s,r) es la transformada wavelet de f, con y como la wavelet madre. Si y es

valida, esto es, si:

C= —Eﬁ[l@(m)lz do < (15)
entonces f se puede obtener de:
- 1 ~ 16
9= [ v e OF(s.5)asck (16)
Comparando (14) con (16), surge una posibilidad de solucion al problema inverso:
D(s,7) = C"T(s.7) (17)

es decir, D es la transformada wavelet de C'f. Aunque, esto podria no ser cierto en lo
general. (17) implicaria que D se encuentra en el rango de la transformada wavelet con

respecto a y:

g(s7)=v..ggel? (R)} (18)

o

m

Ll
<

[l

i)

(=}
ol
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dsdr dems
— y agemas,

Pero como vimos en el capitulo 1, 3, es un subespacio cerrado de Lz(
L)

una funcién D(s, t) puede pertenecer a 3, si y s6lo si satisface la condicion de

consistencia con respecto al Kernel de reproduccion K asociado a y.

dsdr
2

£n otras palabras, si D eLz[ ) , es decir:

[j~|p(s.)" dsdr <o (19)
s
Entonces D pertenece a 3,, siy sdlo si se satisface la integral:
1 20
0(s,%)= [J 5 K(s.fsaro)P(e0 %o JdSoteo (20)
0
Donde K es el Kernel de reproduccién asociado a y:
K(s 180,70 )= C_1(‘4’s,w‘i’sn.10) (21)
Si (20) es valida, entonces D(s,t) = §(s.t) donde g eL?(R) esta dada por:
(22)

| g(t)=C™ ” siz y.D(s,t)dsdr

Debe ser Io suficientemente claro que (20) proporciona una condicion necesaria y suficiente

para una funcién indeterminada de banda ancha D(s, 1) de alguna sefial en el tiempo.

Dentro de la terminologia de radares, K(s, TlSo.’EO) es la funcidn de indeterminacion de w,

pues ésta corresponde a una traslacion y dilatacién de v, sobre otra. En contraste, ?(s,r)

es una funcién hibrida de indeterminacion. Entonces, (20) presenta la relacién que debe

satisfacerse entre la funcion de indeterminacion y la funcion hibrida de indeterminacion.
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Retomando (14), observamos que (17) esta lejos de una solucién unica. Razén por
la cual, la reflexion D debe satisfacer fa condicién (20). Si recordamos en el capitulo 1, la

d . )
—v—ds;] es, precisamente, el operador integral en (20):

proyeccion ortogonal P, a 3, en Lz(
s

(P,D)(s.7)= ”;’ITK(S, 78,70 )D(S0: 70 )dS 00T (23)

La expresién (20) soélo afirma que D pertenece a 3, si y sélo si P,D = D. Un elemento

dsdz

general D e Lz(—-z—) puede ser expresado en forma unica como:
s

D(s,t)= Dy {s.1)+D, (s,7) (24)

donde Dy pertenece I, y.D, al complemento ortogonal, J;, de I, en L"[dsg )
s

Entonces (14) implica que:

CH(s0)=CTMuf = .[.[J?K(S'tlsﬂ'TD)D(SO"‘o)dsodTo = @3)
So

= (Pw D)(s,'c) =D, (s.7)

La expresién anterior es la correcta sustitucion de (17), ya que la expresién (17) no asume

que Deg3,. La combinacion de (24) y (25) proporciona una solucién parcial al problema

inverso:

La solucion mas general de D(s, 1) de (14) en L2 dsde esta dada por:
, s?

D(S. 1:) = ?(s 1:) + h(s, 1:) (26)

donde h(s, t) es una funcién en 3, es decir:
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Hg_K(S'ﬂsoﬂo)h(soﬂo)dsod-co =0 (27)
0

El problema inverso no tiene, entonces, solucién Unica si sélo una sefial emitida es usada.
Hasta el momento, hemos usado una funcién de una variable independiente, podemos
determinar una funcion de dos variables independientes. Esto sugiere usar un conjunto de

wavelets y', 2, v°,... |. Entonces la generalizacién de la expresion (25) es:

Pka:c;"f"", k=1,2, .. (28)

donde T*(s,7)={w"_.f) es la funcién indeterminada de absorcién f(t) de y'(t) y P . esla
. yP,

proyeccion ortogonal al rango de la transformada wavelet asociada a yx. Aungue varios
esquemas asumen que la funcion de distribucién D(s, 1) tiene un objetivo significativo en el
sentido de que la misma D(s, t) proporciona todas las absorciones fi de sus.seﬁales Wk
Esta no es una razoén a priori de que deba ser asi. Cualquier funcién finita, y en particular,
cualquier absorcién f(t) puede ser expresada en la forma (14) para algunos coeficientes
D(s, 1), D= c-'F . La afirmacion de que una funcién de coeficientes universal proporciona
todas las absorciones ademas de una exposicion fisica, sera examinada a la luz de las

leyes de propagacion y dispersion de ondas electromagnéticas.

El término “funcién indeterminada” dentro del area de radares®, usualmente se
refiere a las funciones indeterminadas de banda angosta, las cuales se relacionan con las
versiones de banda ancha de la siguiente manera: Esta tltima puede ser expresada en el

dominio de la frecuencia al aplicar la identidad de Parseval a la definicion (11):

Fs1)= (G0 = [ Voo™ §(so)i(w)do (29)

! Esto fue sugerido por Bernfeld en 1984, su aportacion fue dentro del 4rea de funciones de banda
angosta, donde sugiere usar una familia de notas. Dentro del 4rea de funciones de banda ancha, las
Erincipa!es aportaciones fueron hechas por Maas (1992) y Tewfik y Hosur (1994).

- Woodward PM, Probability and information Theory, with Applications to Radar, Pergamon Press,
London, 1953.

- Cook CE and Bernfeld M, Radar Signals, Academic Press, New York; republished by Artech
House, Norwood, MA, 1993 (1967).

- Barton DK, Modern Radar System Analysis, Artech House, Norwood, MA, USA, 1988.
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Todos los objetos de interés viajan a una velocidad mucho menor que la de 1a luz. entonces

o

— <<y
c

"C+D%1+EP“,TE R, Ry (30)
c—-v c c-v ©

Si la maxima velocidad esperada es 0 < vpax << €, Y el méximo rango del radar es Rpax

entonces:

2Rmax (31 )
Cc

Is—-1< 20;““ e =

Por lo cual, en la practica, sélo 1~ 0 y s~ 1 son de interés y podemos asumir que D(s, 1)
esta ligeramente fuera de la vecindad (1, 0). El factor s? en (14) es sdlo de interés

académico. Supongase ahora, que {(®) se concentra principaimente en la banda:

0<a$]m|£y,dondey_a<<1 (32)
T+
El ancho de banda B y la frecuencia central o estan definidos por:
o+ Y (33)

BET_a'mcz 2

y (32) significa que B << 20.. Una sefial y que satisface esta condicién sera llamada sefial
de banda angosta. Debemos poner especial atencion a cémo un mensaje de ligera
variacion puede ser codificado a una frecuencia superior o. Esto es, como el sonido puede
ser fransformada a una onda de radio. La integral (29), se extiende sobre dos intervalos de

frecuencia:

(DC—E=G.S|S(DIS'](=(DC+E (34)
2 2
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Ahora:
35
smz(1+—2£jm=m+§~m (29)
C c
Si y es una sefial de banda estrecha, el segundo término puede ser aproximado si:
w, Sio>0 (36)
w—> )
-0, sio<0
Entonces:
si 0 37
Sm = ©+d ,m> donde¢a¢(u)=2wcu=g.‘l (37
o-9 sio<0 c A

donde A. es la longitud de onda. Esto es, para una sefial de banda angosta el efecto
Doppler de escalacion puede ser aproximado a una trastacion Doppler, que transforma los
componentes de la frecuencia positiva en ¢(v) y las de la frecuencia negativa en -¢(v).
Podemos entonces expresar la funcion de indeterminacidn en términos de ¢ y 7 en lugar de
s y 1. Porque las frecuencias positiva y negativa sufren una traslacién Doppler contraria,
esto es llamado aproximaciéon a la banda angosta, la cual es considerablemente mas
simple si se ignora la banda de frecuencia negativa. Esto es hecho si sustituimos:

. . 2y(0) sio>0 (38)
@) 20w )ylo) =

W) (©)¥(o) {0 siom<0

L a inversa de la transformada de Fourier del lado derecho de la expresion (38) es la sefal

analitica de Gabor de (1), la cual es necesariamente de valor complejo y su parte real es

w(t). Como ¥(-w)=1(0), no se pierde informacion en el proceso. Ademas, como el

espectro restante se forma de una banda de frecuencia angosta alrededor de o, el andlisis

numérico sera mucho mas simple si la sefial analitica es demodulada, es decir si la

traslacion de la frecuencia superior es removida, entonces sélo el mensaje permanece, lo
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que conduce a trasladar al espectro de la derecha de .. Entonces podemos definir una

nueva sefal compleja ¥ (1)
‘P(t) = Dg2ningt L’" g 2nint \D((D)d ® (39)

La absorcion f(t) tiene una estructura de banda similar a la de w(t), pues la traslacion de
Doppler es muy pequeiia comparada con la de la frecuencia. Por lo tanto podemos
aplicarle las mismas operaciones: Filtrar la banda de frecuencia negativa y demodular
después, lo que nos proporciona la sefial compleja:

F(t) =262 [ e*F(w)do (40)

¥ y F contienen la misma informacién que y y f pero tienen la ventaja de una menor
oscilacién y estan sometidas a la traslacion Doppler (en lugar de escalaciones de Doppler,
las cuales actian en forma opuesta en la frecuencia negativa). Sif = y,, ., entonces para

o > 0 (37) es ahora:

f(w) = Vse ™ j(sw) =" (o + ¢) ) (41)
Entonces:
F(t)% g2t L" g2rin(t-2) (p(m + ¢)d(0 - (42)

= D@ 2nioct e—zni¢(t-1) L” eZﬂIUJ(t"T) \]}((D)dw =

= 2e—2nlmcte—2ﬂi¢(t—t) fezﬂm(l—1) \‘[}((D)d(l)

como () no es valida para |o] <|4| . Entonces:

F(t)~ 2™, (8 (43)



U. N. A. M. EscueLa NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 216

donde:
‘Pé,r (T) = eﬂznm\l’(t - 'C) , 0= 9(¢, 1:) = ((Dc - (I))t {44)

El factor de fase e es independiente del tiempo, por lo que éste no afecta el analisis y
puede ser ignorado, razon por la cual la reflexién de un punto reflector puede representarse
por ¥, . en la aproximacion de la banda angosta. Para una f(t) definimos la funcion

indeterminada hibrida de banda angosta en términos de F(t) como':

Fo.) =%, F = [ e (t- o)F(t)et (45)
Si f=y,,.,.entonces F = gy, . donde:
So =1+ 22” s bo = 2;’:’ L0 = (0¢ - do )T (46)
Entonces:
F(6.) =l(‘P¢.w‘P¢u.1o) <’ (47)

siendo igual siy solo i1 =1y ¢ = ¢o, €8 decir v = vg. Lo que proporciona un método para
determinar el rango y la velocidad de un punto reflector. Como en el caso de banda ancha,
una absorcién general es modelada al asumir que una funcién de distribucién de reflectores

es descrita como una funcién de dilatacion y traslacion de Doppler:

F(t)= ﬂ ¥, . ()Daa (9, 7)dodr (48)

~ 2
1 En muchos textos, la funcién indeterminada de banda angosta se define como |F(¢, T)| en lugar

de F(q:, ‘t). Las funciones indeterminadas de banda ancha son reales cuando las sefiales son reales,

entonces pueden ser maximizadas directamente al hallar la correspondencia entre la dilatacion y la
escalacién. Las versiones de bandas angostas, por ofro lado, son necesariamente complejas y
entonces sus médulos deben ser maximizados.



U. N. A. M. ESCUELA NacioNaL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 217

La funcion de distribucion de banda angosta Dea(¢, 1) puede relacionarse con la funcion de
distribucion de banda ancha D(s, 1} s0lo que ésta no cuenta con el factor de fase gy
dd = w.ds. La expresidn (48) cuenta con un problema inverso: Dado F, encontrar Dga. Solo

el analisis wavelet fue usado para analizar el problema inverso de banda ancha. Esto se
basa en cbservar que ?(q;,r) es la transformada de Fourier con ventana de F con respecto

a la ventana compleja ¥(t). La funcién de autoindeterminacién correspondiente es:
_ 2
K(0, 0,70 ) = C3(Fp ¥opo ) O =[] (“49)

que representa al Kernel de reproduccién asociado al marco {¥,.}. Todas las
observaciones hechas anteriormente, acerca de la existencia y unicidad de soluciones del
problema inverso de banda ancha son aplicadas ahora al caso de banda angosta, ya que la
estructura matematica en ambos casos, es idéntica, como se planteo en el capitulo 1. En
particular, la solucién mas general de (48) es:

D (0,1) = CoF(,7) + Mo, ) (50)

donde H(, 1) es una funcién del complemento ortogonal I3 de I, de la transformada de
Fourier con ventana (con respecto a ¥) en L2 (Rz). Nuevamente la solucién no es unica y

es necesario usar una variedad de sefiales emitidas para obtener una singular.
El retomar las funciones de banda ancha, se debe a que:

a) Las ondas acusticas satisfacen la ecuacién de onda y se propagan a una
velocidad constante. Consecuentemente, las funciones indeterminadas juegan
un papel importante en el andlisis de sonar y radar. Sin embargo, el analisis de
radar usualmente involucra seiiales de banda angosta, lo que no
necesariamente ocurre en el analisis sonar pues las frecuencias invoiucradas
son mucho menotes y la velocidad del sonido es mucho menor que la de la luz.
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b) A diferencia de las sefiales de banda angosta, el formalismo asociado a las
funciones indeterminadas de banda ancha es conceptualmente mas simple e
intuitivo que el asociado a las versiones de banda angosta. La relacion de la
velocidad con el factor de escala es directa y clara, ya que su relacién con la
frecuencia Doppler es mas convolucionada, dependiendo de cdmo ésta se

transforma en el dominio de la frecuencia. Ademas, la eliminacion de la

frecuencia negativa y la subsecuente demodulacion hace que ff(s,'c) sea

menos intuitiva y directa al objeto que ?(s, 7).

¢) Las aceleraciones son simples de describir en el dominio del tiempo, pero muy
complicadas en el dominio de la frecuencia. Entonces, una extensién del
concepto de funciones indeterminadas que debe incluir aceleraciones, es mas
probable que exista en la escala del tiempo y no en la escala del tiempo y la

frecuencia.

Muchos tratados de andlisis de radar usan funciones indeterminadas de banda
angosta sin referirse a las versiones de banda ancha. Una de las razones practicas, es
porque la demodulacién de sefiales oscila en forma mas lenta que las originales, lo que
permite un manejo mas sencillo. Otra razén es que el andlisis wavelet es muy reciente y
consecuentemente poco conocido. Una tercera es gue antes de contar con la velocidad de
las computadoras, las funciones indeterminadas eran evaluadas en forma rutinaria por
métodos analégicos, usando bancos de filtros, los cuales son mas faciles de tratar con la
transformada de Fourier con ventana que con la transformada wavelet, pues la primera
requiere de modulaciones y la segunda de escalaciones.

5. 3. 2. Dispersion de Wavelets Electromagnéticas.

Cuando el proceso fisico de propagacion y dispersién es ignorado, el efecto neto
de un punto en la representacion y(t) que exhibe la onda electromagnética emitida es la

transformacion:



U. N. A. M. EscuELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN 219

1 — 51
y(f) > v, (=s Hv(t—;z) &1

(c-v)
(c+v)

objeto. Dentro de! analisis de bandas angostas, la expresién anterior se reduce a:

donde z es la dilatacion y s = es el factor de escala introducido por la velocidad del

¥(t) > ¥, (= et - 1) (52)

2v . . .
donde ¢ = A— es la traslacion Doppler en la frecuencia, que se introduce en la banda de
[

frecuencia positiva por ia velocidad, y hemos ignorado el factor de fase e 27 on (43).

w(t) es la sefial analitica de Gabor demodulada, de y(t).
En cada caso, contamos con un conjunto de operaciones que actlan sobre las
sefiales: En el primer caso son traslaciones y escalaciones, mientras que en el segundo,

son traslaciones y modulaciones.

Para cualquier sefial de energia finita f(t), definamos Usf y W,.f como:

1ft- 2m (63)
Ua)) =51 (W) = (-
de donde:
WYse = Us,tq’- \Ptb.r = Wd:.'rly (54)
Us. Y W, son operadores en LZ(R) invertibles, por lo cual conservan la norma:
2 : 556
oA’ =1y [WeA|” =" (%)

Polarizandolas, observamos que conservan el producto interno, y concluimos que son

unitarios:
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U, =UL, W, =W, (56)

Ademas, facilmente podemos verificar que en cada caso, aplicando consecutivamente dos

veces el operador, es equivalente a aplicarlo una sola vez. Esto es:
= 2Tt
Ugolge = Ugssres Wy Wyo =7 Wiy (57)

Como U, es el operador identidad, U,.. es el inverso de Us,. Ya que los Us, forman un

grupo, los productos e inversos de los operadores U son U. De hecho, los indices (s, 1)
forman un grupo, llamado grupo afin o grupo ax + b, denctado por A. El cual consiste del

medio plano {(s 1) eR%:s> 0} que procede sobre la variable del tiempo por una traslacion

afin:
t—(s,tit=st+ (58)’
Dos transformaciones consecutivas dan:
(s, T)s, D) = (8, T}st + T) = (S'S) + (s + 1) (59)
lo que implica que la regla de multiplicacion en A, es:
(s', )5, 1) =(s’s, 81+ 1) (60)

La expresion (57) demuestra que las U satisfacen la condiciones de grupo asi como los

elementos de A:
UgUg=Ugy g .g€A (61)

Esto es, la forma de actuar de (s, t) en el tiempo teR es por medio de una induccién de

U, en las sefales f eL?(R). Podriamos decir que la correspondencia U:g— U, (un mapeo

' En algunas ocasiones utilizaremos g = (s, 7) para abreviar la notacién.
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del tiempo a ias sefiales) es una representacion de A en L%R). Ademas de que cada U, es
un operador unitario, esta representacion es unitaria. Otra importante propiedad de la
representacién es que, segun (54), todas las wavelets representadas, se obtienen de

aplicarle a la wavelet madre U:
wg =Ug v (62)

Consecuentemente:
Ugyg = Uglgw = Uge ¥ = gy (63)

Es decir, transformaciones afines, como representaciones en L%R) por U, mapean wavelets

_1)

- , 4t )
a wavelets transformado sus indices. Observandose que (st) 1t=(——. U, actia en las
s

funciones aplicandose inversamente en el argumento:
(UAM=57H(g™). a=60 (64)

El factor de fase en la segunda ecuacién de (57) no permite satisfacer las
condiciones para que W sea un grupo. Por ejemplo, el inverso de W,; no pertenece a W,
aungue ¢t es entero, ya que el factor de fase no permite la existencia de W, .. que es la
dnica posibilidad para el inverso de Wj,.. Desde este punto de vista, W es mas complicado
que U. Esto es debido a las repetidas transformaciones aplicadas a las sefiales para ser
llevadas de frecuencia de banda ancha a frecuencia de banda angosta. Por no ser objetivo
de esta tesis el analisis de frecuencias de banda ancha o angosta, no adentraremos mas
en este punto. Sélo queremos hacer notar que el analisis de frecuencia de banda ancha es

conceptualmente mas simple que su aproximacién a una banda angosta‘.

Los operadores U, y W, actiian en funciones abiertas, esto es en sefales cuya

anica condicién es el de ser de energia finita, aunque su importancia radica en el hecho de

' El conjunto W puede ser un grupo al incluir un factor de fase arbitrario €™, lo que implica que (¢,
1) es ahora (A, ¢, 1), lo que extiende el conjunto de indices a un grupo conocido como el grupo de
Weyl - Heisenberg 147, el cual se relaciona con A por un proceso de contraccién.
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Si las trastaciones se denotan por Tex = x + b entonces las transformaciones adaptadas

especiales son el resuitado de una composicién C, = JT,J; es decir:

X +b (70)
cx=‘( . +i0)= - = X+ (o b e R*
® X* X ( X b)z 1+ 20+ x+(beb)(x*x)’
+
XX

Como C, es no lineal, ésta mapea de subconjuntos planos en R* a curvas en R,
Dependiendo de como se elija b, C, puede ser interpretada como un impulso hacia un
marco de referencia acelerado. Esto es similar a como las transformaciones de Lorentz
(lineales) son impulsadas a un marco de referencia de movimiento uniforme. Esto puede
ser utilizado para estimar la aceleracion de un objeto, asi como las transformaciones de

Lorentz son usadas para estimar la velocidad.

De esta manera, hemos llegado a un grupo adaptado C como un modelo que
combina propagacién y dispersién elemental. Para que este modelo sea util debemos saber
como las transformaciones adaptadas afectan las ondas electromagnéticas. Esto es,

necesitamos una representacion de C en H. Ademas, queremos que C en H conserve las
normas de soluciones de ||F|\ lo cual implica que sea unitario. Una repfesentacion unitaria
de C es analoga a la representacion del grupo afin. Cada transformacioén adaptada es un
mapeo g.R* = R*, no necesariamente lineal porque incluye una transformacion adaptada

especial como (70). g puede extenderse a un mapeo tnico en el espacio del tiempo

complejo T, es decir:
gT—>T (71)
Por ejemplo, una transformacién de Poincaré actlaenz=x+Iiy € T como:
(A, b)z = Az + b = (Ax + b) +iAY (72)

y una transformacion adaptada especial es como (70) pero ahora en lugar de x, z. De
hecho, la accion de g en T es similar a su accion en R*, pues este dltimo es singular debido
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(UgF)(x) = Mg(x)F(g"'x) (78)

Aunque M,(x) (a diferencia de My(z)) cuenta con singularidades, debido a la singularidad
natural de la transformacién adaptada especial en R* (el conjunto singular tiene métrica
cero), entonces (76) define una representacion unitaria en H). Esto significa que desde un
punto de vista objetivo, no existe diferencia absoluta entre el sistema coordenado

cartesiano en R* y su imagen bajo g.

Podemos ahora obtener el efecto de C en las wavelets. Sea g— g’ en (74) y

usando F(z) ='¥,F , tenemos:
\P;Ug—iF = Mg_1 (Z)\:P;ZF (77)
Eliminando F y tomando los adjuntos:
* _ * 7

U, = YoM (2) (78)

Pero U, es unitario, por lo que U;_, =U,. Lo que conduce a:
- ' 79

Ug¥, = ¥,M .1 (2) (79)

que generaliza (63) de representaciones a wavelets fisicas. Obsérvese que la polarizacion

de la matriz M opera sobre las wavelets por la derecha. Ademas de esto, U, procede en ¥,

- s6lo el transformar el indice z por gz lo que significa que Ug no s6lo cambia el punto focal x
de Wy, Sino también su velocidad central v =l, y la escala [s[ Entonces Uy impulsa ¥, a
s

transformar las coordenadas de su punto focal y simuitaneamente la velocidad / escala del

vector. Las traslaciones por otro lado, existen soélo en x pues z + b=(x+b)+iy.

Para que un evento de dispersion sea “slemental’, ambas, la onda y la dispersion

deben ser elementales en ciertos sentidos. En el caso de las representaciones, las ondas
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CONCLUSIONES

Uno de los objetivos de este trabajo fue el de presentar al Analisis con base en la
Teoria de Wavelets, como un andlisis alterno al Andlisis de Fourier, el presente texto
presenta y demuestra las enormes ventajas de éste analisis con respecto al segundo. Es
evidente que no es un andlisis de facil digerimiento, lo cual ho necesariamente debe ser un
obstaculo para su estudio. Esto se debe a que no existe en México una bibliografia extensa
y facil de asimilar para iniciar su estudio, a pesar de los enormes avances cientificos que se

han suscitado en nuestro pals.

Otro objetivo planteado at inicio del presente trabajo, fue el de difundir el estudio
de 1a teoria de Wavelets. Consecuentemente, esta tesis es una tesis de difusion, la cual
pretende proporcionar las herramientas necesarias para poder llevar a cabo el estudio del
analisis con base en Ia teoria de wavelets. Dicho objetivo se cumplio e incluso se supero,
pues se presentan diferentes aplicaciones de este analisis, las cuales nos permiten ver las
ventajas y desventajas de este método y asi poder hacer un estudio mas completo lo gue
nos permitira ver la importancia de que este analisis sea difundido dentro de la carrera dé

Matematicas Aplicadas y Computacion.

Es evidente la gran eficacia y eficiencia del analisis wavelet, pues la manera en
que hace el tratamiento digital de imagenes es mucho mas satisfactorio que otro tipo de
analisis, incluso el JPEG, el cual actuaimente es considerado uno de los metodos de

compactacion de imagenes mas eficaz.
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La compresion de imagenes es una de las pocas areas que ha recibido una
respuesta comercial suficientemente amplia, lo que garantizara ia adopcion de nuevos y

mejores estandares.

A diferencia de la compresién de imagenes, los formatos de sonido se encuentran
en una etapa de desarrollo mas temprana que el de las imagenes, razén por la cual los
esfuerzos estan concentrados en homologar el hardware dentro de las diferentes
plataformas. Consecuentemente, no se ha iniciado un estudio mas profundo acerca de la
optimizacion en el area de reconocimiento de sefiales acusticas. Eso impide ver claramente
como el usar el andlisis wavelet para el reconocimiento de sefales acusticas es mas

apropiado, aungue no necesariamente mas sencilio.

Una aplicacion que nos permitio ver que el analisis wavelet no siempre resuelve
todos nuestros problemas, fue el de radares y dispersion de sefiales, pues cuando la
frecuencia de la sefial se pasa de una banda ancha a una angosta, el analisis wavelet se
vuelve un trabajo engorroso cuando se trata de analizar la frecuencia de la sefial en la
banda angosta, o que sugiere aplicar otro tipo de andlisis. El principal obstaculo es trabajar
con este tipo de sefales, pues si la frecuencia de la sefial es de banda ancha, ésta no

presenta problema alguno.

Queda claro entonces, que el anlisis con base en la teoria de wavelets, es una
herramienta muy eficaz. Sin embargo, se sugiere tomar las debidas precauciones al
momento de ser aplicada, pues si lo que queremos €5 facilitar Ia solucién de un modelo
particular, debemos considerar que tipo de modelo es. Vimos que el tratamiento de sefales
cuya frecuencia es de banda ancha, el analisis wavelet es de gran ayuda, pues facilita
enormemente su estudio. Para un modelo cuyas sefiales se encuentren en una frecuencia
de banda angosta, lo preferible es buscar otro tipo de andlisis o incluso hacer una
combinacion de analisis, lo que nos permitira trabajar con las bondades del analisis wavelet
y evitarnos tratar las sefiales de banda angosta con éste. Es gvidente, como las
limitaciones de este analisis son menores a las que se pueden presentar con otro tipo de
analisis, como puede ser el analisis de Fourier, pues en este caso no es necesario que la

sefial sea periodica, y pertenezca al dominio del tiempo.
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